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4 Лекция №4.
Функции распределения

𝜉 : Ω ↦→ R

∀𝑥 ∈ R{𝜔 : 𝜉(𝜔) < 𝑥} ∈ F ⇔ ∃ P{𝜔 : 𝜉(𝜔) < 𝑥} ≡ P(𝜉 < 𝑥) —
случайная величина (с.в.)

F(𝑥) = P(𝜉 < 𝑥), 𝑥 ∈ R — функция распределения

Определение 4.1 С.в. 𝜉 имеет абсолютно непрерывное распределение,
если:

F(𝑥) =

𝑥∫︁
−∞

𝑝(𝑧)𝑑𝑧, 𝑥 ∈ R,

где p(·)- некоторая функция, 𝑝(𝑧) ≥ 0,
∞∫︀
∞
𝑝(𝑧)𝑑𝑧 = 1

p(·)- плотность распределения

⇒ 𝐹 (·) непрерывна ∀𝑥 ∈ R и 𝐹 ′(𝑥) = 𝑝(𝑥)

Общие свойства функции распределения F(x)

1 𝐹 (·) не убывает, т.е. если 𝑥1 ≤ 𝑥2, то 𝐹 (𝑥1) ≤ 𝐹 (𝑥2)

Тогда 𝐴𝑘 = {𝜔 : 𝜉(𝜔) < 𝑥𝑘}, 𝑘 = 1, 2

𝐹 (𝑥𝑘) = P(𝜉 < 𝑥𝑘) = P(𝐴𝑘)

Если 𝑥1 ≤ 𝑥2, то 𝜉(𝜔) < 𝑥1 ⇒ 𝜉(𝜔) < 𝑥2

т.е. 𝐴1 ⇒ 𝐴2, 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⇒ P(𝐴1) ≤ P(𝐴2)
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Рис. 4.1: 1 свойство функции распределения

2 𝐹 (·) непрерывна слева, 𝐹 (𝑥− 0) = 𝐹 (𝑥), т.е. ∀{𝑥𝑛}𝑛=1,∞

{︃
𝑥1 ≤ 𝑥2 ≤ · · · ≤ 𝑥𝑛 < · · · < 𝑥

𝑥𝑛 ↦→ 𝑥
F(x𝑛)→𝑛→∞ 𝐹 (𝑥)

A𝑛 = {𝜔 : 𝜉(𝜔) < 𝑥𝑛}, 𝑛 = 1, 2 . . .⇒ 𝐹 (𝑥𝑛) = P(𝐴𝑛)

A = { 𝜔 : 𝜉(𝜔) < 𝑥}, 𝐹 (𝑥) = P(𝐴)

x𝑛 ≤ 𝑥𝑛+1 ⇒ 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝑛+1 ⇒ ∃ lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 =
∞⋃︀
𝑛=1

𝐴𝑛

Покажем, что
∞⋃︀
𝑛=1

𝐴𝑛 = 𝐴

Пусть 𝜔 ∈
∞⋃︀
𝑛=1

𝐴𝑛 ⇔ ∃ 𝑛 : 𝜔 ∈ 𝐴𝑛 = {𝜔 : 𝜉(𝜔) < 𝑥𝑛} т.е. 𝜉(𝜔) < 𝑥𝑛 <

𝑥⇒ 𝜉(𝜔) < 𝑥⇔ 𝜔 ∈ 𝐴

Рис. 4.2: 2 свойство функции распределения

Пусть 𝜔 ∈ 𝐴⇔ 𝜉(𝜔) < 𝑥

x𝑛 → 𝑥− 0⇒ ∀𝜖 > 0 ∃ 𝑛 : 𝑥− 𝑥𝑛 < 𝜖

𝜖 = 𝑥− 𝜉(𝜔)⇒ 𝑥− 𝑥𝑛 < 𝑥− 𝜉(𝜔)⇒ 𝜉(𝜔) < 𝑥𝑛 ⇔ 𝜔 ∈ 𝐴𝑛 ⇒
⇒ 𝜔 ∈

∞⋃︀
𝑛=1

𝐴𝑛

F(x) = P(𝐴) = lim
𝑛→∞
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Рис. 4.3: 2 свойство функции распределения

A𝑛 = lim
𝑛→∞

𝐹 (𝑥𝑛)

3 𝐹 (−∞) = 0, 𝐹 (+∞) = 1

т.е. ∀{𝑥𝑛}𝑛=1,∞ 𝑥1 ≥ 𝑥2 . . . ;𝑥𝑛 → −∞

F(x𝑛)→ 0,∀{𝑧𝑛}𝑛=1,∞ 𝑧1 ≤ 𝑧2 ≤ . . . ; 𝑧𝑛 → +∞ 𝐹 (𝑧𝑛)→ 1

Пусть 𝐴𝑛 = {𝜔 : 𝜉(𝜔) < 𝑥𝑛},
𝐵𝑛 = {𝜔 : 𝜉(𝜔) < 𝑥𝑛}

𝑛 = 1, 2

Покажем, что 𝐴𝑛 → ⊘, 𝐵𝑛 → Ω

⇒ 0 = P(⊘) = lim
𝑛→∞

P(𝐴𝑛) = lim
𝑛→∞

𝐹 (𝑥𝑛)

1 = P(Ω) = lim
𝑛→∞

𝐹 (𝑥𝑛)

z1 ≤ 𝑧2 ≤ . . .⇒ 𝐵1 ⊂ 𝐵2 ⊂ . . .⇒ lim
𝑛→∞

𝐵𝑛 =
∞⋃︀
𝑛=1

𝐵𝑛

Пусть
∞⋃︀
𝑛=1

𝐵𝑛 ̸= Ω⇔ ∃ 𝜔 ̸∈
∞⋃︀
𝑛=1

𝐵𝑛 ⇔ 𝜔 ∈
∞⋃︀
𝑛=1

𝐵𝑛 =
∞⋂︀
𝑛=1

𝐵𝑛

⇔ 𝜔 ∈ 𝐵𝑛 = {𝜔 : 𝜉(𝜔) ≥ 𝑧𝑛} ∀𝑛

Рис. 4.4: 3 свойство функции распределения

z𝑛 → +∞⇒ ∀𝑚 ∃ 𝑛 : 𝑧𝑛 > 𝑀

M = 𝜉(𝜔)⇒ 𝜉(𝜔) < 𝑧𝑛( ∃ 𝑛)
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Противоречие 𝜉(𝜔) ≥ 𝑧𝑛∀𝑛

1 − 3 ⇒ 𝐹 (·) — функция распределения F(x) = P(𝜉 < 𝑥)

4 (𝐹 (𝑥− 0) = 𝐹 (𝑥))

𝐹 (𝑥 + 0) = P(𝜉 ≤ 𝑥)

(ср. с F(x) = P(𝜉 < 𝑥))

Пусть { x𝑛}𝑛=1,∞ :

{︃
𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥ · · · ≥ 𝑥𝑛 > · · · > 𝑥

𝑥𝑛 → 𝑥
A𝑛 ⇔ 𝜉 < 𝑥𝑛

𝐴1 ⊃ 𝐴2 ⊃ · · · ⊃ 𝐴𝑁 ⊃ . . .

⇒ ∃ lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 =
∞⋂︀
𝑛=1

𝐴𝑛
?
= 𝐵 − {𝜔 : 𝜉(𝜔)}

Пусть 𝜔 ∈ 𝐵 ⇔ 𝜉(𝜔) ≤ 𝑥, 𝑥𝑛 > 𝑥⇒

⇒ 𝜉(𝜔) < 𝑥 ∀𝑛 = 1, 2 . . .⇒ 𝜔 ∈
∞⋂︀
𝑛=1

𝐵𝑛

Рис. 4.5: 4 свойство функции распределения

Пусть 𝜔 ̸∈ 𝐵 ⇔ 𝜉(𝜔) > 𝑥, 𝑥𝑛 → 𝑥 + 0⇒

⇒ ∃ 𝑛 : 𝑥𝑛 < 𝜉(𝜔)⇒ 𝜔 ̸∈ 𝐵𝑛 ⇒ 𝜔 ̸∈
∞⋂︀
𝑛=1

𝐵𝑛

Рис. 4.6: 4 свойство функции распределения

28



ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА
СЕРДОБОЛЬСКАЯ МАРИЯ ЛЬВОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

5 P(𝜉 = 𝑥) = P(𝜉 ≤ 𝑥)− P(𝜉 < 𝑥)= F(x+0)-F(x)=F(x+0)−

−𝐹 (𝑥− 0)⇒ 𝐹 (·) непрерывна в т. х ⇔ P(𝜉 = 𝑥) = 0

Рис. 4.7: 5 свойство функции распределения

6 P(𝑥1 ≤ 𝜉 < 𝑥2) = P(𝜉 < 𝑥2)− P(()𝜉 < 𝑥1) = 𝐹 (𝑥2)− 𝐹 (𝑥1)

P(𝑥1 ≤ 𝜉 < 𝑥2) = 𝐹 (𝑥2 + 0)− 𝐹 (𝑥1)

P(𝑥1 < 𝜉 < 𝑥2) = 𝐹 (𝑥2)− 𝐹 (𝑥1 + 0)

P(𝑥1 < 𝜉 ≤ 𝑥2) = 𝐹 (𝑥2 + 0)− 𝐹 (𝑥1 + 0)

Дискретное распределение F(x) =
∞∑︀

𝑘:𝑥𝑘<𝑥

𝑝𝑘 (Д)

p𝑛 = 𝐹 (𝑥𝑘 + 0)− 𝐹 (𝑥𝑘) = P(𝜉 = 𝑥𝑘)

(Д) ⇔

⎧⎪⎨⎪⎩
P(𝜉 = 𝑥𝑘) = 𝑝𝑘, 𝑘 = 1, 2 . . .

∞∑︁
𝑘

𝑝𝑘 = 1

∀𝑥 ̸∈ {𝑥1, 𝑥2 . . .}𝐹 (·) непрерывна в т. х ⇔ P(𝜉 = 𝑥) = 0

𝑥𝑘 - точка роста функции 𝐹 (·) т.е. F(x𝑘 + 𝜖)− 𝐹 (𝑥𝑘 − 𝜖) > 0∀𝜖 > 0

Если 𝑥𝑘 < 𝑥𝑘+1∀𝑘, то F(x)=const при 𝑥 ∈ (𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1]

(Д) ⇒

1) 𝐹 (·) имеет точки разрыва x1, . . . , 𝑥𝑛

2) 𝐺𝑟 — множество точек роста функции 𝐹 (·), 𝐺𝑟
длина

= {𝑥1, 𝑥2, . . . }
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Рис. 4.8: Функция распределения

𝐿(𝐺𝑟) =
∞∑︁
𝑘

𝐿(𝑥𝑘) = 0

(𝐴𝐻) 𝐹 (𝑥) =

𝑥∫︁
−∞

𝑝(𝑥)𝑑𝑥

𝐹 (·) непрерывна ∀𝑥 ⇔ P(𝜉 = 𝑥) = 0∀𝑥

(AH)⇔ 𝐹 ′(𝑥) = 𝑝(𝑥)⇔ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = P(𝑥 ≤ 𝜉 < 𝑥+𝑑𝑥) = 𝐹 (𝑥+𝑑𝑥)−𝐹 (𝑥)

(т.е. 𝑝(𝑥)△𝑥 =
△𝑥→+0

𝐹 (𝑥 +△𝑥)− 𝐹 (𝑥))

Gr = { x: p(x) > 0 } L(Gr ̸= 0)

Определение 4.2 Сингулярное распределение:

𝐹 (·)непрерывна ∀𝑥(см. АН)

𝐿(𝐺𝑟) = 0 (см. (Д))
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Рис. 4.9: Распределение

Теорема 6
∀𝐹 (·)— функция распределения

𝐹 (𝑥) = 𝑑1𝐹𝑑(𝑥) + 𝑑2𝐹𝐴𝐻(𝑥) + 𝑑3𝐹синг(𝑥) ∀𝑥 ∈ R, где

𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 ≥ 0, 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 = 1

F𝐷(·)имеет тип (Д)

F𝐴𝐻(·)имеет тип (АН)

FСИНГ(·)↔ сингулярное распределение

У нас: 𝛼3 = 0

Если 𝛼2 = 0, , то (𝐷)

𝛼1 = 0, , то (𝐴𝐻)

Если 𝛼1 > 0, 𝛼2 > 0, 𝛼1 + 𝛼2, то :

𝛼1 =
∑︁
𝑘

P(𝜉 = 𝑥𝑘)

𝛼2 =

∫︁
𝑥:𝐹 (𝑥)=𝑝(𝑥)̸=0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥

(Ω,F,R) : 𝜉 : Ω ↦→ R— с.в.

Пусть 𝜉𝑘 : Ω ↦→ R— с.в.
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Рис. 4.10: Абс. непрер. распределение

Определение 4.3 Совместная функция распределения:

𝐹 (·) : R𝑛 ↦→ [0, 1]

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = P(𝜉1 < 𝑥1, 𝜉2 < 𝑥2, . . . , 𝜉𝑛 < 𝑥𝑛) ≡

≡ P(
𝑛⋂︁

𝑘=1

{̃︀𝜔 : 𝜉(𝜔)𝑘 < 𝑥𝑘})

n=2

Дискретное распределение

𝐹 (𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑘:𝑥𝑘<𝑥
𝑗:𝑦𝑗<𝑦

𝑝𝑘𝑗

𝑝𝑘𝑗 = P(𝜉1 = 𝑥𝑛, 𝜉2 = 𝑦𝑗) > 0

Абс. непрерывное распределение

𝐹 (𝑥, 𝑦) =

∫︁∫︁
𝑧<𝑥
𝑢<𝑦

𝑝(𝑧, 𝑢)𝑑𝑧𝑑𝑢

p(·) : R2 → R— двумерная плотность распределения

𝐹 (𝑥, 𝑦) =
𝜕2𝐹 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
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Рис. 4.11: Двумерная плотность распределения

P(𝑥 ≤ 𝜉1 < 𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑦 ≤ 𝜉2 < 𝑦 + 𝑑𝑦) = 𝑝(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

Пусть (Ω,F, 𝑃 )— некоторое вероятностное пространство

A,B ∈ F 𝐴,𝐵— независимые события, если

P(𝐴 ∩𝐵) = P(𝐴)P(𝐵)

(Несовместные: A∩𝐵 = ⊘)

Определение 4.4

𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ∈ F— независимые (в совокупности) события, если

∀{𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚} ⊂ {1, 2, . . . , 𝑛}

P(𝐴𝑗1 ∩ 𝐴𝑗2 ∩ · · · ∩ 𝐴𝑗𝑛) = P(𝐴𝑗1)P(𝐴𝑗2) . . .P(𝐴𝑗𝑛)

𝑚 = 2, 3, . . . , 𝑛; (𝑗1 < 𝑗2 < · · · < 𝑗𝑚)
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