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Лекция 4. Задача Коши для уравнения 1-го порядка, разрешенного относительно 
производной. Существование решения 

Постановка задачи 

1)  Признак Даламбера 

�𝐶𝐶𝑛𝑛,
∞

𝑛𝑛=1

    𝐶𝐶𝑛𝑛 ≥ 0   

Если 

lim
𝑛𝑛→∞

𝐶𝐶𝑛𝑛+1
𝐶𝐶𝑛𝑛

= 𝑞𝑞 < 1, 

то ряд ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=1  сходится. 

2) Признак Вейерштрасса 

�𝑈𝑈𝑛𝑛(𝑡𝑡),
∞

𝑛𝑛=1

    𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2] 

Если |𝑈𝑈𝑛𝑛(𝑡𝑡)| = 𝐶𝐶𝑛𝑛     ∀𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2]   ∀𝑛𝑛 ≥ 2 и ряд ∑ 𝐶𝐶𝑛𝑛∞
𝑛𝑛=1  сходится,  

то ряд  

�𝑈𝑈𝑛𝑛(𝑡𝑡)
∞

𝑛𝑛=1

 

 сходится равномерно на отрезке [𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2]. 

3) Теорема о равномерной сходимости 

Если 𝑈𝑈𝑛𝑛(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶[𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2]    ∀𝑛𝑛 = 1,2 … и 𝑈𝑈𝑛𝑛(𝑡𝑡)→→𝑈𝑈
�(𝑡𝑡), то 𝑈𝑈�(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶[𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2]. 

Теорема существования 

Пусть функция 𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝑦𝑦) определена и непрерывна в прямоугольнике П и удовлетворяет 
в П условию Липшица по 𝑦𝑦. Тогда на отрезке [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ], где ℎ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �𝑇𝑇, 𝐴𝐴

𝑀𝑀
� , 𝑀𝑀 =

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚|𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝑦𝑦)| существует функция 𝑦𝑦�(𝑡𝑡) такая, что 

𝑦𝑦�(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶1[𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ], 

𝑦𝑦�′(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓�𝑡𝑡,𝑦𝑦�(𝑡𝑡)�  

𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ] 

𝑦𝑦0���(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 

                                                           𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑦𝑦(𝑡𝑡)).           (8) 

https://vk.com/teachinmsu
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                                                           𝑦𝑦(𝑡𝑡0) = 𝑦𝑦0           (9) 

 
Рис. 4.1. Рассматриваемый прямоугольник 

П = {(𝑡𝑡, 𝑦𝑦0): |𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0| ≤ 𝑇𝑇,   |𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0| ≤ 𝐴𝐴} 

Рассмотрим на [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ] интегральное уравнение 

                                               𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + ∫ 𝑓𝑓�𝜏𝜏, 𝑦𝑦(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑡𝑡0

       (10) 

1) Докажем, что если 𝑦𝑦�(𝑡𝑡) ∈ С[𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ], |𝑦𝑦�(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦0| ≤ 𝐴𝐴,   𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ] и 𝑦𝑦�(𝑡𝑡)  
является решением (10), то 𝑦𝑦�(𝑡𝑡) решение задачи Коши (1),(2) на [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ]. 

𝑦𝑦�(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + �𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦�(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

=> 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡0 

𝑦𝑦�(𝑡𝑡0) = 𝑦𝑦0 

𝑦𝑦�′(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑡𝑡,𝑦𝑦�(𝑡𝑡)) 

𝑦𝑦�(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶1[𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ] 

Доказательство: 

Определим последовательность функций 𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑡𝑡) на отрезке [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ]. Возьмем 
𝑦𝑦0(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0,  

𝑦𝑦𝑛𝑛+1(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + �𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑛𝑛(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑,   𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ],   𝑛𝑛 = 0,1,2 …
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

 

 

2) Докажем, что 𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑡𝑡) существует и непрерывно на [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ] и |𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦0| ≤
𝐴𝐴,   𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ],𝑛𝑛 = 1,2 … 

https://vk.com/teachinmsu
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Доказательство: 

При 𝑛𝑛 = 0, 𝑦𝑦0(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 ∃ непрерывна |𝑦𝑦0(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦0| = 0 ≤ 𝐴𝐴. 

Пусть утверждение верно при 𝑛𝑛 = 𝑚𝑚. Докажем при 𝑛𝑛 = 𝑚𝑚 + 1: 

𝑦𝑦𝑚𝑚+1(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 �𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑚𝑚(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

 

|𝑦𝑦𝑚𝑚(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦0| ≤ 𝐴𝐴 

𝑦𝑦𝑚𝑚+1(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶[𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ] 

 

3) Докажем, что |𝑦𝑦𝑚𝑚+1(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦0| ≤ 𝐴𝐴, 𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ]. 

Доказательство: 

�𝑦𝑦0 + �𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑚𝑚(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

− 𝑦𝑦0� ≤ ��𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

� ≤ 𝑀𝑀ℎ ≤ 𝑀𝑀
𝐴𝐴
𝑀𝑀

= 𝐴𝐴 

 

4) Докажем, что |𝑦𝑦𝑛𝑛+1(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑡𝑡)| ≤ 𝐴𝐴𝐿𝐿𝑛𝑛 |𝑡𝑡−𝑡𝑡0|𝑛𝑛

𝑛𝑛!
,    𝑛𝑛 = 0,1 …  𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ]. 

                                               |𝑦𝑦𝑛𝑛+1(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑡𝑡)| ≤ 𝐴𝐴𝐿𝐿𝑛𝑛 |𝑡𝑡−𝑡𝑡0|𝑛𝑛

𝑛𝑛!
      (11) 

Доказательство: 

Пусть 𝑛𝑛 = 0, тогда: 

|𝑦𝑦1(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦0(𝑡𝑡)| = �𝑦𝑦0 + �𝑓𝑓�𝜏𝜏, 𝑦𝑦0(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑦𝑦0

𝑡𝑡

𝑡𝑡0

� ≤ 

≤ ���𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦0(𝜏𝜏)��
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

𝑑𝑑𝑑𝑑� ≤ 𝑀𝑀ℎ ≤ 𝑀𝑀
𝐴𝐴
𝑀𝑀

= 𝐴𝐴. 

 

5) Пусть неравенство (11) верно для 𝑛𝑛 = 𝑚𝑚− 1,  |𝑦𝑦𝑚𝑚(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦𝑚𝑚−1(𝑡𝑡)| ≤ 𝐴𝐴𝐿𝐿𝑚𝑚−1 |𝑡𝑡−𝑡𝑡0|𝑚𝑚−1

(𝑚𝑚−1)!
. 

Докажем, что |𝑦𝑦𝑚𝑚+1(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦𝑚𝑚(𝑡𝑡)| ≤ 𝐴𝐴𝐿𝐿𝑚𝑚 |𝑡𝑡−𝑡𝑡0|𝑚𝑚

𝑚𝑚!
. 

Доказательство: 

https://vk.com/teachinmsu
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|𝑦𝑦𝑚𝑚+1(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦𝑚𝑚(𝑡𝑡)| = �𝑦𝑦0 + �𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑚𝑚(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑦𝑦0 − �𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑚𝑚−1(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

𝑡𝑡

𝑡𝑡0

� = 

= ���𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑚𝑚(𝜏𝜏)� − 𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑚𝑚−1(𝜏𝜏)��𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

� ≤ 

≤ ���𝑓𝑓�𝜏𝜏, 𝑦𝑦𝑚𝑚(𝜏𝜏)� − 𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑚𝑚−1(𝜏𝜏)��𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

� ≤ 

≤ ��𝐿𝐿|𝑦𝑦𝑚𝑚(𝜏𝜏) − 𝑦𝑦𝑚𝑚−1(𝜏𝜏)|𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

� ≤ 

≤ ��𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿−1
|𝜏𝜏 − 𝑡𝑡0|𝑚𝑚−1

(𝑚𝑚 − 1)!
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡

𝑡𝑡0

� ≤ 

≤ 𝐴𝐴𝐿𝐿𝑚𝑚 �
|𝜏𝜏 − 𝑡𝑡0|𝑚𝑚−1

(𝑚𝑚− 1)!
𝑑𝑑𝑑𝑑 ≤

𝑡𝑡

𝑡𝑡0

 

≤ 𝐴𝐴𝐿𝐿𝑚𝑚
|𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0|𝑚𝑚

𝑚𝑚!
. 

 

6) Рассмотрим выражение 

𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + �(
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

𝑦𝑦𝑘𝑘(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦𝑘𝑘−1(𝑡𝑡)). 

Докажем, что ряд ∑ (𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 𝑦𝑦𝑘𝑘(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦𝑘𝑘−1(𝑡𝑡)) сходится равномерно на отрезке [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ] 

Доказательство: 

|𝑦𝑦𝑘𝑘(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦𝑘𝑘−1(𝑡𝑡)| ≤ 𝐴𝐴𝐿𝐿𝑘𝑘−1
|𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0|𝑘𝑘−1

(𝑘𝑘 − 1)!
≤ 

≤ 𝐴𝐴𝐿𝐿𝑘𝑘−1
ℎ𝑘𝑘−1

ℎ!
,   𝑘𝑘 = 1,2 … 𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ]  

lim
𝑘𝑘→∞

𝐶𝐶𝑘𝑘+1
𝐶𝐶𝑘𝑘

= lim
𝑘𝑘→∞

𝐿𝐿𝑘𝑘+1ℎ𝑘𝑘+1𝑘𝑘!
(𝑘𝑘 + 1)! 𝐿𝐿𝑘𝑘ℎ𝑘𝑘

= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
𝑘𝑘→∞

𝐿𝐿ℎ
𝑘𝑘 + 1

= 0 

𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑡𝑡)→→𝑦𝑦�(𝑡𝑡),   [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ] 

𝑦𝑦�(𝑡𝑡) ∈ 𝐶𝐶[𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ]. 

https://vk.com/teachinmsu
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7) Докажем, что 𝑦𝑦�(𝑡𝑡) – решение уравнения (10). 

Доказательство: 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1(𝑡𝑡)→→𝑦𝑦�(𝑡𝑡),   [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ]. 

 

8) Докажем, что �∫ 𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑛𝑛(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑 − ∫ 𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦�(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑡𝑡0

𝑡𝑡
𝑡𝑡0

�→→0    𝑛𝑛 → ∞     𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ]. 

Доказательство: 

��𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑛𝑛(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑 − �𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦�(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

𝑡𝑡

𝑡𝑡0

� ≤ 

≤ ���𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦𝑛𝑛(𝜏𝜏)� − 𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦�(𝜏𝜏)��𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

� ≤ 

≤ 𝐿𝐿ℎ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚|𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦�(𝑡𝑡)| → 0 

𝑦𝑦�(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦0 + �𝑓𝑓�𝜏𝜏,𝑦𝑦�(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑡𝑡0

,   𝑡𝑡 ∈ [𝑡𝑡0 − ℎ, 𝑡𝑡0 + ℎ]. 

 

Почему существование решения рассматривается на маленьком отрезке, пример: 

                                                                   𝑦𝑦′(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎(�𝑦𝑦(𝑡𝑡)�2 + 1)             (12) 

                                                                                  𝑦𝑦(0) = 0             (13) 

𝑓𝑓(𝑡𝑡, 𝑦𝑦) = 𝑎𝑎(𝑦𝑦2 + 1) 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 
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