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Лекция 1

Введение

Теория случайных процессов как наука возникла непосредственно перед и во
время Второй мировой войны и у неё было два источника: во-первых, теория тур-
булентности, теория разнообразных случайных течений и явления переноса в жид-
кости и, во-вторых, помехи в радиосвязи, которые удалось преодолеть только после
изобретения радара.

В рамках первой лекции будут обсуждаться вопросы сути и проблематики теории
случайных процессов на примере задачи из теории турбулентности.

Теория случайных процессов сформировалась заметно позже, чем подавляющее
большинство математических дисциплин, даже заметно позже теории вероятно-
стей. Первые убедительные работы, которые показали полезность теории случай-
ных процессов, относятся к 30-40 годам прошлого века (в качестве маркирующей
работы можно отметить работу А.Н. Колмогорова 1941 года).

Определение случайного процесса и случайного поля

Обозначим формальное определение того, что называется случайным процессом.
Само это понятие отталкивается от того, как в теории вероятностей строится по-
нятие случайной величины: есть некоторое вероятностное пространство элементар-
ных событий Ω, которое снабжено борелевской алгеброй, на которой задана счётно-
аддитивная мера, т.е. можно говорить об измеримых функциях.

Если мы возьмём какую-либо точку ω ∈ Ω, принадлежащую вероятностному про-
странству, то ей сопоставляется функция ξ(ω), т.е. задается отображение вероят-
ностного пространства в действительную ось. Эта функция должна быть измерима:
∀c : {ω : ξ(ω) < c} ∈ σ-алгебре.

Далее рассмотрим понятие случайной функции: есть функция двух переменных
f(t, ω), одну из переменных мы будем интерпретировать как время, а другая пере-
менная - это случайный параметр - точка в вероятностном пространстве:
ξ : Ω 7→ R1 - отображение вероятностного пространства на действительную прямую.

В данном случае будем говорить, что у нас есть функция двух переменных, т.е.:
f : Φ× Ω - произведение какого-то функционального пространства и пространства
элементарных событий. Это произведение сопоставляется значениям функции f .
Если мы зафиксируем параметр ω = ω0, то получим f(t, ω) = f(t, ω0) - реализация
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случайного процесса ξ(ω), а если зафиксируем t = t0, то f(t, ω) = f(t0, ω) - сечение
случайного процесса в точке t = t0.

Вопрос о том, каким именно пространством является Φ, достаточно обширный -
мы должны указать, с функциями какого характера мы работаем. Также, как слу-
чайную величину можно рассматривать как введение вероятностной меры на дей-
ствительной прямой, также случайный процесс можно рассматривать как введение
вероятностной меры в функциональном пространстве. Очевидно, что эта конструк-
ция легко поддается тиражированию:
f(t, x, ω) - функция двух переменных и вероятностного параметра. Мы должны
как-либо указать эти переменные t и x и у нас возникает представление о случай-
ной среде. Мы можем рассматривать функцию f(t, ~x, ω) - переменных в ней будет
больше - три пространственные переменные, одна временная и вероятностный па-
раметр. Также можно рассматривать случайные векторные поля Fi(t, ~x, ω).

Уравнение Навье-Стокса. Турбулентный каскад.

Колмогоров понял, что необходимо создавать аппарат, с помощью которого ста-
нет возможным решение подобных задач. Необходимо было рассмотреть какую-
либо предельную задачу, имеющую мало отношения к действительности.

Уравнение Навье-Стокса: ∂~V
∂t

+ (v∇)v = ~f + ν4v. Для жидкости (для воды в част-
ности) коэффициент вязкости ν очень маленький.

Мы будем рассматривать достаточно большую систему, в которой размешивает-
ся жидкость, т.е. вносится энергия. И возникает вопрос - что происходит с этой
энергией. Понятно, что в конце концов она переходит в тепло за счёт ν4v, а при
нём очень маленький коэффициент. Очевидно, что с течением времени устанавли-
вается некое стационарное состояние, но непонятно, что происходит с постоянно
приходящей энергией.

Допустим, что имеется большой сосуд диаметра L, в котором есть некое подобие
плоской волны. Решение этого уравнения eikx + iωt. Подставим его во второе слага-
емое (v∇)v уравнения Навье-Стокса и получим e2ikx. Т.е. масштаб течения умень-
шится в два раза.

Наличие такого члена говорит о том, что в сосуде есть вихрь, который при по-
вороте превращается в два, каждый из которых также раздваивается при повороте
и т.д. и так до тех пор, пока размеры вихрей не станут настолько малы, чтобы член
ν4v начал работать. Это явление называется турбулентным каскадом.
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Колмогоров догадался, как из подобной картины можно получить вычислимые ве-
личины: пусть есть некоторый масштаб l. И если есть некоторые две точки, рас-
стояние между которыми равно l, то возникнет разность скоростей в этих точках,
которую назовём vl. Предполагаем, что vl ∼ lα - т.к. при повороте вихря масштаб
изменяется вдвое и, соответственно, в какое-то количество раз будет изменяться
vl. Задачу о нахождении показателя α Колмогоров решил в 1941 году - показатель
вычисляется по теории размерностей.

Размерность v = [ sm
sec

]; размерность l = [sm]. Также в задаче есть поток энергии
с размерностью [gr∗sm

2

sec2
], т.е. количество энегии в единицу времени. Но в задаче так-

же есть масса жидкости, поэтому можно считать, что рассматриваем поток энергии
на единичу массы с размерностью [ sm

2

sec2
]. У нас возникает величина ε, которая имеет

размерность [ sm
2

sec3
]. Т.е. получаем соотношение: vl = εβlα. Для того, чтобы соотно-

шение стало тождественно верным, α и β должны принять значение 1
3
:

vl = ε
1
3 l

1
3 - соотношение Колмогорова-Обухова - именно так устроен турбулентный

каскад.

Теперь будем рассматривать математический аспект приведенной теории. Для на-
чала необходимо дать определение величине vl, далее мы неявно апеллируем к пред-
ставлению о том, что у нас возникает статистическая однородность и изотропия -
у нас нет выделенных точек, выделенных направлений и ситуация стационарна во
времени. Также необходимо дать определение статистически однородному изотроп-
ному векторному полю.

Гёльдеровская производная

Рассмотрим векторное поле vl. У конструкции vl = ε
1
3 l

1
3 есть 1

3
гёльдеровской

производной.

По определению производной lim4x 7→0
f(x+4x)
4x . Но если вместо 4x будет l, такого

предела не будет существовать. А гёльдеровская производная порядка α есть
lim4x 7→0

f(x+4x)
4xα . Класс C0,α - класс непрерывных функций с гёльдеровской про-

изводной порадка α.
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Лекция 2

Винеровский процесс

Винеровский процесс Wt, 0 ≤ t <∞ - случайный процесс:

• ∀0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn : η1 = Wt1 −Wt0 , ..., ηn = Wtn −Wtn−1 - независимы.

• Случайная величина Wt −Ws (где 0 ≤ s < t - любые) ∼ N(0, t− s).

• W0 = 0

Если рассматривать понятие не только с математической, но и с практической точ-
ки зрения, то интересно посмотреть, в каких единицах измеряется Wt: если диспер-
сия этой величины будет иметь размерность [sec], то размерность Wt = [

√
sec].

Допустим, мы хотим получить в качестве размерности величины Wt не
√
sec, a sm.

В этом случае нам необходимо домножить Wt на некоторую величину σ = [ sm√
sec

]

- стандартное отклонение, а размерность σ2 = [ sm
2

sec
] - размерность коэффициента

диффузии. В итоге возникает представление о том, что называется стандартным
винеровским процессом: ξt = σWt, из которого получаются процессы с «правиль-
ной» размерностью.

Принято обозначать приращение винеровского процесса за время 4t как
W4t = Wt+4t −Wt.

Есть еще несколько деталей, касающихся математического определения, о кото-
рых необходимо сказать. Во-первых, как уже говорилось ранее, случайный процесс
- это отображение из одного множества в другое. Из какого объекта идёт отображе-
ние - понятно: из прямого произведения времени на вероятностное пространство.
Когда речь идёт о случайной величине, то отображение идёт на действительную
прямую. А когда речь идёт о случайном процессе, то область значений должна
принадлежать какому-либо функциональному пространству, которое должно быть
явно описано.

Разумная точка зрения состоит в том, что отображение происходит в простран-
ство C непрерывных функций, в котором метрика устанавливается в соответствии
с понятиями равномерной сходимости. Это будет пространство C на полупрямой.

Модель броуновского движения

Рассмотрим теперь задачу о броуновском движении - она получается из такой
модели: пусть у нас есть прямая и есть броуновская частица, которая испытывает
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случайные блуждания вдоль этой прямой следующим образом: за время 4t ча-
стица может пройти расстояние 4x вдоль этой прямой либо вправо, либо влево.
Вероятность любого из этих событий P = 1

2
.

Понятно, что при каждом столкновении броуновских частиц в любой момент вре-
мени 4t возникает случайная величина ξi, у которой математическое ожидание
M(ξi) = 0 (в силу симметрии), а дисперсия этой величины D(ξi) = (4x)2.

За некоторое большое время t произойдёт n = t
4t столкновений. И, соответственно,

смещение за время t есть ξt = Σn
i=1ξi. Возникает задача о сумме величин, которые

имеют биномиальное распределение, т.е. возникает теорема Муавра-Лапласа, кото-
рая говорит о том, что:
при больших N величина ξt = Σn

i=1ξi ∼ N(0; (4x)2n)

имеет нормальное распределение.

Теперь подставим n = t
4t . Тогда:

D(ξt) = (4x)2t
4t , где (4x)2

4t - коэффициент диффузии.

Если мы устремим 4t 7→ 0, то возникнет предельный объект, который и явля-
ется винеровским процессом.

Винеровский процесс и уравнение теплопроводности

Винеровский процесс имеет некоторое отношение к уравнению теплопроводно-
сти: ∂u

∂t
= σ4u

Плотность вероятности PWt = 1√
2πt
e−

x2

2t у стандартного винеровского процесса. А
если мы хотим вписать σ для избежания проблем с размерностью, то необходимо
это сделать так:
PWt = 1√

2πtσ2
e−

x2

2tσ2 - получаем фундаментальное решение уравнения теплопроводно-
сти. Т.е. если мы хотим рассматривать уравнение теплопроводности в бесконечном
пространстве, т.е. u(0, x) = u0(x), то, соответственно,

u(t, x) =
∫ +∞
−∞ dy 1√

2πt
e−

x2

2t u0(y)dy

т.е. винеровский процесс связан с уравнением теплопроводности. В частности, эту
формулу также можно написать следующим образом:

u(t, x) = M(u0(x +
√
σWt)) - это соотношение является связью между уравнени-

ями параболического типа и теорией случайных процессов и является простейшим

9

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ •  
СОКОЛОВ ДМИТРИЙ ДМИТРИЕВИЧ 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

вариантом формулы, которая в теории случайных процессов называется формулой
Каца-Фейнмана и которая является наиболее заметным аналитическим результа-
том, полученным в 20 веке.

Достаточно плохо обстоит дело с вопросом о том, что винеровский процесс мо-
жет очень быстро уходить от того места, откуда он стартовал.

Хуже то, что у этого объекта есть проблемы и с вычислением скорости, т.е. вы-
числением производной 4Wt

4t . Величина 4Wt ∼
√
4t, соответственно, предела нет,

т.е. приходится сказать, что у винеровского процесса бесконечная скорость; а для
того, чтобы рассмотреть какой-то объект, который имеет право на существование,
необходимо возвести 4t в степень 1

2
и при этом будут возникать объекты, которые

называются гёльдеровскими производными.

Как мы говорили раньше, возникают объекты, которые называются гёльдеровски-
ми производными и требуется проделать определенную работу для того, чтобы по-
нятие винеровского процесса погрузить в мир производных по Гёльдеру. Видно, что
границей дифференцируемости будет 1

2
.

Винеровский процесс - это отображение на пространство C, а в пространстве C есть
объекты, у которых есть функции, обладающие лишь 1

2
гёльдеровской производной.

Здесь мы собираемся рассматривать меру в пространстве C. И для непрерывных
случайных величин есть парадокс нулевой вероятности: когда мы оперируем дис-
кретными образами, там всё понятно. А когда случайная величина непрерывная,
то у каждой точки вероятность равна нулю. И только за счёт того, что мера мо-
жет быть счётно-аддитивной, мы получаем, что у всего пространства вероятность
единица. И возникает понятие плотности вероятности и мы можем написать, чему
равна вероятность того, что случайная величина примет значения между a и b как
интеграл от плотности. Это и есть разрешение парадокса нулевой вероятности. Но
здесь мы собираемся эти же операции провернуть в пространстве C, а оно устроено
гораздо хуже, чем действительная прямая. Поэтому мы должны объяснить, как в
пространстве индуцируется мера. Это всё будет обсуждаться в рамках теоремы
Колмогорова о продолжении меры.

Винеровский процесс в многомерном пространстве

Мы знаем, что уравнение теплопроводности бывает не только одномерное, но так-
же двумерное и трёхмерное. И, конечно, случайные блуждания бывают не только
по действительной прямой, но и на плоскости и в пространстве. Тут возникает мно-
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го непростых обстоятельств. Но в прагматическом плане дело обстоит достаточно
просто. Понятно, что у одномерного винеровского процесса должен быть многомер-
ный аналог. И этот аналог строится достаточно просто: вот вы хотите построить
векторный винеровский процесс и он состоит из набора независимых винеровских
процессов, отвечающих каждой координате:
~Wt = (W1t ,W2t , ...,Wnt)

для каждого из них математическое ожидание равно нулю.

Среднее значение < WitWjt >= δijt и тензор δij является изотропным, т.е. он пре-
образуется в себя при вращении системы координат. Этот подход решает вопрос
в прагматическом плане, т.е. конструкция прямо просматривается. Естественно, у
этой конструкции также есть плотность вероятности и она как раз является фун-
даментальным решением многомерного уравнения теплопроводности.

Однако также необходимо сказать, что наряду с вопросами, которые нужно об-
суждать, эта теория содержит также и простые задачи, доступные человеческому
рассудку.

Плотность распределения вероятности достижения точки

Реализация винеровского процесса - непрерывная функция. Она проходит через
всякие промежуточные значения и поэтому можно ввести величину, которая назы-
вается временем первого достижения точки x: τx - некоторая функция от x. То, что
она является случайной, требует доказательства того, что это измеримая функция,
но реально мы вычислим её функцию распределения, что и будет доказательством.

Вычисление её плотности вероятности или функции распределения можно прове-
сти достаточно просто обычными методами. Оно становится яснее, если включить
в него явно выписанный коэффициент диффузии.

Если ξt ≥ x, то это значит одновременно, что τx ≤ t. А это значит, что мы можем
вычислить условную вероятность P{ξt ≥ x|τx ≤ t} = P{ξt≥x}

P{τx≤x} . А с другой стороны,
эту условную вероятность можно вычислить из соображений симметрии - она будет
равна 1

2
.

Тогда получаем:

P{τx ≤ x} = 2√
2π
P{ξx ≥ x} = 2

∫∞
x
σ
√
t

e−
z2

2 dz

Плостность Pτ = e−
x2

2σ2t
x

σt3/2
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Максимум винеровского процесса на промежутке от 0 до t

Можно построить другую случайную величину, которая также характеризует
траекторию винеровского процесса:

Есть винеровский процесс ξt с непрерывной траекторией. Следовательно, можно
рассмотреть max ξs при 0 ≤ s ≤ t. Это, очевидно, тоже некая случайная величина.
Обозначим её как ξ̂t. У неё тоже есть функция вероятности и плотность распреде-
ления:

P{ξ̂t ≥ x} = P{max0≤s≤t ξs ≥ x} = P{τx ≤ t}.

Функция распределения Fξ(t) = 1 − P{ξ̂t ≥ x} =
√

2
π

∫ x
σ
√
t

0 e−
z2

2 dz. Вся проблема
состоит в том, что когда мы изучали плотность вероятности P{τx ≤ t}, мы должны
были дифференцировать по x, а при P{ξ̂t ≥ x} вопрос сформулирован так, что мы
должны дифференцировать по t, т.е.:

P ( ˆξ(x) =
dFξ(t)

dx
= 1

σ

√
2
πt
e−

x2

2σ2t .
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Лекция 3

Теорема Колмогорова о продолжении меры

Мы сегодня будем говорить о доказательной базе теории случайных процессов и
эта доказательная база основана на теореме Колмогорова о продолжении меры.

Для того, чтобы наш разговор был содержательным, нужно вспомнить, как устро-
ена мера Жордана и чем она нам не нравится. Если говорить идейно, то мера
Жордана - это то, что изучают в школе, только там не произносят нужных слов.
И если вы хотите ответить на вопрос "Что такое площадь круга? то тот ответ, ко-
торый находится в школьных учебниках, основан на идеях Жордана.

Первое, из чего исходит изложение, - это то, что мы понимаем, что такое мно-
гоугольник, многогранник и что такое, соответственно, площадь многоугольника,
объем многогранника и т.д.

Дальше выясняется, что, на самом деле, можно рассматривать вместо многогран-
ников фигуры, которые состоят из конечного числа прямоугольных параллелепи-
педов. Тогда дело становится понятным, однако теряется уверенность в том, что
площадь и объем являются инвариантами движения - но это можно доказать. Но,
в целом, дело сводится к следующему:
есть некий объект, для которого мы хотим ввести площадь. Мы рассматриваем впи-
санные и описанные многоугольники Q и P , для которых мы знаем площади S(P )

и S(Q), которые связаны соотношением S(P ) ≤ S(Q). Тогда мы рассматриваем
supS(Q) = S и inf S(P ) = S, которые называются нижней и верхней площадью
Жордана соответственно. И в случае, когда S = S, объект называется измеримым
по Жордану и, соответственно, возникают понятия площади, объема и т.д.

Мы избегаем использования слова «фигура» , т.к. в некоторых учебниках площадь
и объем бывают у фигур, а в некоторых - у множеств. В чём тут проблема: есть
простейший пример множества, не измеримого по Жордану. Он состоит в следую-
щем:
мы берём единичный квадрат и рассматриваем множество точек с рациональными
координатами. Это множество всюду плотно заполняет квадрат. Когда мы рассмат-
риваем по Жордану верхнюю площадь, то это 1 - меньше ничего не впишешь. А
нижняя площадь Жордана - это 0, т.к. нельзя вписать ничего большего, чем точ-
ка. Это простейший пример. На этом месте возникает вот какая проблема: граница
этого множества - весь квадрат. Со многих точек зрения этот объект нельзя рас-
сматривать как фигуру, однако для того, что нас интересует, этот пример подходит
вполне.

13

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ •  
СОКОЛОВ ДМИТРИЙ ДМИТРИЕВИЧ 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Мера Лебега обходит эту проблему с помощью того, что мы покрываем не конеч-
ным набором прямоугольников или симплексов, а счётным набором. Множество
этих точек с рациональными координатами счётно, т.е. их можно перенумеровать,
каждую из них можно покрыть объектами и подобрать меры этих объектов так,
чтобы ряд сходился. И когда размер этого объекта стремится к нулю, то и сумма
ряда также будет стремиться к нулю - эта идея была у Лебега.

При построении меры и интеграла Лебега заодно решается другой вопрос, кото-
рый сейчас выдвинулся на первый план. Во-первых, множества, которые всюду
плотно заполнены какими-то исключительными точками, они постоянно встреча-
ются при изучении бесконечномерных объектов, потому что для бесконечномерного
пространства расщипляются понятия линейного многообразия и подпространства
- там постоянно встречаются объекты, которые всюду плотно заполняют нечто и
при этом являются неполными.

Построение интеграла Римана и меры Жордана опирается на представление о том,
что мы очень хорошо знаем пространство, в котором задана функция. Допустим,
что мы имеем дело с пространством C. Разложим фигурирующие там функции в
ряды Фурье и будем брать конечные куски ряда Фурье и будем рассматривать n-
мерное пространство, которое аппроксимирует наши функции из ряда Фурье. Там
у нас возникнет понятие N -мерного куба с ребром a. Его объем V = aN . Если мы
задумаем делать предельный переход при N 7→ ∞, то мы не получим ничего хоро-
шего, т.к. у этой функции нет разумного предела при N 7→ ∞: если ребро меньше
1, то предел равен 0, если ребро больше 1, предел равен∞. Т.е. когда мы пытаемся
от конечномерных интегралов перейти к бесконечномерным, этот путь совершенно
закрыт. А если мы собираемся заняться случайными процессами, то это должно
быть что-то вероятностное, а в теории вероятностей постоянно возникают какие-то
интегралы. Это должно быть что-то, связанное с функциональными пространства-
ми, они бесконечномерные и мы должны по ним брать интегралы, а мы явно просто
транслировать идею конечномерных интегралов в бесконечномерные не можем.

Теорема Колмогорова решает эту проблему. Для того, чтобы понять как она ре-
шает эту проблему, необходимо понять, что делается при построении интеграла
Лебега. Мера, как известно, это числовая функция множества. Наша мера µ долж-
на быть задана на какой-то системе множеств A. Для каждого множества B ∈ A
будет задана числовая функция µ(B). Эта числовая функция является аддитив-
ной. Вопрос о том, в какой мере она является аддитивной, разделяет меру Лебега
и меру Жордана: аддитивная функция - это функция, удовлетворяющая условию
A =

⋃
Ai, т.е. множество A представимо в виде объединения множеств Ai, мно-

жества Ai ∩ Aj = 0 при i 6= j, тогда µ(A) =
∑

i µ(Ai). Вопрос в том, какой набор
значений может пробегать этот индекс: для меры Жордана он может пробегать
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конечный набор значений, а для меры Лебега он может пробегать и счётный набор
значений. Меры вида µ(A) =

∑∞
i=1 µ(Ai) называются счётно-аддитивными. Это то,

что отличает меру Лебега от меры Жордана.

Итак, что же мы хотим от множества A? Мы хотим, чтобы оно было борелевской
алгеброй. Это значит, что мы в этом множестве можем проводить операции теории
множеств в счётном количестве. На самом деле, также имеется тонкость, которая
состоит в том, что там должно быть стандартное единичное множество, которое так-
же принадлежит этой алгебре. Это не выполняется для обычной плоскости, потому
что у нее мера равна бесконечности и поэтому для объяснения понятия интеграла
по неограниченной неограниченной фигуре на плоскости приходится вводить кон-
струкцию, которая называется σ-конечные меры. Она состоит в том, что плоскость
режется на счетное число кусков, например, на единичные квадраты, и мы гово-
рим, что в каждом из этих квадратов вводится своя мера и далее наше множество
разделяется на соответствующие элементы и суммируется то, что получится. И по-
казывается, что от разбиения ничего не зависит.

Этот аспект проблемы для нас не актуален, т.к. мы работаем на вероятностном
пространстве, а у него полная мера равна 1. Далее мы можем построить понятия
измеримой функции, интеграла Лебега и дальше этот интеграл Лебега будет об-
ладать гораздо лучшими свойствами, чем интеграл Римана. В частности, понятно
как переходить к пределу под знаком интеграла, что не будет связано с понятием
непрерывности, как в интеграле Римана.

Когда мы строим меру Лебега на плоскости, мы понимаем, что есть площадь пря-
моугольника, дальше мы покрываем наше множество счётным числом прямоуголь-
ников, считаем сумму площадей этих прямоугольников

∑
km(Pk) - это тоже ме-

ра. Далее вводим понятие верхней меры µ∗(A) = inf(
∑

km(Pk)) и нижней меры
µ∗(A) = 1 − µ∗(E \ A). Если µ∗(A) = µ∗(A), то множество A будет измеримым и
дальше оно обладает нужными свойствами.

Сама эта конструкция очень похожа на меру Жордана с различием только в том,
что число прямоугольников будет счётным.

Понятие полукольца. Мера Бореля

Во всех теоремах, как известно, используются не все возможные свойства объек-
тов, а какие-то. Реально нам необходимо следующее: чтобы была некоторая система
множеств G. Эти множества обладают следующим свойством - опишем его на при-
мере прямоугольников:
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Если есть один прямоугольник со сторонами, параллельными осям координат, и
есть другой прямоугольник, также параллельный осям координат и пересекающий
первый, то их пересечение - также прямоугольник. Для того, чтобы это свойство
было выполнено, мы должны считать, что границы этих многоугольников могут
как включаться, так и не включаться.

Второе свойство состоит в следующем: если у нас есть один большой прямоугольник
A и маленький прямоугольник A1 ∈ A, такой, что его стороны параллельны сторо-
нам A, то если мы продолжим стороны прямоугольника A1 до пересечения со сторо-
нами прямоугольника A, то образуется множество прямоугольников A1, A2, . . . , Ak,
т.ч. A = ∪Nn=1An, где множество An - множество непересекающихся прямоугольни-
ков.

Такая система множеств называется полукольцом. Оно входит в состав борелев-
ской алгебры, которая строится по нему, и ограничения счётно-аддитивной меры µ

на полукольцо совпадает с мерой полукольца m. Это и есть теорема о продолже-
нии меры, которую доказывали на примере конкретного полукольца. Но при этом
доказательстве нигде свойства прямоугольников не используются. И дальше ока-
зывается, что если у нас есть какое-то полукольцо и счётно-аддитивная мера, то
можно с помощью этого полукольца построить борелевскую алгебру и на ней за-
дать меру Лебега.

Здесь есть одна маленькая тонкость. Можно принять такую точку зрения, что мы
будем продолжать меру таким образом, что мера счётного объединения непересе-
кающихся множеств была бы равна ряду, составленному из этих мер, т.е. чтобы
мера была автоматически задана на борелевской алгебре. Конструкция, которая
получается таким способом, называется мерой Бореля. Однако в этой конструкции
не получается обеспечить полноту меры.

Теперь на примере винеровского процесса посмотрим, как работает эта теория. Речь
идёт о том, что мы в пространстве C хотим ввести меру, которая связана с понятием
винеровского процесса. Нам для этого нужно указать полукольцо, нужно указать
меру на нём. Сама конструкция меры на пространстве C принадлежит Винеру.

Квазиинтервал. Мера на квазиинтервалах

Винер придумал конструкцию, которая называется квазиинтервал. Пусть наша
функция зависит от t и задана на полупрямой. И мы на оси времени выбираем
t1, t2, . . . , tN и ставим в соответствие каждой точке отрезок a1b1, a2b2, . . . , aNbN , пер-
пендикулярный оси времени, каждый из которых может находиться как сверху, так
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и снизу оси t. У нас возникает множество функций, которые могут как угодно про-
ходить через эти отрезки и пересекать ось времени - аналогия с игрой в крокет. По-
нятие квазиинтервала определяется набором Q[t1, . . . , tN , a1, . . . , aN , b1, . . . , bN ]. Эти
квазиинтервалы образуют полукольцо. А теперь необходимо ввести меру на квази-
интервалах: мы знаем, что хотим построить винеровский процесс. Для конечного
набора времён t у винеровского процесса можно построить плотность вероятности и
вычислить вероятность того, что траектория винеровского процесса принадлежит
квазиинтервалу m(Q) = P{Wt ∈ Q}. Это будет n-кратный интеграл, в котором
будут интегралы вида

∫ b
a
e−αx

2
dx, где α - положительное число, зависящее от того,

какое время прошло между ti и ti+1. Эта мера счётно-аддитивная. Это связано с
тем, что интеграл

∫ +∞
−∞ e−x

2
dx абсолютно сходящийся. А продолжение этой меры -

это мера Винера, т.е. то, что задает винеровский процесс. Это и есть доказательство
существования винеровского процесса.
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Лекция 4

Введение в теорему Бохнера-Хинчина

Теорема Бохнера-Хинчина абсолютно практическая - она совершенно общеиз-
вестна в мире механиков и доказательство в этой теореме того, что интересно ме-
ханикам, занимает одну строчку и проблем не представляет. Всё остальное - это
объяснение того, зачем нужна эта теорема и в чём её смысл.

История начинается с того, что мы должны обдумать, что мы хотим узнать про
случайные процессы. Тут возможны разные ответы, но что мы прежде всего хотим
знать про случайную величину - математическое ожидание и дисперсию.

Для того, чтобы выдержать математические стандарты статистики, требуется до-
статочно большое количество измерений. Понятно, что при переходе от случайной
величины к случайному процессу ситуация только ухудшается. Для того, чтобы
как-либо соблюдать баланс между возможным и желаемым, возникает идея рас-
сматривать стационарные случайные процессы, т.е. случайные процессы, которые
как-либо меняются с течением времени, однако их статистические свойства остают-
ся постоянными. Понятно, что у этой идеи должна быть математическая форму-
лировка. Более строгая заключается в том, что все конечномерные распределения
вероятностей случайного процесса, т.е. многомерные функции распределения, вы-
численные в разные моменты времени, должны быть независимы от того, где эти
моменты помещаются на шкале времени. Это возможно как теоретическое требо-
вание, однако практически это проверить нельзя.

Разумное требование, которое применяется на практике, - это то, что первый и
второй моменты и всё, что с ними связано, не зависит от времени. Соответственно,
возникает представление о стационарном случайном процессе в строгом и в более
широком смысле. И, опять же, как упоминалось ранее, случайный процесс - это
отображение вероятностного пространства в какое-то функциональное. И возника-
ет вопрос о том, в какое именно функциональное пространство. И здесь возникает
возможность не фиксировать это функциональное пространство, но, по крайней
мере, это пространство должно носить те структуры, которые представляют для
нас интерес. Следующее соображение состоит в том, что изначально теория слу-
чайных процессов носила прикладной характер. А нам необходимо будет пользо-
ваться преобразованием Фурье, т.е. наше функциональное пространство - что-то
вроде L2. Однако есть такой момент, что требование стационарности и требование
принадлежности L2 несовместимы друг с другом. Рассмотрим L2(−∞,+∞): функ-
ция f(x) = 1 не принадлежит этому пространству, т.к. интеграл от её квадрата
расходится. С точки зрения пространства L2 эта функция обобщенная.
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Преобразование Фурье в теореме Бохнера-Хинчина

Итак, мы собираемся изучать дисперсию и математическое ожидание нашего слу-
чайного процесса. Если случайный процесс стационарный, то это две константы и
изучать их особо нечего - можно сделать несложную замену переменных и обратить
математическое ожидание в 0, а дисперсию в 1.

Теперь пусть у нас есть действительный случайный процесс ξ(t1), ξ(t2), то мате-
матическое ожидание M(ξ(t1), ξ(t2)) 6= 0. Эта идея аналогична той, при которой в
теории вероятностей возникает коэффициент коррелляции. В данном случае возни-
кает целая функция M(ξ(t1), ξ(t2)) = B(t1, t2), которая называется коррелляцион-
ной функцией. Для стационарного случайного процесса коррелляционная функция
зависит от одного переменного B(u), где u = |t1 − t2|. Необходимо понять, как это
условие выглядит в терминах преобразования Фурье. Мы будем работать с ком-
плексными величинами, причём если есть комплексный вектор ξ(t) + iη(t), тогда
при построении коррелляционной величины возникнет матрица размерности n = 2.
Таким образом, от одной функции мы переходим к матрице. Но, на самом деле, как
только мы будем рассматривать преобразование Фурье нашего случайного процесса
и хотим написать функцию коррелляции между ξ(ω1) и ξ(ω2), то мы должны поста-
вить знак комплексного сопряжения и тогда получим коррелляционную функцию
M(ξ̃(ω1) и ξ̃∗(ω2) для случайного процесса после преобразования Фурье. Теперь на-
ша задача - написать условие стационарности в пространстве Фурье. Понятно, что
если у нас есть условие B(t1, t2) = B(u), где u = |t1 − t2|, то должно появиться и
условие на коррелляционную функцию в пространстве Фурье:

B(u) =< ξ(t1)ξ
∗(t2) >= 1

2π

∫ +∞
−∞ dω1

∫ +∞
−∞ dω2e

iω1t1e−1ω2t2 < ξ̃1(ω1)ξ̃∗(ω2) >.

B̃(ω1, ω2) =< ξ̃1(ω1)ξ̃∗(ω2) >= 1
2π

∫ +∞
−∞ dt1

∫ +∞
−∞ dt2e

iω1t1e−1ω2t2B(|t1 − t2|).

Введем t1 = T − u
2
, t2 = T + u

2
. И от T ничего не должно зависеть.

Возьмем один из интегралов и посмотрим, что из этого получится:

1
2π

∫ +∞
−∞ duB(u)ei(

ω1+ω2
2

)
∫ +∞
−∞ dTe−iT (ω1−ω2 .

Интеграл
∫ +∞
−∞ dTe−iT (ω1−ω2 = δ(ω1 − ω2).

В интеграле
∫ +∞
−∞ duB(u)ei(

ω1+ω2
2

) положим ω1 = ω2 и тогда:∫ +∞
−∞ duB(u)ei(

ω1+ω2
2

) =
∫ +∞
−∞ duB(u)eiω.

Тогда B̃(ω1, ω2) = B̃(ω)δ(ω1 − ω2), где B̃(ω) - это преобразование Фурье B(u).
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Формулировка теоремы Бохнера-Хинчина

Как же должна выглядеть функция B(u): в нуле она должна быть максимальна
и стремиться к нулю при больших u (на Рис. 1 отмечена синим).

Рис. 1. Функция B(u)

Эту функцию найти достаточно непросто и возникает желание сказать, что функ-
ция устроена так (на Рис. 1 отмечена чёрным):

Теорема Бохнера-Хинчина как раз говорит о том, что так сделать нельзя: т.к. у
нас δ(ω1 − ω2), то B(ω) - это квадрат некоторой гармоники преобразования Фурье,
т.е. неотрицательная величина. И получаем необходимую часть теоремы Бохнера-
Хинчина: у стационарного случайного процесса образ Фурье коррелляционной функ-
ции неотрицателен. А у нашей функции это не так:

Для проверки этого нам необходимо продолжить функцию в отрицательной по-
луплоскости и тогда:∫ τ
−τ e

iωudu = 1
iω
eiωu|ττ = 1

iω
(eiωτ − e−iωτ )

∑n
i=1 ai = 1 = sin(ω)

ω
, а sin - знакоперемен-

ная функция.

Теорема Бохнера-Хинчина для сред с флуктуирующей

температурой

Рассмотрим теперь среду, в которой есть флуктуация температуры, которая пред-
ставляет собой случайное поле и распределение это однородное и изотропное. Воз-
никает представление о том, что у нас есть случайная величина ξ(~x) и< ξ(~x)ξ(~y) >=

B(~x, ~y), которая в нестационарном случае зависит от x и y, а в случае, когда есть

20

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ •  
СОКОЛОВ ДМИТРИЙ ДМИТРИЕВИЧ 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

однородность и изотропия B = B(r), где r = |x− y|.

Поговорим о том, что такое однородное и изотропное поле скорости в определенный
момент времени. Величина < vi(~x)vj(~y) > - тензор. Поэтому возникает необходи-
мость сформулировать понятие однородного и изотропного тензора:

< vi(~x)vj(~y) >= A(r)δij +B(r)
rirj
r2

или

< vi(~x)vj(~y) >= A(r)δij +B(r)
rirj
r2

+ α(r)εijkrk

С этим связано вот какое утверждение: если мы рассматриваем стационарный слу-
чайный процесс, то функция и её производная некорреллированы

< f(x)f
′
(x) >= d

dx
< f 2(x) >. Этого нельзя сказать про векторные поля, т.к. для

векторного поля можно рассмотреть коррелляцию < virot(vi) > и она может не
равняться нулю в силу условия стационарности.

Т.е. статистически однородное изотропное зеркально-ассимметричное случайное по-
ле может содержать коррелляции между скоростью и вихрем.
Как оказалось, бывают вращающиеся среды, в которых эта коррелляция отлична
от нуля непосредственно из-за факта вращения. Более того, эта величина коррел-
ляции является топологическим инвариантом движения и законом сохранения.
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Лекция 5

Идеи Маркова и их реализация

Марковские процессы - один из наиболее востребованных разделов курса слу-
чайных процессов, причём востребованный во многих областях. Идея марковских
процессов носит характер общенаучной.

Само марковское свойство допускает такую интерпретацию: будущее не зависит
от прошлого при известном настоящем, т.е. для того, чтобы предсказывать буду-
щее, не нужно знать прошлого - достаточно знать настоящее. Непосредственная
реализация этого свойства такова: пусть у нас есть некое конечное число состояний
N и в них находятся какие-то объекты. В начальный момент задается распределе-
ние вероятностей того, что данная система находится в состоянии ωi : P{ω} = ai -
начальные вероятности. Сумма этих вероятностей

∑n
i=1 ai = 1.

Дальше есть условная вероятность того, что мы из состояния i перейдем в состояние
k: P{ωi|ωk} = pik. Естественно, возникает некая матрица, которую мы назовём π̂, а
начальные вероятности мы будем интерпретировать как вектор ~a. Теперь необходи-
мо обозначить, что в принципе бывает с этими объектами. Мы будем рассматривать
ситуацию, когда объекты никуда не деваются и поэтому

∑
k pik = 1:

pk =
∑

i aipik∑N
k=1 pk =

∑
k

∑
i aipik = 1

т.е. в этой системе есть закон сохранения - количество a сохраняется.

Введем вектор ~p1 = ~aπ̂. Марковское свойство означает, что дальше мы должны
действовать той же самой матрицей и тогда то, что у нас получится, будет одно-
родной марковской цепью.
В принципе, можно действовать и различными матрицами. Тогда получится следу-
ющее:

~p1 = ~aπ̂(1)

~p2 = ~aπ̂(1)π̂(2)

. . .

~pn = ~aπ̂(1)π̂(2) . . . π̂(n),
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где π̂(i) - матрица перехода на i-м шаге. И на каждом шаге полная вероятность
сохраняется.

Возникающая идея состоит в том, что при очень широких предположениях по-
следовательность ~pn = ~aπ̂(1)π̂(2) . . . π̂(n) сходится к пределу, который не зависит от
начального состояния. Возникает стационарное распределение вероятностей. При
этом оказывается, что можно отвлечься от начального состояния и рассматривать
переходную вероятность из состояния i в состояние j за n шагов: p(n)ij 7→ pj.
Принцип Маркова предполагает, что матрица π может зависеть от n, однако мы
будем рассматривать случай, когда этого не происходит. Тогда:

~pn = ~aπ̂(1)π̂(2) . . . π̂(n) = ~aπ̂n

Но если матрицы π зависят от n или если они постоянные, то запишем, как связана
матрица перехода из состояния i в состояние j с матрицами перехода за m и за
n−m шагов:

pnij =
∑

k p
m
ikp

n−m
kj - формула полной вероятности. Это одна из основных формул

квантовой механики.

Теорема Маркова

Теперь если мы рассматриваем эту задачу как задачу линейной алгебры, то ста-
ционарное состояние, существование которого мы предполагаем, есть некое распре-
деление p, т.е. :

~p = ~pπ̂n

Т.е. речь идет о том, что у стохастической матрицы есть такой собственный вектор
и что к нему сходятся другие векторы, полученные путем действия на вектор мат-
рицей. Это и есть теорема Маркова.

Рассмотрим стандартную задачу по данной теории. Пусть у нас есть два состоя-
ния 1 и 2. Из состояния 1 мы можем с вероятностью p остаться в состоянии 1 и с
вероятностью q перейти в состояние 2. Из состояния 2 с вероятностью p остаться в
состоянии 2 и с вероятностью q перейти в состояние 1. Тогда:

π =

∣∣∣∣p q

q p

∣∣∣∣,
p+ q = 1

Задача на собственные значения:
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det

∣∣∣∣p− λ q

q p− λ

∣∣∣∣ = 0

λ1 = 1, λ2 = p− q = c

Эта матрица написана в некотором базисе. В собственном базисе она будет выгля-
деть так:

π =

∣∣∣∣1 0

0 c

∣∣∣∣, а πn =

∣∣∣∣1 0

0 cn

∣∣∣∣
Понятно, что при n 7→ ∞ она стремится к const. Это старшее собственное значение
и итерации очень быстро к нему сходятся.
В исходном базисе имеем:

πn = 1
2

∣∣∣∣1 + cn 1− cn
1− cn 1 + cn

∣∣∣∣
а стационарное распределение будет равно

∣∣∣∣121
2

∣∣∣∣
Чтобы это свойство работало для матрицы размера n × n, мы должны доказать,
что λ = 1 - старшее собственное значение, что оно невырожденное и что нет ком-
плексного собственного значения, равного 1 по модулю.
То, что не может быть старшего собственного значения, по модулю отличного от 1,
вытекает из закона сохранения - сумма вероятностей равна 1.
Мы должны наложить какое-то условие, которое исключает появление вращения,
т.е. появления комплексных собственных значений: среди этих состояний должно
быть множество J , куда мы переходим с вероятностью, отличной от 0, из любого
положения. И тогда вращение исключается. Но, как оказалось, достаточно будет
перейти туда за ν шагов.

Таким образом, если есть такое число ν, что мы за такое число шагов мы обя-
зательно перейдем в некий выделенный набор состояний J , то тогда у нас будет
стационарное состояние.

Если в марковской цепи возникает стационарное состояние, то можно проверить
выполнение того, что называется эргодическим свойством. Возникает граф a

(n)
ij со-

стояний i0, i1, . . . , in, . . . и можно посчитать среднее значение номера i вдоль этого
состояния с помощью стационарного распределения. И, как оказалось, в пределе
большого времени среднее по времени равно среднему по стационарному состоя-
нию. Это называется эргодической теоремой - это широчайше известный факт в
области всех естественных наук.

Теперь сформулируем более явно то, что является утверждением теоремы Мар-
кова.
Нам дана однородная марковская цепь. Есть набор состояний J , в каждое из кото-
рых из любого состояния по крайней мере за дискретное время ν с вероятностью,
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отличной от 0, система переходит. Тогда существует финальное распределение, к
которому есть экспоненциально быстрая сходимость.
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Лекция 6

Новая формулировка марковского свойства

Исходная марковская формулировка подразумевает то, что у нас и время, и состо-
яния перехода, которые мы изучаем, дискретны. Мы сейчас последовательно будем
отказываться от дискретности и этот отказ не пройдет бесследно - нам придется
поменять некоторые постановки вопросов, и у нас должны получиться аналоги кон-
струкций Маркова с непрерывными временем и множеством состояний.

Начнем с первой задачи - отказ от дискретности времени. Вспомним, что было
в исходной конструкции Маркова:
у нас был набор состояний ωi и начальное распределение вероятностей pi - веро-
ятность того, что наша система находится в состоянии i. И, т.к. это вероятности,
то
∑

i pi = 1. В исходной марковской теории эта сумма
∑N

i pi = 1 конечная, т.к.
число i = 1, . . . , N . Если говорить об обобщениях, то, конечно, самый первый шаг -
сделать число i бесконечным и рассматривать вместо конечных сумм ряды, но сей-
час мы это рассматривать не будем. Дальше у нас возникает матрица переходных
вероятностей π̂, которая показывает, с какой вероятностью мы переходим из состоя-
ния i в состояние j на некотором шаге. Также имеет место следующее соотношение:

~pπ̂(1) = ~p(1)

и дальше процесс продолжается.

В прошлой лекции мы говорили о том, что если выполнены определенные условия,
то возникающие векторы ~p(n) 7→ ~p∗ и возникает финальное распределение. Кроме
того, возникает произведение матриц π̂(1)π̂(2) . . . π̂(n), которое тоже стремится к фи-
нальному пределу.

С точки зрения матричной алгебры к этой задаче можно относиться как к зада-
че спктральной теории, как мы и поступали в рамках прошлой лекции. В итоге
у нас возникает распределение ~p∗ = π̂~p∗, которое является собственным вектором
матрицы π и соответствует собственному числу, равному 1. Это возникает тогда,
когда матрицы π̂(1), π̂(2), . . . , π̂(n) одинаковы и π̂(1)π̂(2) . . . π̂(n) = π̂n. Это однорожные
марковские цепи.
Элементы матрицы π̂ обладают таким свойством, что построчная сумма элемен-
тов равна 1 - это нужно для того, чтобы вероятность перехода частицы из одного
состояния в другое была равна 1. Такие матрицы называются стохастическими и,
соответственно, из определения таких матриц следует, что число 1 является соб-
ственным значением этой самой матрицы.
При тех условиях, при которых выполняется теорема Маркова, это собственное зна-
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чение является старшим и к нему сходится вектор p.

Теперь мы хотим сделать примерно то же самое, только мы хотим, чтобы вме-
сто дискретного индекса n возникло непрерывное время t. Понятно, что исходная
конструкция Маркова держится на том, что мы переходим от момента n = 0 к мо-
менту n = 1 и т.д. и на каждом шаге возникает матрица π̂. Как только мы хотим
сделать время t непрерывным, выясняется, что шага времени у нас нет - вместо
этого есть непрерывное время t.

С начальным условием проблем нет - в начальный момент времени есть набор ве-
роятностей pi(0) и

∑N
i=1 pi(0) = 1. Вопрос состоит в том, что мы должны написать

вместо матрицы π̂ и как сформулировать марковское свойство.
Мы будем говорить, что мы переходим от момента времени s к моменту времени t -
этим моментам будут соответствовать верхние индексы при матрицах переходных
вероятностей. Т.е. вместо дискретного номера мы будем использовать непрерывное
значение. Но мы не можем сказать, что наш переход - это переход от времени n− 1

ко времени n. Поэтому в матрице π̂ элементы теперь должны зависеть от двух па-
раметров ||pij(s, t)|| - вероятность перейти в состояние ωi в момент времени t из
состояния ωj в момент времени s.
Теперь у нас возникает матрица π̂, которая зависит от двух моментов времени
π̂(s, t) = ||pij(s, t)||. Далее нам необходимо сформулировать марковское свойство.

У нас возникают три момента времени s, t1, t. Теперь выпишем формулу полной
вероятности:

π̂(s, t) = π̂(s, t1)π̂(t1, t).

Теперь, если мы запишем это соотношение через элементы матриц, то получаем:

pij(s, t) =
∑N

k=1 pik(s, t1)pkj(t1, t) - марковское свойство.

Прямое и обратное уравнения Колмогорова

При выводе прямого и обратного уравнений Колмогорова мы не будем гнаться за
общностью - от величин, входящих в конструкцию марковской цепи мы потребуем
всего, что нам будет необходимо.
В данном случае мы потребуем, чтобы наша матрица π̂(s, t) ∈ C1.

Те утверждения, которые мы сейчас сформулируем и докажем, носят характер тео-
рем. Прямое уравнение Колмогорова - уравнение для производных по t, обратное
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уравнение Колмогорова - для производных по s, т.е. эти уравнения будут уравне-
ниями 1 порядка относительно этих производных.
Сама теорема звучит так: если переходные плотности принадлежат классу C1, то
справедливы два уравнения, одно из которых выражает ∂pij

∂t
, а другое выражает ∂pij

∂s
.

Мы хотим выразить ∂pij
∂t

:

∂pij
∂t

= lim47→0
pij(s,t+4)−pij(s,t)

4

Мы находимся в ситуации, когда у нас есть три момента времени s, t, t + 4, к
которым мы должны применить марковское свойство:

lim47→0
pij(s,t+4)−pij(s,t)

4 = lim47→0

∑N
k=1 pik(s,t)pkj(t,t+4)−pij(s,t)

4 .

Здесь у нас присутствует переходная плостность за малое время 4. Мы долж-
ны воспользоваться дифференцируемостью наших переходных плотностей, кото-
рая значит, что мы за малый промежуток времени не можем с большой условной
вероятностью перейти от одного состояния к другому:

pkj(t, t+4) ведет себя по-разному при4 7→ 0. Поэтому при вычислении этой суммы
мы разобьем ее на две:

lim47→0
pij(s,t+4)−pij(s,t)

4 = lim47→0

∑N
k=1 pik(s,t)pkj(t,t+4)−pij(s,t)

4 =

= lim47→0[
∑
k 6=i pik(s,t)pkj(t,t+4)

4 +
∑
k 6=i pij(s,t)[pkj(t,t+4)−pij(s,t)]

4 ] =

=
∑

k 6=j pik(s, t)
∂pkj
∂t
|t=1 + pij(s, t)

∂pij
∂t
|t=1

У нас получилось уравнение, в котором производные матрицы π̂ по времени вы-
ражаются через элементы самой матрицы и некоторые производные, которые об-
разуют матрицу Akj и тогда можем записать:

∂pij(s,t)

∂t
=
∑N

k=1 pikAkj(t).

Соотношение, которое мы получили, называется прямым уравнением Колмогорова.

Для однородных цепей Маркова с конечным числом состояний и с дискретным
временем условие однородности состоит в том, что матрица π̂ всегда одинакова. В
данном же случае мы должны сказать, что наша матрица Aij зависит только от t
и для однородной цепи Маркова она будет постоянной.
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Теперь приступим к выводу обратного уравнения Колмогорова:

∂pij(s,t)

∂s
= lim47→0

pij(s,t+4)−pij(s,t)
4 .

У нас снова есть три момента времени s, s+4, t. В данном случае мы будем пере-
ходить сначала от s к t, а потом от t к s+4:

lim47→0
pij(s,t+4)−pij(s,t)

4 = lim47→0
pij(s,t+4)−

∑N
k=1(pik(s,s+4)pkj(s+4,t))

4

По аналогии с прямым уравнением Колмогорова, получаем:

∂pij(s,t)

∂s
= −

∑N
k=1Aik(t)pkj(s, t).

Эти два уравнения позволяют восстановить матрицу π̂ по известной матрице A.

Если матрица A постоянна, т.е. наша марковская цепь однородна, то решение урав-
нения Колмогорова достаточно понятное. При решении мы должны сказать, что
если t 7→ s, то матрица π̂ 7→ E, т.е. pij(s, t) 7→ δij. Соответственно, смысл матрицы
A состоит в том, что она показывает, какова матрица перехода за бесконечно малое
время.
Элементы матрицы A удовлетворяют следующим требованиям:

•
∑N

k=1Aik = 0

• Aii ≤ 0

• Aij ≥ 0

В случае однородной цепи Маркова матрица A = const и можно выписать матри-
цу π̂(s, t) = eA(t−s). Точно также выглядит матрица Коши для систем уравнений с
постоянными коэффициентами.

Напишем теперь аналогичную формулу для переменной матрицы A.

В качестве примере рассмотрим уравнение y′=ay. Если a = const, то его решение
y = y0e

at, где y0 = 1 - начальное условие.
Если же a - переменная, то y = y0e

∫ t
s a(t

′)dt
′

.

Вернемся теперь к нашему изначальному вопросу. Если мы запишем формулу для
переменных матриц по аналогии, то это будет неверно:

π̂(s, t) = eÂ(t−s)
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Эту проблему решил итальянский математик Вольтерр:

π̂(s, t) = eÂ(t−s) = lim4t7→0(E + A4ti)n, где A = const, 4ti = t−s
n

.

В случае, когда A = A(t), получаем:

lim4t7→0[Π
N
i=1(E + A(ti)

t−s
n

)] = Π
t′=st(E+A(t

′)dt′) - мультипликативный интеграл Воль-
терра.
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Лекция 7

Марковские цепи с непрерывным набором состояний

Пусть у нас есть смесь, состоящая из двух веществ - 1 и 2. И между этими ве-
ществами идет двусторонняя химическая реакция, т.е. мы можем с определенной
вероятностью переходить из состояния 1 в состояние 2 и из состояния 2 в состояние
1. Эта задача аналогична задаче для марковской цепи с двумя состояниями. Пусть
p1(t) - вероятность того, что мы находимся в состоянии 1, а p2(t) - в состоянии 2.
Запишем уравнения на абсолютные вероятности:

dp1
dt

= −αp1 + βp2

dp2
dt

= αp1 − βp2

Это уравнения с постоянными коэффициентами. Запишем их решения:

p1(t) = e−(α+β)t + β
α+β

(1− e−(α+β)t)

p2(t) = α
α+β

(1− e−(α+β)t)

В начальный момент времени p1(t) 7→ β
α+β

, а p2(t) 7→ α
α+β

- равновесное состоя-
ние.

Если бы нам захотелось рассматривать марковские цепи с бесконечным числом
состояний, то нам пришлось бы потребовать, чтобы все конечные суммы преврати-
лись в ряды, чтобы они были абсолютно сходящимися. Для доказательства эрго-
дичности необходимо предусмотреть, чтобы со временем наше решение не уходило
в бесконечность.

Теперь мы сделаем новый шаг вперед и откажемся от дискретного набора состоя-
ний. Вместо этого мы будем считать, что состояния фиксируются какой-то коорди-
натой x.

Когда мы решали аналогичную задачу для случайных величин, мы столкнулись
с тем, что если у нас есть дискретная случайная величина ξ, принимающая значения
x1, x2, . . . , xn, . . . , которые мы можем характеризовать вероятностями p1, p2, . . . , pn, . . . .
Но как только мы захотим, чтобы x пробегал некоторое континуальное множество,
то мы не сможем задать наше распределение вероятностей как p1, p2, . . . , pn, . . . .
В таком случае нам необходимо либо задать меру на прямой, либо задать плотность
вероятности.
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Мы будем рассматривать конечномерные распределения вероятности - возьмем на-
бор моментов t1, t2, .... Таким образом мы из бесконечномерного объекта сделаем
набор конечномерных объектов. И плотность вероятности будет зависеть от этого
набора моментов pn(t1, x1; t2, x2; ...; tn, xn).

Первое соображение состоит в том, что функция pn(t1, x1; t2, x2; ...; tn, xn) облада-
ет свойствами симметрии: при перестановке пар аргументов она не меняется.

Если для нашего процесса выполнено марковское свойство, то эта функция вы-
рождается в функции меньшего числа аргументов:

pn(t1, x1; t2, x2; ...; tn, xn) = pn−1(t1, x1; t2, x2; ...; tn−1, xn−1)q(tn, xn|tn−1, xn−1),

где q(tn, xn|tn−1, xn−1) - переходная функция.

Эту цепочку можно продолжать. Тогда в итоге мы получим выражение вида:

p1(t1, x1)q(t, x|τ, y)

Очевидно, что все многомерные функции должны быть связаны отношениями со-
гласования.∫ ∫

pn−1(t1, x1; t2, x2; ...; tk−1, xk−1; tk+1, xk+1; ...; tn−1, xn−1)dxk =

= pn(t1, x1; t2, x2; ...; tn, xn) - свойство маргинальных функций распределения.

Уравнение Колмогорова-Чепмена

Рассуждения, которые приводят к искомому уравнению, состоят в следующем:
возьмем трехмерную функцию p3(t0, x0; τ, y; t, x) = p1(t0, x0)q(τ, y|t0, x0)q(t, x|τ, y). С
другой стороны, рассмотрим двумерную величину:

p2(t0, x0; t, x) = p1(t0, x0)q(t, x|t0, x0)

Теперь проинтегрируем p3 по y. У нас должно быть выполнено условие согласо-
вания, в результате котогоро мы получим следующее соотношение:

q(t, x|t0, x0) =
∫ +∞
−∞ q(τ, y|t0, x0)q(t, x|τ, y)dy

Это соотношение является уравнением Колмогорова-Чепмена. Оно является ана-
логом того, что называется суммированием через промежуточные состояния или
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того соотношения для промежуточного состояния, которое мы выписывали в рам-
ках прошлой лекции для марковских цепей с непрерывным временем и конечным
набором элементов. Теперь мы написали такое уравнение для переходной плотно-
сти.

Дифференцирование корреляционного тензора

однородного изотропного поля скорости

Теперь приступим к процедуре дифференцирования корреляционного тензора од-
нородного изотропного поля скорости.

Мы рассматривали однородный изотропный зеркально-симметричный тензор:

< vi(~x)vj(y) >= A(r)δij +B(r)
rirj
r2

, где ~r = ~x− ~y.

И в той ситуации, когда поле скорости несжимаемо, т.е. div~v = 0, возникает связь
между функциями A(r) и B(r).

Как известно, div~v = ∂vi
∂xi

. Идея состоит в следующем:

∂
∂xi

< vi(~x)vj(y) >.

Мы хотим переставить интегрирование и дифференцирование. Тогда получим сле-
дующее:

∂
∂xi

< vi(~x)vj(y) >=< ∂vi(~x)
∂xi

, vj(y) >.

Т.к. ∂vi(~x)
∂xi

= 0, то < ∂vi(~x)
∂xi

, vj(y) >= 0 - это выполнение условий бездивергентно-
сти.

С другой стороны, мы можем получить следующее:

∂A(r)
∂xi

δij + ∂B(r)
∂xi

rirj
∂r2

+B
δiirj
r2

+B
δijri
r2

+Brirj
∂
∂xi

(1
r
) =

= A
′ ∂r
∂xi
δij +B

′ ∂r
∂xi

rirj
r2

+B
3rj
r2

+B
rj
r2
−B rirj

r2
∂r
∂xi

∂
√

(xi−yk)2
∂xi

= 2ri
2r

= ri
r

С учетом этого, получаем:
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∂A(r)
∂xi

δij + ∂B(r)
∂xi

rirj
∂r2

+B
δiirj
r2

+B
δijri
r2

+Brirj
∂
∂xi

(1
r
) =

= A
′ ∂r
∂xi
δij +B

′ ∂r
∂xi

rirj
r2

+B
3rj
r2

+B
rj
r2
−B rirj

r2
∂r
∂xi

= A
′ rj
r

+B
′ rj
r

+B 3
r

rj
r

+B 1
r

rj
r
−B rj

r
= 0

В итоге получим:

A
′
+B

′
+ 3B

r
= 0 - это и есть условие бездивергентности.
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Лекция 8

Уравнение Эйнштейна-Фоккера-Планка

В рамках прошлой лекции мы остановились на уравнениях Колмогорова-Чепмена,
которые связывают переходные плотности в три момента времени:

q(t, x|t0, x0) =
∫ +∞
−∞ q(τ, y|t0, x0)q(t, x|τ, y)dy

Смысл этого уравнения состоит в том, что для того, чтобы перейти из точки t0, x0
в точку t, x мы можем сначала перейти в из начальной точки в промежуточную
точку τ, y, из которой уже перейти в конечную точку. Это аналог формулы полной
вероятности.

Переходная плотность определяется разностью времен t − t0 и если есть однород-
ность по времени, то мы можем ввести аналог однородной марковской цепи, для
которой будет определена переходная плотность:

q(x|t− t0, x0) =
∫ +∞
−∞ q(x|t− τ, y)q(y|τ − t0, x0)dy

Проблема состоит в том, что решать данные уравнения достаточно затруднитель-
но. В пространстве состояний мы можем ввести не только меру, но и расстояние
между точками. Есть естественная гипотеза о том, что за малое время наша точка
далеко уйти не может, поэтому переходная плотность при t0 7→ t должна концен-
трироваться вблизи начальной величины.

Для того, чтобы это сделать, мы должны понять, что мы примерно хотим полу-
чить. Понятно, что мы хотим получить прямое и обратное уравнения Колмогорова.

Мы встанем на точку зрения, состоящую в том, что мы хотим рассматривать та-
кие процессы, в которых уравнение Смолуховского порождает уравнения второго
порядка - такие процессы называются диффузионными.

В контексте физики есть аналог прямого уравнения Колмогорова - это уравнение
Эйнштейна-Фоккера-Планка. Для вывода этого уравнения из уравнения Смолухов-
ского мы должны предположить, не ограничивая общности, что все наши функции
дважды дифференцируемы по всем аргументам. Из уравнения Смолуховского мы
должны выделить производные по времени и пространственные производные. По
этому поводу Фоккер придумал следующее:

q(t, x|t0, x0) =
∫ +∞
−∞ q(t, x|τ, y)q(τ, y|t0, x0)dy
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∫ +∞
−∞ ϕ(x)q(t, x|t0, x0)dx =

∫ +∞
−∞ ϕ(x)dx

∫ +∞
−∞ q(t, x|τ, y)q(τ, y|t0, x0)dy∫ +∞

−∞ ϕ(x)q(t+4, x|t0, x0)dx =
∫ +∞
−∞ ϕ(x)dx

∫ +∞
−∞ q(t+4, x|t, y)q(t, y|t0, x0)dy

и будем считать, что 4 7→ 0 и стремиться выделить из этого временные и про-
странственные производные.∫ +∞
−∞ ϕ(x)q(t+4, x|t0, x0)dx =

∫ +∞
−∞

∫ +∞
−∞ ϕ(x)q(t+4, x|t, y)q(t, y|t0, x0)dxdy,

где q(t+4, x|t, y) - переходная плотность за малое время.

Теперь положим ϕ(x) = ϕ(y) + ϕ
′
(y)(x− y) + 1

2
ϕ
′′
(y)(x− y)2 +O.∫ +∞

−∞ ϕ(x) q(t+4,x|t0,x0)−q(t,x|t0,x0)4 dx =

=
∫ +∞
−∞ dyq(t, y|t0, y0)[ϕ

′
(y)
∫ +∞
−∞

(x−y)q(t+4|t,x)
4 dx+ 1

2
ϕ
′′
(y)
∫ +∞
−∞

(x−y)2q(t+4|t,x)
4 dx]

Теперь мы сформулируем требование, при котором при 4 7→ 0 интеграл при ϕ
′
(y)

стремился к конечному пределу, который называется A, а интеграл при ϕ′′(y) - к B.

В итоге мы получим такое уравнение:

∂q
∂t

= − ∂
∂x

(Aq) + 1
2
∂2

∂x2
(Bq).

Мы предполагаем, что нам известны A и B и мы хотим найти функцию q из этого
уравнения. Мы будем предполагать, что:

• q ≥ 0

•
∫ +∞
−∞ q(t, x|t0, x0)dx = 1

• при t 7→ t0 : q(t, x|t0, x0) = δ(x− x0)

Т.е. совсем избавиться от обобщенных функций не удается и начальное условие тут
будет δ-функцией - также строится понятие фундаментального решения для урав-
нения теплопроводности.

Мы обсудили прямое уравнение Колмогорова, в котором рассматривалась после-
довательность времен t0, t, t + 4. При рассмотрении обратного уравнения у нас
есть набор s, s+4, t. Соответственно, мы должны будем записать уравнение Смо-
луховского иначе:

q(t, x|s, x0) =
∫ +∞
−∞ q(t, x|s+4, y)q(s+4, y|s, x0)dy
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Смещение q(s+4, y|s, x0) мало, переходная вероятность заметна только если y−x0
мало.

Теперь выпишем обратное уравнение Колмогорова:

− ∂q
∂t0

= A ∂q
∂x

+ 3
2
∂2

∂x2
q

Мы можем выписать уравнение, которое получается для абсолютных вероятностей,
- для этого необходимо прямое уравнение Колмогорова домножить на начальное
условие и тогда мы получим:

∂p
∂t

= − ∂
∂x

(Ap) + 1
2
∂2

∂x2
(Bp)

Именно такое уравнение и получалось у Эйнштейна, Фоккера и Планка.

Понятно, как сформулировать представление о том, что наша система однород-
на во времени: функции A и B - функции времени, а для однородной во времени
системы эти функции становятся постоянными по времени. Коэффициент 1

2
∂2

∂x2
(Bp)

называется коэффициентом диффузии, а ∂
∂x

(Ap) - снос.

Теперь понятно, как из этого получить винеровский процесс: нужно положить
A = 0, B = 2 - получим стандартный винеровский процесс на прямой. Как мы
уже говорили, винеровский процесс связан с фундаментальным решением урав-
нения теплопроводности. Теперь мы можем сказать, что винеровский процесс яв-
ляется диффузионным процессом и уравнение теплопроводности - это уравнение
Эйнштейна-Фоккера-Планка для винеровского процесса.

Марковские процессы с непрерывным временем и континуальным числом состо-
яний обнаруживают очень заментое сходство с уравнениями параболического типа.
Понятно, что если эту конструкцию перенести на множество состояний в трехмер-
ном пространстве, то будут возникать уравнения такого типа:

∂p
∂t

= (v∇p) +4(νp)

Дальше возникает уравнение Каца-Фейнмана, с помощью которого можно связать
решение уравнений параболического типа с марковскими процессами.

37

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ •  
СОКОЛОВ ДМИТРИЙ ДМИТРИЕВИЧ 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Пуассоновский процесс

Рассмотрим теперь процесс, который называется пуассоновским. Он устроен сле-
дующим образом:

Его реализации - это функции, у которых конечное число скачков на конечный
отрезках времени. Возьмем 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn:

• 4ξi = ξ(ti)− ξ(ti−1) - независимые приращения.

• 4ξi распределены по Пуассону с параметром λ(ti − ti−1)

• ξ(0) = 0 - стандартный пуассоновский процесс.

На временном отрезке (ti−1, ti) он может совершить много скачков, но их вероят-
ность падает с ростом числа скачков и, соответственно, возникают пуассоновские
случайные величины. Можно этот процесс характеризовать так:

за малое время P{4ξ(t) = 1} = λt+ o(t)

при t 7→ 0 : P{4ξ(t) = 1} = o(t)

С этим процессом также связаны некоторые задачи, одну из которых мы сейчас
рассмотрим.

Для пуассоновского процесса можно ввести величину τ - это время до первого со-
бытия. Найдем ее функцию распределения:
сначала найдем вероятность P{τ ≥ t}. Сама функция распределения - это вероят-
ность того, что P{τ < t}, но нам не совсем понятно, как ее найти. Потому что если
до первого события ничего не произошло, то:

P{τ ≥ t} = P{ξ(t)− ξ(t0) = 0}

Для проведения этой выкладки мы будем считать, что функции, входящие в пуассо-
новский процесс, имеют ступенчатый вид с включенными правыми концами. Тогда:

P{τ ≥ t} = P{ξ(t)− ξ(t0) = 0} = e−λt

Поэтому

Fτ (t) = P{τ < t} = 1− P{τ ≥ t} = 1− e−λt

Для того, чтобы найти плотность вероятности, мы должны взять производную
функции распределения по t:
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pτ (t) = λe−λt

Найдем теперь математическое ожидание:

Mτ =
∫ +∞
−∞ tpτ (t)dt = λ

∫ +∞
0

te−λtdt = 1
λ

∫ +∞
0

ye−ydy = 1
λ

- среднее время вылета.
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Лекция 9

Приложение теории случайных процессов

Мы хотели бы, чтобы теория случайных процессов применялась в реальной жиз-
ни также, как и теорию вероятностей. Но для теории случайных процессов все
обстоит намного сложнее - та часть математики, которая занимается приложением
теории вероятностей к жизни называется математической статистикой. Естествен-
но часть науки, занимающейся приложением теории случайных процессов, также
называть математической статистикой.

В качестве примера мы рассмотрим доклад на тему «Минимум Маундера в сол-
нечной динамической теории».

При обработке результатов эксперимента или каких-либо наблюдений необходимо
понимать, в какой области происходят исследования и какие данные об экспери-
менте представлены. В рамках доклада была представлена диаграмма зависимости
числа группы солнечных пятен от времени исследования. По диаграмме видно, что
расстояние между пиками солнечной активности составляет, в среднем, период в
11 лет - это и есть 11-летний цикл солнечной активности. Подобные диаграммы
впервые были построены Маундером.

Рис. 2. Зависимость числа групп солнечных пятен от времени
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В этом процессе явно есть динамическая составляющая и, в то же время, высоты
различных пиков активности могут различаться в разы. А провалы в солнечной
активности, видимые из диаграммы, называются минимумами Маундера.

Мы сталкиваемся с тем, что в изучаемом нами процессе перемешаны как динами-
ческие, так и случайные свойства. С одной стороны, явно необходимо реализовать
некий случайный процесс, у которого представляют интерес как некое подобие ма-
тематического ожидания, так и изучение его стохастических свойств.

Погоровим теперь о достоверности предоставленных данных. Очевидно, что по мере
увеличения года проведения исследования достоверность исследования увеличива-
ется.

В рамках эксперимента, результаты которого представлены на диаграмме, были
проведены исследования, которые подтвердили точность представленных данных.

Рис. 3. Некоторые диаграммы

Верхняя диаграмма - диаграмма-бабочка Маундера. На ней представлена времен-
ная ось, совпадающая с солнечным экватором, а от нее отложена широта солнечных
пятен. Точками отмечено положение групп солнечных пятен. Цветом отмечено от-
ношение порядка полярностей солнечных пятен.
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Теперь перейдем к вопросу обработки результатов.

Перед нами данные, в которых мы хотели бы отделить детерминированную состав-
ляющую от так называемого «шума» и выделить периодическую составляющую,
которая отделяется с помощью анализа Фурье: допустим, у нас есть функция f(t)

и мы хотим узнать, какие в ней есть колебания. Для этого необходимо сделать сле-
дующее:

1√
2π

∫ +∞
−∞ eiωtf(t)dt - преобразование Фурье.

1√
2π

∫ +∞
−∞ eiωtf(t)dt = F (ω),

где F (ω) - спектральная плотность. Там, где эта функция принимает большие зна-
чения, там колебания сильнее. И если мы наблюдаем пик этой функции на какой-
нибудь частоте, то в составе этого сигнала есть такое колебание.

Для вычисления этой функции необходимо воспользоваться вейвлет-анализом. Идея
его состоит в следующем:
мы берем волновой пакет, вписанный в гауссиану, т.е. функцию ψ(t) = eiωt−bt

2 .
Теперь возьмем функцию ψ( t−t0

T
) и возьмем такой интеграл:∫ +∞

−∞ ψ( t−t0
T
f(t)dt = W (t0, T ).

То, как функция зависит от T , показывает, на какой частоте вносятся колебания в
систему, а t0 показывает, вблизи какого места это колебание сосредоточено. Далее
получаем следующее:∫ +∞
−∞ W (t0, T )dt0 - у нас возникает аналог преобразования Фурье.

Также можно выделить, как зависит от времени составляющая вейвлетовой функ-
ции, которая соответствует пикам активности.

Тема, которую мы обсудили в рамках этой лекции, немного дает представление
о приложении теории случайных процессов и ее аппаратов к современным реалиям
и как работают в современной науке с подобными данными.
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Лекция 10

Теорема Дуба

Цель сегодняшней лекции - поговорить о том, какие перспективы открывает пе-
ред наукой развитие представления о марковских процессах.

Мы выводили уравнения Колмогорова-Чепмена для переходной плотности марков-
ского процесса. Понятие переходной плотности q(t2, x2|t1, x1) говорит о том, какая
плотность вероятности того, что из точки (t1, x1) мы перейдем в точку (t2, x2). Для
этой величины получается такое уравнение:

q(t, x|t0, x0) =
∫ +∞
−∞ q(τ, y|t0, x0)q(t, x|τ, y)dy

Мы это уравнение получили как условие согласования различных плотностей ве-
роятности. Если бы у нас был марковский процесс с конечным числом состояний,
то это бы была формула полной вероятности, но а если мы рабоатем с процессом,
который может принимать непрерывный набор состояний, то, ввиду континуально-
сти переменной y, сослаться на эту формулу не получится и возникнет уравнение
Колмогорова-Чепмена или уравнением Смолуховского.

Есть случаи, когда уравнение Смолуховского можно решить точно - это решение
называется теоремой Дуба. Сформулируем и докажем эту теорему.

Мы будем рассматривать марковский процесс и потребуем, чтобы он был стаци-
онарным и гауссовским. Этот процесс будет характеризоваться математическим
ожиданием, дисперсией и корреляционной функцией. Математическое ожидание
и дисперсия будут постоянными и мы можем, выбрав соответствующим образом
некоторые параметры, обратить математическое ожидание в 1, а дисперсию в 0.
Корреляционную функцию B(u) можно найти в явном виде с помощью уравнения
Смолуховского:

B(u) =< ξ(t+ k)ξ(t) >=< ξ(t1)ξ(t2) >, где u = t2 − t1.

Наш процесс является гауссовским, поэтому:

p1(t, x) = 1√
2π
e−

x2

2

p(t1, x1; t2, x2) =
x21+x

2
2−2σx1x2

2(1−σ2)
, где σ = B(|t1 − t2|)

Дальше можно вычислить переходную плотность:
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q(t2, x2|t1, x1) = 1√
2π(1−σ2)

e
− 1

2
(σx1−x2)

2

1−σ2

В итоге мы получим такое соотношение:

B(t2 − t1) = B(t2 − τ)B(τ)

Как оказалось, наша функция удовлетворяет такому свойству B(x+y) = B(x)B(y)

- такой функцией является экспонента. Для доказательства этого выведем диффе-
ренциальное уравнение для функции B:

B(x+ dx) = B(x)B(dx)

B(x) +B
′
(x)dx = B(x)[1 + αdx]

B
′
= αB

B = eαx

B = eα(t2−t1)

B = e−a
2|u|, где 1

a2
- корреляционное время.

Таким образом ищется корреляционная функция, после чего случайный процесс
будет полностью определен. Все это называется теоремой Дуба.

Познакомимся теперь с еще одним примером. В огромном большинстве случаев
уравнение Смолуховского не решается и поэтому мы ранее обсудили, как ввести в
конструкцию марковского процесса с непрерывным числом состояний отношение
порядка и сказать, что у нас есть близкие точки и тогда уравнение Смолуховского
при некоторых условиях преобразуется в уравнение Эйнштейна-Фоккера-Планка.
Для переходной плотности возникает такое дифференциальное уравнение:
∂q
∂t

= ∂
∂x

(Aq) + 1
2
∂2

∂x2
(Bq)

Рассмотрим один часный случай, предположив, что A и B постоянны и мы ин-
тересуемся стационарным решением. Тогда у нас возникает такая картина:
пусть у нас есть поток частиц A, падающих в гравитационном поле Земли, но эти
частицы от земли отскакивают. Мы ожидаем, что в этом процессе возникнет некое
стационарное распределение. Мы рассматриваем на луче такую задачу, в которой
вероятность попадания в отрицательную область равна 0 и ищем стационарное ре-
шение.
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∂p
∂t

= 0 = − ∂
∂x

(Ap) + 1
2
∂2

∂x2
(Bp)

И мы будем искать решение при стационарности и возникнет распределение, ана-
логичное финальному распределению для цепи Маркова.

p(0) = p(+∞) = 0

−Ap+ 1
2
(Bp) = 0

Решение этого уравнения p(x) = e−αx, где α - константа, выражающаяся через
A и B.
Это распределение называется распределением Больцмана.

Уравнение теплопроводности

Восстановим еще раз уравнение Эйнштейна-Фоккера-Планка:

∂q
∂t

= ∂
∂x

(Aq) + 1
2
∂2

∂x2
(Bq)

Положим A = 0 и B = 2ε и тогда у нас возникнет такое уравнение:

∂u
∂t

= ε4u

На самом деле, уравнение теплопроводности - это простейший пример уравнения
Эйнштейна-Фоккера-Планка. А, соответственно, случайный процесс, для которого
это выполнено, - это винеровский процесс.

Теперь у нас есть возможность поговорить о развитии идей марковской теории
в этом направлении. Как мы уже осознали, что между уравнениями параболиче-
ского типа и марковскими процессами есть связь. Мы можем понимать уравнения
параболического типа как уравнения Эйнштейна-Фоккера-Планка для некоторого
марковского процесса, а можем изучать уравнения параболического типа с помо-
щью марковских процессов и, как оказалось, это весьма востребовано в науке.

Развитие идей марковской теории

То, что мы сейчас будем обсуждать, восходит к работам двух замечательных уче-
ных - Фейнмана и Кацы. А обсуждать мы будем формулу Каца-Фейнмана.

Обсудим для начала такую задачу. Запишем уравнение распространения приме-
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сей в воздухе:

∂u
∂t

= ε4u, где ε - коэффициент диффузии. Фундаментальное решение уравнения

теплопроводности имеет вид e−
x2

εt , где x2

εt
≈ 1, т.е. t ≈ x2

ε
.

Теперь рассмотрим уравнение распространения примесей в несжимаемом потоке:

∂u
∂t

+ (v∇)u = ε4u, где ε

Высказывается преставление о том, что при движении в воздухе роль ε4u состоит
в том, что колоссально увеличивается коэффициент диффузии.

Пусть у нас есть прямая, на которой отмечена точка x, которая случайно блуждает.
Есть какое-то характерное время блужданий τ и за это время точка смещается на
4xi = τvξi, а ξi ∈ N(0; 1)

X =
∑n

i=14xi = τv
∑
ξi =≈ τv

√
n - об этом говорит центральная предельная тео-

рема. А n = t
τ
. Тогда:

X =
∑n

i=14xi = τv
∑
ξi ≈ τv

√
n = τv

√
t
τ

= v
√
tτ

t = x2

v2τ

Попробуем теперь предположить, реализуема ли эта гипотеза. Для этого перепи-
шем формулу следующим образом:

t = x2

vl
. Тогда εT = vl.

Изложенная выше теория в физике называется теорией длины перемешивания.

Теперь рассмотрим идею Кацы, которая состоит в следующем:
поле скорости v нужно считать случайным полем и приписать ему определенные
свойства. Тогда, естественно, концентрация примесей u становится случайной и
нужно вывести уравнение для математического ожидания соответствующего слу-
чайного поля.

Реализация программы состоит в следующем: нужно к уравнению приписать опе-
ратор усреднения.

∂u
∂t

+ (v∇)u = ε4u

< u >= θ - средняя температура
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∂θ
∂t

+ < (v∇)u >= ε4u

Нас смущает < (v∇)u > и возникает идея, которая состоит в следующем: решить
задачу о распространении примесей в уравнении ∂u

∂t
+ (v∇)u = ε4u и далее будем

работать не с уравнением, а с его решением. И, согласно идее Кацы, эта процедура
оказывается выполнимой.

Таким образом, нам необходимо решить следующую задачу:{
∂u
∂t

+ (v∇)u = ε4u
u(0, ~x) = u0(~x)

На первый взгляд это кажется невозможным, но есть два предельных случая, в
рамках которых решение задачи понятно:

• v = 0 :{
∂u

∂t=ε4u

u(0, ) = u0(~x)

Тогда u(t, x) =
∫
G(t, ~x, ~y)u0(~y)dy, где G - функция Грина, которая являет-

ся плотностью вероятности винеровского процесса. Поэтому получим:

u(t, x) =
∫
G(t, ~x, ~y)u0(~y)dy = Mx{u0(x+ εwt)}

• ε = 0 :
∂u
∂t

+ (v∇)u = 0
∂u
∂t

= 0

И если мы сможем сопрячь эти два решения, то мы сможем решить задачу, кото-
рую поставил перед собой Кац. При выполнении всех вышеизложенных операций
получается следующее:

u(t, x) = Mxu0(ξt,x) - это и есть формула Каца-Фейнмана для уравнения тепло-
проводности.
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Лекция 11

Формула Каца-Фейнмана

Сегодня перед нами стоит задача довести до ума идею Каца-Фейнмана. Исходная
мысль состоит в следующем:{
∂u
∂t

+ (v∇)u = ε4u
u(0, ~x) = u0(~x)

Мы полагаем, что решение этой задачи имеет вид:

u(t, x) = Mx{u0(ξt,x)}, где ξt,x - точка, из которой исходят траектории, реализующие
случайный процесс, для попадания в момент t в точку x. Эти траектории замеча-
тельны тем, что частицы движутся по ним в результате диффузионного блуждания
броуновского движения.

Наша задача - объяснить, как задаются эти траектории. Введем ξ(s, x) и положим
ξt,x = ξ(s, x)|s=0.
Нам необходимо объяснить, что частица движется по траектории под влиянием
двух процессов - адвекции и диффузии.

Мы будем использовать принцип сложения движений. Скорость адвекции полу-
чаем из того, что dx

dt
= v, причем dξ

dt
= −v + dw

ds
, т.к. w - винеровский процесс. Но у

него нет производной, т.к. 4wt ≈
√
4t.

Тогда мы поступим таким образом:

ξ(s, x) = x−
∫ t
s
vdσ + aεWt−s, коэффициент a мы подберем позже.

Мы выписали, как задаются наши случайные траектории. Формула ξ(s, x) = x −∫ t
s
vdσ + aεWt−s называется интегральным уравнением Ито.

С точки зрения теории интегральных уравнений это уравнение Вольтерра. Для него
легко доказывается существование решения. И для него каждая траектория Wt -
непрерывная функция. И для существования решения уравнения Ито этого доста-
точно.

Взглянем теперь на этот вопрос с точки зрения теории случайных процессов. У
нас есть формула задания случайного процесса ξ - это случайный процесс, который
не может быть сведен к винеровскому, т.к. ξ входит в качестве аргумента в v и
в этом ξ есть вклад в w. Поэтому так задается случайный процесс. Эта формула
делает из меры Винера, заданной на траекториях броуновского движения, делает
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другую меру, связанную с процессом ξ. Тогда u(t, x) = Mx{u0(ξt,x)} - среднее, выче-
сленное по этой вероятностой мере. Это одна возможная точка зрения на структуру
формулы Каца-Фейнмана.

Другая точка зрения состоит в том, что Mx - интеграл по тому подпространству
пространства C, которое состоит из траекторий, которые в момент t проходят через
точку x. На этом пространстве есть мера, которая задана этим случайным процес-
сом, и это просто интеграл Лебега по этой мере.

Теперь нам нужно убедиться, что формула Каца-Фейнмана действительно является
решением интересующей нас задачи. Для этого мы должны проверить выполнение
начального условия, затухания на бесконечности и выполнения уравнения.

В силу уравнений Фредгольма процесс ξ(s, x) = x −
∫ t
s
vdσ + aεWt−s не может уй-

ти неконтролируемо далеко - в принципе этот процесс может принимать большие
значения, но с очень маленькой вероятностью. И, соответственно, это обеспечивает
затухание на бесконечности.

При t 7→ 0 : ξ(s, t) 7→ x и, соответственно, наше решение обращается в u0.

Теперь убедимся в том, что эта конструкция удовлетворяет уравнению теплопро-
водности. Мы имеем дело с марковскими процессами и используем марковское свой-
ство. Нам необходимо вычислить 4u. Для этого необходимо знать, чему равняется
u(t +4t, x) − u(t, x). Учитывая марковское свойство, можно переписать формулу
Каца-Фейнмана так:

u(t+4t, x) = M4u(t, ξ4t)

ξ = x−
∫
4t vdσ + aw4t

Решим теперь уравнение Ито:

ξt,x = x− v4t+ aw4t

u(t, x− v4t+ aw4t) = u(t, x) + ∂u
∂x

(−v4t+ aw4t) + 1
2
∂2u
∂x2

(a2w2
4t)

u(t+4t, x) = u+ ∂u
∂x

(−v4t) + a2

2
4t∂2u

∂x2

4u
4t = −v ∂u

∂x
+ a2

a
∂2u
∂x2

при 4t 7→ 0: ∂u
∂t

+ v ∂u
∂x

= ε∂
2u
∂x2
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Таким образом, мы проверили, что формула Каца-Фейнмана удовлетворяет наше-
му уравнению и является его решением.

Когда мы рассматриваем меру винеровского процесса, у нас возникают интегра-
лы такого типа:∫ +∞
−∞ e−ax

2
dx - интеграл Пуассона. Он является абсолютно сходящимся.

Вместо этого интеграла и в оптике, и в квантовой механике систематически возни-
кают

∫ +∞
−∞ cos2(x)dx и

∫ +∞
−∞ sin2(x)dx - интегралы Френеля. Они сходятся, но только

условно.

Формула Каца-Фейнмана справедлива как для случайного, так и для детермини-
рованного полей скорости. Применим ее теперь для случайного поля v и попробуем
вывести уравнение среднего поля. Для этого нам необходимо наделить наше поле
случайное v определенными свойствами.

Для проведения наших выкладок примем такую модель: пусть у нас есть ось вре-
мени t, которая разбита на конечные участки длины 4 - модель с обновлениями.
Мы будем считать, что поле скорости на разных участках независимо. В такой си-
туации формула Каца-Фейнмана позволяет вывести уравнение для среднего поля.

При конструировании этой модели мы пожертвовали однородностью времени - на
оси времени есть выделенные моменты. А дифференциальные уравнения получа-
ются тогда, когда время однородно.

Выход из этой ситуации такой: мы получаем наши уравнения и делаем в них пре-
дельный переход при 4 7→ 0 и, в результате, мы снова восстановим дифференци-
альные уравнения - это называется коррелированной моделью или моделью с белым
шумом.
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Лекция 12

Формула Каца-Фейнмана

В рамках этой лекции мы посмотрим, как для короткокоррелированного прибли-
жения выводится уравнение среднего поля. Мы должны стартовать с уравнения
Ито:

ξi = xi −
∫
vidσ +

√
2εwi.

Теперь нам нужно написать решение уравнения Ито с помощью метода последова-
тельных приближений:

ξi = xi − vi4+
√

2εw4 + ∂vi
∂xj

(4ξj) = xi − vi4+
√

2εw4 + ∂vi
∂xj

(−vj4+
√

2εwj)4

u(t+4t, x) = Mu(t, ξ4)

u(t, ξ4) = u(t, x) + ∂u
∂xi
4ξi + 1

2
∂2u

∂xi∂xk
4ξi4ξk =

= u(t, x) + ∂u
∂xi

[−vi4+
√

2εwi4 + ∂vi
∂xj

(−vj4+
√

2εwj) + 1
2

∂2u
∂xi∂xk

(−vi4+
√

2εwi4 +

+ ∂vi
∂xj

(−vj4+
√

2εwj))].

Таким образом мы вычислим то, что стоит под знаком винеровского интеграла
и в итоге получим некоторое выражение для u(t, ξ4).

Дальше мы рассмотрим да момента времени n4 и (n + 1)4. Нам нужно взять
среднее по винеровскому процессу и среднее по полю скорости. Сначала мы вычис-
лим все средние по винеровскому процессу. После этого мы сделаем осреднение по
всему тому, что происходило до момента времени n4, за которым будет следовать
осреднение по промежутку (n4, (n+ 1)4).

В итоге у нас получится такое выражение:

∂θ
∂t

= εT4θ, где θ =< u >, а εT = ε+ <v24>
3

.

Теперь подумаем, как можно вывести уравнение среднего поля для вектора. В ка-
честве примера поговорим о магнитном поле:

∂ ~H
∂t

= rot[~v ~H] + ε4 ~H - уравнение индукции.

∂ ~H
∂t

+ (~v∇) ~H = ( ~H∇)v + ε4 ~H.
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Возникает желание вывести для этого уравнения формулу Каца-Фейнмана. Для
этого нужно перейти в лагранжеву систему отсчета, которая должна включать не
только адвекцию, но и диффузию. В итоге мы придем к такому уравнению:

dH
dt

= ( ~H∇)v

dHi
dt

= AikHk, где Aik = || ∂vi
∂xk
||.

Мы хотели бы написать решение этой системы уравнений и подставить его в фор-
мулу Каца-Фейнмана. Введем понятие мультипликативного интеграла Вольтерра,
который устроен следующим образом:

Π(E + A(ti)4ti) 7→ Πt
t′=0

(Ê + Â(t
′
)dt

′
).

Формула Каца-Фейнмана для уравнения индукции имеет такой вид:

~H(t, x) = Mx(Π
t
t′=0

(Ê + Â(t
′
)dt

′
) ~H0(ξt,x)).

Запишем уравнение среднего магнитного поля в простейшем виде:

∂ ~B
∂t

= rot[α~B] + β4 ~B, где β = <v2>τ
3

, α = <vrot[v]>τ
3

.

Как оказалось, наличие величины α 6= 0 нарушает принцип максимума: предполо-
жим, что α, β = const. Тогда это уравнение становится уравнением с постоянными
коэффициентами. Мы ищем решения, которые устроены так:

B = b(t)eikx, b(t) = eγt~b.

Тогда мы получим следующее:

∂~b
∂t

= [i~k, α~b]− βk2~b.

Из этого уравнения можно покомпонентно выписать:
γbx = −ikαby − βk2bx
γby = −ikαbx − βk2by
γbz = −βk2bz

В итоге все свелось к алгебраической системе на собственный вектор b с собствен-
ным значением γ. Мы ожидаем, что у этой задачи есть положительное собственное

52

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ •  
СОКОЛОВ ДМИТРИЙ ДМИТРИЕВИЧ 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

значение.

Из системы уравнений видно, что у нас возникают две группы уравнений. Рас-
смотрим первую из них, состоящую из уравнения γbz = −βk2bz:

(γ + βk2)bz = 0

Соответственно, собственный вектор будет таким

∣∣∣∣∣∣
0

0

1

∣∣∣∣∣∣, γ = −βk2.

Т.к. α, β > 0, то данный случай для нас не интересен.

Рассмотрим вторую группу уравнений. Выпишем эти уравнения в такой форме:{
(γ + βk2)bx + ikαby = 0

−ikαbx + (γ + βk2)by = 0

Из этой системы получаем, что γ = kα− βk2.
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