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Лекция 1. Случайные последовательности

Борелевские сигма–алгебры
Рассмотрим тройку (Ω, F , P ), где Ω — множество элементарных исходов,
F ⊆ 2Ω — сигма–алгебра, P : F → [0, 1]— вероятностная мера.

Случайным элементом X называется отображение из Ω в S, где S — про-
странство, на котором определена сигма–алгебра S и обладающее свой-
ством измеримости: X−1(B) ∈ F ∀B ∈ S.

Для этого множества научимся считать вероятность P
�

ω: X (ω) ∈ B
�

. Что-
бы эта вероятность была определена на F , нам и нужно свойство измери-
мости.

Рассмотрим S = R[0,1] =
�

f : [0, 1] → R	 — множество функций, действу-
ющих из отрезка [0, 1] на прямую. Нужно выделить на этом множестве
сигма–алгебру, и на этой алгебре учиться изучать вероятности попадания
в элементы этой сигма–алгебры.

Сначала вспомним, как строится мера на борелевской сигма–алгебре B(R)
на прямой R, где R— множество вещественных чисел.

Рассмотрим Ω, тогда F ⊆ 2Ω — сигма–алгебра, если она обладает следующи-
ми свойствами:

1) Ω ∈ F;

2) если A∈ F , то A∈ F;

3) если Ai ∈ F , то
∞
⋃

i=1
Ai ∈ F .

Если у нас есть любое количество сигма–алгебр Aα на 2Ω, то их пересече-
ние

⋂

α

Aα — тоже сигма–алгебра. Нужно проверить каждое свойство непо-
средственно.

Значит, для любого семейства A ⊆ 2Ω можем посмотреть на пересечение
всех сигма–алгебр, содержащих A. По определению, это минимальная сиг-
ма–алгебра, содержащая систему множеств A: σ(A) =

⋂

A∈B
B, где B — сигма–

алгебра с единицей Ω.

На отрезке [0, 1] можем рассмотреть сигма–алгебру, содержащую все ин-
тервалы (a, b), a, b ∈ [0, 1]. Это борелевская сигма–алгебра на этом отрез-
ке: B

�

[0, 1]
�

= σ
�

(a, b), a, b ∈ [0, 1]
�

.
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Чтобы доказать, что заданная система C является минимальной сигма–
алгеброй σ(A), содержащая все множества A какого-то вида, использует-
ся метод подходящих множеств. Нужно показать, что для всех элемен-
тов A∈ σ(A) выполнено условие A∩B ∈ D, где B и D — заданные множества.
Вместо этого можно ввести систему множеств E =

�

A ∈ σ(A): A∩ B ∈ D
	

,
которые удовлетворяют нашему свойству. Чтобы доказать, что E = σ(A),
нужно доказать, что это сигма–алгебра

�

проверить свойства 1)–3)
�

и дока-
зать, что она содержит A.

Лемма 1.1. Пусть E — система подмножеств Ω, а B ⊆ Ω— подмножество Ω.
Рассмотрим σ(E)∩B =

�

A∩B, A∈ σ(E)	—поэлементное пересечение сигма–
алгебры с множеством. Тогда σ(E ∩ B) = σ(E)∩ B.

Под σ(E ∩ B) подразумевается сигма–алгебра с единицей B.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем, что для любого множества A ∈ σ(E) выполне-
но свойство A∩ B ∈ σ(E ∩ B). Для этого введём систему подходящих мно-
жеств A=

�

A∈ σ(E): A∩B ∈ σ(E)	. Нужно показать, что A совпадает с σ(E).

1) E ⊆ A, поскольку если мы возьмём элемент из E и пересечём его с B,
то это будет лежать в E ∩ B, а, значит, и в σ(E ∩ B), и любой элемент из
E содержится в A.

2) A — сигма–алгебра, поскольку

a) Ω ∈ A, потому что при пересечении Ω с B, получим B — это тоже
самое, что взять Ω ∈ E и пересечь его с B;

b) если A∩ B ∈ σ(E ∩ B), то A∩ B ∈ σ(E ∩ B),

Упражнение 1.1. Аналогичным образом проверить свойство сигма–адди-
тивности.

Получаем, что A является сигма–алгеброй, содержащей E , а, значит, A со-
держит минимальную сигма–алгебру, содержащую E . А поскольку A сам со-
держится в σ(E), то A= σ(E), и для любого элемента из σ(E) выполнено это
свойство.

Упражнение 1.2. Провести доказательство в обратную сторону.

�

Итак, чтобы построить сигма–алгебру, нужно начать с простой систему, по-
строить на ней алгебру, а на ней минимальную сигма–алгебру её содержа-
щую.

P : F → [0, 1]— вероятностная мера, если выполнены следующие свойства:
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1) P (Ω) = 1;

2) P (At B) = P (A) + P (B), где t— непересекающееся объединение;

3) P

�∞
⊔

i=1
Ai

�

=
∞
∑

i=1
P (Ai).

Отметим, что определение избыточно, поскольку свойство 2) следует из
свойства 3).

Утверждение 1.1 (б/д). P — вероятностная мера⇐⇒ верны свойства 1), 2)

и непрерывность меры снизу
�

P (Ai)→ P
� ∞
⋃

i=1
Ai

�

, если Ai ⊆ Ai+1

�

либо непре-

рывность меры сверху
�

P (Ai) → P
� ∞
⋃

i=1
Ai

�

, если Ai ⊇ Ai+1

�

, либо непрерыв-

ность в нуле
�

непрерывность сверху, когда P (Ai)→ 0, Ai ⊇ Ai+1,
⋂

Ai =∅
�

Построение вероятностной меры

Вспомним, как мы строили такую меру, как площадь: сначала мы опреде-
ляем площадь на прямоугольниках со сторонами, параллельными осям ко-
ординат: S = ab. Будем считать, что верхняя и правая грань выколоты, а
левая и нижняя— нет. Прямоугольники образуют полукольцо, то есть пере-
сечение двух прямоугольников также будет прямоугольником (cм. рис. 1.1),
а разность двух прямоугольников, один из которых содержится в другом,
будет разбиваться в объединение прямоугольников (см. рис. 1.2).

Рис. 1.1: Пересечение прямо-
угольников

Рис. 1.2: Разность двух прямо-
угольников

Дальше мы распространяем эту меру на алгебру A, которая будет состо-
ять из простых фигур — всё, что получается из прямоугольников путём их
склейки или дополнения. Отсюда мера распространяется на минимальную
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сигма–алгебру, содержащую все простые фигуры: σ(A) = B(R2)— борелев-
ская сигма–алгебра на плоскости.

Теорема 1.1 (Каратеодори). Если P : A → [0, 1] — сигма–аддитивная ве-
роятностная мера на алгебре A, тогда существует единственная мера Q :
σ(A)→ [0, 1] такая, что P(A) =Q(A) ∀A∈ σ(A).
Строго говоря, под сигма–аддитивностью меры мы понимаем то, что если у
нас какое-то множество представимо в виде счётного объединения других
множеств из A, то тогда его мера равна сумме мер этих кусочков.

Распределение случайной величины и случайного вектора

Посмотрим, как работает эта система с простыми сигма–алгебрами. Нач-
нём с R, B(R) — прямую и рассмотренную на ней сигма–алгебру. Зада-
дим меру P

�

(−∞, x]
�

= F(x) на лучах — распределение случайной величи-
ны, затем можем перенести меру на полуинтервалы: P

�

(a, b]
�

= F(b)− F(a),
это полукольцо. Дальше сможем распространить меру на алгебру, а за-
тем на сигма–алгберу. Получим P X (B), где B ∈ B(R).

Обозначим через B минимальную сигма–алгебру, содержащей все интерва-
лы [a, b]: B = σ

�

[a, b], a, b ∈ R�. Она совпадает с сигма–алгеброй всех от-
крытых множеств: B = σ(U , U — открытое).

Случайной величиной будем называть отображение X : Ω → R: X−1(B) ∈ F
∀B ∈ B(R). Это условие можно заменить на X−1

�

(−∞, x)
� ∈ F ∀x , пото-

му что лучи порождают борелевскую сигма–алгебру, а прообраз пересече-
ние переводит в пересечение, объединение в объединение, дополнение в до-
полнение, и эти две сигма–алгебры будут совпадать.

Построим эту же конструкцию в случае Rn, B(Rn). Под B(Rn) подразумева-
ем, с одной стороны, минимальную сигма–алгебру, содержащую все парал-
лелепипеды, с другой стороны, минимальную сигма–алгебру, содержащую
все декартовы произведения одномерных борелевских множеств:

B(Rn) = σ
�

(a1, b1]× . . .× (an, bn]
�

= σ
�

B1 × . . .× Bn, Bi ∈ B(R)
�

=©
Эти два объекта будут одинаковыми, поскольку можно показать, что

B1 ×R× . . .×R ∈ σ�(a1, b1]×R× . . .×R�.
Предположим, что это не так, то есть какое-то множество вида B1×R . . .×R
не попало в нашу сигма–алгебру. Тогда можем рассмотреть первую коорди-
нату множеств, которые попали в сигма–алгебру. Эти проекции образуют
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сигма–алгебру, содержащие все полуинтервалы, а, значит, и все борелев-
ские множества. Получили противоречие, поэтому эти две сигма–алгебры
совпадают.

Также можно показать, что B(Rn) совпадает с минимальной сигма–алгеб-
рой, содержащей все открытые множества, поскольку все параллелепипе-
ды открытые (у которых обе границы включены), а любое открытое мно-
жество в Rn является счётным объединением шаров:

=©σ(U , U — открытые)

Меру можем задать на простых порождающих:

P X

�

(−∞, x1]× . . .× (−∞, xn]
�

= FX1,..., Xn
(x1, . . . , xn).

Это многомерная функция распределения. Она должна быть непрерывна
с правой верхней стороны, стремиться к 1, если все x i → +∞ и к 0, если хо-
тя бы один из x i → −∞, а также вероятность любого куба должна быть
неотрицательна.

Эта функция распределения однозначно задаёт меру и мы получаем распре-
деление случайного вектора X : Ω → Rn : X−1(B) ∈ F ∀B ∈ B(Rn). Поскольку

достаточно взять только порождающие B = B1×. . .×Bn, то X−1(B) =
n
⋂

i=1
X−1

i (Bi),

где X−1
i — координатное отображение. Если рассмотреть только частный

случай, когда все B j, кроме одной Bi равны R, то получим, что X−1
i (Bi) ∈ F

для любого i, то есть X i — случайная величина. С другой стороны, ес-
ли все X i — случайные величины, то X−1

i (Bi) ∈ F для любого i, а, значит,
и их пересечение лежит в F . То есть случайные величины задают случай-
ный вектор, а случайный вектор—набор случайных величин на одном про-
странстве.

Распределение случайной последовательности

Теперь введём пространство R∞ =
�{xn}, x i ∈ R

	

и сигма–алгебру B(R∞).
В качестве порождающих возьмём цилиндр

CI1,..., Im
=
�{xn}: x1 ∈ I1, . . . , xm ∈ Im

	

.

Отметим, что эта система довольно бедная— в неё не входит даже сходящи-
еся последовательности. Пусть B(R∞) = σ

�

CI1,..., Im
, I j = [a j, b j]

�

со всеми воз-
можными m = 1, . . .. Можно показать, что B(R∞) = σ

�

CB1,..., Bm
, Bi ∈ B(R)

�

=
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= σ
�

CB, B ∈ B(Rm)
�

= σ(U , U — открытые), если открытые множества опре-
деляются метрикой

ρ
�{xm}, {yn}

�

=
∞
∑

n=1

ρ1(xn, yn)
2i

, где ρ1(x , y) =
|x − y|

1+ |x − y| .

Это евклидова метрика на [0, 1], за счёт этого ряд заведомо сходится.

Рассмотрим множество A =
�{xn}: x сходится к 0

	

. Оно является элемен-
том B(R∞), так как A =

�∀ε > 0 ∃N ∀n > N |xn| < ε
	

=
⋂

ε

⋃

N

⋂

n>N

�|xn| < ε
	

.

Это множество лежит в B(R∞), а значит, и его объединение и счётное пе-
ресечение тоже. Чтобы пересечение по ε было счётным, будем рассматри-
вать ε ∈Q, поскольку определение предела от этого не сломается.

Зададим меру P X

�

(−∞, x1] × . . . × (−∞, xm]
�

= Px1,...,xn
, тогда мера должна

определиться автоматически на минимальной сигма–алгебре B(R∞). Так-
же зададим случайный элемент X : Ω→ R∞ : X−1(B) ∈ F , B ∈ B(R∞). Для это-
го достаточно, чтобы X−1(I1× . . .× Im×R× . . .×R) = X−1

1 (I1)∩ . . .∩X−1
m (Im) ∈ F .

Это выполнено тогда и только тогда, когда каждая X−1
i (Ii) ∈ F , то есть слу-

чайная последовательность — последовательность случайных величин.

Теорема 1.2 (Колмогорова о согласованности мер). Пусть есть семейство
мер pt1,..., tn

(B1, . . . , Bn), где Bi ∈ B(R), t i ∈ N, t1 < t2 < . . .< tn. Если выполнены

a) pt1,..., tn
(·, . . . , ·)— вероятностная мера на Rn при фиксированных t i;

b) (условие согласованности)

pt1,..., t i−1, t i , t i+1,..., tn
(B1, . . . , Bi−1, R, Bi+1, . . . , Bn) =

= pt1,..., t i−1, t i+1,..., tn
(B1, . . . , Bi−1, Bi+1, . . . , Bn),

то существует единственная мера P X : B(R∞)→ [0, 1] такая, что

P X (CB1,..., Bm) = p1,..., m(B1, . . . , Bm).

Пример 1.1. Пусть X t имеют распределение Ft и независимы, t = 1, . . . —по-
следовательность независимых разнораспределённых случайных величин.
Тогда мы должны задать pt1,..., tn

(B1, . . . , Bn) = pt1
(B1) . . . ptn

(Bn), где pt — мера,
соответствующая Ft . Это вероятностная мера на Rn, потому что оно соот-
ветствует распределению вектора из n величин, а это вектор вероятностная
мера для вектора. Если мы пропустим какое-то из t i и поставим вместо него
R, в произведении справа получим pt i

(R) = 1, то есть условие согласованно-
сти также выполняется: pt1,..., tn

(B1, . . . , Bi−1, R, Bi+1, . . . , Bn) =
∏

j 6=i
pt j
(B j). Наше
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семейство мер согласованно, значит, существует единственная последова-
тельность такая, что у неё каждое конечномерное распределение задаётся
такой формулой. По определению это и есть последовательность независи-
мых величин с распределениями Ft .
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Лекция 2. Случайные функции

Цепь Маркова
Пример 2.1 (цепь Маркова). Рассмотрим движение частицы без памяти,
то есть направление движения частицы не зависит от того, откуда пришла
частица. Зададим P (Xn+1 = j | Xn = i) = pn, i, j, i, j ∈ S — матрица вероят-
ности перехода цепи и P (X0 = i) = p0

i , i ∈ S — начальное распределение.
Здесь S — конечное или счётное множество. Тогда конечномерное распре-
деление для одноточечных множеств задаётся следующим образом:

P (Xn = jn, Xn−1 = jn−1, . . . , X0 = j0) = p0
j0
· p0, j0, j1 · p1, j1, j2 · . . . · pn−1, jn−1, jn

Здесь мы воспользовались марковостью, то есть независимостью от исто-
рии. В других случая мы должны были бы смотреть не только на то, где мы
находимся, но и как мы туда попали. Для произвольных множеств

P 0,..., n(B1, . . . , Bn) =
∑

ji∈Bi

p0
j0
· . . . · pn−1, jn−1, jn .

Получили конечномерные распределения для последовательности, задава-
емой цепью Маркова. В соответствии с определением согласованности,

P t1,..., tn
(B1, . . . , Bn) = P 0,..., tn

(R, . . . , R, B1, . . . , Bn).

Отметим, что если последнее Bi = R, то противоречия не возникнет:

P 0,..., n(B1, . . . , Bn−1, R) = P 0,..., n−1(B1, . . . , Bn−1).

Чтобы это было выполнено, нам нужно потребовать два условия от вероят-
ностей:

1) (стохастичность матрицы вероятности перехода)
∑

j

pn, i, j = 1, pn, i, j ¾ 0;

2)
∑

i
p0

i = 1, p0
i ¾ 0.

Тогда

P 0,..., n(B1, . . . , Bn−1, R) =
∑

ji∈Bi
i¶n−1

p0
j0
· p0, j0, j1 · . . . · pn−2, jn−2, jn−1

︸ ︷︷ ︸

=P 0,..., n−1(B1,..., Bn−1)

·∑
jn

pn−1, jn−1, jn

︸ ︷︷ ︸

=1

.
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Таким образом получается, что задав так конечномерные распределения,
мы их задали согласованными во всех условиях, когда мы подставляем в t i

R, кроме последнего, для которого мы проверили условия согласованности
непосредственно. Она задаёт вероятностную меру, так как мера дискретная
и если положить все Bi = R, то получится 1. То есть существует процесс, у
которого такие конечномерные распределения. Для него

P (Xn = j | Xn−1 = i, Xn−2 = in−2, . . . , X0 = i0) =

=
P (Xn = j, Xn−1 = i, . . . , X0 = i0)

P (Xn−1 = i, Xn−2 = in−2, . . . , X0 = i0)
= pn, i, j

если условие не противоречиво, то есть его вероятность не нулевая.

То есть мы построили такую последовательность, что вероятность того,
что Xn = j (будущее) при условии какого-то настоящего и прошлого зависит
только от Xn−1 = i (настоящего). Это и есть свойство марковости. Для такой
последовательности можно рассматривать пространство (R∞, B(R∞), P X ),
тогда последовательность ω = (ω1, . . . , ωn, . . .) будет марковской последова-
тельностью, для которой выполнено это свойство по определению.

Напомним, что мы используем сигма–алгебру, содержащую все открытые
множества относительно метрики

ρ
�{xn}, {yn}

�

=
∞
∑

i=1

|x i − yi|
1+ |x i − yi|

· 1
2i

.

Упражнение 2.1. Показать, что

a) множество последовательностей, стремящихся к 0 при n→∞;

b) множество сходящихся последовательностей при n→∞
лежат в B(R∞).

Распределение случайных функций
Рассмотрим пространство функций RT = { f : T → R}, где T ⊆ R. Для про-
стоты, будем рассматривать два случая: либо T = [0, 1], либо T = R+. Возь-
мём I = σ

�

�

It1,..., tk
(B1, . . . , Bk)

	

, t1, . . . , tk ∈ T, B1, . . . , Bk ∈ B(R)
�

— цилиндри-
ческая сигма–алгебра (минимальная сигма–алгебра, содержащая все цилин-
дры), где цилиндр It1,..., tk

(B1, . . . , Bk) =
¦

f :
�

f (t1), . . . , f (tk)
� ∈ B1 × . . .× Bk

©

—
множество функций, в том числе, всюду разрывных, попадающих в задан-
ные моменты t1, . . . , tk в заданные окна B1, . . . , Bk (см. рис. 2.1).
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t1

B1

t2

B2

tk

Bk

Рис. 2.1: Области, через которые должна пройти функция, лежащая в ци-
линдре (показаны синим цветом) и пример подходящей функ-
ции (показана красным цветом)

Можно показать, что

σ
�

It1,..., tk

�

[a1, b1], . . . , [ak, bk]
�

�

= σ
�

It1,..., tk
(B1, . . . , Bk), B1, . . . , Bk ∈ B(R)

�

=

= σ
�

It1,..., tk
(B), B ∈ B(Rk)

�

= σ
�

I{tn}(B), B ∈ B(R∞)
�

,

где U{tn}(B) =
¦

f :
�

f (t1), . . . , f (tn), . . .
� ∈ B

©

для B ∈ B(R∞).

Упражнение 2.2. Доказать любое из этих равенств из определения боре-
левских сигма–алгебр.

Хотим, чтобы эта сигма–алгебра совпадала с σ(U , U — открытые), где мно-
жества открыты в смысле равномерной нормы ‖ f ‖ = sup

t∈T

�

� f (t)
�

�, однако это
не так. Более того, можно показать, что

σ
�

I{tn}(B), B ∈ B(R∞)
�

=
�

I{tn}(B), B ∈ B(R∞)
	

,

поскольку это множество уже является сигма–алгеброй:

Теорема 2.1. Множество C =
�

I{tn}(B)
	

, где B ∈ B(R∞), t i ∈ T образует сигма–
алгебру.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

1) Ω = R∞ ∈ C, потому что можем взять любое t i и B = R∞, тогда получим
функции, которые в точках t1, . . . , tn, . . . любые, то есть все функции.

2) если A ∈ C, тогда A ∈ C, потому что нужно поменять B на B, то-
гда I{tn}(B) = I{tn}(B)
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3) если Ai ∈ C, то
∞
⋂

i=1
Ai ∈ C, так как можем рассмотреть

Ai =
¦

f :
�

f (t i j), j = 1, 2, . . .
� ∈ Bi, Bi ∈ B(R∞)

©

;

ri =
⋃{t i j} — объединение всех t i j в каком-то порядке так, чтобы все по-

следовательности встречались; B =
�{xn}: (x j1, i

, . . . , x jk, i
) ∈ Bi ∀i

	

, B ∈ B(R∞),
где j1, i, . . . , jk, i — номера t i, 1, . . . , t1, k в ri, то есть мы вклеили последователь-
ности друг в друга. В пересечениимножеств функций будут лежать функции,
у которых в объединённой системе точек проходят в объединённую систе-

му окон. Тогда
∞
⋂

i=1
Ai =

¦

f :
�

f (ri), . . .) ∈ B
	

— борелевское множество после-

довательностей по определению. Таким образом получаем, что B — пере-
сечение счётного числа множества последовательностей из B(R∞), значит,
оно из B(R∞). �

Получили, что для любого множества B ∈ I существуют набор {tn} и множе-
ство C ∈ B(R∞) такое, что B =

¦

f :
�

f (t1), . . . , f (tn), . . .
� ∈ C

©

, то есть ничего
хорошего в такой сигма–алгебре не лежит.

Пример 2.2. Рассмотрим единичный шар
¦

f : sup
[0, 1]

�

� f (t)
�

�¶ 1
©

= B.

Если B ∈ I, то существуют такой набор {tn} и такое множество C ∈ B(R∞),
что B =

¦

�

f (t1), . . . , f (tn)
� ∈ C

©

. Пусть это так. Возьмём функцию 1, кото-
рая отображает отрезок [0, 1] в 1. Она лежит в множестве B, потому что
её супремум не превосходит 1, значит, соответствующая ей последователь-

ность (1, . . . , 1) лежит в C . Рассмотрим функцию g =

¨

1, x ∈ {t i}
2, x 6∈ {t i}

, ей также

соответствует последовательность
�

g(t i), . . .) = (1, . . . , 1) ∈ C , поэтому g ∈ B.
С другой стороны, B было задано так, что супремум функции g должен быть
не больше 1, что противоречит тому, что её супремум равен 2, значит, B /∈ I.

Упражнение 2.3. Доказать, что множество непрерывных функций C[0, 1]
не лежит в цилиндрической сигма–алгебре I.

Случайный процесс

Определение 2.1. X — случайный процесс, если X : Ω → RT измеримое,
то есть для любого B ∈ I выполнено X−1(B) ∈ F .
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Возьмём в качестве B порождающие, то есть цилиндры:

X−1
�

It1,..., tn
(B1, . . . , Bn) =

�

ω: X (ω, ·) ∈ It1,..., tn
(B1, . . . , Bn)

	

=©,

где X — отображение, которое ω сопоставляет функцию, то есть оно па-
ре переменных (ω, t) сопоставляет число для t ∈ T .

=©�

ω: X (ω, t1) ∈ B1, X (ω, t2) ∈ B2, . . .
	

=
⋂

i

�

ω: X (ω, t i) ∈ Bi

	

.

Если возьмём все Bi, кроме одного, равными R, то получится, что каж-
дое из X (ω, t i)— случайная величина как функция ω при заданном t i. И на-
оборот, если это случайные величины при каждом t i, то все эти множе-
ства из F , и их пересечение тоже из F . Значит, X (ω, t) будет случайным про-
цессом, а случайный процесс — это набор случайных величин на одном про-
странстве.

Отметим, что на случайный процесс можно смотреть двояко: X (·, t)— слу-
чайная величина, а X (ω, ·) — функция, которую называют траекторией
случайного процесса.

Пример 2.3. Пустьωможет принимать два различных значения:ω=ω1=1,
ω = ω2 = 2; случайный процесс имеет вид X (ω, t) = tω. Тогда траекто-
рия при ω = 1 будет иметь вид X (ω, t) = t, а при ω = 2 — X (ω, t) = 2t
(см. рис. 2.2). С другой стороны, при фиксированном t, например, t = 1,
получим случайную величину, принимающую 1 и 2 при различных исходах.
Можно смотреть на это как на случайно разыгранную функцию, мы выбира-
ем из двух функций одну, а можно— как на набор зависимых случайных ве-
личин, живущих на одном пространстве.

ω=ω1 ω=ω2

Рис. 2.2: Траектория случайного процесса из примера 2.3 при различных ω

На практике мы практически не будем рассматривать случайный процесс
как отображение от ω и t, почти всегда случайный процесс будет задан-
ным на некотором пространстве отображением, для которого нам интерес-
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но только его распределение, задаваемое с помощью конечномерных рас-
пределений.

Теорема 2.2 (о согласованности). Если
�

pt1,..., tk
(B1, . . . , Bk)

	

— набор, задаю-
щий вероятностные меры на Rk для любых t1 < t2 < . . .< tk и

pt1,..., tk
(B1, . . . , Bi−1, R, Bi+1, . . . , Bk) = pt1,..., t i−1, t i+1,..., tk

(B1, . . . , Bi−1, Bi+1, . . . , Bk),

то существует мера P X , действующая из B(R∞) в [0, 1] такая, что

P X

�

�

xn : (x t1
, . . . , x tk

) ∈ B1 × . . .× Bk

	

�

= pt1,..., tk
(B1, . . . , Bk).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зададим меру P X на всех цилиндрах следующим образом:
P X

�

It1,..., tk
(B1, . . . , Bk)

�

= pt1,..., tk
(B1, . . . , Bk). Цилиндры образуют алгебру, по-

этому P X действует из алгебры всех цилиндров I в [0, 1]. При этом условия
согласованности гарантирует нам, что

1) мера, заданная на всех возможных цилиндрах, является вероятност-
ной мерой;

2) эта мера задана правильным образом: представление в виде цилиндра
не единственно, так как если мы к цилиндру с основаниями B1, . . . , Bk

и индексами t1, . . . , tk добавим индексы с основанием R, то цилиндр
не изменится, при этом по условию согласованности мы получим ту же
самую меру.

Нужно проверить, что мера на алгебре задана правильным образом, а имен-
но

i) P X — аддитивна, так как если мы рассмотрим меру объединения
двух непересекающихся цилиндров с конечным набором индексов
A = It1,..., tk

(B1, . . . , Bk) и B = Is1,..., sk′ (C1, . . . , Ck′), то получится сумма мер
P X (A t B) = P X (A) + P X (B) из того, что исходные меры были именно
мерами;

ii) P X непрерывна в нуле.

Если доказать пункт ii), то теорема о согласованности доказана. �

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ii). Пусть множество Bk = B′k×R×. . .×R×. . ., где B′k ∈ B(Rnk),
а Bk ⊃ Bk+1 — такие вложенные цилиндры, что

⋂

i
Bi = ∅. Нужно показать,

что P
� n
⋂

i=1
Bi

�

→ 0 при n→∞.

К чему-то последовательность точно стремится, потому что последователь-
ность монотонно уменьшается и ограничена снизу нулём. Предположим,
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что P X

� n
⋂

i=1
Bi

�

−−−→
n→∞ ε > 0. Любая подпоследовательность будет также схо-

диться к ε, поэтому выберем подпоследовательность nk, которая монотонно
стремится к +∞. Возьмём eC ′k — компакт в B′k такой, что P X

�

B′k
�

eC ′k
�

<
ε

2k+1
.

Здесь мы пользуемся свойством регулярности меры, так как борелевские
меры в Rn регулярны. Рассмотрим eCk = C ′k × R × . . . × R ⊂ B(R∞) и введём

Ck =
⋂

i¶k
Ci. Заметим, что P X (Ck) ¾ P (Bk) −

k
∑

i=1
P
�

Bk

�

eCi

�

>
ε

2
. Представим Ck

в виде Ck = C ′k ×R . . .R, где C ′k — пересечение каких-то компактов в Rnk . До-
кажем, что не может быть такого, что P X (Ck)>

ε
2 . Возьмём x1,1, . . . , x1, n1

∈ C ′1,
x2, 1, . . . , x2, n2

∈ C ′2, . . . и последовательность координат x1, 1, x2,1, . . ., которая
лежит в компакте C ′1. Это ограниченная последовательность, из неё мож-
но выбрать сходящуюся подпоследовательность x j1, 1, x j2, 1, . . . Пусть она со-
шлась к x1,0. Далее рассматриваем последовательность x j1, 2, x j2, 2, . . . и вы-
бираем из неё сходящуюся подпоследовательность, тогда первая координа-
та останется сходиться к x1,0, а вторая будет сходиться к x2,0. Продолжим
так делать, получим некоторую последовательность пределов (x1, 0, x2,0, . . .).
Эта последовательность лежит в каждом из C ′k, если рассмотреть её пер-
вые nk элементов, то есть (x1,0, x2,0, . . . , xnk , 0) ∈ C ′k, потому что это предел
точек, лежащих в C ′k, а, значит, (x1, 0, x2,0, . . .) ∈ Ck, следовательно, пере-
сечение Ck не пусто и пересечение Bi не пусто. Получили противоречие,

и P X

� n
⋂

i=1
Bi

�

не могло стремиться к положительному числу, и мера непре-
рывна в нуле. �
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Лекция 3. Случайные процессы

Теорема Колмогорова о согласованности

На прошлой лекции мы рассмотрели

RT =
�

f (t), f : T → R	,

где T = [0, 1] или T = R+. На нём мы построили цилиндрическую сигма–
алгебру (минимальную сигма–алгебру, содержащую все цилиндры):

I = σ
�

It1,..., tk
(B1, . . . , Bk)

�

,

где под цилиндром мы понимаем множество

It1,..., tk
(B1, . . . , Bk) =

�

f : f (t1) ∈ B1, . . . , f (tk) ∈ Bk

	

.

Мы также показали, что

I = σ
�

It1,..., tk ,...(B)
�

, B ∈ B(R∞),

где
It1,..., tk ,...(B) =

¦

f :
�

f (t1), . . . , f (tk), . . .
� ∈ B

©

,

а также, что
�

It1,..., tk ,...(B)
	

уже является сигма–алгеброй, то есть

I =
�

It1,..., tk ,...(B), B ∈ B(R∞)
	

.

Получившаяся сигма–алгебра не является борелевской, поскольку ни мно-
жество непрерывных, ни множество ограниченных функций не являются
измеримыми. Мера на цилиндрической сигма–алгебре задаётся конечно-
мерными распределениями

P X

�

It1,..., tk
(B1, . . . , Bk)

�

= pt1,..., tk
(B1, . . . , Bk). (3.1)

и условиями согласованности

i) pt1,..., tk
( · , . . . , · ) задаёт меру на B(Rk);

ii) pt1,..., t i−1,..., tk
(B1, . . . , Bi−1, R, Bi+1, . . . , Bk) =

= pt1,..., t i−1, t i+1,..., tk
(B1, . . . , Bi−1, Bi+1, . . . , Bk)
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Теорема 3.1 (Колмогорова о согласованности). Если
�

pt1,..., tk
( · , . . . , · )	 удо-

влетворяет i), ii), то существует единственная мера PX : I → [0, 1] такая, что
выполнено свойство (3.1).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть множество A ∈ I, тогда существуют такие t i

и B ∈ B(R∞), что A =
¦

f :
�

f (t1), . . .
� ∈ B

©

. Тогда зададим P X (A) := P−→t (B).
Покажем, что это определение не противоречиво.

Пусть A =
¦

f :
�

f (t1), . . . , f (tk), . . .
� ∈ B

©

=
¦

f :
�

f (s1), . . . , f (sk), . . .
� ∈ C

©

—
два представления одного цилиндра. Тогда можем представить A в ви-
де A=

¦

f :
�

f (r1), . . . , f (rk), . . .
� ∈ D

©

, где {ri}= {si}∪{t i}. В качестве D мы взя-
ли какое-то множества, так чтобы множество A было одним и тем же. Пе-
рейдём в пространство функций, которые заданы только в точках {ri}. То-
гда мы будем рассматривать множество D =

�

xn : (x1, . . .) ∈ D
	

, и на этом
множестве единственным возможным образом задастся мера P−→r (D), кото-
рая будет совпадать с мерой на пространстве R∞, которая должна совпадать
и с P−→t (B), и с P−→s (C). То есть разные представления одного цилиндра дей-
ствительно имеют одну и ту же меру, и мера определена корректно.

Осталось показать, что эта мера сигма–аддитивна. Это несложно сделать,
так как индексов счётное количество. Возьмём последовательность ци-
линдров Ai =

¦

f :
�

f (t i, 1), . . .
� ∈ Bi

©

, где Bi ∈ B(R∞).

Нужно проверить, что P X (tAi) =
∑

P X (Ai). Для этого введём последователь-
ность (r1, . . .) =

⋃

i
{t i}, и представим Ai в виде Ai =

¦

f :
�

f (r1), . . .
� ∈ B′i

©

, при-

чём множества B′i не пересекаются: B′i∩B′j =∅, i 6= j. Поскольку мера сигма–

аддитивна, то P X (tAi) =
∞
∑

i=1
P−→r (B

′
i) =

∞
∑

i=1
P X (Ai). �

Условия согласованности в терминах различных функций

На пространстве RT мы рассмотрели цилиндрическую сигма–алгебру I
и ввели на пространстве (Ω, F , P ) случайный процесс X : Ω → RT , облада-
ющие свойством измеримости X−1(I) ∈ F , I ∈ I. Отметим, что X — слу-
чайный процесс тогда и только тогда, когда X t — случайные величины.
Здесь (X : Ω → RT ) = (X t : Ω → R)t∈T . Согласованное семейство конечномер-
ных распределения

�

pt1,..., tk
(B1, . . . , Bk)

	

задаёт меру P X : I → [0, 1].

Поскольку pt1,..., tk
(B1, . . . , Bk)— меры на Rk, можем считать, что они заданы

функциями распределения Ft1,..., tk
(x1, . . . , xk). Тогда условия согласованности

превращаются в следующие:
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i) Ft1,..., tk
— функция распределения для любых t1, . . . , tk;

ii) lim
x i→+∞

Ft1,..., tk
(x1, . . . , x i−1, x i, x i+1, . . . , xk) =

= Ft1,..., t i−1, t i+1,..., tk
(x1, . . . , x i−1, x i+1, . . . , xk).

Условия i) и ii) влекут за собой согласованность мер pt1,..., tk
.

Пусть ft1,..., tk
—

i) семейство многомерных плотностей для любых t1, . . . , tk;

ii)
∫

R
ft1,..., tk

(x1, . . . , xk) d x i = ft1,..., t i−1, t i+1,..., tk
(x1, . . . , x i−1, x i+1, . . . , xk).

Условия i) и ii) влекут согласованность мер pt1,..., tk
.

Пусть ψt1,..., tk
— характеристические функции. Тогда условия согласованно-

сти будут иметь следующий вид:

i) ψt1,..., tk
(s1, . . . , sk)— характеристические функции для любых t1, . . . , tk;

ii) ψt1,..., tk
(s1, . . . , si−1, 0, si+1, . . . , sk) =ψt1,..., t i−1, t i+1,..., tk

(s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sk).

Условия i) и ii) влекут согласованность мер pt1,..., tk
.

Получается, что для задания процесса достаточно задать любой удобную си-
стему функций, определяющую распределение, и проверить для них
свои условия согласованности.

Пример 3.1. Построим процесс Wt , описывающий броуновское движение:

1) Wt ∼N (0, t), t > 0; W0 = 0;

2) Wt1
, Wt2

−Wt1
, . . . , Wtk

−Wtk−1
∼N (0, t i − t i−1) независимы.

Покажем, что действительно существует распределение, обладающее
этим свойством. Если он существуют, то его характеристические функции
будут распределены следующим образом:

ψt1,..., tk
(s1, . . . , sk) = E exp

�

i (s1Wt1
+ . . .+ skWtk

)
�

=©
Значит, мы будем искать процесс с такими конечномерными распределе-
ниями, докажем, что они согласованы, и построим нужный нам процесс.
Воспользуемся свойством независимости приращений, получим

=©E exp
�

i
�

s1Wt1
+ s2 (Wt2

+Wt2
−Wt1

) + . . .+ sk

�

k
∑

j=1

(Wt j
−Wt j−1

)
�

�

�

=©
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где t0 = 0. После перегруппировки получим

=©E exp
�

i ·Wt1
(s1+ . . .+sk)+ i (Wt2

−Wt1
) ·(s2+ . . .+sk)+ . . .+ i ·(Wtk

−Wtk−1
) ·sk

�

=©
Воспользуемся тем, что характеристическая функция суммы независимых
величин — это произведение характеристических функций. После подста-
новки характеристических функций получим

=© e−
(s1+...+sk)2·t1

2 · . . . · e−
s2
k · (tk−tk−1)

2 = e
−1

2 ·
k
∑

i=1

� k
∑

j=i
s j

�2
· (t i−t i−1)

. (**)

Получили искомые конечномерные произведения в терминах характери-
стических функций. Проверим, что при рассмотрении таких характеристи-
ческих функций будут выполнены условия согласованности:

i) это точно характеристические функции по построению;

ii) здесь нужно проверить два случая: si = 0 для i = k и для i 6= k.

Если i = k, то при подстановке sk = 0 характеристическая функция при-

мет вид e
−1

2 ·
k−1
∑

i=1

� k−1
∑

j=i
s j

�2
· (t i−t i−1)

. Это в точности та характеристическая функция,
которая была бы, если бы мы не писали ни tk, ни sk, это и есть условие со-
гласованности.

Если i < k, то пропадёт промежуточный индекс, а характеристическая функ-
ция станет

e

−1
2 ·

k
∑

`=1

� k
∑

j=`
j 6=i

s j

�2
· (t`−t`−1)

=

= e

−1
2 ·

i−1
∑

`=1

� k
∑

j=`
j 6=i

s j

�2
· (t`−t`−1)

· e
−1

2 ·
k
∑

`=i+2

� k
∑

j=`
s j

�2
· (t`−t`−1) · e

−1
2 ·
� k
∑

j=i+1
s j

�2
· (t i+1−t i−1)

Это в точности та сумма, которая получится, если убрать t i и si. Значит, на-
ша характеристическая функция согласованна, поэтому существует такой
процесс Wt , что ψWt1 ,..., Wtk

(s1, . . . , sk) совпадает с функцией, заданной соотно-
шением (**). Покажем, что это именно тот процесс, который мы искали, то
есть что

1) ψWti
−Wti−1

(s) = e−
(t i−t i−1) s2

2 при t i−1 < t i;

2) ψWt1 , Wt2−Wt1 ,..., Wtk
−Wtk−1

(s1, . . . , sk) = ψWt1
(s1)ψWt2−Wt1

(s2) · . . . · ψWtk
−Wtk−1

(sk)
при t1 < t2 < . . . < tk. Это в точности процедура из уравнения (**),
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проведённая в обратном порядке. Если обозначить s1 + . . . + sk = r1,
s2 + . . .+ sk = r2, . . . , rk = sk, то получим характеристическую функцию
вектора из приращений в точке (r1, . . . , rk), и она оказалась в точно-
сти такая же, как у произведения нормальных с соответствующими
дисперсиями. А если у двух векторов одинаковые характеристические
функции, то и распределения у них совпадают.

То есть мы получили процесс Wt , обладающий нужными нам свойствами:

1) Wt i
−Wt i−1

∼ N(0, t i − t i−1), t0 = 0, t i−1 < t i;

2) Wt1
, . . . , Wtk

−Wtk−1
— независимы, t1 < t2 < . . .< tk.

Процесс с независимыми приращениями — процесс, у которого прираще-
ния процесса независимы при возрастающей последовательности индек-
сов: t1 < t2 < . . .< tk =⇒Wt1

, . . . , Wtk
−Wtk−1

— независимы.

Упражнение 3.1. Доказать, что существует X t с независимыми приращени-
ями такими, что X t − X t ′ ∼ Ft, t ′ тогда и только тогда, когда функция распре-
деления Ft, t ′ удовлетворяет свойству Ft, t ′ ∗ Ft ′, t ′′ = Ft, t ′′ для t < t ′ < t ′′, где ∗—
операция свёртки.

Модификация процесса

Определение 3.1. Процесс X t называется модификацией Yt , если для любо-
го t P (X t = Yt) = 1.

Ясно, что у модификаций конечномерные распределения совпадают:

P (X t1
∈ B1, . . . , X tk

∈ Bk) = P (Yt1
∈ B1, . . . , Ytk

∈ Bk)

и процессы задают одинаковые распределения, однако из-за того, что точек
не счётное, а континуальное число, могут возникнуть различные модифи-
кации.

Пример 3.2. Возьмём пространство X t = 0, Yt = It=ω, T = [0, 1], Ω = [0, 1],
F = B

�

[0, 1]
�

и P — мера Лебега. Эти две функции (см. рис. 3.1) довольно
сильно отличаются по свойствам, например, одна непрерывна, а вторая раз-
рывна; у них разные супремумы и разные моменты достижения максимума.
При этом, Yt является модификацией X t и наоборот, потому что при фикси-
рованном t P (ω: t : X t(ω) 6= Yt(ω)) = P {t} = 0. При фиксированном t ве-
личины X t и Yt совпадают почти наверное — во всех точках, кроме ω = t;
при этом траектории этих процессов никогда не совпадают.
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t

ω

t =ω

Рис. 3.1: Случайные процессы–модификации X t и Yt из примера 3.2. Для на-
глядности траектории процессов разнесены

Пример 3.3. Y ′t = It−ω∈Q — также модификация процесса X t = 0, пото-
му что P

�

ω: X t(ω) 6= Yt(ω)
�

— это мера счётного множества сдвигов t на ра-
циональные числа, она всё ещё 0. В отличие от X t и Yt из примера 3.2, функ-
ция Y ′t всюду разрывна и не является интегрируемой по Риману.

Получается, что конечномерные распределения слишком слабо задают рас-
пределения процесса и допускают слишком разные модификации. Помним,
что супремум — не множество из B(RT ), поэтому супремум процесса — не
случайная величина. Наша сигма–алгебра не задаёт поведение процесса.
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Лекция 4. Теорема о непрерывной
модификации процесса

Борелевская сигма–алгебра на пространстве непрерывных
функций

Напомним, что Yt — модификация X t , если P (Yt = X t) = 1 при каждом t.
Это не потраекторное совпадение, а совпадение в отдельной точке с вероят-
ностью 1. Мы показали это при Ω = [0, 1], F = B

�

[0, 1]
�

, P — мера Лебега
для процессов X t = 0, Yt = It=ω и Y ′t = It−ω∈Q, где T = [0, 1].

Хотим как-то сократить пространство значений до некоторого сепарабель-
ного, чтобы избежать работы с модификациями. Предположим, что X t дей-
ствует из Ω в C[0, 1]

�

в общем случае из C(T )
�

. Тогда B
�

C[0, 1]
�

= I∩C[0, 1].

Лемма 4.1. Пусть X — сепарабельное метрическое пространство, тогда

для любого открытого U выполнено равенство U =
∞
⋃

i=1
Bi, где Bi — шары

в этом пространстве.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что открытое множество U =
⋃

x∈U
Uδ(x)(x),

где Uδ(x)(x)—некоторые шары. Это следует из определения открытого мно-
жества, ведь можно выбрать δ(x) такие, что Uδ(x) не превосходит x . Это про-
исходит потому, что каждая точка x ∈ U лежит в своей собственной окрест-
ности, поэтому каждая точка заведомо накрыта своей окрестностью.

Хотим уменьшить количество окрестностей до счётного числа так, чтобы
любая точка x ∈ U осталась открытой. Воспользуемся тем, что существу-
ет s = s(x) ∈ S — счётного всюду плотного множества такая, что s ∈ U δ(x)

2
.

Тогда можем рассмотреть новую окрестность Vx = Uq(x)

�

s(x)
�

, где q(x):
ρ(x , s)< q(x)< δ

2 , где q(x) ∈Q. Тогда U =
⋃

x∈U
Vx , так как каждая точка x ∈ U

содержится в Vx , с другой стороны, никакая точка вне множества U не может
принадлежать никакому из Vx , так как Vx ⊂ Uδ(x)(x), которые не содержали
точки вне U .

Остаётся заметить, что Vx не более, чем счётное число, так как всех воз-
можных Vx столько, сколько пар

�

s(x), q(x)
�

, но и q, и s по счётному числу,
значит, если убрать повторы из этой системы, получим не более, чем счёт-

ное объединение: U =
∞
⋃

i=1
Bi. �
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То есть в нашем пространстве для любого открытого U ∈ C[0, 1], в силу се-

парабельности, получаем, что U =
∞
⋃

i=1
Bi. Если показать, что шар Bi ∈ I,

то и счётное объединение шаров тоже будет лежать в цилиндрической сиг-
ма–алгебре I. Возьмём шар Uδ(g) для g ∈ C[0, 1], по определению шара по-
лучим

Uδ(g) =
¦

f :
�

� f (x)− g(x)
�

�< δ ∀x
©

=
⋃

n
1
n<δ

¦

f :
�

� f (x)− g(x)
�

�¶ δ− 1
n
∀x
©

.

Отметим, что
¦

f :
�

� f (x)− g(x)
�

�¶ δ− 1
n
∀x
©

=
⋂

q∈Q∩[0,1]

¦

f :
�

� f (q)− g(q)
�

�¶ δ− 1
n

©

∈ I.

Так как счётные пересечения и объединения элементов сигма–алгебры ле-
жат в сигма–алгебре, то наш шар, а значит, и U , также лежат в цилиндри-
ческой сигма–алгебре. То есть открытые множества в C[0, 1] являются ци-
линдрическими, а B(RT )∩ C(T ) = I.

Теорема Колмогорова о непрерывной модификации
Отметим, что не для каждого процесса X t существует его модификация Yt

такая, что Yt непрерывна. Например, её нет у процесса, который с вероятно-
стью 1 равен функции Дирихле, потому что его модификация всегда будет
функцией Дирихле.

Теорема 4.1 (Колмогорова о непрерывной модификации). Пусть процесс X t ,
где t ∈ T = [0, L], такой, что неравенство E |X t − X s|a ¶ C |t − s|1+b для неко-
торых a, b, C > 0 выполнено для всех t, s ∈ [0, L]. Тогда существует Yt —
такая модификация X t , что Yt : Ω→ C[0, 1].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем доказывать теорему для отрезка [0, 1], для отрез-
ка [0, L] теорема получается растяжением. Введём множества

An =
§

t ∈ [0, 1]: t =
k
2n

, k ∈ N0

ª

для n ∈ N0 = N∪ {0}. Также введём A=
∞
⋃

n=0
An. Тогда по неравенству Маркова

P
�
�

�

�X i
2n
− X i−1

2n

�

�

�> ε

�

¶
E
�

�

�X i
2n
− X i−1

2n

�

�

�

a

εa
¶

C

1
2n

︷ ︸︸ ︷

|t − s| 1+b

εa
=

C · ε−a

2n+b·n .
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Тогда
P
�

∃i ∈ {0, . . . , 2n}:
�

�

�X i
2n
− X i−1

2n

�

�

�> ε

�

¶
C · ε−a

2bn
.

Если взять ε = 2−γn, а γ ∈ �0, b
a

�

, тогда получим, что

P
�

∃i :
�

�

�X i
2n
− X i−1

2n

�

�

�> ε

�

¶ C 2−n (b−γa).

По предположению, b − γa > 0, поэтому мы получим какую-то геометриче-
скую прогрессию, поскольку a, b, γ фиксированы. Тогда

∞
∑

n=0

P
�

∃i :
�

�

�X i
2n
− X i−1

2n

�

�

�> ε

�

¶ C ·
∞
∑

n=0

2−n (b−γa) < +∞,

то есть ряд из вероятностей таких событий сходится, значит, по лемме Боре-
ля–Кантелли

P
�

∃ бесконечно много n: ∃i :
�

�

�X i
2n
− X i−1

2n

�

�

�> ε

�

= 0,

поэтому мы можем убрать множество меры 0 и получим, что существует
такое Ω′ с P (Ω′) = 1, что на нём при s, t ∈ A выполнено |X t − X s| ¶ C ′ |t − s|γ,
так как если s, t ∈ A, то найдётся такое n, что s, t ∈ An, и в этом An мы мо-
жем просуммировать неравенства

�

�

�X i
2n
− X i−1

2n

�

�

� > ε, получим |t − s|γ с точно-
стью до какой-то константы. Получили, что наш процесс гёльдеров при каж-
дом ω ∈ Ω′.

Рассмотрим процесс Yt =







0, ω 6∈ Ω′,
lim
s∈A
s→t

X s, ω ∈ Ω′.

Определение процесса Yt не противоречивое, это следует из неравенст-
ва |X t−X s|¶ C ′ |t−s|γ, потому что на точках из Aфункция равномерно непре-
рывна, и у неё не может быть проблем со сходимостью при подходе к точке t.
Более того, в точках из A мы получим, что Yt = X t , а в точках не из A мы её
как-то доопределим. Получили, что Yt равномерно непрерывна, то есть Yt

также удовлетворяет соотношению |Yt − Ys| ¶ C ′ |t − s|γ для любых t, s ∈ T ,
или же Yt является гёльдеровой с некоторой константой. Тогда получаем,
что Yt непрерывна.

Покажем также, что для любого t выполнено равенство P (X t = Yt) = 1,
то есть Yt является модификацией X t . С одной стороны, Yt = lim

s→t
s∈A

X s почти на-

верное, с другой стороны, X t = lim
s→t
s∈A

X s по вероятности, поскольку это пре-

дел в La в силу условия E |X t − X s|a ¶ C |t − s|1+b. Это означает, что X t = Yt
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почти наверное при фиксированном t. Значит, Yt — искомая непрерывная
модификация. �

Непрерывный винеровский процесс

Пример 4.1. Ранее мы доказали, что существует такой процесс Wt , что

1) W0 = 0 почти наверное,

2) Wt −Ws ∼N (0, t − s),

3) Wt имеет независимые приращения.

Такой процесс называется винеровским процессом или броуновским движе-
нием. Его неудобство в том, что он определён на цилиндрической сигма–
алгебре, а мы хотим, чтобы он действовал в C[0, 1]. Проверим, что суще-
ствует непрерывная модификация этого процесса. Для этого посмот-
рим на E |Wt −Ws|4 = E U4, где U ∼N (0, t−s). Заметим, что V = Up

t−s ∼N (0, 1),
это вытекает из того, что нормальное распределение принадлежит семей-
ству сдвига и масштаба. Тогда E U4 = (t − s)2 E V 4 < +∞, так как у нормаль-
ной величины все моменты конечны. Положим E V 4 = C , и взяв a = 4, b = 1,
C = E V 4, то получим, что E |Ws−Wt |a ¶ C |t−s|1+b. То есть существует процесс,
для которого выполнены условия 1)–3) и условие

4) Wt имеет непрерывные траектории.

Такой процесс мы в дальнейшем и будем называть броуновским движением
или винеровским процессом.

Обобщение вводной части

Мы выяснили, что I, цилиндрическая сигма–алгебра, не похожа на B(RT )—
борелевскую сигма–алгебру на RT , однако I ∩ C(T ) = B

�

C(T )
�

, где T = [0, 1]
или R+, то есть рассматривая процессы на отрезке [0, 1] с непрерывными
траекториями, мы можем оперировать со всеми событиями, которые лежат
в борелевской сигма–алгебре, это гораздо больше, чем в цилиндрической.

Также мы заметили, что случайный процесс {X t} имеет двоякий смысл:
{X t}: Ω → RT — измеримое отображение относительно I ⇐⇒ X t(ω) — слу-
чайная величина для любого t.

Конечномерные распределения {X t} задают распределение⇐⇒ они согласо-
ваны, и чтобы задать случайный процесс достаточно задать конечномерные
распределения и проверить их согласованность, а процесс найдётся.
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Соответственно, в лучшем случае алгоритм работы с процессом следующий:
берём процесс, задаём конечномерное распределение как мы хотим, прове-
ряем их согласованность, показываем, что такой процесс существует, про-
веряем, удовлетворяет ли он теореме о непрерывной модификации, и если
да, то берём непрерывную модификацию и рассматриваем процесс с непре-
рывными траекториями.

Иногда непрерывности нет, но может быть, например, непрерывность спра-
ва, для таких случаев есть свои теоремы для таких случаев. С такими про-
цессами мы будем сталкиваться, но теорема нам не понадобится, поскольку
мы явно конструктивно строить модификацию процесса, которая нам нуж-
на.

Отдельно скажем про случайные последовательности, которые являются
набором случайных величин на одном пространстве, при этом их сигма–
алгебра совпадает с B(R∞), то есть она совпадает с сигма–алгеброй, порож-
дённой всеми открытыми множествами.
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Лекция 5. Цепи Маркова

Определение и примеры

Под марковской цепью мы всегда будем подразумевать цепь с дискретным
временем и множеством состояний S.

Определение 5.1. Xn — марковская цепь (цепь Маркова), если

P
�

Xn = in

�

�Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0
�

= P
�

Xn = in

�

�Xn−1 = in−1

�

,

где i j ∈ S — состояния марковской цепи, S — множество состояний, то
есть некоторое заданное конечное или счётное множество. Это соотноше-
ние должно быть выполнено для любых i j таких, что

P (Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0)> 0.

Поскольку мы не будем работать с цепями как со случайными величинами,
то мыможем рассматривать S с точностью до биекции, тогда можем считать
S = {0, . . . , N} или {0, 1, . . .}.
Пример 5.1. X i —независимые величины со значением в не более чем счёт-
ном множестве S, тогда

P
�

Xn = in

�

�Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0
�

= P (Xn = in),

P
�

Xn = in

�

�Xn−1 = in−1

�

= P (Xn = in),

поэтому цепь действительно будет являться цепью Маркова.

Случайное блуждание

Лемма 5.1. Пусть Xn — такая случайная последовательность, что для лю-
бых n и для любых i j выполнено равенство

P
�

Xn = in

�

�Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0
�

= g(in−1, in; n) (5.1)

при рассматриваемых in−1, . . . , i0
�

то есть P (Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) > 0
�

. То-
гда Xn — цепь Маркова.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Распишем определение условной вероятности используя
формулу полной вероятности:

P
�

Xn = in

�

�Xn−1 = in−1

�

=
P (Xn = in, Xn−1 = in−1

P (Xn+1 = in+1)
=

=

∑

i0,..., in−2

P (Xn = in Xn−1 = in−1, Xn−2 = in−2, . . . , X0 = i0)
∑

i0,..., in−2

P (Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0)
=©

В силу условия (5.1), вероятность в числителе равна вероятности в знаме-
нателе, умноженной на g(in−1, in; n). Так как g(in−1, in; n) не зависит от ин-
дексов суммирования, мы можем вынести его, получим

=© g(in−1, in; n)(((
((((

(((
((((

(((∑

i0,..., in−2

P (Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0)

((((
((((

(((
((((

((∑

i0,..., in−2

P (Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0)
= g(in−1, in; n).

Две условные вероятности совпадают с g(in−1, in; n) и мы доказали марков-
ское свойство. �

Получается, что чтобы проверить марковость какой-то последовательности,
достаточно показать, что условная вероятность из уравнения (5.1) зависит
только от тройки in, in−1 и n.

Пример 5.2 (случайное блуждание). Sn = X1+ . . .+Xn, где X i — независимы,
такие, чтобы Sn лежало в конечном или счётном множестве. Тогда

P
�

Sn+1 = in+1

�

�Sn = in, . . . , S0 = i0
�

= P
�

Sn + Xn+1 = in+1

�

�Sn = in, . . . , S0 = i0
�

=

= P
�

Xn+1 = in+1 − in

�

�Sn = in, . . . , S0 = i0
�

= P (Xn + 1= in+1 − in),

поскольку Xn+1 не зависит от предыдущих X i. Значит, эта функция действи-
тельно зависит только от n, in и in+1, и это цепь Маркова.

Можно слегка испортить случайное блуждание. Если сделать это так, чтобы
не заглядывать в будущее и не использовать прошлое далеко, то всё равно
получим марковскую цепь.

Пример 5.3 (блуждание с отражением). Процесс Sn стартует из какой-то
точки, смещается на каждом шаге вверх или вниз на один. При этом ес-
ли в какой-то момент времени точка окажется в точке 0, то на этом шаге
она сможет пойти только вверх. Это также цепь Маркова, потому что рас-
пределение точки в следующий момент будет выписываться той же форму-
лой для in > 0, а если in = 0, то Sn+1 всегда будет равно 1.
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Ветвящийся процесс

Пример 5.4 (ветвящийся процесс Гальтона–Ватсона). В этом процессе ча-
стицы порождают другие частицы в случайном количестве (причём количе-
ство порождаемых частиц — независимые одинаково распределённые це-
лочисленные неотрицательные величины). Породившая частица сразу же
исчезает из процесса и больше не размножается:

X1, 1 X1,2 · · · X1, j · · · — н.о.р.
X2, 1 X2,2 · · · X2, j · · · целочисл.
... неотр.

Пусть изначально имеется одна частица, у которой X1,1 = Z1 потомков, их
потомков будет X2,1, . . . , X2, k штук, суммарно Z2, и так далее. Этот процесс

задаётся соотношением Z0 = 1, Zn+1 =
Zn
∑

i=1
Xn+1, i. Распишем условную вероят-

ность:

P
�

Zn = in

�

� Zn−1 = in−1, . . . , Z0 = i0
�

=

= P
�

in−1
∑

j=1

Xn, j = in

�

�

� Zn−1 = in−1, . . . , Z0 = i0
�

= P
�

in−1
∑

j=1

Xn, j = in

�

,

так как величина в левой части условной вероятности не зависит от условия
в правой части, то есть она по определению зависит только от n, in−1 и in,
даже если бы они не были независимыми и одинаково распределёнными.
Значит, это цепь Маркова.

Однородная цепь Маркова
Определение 5.2. Если

P
�

Xn = j
�

�Xn−1 = i, Xn−2 = in−2, . . . , X0 = i0
�

= P
�

Xn = j
�

�Xn−1 = i
�

= pi, j

не зависит от n, то Xn называется однородной (по времени) цепью Марко-
ва, pi, j называется вероятностью перехода цепи Маркова из i в j, а матри-
ца (pi, j) = P называется матрицей вероятности переходов (МВП).

Пример 5.5. X i — независимые однородные⇐⇒ X i — одинаково распреде-
лённые. Это вытекает прямо из определения цепи Маркова.

Пример 5.6. Случайное блуждание Sn =
∑

X i, где X i — независимы, одно-
родно⇐⇒ X i — одинаково распределённые.

Пример 5.7. Ветвящийся процесс Zn+1 =
Zn
∑

i=1
Xn+1, i, Z0 = 1, где Xn+1, i —незави-
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симые одинаково распределённые при каждом n, однороден⇐⇒ Xn+1, i оди-
наково распределённые при i, n¾ 1.

Примеры немарковских процессов

Рассмотрим примеры, когда последовательность не является цепью Марко-
ва.

Пример 5.8. Случайное блуждание, которое задерживает состояние в точке
0 на один ход — не цепь Маркова, потому что

P
�

Xn = 1
�

�Xn−1 = 0, Xn−2 = 0, . . .
�

=
1
2

; P
�

Xn = 1
�

�Xn−1 = 0, Xn−2 = 1, . . .
�

= 0,

то есть вероятность попасть в 1 при условии, что мы побывали в 0 в преды-
дущий ход, будет меняться в зависимости от предыстории.

Пример 5.9. Пусть Sn = X1 + . . .+ Xn; X i — независимые одинаково распре-
делённые, причём X i принимает значения 1 и −1 с вероятностью 1

2 . Тогда
в этой модели Mn = max

i¶n
Si не является цепью Маркова. Физически это по-

лучатся из-за того, что максимум не знает где в данный момент находится
конец Xn, а то, поменяется в следующий момент максимум или нет, зависит
от того, совпадает ли Xn с Mn или нет. Например,

P
�

M4 = 2
�

�M3 = 1, M2 = 1, M1 = 1, M0 = 0
�

=
1
4

;

P
�

M4 = 2
�

�M3 = 1, M2 = 0, M1 = 0, M0 = 0
�

=
1
2

.

В этом примере если M1 = M2 = M3 = 1, то X1 = 1, X2 = 0, а X3 = 1
или X3 = −1, а X4 может быть 2 только при X3 = 1; если M1 = M2 = 0, M3 = 1,
то X1 = −1, X2 = 0, X3 = 1, поэтому вероятность увеличить максимум будет 1

2 .
Таким образом прошлое последовательности максимумов уточняет что про-
изойдёт в будущем даже когда настоящее известно, и это не цепь Маркова.

Упражнение 5.1. Показать из определения цепи Маркова, что па-
ра (Mn, Sn −Mn) и пара (Mn, Sn) являются цепями Маркова.

Получается, что часто добавив дополнительную информацию не цепь Мар-
кова можно сделать цепью Маркова.
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Лекция 6. Марковское свойство. Однородные
цепи Маркова

Конечномерные распределения марковского процесса

Напомним, что цепь Маркова — последовательность, обладающая следую-
щим свойством (марковское свойство):

P
�

Xn = in

�

�Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0
�

= P
�

Xn = in

�

�Xn−1 = in−1

�

для любых i j ∈ S, таких, что вероятность условия ненулевая, где S — неко-
торое множество.

Такие последовательности называются марковскими, их конечномерные
распределения задаются начальным распределением P (X0 = i) = p0

i и мат-
рицами вероятности перехода на n-м шаге P

�

Xn+1 = j
�

�Xn = i
�

= P(n)i j .

Утверждение 6.1. (уравнение Колмогорова–Чепмэна):

P
�

Xn+k+` = j
�

�Xn = i
�

=
∑

m

P
�

Xn+k+` = j
�

�Xn+k = m
� · P �Xn+k = m

�

�Xn = i
�

.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Это следует из формулы полной вероятности, определе-
ния условной вероятности и марковского свойства:

P
�

Xn+k+` = j
�

�Xn = i
�

=
∑

m

P
�

Xn+k+` = j
�

����
�XXXXXn = i, Xn+k = m

� · P �Xn+k = m
�

�Xn = i
�

.

�

Выпишемматрицу вероятностей перехода P(n, k) для общей марковской це-
пи:

P(n, k) =
�

P(n, k)
i j = P

�

Xn+k = j
�

�Xn = i
�

�

Из уравнения Колмогорова–Чепмэна можем выразить

P(n, k+ `) = P(n, k) · P(n+ k, `),

где под знаком · мы подразумеваем обычное матричное произведение
(в том числе счётное, если S счётно).

Это уравнение поможет нам легко найти конечномерные распределения:

P (X t1
= i1, . . . , X tk

= ik) =



p0 ·P(0, t1)
�

i1
·P(t1, t2− t1)i1, i2 ·. . .·P(tk−1, tk− tk−1)ik−1, ik .
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Содержательно это означает, что чтобы пройти по точкам i1, . . . , ik, нужно
сначала начать с чего-то (p0), оттуда за время t1 попасть в i1, потом за вре-
мя t2 − t1 попасть в i2, и так далее, на последнем шаге попасть в ik.

Лемма 6.1. Пусть A ⊆ Sm, B ⊆ Sk, k, n ∈ N. Тогда для любого i ∈ S и n ∈ N
выполнено условие

P
�

(Xn+1, . . . , Xn+m) ∈ A
�

�Xn = i, (Xn−1, . . . , Xn−k) ∈ B
�

=

= P
�

(Xn+1, . . . , Xn+m) ∈ A
�

�Xn = i
�

.

Это соответствует тому, что всё будущее не зависит от всего прошлого, если
известно настоящее.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся формулой полной вероятности, определе-
нием условной вероятности и марковским свойством, и считая i = in, полу-
чим

P
�

(Xn+1, . . . , Xn+m) ∈ A
�

�Xn = i, (Xn−1, . . . , Xn−k) ∈ B
�

=

=
P
�

(Xn+1, . . . , Xn+m) ∈ A, Xn = i, (Xn−1, . . . , Xn−k) ∈ B
�

P
�

(Xn−1, . . . , Xn−k) ∈ B, Xn = i
� =

=

∑

I
P (X j = i j, j ¶ n+m)
∑

I I
P (X j = i j, j ¶ n)

=

∑

I
p0

i0
P(0)i0 i1

P(1)i1 i2
· . . . · P(n−1)

in i P(n)i in+1
· . . . · P(n+m−1)

in+m−1 in+m

∑

I I
p0

i0
P(0)i0 i1

P(1)i1 i2
· . . . · P(n−1)

in i

=©

где I =







i1, . . . , in−1, . . .
(in+1, . . . , in+m) ∈ A
(in−1, . . . , in−k) ∈ B







, I I =
§

i1, . . . , in−1

(in−1, . . . , in−k) ∈ B

ª

.

Воспользуемся тем, что сумма в I отдельно ведётся по индексам больше in

и отдельно по индексам меньше in, а слагаемые устроены так, что нико-
гда два индекса в один множитель не входят, поэтому сумма в числителе
распадётся в две суммы, одна из которых совпадёт с суммой в знаменателе
и сократится, получим

=©
∑

I I I

P(n)i in+1
· . . . · P(n+m−1)

in+m−1 in+m
= P

�

(Xn+1, . . . , Xn+m) ∈ A
�

�Xn = i
�

,

где I I I =
§

in+1, . . . , in+m, . . .
(in+1, . . . , in+m) ∈ A

ª

. �

То есть в цепи Маркова не обязательно фиксировать условие так жёстко,
как это сделано в определении.
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Можно это сформулировать немного по-другому: будущее не зависит от про-
шлого при условии настоящего, или

P
�

(Xn+1, . . . , Xn+m) ∈ A, (Xn−1, . . . , X0) ∈ B
�

�Xn = i
�

=

= P
�

(Xn+1, . . . , Xn+m) ∈ A
�

�Xn = i
�

P
�

(Xn−1, . . . , X0) ∈ B
�

�Xn = i
�

(6.1)

Упражнение 6.1. Используя формулу условной вероятности, докажите фор-
мулу (6.1).

Обратите внимание, что во всех рассмотренных случаях настоящее Xn все-
гда точно формализовано. Если мы знаем Xn не точно, то прошлое будет вли-
ять на будущее, уточняя где мы находимся в настоящем.

Пример 6.1. Пусть у цепи Маркова есть 3 состояния с начальным распре-

делением p0(1) = p0(2) = p0(3) = 1
3 , а P(n)i j =

¨

I j=i+1, i 6= 3,

I j=1, i = 3
(см. рис. 6.1).

•1 ++ •2

ww•3

XX

Рис. 6.1: Граф переходов для цепи Маркова из примера 6.1

Матрица перехода имеет вид P(n) =





0 1 0
0 0 1
1 0 0



.

Для такой цепи
P
�

X3 = 1
�

�X2 ∈ {1, 2, 3}, X1 = 1
�

= 0,

P
�

X3 = 1
�

�X2 ∈ {1, 2, 3}, X1 = 2
�

= 1,

потому что из 1 мы переходим в 2, а из 2 перейти в 1 мы не можем, а из 2
мы всегда перейдём сначала в 3, а потом в 1.

Поэтому при нефиксированном настоящем марковское свойство не выпол-
нено, и X3 зависит от того, каким был X1.
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Отметим также, что если Xn — цепь Маркова, а f : S → S — какая-то функ-
ция, то, вообще говоря, f (Xn) может быть не цепью Маркова.

Пример 6.2. Возьмём цепь Маркова из примера 6.1 и функцию f =







1, 2;

1, 3;

2, 1.

Эта функция склеивает 2 и 3, а 1 переводит в 2.

f (Xn) не будет цепью Маркова, так как

P
�

f (X3) = 2
�

� f (X2) = 1, f (X1) = 1
�

= 1,

P
�

f (X3) = 2
�

� f (X2) = 1, f (X1) = 2
�

= 0.

Первый случай может получиться только при X1 = 2, X2 = 3, тогда X3 заве-
домо 1; во втором случае X1 = 1, X2 = 2, а X3 будет равно 3, а f (X3) = 1.

Однородные цепи Маркова

Говорят, что Xn — однородная цепь Маркова, если матрица вероятностей
перехода P

�

Xn = j
�

�Xn−1 = i
�

= pi j не зависит от n. Будем обозначать эту мат-
рицу через P. В этом случае конечномерные распределения выражаются че-
рез вектор p0 и матрицу P:

P (X t1
= i1, . . . , X tk

= ik) = (p
0 · P t1)i1 · (P t2−t1)i1 i2 · . . . · (P tk−tk−1)ik−1 ik .

Для любого начального распределения p0 и любой матрицы P, обладающих
свойствами

∑

p0
i = 1 и

∑

j∈S
Pi j = 1, а также все p0

i > 0 и Pi j > 0, всегда найдётся

цепь Маркова с такими конечномерными распределениями, это гарантиру-
ет теорема Колмогорова о согласованности.

Пример 6.3. Пусть X i — независимые одинаково распределённые
с P (X i = 1) = P (X i = −1) = 1

2 . Рассмотрим последовательность Sn= X1+. . .+Xn,
это однородная цепь Маркова с матрицей вероятности перехода

Pi j =

¨

1
2 , i = j + 1,
1
2 , i = j − 1,
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это двудиагональная бесконечная во все стороны матрица:

P =















. . . . . . . . . 0
1/2 0 1/2

1/2 0 1/2
1/2 0 1/2

0
. . . . . . . . .















.

Считаем, что мы стартуем из фиксированной точки 0, тогда начальное рас-
пределение p0 = (. . . , 0, 1, 0, . . .). Часто мы будем задавать ориентированным
графом матрицу вероятностей перехода, на котором рёбра соответствуют
возможным переходам. В нашем случае удобно изобразить его на прямой
(см. рис. 6.2).

−2

1
2

1
2

−1 1
2

1
2 0

1
2

1
2

1 1
2

1
2 2

1
2

1
2

1
2

1
2

Рис. 6.2: Граф, соответствующий матрице вероятностей перехода их приме-
ра 6.3

Однородность этой цепи Маркова вытекает из того, что все X i одинаково
распределены.

Пример 6.4 (ветвящийся процесс Гальтона–Ватсона). Напомним, что

он определяется формулой Zn+1 =
Zn
∑

i=1
Xn, i, где X i, j — независимые одинаково

распределённые целочисленные неотрицательные величины, а Z0 = 1.

Предположим, что X i, j принимает два значения с вероятностя-
ми P (X i, j = 2) = 1

2 и P (X i, j = 0) = 1
2 . Тогда матрица вероятностей перехо-

да будет устроена следующим образом:

P =













1 0 . . .
1
2 0 1

2
1
4 0 1

2 0 1
4

1
8 0 3

8 0 3
8 0 1

8...













.

Нетрудно представить себе, что строки матрицы представляют собой удво-
енное биномиальное распределение с параметром 1

2 . Тогда граф будет иметь
довольно сложную структуру (см. рис. 6.3).
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0 1 2 3 4 5 6

1 1
2

1
2

1
4

1
4

1
2

3
8

3
8

1
8

1
8

Рис. 6.3: Граф, соответствующий матрице вероятностей перехода их приме-
ра 6.4

Как видим, из нечётных вершинмыможем только уйти, и никогда не можем
вернуться; а вершина 0 является замкнутым циклом. Чуть позже мы введём
для них специальные названия.

Полезные наблюдения про цепи Маркова

1) Если Xn — цепь Маркова, то Xkn — тоже цепь Маркова для любо-
го k, причём однородность первой цепи влечёт однородность второй.
Если матрица вероятностей перехода исходной цепи была P, то у но-
вой цепи она будет Pk. Имеется в виду, что мы рассматриваем после-
довательность X0, Xk, X2k, . . .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Это цепь Маркова, так как

P
�

Xnk = in

�

�Xk (n−1) = in−1, . . . , X0 = i0
�

= P
�

Xnk = in

�

�Xk (n−1) = in+1

�

= Pk

�

Вообще, любая подпоследовательность цепиМаркова будет цепьюМаркова,
но однородность в таком случае может нарушиться.

2) Если Xn — цепь Маркова, Yn — цепь Маркова, и они независимы,
то пара (Xn, Yn) (декартово произведение независимых цепей) — то-
же цепь Маркова. Под независимостью последовательностей мы под-
разумеваем то, что

P
�{Xn} ∈ A, {Yn} ∈ B

�

= P
�{Xn} ∈ A

�

P
�{Yn} ∈ B

� ∀A, B ∈ B(R∞).

Для этого достаточно, чтобы в произведение распадались конечно-
мерные распределения, и это условие достаточно требовать для лю-
бого конечного множества.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Воспользуемся определением условной вероятностью
и независимостью Xn и Yn, получим

P
�

(Xn, Yn) = (in, jn)
�

� (Xn−1, Yn−1) = (in−1, jn−1), . . .
�

=

=
P (X0 = i0, . . . , Xn = in)P (Y0 = j0, . . . , Yn = jn)

P (X0 = i0, . . . , Xn−1 = in−1)P (Y0 = j0, . . . , Yn−1 = jn−1)
= PX , in−1, in PY, jn−1, jn ,

где PX — матрица вероятностей перехода цепи X . Поскольку получившееся
выражение зависит только от in, in−1, jn, jn−1, то это действительно цепьМар-
кова. �

3) Если Xn — цепь Маркова с множеством состояний S, то па-
ра (Xn, Xn+1)— цепь Маркова с множеством состояний S2.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Отметим, что прошлым свойством пользоваться нельзя,
поскольку цепи зависимы, но в данном случае это нам не мешает, поскольку
можем рассмотреть

P
�

(Xn+1, Xn) = (in, jn)
�

� (Xn, Xn−1) = (in−1, jn−1), . . . , (X1, X0) = (i0, j0)
�

=©
Это выражение имеет смысл только в том случае, если i0 = j1, i1 = j2, . . . ,
in−2 = jn−1, иначе у нас в условии будут стоять величины, которые противо-
речат друг другу. Тогда вероятность будет равна

=©
¨

0, jn 6= in−1

Pjn, in , jn = in−1

Получается, что наша формула зависит только от in, jn и in−1, и эта последо-
вательность является цепью Маркова. �

Определение 6.1. Xn — k–марковская цепь, если

P
�

Xn = jn |Xn−1 = jn−1, . . . , Xn−k+1 = jn−k+1, . . .
�

=

= P
�

Xn = jn |Xn−1 = jn−1, . . . , Xn−k = jn−k

�

.

Если k = 1, то это обычная марковская цепь, а иначе она смотрит на про-
шлое чуть побольше.

Отметим, что если Xn — k–марковская цепь, то (Xn, Xn+1, . . . , Xn+k−1) —
цепь Маркова.
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Доказывается это прямо из определения k–марковской цепи:

P
�

(Xn, . . . , Xn+k−1) = (in, 1, . . . , in, k)
�

� (Xn−1, . . . , Xn+k−2) = (in−1,1, . . . , in−1, k), . . .
�

=

=

¨

0, in, 1 6= in−1, 2, или in, 2 6= in−1,3, или . . . , или in, k−1 6= in−1, k

P
�

Xn+k−1 = in, k

�

�Xn−1 = in−1,1, . . .
�

, иначе

В силу k—марковского свойства, можем отбросить из последней вероятно-
сти всё, что идёт до момента k, а это будет легко представить в виде вероят-
ности нужного вида.

Упражнение 6.2. Доделать выкладки и доказать это свойство k—марков-
ских цепей.

Строго марковское свойство
Определение 6.2. Сигма–алгебры на Ω Fn образуют поток (фильтрацию),
если Fn ⊆ Fn+1 ∀n¾ 0.

Определение 6.3. Естественная фильтрация (естественный поток)
для последовательности случайных величин {Xn}— это сигма–алгебра, по-
рождённая первыми i элементами, то есть

Fi = σ(X0, . . . , X i) =
�

(X0, . . . , X i) ∈ B, B ∈ B(Rn)
	

.

Пример 6.5. Рассмотрим пространство бросания монетки N = 2 раза. То-
гда у нас есть 4 исхода: (0, 0), (0, 1), (1, 0) и (1, 1). После первого броска
получим сигма-алгебру F0, порождённую первой из этих величин. В ней бу-
дет 2 события: первая монетка выпала на 0, первая монетка выпала на 1.
На втором ходу сигма–алгебра будет порождена уже всеми 4 исходами.

Если рассмотреть фильтрацию бесконечного количество испытаний Бернул-
ли, мы бы могли сказать, что испытания Бернулли заданы на простран-
стве Ω = [0, 1) с сигма–алгброй F = B

�

[0, 1)
�

и мерой Лебега P . Каж-
дое ω ∈ Ω можно представить в виде двоичной записи: ω = 0,ω1ω2 . . ., то-
гда последовательность X i(ωi) = ωi — бесконечная бернуллиевская после-
довательность. Сигма–алгебра будет общей борелевской, а Fn будет сигма–
алгеброй, соответствующей разбиению отрезка [0, 1) на 2n равных отрезков
или первыми n цифрами нашего случайного числа.

Определение 6.4. τ ∈ N ∪ {0} — марковский момент относительно пото-
ка {Fn}, если событие {τ= n} лежит в Fn при любом n ∈ N∪ {0}.
Пример 6.6. Если фильтрация естественная, то есть Fn = σ(X0, . . . , Xn), то
{τ = n} = �

(X0, . . . , Xn) ∈ An, An ∈ B(Rn+1)
	

. То есть марковский момент —
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такой момент, который можно описать в терминах X0, . . . , Xn, не заглядывая
в будущее.

Пример 6.7. Если τ — первый момент попадания последовательности Xn,
которая не обязательно будет цепью Маркова, в множество A, то τ— мар-
ковский момент относительно естественной фильтрации, так как

{τ= n}= {X0 6∈ A, X1 6∈ A, . . . , Xn−1 6∈ A, Xn ∈ A} ∈ Fn (6.2)

Если момент заглядывает в будущее, то он не будет марковским.

Пример 6.8. τ — первый момент, когда случайное блуждание достигнет
максимума на отрезке [0, 100] — не марковский момент. Пусть мы хотим,
чтобы событие {τ = 1} = {s1 > 0, s2 ¶ s1, . . . , s100 ¶ s1} лежало в сигма–
алгебре F1, однако там лежат только события вида {X1 ∈ A}
Теорема 6.1 (строго марковское свойство). Пусть Xn — однородная цепь
Маркова с матрицей вероятностей перехода P; τ— марковский момент от-
носительно естественной фильтрации. Тогда последовательность {Xτ+n}n¾0

при условии Xτ = i образует цепь Маркова с матрицей вероятностей пере-
хода P, не зависящую от X1, . . . , Xτ. Считаем τ собственной случайной вели-
чиной, которая с вероятностью 1 конечна.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используя формулу полной вероятности по собы-
тию τ < k, распишем:

P (Xτ+n = in, . . . , Xτ = i0) =
∑

k

P (τ= k, Xn+k = in, . . . , Xk = i0) =©

Теперь можем воспользоваться теоремой о произведении, получим:

=©
∑

k

P
�

Xn+k = ik

�

�Xn+k−1 = in−1, . . . , τ= k
�

P
�

Xn+k−1 = in−1

�

�Xn+k−2, . . . , τ= k
�×

× . . . · P �Xk+1 = i1
�

�Xk = i0, τ= k
� · P (Xk = i0, τ= k) =©

Из (6.2) можно сказать, что событие τ= k — событие, когда (X0, . . . , Xk) по-
пали в какое-то множество. Если событие Xτ = i не запрещено, то по лем-
ме 6.1 можем отбросить большую часть условий в правой части и получить

=©
∑

k

P
�

Xn+k = ik

�

�Xn+k−1 = in−1

�

P
�

Xn+k−1 = in−1

�

�Xn+k−2

� · . . .×

× P
�

Xk+1 = i1
�

�Xk = i0
� · P (Xk = i0, τ= k) = P (Xτ = i0) · Pi0 i1 Pi1 i2 · . . . · Pin−1 in
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Если мы возьмём два таких тождества для n и n− 1, и поделим их друг на
друга, то получим

P (Xτ+n = in, . . . , Xτ = i)
P (Xτ+n−1 = in−1, . . . , Xτ = i)

= Pin−1 in .

Это и означает, что наша последовательность является цепью Маркова
с матрицей вероятностей перехода P.

Отметим, что она не зависит от X1, . . . , Xτ−1, поскольку мы можем дописать
в наше тождество какое-то событие, содержащее эти величины, то они ока-
жутся измеримыми относительно сигма–алгебры, порождённой первыми k
величинами, и эта вероятность исчезнет из условных вероятностей и оста-
нется вовне, что и будет означать условную независимость. �

Пример 6.9. Пусть X0, X1, . . . — цепь Маркова; S′ ⊂ S — выделенный класс
состояний. Рассмотрим цепь устроенную следующим образом: если X i ∈ S′,
то мы видим X i, а если нет, то не видим. Полученная частично наблюдаемая
цепь Yi — однородная цепь Маркова с отличной матрицей перехода.

Можем представить Yi = Xτi
, где τi — i-ый момент посещения S′; i = 0, . . .

Это будет цепью Маркова, поскольку τ0 — первый момент прихода в какое-
то состояние цепи Маркова, то это марковский момент, и с момента τ0 цепь
запускается снова независимо от предыдущего. Событие {τn−1 = k} ∈ Fk,
тогда из строго марковского свойства

P
�

Xτn
= jn

�

�Xτn−1
= jn−1, . . . , Xτ0

= j0
�

= P
�

Xτn= jn

�

�Xτn−1
= jn−1

�

=©
Поскольку τn — это τn−1 плюс какая-то величина, не зависящая от прошло-
го. Введём новую цепь Zi = Xτn−1

+ i, тогда Xτn
= Zτn−τn−1

. Поскольку цепь Zi —
независящая от прошлого цепь с той же матрицей вероятностей перехода,
то

=©P
�

Zτn−τn−1
= jn

�

� Z0 = jn−1

�

не зависит от прошлого в силу марковости. Поэтому Yi — цепь Маркова.
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Лекция 7. Классификация состояний цепей
Маркова

Марковский момент
Напомним, что τ— марковский момент относительно фильтрации {Fn}∞n=0,
если событие {τ= n} ∈ Fn при любом n ∈ N∪{0}. Для него выполнено стро-
го марковское свойство: если Xn — однородная цепь Маркова, то Xτ, Xτ+1, . . .
образует однородную цепь Маркова с той же матрицей вероятностей пере-
хода, что и у Xn, и (Xτ, . . .) при условии Xτ = i не зависит от (X0, . . . , Xτ).

Пример 7.1. Xn — цепь Маркова, τi — i-ый приход в множество состоя-
ний S′ ⊆ S; тогда Yn = Xτn

, n= 0, 1, . . . — марковская цепь, поскольку

{τi = k}= �среди X0, . . . , Xk−1 ровно i − 1 было из S′, Xk ∈ S′
	 ∈ Fk

по определению сигма–алгебры Fk = σ(X0, . . . , Xk), порождённой векто-
ром, и τi — марковский момент, поэтому из строго марковского свойства
(Xτn−1

, Xτn−1+1, . . .) не зависит от (Xτn−1
, . . . , X0) при условии Xτn−1

= i, тогда

P
�

Xτn
= j

�

�Xτn−1
= i, Xτn−2

= in−2, . . . , Xτ0
= i0

�

= P
�

Xτn
= j

�

�Xτn−1
= i
�

,

то есть Xτn
— цепь Маркова по определению

Упражнение 7.1. Проверить, что

P
�

Xτn
= j

�

�Xτn−1
= i
�

=
∞
∑

k=1

P
�

Xk = j, Xk−1 6∈ S′, . . . , X1 6∈ S′
�

�X0 = i
�

.

Пример 7.2 (цепь скачков). Пусть X i — однородная цепь Маркова. Рассмот-
рим её только в те моменты, когда X i 6= X i−1 : Yn = Xτn

, где τi = i-ый момент j,
когда X j 6= X j−1. Тогда P

�

Xτn
= j

�

�Xτn−1
= i, . . .

�

= P
�

Xτn
= j

�

�Xτn−1
= i
�

, то есть Yn

является однородной цепью Маркова.

Упражнение 7.2. Убедившись, что τ— марковский момент, показать, что
матрица вероятностей перехода этой цепи будет иметь вид

P
�

Xτn
= j

�

�Xτn−1
= i
�

=

¨ pi j

1−pii
, i 6= j;

0, i = j.

Классификация состояний цепи Маркова
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Пример 7.3. Представим обычную игральную колоду карт. Рассмотрим
в качестве вероятностного пространства некоторую случайную перестанов-
ку чисел от 1 до 36: Ω =

�

(i1, . . . , i36), i j 6= i`, j 6= `, i j ∈ {1, . . . , 36}	 = S36.
Хотим узнать, правда ли, что наша цепь в момент n равна какой-то фиксиро-
ванной перестановке с определённой вероятностью P (Xn = σ) −−−→n→∞ πσ =

1
36!

вне зависимости от начального распределения X0. Это возможно благодаря
эргодической теореме, которую мы скоро рассмотрим. Отметим, что не все
цепи удовлетворяют этой теореме, например, если мы будем перекладывать
чётное количество карт, то не сможем получить некоторые перестановки.

Для наглядности, будем задавать однородную цепь Маркова с помощью гра-
фа. Пусть P —матрица вероятностей перехода с элементами pi j. Множество
вершин графа — множество состояний S; множество рёбер — множество
ориентированных пар (i, j), таких, что pi j > 0 (см. рис. 7.1).

•1
��

•2

77

** •3jj YY

P=





1 0 0
1
2 0 1

2
0 1

3
2
3





Рис. 7.1: Пример графа и соответствующей ему матрицы перехода

Будем говорить, что из состояния i следует состояние j, если существует
такое n ∈ N, что P

�

Xn = j
�

�X0 = i
�

= Pi j(n) > 0, то есть существует путь
из вершины i в вершину j за несколько шагов. Обозначение: i→ j.

Состояние i сообщается с состоянием j, если из i следует j, а из j следует i.
Обозначение: i↔ j. На рис. 7.1 сообщающимися будут состояния 2 и 3.

Состояние i — поглощающее, если pii = 1. На рис. 7.1 это состояние 1.

Состояние i — существенное, если для любого j, такого, что i → j, вер-
но j → i. На рис. 7.1 таким состоянием будет только 1, потому что из 2 и
3 можно прийти в 1, а обратно вернуться уже нельзя.

Несущественными будут состояния, из которых мы рано или поздно уйдём
и уже никогда не вернёмся.

Говорят, что A⊆ S — неразложимый класс, если для любых i, j ∈ A выполне-
но i↔ j, а для любых i ∈ A и j 6∈ A выполнено i 6→ j. На рис. 7.2 неразложи-
мыми классами будут {1, 2} и {4, 5, 6}, состояние 3 будет несущественным и
ни в какой неразложимый класс попасть не сможет.
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Рис. 7.2: Пример графа

Теорема 7.1 (о разложении). Существуют такие непересекающиеся Ei,
i = 0, 1, . . ., Ei ⊆ S, что E0 — все несущественные состояния (может быть
пустым), E1, E2, . . . — неразложимые классы, а E0 t . . .t En t . . .= S.

С точки зрения матрицы вероятностей перехода это значит, что можно по-
менять порядок столбцов и организовать цепь следующим образом:

E0 E1 E2 . . .
E0

E1

E2
...









что-то
0 ∗ 0 0
0 0 ∗ 0
0 0 0 ∗









ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построим эти классы конструктивно.

Положим в E0 все несущественные.

Если осталась ещё вершина, то её и всех, с кем она сообщается, кроме тех,
кто в E0, кладём в E1. Теперь нужно убедиться, что E1 получился замкнутым
(неразложимым) классом. Если 2 состояния лежат в неразложимом классе,
то оба они сообщаются с исходной вершиной, а, значит, и друг с другом.
С другой стороны, если взять вершину j не из класса, то если бы из i можно
было попасть в j и вернуться назад, то тогда j должно лежать в нашем классе
по построению. Поэтому если из i можно попасть в j, то назад вернуться уже
нельзя, тогда i несущественная, чего быть не может. Значит, из i нельзя
попасть ни в какую «чужую» j.

Если остались ещё вершины, то повторяем процедуру, кладём следующую
любую вершину и всех, кто с ней сообщается, в класс E2, и так далее. Классы
будут не пересекаться по построению. �

Цепь Xn неразложима, если E0 =∅, E1 = S.
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Для примера 7.3 очень важно, чтобы цепь была неразложимой. Если цепь
будет разложимой, то в процессе перетасовки получится, что мы не сможем
некоторые расклады перевести в другие.

Пример 7.4. Рассмотрим цепь «гуляй на право» X0 = 0, X i = i (см. рис.7.3).
В этой цепи Маркова все состояния будут несущественными, потому что из
любого состояния мы можем перейти направо, а вернуться уже не сможем.

• // • // • // • // • // . . .

Рис. 7.3: Пример цепи Маркова, состоящей только из несущественных со-
стояний

Периодичность состояния цепи Маркова

Говорят, что i имеет период d, если d = НОД
�{ j : Pii( j) > 0}� > 1. Ес-

ли НОД
�{ j : Pii( j)> 0}�= 1, то говорят, что i непериодично.

Для рис. 7.4 при i = 1 набор вероятностей Pii(n) будет иметь вид
�

P11(n)
	

= {0, > 0, > 0, > 0, . . .}
Появились два числа, 2 и 3, НОД которых равен 1, значит, d = 1, а 1 —
непериодично.

При i = 2 и i = 3 получим
�

P22(n)
	

= {0, 0, > 0, 0, > 0, . . .}. Посколь-
ку НОД(3, 5) = 1, то 2 и 3 — непериодичны.

При i = 4 получим
�

P44(n)
	

= {0, > 0, 0, > 0, > 0, . . .}, значит, 4 непериодично.

То есть все состояния цепи Маркова на рис. 7.4 непериодичны.

•1 **

��

•2

		
•4

VV

•3

gg

Рис. 7.4: Пример графа цепи Маркова с непериодичными состояниями

Примером периодичной цепи может стать случайное блуждание по прямой
на один влево или вправо, поскольку в таком случае состояния будут де-
литься на два класса: нечётные и чётные. Если мы находимся в чётном
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состоянии, то вернуться в него мы можем только за чётное число ходов:
Pii(n) = {0, > 0, 0, > 0, . . .}, то есть период d = 2.

Отметим, что при этом все состояния распались на два класса, то есть граф
получился двудольным. Можно показать, что так будет всегда.

Теорема 7.2. Если в неразложимой цепи период всех состояний d, то су-
ществует такое разложение S1 t . . . t Sn = S, что для любого i ∈ Sk, j 6∈ Sk+1

выполнено pi j = 0 (если k = d, то k+ 1 понимаем как 1).

С точки зрения матрицы вероятностей перехода это значит, что в периодич-
ной цепи можно так отсортировать состояния, что получится следующая
матрица:

S1 S2 . . . Sd

S1

S2
...

Sd









0 ∗ 0 0
0 0 ∗ 0
0 0 0 ∗
∗ 0 0 0









ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмём состояние i ∈ S1. Всех j, которые следуют за шаг
из i (то есть pi j > 0) отправим в класс S2. Всех k, таких, что p jk > 0, j ∈ S2, от-
правим в S3, и так далее. Рано или поздно, мы попадём в каждое состояние,
потому что в силу неразложимости из i следует каждое состояние.

Если нет конфликтов, то по построению можно попасть из состояния только
в следующий класс: если i → j, то j — из следующего класса. Нужно убе-
диться, что мы не положили одно состояние в 2 класса.

Если есть конфликты, то существуют такие i1 ∈ Sk, i2 ∈ S`, k 6= `, что i1 → j
за шаг и i2 → j за шаг. Это невозможно, так как из i в i1 существует путь
длины ad + k − 1, где a ∈ Z, а из i в i2 существует путь длины bd + `− 1, где
b ∈ Z. Поэтому из i в j существуют пути длины ad + k и bd + `. Поскольку
цепь неразложима, то существует путь из j в i длины c. Тогда ad + k + c ··· d
и bd + ` + c ··· d, то есть k и ` дают одинаковый остаток при делении на d,
а это невозможно, ведь k и ` — различные числа от 1 до d. Получили про-
тиворечие, значит, конфликта возникнуть не может. �

Говорят, что неразложимая цепь Xn имеет период d, если все состояния име-
ют в ней период d. Скоро мы покажем, что достаточно того, чтобы любое со-
стояние в ней имело период d. Говорят, что цепь непериодина, если все её со-
стояния непериодичны.

Аналогично, неразложимый класс имеет период d, если все состояния в нём
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имеют период d.

Теорема 7.3 (солидарности). Пусть i ↔ j, тогда если i — непериодично,
то и j тоже; если i имеет период d, то и j тоже.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть период i равен d1, покажем, что длина всех путей из
j в j будет делиться на d1. Возьмём путь из j в j длины `. Существует путь из
i в j длины `1 и из j в i длины `2, тогда `1+`2 ··· d1, поскольку это путь из i в i.
Рассмотрим путь i

`1−→ j+ j
`−→ j+ j

`2−→ i. Его длина `1+`2+` ··· d1, поскольку это
путь из i в i. Значит, ` ··· d1. Поэтому длина любого пути из j в j должна быть
кратна периоду состояния i, то есть период j кратен периоду i, и наоборот
(если состояние непериодично, то считаем, что период равен 1). �

Теорема положительности

Теорема 7.4 (положительности). Пусть Xn — конечная цепь, то есть S —
конечно. Xn неразложима и непериодична тогда и только тогда, когда суще-
ствует такой n0, что pi j(n0)> 0 ∀i, j (то есть Pn0 имеет только положительные
элементы).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
⇐© Если существует такое n0, то i → j ∀i, j, а pii(n0) > 0, то есть период
заведомо является делителем n0, и при этом pii(n0+1)¾ pi j(n0) · p ji ∀ j. В со-
стояние i откуда-то можно прийти, поскольку есть путь из i в i за n0 шагов:
можем взять предпоследнюю вершину этого пути. Поэтому существует та-
кое j, что p ji > 0, тогда pii(n0 + 1) > 0. Получили, что НОД{n: pii(n)>0} = 0,
потому что есть два пути с взаимно простыми длинами n0 и n0 + 1. То есть
цепь действительно является неразложимой и непериодичной.

⇒© Воспользуемся тем, что если числа n1, . . . , nk имеют НОД(n1, . . . , nk) = 1,
то существуют такие целые числа a1, . . . , ak, что a1 n1+. . .+ak nk = 1. Рассмот-
рим a1 n1+ . . .+ak nk+n1 · . . . ·nk · c1 = c1 ·n1 · . . . ·nk+1 выбрав c1 так, что при пе-
регруппировке множителей b1 n1 + . . .+ bk nk окажется, что все bi ∈ N∪ {0}.
Пусть i —какое-то состояние, его период равен 1, значит, существуют такие
числа n1, . . . , nk и пути из i в i длины n1, . . . , nk так, что НОД(n1, . . . , nk) = 1
по определению непериодической цепи. Тогда сделав b1 кругов из i в i
длины n1, и так далее, bk кругов из i в i длины nk, получим путь дли-
ны c1 · n1 · . . . · nk + 1, а также любой путь, отличающийся от него, напри-
мер, на n1, просто добавляя ещё цикл длины n1. Тогда для любого числа
вида c1 n1 . . . nk + 1+m n1 существует путь из i в i такой длины.

Теперь домножим наше тождество на 2, получим 2 (a1 n1 + . . . + ak nk) = 2.
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Возьмём c2 · n1 · . . . · nk и добавим его так, чтобы удвоенные ai стали положи-
тельными: b1, 2 n1 + . . .+ bk, 2, где bi, 2 ∈ N∪ {0}. Тогда для любого числа вида
c2 n1 . . . nk + 2+m n1 существует путь такой длины.

Повторим эти рассуждения с 3 . . . , n1−1, получим соответствующие им чис-
ла c3, . . . , cn1−1. Тогда для любого n> c j n1 . . . nk+1, j ¶ n1−1 существует путь
из i в i такой длины. Если мы рассмотрим все найденные пути, то они по-
кроют все целые числа, начиная с n0, i =max (c1, . . . , cn1−1) · n1 . . . nk + 1.

Возьмём en0 =max (n0, i). Это такая длина, начиная с которой будут существо-
вать путь такой длины из каждого состояния в себя.

Для любых i 6= j рассмотрим такое ni j, что pi j(ni j)> 0. В силу неразложимо-
сти все состояния сообщаются, значит, для каждой пары состояний можно
предъявить такое количество ходов, за которое из одного состояния можно
попасть в другое.

Возьмём maxi 6= j ni j + en0 = n0. Убедимся, что из любого состояния в любое
можно попасть за n0 шагов. Для вершин i и j существует путь длины ni j,
ведущий из i в j. При этом n0 − ni j ¾ en0, значит, существует путь из j в j та-
кой длины. Получили искомый путь из состояния i в состояние j за n0 шагов,
то есть pi j(n0)> 0. �

Отметим, что эта теорема интересна, среди прочего, тем, что позволяет по-
нять, что такое неразложимая непериодическая цепь. По теореме о пред-
ставлении, если возвести непериодичную цепь в степень d, то получим раз-
ложимую цепь. Разложимая цепь разложима сразу, периодичная цепь раз-
ложима в какой-то степени, а неразложимая непериодичная конечная цепь
с какого-то момента становится матрицей из только положительных чисел.
Таким образом матрица вероятностей перехода конечной цепи либо сразу
будет блочной, либо станет блочной при возведении её в какую-то степень,
либо с какого-то момента матрица станет одним блоком из положительных
чисел и всегда такой останется.
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Лекция 8. Эргодическая теорема

Эргодическая теорема для конечных цепей Маркова
Напомним, что мы хотели показать, что P (Xn = i

�

�X0 = j
� −−−→

n→∞ πi > 0,
где πi фиксированы и не зависят от j. Иными словами, каким бы не было
начальное распределение у цепи, предельные вероятности с ростом n будут
стремиться к некоторому числу. Такое свойство марковской цепи будем на-
зывать эргодичностью.

Пусть цепь конечна, то есть множество состояний цепи |S|< +∞. Будем тре-
бовать от цепи следующие свойства:

i) цепь должна быть неразложима

Если есть класс несущественных состояний E0 6= ∅, то для любого i ∈ E0

будет выполнено P
�

Xn = i
�

�X0 = j
� → 0, то есть πi = 0, так как мы можем

рассмотреть состояние i и периоды возвращения из этого состояния в себя,
то тогда цепь будет возвращаться конечное число раз.

Если E0 пусто, но есть два класса E1 6= ∅ и E2 6= ∅, то P
�

Xn = i
�

�X0 = j
�→ 0,

если i ∈ E1, j ∈ E2, потому что, по определению, из неразложимого класса
мы можем попасть только в себя.

ii) цепь должна быть непериодична

Иначе P
�

Xn = i
�

�X0 = i
� 6= 0 только если n ··· d, поэтому у такой последова-

тельности не может быть ненулевого предела.

В теореме 7.4 мы показали, что в конечной цепи неразложимость и непе-
риодичность ⇐⇒ положительность, то есть найдётся такое число n0 ∈ N,
что Pn

0 состоит только из положительных элементов (pn0
i j > 0 ∀i, j).

Теорема 8.1 (эргодическая теорема для конечных цепей Маркова).
Если Xn положительна, то существует такой вероятностный вектор πi, явля-
ющийся единственным решением уравнения πP = π, что π j > 0,

∑

π j = 1,
а P

�

Xn = j
�

�X0 = i
� −−−→

n→∞ π j для любого i ∈ S

Матричная формулировка этой теоремы состоит в том, что если у нас есть
матрица, обладающая свойством, что в некоторой степени она состоит толь-
ко из положительных элементов, то у этой матрицы есть единственный ле-
вый собственный вектор с собственными значениями, и что n-ая степень
матрицы поэлементно сходится к матрице с постоянными строками —
это теорема Перрона–Фробениуса.
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Существует несколько доказательств эргодической теоремы: матричное; ис-
пользующее сжимающие отображения; основанное на процессе восстанов-
ления и вероятностное Мы будем рассматривать только вероятностное до-
казательство.

Отметим, что если предел P
�

Xn = i
�

�X0 = j
�

существует, то он обязательно
будет удовлетворять уравнению πP = π, так как

P
�

Xn = i
�

�Xn = j
�

= Pji(n)
︸ ︷︷ ︸

→πi

=
∑

k∈S

Pjk(n− 1)
︸ ︷︷ ︸

→πk

Pki,

при этом
∑

π j = 1, так как πi были какими-то вероятностями с суммой 1, а
предел суммы равен сумме пределов.

Стационарное распределение

Говорят, что ~p — стационарное распределение цепи Маркова, если ~pP = ~p,
где P — матрица вероятностей перехода цепи, причём все pi ¾ 0,

∑

pi = 1.
В бесконечном случае не всегда есть стационарное распределение, а в ко-
нечном оно есть всегда.

Левый собственный вектор с собственным значением 1 существует, пото-
му что правый собственный вектор с собственным значением 1 предъяв-
ляется — это вектор, состоящий из единиц. Если матрицу P умножить
на вектор-столбец из единиц справа, то мы сложим её элементы, получив
сумму по строкам, которая равна 1 у нашей матрицы. Осталось проверить,
будет ли этот левый собственный вектор неотрицательным.

Лемма 8.1. Рассмотрим для некоторого выделенного состояния i0 ∈ S на-
шей цепи набор

epi =







∞
∑

k=1
P
�

Xk = i, X j 6= i0, j ¶ k
�

�X0 = i0
�

, i 6= i0;

1, i = i0.

Такая последовательность существует, причём epP = ep, где P — матрица ве-
роятностей перехода цепи Xn.

Отметим, что это не распределение, поскольку одна из его компонент —
единица, но мы можем его отнормировать так, что сумма компонент будет
равна 1, то получим стационарное распределение.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если i 6= i0, то epi =
∞
∑

k=1
P
�

Xk = i, X j 6= i0, j ¶ k
�

�X0 = i0
�

.

C другой стороны, по марковскому свойству,

(epP)i =
∑

j 6=i0

∞
∑

k=1

P
�

Xk = j, X` 6= i0, j ¶ k
�

�X0 = i0
�

p ji + pi0 i =

=
∞
∑

k=1

P
�

Xk+1 = i, X` 6= i0, `¶ k+ 1
�

�X0 = i0
�

+ pi0 i =

=
∞
∑

k=2

P
�

Xk = i, X` 6= i0, `¶ k
�

�X0 = i0
�

+ pi0 i

Видим, что мы получили сумму, как в epi, но только со второго слагаемо-
го и с дополнительным слагаемым pi0 i. При этом пропущенное слагаемое
в сумме — это вероятность того, что X1 = i при условии того, что X0 = i0,
то есть в точности pi0 i. Поэтому эти две суммы совпадают.

Если i = i0, то epi0 = 1, а (epP)i0 =
∑

j 6=i0

∞
∑

k=1
P
�

Xk = j, X` 6= i0,`¶ k
�

�X0 = i0
�

p ji0+pi0 i0.

В этой сумме перебраны все пути, которые в первый раз переводят i0 в себя,
то есть это вероятность того, что время прихода из i0 в себя (Ti0) конечно.

Покажем, что P i0(Ti0 < +∞) = 1. Это верно не для любой цепи, а только
для неразложимых цепей, потому что в них любое состояние возвращается
в себя. Чтобы доказать это, заметим, что P i0(Ti0 > m·n0)¶ (1−bpi0)

m, где n0 та-
кое, что Pn0 > 0, то есть все элементы матрицы Pn0 —положительные числа,
а bpi0 =min

i∈S

�

pii0(n)
�

. Это верно, так как

P i0(Ti0 > m n0)¶
∑

j 6=i0

P
�

Ti0 > (m− 1)n0, X(m−1)n0
= j

�

P
�

Xn0
6= i0

�

�X0 = j
�

︸ ︷︷ ︸

=1−p ji0 (n0)¶1−bpi0

¶

¶ (1− bpi0)P
�

T
i0>(m−1)n0

� ¶ . . .¶ (1− bpi0)
m.

Здесь мы повторили процедуру m раз пока не получили требуемое нера-
венство. Значит, наша величина действительно собственная, и вероятность
того, что она больше n стремится к 0, а вероятность того, что она меньше
∞ равна 1.

Заметим также, что для конечной неразложимой цепи

E Ti0 =
∞
∑

k=0

P (Ti0 > k)¶ n0 + n0 P (Ti0 > n0) + . . .+ n0 P (Ti0 > mn0) + . . .< +∞.

53

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 
ШКЛЯЕВ АЛЕКСАНДР ВИКТОРОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Получили, что у нас выполнено уравнение epP = ep, причём

epi ¶
∞
∑

k=1

P
�

X` 6= i0, ` 6= k
�

�X0 = i0
�

︸ ︷︷ ︸

=P (Ti0>k)

¶ E Ti0 ,

поэтому вероятности epi =
∞
∑

k=1
P
�

Xk = i, X` 6= i0, ` ¶ k
�

�X0 = i0
�

, i 6= i0 существу-

ют и конечны, и мы действительно могли определить их таким образом. �

Следствие 8.1. Если E i0 Ti0 < +∞, то то же верно для счётной цепи.

Если мы возьмём pi =
epi
∑

i∈S
epi
, то, поскольку epi конечное число и сумма заве-

домо определена, то по построению мы получили левый собственный ве-
роятностный вектор нашей матрицы с неотрицательными компонентами,
а, значит, этот вектор и есть стационарное распределение нашей цепи.

Возьмём цепь Маркова Xn, про которую мы хотим доказать эргодическую
теорему, а также независящую от неё цепь Yn со стационарным распределе-
нием цепи Xn, поскольку мы уже знаем, что оно есть. У неё матрица вероят-
ностей перехода та же, а начальное распределение другое. Позже мы пока-
жем, что если цепь конечная, то спустя какое-то время наступит момент T ,
когда цепи сомкнутся в одно состояние. В этот момент поменяем цепи ме-
стами, то есть рассмотрим цепь Zn, которая ведёт себя как Xn до момента
встречи. а с момента встречи она будет вести себя как Yn. Получили цепь
с той же матрицей перехода из строго марковского свойства. С другой сто-
роны, новая цепь имеет начальное распределение такое же, как у Xn, и име-
ют ту же матрицу вероятностей перехода, значит, это такая же цепь, как Xn,
и P

�

Zn 6= i, Yn = i) = P (Zn 6= i, Yn = i, T ¾ n)
︸ ︷︷ ︸

¶P (τ¾n)→0

+P (Zn 6= i, Yn = i, T < n)
︸ ︷︷ ︸

=0

. То есть

для Zn вероятность того, что Zn = i стремится к pi, а, значит, и для Xn эта ве-
роятность стремится к pi. При доказательстве мы обоснуем, что подмена,
которую мы сделали, когда-нибудь возможна, и что эта подмена не ломает
марковость цепи.

Переход к цепи Маркова со стационарным распределением

Лемма 8.2. Пусть T = min{`: X` = Y`}, где Y` — цепь Маркова со стаци-
онарным начальным распределением pi и той же матрицей вероятностей
перехода, что и у Xn, не зависящая от Xn. Тогда P (T < +∞) = 1
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмём наши две цепи и рассмотрим

P (T > mn0)¶
∑

i, j

P
�

T > (m− 1)n0, Y(n−1)m0
= j, X(n−1)m0

= i
�×

×
�

1−
¾bp1

︷ ︸︸ ︷

P
�

Xm = 1
�

�X0 = i
� ·

¾bp1
︷ ︸︸ ︷

P
�

Yn0
= 1

�

�Y0 = j
�

�

︸ ︷︷ ︸

¶1−bp2
1

¶©

Мы выбросили из рассмотрения один случай, когда обе цепи за следующие
n0 шагов пришли в состояние 1. Мы оценили вероятности одним числом,
поскольку матрицы вероятностей перехода у них одинаковые, и bp1 —мини-
мум по столбцу этой матрицы, поэтому

¶© (1− bp2
1)P

�

T > (m− 1)n0

�

¶ . . .¶ (1− bp2
1)

m −−−−→
m→+∞ 0,

значит, событие заведомо настанет. �

Лемма 8.3. P (Yn = i) = pi.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. P (Yn = i) =
∑

j
P (Yn−1 = j) p ji. По индукции можем предпо-

ложить, что P (Yn−1 = j) = p j, тогда, поскольку наше распределение стацио-
нарное, сумма будет равна pi. База индукции при n= 1 следует из определе-
ния цепи Yn. �

Осталось доказать, что T — марковский момент относительно некоторой
сигма–алгебры, и если ввести новую цепь Zn, то эта цепь будет совпадать
с Yn.

Лемма 8.4. Введём цепь (Un, Vn) =

¨

(Xn, Yn), n¶ T ;

(Yn, Xn), n> T.
Тогда (Un, Vn)— цепь Маркова с матрицей вероятностей перехода, получен-
ной Pi j Pk` =: P∗(i, k), ( j,`), от есть (Un, Vn) — независимые цепи Маркова с мат-
рицей вероятностей перехода P.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (Xn, Yn) — однородная цепь Маркова с матрицей вероят-
ностей перехода P∗, T —марковскиймомент относительно нашей цепи. Зна-
чит, из строго марковского свойства, (XT+i, YT+i) — цепь Маркова с той же
матрицей вероятностей перехода, не зависящая от (X j, Yj), j ¶ T при усло-
вии (XT = i, YT = i). При этом

P
�

(XT+ j, YT+ j) = (k j, ` j), j ¶ m
�

�XT = i, YT = i
�

=

= P
�

XT+ j = ` j, YT+ j = k j, j ¶ m
�

�XT = i, YT = i
�

=©
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Мы поменяли местами ` j и k j, поскольку матрицы вероятностей перехода
у них одинаковые. Поэтому конечномерное распределение цепи, получен-
ной вторым образом, совпадает с конечномерным распределением цепи,
полученной первым образом:

=©P
�

YT+i = k j, XT+i = ` j, j ¶ m
�

�XT = i, YT = i
�

.

То есть обе цепи не будут зависеть от того, что было до момента T при та-
ком условии. Поэтому, цепь (Un, Vn) как последовательность будет совпадать
по распределению с цепью (Xn, Yn), значит, это действительно цепь Маркова
с необходимой матрицей вероятностей перехода. �

Следствие 8.2. Последовательность {Xn} имеет то же распределение, что и
последовательность {Un}, в частности, совпадает распределение их первых
координат, а P (Xn = k) = P (Un = k).

Лемма 8.5.
�

�P (Xn = k)− pk

�

�¶ P (T > n).

То есть сходимость к стационарному распределению экспоненциально вы-
сокая.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

P (Xn = k) = P (Un = k) = P (Un = k, T ¶ n) + P (Un = k, T > n) =
= P (Yn = k, T ¶ n) + P (Un = k, T > n) =

= P (Yn = k)− P (Yn = k, T ¶ n) + P (Un = k, T > n) = pk − εk, 1 + εk, 2,

при этом |εk, i|¶ P (T > n), εk, i ¾ 0, то есть
�

�P (Xn = k)− pk

�

�¶ P (T > n). �

Завершение доказательства эргодической теоремы

Осталось показать, что стационарное распределение единственно и поло-
жительно.

Напомним, что pi =
epi
∑

ep j
, где ep j =

(

1, j = i0;
∑

k
P
�

X` 6= i0, `¶ k, Xk = j
�

�X0 = i0
�

, j 6= i0.

Мы знаем, что существует путь из i0 в любую j, поскольку они сообщают-
ся. При этом если этот путь проходит через i0, мы можем отбросить часть
пути до последнего прохождения через i0, получим путь из i0 в j, не про-
ходящий повторно через i0. Вероятность этого пути будет положительна,
поэтому ep j будет положительна, и, по построению, решение pi будет поло-
жительным решением исходного уравнения.
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Пусть существуют стационарные распределения π(1) и π(2). Рассмотрим
цепь Y (1)n со стационарным распределением π(1) и цепь Y (2)n со стационарным
распределением π(2). Тогда получим, что, с одной стороны, P (Y (2)n = i) = π(2)i ,
а с другой, в силу нашей теоремы, P (Y (2)n = i) −−−→

n→∞ π
(1)
i , то есть π(1)i совпада-

ет с π(2)i при каждом i.

Тем самым эргодическая теорема доказана.

Упражнение 8.1. Показать, что если P — дважды стохастическая, то есть
pi j таковы, что

∑

i
pi j = 1 — сумма по всем столбцам равна 1, а цепь Маркова

неразложима и непериодична, то πi =
1
|S| .
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Лекция 9. Предельное поведение вероятности в
случае когда цепь разложима. Бесконечные

цепи Маркова

Нахождение стационарного распределения

Напомним эргодическую теорему в конечном случае.

Теорема 9.1. Пусть множество состояний S —конечно, Xn —неразложимая
и непериодичная цепь Маркова. Тогда P (Xn = i) → πi, где πi > 0,

∑

πi = 1,
∑

πi pi j = π j, то есть π — стационарное распределение, и цепь к нему схо-
дится, причём такое стационарное распределение единственно.

Есть несколько способов найти π:

1) Нужно решить матричное уравнение PTπ= π, гдеπ—вектор–столбец,
то есть нам нужно найти собственный вектор с собственным значени-
ем 1 матрицы PT , решив систему линейных уравнений (PT − E)π = 0
и отнормировав результат так, чтобы сумма получилась 1.

2) Пусть вектор x i такой, что x i ¾ 0,
n
∑

i=1
x i = 1, обладает свойством обра-

тимости в равновесии: x i pi j = p ji x j. Тогда ~π = ~x . Можно убедиться в
этом, подставив это в уравнение

∑

πi pi j = π j, получим
∑

i

x i pi j =
∑

i

x j p ji = x j

∑

i

p ji = x j,

то есть при применении матрицы P вектор x переходит в себя.

Пример 9.1. Рассмотрим случайное блуждание на отрезке [0, m] с отраже-
нием в концах. Во всех точках, кроме крайних вероятности перейти налево
и направо равны по 1

2 , в крайних состояниях можем перейти только в одну
сторону, в которую можно ходить, с вероятностью 1 (см. рис. 9.1).
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Рис. 9.1: Цепь Маркова из примера 9.1
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У этой цепи pi j =



















1
2 , j = i + 1, j 6= 1;
1
2 , j = i − 1, j 6= m− 1;

1, i = m, j = m− 1;

1, i = 0, j = 1.

Попробуем найти решение, обратимое в равновесии. Для этого посмотрим
на ex i pi j = ex j p ji. Если i, j 6∈ {0, 1, m − 1, m}, то pi j = p ji =

1
2 , поэтому ex i = ex j.

Если взять {i, j} = {1, 2}, то получим, что им также равны ex1 и exm−1. Ес-
ли {i, j} = {0, 1}, то ex0 · 1 = ex1 · 1

2 , то есть ex0 =
1
2 ex1, аналогично, exm =

1
2 exm−1.

Отсюда получаем, что ex i = Ii∈{1,..., m−1} +
1
2 Ii∈{0, m} — решение системы. После

нормировки получим x i =

¨

1
2m , i = 0 или i = m;
1
m , i ∈ {1, . . . , m− 1}.

Это решение задаёт стационарное распределение нашей цепи Маркова, то
есть pi j(n)

n→∞−−−→ x j.

Отметим, что цепь со стационарным распределением может не быть обра-
тимой в равновесии.

Пример 9.2. Рассмотрим «монополию»: Xn+1 = Xn + Rn mod m, где m — раз-
мер доски, а Rn ∼ R{1, . . . , 6}. То есть из каждой клетки мы кидаем кубик,
добавляем соответствующее число, и сдвигаемся на нужную клетку. Если
получилось число, большее m−1, то дополнительно вычитаем из него m. Эта
цепь не обратима в равновесии при m > 7, так как P0 (m−1) = 0, а P(m−1)0 =

1
6 .

Если мы находимся в клетке 0, то в клетку больше 6 попасть не сможем, а
находясь в последней клетке доски, мы можем перейти в 0 за один шаг.

Рассмотрим цепь Маркова X0, . . . , Xn и «перевёрнутую» цепь Xn, . . . , X0. Что-
бы доказать марковость этой цепи, нужно проверить, что

P
�

Xk = i
�

�Xk+1 = j, Xk+2 = ik+2, . . . , Xn = in

�

=©
не зависит от Xk+2 = ik+2, . . . , Xn = in. Для этого воспользуемся определением
условной вероятности и свойством марковской цепи:

=©P (Xk = i, Xk+1 = j, . . . , Xn = in)
P (Xk+1 = j, . . . , Xn = in)

=
P (Xk = i) · pi j

hhhhhhh
p jik+2

. . . pin−1 in

P (Xk+1 = j)hhhhhhhp jik+2
. . . pin−1 in

=
P (Xk = i) · pi j

P (Xk+1 = j)

Видим, что полученная дробь зависит только от k, i и j, поэтому любая цель
Маркова, перевёрнутая задом наперёд будет заведомо цепью Маркова.

Если P (Xk = i) одна и та же при всех k ¾ 0 для каждого фиксированного i, то
есть цепь Маркова имеет стационарное распределение, тогда обращенная
цепь Xn . . . , X0 будет однородной цепью Маркова.
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Если p0
i pi j = p0

j p ji, тогда для обращенной цепи P
�

Xk = i
�

�Xk−1 = j) = p ji.

То есть цепи, обратимые в равновесии обладают стационарным распреде-
лением, а матрица перехода обратной цепи такая же, как у прямой. Обра-
тимость в равновесии — достаточное условие для того, чтобы найти стаци-
онарное распределение.

Упражнение 9.1.Показать, что в примере 9.1 цепь неразложима и неперио-
дична, то есть выполнены условия эргодической теоремы и пере-
ход pi j(n)→ x j корректен при n→∞.

Упражнение 9.2. Решить задачу из примера 9.1 для цепи Маркова, изобра-
жённой на рис. 9.2.

0•
1
66 •

p
((

1−p
tt •

p
66

1−p
hh •

p
((

1−p
vv •

p
33

1−p
hh •m

1
vv

Рис. 9.2: Цепь Маркова для упражнения 9.2

Упражнение 9.3. Пусть G — заданный неориентированный граф. Хотим
найти стационарное распределение у цепи, состояния которой соответству-
ют вершинам графа, а из каждой вершины i мы равновероятно переходим
в случайного соседа этой точки. Показать, что πi =

νi
2 |E| , где νi — степень

вершины, то есть число рёбер, примыкающих к ней, а |E| — число рёбер
в графе. Подумать над условиями, накладываемыми на граф, чтобы была
выполнена эргодическая теорема.

Рис. 9.3: Пример графа для упражнения 9.3
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Теорема 9.2 (закон больших чисел для цепей Маркова). Пусть Xn —неразло-
жимая непериодичная конечная цепь. Тогда для любой g : S→ R верно свой-

ство

n
∑

i=1
g(X i)

n →∑

j∈S
π j g( j) = Eπg(u), то есть если мы усредним первые n значе-

ний аддитивного функционала g от цепи Маркова, то это сойдётся к мате-
матическому ожиданию.

Отметим, что эта теорема остаётся верной и в периодическом случае. Оста-
вим её без доказательства и вернёмся к эргодической теореме.

Обобщение эргодической теоремы на произвольные цепи
Маркова

Замечание 9.1. Если цепь неразложима и периодична с периодом d,
то pi j(nd+k)→ eπ j, где k —остаток длины какого-то пути из i в j (для всех пу-
тей из i в j это число будет одинаковым, так как цепь разбивается на d
классов, следующих друг из друга), состояния i1, . . . , i`, j образуют класс пе-
риодичности, а вектор (eπk, . . . , eπm) получен так: eπ j =

π j

πi1+...+πi`
+π j

, где π —
решение уравнения πP = π,

∑

πi = 1, πi > 0.

Рассмотрим для цепи Маркова из примера 9.1 последовательность p0 j(n)
при фиксированном j и меняющемся n будет устроена следующим обра-
зом:

�

p01(n)
	

= {0, 1, 0, (> 0), 0, . . .}. Так как j = 1 лежит не в том же классе,
что и 0, то k = 1. Чтобы получить сходящуюся последовательность, необ-
ходимо рассмотреть p01(2n + 1), она будет сходиться. Если n = 2m, то в од-
ном классе с 1 будут лежать 3, . . . , 2m− 1, и

p01(2n+ 1)→
1

2m
1

2m + . . .+ 1
2m

=
1
m

.

Аналогично можно построить вероятность

p00(2n)→
1

4m
1

4m +
1

4m +
1

2m + . . .+ 1
2m

=
1

2m
.

Замечание 9.2. Если цепь Маркова разложимая, то в каждом из классов Ei,
i > 0 задача решается также, то есть для i, j 6∈ E0

pi j(n)→
¨

0, i ∈ E`, j 6∈ E`, `= 1, . . . , m, . . . ;

π
(`)
j , i, j ∈ E`, `= 1, . . . ,
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где π(`)j — решение уравнения π(`)j P(`) = π(`)j , а P(`) — блок матрицы вероят-
ностей перехода, взятый на пересечении состояний из множества E`.

Если i ∈ S, j ∈ E0, то pi j(n)→ 0, n→∞.

Считаем, что каждый из подклассов непереодичный. Если это не так, для
каждого периодичного класса будем рассматривать состояния как в заме-
чании 1. Построим новую цепь, в которой оставим несущественные состоя-
ния, а каждый класс заменим на одно поглощающее состояние. Обозначим
вероятности перехода в такой цепи из состояния i в состояние ` через bpi`.
Тогда если i ∈ E0, j 6∈ E0, то pi j(n)→ π(`)j · bpi`, n→∞.

Рассмотрим вероятность поглощения pA
i = P

�∃m ¾ 0: Xm ∈ A
�

�X0 = i
�

, это ве-
роятность того, что выйдя из состояния i мы рано или поздно попадём в под-
множество всех состояний A⊆ S. В неразложимой цепи эта вероятность для
любого состояния равна 1.

Лемма 9.1.

1) pA
i — решение системы pA

i =
∑

j∈S
pA

j pi j, удовлетворяющее свойству pA
j = 1

если j ∈ A, а i 6∈ A;

2) pA
i — наименьшее поэлементно неотрицательное решение этой систе-

мы: ∀x i ¾ 0:

(

x i = 1, i ∈ A
x i =

∑

j∈S
x j pi j, i 6∈ A =⇒ x i ¾ pA

i ∀i.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) Применим формулу полной вероятности к известному
числу pA

i : для i ∈ A pA
i = 1 следует из определения; для i 6∈ A

pA
i = P

�∃m¾ 0: Xm ∈ A
�

�X0 = i
�

=

=
∑

j

P
�∃m¾ 1: Xm ∈ A, X1 = j

�

�X0 = i
�

=
∑

j

pi j · pA
j .

2) Если x удовлетворяет уравнению, то x i =
∑

j∈S
x j pi j =©. Рассмотрев отдельно

случаи j ∈ A и j 6∈ A, и итерируя наше соотношение, получим

=©
∑

j∈A

pi j +
∑

j1 6∈A

pi j1

∑

j2∈A

p j1 j2 +
∑

j1 6∈A

∑

j2 6∈A

. . .

Заметим, что обрубив эту процедуру в какой-то момент, для неотрицатель-
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ных x i и pi j получим

x i ¾
∑

j∈A

pi j +
∑

j1 6∈A
j2∈A

pi j1 p j1 j2 +
∑

j1 6∈A
j2 6∈A
j3∈A

pi j1 p j1 j2 p j2 j3 + . . . (n слагаемых).

Это соотношение верно при любом n, можем перейти к пределу, и увеличить
число слагаемых до бесконечности, и, воспользовавшись свойством непре-
рывности меры, получив требуемое неравенство

x i ¾ P
�∃m¾ 0: Xm ∈ A

�

�X0 = i
�

= pA
i . �

Бесконечные цепи Маркова

Рассмотрим простое симметричное случайное блуждание по прямой, в кото-
ром вероятности перейти в соседние точки слева и справа из каждой точки
равны по 1

2 . Понятно, что P (Sn = j) → 0 ∀ j при n → ∞. Это можно по-
казать, например, с помощью локальной теоремы Муавра–Лапласа: если j
и n одной чётности, то P (Sn = j) ∼ Cp

n → 0. Даже если бы мы равновероятно
переходили влево, вправо или в себя, всё равно P (Sn = j)→ 0.

Чтобы отделать такие цепи от цепей с ненулевой вероятностью оказаться
в состоянии j при n→∞, введём свойство возвратности для марковской
цепи.

Говорят, что состояние i — возвратно, если

P
�

бесконечно много раз Xn = i
�

�X0 = i
�

= 1

и невозвратно, если

P
�

бесконечно много раз Xn = i
�

�X0 = i
�

= 0.

Лемма 9.2. Каждое состояние в цепи Маркова либо возвратно либо невоз-
вратно, то есть

P
�∃ бесконечно много m: Xm = i

�

�X0 = i
� ∈ {0, 1}.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Введём вероятность fi = P
�∃m¾ 1: Xm = i

�

�X0 = i
�

, а также
расширенную случайную величину Vi : Ω → R ∪ {+∞} — число посещений
состояния i. Не будем останавливаться на том, что рассмотренные вероят-
ности определены, можно показать, что описываемые события— элементы
борелевской сигма–алгебры в пространстве R∞.
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Тогда P
�

Vi = 1
�

�X0 = i
�

= P
�>m: Xm = i

�

�X0 = i
�

= 1− fi;

P
�

Vi = 2
�

�X0 = i
�

=

= P
�∃m1 ¾ 1: Xm1

= i, X j 6= i, 1¶ j < m1, >m2 > m1 : Xm2
= i

�

�X0 = i
�

=

=
∞
∑

m1=1

P
�>m2 > m1 : Xm2

= i, Xm1
= i, X j 6= i, 1¶ j < m1

�

�X0 = i
�

=©

Воспользуемся свойствами марковости и однородности:

=©
∞
∑

m1=1

P
�>m2 > m1 : Xm2

= i
�

�Xm1
= i
�

︸ ︷︷ ︸

1− fi

P
�

Xm1
= i, X j 6= i, 1¶ j < m1

�

�X0 = i
�

=

= (1− fi) fi.

Аналогично, P
�

Vi = k
�

�X0 = i
�

= (1− fi) f k−1
i .

Если fi = 1, тогда P
�

Vi > k
�

�X0 = i
�

= 1. Если устремить k к бесконечности,
получим P

�

Vi < +∞
�

�X0 = i
�

= 0.

Если fi < 1, то Vi распределена как 1 плюс геометрическое распределение,
а P

�

Vi > k
�

�X0 = i
�

= f k
i → 0 при k→ +∞, а это и означает, что вероятность

попасть в точку бесконечное число раз нулевая.

Таким образом, если fi = 1, то цепь с вероятностью 1 вернётся в состояние i
бесконечное количество раз, а если fi < 1, то цепь с вероятностью 1 вернётся
в состояние i конечное число раз. �

Лемма 9.3. Состояние i возвратно⇐⇒ ряд
∑

P
�

Xn = i
�

�Xo = i
�

︸ ︷︷ ︸

pii(n)

расходится.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возвратность равносильна тому, что fi = 1, а это в свою

очередь равносильно тому, что
∞
∑

k=1
P
�

Vi > k |X0 = i
�

=
∞
∑

k=1
f k
ii = +∞. Этот

ряд также равен E Vi =
∞
∑

n=0
pii(n) по свойству линейности математического

ожидания.

Пройдёмся по всем состояниям Vi =
∞
∑

n=0
IXn=i. Воспользуемся линейностью

и теоремой Лебега о монотонной сходимости, переставим математическое

ожидание и ряд, получим E Vi = E lim
m→∞

m
∑

n=0
IXn=i = lim

m→∞

m
∑

n=0
E IXn=i =

∞
∑

n=0
P (Xn = i),

таким образом, сумма ряда из таких вероятностей совпадает с суммой ряда,
который расходится тогда и только тогда, когда цепь возвратна. �
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