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Семинар 1. Случайные последовательности

Борелевские сигма–алгебры

Рассмотрим отрезки [a, b]. Они порождают минимальную сигма–алгебру,
содержащую все отрезки, мы её называем борелевской сигма–алгеброй на
прямой R. Она же порождается всеми интервалами, полуинтервалами и др.

B(R) = σ
�
[a, b], a, b

�
= σ

�
(a, b)

�
= σ

�
[a, b)

�

Чтобы задать борелевскую сигма–алгебру в Rn, рассмотрим минимальную
сигма–алгебру, порожденную параллелепипедами, то есть декартовыми
произведениями n отрезков (либо любых других борелевских множеств на
прямой):

B(Rn) = σ
�
I1 × . . .× In, Ii = [ai, bi]

�
= σ

�
B1 × . . .× Bn, Bi ∈ B(R)

�
.

В случае R∞ =
�{an}∞n=1, ai ∈ R

	
, возьмём n отрезков:

I1 = [b1, c1]
. . . . . . . . . . .
In = [bn, cn]

Возьмём множество I1 × I2 × . . .× In ×R∞ =
�{an}: a1 ∈ I1, a2 ∈ I2, . . . , an ∈ In

	
.

Такие последовательности называют цилиндрами. Они порождают цилин-
дрическую (борелевскую) сигма–алгебру:

B(R∞) = σ(I1 × . . .× In ×R∞, n, bi, ci) =

= σ
�
B1 × . . .× Bn ×R∞, Bi ∈ B(R)

�
= σ

�
B × R∞, B ∈ B(Rn)

�
.

Утверждение 1.1. A=
�{an}: ∃ lim an

	 ∈ B(R∞).
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В доказательстве будем пользоваться тем фактом, что
счётные объединения и пересечения борелевских множеств также являют-
ся борелевскими.
Распишем по критерию Коши, что значит, что у последовательности {an}
существует предел:

∀ε > 0 ∃N ∀m, n> N : |am − an|< ε.
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Сначала будем считать все параметры m, n, N и ε фиксированными. В тер-
минах множеств последовательностей это запишется так:

�{an}: |am − an|< ε
	

Такое множество лежит в B(R∞), потому что оно прямо попадает в наше
порождающее. Чтобы получить множество со всеми возможными m и n,
возьмём счётное пересечение по ним:

⋂
m,n>N

�{an}: |am − an|< ε
	

Теперь берём счётное объединение по N , чтобы показать что N существует:
⋃
N

⋂
m,n>N

�{an}: |am − an|< ε
	

Теперь нужно расписать любой ε. В общем случае их несчётное количество,
поэтому заменим ε на 1

k
и возьмём счётное пересечение по k:

A=
⋂

k

⋃
N

⋂
m,n>N

§
{an}: |am − an|<

1
k

ª

Так как на каждом шаге борелевость множества сохранялась, мы показали,
что A∈ B(R∞). �

Случайные величины, векторы, последовательности

В данном разделе подF подразумевается сигма–алгебра общего вероятност-
ного пространства (Ω, F , P).
Определение 1.1. Случайной величиной называют такое измеримое отоб-
ражение X : Ω→ R, что прообраз любого множества B ∈ B(R) лежит в сигма–
алгебре F , то есть X−1(B) ∈ F .
Зачем необходимо условие X−1(B) ∈ F? Вспомним, что вероятность — ме-
ра на нашей сигма–алгебре

�
P : F → [0, 1]

�
. Хотим посчитать вероятность

P
�
ω: X (ω) ∈ B

�
, которая равна P

�
X−1(B)

�
. Поэтому без условия измеримо-

сти мы не сможем посчитать вероятность попадания в множество.
Определение 1.2. Случайным вектором называют такое измеримое отоб-
ражение X = (X1, . . . , Xn): Ω→ Rn, что прообраз любого множества B ∈ B(Rn)
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лежит в сигма–алгебре F , то есть X−1(B) ∈ F .
Это эквивалентно тому, что прообразы порождающих B(Rn) лежат в F:

X−1(I1 × I2 × . . .× In) = X−1
1 (I1)∩ . . .∩ X−1

n (In) ∈ F ⇐⇒
⇐⇒∀i X−1

i (Ii) ∈ F ⇐⇒ X i — случайная величина.
То есть случайный вектор — любой набор случайных величин.
Определение 1.3. Случайной последовательностью называют такое из-
меримое отображение X = (X1, . . . , Xn, . . .): Ω → R∞, что прообраз любого
множества B ∈ B(R∞) лежит в сигма–алгебре F , то есть X−1(B) ∈ F .
Это определение эквивалентно следующему:

X−1(I1 × I2 × . . .× In ×R∞) ∈ F ∀I1, . . . , In⇐⇒
n⋂

i=1

X−1
i (Ii) ∈ F ⇐⇒

⇐⇒∀i X−1
i (Ii) ∈ F ⇐⇒ X i — случайная величина.

Таким образом, случайной последовательностью называется набор случай-
ных величин X1, . . ., определённых на общем вероятностном пространстве.

Распределение случайной последовательности
Определение 1.4. Распределение случайной последовательности {Xn}—
это набор вероятностей P

�{Xn} ∈ B
�
для всех B ∈ B(R∞). Другими словами,

это мера, порождаемая последовательностью на B(R∞).
Чтобы задать распределение случайной последовательности, достаточно за-
дать распределение каждого вектора:

P
�{Xn} ∈ B1 × . . .× Bn × R∞

�
= P (X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn).

Определение 1.5. Конечномерными распределениями последовательно-
сти называют набор вероятностей:

pt1,...,tn
(B1, . . . , Bn) = P (ω: X t1

∈ B1, . . . , X tn
∈ Bn)

при t i ∈ N, Bi ∈ B(R).
Условия согласованности: {pt1,...,tn

} задаёт последовательность⇐⇒ выполне-
ны два условия:
1) pt1,...,tn

— мера ∀t1 ¶ . . .¶ tn;
2) pt1,...,tn

(B1, . . . , Bi−1, R, Bi+1, . . . , Bn) =

= pt1,...,t i−1,t i+1,...,tn
(B1, . . . , Bi−1, Bi+1, . . . , Bn).
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Как задавать конечномерные распределения?

Пример. Последовательность независимых величин. Конечномерное рас-
пределение зададим следующим образом:

pt1,...,tn
(B1, . . . , Bn) = P (X t1

∈ B1, . . . , X tn
∈ Bn) =

= P (X t1
∈ B1) . . . P (X tn

∈ Bn) = P t1
(B1) . . . P tn

(Bn),

где Pt i
(Bi)— заданное семейство одномерных мер при каждом t i.

Пример. Последовательность одинаковых величин X i = X . Конечномерное
распределение зададим следующим образом:

pt1,...,tn
(B1, . . . , Bn) = P (X ∈ B1, . . . , X ∈ Bn) = P X (B1 ∩ . . .∩ Bn).

Точно также задаётся любая другая последовательность: нужно понять, как
устроено её конечномерное распределение, а дальше мера продлится на лю-
бую последовательность.
Введём несколько классов случайных величин, с которыми будем в даль-
нейшем работать:

1. Цепи Маркова
Рассмотрим последовательность P (X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn)— наше конечномер-
ное распределение. X i ∈ S, |S| ¶ +∞. Тогда P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) задаёт
конечномерное распределение. Можем расписать её следующим образом
(теорема о произведении):

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn) =
= P (X1 = x1)P (X2 = x2 | X1 = x1) . . . P (Xn = xn | Xn−1 = xn−1, . . . , X1 = x1)

Определение 1.6. Последовательность Xn называется цепью Маркова, ес-
ли

P (Xn = j | Xn−1 = i, Xn−2 = in−2, . . . , X1 = i1) = P (Xn = j | Xn−1 = i).

Распределение цепи Маркова задаётся вектором начального распределения
P (X1 = x1), x1 ∈ S и набором матриц P (Xn = j | Xn−1 = i) = Pn(i, j).
Если Pn(i, j) не зависит от n, то цепь Маркова называется однородной.
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2. Стационарные в узком смысле последовательности

Определение 1.7. Xn — стационарная в узком смысле последователь-
ность, если

(X1, . . . , Xk)
d
=(Xm+1, . . . , Xm+k) ∀k ∈ N, m ∈ N.

Определение 1.8. Xn — стационарная в широком смысле последователь-
ность, если

E X i = const= µ, cov (X i, X i+m) = cov (X1, Xm+1) = R(m).

Функцию R(m) называют ковариационной функцией.
Пример. Последовательность независимых одинаково распределённых слу-
чайных величин:

a) цепь Маркова;
b) стационарна в узком смысле;
c) стационарна в широком смысле.

Пример. Последовательность одинаковых величин:
a) цепь Маркова;
b) стационарна в узком смысле;
c) стационарна в широком смысле.

Пример. Случайное блуждание. X i —независимые одинаково распределён-
ные случайные величины, Sn = X1 + . . .+ Xn. Эта последовательность

a) цепь Маркова, так как

P (Sn = j | Sn−1 = i, Sn−2 = in−2, . . . , S1 = i1) =
= P (Sn−1 + Xn = j | Sn−1 = i, Sn−2 = in−2, . . . , S1 = i1) =

= P (Xn = j − i) = P (Sn = j | Sn−1 = i);

b) не стационарна в узком смысле, так как S1

d
6= S2 (за исключением слу-

чая X i ≡ 0);
c) не стационарна в широком смысле, так как E Sn = n E X i, D Sn = n D X i

не совпадают с E Sn−1 и D Sn−1, если X i 6≡ 0.
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Семинар 2. Ветвящиеся процессы

Производящие функции

Наиболее удобным аппаратом для работы с ветвящими процессами явля-
ются производящие функции ϕ(s).
Напомним, что для целочисленных и неотрицательных случайных величин,
производящая функция определяется как ряд ϕ(s) = E sx =

∞∑
k=0

sk P (X = k),

s ∈ [0, 1].
Вспомним также базовые свойства производящей функции ϕ(s):

1) производящая функция кодирует распределение: P (X = k) =
ϕ(k)(0)

k!
;

2) ϕ(s) монотонно не убывает и выпукла вниз на [0, 1];
3) ϕ(1) = 1;
4) ϕ(k)(1) = E X (X − 1) . . . (X − k+ 1). Зная их, можем найти E X k.

В частности, E X = ϕ′(1), D X = ϕ′′(1) +ϕ′(1)− �ϕ′(1)�2;

5) если X i независимы, то ϕX1+...+Xn
=

n∏
i=1
ϕX i
(s);

6) ϕX1+...+XN
(s) = ϕN

�
ϕX (s)

�
— сумма случайного количества N независи-

мых одинаково распределенных величин X i, если N не зависит от X i.
Можно убедиться, что эта формула работает в том числе для нулевого
числа слагаемых.

Ветвящиеся процессы Гальтона–Ватсона. Задача о вырож-
дении

Будем считать, что X i, j — набор независимых одинаково распределенных
неотрицательных и целочисленных случайных величин.
X1,1 — случайная величина с каким-то дискретным распределением и задан-
ной производящей функцией ϕ(s):

X = X1,1 ∼ ϕ(s)
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Рассмотрим ветвящийся процесс, задаваемый уравнениями:
Z0 = 1,
Z1 = X1,1,
Z2 = X2,1 + X2,2 + . . .+ X2,Z1

,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Zn = Xn,1 + Xn,2 + . . .+ Xn,Zn−1

.

Этот процесс характеризует размер популяции в n-ом поколении и называ-
ется ветвящимся процессом Гальтона–Ватсона.
Используя свойство 6), найдём производящую функцию Zn:

ϕZn
(s) = ϕZn−1

�
ϕX1
(s)
�
= ϕ

�
ϕZn−1

(s)
�
=⇒ ϕZn

(s) = ϕ
�
ϕ
�
ϕ . . .ϕ︸ ︷︷ ︸

n раз

(s) . . .
��

В задаче о вырождении мы хотим узнать вероятность вырождения — ве-
роятность того, что существует n, при котором Zn = 0:

P
�∃n: Zn = 0

�
= lim

n→∞P (Zn = 0)

Можем перейти к пределу по n, так как если ∃n: Zn = 0, то ∀m ¾ n: Zm = 0.
Тогда свойство непрерывности меры позволяет нам перейти от вероятности
объединения событий {Zn = 0} к пределу вероятности этого события.
В терминах производящих функций задача о вырождении перепишется в
виде

P (Zn = 0) = ϕ
�
ϕ
�

. . .ϕ(0) . . .
��

Поймём, как ведет себя найденное выражение для выпуклых функций ϕ(s):
1. если ϕ(s) ¾ s ∀s ∈ [0, 1] (рис. 2.1a), выражение принимает значение 1,

так как предел существует по монотонности, а единственный кандидат
на роль предела — это единица, ведь предел должен удовлетворять
соотношению ϕ(s) = s;

2. Если ϕ(s) бывает как больше, так и меньше s (рис. 2.1b), то выражение
примет значение q∗, где q∗ — решение ϕ(q∗) = q∗ такое, что 0 ¶ q∗ < 1.
В силу выпуклости ϕ(s) большего количества точек пересечений гра-
фиков y = ϕ(s) и y = s быть не может.

Классифицируем найденное решение в удобных для нас терминах:
• Если ϕ′(1)> 1, то мы оказались в нижней полуплоскости относительно

y = s и P (Zn = 0) = q∗.
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1

1

ϕ(0)

ϕ(0)

ϕ(ϕ(0))

ϕ(s)

s0

(a) ϕ(s)¾ s ∀s ∈ [0, 1]

1

1

ϕ(0)

q∗

ϕ(s)

s0

(b) ∃q∗ : ϕ(q∗) = q∗, 0¶ q∗ < 1

Рис. 2.1: Поведение ϕ(ϕ . . . (ϕ(0) . . .) для выпуклых функций

• Если ϕ′(1)¶ 1, то P (Zn = 0) = 1.
Формализуем найденное решение в одном выражении:

P (Zn = 0) =min
�
s ∈ [0,1]: ϕ(s) = s

	

Общее представление о ветвящихся процессах

Из свойства 4) производящих функций, ϕ′(1) = E X . В зависимости от его
значения, ветвящиеся процессы имеют следующие названия:
1) E X < 1 — докритический процесс, он вырождается;
2) E X = 1 — критический процесс, вырождается, если ϕ(s) 6= s (процесс
ϕ(s) = s называется строго критическим, он не вырождается и не раз-
множается);

3) E X > 1 — надкритический процесс, с положительной вероятностью та-
кой процесс не вырождается никогда.

Посчитаем E Zn через условные математические ожидания, воспользовав-
шись телескопическим свойством (используем обозначение µ= E X ):

E Zn = E

�
E
� Zn−1∑

i=1

Xn,i | Zn−1

��
= µE Zn−1 = . . .= µn
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Предельные теоремы для процессов Гальтона–Ватсона

Теорема 2.1 (о надкритических процессах). Пусть µ > 1 (процесс надкри-
тический), D X < +∞. Тогда Zn

µn

п.н.−→ W . При этом P (W = 0) = q∗, E W = 1,

D W =
D X

E X (E X − 1)
.

Закон больших чисел гласит, что Zn+1

Zn
≈ µ. По существу происходит следу-

ющее: на каждом шаге размер популяции увеличивается примерно в µ > 1
раз — экспоненциальный рост. Прервать этот процесс можно массовым вы-
миранием, но шансы этого экспоненциально уменьшаются с каждым ша-
гом.
Теорема 2.2 (о критических процессах). Пусть µ= 1 (процесс критический),
D X < +∞. Тогда P (Zn > 0)∼ 2

n D X
, а P

�
2Zn

n D X
¶ x

���� Zn > 0

�
→ 1− e−x , x > 0.

Другими словами, в критических процессах работает принцип «Что не уби-
вает меня — делает меня сильнее». Немногие выжившие к моменту n по-
пуляции станут более многочисленными (линейный рост), однако каждая
популяция в какой-то момент пройдёт точку максимума и вымрет.
Теорема 2.3 (о докритических процессах). Пусть µ < 1 (процесс докритиче-
ский), D X < +∞. Тогда P (Zn = k | Zn > 0)→ p∗k, а P (Zn > 0)∼ C µn.
Шансы, что популяция доживёт до момента n, экспоненциально малы. Даже
если это произойдёт, её размер будет небольшой.
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Семинар 3. Цепи Маркова

Определение и способы задания

Определение 3.1. Xn — цепь Маркова, если

P (Xn = j | Xn−1 = i, Xn−2 = in−2, . . . , X0 = i0) = P (Xn = j | Xn−1 = i) = pn,i, j.

Достаточно, чтобы левая часть не зависела от in−2, . . . , i0.
Определение 3.2. Цепь Маркова является однородной, если pn,i, j не зависит
от n: pn,i, j = pi. j.
Соответственно, можно задать матрицу вероятностей перехода: P = (pi, j)
(если цепь конечная, то это матрица; если цепь бесконечная, то это линей-
ный оператор на пространстве последовательностей).
Задание конечномерного распределения цепи через матрицу вероятности пе-
рехода и начальное распределение:

P (X0 = i0, . . . , Xn = in) = P (X0 = i0)pi0,i1 pi1,i2 . . . pin−1,in

Для одномерного распределения (формула полной вероятности):

P (Xn = j) = (p0Pn) j

Построение графа по матрице и обратно.
Если мы задаемся только вопросом «откуда куда можно попасть», то можно
задать не саму матрицу P, а только ориентированный граф, который по-
рождает эта матрица P: нарисуем состояния и соединим направленными
ребрами те вершины, куда можно перейти за один ход, это соответствует
ненулевым элементам матрицы.

•1
�� ** •2

		
•4

HH

44 •3YY
P=




p1,1 p1,2 0 0
0 0 p2,3 0
0 0 p3,3 0

p4,1 0 p4,3 0




Рис. 3.1: Пример графа и соответствующей ему матрицы перехода

Если вся матрица P состоит из ненулевых чисел, граф будет полным, вклю-
чая петли.
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Граф удобен тем, что мы можем мыслить на несколько ходов вперед и легко
отслеживать длинные пути. По матрице мы видим только то, что происхо-
дит за ход, более длинные варианты необходимо перебирать вручную.

Классификация состояний цепи

Введём несколько понятий:
1) i → j — из i следует j, если ∃ путь из i в j на графе, или (в терминах

матрицы перехода) ∃n: (Pn)i j > 0;
2) i↔ j — i и j сообщаются, если i→ j, j→ i;
3) i — поглощающее состояние, если pi,i = 1 (i→ j =⇒ j = i);
4) i — существенное состояние, если i→ j =⇒ j→ i.

Пример. Для графа на рис. 3.1 состояние 3 — существенное и поглощаю-
щее; состояния 1, 2 и 4 — несущественные.
Пример. Для графа на рис. 3.2 состояние 6 — существенное и поглоща-
ющее; состояния 1 и 2 — несущественные; 3, 4 и 5 — три сообщающихся
существенных состояния.

•1 **

��

��
•2jj

��
•6YY •3

{{ ��
•5YY 44 •4YY

FF

Рис. 3.2: Пример графа посложнее

Теорема 3.1 (о разложении цепи). Все состояния цепи Маркова разбивают-
ся на какое-то количество классов E0, E1, . . . : E0 — класс несущественных
состояний; E1, E2, . . . — замкнутые классы сообщающихся состояний (в E1

все сообщаются и из E1 не следует ничего, не лежащее в E1; в E2 все сооб-
щаются и из E2 не следует ничего, не лежащее в E2 и так далее).
Схематически устройство графа и матрицы перехода любой цепи Маркова
показаны на рис. 3.3.
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E0

E1 E2

E0 E1 E2

E0

E1

E2




что-то
0 ∗ 0
0 0 ∗




Рис. 3.3: Устройство графа и матрицы перехода произвольной цепиМаркова

Определение 3.3. Цепь называется неразложимой, если в её разложении
присутствует только E1, то есть несущественные состояний нет вообще, а
существенные все со всеми сообщаются.
5) Cущественное состояние i периодично с периодом d > 1, если (Pn)i,i =
= p(n)i,i > 0 =⇒ d | n, причём d — максимальное такое число. С точки
зрения графа любой цикл из i в i имеет длину, кратную d. Если d > 1
не существует, состояние непериодично.

Пример. Для графа на рис. 3.4 все состояния — непериодические (есть
циклы длины 3 и 5). Если бы ребра 3→ 2 не было, все состояния были бы
периодичны с периодом 3.

•1 ++ •2




•3

TT JJ

Рис. 3.4: Пример графа с непериодичными состояниями

Теорема 3.2 (о солидарности). Если i↔ j, то
a) оба существенны или оба несущественны;
b) у обоих одинаковый период или оба непериодичны.

У каждого неразложимого класса у всех состояний один период, поэтому
мы можем говорить о периоде цепи (подцепи).
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Теорема 3.3 (о периоде цепи). Если неразложимая цепь (подцепь) имеет пе-
риод d, то состояния распадаются на классы S1, . . . , Sd : S1→ S2→ . . .→ Sd→ S1.

Эргодическая теорема

Начнём с вопроса, как ведёт себя Xn при n → ∞. Сойтись к конкретному
состоянию он может только если мы окажемся в поглощающем состоянии.
А вот по распределению сходиться можно. Так как Xn принимает конечное
или счётное число значений, то сходимость по распределению— это просто
сходимость Xn. Хотим понять, когда сходимость будет иметь место.

• P (Xn = j | X0 = i)— вряд ли сходится для периодических цепей;
• если цепь разложима, предел вероятности также будет зависеть от на-

чального распределения.
Теорема 3.4 (эргодическая для конечных цепей). Если цепь Маркоова нераз-
ложима, непериодична и конечна, то

P (Xn = j | X0 = i)→ π j > 0, n→∞,

где π — единственное решение уравнения πP = π с
∑
πi = 1 (левый соб-

ственный вектор или собственный вектор транспонированной матрицы с
собственным значением 1).
Пример. Рассмотрим цепь, заданную матрицей перехода

�1
2

1
2

1 0

�

Она неразложимая и непериодическая. Выполнено условие эргодической
теоремы, значит, πP = π должно иметь единственное вероятностное реше-
ние.

(PT − E)π= 0�−1
2 1

1
2 −1

��
π1

π2

�
= 0

Отсюда видно, что π2 =
π1

2
. С учётом того, что π1+π2 = 1, находим решение

π=
�

2
3

,
1
3

�
.

6) i — возвратное состояние, если P (∃n: Xn = i | X0 = i) = 1, иначе состо-
яние невозвратное.
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Из определения понятно, что любое несущественное состояние невозврат-
но. Для конечных цепей существенные состояния возвратны. Примером
бесконечных цепей с невозвратными состояниями может служить несим-
метричное случайное блуждание.
7) i — нулевое возвратное состояние, если i возвратно, а Pii(n) → 0,

n→∞, иначе возвратное состояние называется положительно воз-
вратным.

Примером нулевой возвратности является симметричное случайное блуж-
дание — мы обязательно вернёмся в состояние i, но на n-ом шаге это ма-
ловероятно. Если поставить барьеры с двух сторон, то возвратность станет
положительной.
Теорема о солидарности распространяется на возвратность, невозвратность,
нулевую возвратность и положительную возвратность.
Теорема 3.5 (эргодическая). Пусть цепь неразложима, непериодична и по-
ложительно возвратна. Тогда

P (Xn = j | X0 = i)→ π j > 0, n→∞,

где π— решение системы πP= π с
∑
πi = 1.

Замечание 3.1. Если неразложимая, непериодическая цепь нулевой воз-
вратности или невозвратна, то

>π:
∑
πi = 1, πi ¾ 0, πP= π;

P (Xn = j | X0 = i)→ 0.

Теорема 3.6 (критерий возвратности). i — возвратно⇐⇒∑
n

pi,i(n) = +∞.
Если общий член ряда к нулю не стремится, то возвратность положитель-
ная; если общий член ряда стремится к нулю, то возвратность нулевая; если
ряд сходится, то состояние невозвратно.
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Семинар 4. Стационарные в узком смысле
последовательности

Преобразования, сохраняющие меру

Определение 4.1. Измеримое отображение T : Ω→ Ω называется сохраня-
ющим меру преобразованием, если P (T−1A) = P (A) ∀A∈ F .
Пример. Рассмотрим Ω= {0, 1}. На этом множестве есть четыре различных
преобразования:

T1(ω) =ω, T2(ω) = 1+ω, T3(ω) = 1, T4(ω) = 0. (1)

Для произвольной меры сохранять меру будет только преобразование T1;
T2 сохраняет только равномерную меру; T3 сохраняет меру, концентриро-
ванную на 1; T4 сохраняет меру, концентрированную на 0.
Пример. Возьмём преобразование Tω = (ω + a) mod 1, a ∈ R, Ω = [0, 1],
P — мера Лебега (рис. 4.1). Оно будет сохранять меру.

a

ωTω

Рис. 4.1: Действие преобразования Tω= (ω+ a) mod 1 на точку ω ∈ [0, 1]

Инвариантные множества и виды их преобразований

Определение 4.2. Измеримое множество A— инвариантно, если T−1A= A.
Измеримое множество A— почти инвариантно, если мера симметрической
разности множеств нулевая: P (A∆ T−1A) = 0. Символом I будем обозначать
сигма–алгебру инвариантных множеств преобразования T .
Утверждение 4.1. Если Aпочти инвариантно, то ∃B —инвариантное, такое,
что P (A∆B) = 0.
Определение 4.3. Преобразование T — эргодическое, если

∀A∈ I : P (A) ∈
¨

0;

1.
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Все множества меры 0 или 1 по определению почти инварианты. У эргоди-
ческих преобразований других инвариантных множеств нет.
Определение 4.4. Преобразование T — перемешивающее, если

P (A∩ T−nB)→ P (A)P (B) ∀A, B

Если хорошо перемешать B, то оно станет почти независимым от A, даже
если изначально оно совпадало с A.
Все перемешивающие преобразования эргодичны, обратное неверно.
Пример. Вернёмся к преобразованиям (1).

• У T1(ω) =ω инвариантные множества все, при этом не все меры 0 или
1. Поэтому это преобразование будет эргодичным только если мера
сосредоточена в 0 или 1;

• T2(ω)— эргодическое при равномерной мере, так как его инвариант-
ные множества — Ω и ∅. При этом оно неперемешивающее, так как
если n — чётное, а A= {1}, B = {1}, то P (A∩ T−nB) =

1
2
6→ 1

4
;

• T3(ω) и T4(ω) сохраняют меру, сосредоточенную в 0 или 1 и все события
имеют меру 0 или 1, поэтому эти преобразования эргодические.

Пример (Задача про перестановку).

Рассмотрим перестановку σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}.
Это преобразование сохраняет меру, так как

P
�
σ−1(A)

�
=

��σ−1(A)
��

n
=
|A|
n
= P (A).

• Если σ — не цикл, то у неё есть цикл меньшей длины (i1, . . . , ik). Этот
цикл образует инвариантное множество, потому что все его элементы
переходят в себя. Так как этот цикл не полной длины, он имеет меру
не 0 и не 1, значит, эргодичность нарушается.

• Если σ — цикл. Пусть σ−1A= A. Если a ∈ A, то и предыдущий элемент
цикла также лежит в A и все последующие элементы. Значит, A может
быть или пустым или Ω, а σ эргодична.

Таким образом, у перестановок эргодичность означает, что перестановка
имеет единую цикловую структуру.
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Теорема Биркгофа–Хинчина для преобразований, сохраня-
ющих меру

Теорема 4.1 (Биркгофа–Хинчина для преобразований, сохраняющих меру).
Пусть T — преобразование, сохраняющее меру, тогда для любой случайной
величины X : Ω→ R выполнено соотношение

n∑
k=0

X (T kω)

n+ 1
п.н.−→ E (X | I ).

Пример. T : {1, . . . , m} → {1, . . . , m} — перестановка чисел от 1 до n. Мера
равномерная, а X (ω) =ω.

• Если у нас цикл, то перестановка будет перемещать X по всем числам
от 1 до n. За m шагов встретим каждого числа по одной штуке, поэтому
при n → ∞ наша дробь будет стремиться к E X =

m+ 1
2

по теореме
Биркгофа–Хинчина.

• Если у нас перестановка с цикловой структурой, то всё будет зависеть
от того, где мы начали. Если стартовая ω была в каком-то блоке, она
всегда в этом цикле жить и будет и E (X | I) будет зависеть от того, где
именно лежит ω.

Справедлива такая замечательная конструкция:
1) Если T сохраняет меру, а X — любая случайная величина, то последо-

вательность Xn(ω) = X (T nω)— стационарная в узком смысле последо-
вательность.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Проверим, что распределение вектора (X1, . . . , Xd) такое
же, как и вектора (Xn+1, . . . , Xn+d):

P
�
(X1, . . . , Xd) ∈ A

� ?
=P

�
(Xn+1, . . . , Xn+d) ∈ A

�

Обозначим множество B =
�
ω: (X1, . . . , Xd) ∈ A

	
и распишем выражения в

левой и правой части:

P
�
(X1, . . . , Xd) ∈ A

�
= P (ω ∈ B) = P (B);

P
�
(Xn+1, . . . , Xn+d) ∈ A

�
= P (T nω ∈ B) = P (ω ∈ T−nB) = P (T−nB).

Так как T сохраняет меру, то P(B) = P(T−nB), поэтому наше равенство верное
и последовательность стационарна в узком смысле. �
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Эргодическая теория для стационарных последовательно-
стей
2) Если Xn — стационарная в узком смысле последовательность, то
∃ (eΩ, eF , eP), eT — сохраняющая меру, eX : eΩ→ R— случайная величина,
такие, что

�eX ( eω), eX (eT eω), . . . , eX (eT k eω)� d
=
�
X1(ω), . . . , Xk+1(ω)

� ∀k,

то есть можно поменять вероятностное пространство, что распреде-
ление последовательности останется тем же, но сама последователь-
ность будет иметь форму, которая описывается в теореме Биркгофа–
Хинчина.

Теорема 4.2 (Биркгофа–Хинчина для стационарных последовательностей).
Если Xn — стационарная в узком смысле последовательность, то

n∑
i=0

X i

n+ 1
п.н.−→ E (X1 | I ),

где I — некоторая сигма–алгебра инвариантных множеств:

I =
¦

A∈ F : A=
�
(Xk, . . .) ∈ B ∈ B(R∞)

	 ∀k
©

Определение 4.5. Последовательность Xn — эргодическая, если I состоит
из множеств, имеющих меру 0 или 1, то есть ∀A∈ I P (A) ∈

¨
0;

1.

Определение 4.6. Последовательность Xn — перемешивающая, если
P
�
(X1, . . . , Xk) ∈ A, (Xn, . . . , Xn+`) ∈ B

�→ P
�
(X1, . . . , Xk) ∈ A

�
P
�
(X1, . . . , X`) ∈ B

�

при n→∞.
Пример. Последовательность независимых одинаково распределённых слу-
чайных величин перемешивающая. Также из эргодической теоремы следу-
ет, что неразложимая, непериодическая, конечная цепь Маркова также яв-
ляется перемешивающей.
Из перемешиваемости, как и раньше, следует эргодичность, а значит в тео-
реме Биркгофа–Хинчина можем заменить E (X1 | I) на E X1.
Теорема 4.3 (УЗБЧ Биркгофа–Хинчина). Если Xn — стационарная в узком
смысле эргодическая последовательность, то

X1 + . . .+ Xn+1

n+ 1
п.н.−→ E X1.
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Так как последовательность независимых одинаково распределённых слу-
чайных величин эргодическая, УЗБЧ Колмогорова является частным слу-
чаем УЗБЧ Биркгофа–Хинчина.
Утверждение 4.2. Пусть h: R∞ → R — измеримое отображение, Xn — ста-
ционарная в узком смысле последовательность.
Рассмотрим Yn = h (Xn, Xn+1, . . .):

a) Yn — стационарна в узком смысле.
b) Если Xn — эргодическая, то Yn — эргодическая.

Пример. X i —независимые одинаково распределённые случайные величи-

ны; h (x , y) = x · y =⇒

n∑
i=1

X i X i+1

n
п.н.−−−→

n→∞ E X1 E X2.
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Семинар 5. Мартингалы

Введение в мартингалы
Вспомним свойства условного математического ожидания:
1) E (c |A) = c — математическое ожидание константы;
2) E (aX + bY |A) = a E (X |A) + b E (Y |A)— линейность;
3) E

�
E (X | A1)

��A2

�
= E

�
E (X | A2)

��A1

�
= E (X | A1), если A1 ⊆ A2 — теле-

скопическое свойство;
4) E

�
ϕ(X )Y |X ) = ϕ(X )E (Y | X ), где ϕ(X )— измеримая функция;

5) E (X | Y ) = E X , если X , Y независимы.
Пример (Казино). Есть игрок в казино с X0 денег, которые он может рас-
пределить по разным автоматам (рис. 5.1) или оставить на руках. Автомат
выдаёт выигрыш, который не зависит от всего, что происходит, кроме то-
го, что в него засунули и в среднем выигрыш не больше того, что в него
засунули. Если автомат получил на вход x , он выдаст на выходе случайную
величину x + Y : E Y ¶ 0.

X0

x
x + Y

Рис. 5.1: Устройство казино

Капитал в момент времени n обладает следующим свойством:
E (Xn | Xn−1, . . . , X0)¶ Xn−1

Определение 5.1.

Xn — мартингал, если E (Xn | Xn−1, . . . , X0) = Xn−1 п.н.
Xn — супермартингал, если E (Xn | Xn−1, . . . , X0)¶ Xn−1 п.н.

Xn — субмартингал, если E (Xn | Xn−1, . . . , X0)¾ Xn−1 п.н.
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Приведённая модель не совсем точно описывает происходящее в реальном
казино, так как решения игрока могут основываться на дополнительной ин-
формации об автоматах. Поэтому удобнее рассматривать не сигма–алгебру,
порождённую X i, а сигма–алгебру всего прошлого.
Определение 5.2. Пусть Fi ⊆ Fi+1 — фильтрация (поток) сигма–алгебр,
причём Xn удовлетворяет следующим условиям:
1) X i ∼ Fi–измеримо;
2) E |X i|< +∞;
3) E (Xn+1 | Fn) = Xn п.н.

Тогда (Xn, Fn) — мартингал. Заменой равенства на неравенство в послед-
нем условии определяются субмартингал и супермартингал.
Разница приведённых определений в том, что в Fn можно добавить что-то
ещё помимо X i.
Пример. Пусть ξi — независимые случайные величины с E |ξi| < +∞∀i, а
Sn = ξ1+. . .+ξn. Так как E (Sn+1 | Sn, . . . , S1) = E (ξn+1+Sn | Sn, . . . , S1) = Eξn+1+Sn,
то

• Sn — мартингал, если Eξi = 0;
• Sn — субмартингал, если Eξi ¾ 0;
• Sn — супермартингал, если Eξi ¶ 0.

Пример (мартингал Леви). Если X — случайная величина с E |X | < +∞,
Fn — фильтрация (поток). Рассмотрим Xn = E (X | Fn). Это мартингал отно-
сительно потока Fn, так как E (Xn+1 | Fn) = E

�
E (X | Fn+1)

��Fn) = E (X | Fn) = Xn.

Свойства (суб/супер)мартингалов:
1. Пусть Xm — (суб/супер)мартингал, m> n, тогда

E (Xm | Fm) = E
�
E (Xm | Fm−1)

��Fn

�
= E (Xm−1 | Fn) = . . .= Xn.

2. E Xm = E X0 — на уровне первого момента все (суб/супер)мартингалы
одинаковые.

Остановленный мартингал

Мы доказали, что у игрока в казино в среднем всегда меньше или равно
денег, чем в начальный момент: E Xn ¶ E X0. Но мы можем уйти из казино
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не в n–ыймомент, а каждый раз выбирать n, зависящий отω. То есть найдём
оптимальный момент ухода из казино T (ω) и уйдём с выигрышем XT .
Пример (Петербургская игра). Подбрасываем монетку. Если выпадает на
орла, получаем в два раза больше денег, если на решку— теряем всю сумму.
Игрок может увеличивать каждый раз, когда выпала решка, ставку в 2 раза,
и когда орёл всё-таки выпадет, он вернёт все свои деньги и дополнительно
заработает исходную ставку.
Определение 5.3. Марковский момент — такая случайная величина τ,
что событие {τ ¶ n} ∈ Fn ∀n. Момент остановки — марковский момент с
E T < +∞.
Иногда марковский момент называют моментом остановки, но мы будем
использовать такую терминологию.
В наших терминах условие {τ¶ n} означает, что τ не может забегать вперёд
во времени. То есть решение игрока, ушёл ли он до момента n определяется
исходя из того, что происходило в игре до момента n.
Теорема 5.1 (об остановленных мартингалах). Пусть T — марковский мо-
мент, E

T∑
i=1
|X i+1 − X i|< +∞. Тогда E XT = E X0.

Для субмартингалов и супермартингалов равенство меняется на соответ-
ствующее неравенство.
Так как в казино капитал игрока изначально ограничен, условия теоремы
выполнены и игрок даже в момент остановки уйдёт с меньшим в среднем
капиталом, чем пришёл. Не работает с таким лимитом и петербургская иг-
ра: когда выигрыш будет приближаться к размеру изначального капитала,
будет реальный шанс всё проиграть.

Теорема о сходимости субмартингалов

Теорема 5.2 (о сходимости). Пусть Xn — субмартингал и sup
n

E |Xn| < +∞,
тогда Xn сходится почти наверное.

Из этой теоремы получаем, что Zn

mn
сходится почти наверное.

Теорема 5.3. Если Xn — равномерно интегрируема
�
E |Xn| I|Xn|>M ⇒по n

0 при
M → +∞�

, то Xn сходится в L1 к какой-то случайной величине X∞, причём
Xn — мартингал Леви по X∞ : Xn = E (X∞ | F1).
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Сходимость в L1 позволяет нам что-то понять про предел, потому что как
минимум математическое ожидание Xn сходится к математическому ожи-
данию предела.
Для мартингалов выполнены ряд неравенств, которые похожи на неравен-
ства для случайных блужданий.
Теорема 5.4 (Дуба).

1. Если Xn — субмартингал, то

P
�

sup
n¶m
|Xn|> x

�
¶

E X+m
x

, x > 0, X+m =max(Xm, 0);

2. Если Xn — мартингал, E |Xn|p < +∞, p > 1, то P
�

sup
n¶m
|Xn|> x

�
¶

E |Xm|p
x p

.
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Семинар 6. Случайные процессы в общем виде

Сигма–алгебры

Вспомним технологию построения меры и сигма–алгебр, начиная с R. Возь-
мём отрезки [a, b] и рассмотрим минимальную сигма–алгебру, содержащую
все отрезки σ

�
[a, b], a, b

�
. Она совпадает с сигма–алгеброй, порождённой

всеми открытыми множествами и называется борелевской на прямой: B(R).
В Rn мы взяли параллелепипеды или декартово произведение любых боре-
левских множеств и породили сигма–алгебру:

σ
�
[a1, b1]× . . .× [an, bn]

�
= σ

�
B1 × . . .× Bn, Bi ∈ B(R)

�

Она совпадет с сигма–алгеброй, порождённой открытыми множествами и
называется борелевской в пространстве: B(Rn).
ВR∞ сигма–алгебру порождают цилиндры или декартово произведение лю-
бых борелевских множеств на R∞:

σ
�
[a1, b1]× . . .× [an, bn]×R∞) = σ(B1 × . . .× Bn ×R∞) = σ(B ×R∞)

Она совпадает с сигма–алгеброй, порождённой открытыми множествами с
правильно введённой метрикой и называется борелевской в пространстве
последовательностей: B(R∞).
Теперь рассмотрим пространство функций RT — это множество отобра-
жений f : T → R, T ⊆ R+. В качестве порождающего возьмём цилиндр
I B1,B2,...,Bn

t1,t2,...,tn

=
�

f : f (t1) ∈ B1, . . . , f (tn) ∈ Bn

	
. Здесь Bi ∈ B(R), t i ∈ T .

То есть один цилиндр — множество функций, принимающих в заданных
точках t i значения из определенного множества Bi (рис. 6.1). Так как у нас
нет никаких ограничений на функции, это довольно слабое условие на мно-
жество функций.

t1 t2 t3

Рис. 6.1: Области, через которые должна пройти функция, лежащая в ци-
линдре
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Хотим натянуть на эти цилиндры минимальную сигма–алгебру и назвать
это цилиндрической сигма–алгеброй в пространстве функций: IT .
Мы задаём такие порождающие, потому что на них мы будем задавать меру.
Для таких порождающих достаточно задать вероятность попадания в соот-
ветствующие множества конечного числа точек.
Эта сигма–алгебра будет совпадать с сигма–алгеброй

σ

�¦
f :
�

f (t1), . . . , f (tn)
� ∈ B, B ∈ B(Rn)

©�
,

она же будет совпадать с сигма–алгеброй

σ

�¦
f :
�

f (t1), . . . , f (tn), . . .
� ∈ B, B ∈ B(R∞)

©�
,

а эта сигма–алгебра в свою очередь равна множеству
§¦

f :
�

f (t1), . . .
� ∈ B

©ª
,

так как минимальная сигма–алгебра, содержащая такие множества — это
просто сами эти множества, потому что они уже образуют сигма–алгебру.
Ни до какой борелевской сигма–алгебры, порождённой какими-то откры-
тыми множествами, мы не дошли даже близко. Мы дошли только до мно-
жества функций, которые определяются конечным или счётным числом то-
чек. Любое цилиндрическое множество вRT —это множество, для которого
есть такое B ∈ R∞ и есть такая последовательность {t i}∞i=1.
Пример. Рассмотрим единичный шар в RT по равномерной норме:

A=
¦

f :
�� f (t)

��¶ 1 ∀t
©

.

Если A∈ I, то ∃B ∈ B(R∞) и {t i}: A=
¦

f :
�

f (t1), . . . , f (tn)
� ∈ B

©
. Возьмём лю-

буюфункцию, которая лежит в A, например, f1 = 0. Положим f2 =

¨
0, t 6= s
2, t = s

,
где s /∈ {t i}. f2 в A не лежит, а f1 лежала. При этом значения у них в t i оди-
наковые, поэтому раз одна лежала в B, то и вторая будет лежать в B. Мы
получили противоречие. Значит, A /∈ I.
Сигма–алгебру в RT мы смогли построить, но она получилась очень бедная,
в ней отсутствует даже единичный шар.
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Случайный процесс
Определение 6.1. Случайным процессом X t называют отображение
X t : Ω → RT , такое, что прообраз любого элемента из цилиндрической сиг-
ма–алгебры является элементом F : X−1(B) ∈ F ∀B ∈ IT .
Как всегда, достаточно проверить это только на порождающих: если

X−1
��

f : f (t1) ∈ B1, . . . , f (tn) ∈ Bn

	� ∈ F ,

то X — случайный процесс. Можно смотреть на X как на конструкцию.
X : Ω× T → R, тогда условие на случайный процесс запишется в виде

�
ω: X t1

(ω) ∈ B1, . . . , X tn
(ω) ∈ Bn

	 ∈ F .

Под X t i
(ω) подразумеваем значение функции X (ω) в точке t i.

Если взять n = 1, то получим, что X t i
— случайные величины. И наоборот,

если X t i
— случайные величины, то при любом n такая конструкция есть

пересечение элементов из F и набор случайных величин будет случайным
процессом.
То есть случайный процесс — просто набор случайных величин, индексиро-
ванных индексом T , где их несчётное количество.
Пример. Рассмотрим на T = [0, 1] sup

t∈[0,1]
|X t |. Вообще говоря, это не слу-

чайная величина, потому что
¦
ω: sup

t∈[0,1]
|X t | ∈ [0, 1]

©
=
¦
ω:

��X t(ω)
�� ¶ 1 ∀t

©
.

Поэтому хоть случайный процесс и легко построить, даже максимум на от-
резке случайной величиной не является. Построим пример, когда это прямо
не будет случайной величиной. Возьмём Ω= [0, 1], T = [0, 1], F — борелев-
ская сигма–алгебра на [0, 1], случайный процесс

X t(ω) =

¨
0, t 6=ω или ω /∈ A — неизмеримое множество на [0, 1];
1, t =ω, ω ∈ A

Зафиксируем ω и будем менять t, чтобы понять как выглядит траектория
процесса. Она либо всегда 0, если ω /∈ A, либо всегда 0, а в точке ω равна
1, если ω ∈ A. Тогда sup

t
|X t | =

¨
1, ω ∈ A
0, ω /∈ A

— не случайная величина, потому
что прообраз множества, состоящего только из единицы, не является боре-
левским.
Теперь зафиксируем t и посмотрим как выглядит X t(ω). Если t /∈ A, то
X t(ω) = 0; если t ∈ A, то X t(ω) = It=ω. Получается, что при фиксированном t
X t(ω)—случайная величина, так как парообраз— либо весь отрезок [0, 1],
либо этот отрезок без точки. Оба они являются борелевскими.
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Чтобы задать распределение случайного процесса, нужно задать его конеч-
номерное распределение — набор мер

pt1,...,tn
(B1, . . . , Bn) := P (X t1

∈ B1, . . . , X tn
∈ Bn).

Однако не всегда эти меры определяют конкретный процесс.
Пример. Пусть мы задали случайным величинам 1

2 и 1
3 конечномерные рас-

пределения
p 1

2

�
[0, x]

�
= x , x ∈ [0, 1] и p 1

3 , 1
2

�
[0, x]× [0, y]

�
= (1− e−x) (1− e−y) Ix ,y>0.

Такого не бывает, потому что 1
2 распределена равномерно, а пара

�
1
3 , 1

2

�
неза-

висимо экспоненциально, поэтому X = 1
2 одновременно распределена рав-

номерно и экспоненциально. Распределения не согласовались друг с другом.
То же самое может произойти при несимметричном распределении, если не
указать, что t i — монотонно возрастающие. Поэтому положим t1 < . . .< tn.
Будем требовать от pt1,...,tn

следующие условия согласованности:
1) pt1,...,tn

— мера, заданная на декартовом произведении;
2) pt1,...,t i−1,t i+1,...,tn

(B1, . . . , Bi−1, Bi+1, . . . , Bn) = pt1,...,tn
(B1, . . . , Bi−1,R, Bi+1, . . . , Bn).

Теорема 6.1 (Колмогорова). Если выполнены условия 1) и 2) (меры согла-
сованы), то существует пространство Ω и случайный процесс X : Ω → RT с
таким конечномерным распределением.
Пример. Хотим построить набор независимых X t таких, что X t ∼ Ft ,
Ft — заданный набор функций распределения, t ∈ [0, 1], то есть хотим за-
дать континуальный набор независимых величин на одном вероятностном
пространстве. Для этого зададим конечномерные распределения

pt1,...,tn
(B1, . . . , Bn) = P t1

(B1) . . . P tn
(Bn),

где P t i
— мера, соответствующая Ft i

. Условия 1) и 2) выполнены, значит,
существует процесс X t с такими конечномерными распределениями.
Определение 6.2. X t — модификация Yt , если P (X t = Yt) = 1 ∀t ∈ T .
Пример. Возьмём Ω = [0, 1], F = B

�
[0, 1]

�
, X t(ω) = 0, Yt(ω) = It=ω. Тра-

ектории этих процессов выглядит по-разному, у них разные супремумы и
другие характеристики, ни при какомω эти функции не совпадают, но X t —
модификация Yt .
Теорема 6.2 (о непрерывной модификации). Пусть X — случайный процесс,
такой, что выполнено условие E |X t − X s|a+1 ¶ C |t − s|1+b, a, b, C > 0 ∀t, s ∈ T .
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Тогда ∃Yt — модификация X t , такая, что Yt(ω) ∈ C(T ) ∀ω. Yt называется
непрерывной модификацией X t .
Если мы будем рассматривать непрерывную модификацию случайного про-
цесса вместо самого процесса, то бедная цилиндрическая сигма–алгебра
превратится в борелевскую на пространстве функций: B(RT ). Например, еди-
ничный шар для непрерывных траекторий — цилиндрическое множество,
потому что если в рациональных точках функция не больше 1, то во всех
точках она не больше 1.

Виды процессов

Рассмотрим некоторые виды процессов, с которыми в дальнейшем будем
работать:
1) Процессы с независимыми приращениями

Определение 6.3. X t имеет независимые приращения, если X tn
− X tn−1

,
X tn−1

− X tn−2
, . . . , X t0

— независимые величины ∀t0 < t1 < . . .< tn.
Если мы зададим распределение X0 и X t − X s, получим конечномерное рас-
пределение. Если они согласованы, тогда такой случайный процесс суще-
ствует.
1a) Винеровский процесс: X0 = 0, X t − X s ∼N (0, t − s);

1b) Пуассоновский процесс: X0 = 0, X t − X s ∼ Poiss
�
λ(t − s)

�
.

Можно также рассмотреть процессы, у которых будет гамма–распределение
или распределение Коши, но не равномерное, так как распределение долж-
но быть безгранично делимым.
2) Марковские процессы

Определение 6.4. Случайный процесс X t называется марковским, если

P (X tn
∈ An | X tn−1

, . . . , X0) = P (X tn
∈ An | X tn−1

) ∀t1 < t2 < . . .< tn.

3) Гауссовский процесс

Определение 6.5. Случайный процесс X t называется гауссовским, если

(X t1
, . . . , X tn

)∼N (~µt1,...,tn
,Σt1,...,tn

).

4) Стационарные процессы
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Определение 6.6. Случайный процесс X t называется стационарным в уз-
ком смысле, если (X t1

, . . . , X tn
)

d
=(X t1+h, . . . , X tn+h).

Определение 6.7. Случайный процесс X t называется стационарным вши-
роком смысле, если E X t = const, cov (X t , X s) = cov (X t+h, X s+h), в том числе
D X t = D X t+h.

33

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ. СЕМИНАРЫ
ШКЛЯЕВ АЛЕКСАНДР ВИКТОРОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Семинар 7. Марковские процессы

Представление марковского процесса

Пусть есть S —конечное или счётное множество состояний, есть случайный
процесс X t : Ω→ S. Он называется марковским процессом с дискретным мно-
жеством состояний (илимарковской цепью с непрерывным временем),
если ∀t0 < t1 < . . .< tn :

P (X tn
= in | X tn−1

= in−1, . . . , X t0
= i0) = P (X tn

= in | X tn−1
= in−1)

Мы будем рассматривать только однородные цепи Маркова, у которых эта
функция равна pin−1,in(tn − tn−1)

Теорема 7.1 (уравнение Колмогорова–Чепмена).

P(t + s) = P(t)P(s), где P(t) =
�
pi, j(t)

�
.

Это уравнение выполнено по формуле полной вероятности:

P (X t+s = j | X0 = i) =
∑

k

P (X t = k | X0 = i)P (X t+s = j | X t = k)

Введём дополнительные условия на нашу цепь:
1. (сепарабельность). Для любого момента времени t существует случай-

ная величина τ: τ > 0 почти наверное — время, которое я пробуду в
состоянии X t , прежде чем выйду.

2. (стохастическая непрерывность). Матрица P(t)→ E при t → 0+0 рав-
номерно по элементам, то есть pi, j(s) стремится к 1, если i = j; к 0, если
i 6= j, причём сходимость равномерная по i и j. Считаем, что T = R+.

Представим, что в момент t я нахожусь в состоянии i цепи Маркова. Возь-
мёммаленькийшагширины s

n и будем проверять, поменялось ли состояние,
если сделать несколько таких шагов (рис. 7.1).

t

s
n

s
n

s
n

s
n · · ·

τ

Рис. 7.1: Устройство сепарабельной цепи Маркова
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τ— время, которое я просижу, прежде чем покину состояние.

P (τ > s | X t = i) = P
�
X r = i, r ∈ [t, t + s]

��X t = i
� (a)≈

(a)≈ P
�
X t+ s

n
= i, X t+ 2s

n
= i, . . . , X t+ ns

n
= i

��X t = i
� (b)
==

(b)
== pn

i,i

� s
n

�
= en ln pi,i

�
s
n

�
(c)
== e

n

�
1−pi,i

�
s
n

��
+o

�
npi,i

�
s
n

��
(d)−→ e−qi(s).

При переходе (a) мы потеряли события, когда в промежутке длины s
n цепь

успела отскочить куда-то и вернуться назад. Можно показать, что вероят-
ность такого перехода o

�
1
n

�
, поэтому это событие произойдёт хоть раз с ве-

роятностью o(1).
Мы получили обычную дискретную цепьМаркова, для которой можем чест-
но выписать вероятность — это переход (b).
Переход (c) выполнен, так как ln pi,i = ln

�
1− (pi,i − 1)

�
.

Переход (d) возможен, если потребуем, чтобы n
�
1 − pi,i

�
s
n

��
стремилась к

произведению s на некоторую константу qi. Если pi,i дифференцируема, то
p′i,i(0) = −qi, так как

n
�
1− pi,i

�
s
n

��
=

�
pi,i(0)− pi,i

�
s
n

��

s/n
s→−p′i,i(0) s = qis.

Этим нестрогим рассуждением мы показали, что τ имеет экспоненциальное
распределение, поэтому цепь Маркова обязана сидеть в любом состоянии
экспоненциальное время, а потом из него выходить.

Матрица переходных интенсивностей

Определение 7.1. Рассмотрим qi, j = lim
t→0

pi, j(t)

t
, если i 6= j; qi = lim

t→0

1− pi,i(t)

t
;

qi,i = −qi. Иначе говоря, qi, j = p′i, j(0). Матрица Q = (qi, j) называется матри-
цей переходных интенсивностей.
Посмотрим на конструктивное представление цепи Маркова в терминах
матрицы Q. Оказывается, что справедливо такое представление:
Утверждение 7.1. Пусть Q — матрица переходных интенсивностей. Тогда
можно рассмотреть следующий процесс: X0 = i — разыгрывается с неко-
торым распределением. Тогда сгенерируем T0, j ∼ exp (qi, j), j 6= i — неза-
висимые экспоненциальные случайные величины. Возьмём T0 = min(T0, j),
i1 = argmin T0, j. Теперь сгенерируем T1, j ∼ exp (qi1, j), j 6= i1 и посчитаем
T1 =min T1, j, i2 = argmin T1, j. Будем повторять эту операцию много раз.
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Рассмотрим процесс

eX t =





i, t < T0;

i1, T0 < t < T0 + T1;

i2, T0 + T1 < t < T0 + T1 + T2;
...

Процесс устроен следующим образом: взяли начальное состояние i и сижу
в нём время T0. По сути мы разыграли много экспоненциальных времён с
параметрами qi, j для всех j 6= i, и которое из них раньше наступило, то и
победило — цепь переходит в это состояние. В этом состоянии запускаем
новые экспоненциальные времена, уже с q, взятой из строки, в которой мы
оказались. Кто из них победил, туда и переходим. И так далее (см. рис. 7.2).

i

︸︷︷︸
T0

i1

Рис. 7.2: Устройство процесса eX t

Тезис в том, что eX t
d
=Xn как процесс. То есть на каком-то вероятностном про-

странстве можно задать цепь Маркова таким конструктивным образом. По
сути у нас идёт постоянное соревнование: мы из состояния разыграли ку-
чу экспоненциальных величин, выбрали среди них победителя и перешли
в него и так каждый раз.
Минимум экспоненциальных распределений — экспоненциальное распре-
деление:

P (min T0, j > x) = P (T0,1 > x) . . . P (T0,n > x) . . .= e−qi,1 x . . . e−qi,n x . . .= e
−∑

j 6=i
qi, j x

Но qi,i = −
∑

qi, j, так как сумма в строке матрицы Q равна нулю, потому что
это производная матрицы P, а в строке матрицы P сумма была равна 1. Тем
самым мы получили, что минимум экспоненциальных величин экспоненци-
ален с параметром qi.

36

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРИЯ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ. СЕМИНАРЫ
ШКЛЯЕВ АЛЕКСАНДР ВИКТОРОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Нужно научиться из задачи получать матрицу Q.
Пример (Простое случайное блуждание с непрерывным временем). В мо-
мент t за время ∆t → 0 мы выйдем из i с вероятностью λ∆t + o(∆t). Если
выходим, то с вероятностью p идём в i + 1; с вероятностью 1 − p идём в
i−1. Распишем сначала pi,i+2(∆t). Пусть τ1 — время, прошедшее до первого
перехода, τ2 — после первого до второго перехода. Тогда

pi,i+2(∆t)¶ P (τ1 +τ2 ¶∆t) =

∆t∫

0

P (τ2 ¶∆t − s) fτ1
(s) ds =

=

∆t∫

0

�
1−λ(∆t − s) + o(∆t − s)

�
λe−λs ds =

∆t∫

0

(1− e−λ(∆t−s))λe−λs ds =

= (1− e−λ∆t)−λ∆te−λ∆t = λ∆t + o(∆t)−λ∆t
�
1+ o(1)

�
= o(∆t).

Отсюда qi,i+2 = 0. Аналогично qi, j = 0, если |i − j| > 1. Теперь будем искать
pi,i+1(∆t):

pi,i+1(∆t) = P (τ1 <∆t, Xτ1
= i + 1, τ1 +τ2 >∆t | X0 = i)+

+ P (τ1 +τ2 <∆t, X∆t = i + 1 | X0 = i)︸ ︷︷ ︸
=o(∆t)

= o(∆t) + p

∆t∫

0

P (τ2 >∆t − s)︸ ︷︷ ︸
=e−λ(∆t−s)

fτ1
(s)︸ ︷︷ ︸

=λe−λs

ds =

= o(∆t) + pλ∆te−λ∆t .

Значит, qi,i+1 = pλ. Аналогично, qi,i−1 = (1− p)λ. Тогда qi,i = −
∑

j 6=i qi, j = −λ.
Мы получили общий вид матрицы Q:

Q =




. . . . . . . . . 0
λ (1− p) −λ λp

λ (1− p) −λ λp

0
. . . . . . . . .




Пример (Ветвящиеся процессы с непрерывным временем). Есть Zt — коли-
чество частиц в данный момент; λ > 0 — параметр; {pi}— набор вероятно-
стей, описывающий сколько потомков даёт частица: pi —вероятность дать i
потомков, p1 6= 0. Каждая частица размножается спустя экспоненциальное
λ время. Будем считать, что частица уходит из процесса после размноже-
ния (если хотим, чтобы частица оставалась, можем увеличить количество
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потомков каждой частицы на 1). По аналогии с предыдущими выкладками:

P (τ1 +τ2 <∆t | X0 = 1) =
∞∑

j=i−1

∆t∫

0

fτ1
(s)︸ ︷︷ ︸

=λie−λis

p j−i+1 P (τ2 <∆t − s | X0 = j)︸ ︷︷ ︸
=1−e−λ j(∆t−s)

ds = o(∆t)

Последний переход не расписан, необходимо подставить выражения и про-
интегрировать. У нас есть i частиц, у каждой своё экспоненциальное λ. Ка-
кое из них раньше всех наступит и соответствует вероятности перехода. Ин-
тенсивность перехода (показатель экспоненциального времени, спустя ко-
торое я выйду из состояния i): qi = λi.
Теперь выпишем pi. j(∆t). Если j < i − 1, то это o(∆t), поэтому qi, j = 0 если
j < i − 1. Если же j ¾ i − 1, j 6= i, то

pi, j(∆t) = P (τ1 <∆t, τ2 +τ1 >∆t, Xτ1
= j | X0 = i) + o(∆t) =

=

∆t∫

0

fτ1
(s)︸ ︷︷ ︸

=iλe−λis

P (τ2 >∆t − s)︸ ︷︷ ︸
=e−λ j(∆t−s)

p j−i+1 ds = p j−i+1

∆t∫

0

iλe−λis−λ j(∆t−s) ds =

= p j−i+1 e−λ j∆t︸ ︷︷ ︸
=1+o(1)

iλ

∆t∫

0

e−λ(i− j)s ds.

Учитывая, что
∆t∫

0

e−λ(i− j)s ds =
1− e−λ (i− j)∆t

λ(i − j)
=
λ (i − j)∆t + o(∆t)

λ (i − j)
,

найдём
qi, j = lim

∆t→0

pi, j

∆t
= iλp j−i+1, j ¾ i − 1, j 6= i.

И, наконец, qi,i = −
∑
j 6=i

qi j = −iλ. Итого матрица Q выглядит следующим об-
разом:

Q =




0 0 . . . . . . 0 . . .
λp0 −λ λp2 . . . . . . λpn . . .

0 2λp0 −2λ 2λp2 . . .
...

3λp0 −3λ 3λp2 . . .

0
. . . . . . . . .
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В примере возникла специфика, когда интенсивность зависит от состояния
— чем больше частиц, тем быстрее наступают новые события.

Утверждение 7.2. Введём матрицу eP = (epi, j), где epi, j =
qi, j

qi
, j 6= i; epi,i = 0.

Получается, что матрица eP устроена следующим образом: на диагонали на-
ходятся нули, вне диагонали какие-то неотрицательные числа, причём сум-
ма в каждой строчке равна 1. Значит, это матрица вероятностей перехода
какой-то цепи Маркова. Такая цепь Маркова называется вложенной це-
пью Маркова. Оказывается, что эта цепь —- цепь Маркова с непрерывным
временем. То есть цепь Маркова с непрерывным временем— какая-то цепь
Маркова с дискретным временем, только теперь мы совершаем переходы
через экспоненциальное, а не константное время. В сущности в этих цепях
мы видим одно и то же, только в разные моменты времени.
Как найти P (X t = i)? Как найти lim

t→∞P (X t = i)?

Теорема 7.2 (уравнения Колмогорова). P ′(t) = P (t)Q = QP (t) — прямое и
обратное уравнения Колмогорова.
Они выводятся из уравнений Колмогорова–Чепмена. Из этих дифференци-
альных уравнений можем найти P (t), зная Q:

P (t) = eQt .

Теорема 7.3 (эргодическая для марковских процессов). Пусть X (t)— нераз-
ложимая цепь и существует решение уравнения πQ = 0, где π — вероят-
ностный вектор, то есть π:

∑
πi = 1, πi ¾ 0. Тогда pi, j(t)→ π j при t →∞.

Уравнение 0=Qπ выполнено всегда.
Обратите внимание, что вложенная цепь описывает как цепь переходит, но
не запоминает времена, в которые переход происходит. У них разные эрго-
дические распределения. Если цепь в каком-то состоянии находится долго,
шанс, что в момент времени t мы застанем её там будет большой, даже ес-
ли цепь туда редко заходит с точки зрения вложенной цепи, но зато долго
там сижу. Возьмём, например, цепь с тремя состояниями, которая равнове-
роятно переходит в два остальных или остаётся. Тогда вне зависимости от
интенсивности, стационарное распределение сложенной цепи Маркова бу-
дет

�
1
3 , 1

3 , 1
3

�
. А у настоящей цепи распределение будет совсем другое, будет

зависеть от того, сколько времени именно цепь находится в каждом состо-
янии.
Единственная принципиальная разница вложенной цепи и настоящей цепи
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в том, что λ окажутся очень быстрорастущими, может оказаться так, что
цепь взорвётся.
Пример. Возьмём цепь с

Q =




−λ λ 0
0 −2λ 2λ
0 0 −4λ 4λ

. . . . . .
−2nλ 2nλ

0
. . . . . .




.

Рассмотрим τ1 +τ2 + . . .+τn — время до n-ого скачка.

τ1 ∼ exp (λ), τ2 ∼
exp (λ)

2
, . . . , τn ∼

exp (λ)
2n

Из мартингальных соображений можно показать, что этот ряд сходится по-
чти наверное. Поэтому с вероятностью 1 в какой-то момент наша цепь убе-
жит в никуда.
Из-за того, что интенсивность сокращается, цепь за конечное время убегает
в бесконечность, причём это время при каждомω наступит в своё случайное
время, к которому сойдётся ряд из непрерывных случайных величин. Важ-
но, что этот ряд почти наверное сходится, поэтому цепь будет взрываться.
Что происходит после момента взрыва, не описывается цепью, потому что
непонятно где она.
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Семинар 8. Пуассоновский процесс

Определения

Определение 8.1. Пуассоновский процесс—процесс Nt со следующими свой-
ствами:
1) N0 = 0 почти наверное;
2) Nt − Ns ∼ Poiss

�
λ(t − s)

�
, λ > 0, t > s;

3) процесс с независимыми приращениями;
4) траектории непрерывны справа.

Поскольку приращения пуассоновские, процесс непрерывный справа, то,
очевидно, траектория кусочно постоянна, монотонно неубывает (рис. 8.1).
Если бы мы не потребовали условие 4, то можно было бы к процессу добав-
лять шумы вверх-вниз, которые выбрасывали бы его из этих точек вверх, а
затем возвращали.

︸ ︷︷ ︸
τ1

τ2︷ ︸︸ ︷

Рис. 8.1: Общий вид пуассоновского процесса

Построим явно такую модификацию, чтобы показать, что она существует.
Сначала определим, какова вероятность того, что τ1 > t. Первый скачок
случится после момента t тогда и только тогда, когда в момент t процесс
всё ещё в 0, поскольку траектория монотонна. Когда τ1 наступит, Nt будет
как минимум 1.

P (τ1 > t) = P (Nt = 0) = e−λt , t > 0.

Поэтому у τ1 экспоненциальное распределение.
Точно также можно посмотреть на вероятность

P
�
τ1 ∈ [t, t + d), τ2 ∈ [t + s, t + s+ d)

�
=

= P (Nt = 0, Nt+d − Nt = 1, Nt+s − Nt+d = 0, Nt+s+d − Nt+s ¾ 1)
(a)
==

(a)
== e−λt λde−λd e−λ(s−d) (1− e−λd).
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При переходе (a) мы пользовались независимостью приращений.
Отсюда можем найти плотность τ1 и τ2 (это предел при d → 0 выражения
выше, делённого на d2):

fτ1,τ2
(t, t + s) = e−λt e−λs λ2, t, s > 0

Нетрудно видеть, что совместная плотность двух случайных величин: пер-
вая — экспоненциальная с параметром λ, а вторая — сумма её и еще одной
экспоненциальной с параметром λ:

fτ1,τ2−τ1
(t, s) = λe−λt λe−λs

Поэтому вместе τ1 и τ2 — две независимые экспоненциальные величины.
Это верно для любого количества различных τ. Промежутки между скачка-
ми пуассоновского процесса оказались экспоненциальными, а сами скачки
при этом оказались ровно на 1. Если бы они были больше, плотности бы не
получились. Раз процесс через экспоненциальные времена переходит на 1
вперёд, можем дать новое определение:

Определение 8.2. Nt — пуассоновский процесс, если Nt =
∞∑
k=1

ISk¶t , где

Sk =
k∑

i=1
Ti, а Ti ∼ exp (λ)— независимые.

Процесс из изначального определения говорил нам, сколько скачков слу-
чится к моменту t, теперь процесс показывает как устроены промежутки
между точками скачков.
Определение 8.3. Nt — пуассоновский процесс, если Nt — марковский

процесс с матрицей переходных интенсивностей Q =



−λ λ 0

−λ λ

0
. . . . . .


 .

Заметим, что чтобы определить пуассоновский процесс, достаточно опреде-
лить пуассоновский поток:
Определение 8.4. Пуассоновский (простейший) поток — набор точек
τ1, τ2, . . . , τk, . . ., в которых происходит подпрыгивание пуассоновского про-
цесса.
Определение 8.5. τ1, . . . , τk, . . . — пуассоновский поток, если
1) (ординарность). P

�∃i, j : i 6= j, τi ∈ [t, t + s), τ j ∈ [t, t + s)
�
= o(s), s→ 0.

2) (стационарность). P
�∃k точек τi в [t, t + s)

�
= P

�∃k точек τi в [0, s)
�
.
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3) (отсутствие последействия). Число точек потока в полуинтервалах
[0, t1), [t2, t3), . . . , [t2k, t2k+1) независимы при 0< t1 < . . .< t2k+1.

В последнем определении, в отличие от всех предыдущих, нет никаких рас-
пределений. Тут есть три простых свойства, которые могут возникнуть в
реальных задачах из общих соображений.
Пример. Если мы стоим на берегу реки, где идёт золотоносная порода, мо-
жем считать, что частички плохо слипаются, их размывает по-отдельности
(ординарность); река течёт довольно давно, вероятность не зависит от того,
когда мы пришли к реке (стационарность); золото распределено по потоку
воды и вероятности встретить его в разные промежутки времени независи-
мы (отсутствие последействия). Поэтому сразу можем сделать вывод, что
поток золотых песчинок будет пуассоновским. Эксперимент подтверждает,
что число частиц, попавшихся в выделенной области реки, распределено
экспоненциально с некоторым параметром λ (рис. 8.2).

Рис. 8.2: Теоритическая и практическая вероятности попадания в область
реки золотоносных частиц (λ взята равной выборочному средне-
му)

Обобщенный пуассоновский поток

Заметим, что совершенно не обязательно пуассоновский поток рассматри-
вать на прямой, его можно рассматривать где угодно. Пусть у нас есть Rd .
Тогда мы можем определить облако точек, обладающих теми же свойства-
ми:
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1) (ординарность). Вероятность того, что в области A⊂ Rn больше одной
точки — это o

�
V (A)

�
при V (A)→ 0.

2) (стационарность). Вероятность, что в области объёма V k точек не
зависит от формы.

3) (отсутствие последействия). Количество точек в непересекающихся
областях независимы.

Определение 8.6. Поток, обладающий свойствами 1-3, называется про-
стейшим потоком в пространстве или обобщённым пуассоновским по-
током.
Можно показать, что для обобщённого потока

P (в измеримой области A n точек) =
�
λV (A)

�n
e−λV (A)

n!
, V (A)— объём A.

Определение 8.7. Если отказаться от условия 2, получим неоднородный
поток. Определим для него интенсивность в каждой точке:

λ(x) = lim
P (в окрестности x есть точка)

V (окрестности) .

Тогда получится похожая формула

P (в A n точек потока) = Λ(A)
n e−Λ(A)

n!
, где Λ(A) =

∫

A

λ(x) d x .

Иначе говоря, число точек неоднородного потока в области пуассоновское
с параметром Λ(A), где Λ(A)— некоторая мера.

Теоремы о пуассоновском потоке

Теорема 8.1 (сложения). Если есть k независимых однородных потоков с
интенсивностями λi, то их объединение является потоком с интенсивно-
стью λ1 + . . .+λk.
Теорема 8.2 (о раскраске). Если есть пуассоновский поток с параметром λ.
Каждая точка потока с вероятностью p1 красится в первый цвет, с вероят-
ностью p2 — во второй цвет, . . . , с вероятностью pk — в k-ый цвет. Тогда
1) Каждый одноцветный набор точек — поток с параметром λpi.
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2) Эти потоки независимы.
В частности, простым частным случаем этого утверждения является то, что
если взять полиномиальную схему из пуассоновского количества величин,
то полученное количество шаров будет независимыми и пуассоновскими.
Эти теоремы удобно применять для разных фактов, чтоюы изучать несколь-
ко потоков вместе или чтобы делить части потока на разные куски.
Теорема 8.3 (условное свойство). Пусть есть пуассоновский поток и извест-
но, что в множестве A положительной меры k точек потока. Тогда точки
потока независимы и равномерно распределены по A.
В частности, на прямой возьмём отрезок [0, t] и посчитаем сколько точек
туда попало: Nt = k. Тогда окажется, что иоменты τ1, τ2, . . . τk распределены
так же, как вариационный ряд равномерного распределения на [0, t]:

(τ1, . . . , τk | Nt = k)
d
==(X(1), . . . , X(k)), X(i) ∼ R [0, t].

Это свойство позволяет утверждать, что в каком-то смысле пуассоновский
поток — очень удобный механизм, чтобы приходить куда-то с инспекцией.
Допустим, мы приходим с инспекцией через экспоненциальные времена с
параметром λ, тогда сколько раз за год мы приходим с инспекцией случай-
ное, а моменты прихода равномерно распределены на отрезке [0, t]. При
этом за полгода мы всё равно приходили равномерно. Случайное число раз,
но моменты прихода были равномерные. Получается, что это такое распре-
деление, которое одновременно равномерно на всех отрезках.

Эксцесс пуассоновского потока

Определение 8.8. Рассмотрим пуассоновский процесс. Зафиксируем точ-
ку t и посмотрим, через какое время случится очередной скачок. Если SNt

— последняя точка потока, которая была до момента t, то мы смотрим на
случайную величину γt = SNt+1

− t — эксцесс процесса.
В силу того, что процесс марковский, ожидать скачка мы будем всё тоже
экспоненциальное с параметром λ время. Это называется парадоксом вре-
мени ожидания.
Пример. Возьмём поток автобусов. Он неплохо аппроксимируется пуассо-
новским потоком, если мы находимся далеко от конечной остановки, где
автобусы ходят по графику. Зафиксируем точку t прихода на остановку и
будем считать время до прихода ближайшего автобуса — эксцесс потока.
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В силу вышесказанного, он будет иметь тоже распределение, что и интер-
вал между автобусами, поэтому ждать автобус с интервалом движения 10
минут мы будем в среднем 10 минут при приходе в случайное время. Это
объясняется тем, что вероятность попасть в большие промежутки больше,
чем в маленькие при равномерном времени прихода. Это можно увидеть,
например, когда приходит несколько автобусов подряд, а потом большой
интервал до следующего автобуса. Вероятность прийти, чтобы следующий
автобус был последним в «паровозике» очень мала, так как с ухода предыду-
щего прошло мало времени, гораздо больше шансов прийти на удлиненный
интервал и ждать автобус большее время. Для больших t время от послед-
него ушедшего автобуса до нашего прихода на остановку ηt = t − SNt

также
распределено экспоненциально с параметром λ, причём оно не зависит с
временем ожидания следующего автобуса (большие t нужны, так как ηt

ограничена сверху t, чтобы распределение не обрезалось).
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Семинар 9. Процессы восстановления

Процесс восстановления
Представим себе следующую задачу: у нас есть лампочка, она работает в
случайные времена Ti ¾ 0, а затем сгорает. Иногда бывает удобно считать,
что первую лампочку я купил новую, а остальные достаю из запасов, поэто-
му первое распределение может отличаться от остальных.
Определение 9.1. Ti — независимые одинаково распределённые (допуска-
ется, чтобы T1 был распределён по-другому, но также независимо). Рассмот-
рим момент t, тогда процесс восстановления Nt:

Nt =max{k : Sk = T1 + . . .+ Tk ¶ t}.
Процесс восстановления, у которого все величины распределены одинако-
во, называется чистым процессом восстановления.
Физически процесс показывает сколько раз сгорела лампочка к моменту t.
Пример. Частный случай процесса восстановления, построенный по экспо-
ненциальным временам Ti ∼ exp (λ)— однородный пуассоновский процесс.
Отметим, что единственный марковский процесс восстановления — пуас-
соновский процесс.

Функция восстановления
Введём важную характеристику процесса восстановления — функцию вос-
становления:
Определение 9.2. Функция восстановления — H(t) = E Nt .
Если расписать математическое ожидание, то

H(t) =
∞∑
k=1

k P (Nt = k) =
∞∑
k=1

P (Nt ¾ k).

В терминах St функция восстановления представима в виде

H(t) =
∞∑
k=1

P (Sk ¶ t) =
∞∑
k=1

F ∗k(t),

где F ∗k — k-ая свёрточная степень функции распределения F , то есть свёртка
F сама с собой k раз: F ∗k = F ∗ F ∗ . . . ∗ F︸ ︷︷ ︸

k раз
.
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Пример. Для пуассоновского процесса Nt ∼ Poiss (λt), тогда функция вос-
становления H(t) = E Nt = λt растёт линейно. Это соответствует интуитив-
ному здравому смыслу: если восстановления происходят с математическим
ожиданием a, то до момента t должно случиться примерно t

a
восстановле-

ний, что соответствует нашему H(t). К сожалению, других чистых процессов
с E Nt =

t
a
, где a = E T1, кроме пуассоновского, нет. Если процесс не являет-

ся чистым, всегда можно подобрать первый шаг по остальным, чтобы эта
формула выполнялась.

Теорема восстановления

Определение 9.3. X — решётчатая случайная величина, если

∃ a, d : P (X ∈ a+ dZ) = 1.

Максимальное такое d называется шагом решётки.
Теорема 9.1 (восстановления). Пусть E T1 = a — конечно. Тогда

1) H(t)
t
→ 1

a
, t → +∞;

2) если Ti — нерешётчатые, то H(t)− H(t − u)→ u
a

, t → +∞, u фиксиро-
вано;

3) если Ti —решётчатые с шагом d, то H(t)−H(t−u)→ u
a

,
u
d
∈N, t→+∞.

Грубо говоря, с течением времени первыйшаг забывается и поэтому можно
считать, что процесс становится похож на однородный, у которого первый
шаг подобран так, чтобы было E Nt =

t
a
даже если первый шаг не подобран

специальным образом.
Можно убрать математическое ожидание и сформулировать закон больших
чисел и центральную предельную теорему для процесса восстановления.
Теорема 9.2 (ЗБЧ для процесса восстановления).
Пусть E T1 = a. Тогда Nt

t
→ 1

a
почти наверное.

Теорема 9.3 (ЦПТ для процесса восстановления).
Пусть E T1 = a, D T1 = σ2 > 0. Тогда

Nt − t
ap

t
d−→ Z ∼N

�
0,
σ2

a3

�
.
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Эти теоремы берутся из простого соотношения {Nt ¾ k}= {Sk ¶ t}.

Уравнение восстановления

Определение 9.4. Уравнением восстановления называют конструкцию
Z(t) = z0(t) + Z ∗ F(t), где z0 и F — заданные функции, а Z неизвестна.
Пример. X t — дискретная цепь Маркова. Хотим найти P (X t = k). Для удоб-
ства будем считать, что X0 = k. Воспользуемся марковским свойством:

P (X t = k) = It=0 +
t∑

j=1

P (X i 6= k, X j = k, i ¶ j)︸ ︷︷ ︸
вышли не возвращаясь в k

P (X t− j = k).︸ ︷︷ ︸
могли возвращаться

Так как в дискретном случае формула свёртки выглядит так:

a ∗ u(k) =
∑

a(k− j)
�
u( j)− u( j − 1)

�
,

то наше уравнение — это уравнение восстановления с z0(t) = It=0, Z(t) =
= P (X t = k), F(x) = P (τ¶ x), где τ— время первого прихода в k.
Пример. Рассмотрим γt = SNt+1 − t — эксцесс процесса восстановления —
время до ближайшей сгоревшей лампочки, если мы начали наблюдение
в момент t. На функцию распределения эксцесса можно также составить
уравнение восстановления:

P (γt > x) = P (T1 > t + x) +

t∫

0

fT1
(u)P (γt−u > x).

Здесь z0(t) = P (T1 > t + x), F = FT1
, Z(t) = P (γt > x)

Чтобы решить уравнение восстановления, нужно свернуть его с F k раз:

Z ∗ F ∗k = z0 ∗ F ∗k + Z ∗ F ∗(k+1)

и сложим по всем k:

Z ∗
∞∑
k=0

F ∗k = z0 ∗
∞∑
k=0

F ∗k + Z ∗
∞∑
k=1

F ∗k =⇒

=⇒ Z = z0 ∗
�
Ix>0 +H(x)

�
= z0 + z0 ∗H
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Следствие 9.1 (к теореме восстановления). Пусть g —функция ограничен-
ной вариации, тогда

t∫

0

g(t − u) dH(u) −−−→
t→∞

1
a

∞∫

0

g(u) du.

Это следствие справедливо в нерешётчатом случае и в решётчатом, если t
кратна шагу решётки δ. Используя это свойство, можем расписать свёртку,
фигурирующую в решении уравнения восстановления:

z0 ∗H(x) =

x∫

0

z0(x − u) dH(u)
x→∞−−−→ 1

a

∞∫

0

z0(u) du

Пример. Вернёмся к примеру с эксцессом.

Z(t) = P (γt > x) = z0 + F ∗ Z ,

где z0 = P (T1 > t + x). В силу решения уравнения восстановления

Z(t) = z0(t) + z0 ∗H(t).

При переходе к пределу в уравнении, получим

Z(t)→ 1
E T1

∞∫

0

P (T1 > u+ x) du=
1

E T1

∞∫

x

P (T1 > u) du, t →∞.

Вот такое получилось предельное распределение эксцесса. Можно увидеть,
что для пуассоновского процесса распределение будет просто экспоненци-
альным.
Пример. В случае с цепью Маркова, ранее мы получали

Z(t) = P (X t = k); F(t) = P (τ1 < t); z0(t) = It=0;

Z(t) = z0(t) + Z ∗ F(t).

В силу решения уравнения восстановления

Z(t) = It=0 + I ∗H(t) = H(t)−H(t − 1)→ 1
a

, t > 0.
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Получили эргодическую теорему для цепей Маркова в одной из её форму-
лировок. Это работает, если время возвращения в себя конечное (возврат-
ность цепи) и шаг решётки 1 (непериодичность цепи). Существенность в
этой формулировке теоремы не важна.
Получается очень удобная конструкция, которая позволяет решать множе-
ство разных задач, где возникает регенерационная структура при возвраще-
нии в какое-то состояние спустя случайные промежутки времени. Теорема
помогает учитывать, что эти промежутки случайные, что часто встречается
в реальных задачах.
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Семинар 10. Гауссовские процессы

Броуновское движение и броуновский мост

Начнём с истории этого процесса. В 1827 году Броун открыл броуновское
движение — процесс хаотического движения молекулы под действием по-
стоянных соударений с более мелкими частицами. Мы будем смотреть на
движение вдоль прямой, хотя можно определить броуновское движение и в
пространстве. Это движение является марковским процессом — если части-
ца в какой-то момент где-то находится, то где она окажется в следующий
момент не зависит от предыстории. Движение частицы происходит только
под воздействием случайных соударений в каждый момент времени. Также
процесс должен быть однородным, потому что мы предполагаем, что ничего
во времени не меняется. Переходная плотность процесса за время t в точ-
ке x0 — p(x , t|x0). Из физических соображений получается уравнение Фика
(уравнение диффузии):

∂ p
∂ t
= D

∂ 2p
∂ t2

,

которому подчиняется броуновское движение. Если взять D = 1
2 (это вопрос

того, в каких единицах измеряется время и расстояние), то единственное
решение этого уравнения — плотность нормального распределения:

p =
1p
2πt

e−
(x−x0)2

2t .

Определение 10.1. Процесс Wt называется броуновским движением или
винеровским процессом, если
1) W0 = 0;
2) Wt −Ws ∼N (0, t − s), t > s;
3) Wt — процесс с независимыми приращениями;
4) Wt имеет непрерывные траектории.

С другой стороны, процесс можно задать непосредственно его конечномер-
ными распределениями.
Определение 10.2. Процесс Wt называется броуновским движением или
винеровским процессом, если
1) W0 = 0;
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2) Wt — гауссовский процесс;
3) E Wt = 0, cov (Wt , Ws) = cov (Ws +Wt −Ws, Ws) =min (t, s);
4) Wt имеет непрерывные траектории.

Рассмотрим ещё одно представление броуновского движения, связанное с
Винером: пусть ξi ∼N (0, 1)—независимые одинаково распределённые слу-
чайные величины. Рассмотрим ряд

∞∑
n=1
ξn

sin (πnt)
n

на отрезке t ∈ [0, 1]. Он

сходится, то есть его частичные суммы Sn =
m∑

n=1
ξn

sin (πnt)
n

∼ N (0, σ2
n) схо-

дятся. Это сумма независимых величин с нулевым средним, то есть мартин-
гал. Чтобы применить теорему о сходимости, нужно оценить

sup E

�����
m∑

n=1

ξn
sin (πnt)

n

�����¶ supD
m∑

n=1

ξn
sin (πnt)

n
= sup

m∑
n=1

Dξn︸︷︷︸
=1

sin (πnt)
n

< +∞.

E Sm = 0 → 0, значит, у предельной величины математическое ожидание
нулевое. E Sm(t)Sm(s) =

m∑
n=1

Dξn
sin (πnt) sin (πns)

n2
= min (t, s). Часть преобра-

зования этого выражения опущены. Получили, что Sn действительно явля-
ется винеровским процессом. Это определение бывает удобным, потому что
оно даёт явно как процесс задан.
Есть теорема Карунена–Лоэва, которая говорит, что любой процесс на ком-
пакте в довольно широких условиях можно представить такого рода кон-
струкцией, что бывает очень удобно.
Определение 10.3. Процесс W 0

t = Wt − tW1, t ∈ [0, 1] называют броунов-
ским мостом. Это определение эквивалентно следующему:
1) W 0

0 = 0;
2) W 0

t — гауссовский процесс;
3) cov (W 0

t , W 0
s ) =min (t, s)− ts, t, s ∈ [0, 1];

4) W 0
t имеет непрерывные траектории.

Свойства броуновского движения

Рассмотрим некоторые преобразования процесса, оставляющие его бро-
уновским движением.
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1) Если Wt — броуновское движение, то Wt+s −Ws — тоже, где s — фик-
сированный параметр, t > 0. Иначе говоря, если возьмём траекторию
броуновского движения и начнём рассматривать её с момента s зано-
во, то это будет выглядеть также, как броуновское движение. Доказы-
вается по любому из определений напрямую. Например,

cov (Wt+s −Ws, Wr+s −Ws) = t + s− s− s+ s = t, t < r.

2) (автомодельность). Если Wt — броуновское движение, то pcW t
c
— то-

же, где c > 0. Иначе говоря, процесс можно растянуть по оси времени
в c раз, а по высоте в pc раз. Опять же, свойство проверяется непо-
средственно подстановкой в одно из определений.

3) Если W (1)
t , W (2)

t — два независимых броуновских движения, то процесс
W (1)

t +W (2)
tp

2
— тоже броуновское движение. Свойство просто проверя-

ется через первое определение.
4) (обратимость). Wt — броуновское, значит, tW1

t
, t > 0; 0, t = 0 —

тоже. Свойство очевидно для второго определения для всех пунктов,
кроме непрерывности, которая следует из закона повторного логариф-
ма, приведённого ниже.

Теперь рассмотрим свойства траектории броуновского движения.
1) Wt — мартингал. W 2

t − t, eWt− t
2 — тоже.

2) Траектория броуновского движения почти наверное нигде не диффе-
ренцируема.

3) (закон повторного логарифма).

lim
t→∞

Wtp
2t ln ln t

= 1;

lim
t→∞

Wtp
2t ln ln t

= −1.

Иначе говоря, процесс Wtp
2t ln ln t

болтается, но никогда не выходит из
полосы [−1− ε, 1+ ε] начиная с какого-то момента, при этом время от
времени процесс возвращается как в [1−ε, 1+ε], так и в [−1−ε, −1+ε].
Сам броуновский процесс будет ограничен графиком p2t ln ln t (см.
рис. 10.1).
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p
2t ln ln t

Рис. 10.1: Порядок роста траектории броуновского движения Wt . Пунктри-
ной линией показана ε–окрестность графикаp2t ln ln t, в которую
траектория регулярно попадает.

4) Если подставить в закон повторного логарифма tW1
t
вместо Wt и ввести

новую переменную s = 1
t , то получим

lim
s→0

Wsq
2s ln ln 1

s

= 1;

lim
s→0

Wsq
2s ln ln 1

s

= −1.

В частности, это означает, что траектория броуновского движения бес-
конечно много раз пересекает ось x в окрестности нуля.

Распределение максимума

Найдём P (max Wt > x , t ∈ [0, s]). Для этого будем использовать принцип
отражения для простого симметричного случайного блуждания.

P
�

max
t∈[0,,s]

Wt > x
�
= P

�
���

���
�XXXXXXX

max
t∈[0,s]

Wt > x , Ws > x
�

︸ ︷︷ ︸
=1−Φ

� xp
s

�
=P1

+P
�

max
t∈[0,s]

Wt > x , Ws ¶ x
�

︸ ︷︷ ︸
=P2
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Найдём второе слагаемое (по условию τx ∈ [0, s]):

P2 = P (Ws ¶ x , τx ∈ d t) =

=

s∫

0

P (Wr < x , r ¶ t, τx ∈ d t) ·
=E (IWs¶x |τx=t,τ¶t )︷ ︸︸ ︷

P (Ws ¶ x |Wt = x)︸ ︷︷ ︸
=P (Ws−Wt¶0)=P (Ws−Wt¾0)

=

= P (Ws ¾ x , τx ∈ d t) = P1

Мы взяли траекторию процесса, дождались, пока она дошла до τx . В силу
марковости то, как она туда дошла, не зависит от того, что будет потом.
Тогда траектории, которая ушла в итоге в точку, меньшую x , можно сопо-
ставить траекторию, которая ушла в точку, большую x , причём вероятность
этих траекторий одна и та же. Можно скаpать, что мы воспользовались ав-
томодельностью с c = −1. Значит, P

�
max Wt > x , t ∈ [0, s]

�
= 2 ·

�
1−Φ� xp

s

��
.
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Семинар 11. Слабая сходимость. Принцип
инвариантности

Сходимость в смысле конечномерных распределений

Мы знаем центральную предельную теорему: если X i — независимые оди-
наково распределённые, E X i = 0, D X i = σ2 > 0, то

Sn

σ
p

n
d−→ Z ∼N (0,1).

Проблема в том, что этот факт бессодержателен с точки зрения теории слу-
чайных процессов, потому что для случайной последовательности Sn мы
знаем только про распределение отдельных величин, а не то, как они вместе
устроены. Представьте, что Y — это:

Y = σ
p

n · Z , Z ∼N (0,1) =⇒ Y
σ
p

n
d−→ Z .

Предел по распределению у Y и Sn один и тот же, однако траектории этих
двух последовательностей выглядят совершенно по-разному (см. рис. 11.1).

Рис. 11.1: Траектории двух случайных последовательностей с одинаковой
центральной предельной теоремой. Синим цветом показана тра-
ектория Sn, чёрным цветом — траектория Y .

Проблема сходимости по распределению в том, что там идёт речь только про
одномерные значения процесса. Чтобы получить какой-то содержательный
факт про саму последовательность, нам нужно составить конечномерные
распределения.

Пример. Рассмотрим вектор
�S[nt1]

σ
p

n
, . . . ,

S[ntk]

σ
p

n

�
, где t1 < t2 < . . . < tk < 1.

Чтобы посмотреть, куда такой вектор сходится, применим к нему линейное
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преобразование:
�S[nt1]

σ
p

n
,

S[nt2] − S[nt1]

σ
p

n
, . . . ,

S[ntk] − S[ntk−1]

σ
p

n

�
→

→ (Z1, . . . , Zk)∼N


0,




t1 0
t2 − t1

. . .
0 tk − tk−1





 .

Тогда

�S[nt1]

σ
p

n
, . . . ,

S[ntk]

σ
p

n

�
d−→ U = (Wt1

, . . . , Wtk
)∼N


0,




t1 t1 . . . t1

t1 t2 . . . t2... ... . . . ...
t1 t2

... tk







Определение 11.1. Процесс Xn(t) сходится в смысле конечномерных рас-
пределений к процессу X (t), если любые конечномерные распределения
последовательности этого процесса сходятся к конечномерным распределе-
ниям последовательностей другого процесса. Обозначение: Xn(t)

к.м.−−→ X (t).
В примере выше мы ввели нормированное случайное блуждание Yn(t) =

S[nt]

σ
p

n

с нулевым средним и дисперсией σ2, а затем показали, что этот процесс схо-
дится к броуновскому движению Wt в смысле конечномерных распределе-
ний: Yn(t)

к.м.−−→Wt .

Слабая сходимость

Вспомним эквивалентные определения слабой сходимости для случайных
величин:
1) ∀g ∈ CB E g(Xn) = E g(X );

2) FXn
(x)→ Fx(x) ∀x : P (X = x) = 0;

3) ψXn
(t)→ψX (t);

4) P (Xn ∈ A)→ P (X ∈ A) ∀A: P (X ∈ ∂ A) = 0.

Условия 2 и 3 не переносятся на случайные процессы. 1 и 4 подходят для
переноса, но в 1 возникает вопрос, что такое непрерывное отображение, а
в 4 — что такое граница.
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Введём общее определение слабой сходимости в пространстве, в котором
есть метрика (или норма).
Определение 11.2. Рассмотрим пространство C с метрикой ρ; Xn : Ω→ C —
измеримые относительно B(C). Будем говорить, что Xn слабо сходится к X

(обозначение: Xn
D−→ X ), если выполнено одно из эквивалентных условий:

P
�
ω: Xn(ω) ∈ A∈ B(C)

�→ P
�
ω: X (ω) ∈ A

� ∀A: P (X ∈ ∂ A) = 0⇐⇒
⇐⇒∀g : C→ R E g(Xn)→ E g(X ),

если g — непрерывная по метрике ρ и ограниченная.
С точки зрения понимания, что такое слабая сходимость, удобнее первое
условие, а с точки зрения доказательства часто бывает удобно второе. В
частности, из второго определения совсем просто следует факт, что если
Xn

D−→ X , то f (Xn)
D−→ f (X ), где f — непрерывное отображение из C в какое-то

другое пространство.

Связь слабой сходимости со сходимостью в конечномерных
распределениях
Будем расстраивать процессы Xn ∈ C

�
[0, 1]

�
; ‖ f ‖= sup

[0,1]
f .

Из Xn
D−→ X следует Xn

к.м.−−→ X ,потому что конечномерное распределение —
частный случай вероятности попадания процесса в множество: процесс по-
падает в множество функций, когда

P (Xn ∈ B) = P
�
Xn(t1) ∈ A1, . . . , Xn(tk) ∈ Ak

�→ P
�
X (t1) ∈ A1, . . . , X (tk) ∈ Ak

�
,

где A j : P
�
X (t j) ∈ ∂ A j

�
= 0; B —множество функций, проходящих в момент t1

через A1, и так далее, в момент tk — через Ak (это просто частный случай
принадлежности множеству). Это множество борелевское, и его граница со-
стоит из функций, которые в один из моментов t j проходят через ∂ A j. По-
этому сходимость в конечномерных распределениях — это просто частный
случай слабой сходимости для таких «дырявых» B, а не всех возможных бо-
релевских.
Обратное неверно. Из Xn

к.м.−−→ X не следует Xn
D−→ X .

Пример. Рассмотрим процесс Xn(ω) =





tn, t ¶
1
n

;

2− tn,
1
n
¶ t ¶

2
n

;

0 t ¾
2
n

.
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С течением времени «колышек» сужается, но не растёт вверх. С точки зре-
ния конечномерных распределений для любых фиксированных t1, . . . , tk

при достаточно большом n распределение Xn совпадает с распределени-
ем процесса, состоящего из одних нулей, потому что какие бы t i мы не
взяли, рано или поздно все t i окажутся либо в нуле, либо правее этого
скачка. Значит, Xn

к.м.−−→ 0. Возьмём теперь A =
§

f : sup | f |¶ 1
2

ª
. Для него

P (Xn ∈ A) = 0, P (X ∈ A) = 1. Поэтому Xn
A
AA

D−→0. Если говорить про непрерывно
ограниченные g, можно взять равномерную норму. Это, очевидно, непре-
рывный функционал, раз это норма, но при этом он у исходного процесса
при всех Xn равен 1, а у предельного процесса всегда 0.
Здесь видно в чём специфика сходимости в конечномерных распределени-
ях — в том, что конечномерные распределения ставят фиксированную сет-
ку, а процесс с ростом n может через неё «проскакивать», что невозможно
заметить ни на какой фиксированной решетке, только если смотреть на про-
цесс целиком: у него будет отличаться супремум и другие характеристики,
будет отсутствовать сходимость.
Сходимости в конечномерных распределениях не хватает для слабой схо-
димости. Это очень неудобно, потому что проверять слабую сходимость по
определению не представляется возможным. Поэтому нам хочется добавить
какое-нибудь условие, которое будет обеспечивать слабую сходимость. Та-
кое условие есть и базируется оно на очень простой идее: если Xn сходится к
X в смысле конечномерных распределений, то если оно и сходится куда-то
слабо, то обязательно тоже к X , потому что если Xn сходится к X в смыс-
ле конечномерных распределений и Xn сходится к Y слабо, то конечномер-
ные распределения X и Y одинаковы, тогда и распределения у процессов
одинаковые. Это свойство называется слабо относительно секвенциальной
компактностью.
Определение 11.3. Пусть ∀Xnk

∃Xnk`

D−→ куда-то, то есть из любой после-
довательности можно выделить слабо сходящуюся подпоследовательность.
Тогда Xn — слабо относительно секвенциально компактный процесс.
Если добавить к сходимости в конечномерных распределениях слабо отно-
сительно секвенциальную компактность процесса, то это равносильно сла-
бой сходимости.
Определение 11.4. Пространство называют польским, если оно полное
метрическое и сепарабельное.
Теорема 11.1 (Прохоров). В польском пространстве Xn слабо относительно
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секвенциально компактно тогда и только тогда, когда Xn плотна, то есть

∀ε > 0 ∃K — компакт: ∀n P (Xn ∈ K)¾ 1− ε.

Иногда для доказательства слабой сходимости используют не относитель-
но секвенциальную компактность, а вспомогательные факты про модуль
и непрерывности. Если вы вспомните критерий компактности в C[0, 1], то
увидите, что он как раз в терминах модуля непрерывности и выписывается.
Итак, чтобы доказать слабую сходимость, нам нужно показать, что после-
довательность процессов конечномерно сходится к какому-то процессу, а
дальше доказать свойство плотности. Это определённые технические усло-
вия, которые нужно проверить. В случае C[0, 1], например, это равносте-
пенная непрерывность и равномерная ограниченность функции.

Принцип инвариантности и аналогичные теоремы

Условия для слабой сходимости навострились проверять довольно успешно,
и с помощью этого доказывают разные теоремы. Одна из основных теорем
такого рода называется принципом инвариантности Донскера–Прохорова:
Теорема 11.2 (принцип инвариантности Донскера–Прохорова). Рассмотрим
процесс Yn(t):

Yn(t) =
S[nt] + X[nt]+1 {nt}

σ
p

n
,

где X i —независимые одинаково распределённые с E X i = 0, D X i = σ2. Тогда
Yn

D−→W в C[0, 1].
Выражение Yt — непрерывная линейная интерполяция Snt: линейно соеди-
няем точки блуждания, чтобы в момент [nt] + 1 процесс оказался в точ-
ке S[nt]+1 непрерывно. Это нужно, чтобы дискретное блуждание оказалось
определённым в каждой точке процессом на [0, 1].
Во-первых, это значит, что вероятности сходятся. Отчасти это вообще оправ-
дывает нам понимание того, что такое броуновское движение — это случай-
ное блуждание, которое сжали в отрезок [0, 1] и утрамбовали в pn раз.
Во-вторых, это даёт множество полезных результатов, например,

f (Yn)
d−→ f (W ) ∀ f : C[0, 1]→ R, f — непрерывное отображение.

Любой такой функционал — это уже просто случайная величина, и такая
последовательность случайных величин всегда будет сходиться. Значит, из
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сходимости Yn
D−→ W следует, например, sup Yn → sup W, inf Yn → inf W . Это

позволяет нам исследовать функционал для броуновского движения с по-
мощью функционала для блуждания, и наоборот.
Заметим, что от блуждания здесь ничего не зависит: какое бы блуждание
не было, сходимость всё равно верна. Поэтому можно взять простое сим-
метричное блуждание, для которого всё хорошо считается. Используя его
специфику, сможем явно посчитать f (Yn), где f — интересующий функцио-
нал. Перейдя к пределу, найдём распределение f (W ). Так как теорема верна
для всех блужданий, можем взять любое другое блуждание с нулевым сред-
ним и дисперсиейσ2, и его f (Yn) в пределе будет вести себя также, как f (W ),
которую мы нашли.
Пример. Рассмотрим непрерывный функционал f (g) = max

t∈[0,1]
g(t).

Очевидно, что f — это непрерывный функционал по равномерной норме:
если функцию изменить не больше, чем на ε в каждой точке, максимум тоже
изменится не больше чем ε. Значит, f (Yn)

d−→ f (W ), где Yn — линейно интер-
полированное случайное блуждание, a W —броуновское движение. Значит,
функция распределения тоже сходится. Так как максимум линейной функ-
ции достигается на границе диапазона, нигде, кроме как в целой точке, не
можем достигнуть максимума у линейно интерполированного блуждания:

P
�

f (Yn)> x
�
= P (max

k¶n
Sk > xσ

p
n).

Теперь возьмём X i — простое симметричное случайное блуждание (у него
σ = 1), потому что для всех ответ один и тот же, а для него с максимумами
мы умеем работать:

P (max
k¶n

Sk > m, m ∈ Z) = P (���
���

�XXXXXXXmax
k¶n

Sk > m, Sn > m)+

+ P (max
k¶n

Sk > m, Sn = m) + P (max
k¶n

Sk > m, Sn < m).

Первая вероятность в правой части равна последней, потому что отраже-
ние: если возьмём момент последнего прохода через m, то каждой траек-
тории, заканчивающейся в точке ниже m, можно сопоставить траекторию,
которая заканчивается выше m. Заметим, что если m не целое, а какое-то
x
p

n, то мы должны вместо > x
p

n поставить ¾ [xpn]. Вероятность попасть
в отдельную точку (второе слагаемое) стремится к нулю с ростом m.
В итоге получаем, что

P
�

f (Yn)> x
�
= P (max

k¶n
Sk > x σ︸︷︷︸

=1

p
n) = 2P (Sn > x

p
n) + o(1)→ 2

�
1−Φ(x)�,
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где o(1)— это вероятность попасть в точку, даже если она целая. Переход к
пределу выполнен с использованием центральной предельной теоремы. По
принципу инвариантности Донскера–Прохорова мы нашли распределение
максимума броуновского движения:

1− P
�

f (Yn)> x
�
= P

�
f (Yn)¶ x

�→ P
�

f (W )¶ x
�
= f (W ) = 2Φ(x)− 1

Кроме того, мы теперь доказали, что у всех блужданий такая же асимптоти-
ка, потому что по принципу инвариантности у всех блужданий предел один
и тот же.
Принцип инвариантности стал предлогом множества всяких полезных от-
крытий, в особенности в статистике. Давайте сформулируем еще три похо-
жие теоремы.
Теорема 11.3. Пусть X i — независимые одинаково распределённые решёт-
чатые с шагом 1 и сдвигом 0, то есть они принимают значения из Z, причем
нельзя их вложить, например, в 2Z+3 или в 3Z+5. Рассмотрим тот же самый
процесс Yn(t). Тогда

P
�
Y2n(t) ∈ A

��S2n = 0
�→ P (W 0 ∈ A) ∀A: P (W 0 ∈ ∂ A) = 0.

Таким образом, процесс, рассмотренный при условии возвращения в 0, бу-
дет сходиться к броуновскому мосту. Это соотносится с тем, что броуновский
мост — винеровский процесс, который заставили вернуться в 0.
Теорема 11.4. Пусть X i — независимые одинаково распределённые с мате-
матическим ожиданием 0 и дисперсией σ2, тогда ∀0< i ¶ n:

P
�
Yn(t) ∈ A

��Si > 0
�→ P (W+ ∈ A),

где W+ — броуновская извилина или броуновский меандр.
В статистике тоже верна аналогичная теорема, её обычно формулируют в
терминах непрерывных справа функций, но мы сформулируем её в терми-
нах непрерывных функций.
Пусть X i ∼ R[0, 1] — независимые одинаково распределённые величины.
Fn(x) — эмпирическая функция распределения дискретной случайной ве-
личины. Введём непрерывную случайную величину с функцией распреде-
ления eFn(x) следующим образом: если исходная функция распределения
имела разрывы в точках x(1) ¶ . . . ¶ x(n), добавим к ним точку x(n+1) = 1
и на каждом из отрезков [x(i), x(i+1)], 1¶ i ¶ n заменим константу линейной
функцией (см. рис. 11.2).
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x(1)

x(n)

Рис. 11.2: Эмпирическая функция распределения Fn(x) показана чёрным
цветом, построенная eFn(x)— синим.

Теорема 11.5 (основная теорема статистики).

p
n
�eFn(x)− x

� D−→W 0

в пространстве непрерывных функций C[0, 1].
Если мы дополнительно докажем, что броуновский мост имеет распределе-
ние Колмогорова, мы получим критерий Колмогорова из курса статистики.
К сожалению, непрерывный функционал в C[0, 1] — это довольно узкий
класс.
Пример. Рассмотрим f (g) = sup

�
t : g(t) = 0, t ∈ [0, 1]

	
. Возьмём функцию,

показанную на рис. 11.3. У неё последний 0 в точке 1
3 , при этом в любой

её окрестности есть функция, показанная на рисунке пунктирной линией,
у которой последний 0 находится в точке 0. Значит, функционал на этой
функции разрывен.

0 1
3

1

Рис. 11.3: Пример функции, в окрестности которой функционал будет раз-
рывен.

При этом, чтобы функционал был разрывен, нужно брать своеобразные
функции, особым образом касающиеся нуля. Если нуля не касаться, то тогда
такой проблемы не возникнет. Расширим наше утверждение на подобного
рода функционалы.
Лемма 11.1. Если f — функционал, C f — множество точек (функций) его
разрыва и P (W ∈ C f ) = 0, то f (Yn)

d−→ f (W ).
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Пример. Вернёмся к f (g) = sup
�

t : g(t) = 0, t ∈ [0, 1]
	
и докажем, что бро-

уновское движение подает в множество функций разрыва с вероятностью 0.
В C f попадают функции, для которых

∃δ > 0: ∀ε > 0 ∃gn ∈ Uε(g):
�� f (gn)− f (g)

��> δ.

Пусть f (g) = a. Тогда либо f (gn)> a+δ, либо f (gn)< a−δ.
Случай f (gn) > a + δ невозможен, потому что g — непрерывная функ-
ция, которая не обращается в 0 дальше точки a, значит её инфимум на от-
резке [a + δ, 1] положительный, а значит можно подобрать такую дельта–
окрестность, что её инфимум на этом отрезке также будет положительным
и новых нулей, больших a+δ возникнуть не может.
При f (gn)< a−δ у нас пропадает 0. Рассмотрим отрезок [a−δ, 1]. На него по-
падает точка a, в которой g = 0, значит, супремум не может быть меньше 0, а
инфимум не может быть больше 0. Предположим, что инфимум отрицатель-
ный, а супремум положительный. Тогда у всех точек из некоторой окрест-
ности это условие сохраняется, но тогда в этой окрестности есть 0 между
инфимумом и супремумом, что противоречит тому, что на [a−δ, 1] нет ну-
лей. Значит, 0 может пропасть только если inf

[a−δ,1]
g(x) = 0 или sup

[a−δ,1]
g(x) = 0.

Точка a сама по себе может быть иррациональной, но уж точно у неё в левой
δ–окрестности есть хотя бы одна рациональную точка q. Тогда

P (W ∈ C f )¶ P (∃q ∈Q: sup
[q,1]

W = 0) + P (∃q ∈Q: inf
[q,1]

W = 0).

Посчитаем выражение для супремума, для инфимума всё делается анало-
гично. Зафиксируем q, в ней W (q) = x . Помним, что супремум изначального
процесса равен нулю, тогда для процесса, стартующего из точки q, супремум
будет равен −x . Рассмотрим следующее событие:

P (sup
[q,1]

W = 0) =

0∫

−∞

fWq
(x)P ( sup

[0,1−q]
W = −x) d x =©

Воспользуемся свойством броуновского движения, которое говорит, что
1p
c Wc t

d
=W , соответственно можем отмасштабировать наш процесс:

=©
0∫

−∞

fWq
(x) P

�
sup
[0,1]

W = − xp
1− q

�

︸ ︷︷ ︸
=0

d x = 0.
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Получаем, что P (W ∈ C f ) = 0 — счётное объединение таких вероятностей.
Значит,

P
�
τ0(Yn)¶ x

�→ P
�
τ0(W )¶ x

�
.

Рассмотрим это выражение для простого симметричного блуждания. У него
нулей, кроме как в целых точках, возникнуть не может, так что последний
0 у Sn не больше xn, а такую вероятность мы знаем:

P
�
τ0(Yn)¶ x

�
= P (последний 0 у Sn ¶ xn)→ 2

π
arcsin

p
x .

С помощью свойств случайного блуждания предельный переход можно не
очень сложно доказать.
Тем самым мы получили два важных результата:
1) последний 0 броуновского движения на отрезке [0, 1] распределён как

2
π arcsin

p
x;

2) этот результат верен для любого блуждания, если мы говорим не про
последний приход блуждания в 0, а про пересечение линейно интер-
полированной траекторией 0.

Последний результат можно представить в виде общего закона арксинуса:
Теорема 11.6 (общий закон арксинуса). Для любого блуждания Yn с нуле-
вым средним и дисперсией σ2 момент перехода процесса из отрицательной
точки в положительную τ0 удовлетворяет соотношению

P
�
τ0(Yn)¶ xn

�→ 2
π

arcsin
p

x .

Именно так и работает принцип инвариантности: мы доказываем что-то
очень просто, комбинаторно, с явным заданием величин, а потом соверша-
ем предельный переход и получаем сразу целую серию теорем. Каждый раз,
когда вы про какой-то функционал доказали, что он непрерывный и нашли
его распределение, вы вместе с этим дополнительно доказали теорему для
всех блужданий.
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