
МЕХАНИКА • СЛЕПКОВ АЛЕКСАНДР ИВАНОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ  
ПРОФ. РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ.  
СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU.

ТЕОРИЯ МЕРЫ И 
ИНТЕГРАЛА ЛЕБЕГА 

ДЛЯ ФИЗИКОВ
СОКОЛОВ 

ДМИТРИЙ ДМИТРИЕВИЧ

ФИЗФАК МГУ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН 
СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ 
ПРОФ. РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ 

СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ.  
СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ 

НА VK.COM/TEACHINMSU.

ЕСЛИ ВЫ ОБНАРУЖИЛИ 
ОШИБКИ ИЛИ ОПЕЧАТКИ, 
ТО СООБЩИТЕ ОБ ЭТОМ, 
НАПИСАВ СООБЩЕСТВУ 
VK.COM/TEACHINMSU.

ФИЗИЧЕСКИЙ 
ФАКУЛЬТЕТ  
МГУ ИМЕНИ 
М.В. ЛОМОНОСОВА



БЛАГОДАРИМ ЗА ПОДГОТОВКУ КОНСПЕКТА 

СТУДЕНТА ФИЗИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА МГУ

ДМИТРИЯ САЛЬНИКОВА



ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ñîäåðæàíèå

Ëåêöèÿ 1 4

Ââåäåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Ëåêöèÿ 2 9

Ïîñòðîåíèå ìåðû Ëåáåãà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

Ëåêöèÿ 3 18

Ñâîéñòâà ìåðû Ëåáåãà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Ëåêöèÿ 4 25

Èçìåðèìûå ôóíêöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Ëåêöèÿ 5 30

Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Ëåêöèÿ 6 36

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà . . . . . . . . . . . . . . 36

Ëåêöèÿ 7 43

Ïðîñòðàíñòâî L2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ . . . . . . . . . 45

Ëåêöèÿ 8 47

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â äâèæóùåéñÿ ñðåäå 47

Ëåêöèÿ 9 51

Ôîðìóëà Êàöà-Ôåéíìàíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3

ТЕОРИЯ МЕРЫ И ИНТЕГРАЛА ЛЕБЕГА ДЛЯ ФИЗИКОВ
СОКОЛОВ ДМИТРИЙ ДМИТРИЕВИЧ

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ëåêöèÿ 1

Ââåäåíèå

Äëÿ íà÷àëà, ÷òîáû ïîíÿòü, îòêóäà âîçíèêàåò èäåÿ ìåðû è èíòåãðàëà Ëåáåãà, íåîá-
õîäèìî îáñóäèòü, ÷åì ôèçèêîâ íå óñòðàèâàåò èíòåãðàë Ðèìàíà. Âñïîìíèì, êàê â
ñòàíäàðòíîì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òðàêòóåòñÿ ýòî ïîíÿòèå, è ãäå òàì
âîçíèêàåò ìåðà.
Íà÷í¼ì ñ ïîíÿòèÿ ìåðû. Äîâîëüíî î÷åâèäíî, ÷òî â ìàòåìàòèêå åñòü íåñêîëü-

êî èäåéíî ïîõîæèõ âåëè÷èí, íàïðèìåð, ïëîùàäü ïëîñêîé îáëàñòè è îáú¼ì òåëà â
òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èëè äëèíà êðèâîé è ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òåëà. Òàê æå
â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, âåðî-
ÿòíîñòè è òàê äàëåå. Âîçíèêàåò æåëàíèå îáúåäèíèòü âñå ýòè ñõîæèå âåëè÷èíû â
åäèíóþ àáñòðàêòíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ êîíöåïöèþ, êîòîðàÿ èõ îáîáùàåò. Ýòîò ïîä-
õîä îòêðûâàåò øèðîêèå ïåðñïåêòèâû.
Âñïîìíèì òåïåðü, êàê â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîíèìàåòñÿ èíòåãðàë.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = f(x), çàäàííóþ íà îòðåçêå [a, b]. Ðàçîáü¼ì îòðåçîê [a, b]
íà ìàëûå ÷àñòè [xi, xi+1] äëèíîé ∆xi, âûáåðåì ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè ξi ∈ [xi, xi+1]
è âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ f(ξi) (Ðèñ. 1).

0 a bxi xi+1 x

y

y = f(x)

�i

Ðèñ. 1. Ïîñòðîåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó:

σn(T,Ξ) =
n∑
i=1

f(ξi)∆xi. (1)

Èíòåãðàëîì Ðèìàíà íàçûâàåòñÿ ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò) èíòåãðàëüíûõ ñóìì
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(1) ïðè ñòðåìëåíèè äèàìåòðà ðàçáèåíèÿ ∆ = sup
i

∆xi ê íóëþ ïðè ïðîèçâîëüíûõ

ðàçáèåíèÿõ îòðåçêà [a, b] è ïðîèçâîëüíûõ âûáîðàõ ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê ξi:

I
def≡ lim

n→∞
σn(T,Ξ) =

b∫
a

f(x)dx. (2)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå âñå ôóíêöèè èíòåãðèðóåìû â ñìûñëå (2). Èçâåñòíûé ïðèìåð
íåèíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè - ýòî ôóíêöèÿ Äèðèõëå:

D(x)
def≡

{
1, x ∈ Q,
0, x ∈ R/Q.

(3)

Â ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì îòðåçêå åñòü òî÷êè è ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíà-
òàìè, è ñ èððàöèîíàëüíûìè. Åñëè âûáèðàòü â êà÷åñòâå ξi òî÷êè ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîîðäèíàòàìè, èíòåãðàë áóäåò ðàâåí (b− a), à åñëè áðàòü òî÷êè ñ èððàöèîíàëüíûì
êîîðäèíàòàìè - 0.
Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò æåëàíèå îáîáùèòü ïîíÿòèå èíòåãðàëà. Îäíàêî, ýòî

íå åäèíñòâåííàÿ ïðè÷èíà. Êàê îêàçûâàåòñÿ, çàâåäîìî íåâîçìîæíî ââåñòè íàèáî-
ëåå îáùåå îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà òàê, ÷òîáû ëþáàÿ ôóíêöèÿ áûëà èíòåãðèðóåìà.
Ïðè óñëîæíåíèè êîíñòðóêöèè èíòåãðàëà òåðÿþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà
Ðèìàíà. Â ýòîì ñìûñëå èíòåãðàë Ëåáåãà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óäà÷íûì: îí ñèëüíî
ðàñøèðÿåò êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, ïðè ýòîì ñîõðàíÿåò íàèáîëåå âàæíûå
ñâîéñòâà.
Îñíîâíàÿ æå ïðè÷èíà, ïî÷åìó èíòåãðàë Ðèìàíà íåóäîáåí äëÿ ôèçèêîâ, çàêëþ-

÷àåòñÿ â îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ôèçèêå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû èíòåãðàëû
ïî äâóìåðíûì ïîâåðõíîñòÿì è òð¼õìåðíûì òåëàì. Óæå ïðè ïîñòðîåíèè äâóìåðíûõ
èíòåãðàëîâ âîçíèêàþò ñóùåñòâåííûå ïðîáëåìû ïðè èçìåëü÷åíèè îáëàñòåé. Íàïðè-
ìåð, ïðè îïðåäåë¼ííîé àïïðîêñèìàöèè öèëèíäðà âîçíèêàåò òàê íàçûâàåìûé ¾ñàïîã
Øâàðöà¿, ñëó÷àé, ïðè êîòîðîì èíòåãðàë ïî öèëèíäðó ìîæåò áûòü ðàâåí ëþáîé
íàïåð¼ä çàäàííîé âåëè÷èíå.
Åñëè ïîñòðîåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà äëÿ îáëàñòåé â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

åù¼ âîçìîæíî, ïóñòü è ñ îïðåäåë¼ííûìè òðóäíîñòÿìè, òî äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâ òàêîé ïîäõîä àáñîëþòíî íåïðèìåíèì. Íàïðèìåð, îáú¼ì n - ìåðíîãî
êóáà ñî ñòîðîíîé a çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé Vn = an, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè a > 1, ýòà
âåëè÷èíà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, åñëè a < 1 - ê íóëþ, åñëè a = 1 ê åäèíèöå.
Îäíàêî â ôèçèêå áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Òàê,
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé â êâàíòîé ìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ áåñêî-
íå÷íîìåðíûì.
Âåðí¼ìñÿ ê ïîíÿòèþ ïëîùàäè ïî Æîðäàíó èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A íà ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå îïèñàííûå (P )
è âïèñàííûå (Q) ìíîãîóãîëüíèêè (Ðèñ. 2)
Ñ÷èòàåì, ÷òî ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ íàì èçâåñòíû. Î÷åâèäíî, ÷òî

S(Q) 6 S(P ). (4)
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Ðèñ. 2. Ïîñòðîåíèå ïëîùàäè ïî Æîðäàíó

Ââåä¼ì íèæíþþ è âåðõíþþ ïëîùàäè:

S
def≡ sup

Q
S(Q), (5)

S
def≡ inf

P
S(P ). (6)

Äëÿ íèõ, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî:

S 6 S. (7)

Åñëè S = S = S, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A êâàäðèðóåìî ïî Æîðäàíó è èìååò
ïëîùàäü S.

0 x

y

1

1

Ðèñ. 3. Ïðèìåð ìíîæåñòâà íåêâàäðèðóåìîãî ïî Æîðäàíó

Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð íåêâàäðèðóåìîãî ìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì òî÷êè åäèíè÷-
íîãî êâàäðàòà ñ êîîðäèíàòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè (Ðèñ. 3).
Âåðõíÿÿ ïëîùàäü Æîðäàíà ðàâíà S = 1, à íèæíÿÿ S = 0, ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå
ìíîæåñòâî íåêâàäðèðóìî.
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Õîòÿ ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëåäîâàëî áû îæèäàòü, ÷òî ïëîùàäü äàííîãî ìíîæåñòâà
ðàâíà íóëþ. Â ñàìîì äåëå, ïëîùàäü êàæäîé òî÷êè ðàâíà íóëþ. Òàê êàê ìíîæåñòâî
ñ÷¼òíî, çàíóìåðóåì êàæäóþ òî÷êó. Îêðóæèì n - óþ òî÷êó êðóãîì ðàäèóñà rn =
ε/2n. Ðàññìîòðèì ðÿä

S =
∞∑
n=1

πε2

22n
. (8)

Î÷åâèäíî, ÷òî îí ñõîäèòñÿ è ïðè ε → 0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðîáëåìà ïîäõîäà
Æîðäàíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû õîòèì ïîêðûâàòü ìíîæåñòâî ìíîãîóãîëüíè-
êàìè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòîðîí. Åñëè áû ÷èñëî ñòîðîí ìîãëî áû áûòü ñ÷¼òíûì, ìû
ñðàçó æå ïîëó÷èëè áû, ÷òî ïëîùàäü äàííîãî ìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ. Òàêîé ïîäõîä
áëèçîê ê ïîíÿòèþ ìåðû Ëåáåãà.
Îáñóäèì, êàêèì îáðàçîì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêà. Äëÿ íà÷àëà

ìû ïðèíèìàåì, ÷òî ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a ðàâíà S = a2, çàòåì ïîñòóëè-
ðóåì, ÷òî ðàâíîñîñòàâëåííûå ôèãóðû ðàâíîâåëèêè, è ÷òî ïëîùàäü îáúåäèíåíèÿ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ðàâíà ñóììå èõ ïëîùàäåé (àääèòèâíîñòü ïëîùàäè):

S

(
n⋃
k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

S(Ak), (9)

Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ââåäåíèÿ îáú¼ìà ìíîãîãðàííèêà äàííûé ïîäõîä óæå íåïðè-
ìåíèì, è òðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

0 a b x

y

y = f(x)

f(a)

f(b)

yi

yi+1

Ai

Ðèñ. 4. Ïîñòðîåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà

Âûÿñíèì, êàê ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå èíòåãðàëà òàê, ÷òîáû èçáàâèòñÿ îò òðóäíî-
ñòåé ñ îïðåäåëåíèåì ïëîùàäè è îáú¼ìà. Äëÿ ýòîãî ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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ðàçîáü¼ì íà ÷àñòè íå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, à îáëàñòü å¼ çíà÷åíèÿ (Ðèñ. 4).
Êàæäîìó èíòåðâàëó [yi, yi+1] áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Ai. Èíòå-
ãðàëüíóþ ñóììó ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σn =
n∑
i=1

yiµ(Ai), (10)

ãäå µ(Ai) - ìåðà ïðîîáðàçà Ai.
Òàêîå ïîñòðîåíèå óäîáíî òåì, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè óæå íå èìååò

çíà÷åíèÿ. Ãëàâíîå, ÷òîáû íà í¼ì áûëà çàäàíà ìåðà, àíàëîãè÷íàÿ ïîíÿòèþ ïëîùàäè.
Ââåä¼ì îïðåäåëåíèå ìåðû. Ìåðà - ýòî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà íåêîòî-

ðîì íàáîðå ìíîæåñòâ A. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå íàáîðîâ ìíîæåñòâ
áîðåëåâñêèå àëãåáðû. Áîðåëåâñêîé àëãåáðîé (èëè σ - àëãåáðîé) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà
ìíîæåñòâ, íàä êîòîðîé âñå îïåðàöèè òåîðèè ìíîæåñòâ ìîæíî âûïîëíÿòü â ñ÷¼òíîì
÷èñëå îïåðàöèé. Ìåðà äîëæíà îáëàäàòü ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. µ(A) > 0, (11)

2. µ

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

µ(Ai), Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j. (12)

Âòîðîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíîé àääèòèâíîñòüþ ìåðû.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èíòåãðàëå Ëåáåãà, ïîçâîëÿåò èçáàâèòü-

ñÿ îò áîëüøîãî ÷èñëà íåäîðàáîòîê â òåîðèè èíòåãðàëà Ðèìàíà. Èíòåãðàë Ëåáåãà
ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî L2 ñ íîðìîé

||y|| =

√√√√√ b∫
a

y2(x)dx, (13)

÷åãî íå óäà¼òñÿ ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ðèìàíà.
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Ëåêöèÿ 2

Ïîñòðîåíèå ìåðû Ëåáåãà

Äëÿ ïîñòðîåíèè òåîðèè èíòåãðàëà Ëåáåãà íàì íåîáõîäèìà áîðåëåâñêàÿ àëãåáðà
è îïðåäåë¼ííàÿ íà íåé ñ÷¼òíî-àääèòèâíàÿ ìåðà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçëîæåíèå íå
áûëî ñëèøêîì àáñòðàêòíûì, âîñïðîèçâåä¼ì åãî â äâóìåðíîì ñëó÷àå, íî íèãäå â
èçëîæåíèè ñâîéñòâà ïëîñêîñòè èñïîëüçîâàòüñÿ íå áóäóò, ÷òî ïîçâîëÿåò îáîáùèòü
ôîðìàëüíóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ íà ðàçìåðíîñòè âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Â äàëüíåéøåì
ìû îáñóäèì ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ìåðû Ëåáåãà â áîëåå àáñòðàêòíûõ òåîðèÿõ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà íàõîäÿòñÿ âíóòðè íåêîòîðî-

ãî åäèíè÷íîãî ìíîæåñòâà, ìåðà êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå. Òî åñòü ìû ïîêà íå áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ïîñòðîåíèå ìåðû íà âñåé ïëîñêîñòè. Òàêæå ïîêà íå áóäåì êàñàòüñÿ
âîïðîñà îá èíâàðèàíòíîñòè ìåðû â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Äëÿ èëëþñòðàöèè
ìû áóäåì âñ¼ âðåìÿ ïðåäñòàâëÿòü, ÷òî ñàìûå ïðîñòûå ìíîæåñòâà - ýòî ïðÿìîóãîëü-
íèêè, ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì, ìåðà êîòîðûõ ðàâíà ïðî-
èçâåäåíèþ èõ ñòîðîí: µ(A) = S = ab.
Ó òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ áóäóò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ îáðàçóåò ïðÿìîóãîëüíèê (Ðèñ. 5).

Ðèñ. 5. Ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ

2. Åñëè â ïðÿìîóãîëüíèêå A ñîäåðæèòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê A1, òî ìû ìîæåì, èñ-
ïîëüçóÿ êîíå÷íûé íàáîð ïðÿìîóãîëüíèêîâ, A2, ...An, äîñòðîèòü A1 äî A (Ðèñ. 6):

A =
n⋃
i=1

Ai. (14)

Ðèñ. 6. Èëëþñòðàöèÿ ñâîéñòâà 2
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Òàêîé íàáîð ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ïîëóêîëüöîì. Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì íà-
áîð ìíîæåñòâ îáëàäàåò ñ÷¼òíî - àääèòèâíîé ìåðîé:

m

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

m(Ai), (15)

Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j.

Îáñóäèì ñâîéñòâà ïîëó÷åííîãî ïîëóêîëüöà. Àíàëîãîì ìíîãîóãîëüíèêîâ áóäåò
ìíîæåñòâî, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (Ðèñ. 7). Òàêèå ìíîæåñòâà ìû áóäåì íàçûâàòü ýëå-
ìåíòàðíûìè:

A =
n⋃
k=1

Pk, (16)

Pi ∩ Pj = ∅, i 6= j.

Ðèñ. 7. Ïðèìåð ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íàáîð ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ îáðàçóåò àëãåáðó (íî íå áî-
ðåëåâñêóþ): îíè âñå ïðèíàäëåæàò åäèíè÷íîìó ìíîæåñòâó, èõ äîïîëíåíèÿ òàê æå
ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà, ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ òàêæå ýëåìåíòàð-
íîå ìíîæåñòâî:

A =
n⋃
i=1

Pi, B =
m⋃
j=1

Qj, (17)

A ∩B =
⋃
i,j

(Pi ∩Qj). (18)
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Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðà ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà ðàâíà ñóììå ìåð ñîñòàâ-
ëÿþùèõ åãî ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

m′(A) =
n⋃
i=1

m(Pi). (19)

Ïðè÷¼ì ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ìåðà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (18) çàäàíà íà àëãåáðå
ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ, à ìåðà â ïðàâîé ÷àñòè - íà ïîëóêîëüöå ïðÿìîóãîëüíèêîâ
(ýòî îáîçíà÷åíî øòðèõîì).
Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî ïî-ðàçíîìó ðàçáèâàòü ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî íà ïðÿìî-

óãîëüíèêè:

A =
⋃
i

Pi =
⋃
j

Qj. (20)

Îäíàêî, ìåðà ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà îò âûáîðà ðàçáèåíèÿ íå çàâèñèò. Äåé-
ñòâèòåëüíî

A =
⋃
i,j

(Pi ∩Qj) ⇒ m′(A) =
∑
i,j

m(Pi ∩Qj). (21)

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî A cîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè êîíå÷-
íîãî èëè ñ÷¼òíîãî íàáîðà ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ An:

A ⊂
⋃
n

An. (22)

Òîãäà äëÿ ìåðû ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâî:

m′(A) 6
∑
n

m(An). (23)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Îòñòóïèì îò âñåõ ãðàíèö ýëåìåíòàðíî-
ãî ìíîæåñòâà A íà ìàëóþ âåëè÷èíó òàê, ÷òîáû ìåðà âëîæåííîãî ýëåìåíòàðíîãî
ìíîæåñòâà A′ îòëè÷àëîñü áû îò ìåðû èñõîäíîãî íà ε/2 (Ðèñ. 8):

m′(A)− ε

2
6 m′(A′) 6 m(A). (24)

C ìíîæåñòâàìè An ïîñòóïèì íàîáîðîò. Ââåä¼ì ìíîæåñòâà Ãn, êîòîðûå ñîäåðæàò
An è ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè (Ðèñ. 9), ìåðà êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ îò ìåðû An íà ε/2

n:

m′(An) 6 m′(Ãn) 6 m(An) +
ε

2n
. (25)

Èç (22) è ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ A′ è Ãn ñëåäóåò, ÷òî

A′ ⊂
⋃
n

Ãn. (26)
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Ðèñ. 8. Èëëþñòðàöèÿ ê òåîðåìå

Ðèñ. 9. Èëëþñòðàöèÿ ê òåîðåìå

Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå ìíîæåñòâ (26) ëåììó Ãåéíå - Áîðåëÿ, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò,
÷òî èç ñ÷¼òíîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Òîãäà ñ÷¼òíîå
îáúåäèíåíèå (26) ìîæíî çàìåíèòü íà êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå:

A′ ⊂
N⋃
n=1

Ãn. (27)
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Äëÿ ìåðû ìíîæåñòâ áóäåò ñïðàâåäëèâî:

m′(A′) 6
N∑
n=1

m′(Ãn) 6
∞∑
n=1

m′(Ãn). (28)

Èç (24), (25) è (28) ïîëó÷èì:

m′(A)− ε

2
6 m′(A′) 6

N∑
n=1

m′(Ãn) 6
∞∑
n=1

m′(Ãn) 6
∞∑
n=1

m′(An) +
ε

2
. (29)

Èç (29) ñëåäóåò

m′(A)− ε

2
6

∞∑
n=1

m′(An) +
ε

2
. (30)

Òàê êàêm′(A) èm′(An) íå çàâèñÿò îò ε, ìîæåì óñòðåìèòü ε ê íóëþ. Òîãäà ïîëó÷èì
òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå:

m′(A) 6
∞∑
n=1

m′(An). (31)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ìåðà ñ÷¼òíî - àääèòèâíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì îáúåäèíåíèåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ An:

A
⋃
n

An, (32)

Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j.

Òîãäà

m′(A) =
∑
n

m′(An). (33)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âîçüì¼ì êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ An. Òîãäà, î÷åâèäíî,

A ⊃
N⋃
n=1

An. (34)

è ñëåäîâàòåëüíî

m′(A) >
N∑
n=1

m′(An). (35)
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Ïåðåéä¼ì â (35) ê ïðåäåëó N →∞:

m′(A) >
∞∑
n=1

m′(An). (36)

Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 1:

m′(A) 6
∞∑
n=1

m′(An). (37)

Èç (36) è (37) ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî:

m′(A) =
∞∑
n=1

m′(An). (38)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê êîíñòðóêöèè ìåðû Ëåáåãà. Ïðè ïîñòðîåíèè ìåðû
Æîðäàíà èñïîëüçîâàëîñü ïîíÿòèå âåðõíåé è íèæíåé ìåðû. Òàêîé æå ïîäõîä ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåðû Ëåáåãà. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ìû ïðèâåä¼ì ôîðìó-
ëèðîâêó âåðõíåé ìåðû Ëåáåãà, è îáñóäèì êàê ìîæíî ââåñòè íèæíþþ ìåðó.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî A. Ïîêðîåì åãî êîíå÷íûì èëè ñ÷¼òíûì ìíî-

æåñòâîì ïðÿìîóãîëüíèêîâ Pk (Ðèñ. 10):

A ⊂
⋃
k

Pk. (39)

Ðèñ. 10. Ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A
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Ââåä¼ì âåðõíþþ ìåðó Ëåáåãà:

µ∗(A) = inf
∑
k

m(Pk), (40)

A ⊂
⋃
k

Pk.

Îòìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ ìåðà Ëåáåãà ìåðîé íå ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê äëÿ íå¼ íå ñïðà-
âåäëèâî ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà ìåðà è âåðõíÿÿ ìåðà ñîâïàäàþò:

µ∗(A) = m′(A). (41)

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ïîêðûòî êîíå÷íûì èëè ñ÷¼òíûì íàáîðîì ìíî-
æåñòâ An:

A ⊂
⋃
n

An. (42)

Òîãäà

µ∗(A) 6
∑
n

µ∗(An). (43)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêðîåì ìíîæåñòâî An ïðÿìîóãîëüíèêàìè Pnk. Ìîæíî âûáðàòü òàêîå ε, ÷òî

µ∗(An) 6
∑
k

m(Pnk) 6 µ∗(An) +
ε

2n
. (44)

Ïðîñóììèðóåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî n:∑
n,k

m(Pnk) 6
∑
n

µ∗(An) + ε. (45)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

µ∗(A) 6
∑
n,k

m(Pnk). (46)

Èç (44) è (45), ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ε→ 0, ïîëó÷èì:

µ∗(A) 6
∑
n

µ∗(An). (47)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èì
µ∗(A) 6 µ∗(B), (48)

A ⊂ B.

Òåïåðü ìû ìîæåì ââåñòè ïîíÿòèå ìíîæåñòâà, èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó è ñàìî ïî-
íÿòèå ìåðû Ëåáåãà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Ëåáåãó òîãäà è òîëüêî
òîãäà. êîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî B òàêîå, ÷òî
µ∗(A∆B) < ε (ãäå ∆ - ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü). Âåðõíÿÿ ìåðà òàêîãî ìíîæåñòâà
íàçûâàåòñÿ ìåðîé Ëåáåãà:

µ(A)
def≡ µ∗(A). (49)

Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà ìíîæåñòâ A ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêîé àëãåáðîé,
à ìåðà Ëåáåãà ñ÷¼òíî-àääèòèâíà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

Òåîðåìà 4. Åñëè ìíîæåñòâî A èçìåðèìî ïî Ëåáåãó, òî åãî äîïîëíåíèå E \ A
òàêæå èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïî óñëîâèþ

∀ε > 0 ∃B : µ∗(A∆B) < ε. (50)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî E \B. Îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì. Â ñèëó òîãî, ÷òî

(E \ A)∆(E \B) = A∆B, (51)

ïîëó÷èì:

∀ε > 0 ∃B′ = (E \B) : µ∗((E \ A)∆(E \B)) < ε. (52)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 5. Åñëè ìíîæåñòâà A1 è A2 èçìåðèìû ïî Ëåáåãó, òî èõ îáúåäèíåíèå
A1 ∪ A2 òàêæå èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

Äîêàçàòåëüñòâî

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε. Ïî îïðåäåëåíèþ ìåðû, ñóùåñòâóþò ýëåìåíòàðíûå
ìíîæåñòâà B1 è B2, òàêèå, ÷òî

µ∗(A1∆B1) <
ε

2
, µ∗(A2∆B2) <

ε

2
. (53)

Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè äëÿ A1 ∪ A2 âîçì¼ì B1 ∪B2. Ñïðàâåäëèâî
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(A1 ∪ A2)∆(B1 ∪B2) ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2). (54)

Â ñèëó (54) è òåîðåìû 3 ïîëó÷èì:

µ∗((A1 ∪ A2)∆(B1 ∪B2)) 6 µ∗(A1∆B1) + µ∗(A2∆B2) 6
ε

2
+
ε

2
= ε. (55)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A è B ñïðàâåäëèâî:

|µ∗(A)− µ∗(B)| < µ∗(A∆B). (56)

Äîêàçàòåëüñòâî

Î÷åâèäíî, ÷òî

A ⊂ B ∪ (A∆B). (57)

Òîãäà ïî òåîðåìå 3

µ∗(A) 6 µ∗(B) + µ∗(A∆B). (58)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

µ∗(B) 6 µ∗(A) + µ∗(A∆B). (59)

Èç (58) è (59) ñëåäóåò

|µ∗(A)− µ∗(B)| < µ∗(A∆B). (60)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ëåêöèÿ 3

Ñâîéñòâà ìåðû Ëåáåãà

Òåîðåìà 6. Ìåðà Ëåáåãà àääèòèâíà, òî åñòü

µ

(
N⋃
n=1

An

)
=

N∑
n=1

µ(An), (61)

Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ A1 è A2. Çàôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíîå ε. Ïî îïðåäåëåíèþ ìåðû ñóùåñòâóþò ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà B1 è
B2 òàêèå, ÷òî

µ∗(A1∆B1) < ε, µ∗(A2∆B2) < ε. (62)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5 ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî B = B1 ∪B2 õîðîøî
àïïðîêñèìèðóåò ìíîæåñòâî A = A1 ∪ A2. Äëÿ íà÷àëà íåîáõîäèìî îöåíèòü ìåðó
ìíîæåñòâà B. Ñïðàâåäëèâî

B1 ∩B2 ⊂ (A1∆B1) ∪ (A2∆B2). (63)

Ïî òåîðåìå 3 ïîëó÷èì:

µ∗(B1 ∩B2) 6 µ∗(A1∆B1) + µ∗(A2∆B2) 6 2ε. (64)

Äëÿ ìåðû ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà B ñïðàâåäëèâî:

m′(B) = m′(B1) +m′(B2)−m′(B1 ∩B2) > m′(B1) +m′(B2)− 2ε. (65)

Îöåíèì âåðõíþþ ìåðó äëÿ A∆B ïî òåîðåìå 3:

µ∗(A∆B) 6 µ∗(A1∆B1) + µ∗(A2∆B2) 6 2ε. (66)

Òîãäà äëÿ ìåðû ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâî:

µ∗(A) > m′(B)− µ∗(A∆B) > m′(B)− 2ε. (67)

Ïîäñòàâëÿÿ (65) â (67) ïîëó÷èì:

µ∗(A) > m′(B1) +m′(B2)− 4ε. (68)

Ó÷èòûâàÿ (62), ïîëó÷èì:

µ∗(A) > µ∗(A1) + µ∗(A2)− 6ε. (69)
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Òàê êàê ìíîæåñòâà A,A1, A2 íå çàâèñÿò îò ε, â íåðàâåíñòâå (69) ìîæåì ïåðåéòè
ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0:

µ∗(A) > µ∗(A1) + µ∗(A2). (70)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 3

µ∗(A) 6 µ∗(A1) + µ∗(A2). (71)

Èç (70) è (71) ñëåäóåò, ÷òî

µ∗(A) = µ∗(A1) + µ∗(A2), (72)

µ(A) = µ(A1) + µ(A2). (73)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îáñóäèì îïðåäåëåíèå íèæíåé ìåðû Ëåáåãà. Äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó
ìíîæåñòâà A, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî

µ(A) + µ(E \ A) = 1. (74)

Ïî àíàëîãèè ñ ðàâåíñòâîì (74) ìîæíî ââåñòè íèæíþþ ìåðó Ëåáåãà äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà êàê:

µ∗(A) = 1− µ∗(A). (75)

Ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿòü èçìåðèìîå ìíîæåñòâî ìîæíî êàê ìíîæåñòâî, âåðõ-
íÿÿ è íèæíÿÿ ìåðû êîòîðîãî ñîâïàäàþò. Îäíàêî äàííûé ïîäõîä íåìíîãî áîëåå
çàòðóäíèòåëüíûé, ÷åì èçëîæåííûé, òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå ïðèä¼òñÿ äîêàçûâàòü
òåîðåìó î òîì, ÷òî åñëè âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ìåðû ñîâïàäàþò, ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàð-
íîå ìíîæåñòâî, àïïðîêñèìèðóþùåå èññëåäóåìîå ìíîæåñòâî.
Äàëåå íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ íàìè ñèñòåìà ìíîæåñòâ, èçìåðèìûõ

ïî Ëåáåãó, - áîðåëåâñêàÿ àëãåáðà. Òàê êàê âñå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè ñâîäÿòñÿ
ê îáúåäèíåíèþ, íàì ôàêòè÷åñêè íóæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâ
A1, A2, ..., An, .... Òîãäà ìíîæåñòâî

A =
∞⋃
i=1

Ai (76)

òàêæå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî

Äëÿ íà÷àëà ñäåëàåì òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâà Ai íå ïåðåñåêàëèñü. Ââåä¼ì ìíîæåñòâà

A′n = An \
⋃
n

(
n−1⋃
i=1

Ai

)
. (77)
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Òàê êàê â ïîñëåäíåé ôîðìóëå êîíå÷íîå ÷èñëî îïåðàöèé, A′n òàêæå èçìåðèìîå ïî
Ëåáåãó ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü
ìíîæåñòâà Ai íåïåðåñåêàþùèìèñÿ.
Ðàññìîòðèì ìåðó êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ Ai

µ

(
N⋃
i=1

Ai

)
=

N∑
i=1

µ(Ai). (78)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ýòî ìíîæåñòâî ïîêðûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì A, ñëåäîâàòåëüíî,

N∑
i=1

µ(Ai) < µ∗(A). (79)

Ïåðåéä¼ì â ôîðìóëå (79) ê ïðåäåëó ïðè N →∞ è ïîëó÷èì

∞∑
i=1

µ(Ai) < µ∗(A). (80)

Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòîê ðÿäà (80) ìàë, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü êàê:

∀ε > 0 ∃N0 :
∞∑

i=N0+1

µ(Ai) <
ε

2
. (81)

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî

C =

N0⋃
i=1

Ai (82)

èçìåðèìî, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî B, òàêîå, ÷òî

µ∗(C∆B) <
ε

2
. (83)

Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìíîæåñòâ B è A ñïðàâåäëèâî

(B∆A) ⊂ (C∆A) ∪

(
∞⋃

i=N0

Ai

)
, (84)

ñëåäîâàòåëüíî,

µ∗(B∆A) 6 µ∗(C∆A) + µ∗

(
∞⋃

i=N0

Ai

)
6
ε

2
+
ε

2
= ε. (85)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî A èçìåðèìî.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Îñòàëîñü äîêàçàòü ñ÷¼òíóþ àääèòèâíîñòü ìåðû.

Òåîðåìà 8 (Êàðàòåîäîðè).

µ

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

µ(Ai), (86)

Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû ìû óáåäèëèñü, ÷òî

∞∑
i=1

µ(Ai) 6 µ(A), (87)

ãäå A =
∞⋃
i=1

Ai.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìíîæåñòâà Ai ïîêðûâàþò A, ñëåäîâàòåëüíî

µ(A) 6
∞∑
i=1

µ(Ai). (88)

Ó÷èòûâàÿ (87) è (88), ïîëó÷èì

µ(A) =
∞∑
i=1

µ(Ai). (89)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ìåðû.

Òåîðåìà 9 (î íåïðåðûâíîñòè ìåðû). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âëîæåííûõ ìíîæåñòâ

A1 ⊃ A2 ⊃ ... ⊃ An ⊃ ... (90)

Âîçüì¼ì èõ ïåðåñå÷åíèå:

A =
∞⋂
i=1

Ai. (91)

Òîãäà
µ(A) = lim

i→∞
µ(Ai). (92)

Äîêàçàòåëüñòâî
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Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà
A′n = A \ An. (93)

Òîãäà ìíîæåñòâà A′n òàêæå áóäóò ñîäåðæàòüñÿ äðóã â äðóãå, à ìíîæåñòâî A
′ áóäåò

ðàâíî ïóñòîìó ìíîæåñòâó:

A′ =
∞⋂
i=1

A′i = ∅. (94)

Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâà â ñëåäóþùåì âèäå:

A′n =
+∞⋃
k=n

(A′k \ A′k+1). (95)

Òîãäà

µ(A′n) =
∞∑
k=n

(A′k \ A′k+1) (96)

Çàìåòèì, ÷òî ðÿä äëÿ µ(A′n) ÿâëÿåòñÿ îñòàòêîì îò ðÿäà äëÿ µ(A′1). Òàê êàê âòî-
ðîé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî ïåðâûé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè n ê áåñêîíå÷íîñòè,
ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì

lim
n→∞

µ(A′n) = 0. (97)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû A′ = ∅, ñëåäîâàòåëüíî µ(A′) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

µ(A′) = lim
n→∞

µ(A′n) = 0. (98)

Èç (98) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ñèñòåìû ìíîæåñòâ

A1 ⊂ A2 ⊂ ... ⊂ An ⊂ ... (99)

A =
∞⋃
i=1

Ai, (100)

òàêæå ñïðàâåäëèâî

µ(A) = lim
i→∞

µ(Ai). (101)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî, íåîáõîäèìî ëèøü ïåðåéòè ê äîïîëíåíèþ
èñõîäíûõ ìíîæåñòâ.
Îòìåòèì, ÷òî ìåðà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëíîòû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìíîæå-

ñòâî A òàêîâî, ÷òî µ(A) = 0, òî äëÿ ëþáîãî Ã ⊂ A ñïðàâåäëèâî µ(Ã) = 0. Ýòî
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ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè A èçìåðèìî, òî äëÿ íåãî ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå ýëåìåí-
òàðíîå ìíîæåñòâî B, ÷òî µ∗(A∆B) < ε. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà Ã òàêæå
ñïðàâåäëèâî µ∗(Ã∆B) < ε.
Èòàê, ìû ïîñòðîèëè ìåðó Áîðåëÿ, îïèðàÿñü íà ñ÷¼òíî - àääèòèâíóþ ìåðó íà

ïîëóêîëüöå, è ìîæåì îïðåäåëÿòü ïëîùàäü ïî Ëåáåãó. Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð.
Âîçüì¼ì íåóáûâàþùóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü ðàçðûâû, íî ïðè ýòîì ó
íå¼ âñåãäà åñòü ëåâûé ïðåäåë, êîòîðàÿ íà ìèíóñ - áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ, à íà ïëþñ - áåñêîíå÷íîñòè - ê åäèíèöå (Ðèñ. 11). Îíà èìååò ñìûñë ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè:

F (x) = P (ξ < x) =

x∫
−∞

f(x′)dx′. (102)

y

x

1

0

Ðèñ. 11. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

Ââåä¼ì ñëåäóþùóþ ìåðó:

m(a, b) = F (b)− F (a+ 0), (103)

m[a, b] = F (b+ 0)− F (a), (104)

m[a, b) = F (b+ 0)− F (a+ 0), (105)

m(a, b] = F (b)− F (a). (106)

Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûé íàáîð ìíîæåñòâ - ïîëóêîëüöî, à ìåðà ñ÷¼òíî-àääèòèâíà. Ó
ýòîé ìåðû åñòü ëåáåãîâñêîå ïðîäîëæåíèå - ìåðà íà ïðÿìîé. Îíà ïî÷òè ïîëíîñòüþ
ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ìåðîé, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè F (x)
îáëàäàþò íåíóëåâîé ìåðîé, ðàâíîé âåëè÷èíå ðàçðûâà.
Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ξ. Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

〈ξ〉 =

+∞∫
−∞

xp(x)dx, (107)

äëÿ äèñêðåòíîé
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〈ξ〉 =
∑
n

xnpn. (108)

Òàêæå ñóùåñòâóþò ñèíãóëÿðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðûõ îïèñàíèå â
òåðìèíàõ èíòåãðàëà Ðèìàíà èëè ñóììû íåâîçìîæíî.
Ñ ïîìîùüþ æå ìåðû, ïîðîæä¼ííîé ôóíêöåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè F (x),

äàííóþ âåëè÷èíó âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ëåáåãà - Ñòèëòüåñà:

〈ξ〉 =

∫
R1

xdF. (109)

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ìåðû Ëåáåãà íà áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè. Çäåñü
âîçíèêàåò ïîíÿòèå σ - êîíå÷íîé ìåðû. Äëÿ å¼ ïîñòðîåíèÿ íåîáõîäèìî ðàçáèòü ïëîñ-
êîñòü íà ÿ÷åéêè Enm (Ðèñ. 12) c åäèíè÷íîé ìåðîé. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíî-
æåñòâî A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Amn ïåðåñå÷åíèå A ñ êàæäîé ÿ÷åéêîé:

Amn = A ∩ Emn. (110)

Ìû óæå ïîñòðîèëè ìåðó Ëåáåãà äëÿ Amn. Òîãäà ìåðó âñåãî ìíîæåñòâà îïðåäåëèì
êàê

µ(A) =
∑
m,n

µ(Amn). (111)

Ðèñ. 12. Ïîñòðîåíèå ìåðû íà ïëîñêîñòè
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Ëåêöèÿ 4

Èçìåðèìûå ôóíêöèè

Ñåé÷àñ ìû äîëæíû îáñóäèòü, ÷òî òàêîå èçìåðèìûå ôóíêöèè. Íàïîìíèì, ÷åì
îòëè÷àåòñÿ ïîñòðîåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà è èíòåãðàëà Ëåáåãà. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ìû ðàçáèâàåì íà ìàëûå ÷àñòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, âî âòîðîì - îáëàñòü
çíà÷åíèÿ (Ðèñ. 13).

1) Ïîñòðîåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà

0 a bxi xi+1 x

y

y = f(x)

�i

2) Ïîñòðîåíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà

0 a b x

y

y = f(x)

f(a)

f(b)

yi

yi+1

Ai

Ðèñ. 13. Îòëè÷èÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà è èíòåãðàëà Ëåáåãà

Â ñëó÷àå èíòåãðàëà Ëåáåãà èíòåãðàëüíàÿ ñóììà èìååò âèä:

σ =
∑
i

yiµ(Ai). (112)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî âû÷èñëÿòü èíòåãðàëüíûå ñóììû (112), íåîáõîäèìî,
÷òîáû ìíîæåñòâà Ai áûëè èçìåðèìûìè. Ýòî è åñòü ïîíÿòèå èçìåðèìîé ôóíêöèè.
Ïî ñâîåé ñóòè ìíîæåñòâà Ai - ýòî ïðîîáðàçû îòðåçêîâ íà îñè y:

{x : a 6 f(x) 6 b}. (113)

Òàê êàê ìåðà ñ÷¼òíî-àääèòèâíà, ýòè ìíîæåñòâà ìîæíî ïîñòðîèòü èç ìíîæåñòâ

{x : f(x) < c}. (114)

Íàïðèìåð,

{x : f(x) 6 c} =
∞⋂
n=1

{
x : f(x) < c+

1

n

}
. (115)

Òàêæå ñ ïîìîùüþ ñ÷¼òíîãî ÷èñëà îïåðàöèé ìîæíî èç (114) ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà
(113). Ïîýòîìó âìåñòî òîãî, ÷òîáû ðàáîòàòü ñ ìíîæåñòâàìè (113) ìû áóäåì ðàáîòàòü
ñ ìíîæåñòâàìè (114), òàê êàê îíè ñîäåðæàò âñåãî îäèí ïàðàìåòð, à íå äâà.
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Èòàê, ìû ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ èçìåðèìîé ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ f(x), çàäàííàÿ íà
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé, åñëè äëÿ ëþáîãî c ìíîæåñòâî âèäà
(113) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì.
Ìîæíî ïîñòóïèòü áîëåå ôîðìàëüíî: ðàññìîòðåòü áîðåëåâñêóþ àëãåáðó, îïðåäåëÿ-

åìóþ îòðåçêàìè íà îñè y, è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû êàæäîå ìíîæåñòâî áûëî èçìåðèìî.
Ýòîò ïîäõîä ýêâèâàëåíòåí ïðåäûäóùåìó. Îäíàêî, ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ïåð-
âîãî îïðåäåëåíèÿ, òàê êàê îíî áîëåå ïðàêòè÷íî.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçó÷èòü ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ôóíêöèé, äîêàæåì âàæíóþ òåîðå-

ìó.

Òåîðåìà 10. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä èçìåðèìûìè ôóíêöèÿìè íå âûâîäÿò
èõ èç êëàññà èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Äîêàæåì, ÷òî åñëè f(x) èçìåðèìà, òî kf(x) è f(x)+a òàêæå èçìåðèìû. Òàê êàê
ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà, òî ìíîæåñòâà (114) èçìåðèìû äëÿ ëþáîãî c. Ñëåäîâàòåëüíî
è ìíîæåñòâà

{x : kf(x) < c}, (116)

{x : f(x) + a < c}. (117)

òàêæå èçìåðèìû.

2. Äîêàæåì, ÷òî ñóììà äâóõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé - èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ: äëÿ
ëþáîãî c ìíîæåñòâà {x : f(x) + g(x) < c} - èçìåðèìû. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî
ìíîæåñòâà âèäà

{x : f(x) > g(x)} (118)

èçìåðèìû. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ äåéñòâè-
òåëüíûìè ÷èñëàìè åñòü íåêîòîðûé ñ÷¼òíûé íàáîð ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Îáîçíà÷èì
åãî rk. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

{x : f(x) > g(x)} =
∞⋃
k=1

[{x : f(x) > rk} ∩ {x : g(x) < rk}]. (119)

Òàê êàê â ïðàâîé ÷àñòè ñ÷¼òíîå ÷èñëî îïåðàöèé, ìíîæåñòâî ñïðàâî èçìåðèìî,
ñëåäîâàòåëüíî, èçìåðèìî è ìíîæåñòâî ñëåâà.

3. Ðàçíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé èçìåðèìà:

{x : f(x)− g(x) < c} = {x : f(x) < g(x) + c}. (120)

Òàê êàê ôóíêöèÿ g(x) + c èçìåðèìà (ïóíêò 1), è ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà, òî
ìíîæåñòâî ñïðàâà èçìåðèìî (ïóíêò 2). Ñëåäîâàòåëüíî, èçìåðèìî ìíîæåñòâî ñëåâà.
Òàê êàê ñîãëàñíî ïóíêòó 1 ôóíêöèÿ kg(x) èçìåðèìà ïðè k = −1 ïîëó÷èì, ÷òî è
ñóììà ôóíêöèé f(x) è g(x) òàêæå èçìåðèìà.
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4. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà, òî è ôóíêöèÿ f 2(x) èçìåðèìà. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà íåîáõîäèìî ëèøü ðàçðåøèòü íåðàâåíñòâî:

{x : f 2(x) < c}. (121)

5. Ïðîèçâåäåíèå èçìåðèìûõ ôóíêöèÿ f(x) · g(x) èçìåðèìî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé:

f(x)g(x) =
(f(x) + g(x))2 − (f(x)− g(x))2

4
. (122)

6. Åñëè f(x) - èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ è f(x) 6= 0, òî 1/f(x) - èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ëèøü ðàçðåøèòü íåðàâåíñòâî:

{x : 1/f(x) < c}. (123)

7. Èç ïóíêòîâ 5 è 6 ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå f(x)/g(x), åñëè g(x) 6= 0, - èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Åù¼ îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå.

Òåîðåìà 11. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn(x), êîòî-
ðàÿ ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(x). Òîãäà f(x) - èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî âûðàçèòü ìíîæåñòâî äëÿ f(x) ÷åðåç ñ÷¼òíîå ÷èñ-
ëî ìíîæåñòâ äëÿ fn(x):

{x : f(x) < c} =
⋃
k

⋃
n

⋂
m

{
x : fm(x) < c− 1

k

}
. (124)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå èçìåðèìîé ôóíêöèè â òåîðèè èíòåãðàëà Ëåáåãà àíàëî-
ãè÷íî ïîíÿòèþ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè â òåîðèè èíòåãðàëà Ðèìàíà. Îäíàêî äëÿ èç-
ìåðèìûõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ÷òî íåâåðíî äëÿ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé. Íàïðèìåð, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè fn(x) = xn íà îòðåçêå [0, 1] ñõîäÿòñÿ ê
ðàçðûâíîé ôóíêöèè

lim
n→∞

xn = f(x) =

{
0, 0 6 x < 1,

1, x = 1.
(125)
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Ââåä¼ì ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

µ{x : f(x) 6= g(x)} = 0. (126)

Ïðèìåð ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé: f(x) = D(x) - ôóíêöèÿ Äèðèõëå, g(x) ≡ 0.
Îòìåòèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïîëíóþ ìåðó, è ïîñòðîåíèå ìåðû Ëåáåãà
îáåñïå÷èâàåò å¼ ïîëíîòó. Âñþäó äàëüøå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì ñâîéñòâîì.
Íàïðèìåð, îíî íåîáõîäèìî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîãî ôàêòà, ÷òî åñëè f(x) èçìåðèìà,
òî ýêâèâàëåíòíàÿ åé ôóíêöèÿ g(x) òàêæå èçìåðèìà, òàê êàê ìíîæåñòâà {x : f(x) <
c} è {x : g(x) < c} îòëè÷àþòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà ìåðû íóëü.
Äàëüøå íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ¾ïî÷òè âñþäó¿. Ãîâîðÿò, ÷òî êàêîå-ëèáî ñâîé-

ñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïî÷òè âñþäó íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, åñëè îíî íå âûïîëíåíî íà
ìíîæåñòâå ìåðû íóëü. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ Äèðèõëå ïî÷òè âñþäó ðàâíà íóëþ, à
ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè ïî÷òè âñþäó ðàâíû.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn(x) ñõîäèòñÿ ê ôóíê-
öèè f(x) ïî÷òè âñþäó, åñëè

µ{x : fn(x) 9 f(x)} = 0. (127)

Òåîðåìà 12 (Åãîðîâà). Ïóñòü åñòü èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E. Íà í¼ì îïðåäåëåíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn(x), êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê
ôóíêöèè f(x). Òîãäà

∀δ > 0 ∃Eδ ⊂ E : (128)

1. µ(Eδ) > µ(E)− δ, (129)

2. fn(x)⇒ f(x), x ∈ Eδ. (130)

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ôóíêöèÿ f(x) - èçìåðèìà. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó òåîðåìû 11 ôóíêöèÿ èçìåðèìà
íà ìíîæåñòâå E ìèíóñ ìíîæåñòâî ìåðû íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïîëíîòû ìåðû,
îíà èçìåðèìà íà E.

2. Îïèøåì ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Ðàñ-
ñìîòðèì èçìåðèìûå ìíîæåñòâà:

Em
n =

⋂
i>n

{
x : |fi(x)− f(x)| < 1

m

}
(131)

3. Äëÿ ìíîæåñòâ Em
n ñïðàâåäëèâî:

Em
1 ⊂ Em

2 ⊂ Em
3 ⊂ ... (132)
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Ââåä¼ì ìíîæåñòâî

Em =
⋃
n

Em
n . (133)

4. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ìåðû ìíîæåñòâà Em
n àïïðîêñèìèðóþò ïî ìåðå ìíîæå-

ñòâî Em:

∀m ∀δ > 0 ∃n0(m) : µ(Em \ Em
n0(m)) <

δ

2m
. (134)

5. Â êà÷åñòâå Eδ âîçüì¼ì:

Eδ =
∞⋂
m=1

Em
n0(m). (135)

Íà ýòîì ìíîæåñòâå âûïîëíåíî |fi(x)− f(x)| < 1

m
, i > n0(m), ÷òî ÿâëÿåòñÿ îïðå-

äåëåíèåì ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

6. Îöåíèì ìåðó ìíîæåñòâà Eδ. Ñïðàâåäëèâî:

µ(E \ Em) = 0. (136)

Ñëåäîâàòåëüíî,

µ(E \ Em
n0(m)) = µ(Em \ Em

n0(m)) <
δ

2m
, (137)

µ(E \ Eδ) = µ

(
E \

∞⋂
m=1

En
n0(m)

)
= µ

(
∞⋃
m=1

(E \ En
n0(m))

)
6

6
∞∑
m=1

µ(E \ En
n0(m)) <

∞∑
m=1

δ

2m
= δ. (138)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn(x) íàçûâàåòñÿ ñõî-
äÿùåéñÿ ïî ìåðå ê ôóíêöèè f(x), åñëè

∀σ > 0 lim
n→∞

µ{x : |fn(x)− f(x)| > σ} = 0. (139)

Îòìåòèì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî ìåðå, îäíàêî
îáðàòíîå íåâåðíî.
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Ëåêöèÿ 5

Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x), çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå A ñî ñ÷¼òíî-àääèòèâíîé
ìåðîé, íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà èçìåðèìà è ïðèíèìàåò íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíûé
íàáîð çíà÷åíèé y1, y2, ..., yn, ...
Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ áûëà ïðîñòîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìíîæå-

ñòâà
Ak = {x : x ∈ A, f(x) = yk} (140)

áûëè èçìåðèìûìè.
Î÷åâèäíî, ÷òî àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íå âûâîäÿò ïðîñòûå ôóíêöèè èç êëàññà

ïðîñòûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 13. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà èçìåðèìîé, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû å¼ ìîæíî áûëî àïïðîêèìèðîâàòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ ïðîñòûõ ôóíêöèé:

fn(x)⇒ f(x). (141)

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Äîñòàòî÷íîñòü ïðÿìî ñëåäóåò èç òåîðåìû 11.

2. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü åñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f(x). Íåîáõîäèìî
ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé fn(x). Îãðàíè÷èì ôóíêöèþ f(x):

m

n
6 f(x) <

m+ 1

n
. (142)

Òîãäà èñêîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

fn(x) =
m

n
. (143)

Äåéñòâèòåëüíî,

|fn(x)− f(x)| < 1

n
. (144)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f(x) - ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå
A. Å¼ èíòåãðàëîì Ëåáåãà ïî ìíîæåñòâó A íàçûâàåòñÿ ðÿä:∫

A

f(x)dµ
def≡
∑
k

ykµ(Ak) (145)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
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Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü íóæíà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóììèðîâàòü ÷ëåíû ðÿäà â ëþáîì
ïîðÿäêå.
Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà:

A) ∫
A

[f(x) + g(x)]dµ =

∫
A

f(x)dµ+

∫
A

g(x)dµ. (146)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå: h(x) = f(x) + g(x). Ôóíêöèÿ h(x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ hi íà
ìíîæåñòâàõ Ai, ôóíêöèÿ f(x) - fj íà Bj, ôóíêöèÿ g(x) - gk íà Ck. Ïðè ýòîì

Ai =
⋃

hi=fj+gk

(Bj ∩ Ck). (147)

Ñëåäîâàòåëüíî,∑
i

hiµ(Ai) =
∑
i

hi
∑

hi=fj+gk

µ(Bj ∩ Ck) =
∑
j,k

(fj + gk)µ(Bj ∩ Ck) =

=
∑
j

fj
∑
k

µ(Bj ∩ Ck) +
∑
k

gk
∑
j

µ(Bj ∩ Ck) =
∑
j

fjµ(Bj) +
∑
k

fkµ(Ck). (148)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Á) ∫
A

kf(x)dµ = k

∫
A

f(x)dµ. (149)

Â) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà: |f(x)| < M , òî∫
A

f(x)dµ 6Mµ(A). (150)

Òåïåðü ìû ìîæåì ââåñòè ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ëåáåãà äëÿ ïðîèçâîëíîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Èçìåðèìàÿ íà ìíîæåñòâå A ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðè-
ðóåìîé èëè ñóììèðóåìîé, åñëè å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé: fn(x)⇒ f(x), à å¼
èíòåãðàëîì Ëåáåãà íàçûâàåòñÿ ïðåäåë:∫

A

f(x)dµ
def≡ lim

n→∞

∫
A

fn(x)dµ. (151)
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Äëÿ êîððåêòíîñòè äàííîãî îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë
ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x), à òàêæå,
÷òî äëÿ ïðîñòîé ôóíêöèè ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ ñîâïàäàåò ñ ðàííåå ââåä¼ííîé.
Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà áóäåì äîêàçûâàòü ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîøè:∣∣∣∣∣∣

∫
A

fn(x)dµ−
∫
A

fm(x)dµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫
A

|fn(x)− fm(x)|dµ. (152)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî

∀ε > 0 ∀x ∈ A ∃N : ∀m,n > N |fn(x)− fm(x)| < ε

µ(A)
. (153)

Èç (152) è (153) ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë (151) ñóùåñòâóåò.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò äâå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè f1(x), f2(x), ... è f 1(x), f 2(x).., àïïðîêñèìèðóþùèå f(x), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
f1(x), f 1(x), f2(x), f 2(x)... òàêæå àïïðîêñèìèðóåò f(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëû äëÿ
äâóõ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äîëæíû áûòü ðàâíû, èíà÷å ó ïîñòðîåííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè íå áûëî áû ïðåäåëà, ÷òî âåä¼ò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Òðåòüå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü, âûáðàâ â êà÷åñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, àï-

ïðîêñèìèðóþùåé ïðîñòóþ ôóíêöèþ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííóþ èç ñàìîé
ýòîé ôóíêöèè.
Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ðèìàíà, òî ñóùåñòâóåò

è èíòåãðàë Ëåáåãà, è îíè ñîâïàäàþò.
Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà:

1.

∫
A

1dµ = µ(A), (154)

2.

∫
A

kf(x)dµ = k

∫
A

f(x)dµ, (155)

3.

∫
A

[f(x) + g(x)]dµ =

∫
A

f(x)dµ+

∫
A

g(x)dµ, (156)

4. Åñëè |f(x)| < M, òî ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà,

∣∣∣∣∣∣
∫
A

f(x)dµ

∣∣∣∣∣∣ 6Mµ(A), (157)

5. Åñëè f(x) > 0, òî

∫
A

f(x)dµ > 0, (158)

6. Åñëè f(x) > g(x), òî

∫
A

f(x)dµ >
∫
A

g(x)dµ, (159)

7. Åñëè m 6 f(x) 6M, òî mµ(A) 6
∫
A

f(x)dµ 6Mµ(A), (160)
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8. Åñëè µ(A) = 0, òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà, è

∫
A

f(x)dµ = 0, (161)

9. Åñëè f(x) ∼ g(x), òî

∫
A

f(x)dµ =

∫
A

g(x)dµ, (162)

10. Åñëè f(x)− èçìåðèìà, à ϕ(A) - èíòåãðèðóìà, è (163)

|f(x)| 6 ϕ(x) òî ∃
∫
A

f(x)dµ 6
∫
A

ϕ(x)dµ, (164)

11. Ôóíêöèè f(x) è f 2(x) ñóììèðóåìû îäíîâðåìåííî. (165)

Òåîðåìà 14. Ïóñòü åñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f(x), èíòåãðèðóåìàÿ íà ìíîæåñòâå
A è ïðè ýòîì

A =
∞⋃
n=1

An, (166)

Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j.

Òîãäà f(x) èíòåãðèðóåìà íà ìíîæåñòâàõ Ai è∫
A

f(x)dµ =
∑
i

∫
Ai

f(x)dµ. (167)

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ïðîñòîé ôóíêöèè f(x). Îíà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ y1, y2, y3, ...yn, ... íà ìíîæåñòâàõ B1, B2, B3, ...Bn, ... Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà
Bnk = Ak ∪ Bn. Íà íèõ ôóíêöèÿ f(x) òàê æå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ y1, y2, y3, ...yn, ...
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè:

∫
A

f(x)dµ =
∑
k

ykµ(Bk) =
∑
k

yk
∑
n

µ(Bnk) =
∑
n

∑
k

ykµ(Bnk) =
∑
n

∫
A

f(x)dµ.

(168)
Â ïåðâîì ðàâåíñòâå ôîðìóëû (168) èñïîëüçîâàëàñü ñ÷¼òíàÿ àääèòèâíîñòü ìåðû,

âî âòîðîì è òðåòüåì - àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ (âîçìîæíîñòü ïåðåñòàâëÿòü
÷ëåíû ðÿäà).

2. Ïóñòü f(x) - ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, à g(x) - ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ,
àïïðîêñèìèðóþùàÿ å¼ ñ òî÷íîñòüþ ε:

|f(x)− g(x)| < ε. (169)

Èç (169) ñëåäóåò

|g(x)| < |f(x)|+ ε. (170)
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Ñîãëàñíî ñâîéñòâó (164) ôóíêöèÿ g(x) òàêæå èíòåãðèðóåìà. Äëÿ g(x) ñîãëàñíî
ïóíêòó 1: ∫

A

g(x)dµ =
∑
i

∫
Ai

g(x)dµ. (171)

Îöåíèì ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ îò f(x) è g(x):∣∣∣∣∣∣
∫
A

f(x)dµ−
∫
A

g(x)dµ

∣∣∣∣∣∣ 6 εµ(A), (172)

∣∣∣∣∣∣
∫
Ai

f(x)dµ−
∫
Ai

g(x)dµ

∣∣∣∣∣∣ 6 εµ(Ai). (173)

Ñëåäîâàòåëüíî ∣∣∣∣∣∣
∫
A

f(x)dµ−
∑
i

∫
Ai

f(x)dµ

∣∣∣∣∣∣ 6 2εµ(A). (174)

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà A, òî îíà èíòåãðèðóåìà íà A′ ⊂ A.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü åñòü íàáîð ìíîæåñòâ Ai, i = 1, 2, ...n, ... òàêèå, ÷òî Ai ∩ Aj =

∅, i 6= j. Ïóñòü A =
∞⋃
i=1

Ai. Ïóñòü f(x) èíòåãðèðóåìà è èçìåðèìà íà Ai, è ðÿä∑
i

∫
Ai

|f(x)|dµ (175)

ñõîäèòñÿ. Òîãäà f(x) èíòåãðèðóåìà íà A, è∫
A

f(x)dµ =
∑
i

∫
Ai

f(x)dµ. (176)

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ïðîñòîé ôóíêöèè f(x). Îíà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ y1, y2, y3, ...yn, ... íà ìíîæåñòâàõ B1, B2, B3, ...Bn, ... Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà
Ai∪Bn. Íà íèõ ôóíêöèÿ f(x) òàê æå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ y1, y2, y3, ...yn, ... Ðàññìîò-
ðèì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè:∑

i

∫
Ai

|f(x)|dµ =
∑
i

∑
n

|yn|µ(Ai ∩Bn) =
∑
k

|yk|
∑
i

µ(Ai ∩Bn) =
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=
∑
k

|yk|µ(Bn) =

∫
A

|f(x)|dµ. (177)

Èç èíòåãðèðóåìîñòè ìîäóëÿ ñëåäóåò èíòåãðèðóåìîñòü ñàìîé ôóíêöèè.

2. Ïóñòü f(x) - ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, à g(x) - ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ,
àïïðîêñèìèðóþùàÿ å¼ ñ òî÷íîñòüþ ε:

|f(x)− g(x)| < ε. (178)

Èç (178) ñëåäóåò

|g(x)| < |f(x)|+ ε. (179)

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû f(x) èíòåãðèðóåìà íà ìíîæåñòâàõ Ai, è ïî ñâîéñòâó (164):∫
Ai

|g(x)|dµ 6
∫
Ai

|f(x)|dµ+ εµ(Ai), (180)

∑
i

∫
Ai

|g(x)|dµ 6
∑
i

∫
Ai

|f(x)|dµ+ εµ(A). (181)

Ñëåäîâàòåëüíî, g(x) èíòåãðèðóìà íà A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

|f(x)| < |g(x)|+ ε. (182)

Ñëåäîâàòåëüíî, è f(x) èíòåãðèðóìà íà A.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 16 (íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà). Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x) èíòåãðèðóåìà íà A
è åñòü íåêîòîðîå ÷èñëî C > 0. Òîãäà

µ{x : x ∈ A, ϕ(x) > C} 6 1

C

∫
A

ϕ(x)dµ. (183)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ââåä¼ì ìíîæåñòâà
A′ = µ{x : x ∈ A, ϕ(x) > C}, (184)

B = A \ A′. (185)

Òîãäà ∫
A

ϕ(x)dµ =

∫
A′

ϕ(x)dµ+

∫
B

ϕ(x)dµ > Cµ(A′) (186)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ëåêöèÿ 6

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà

Òåîðåìà 17. Ïóñòü f(x) òàêîâà, ÷òî∫
A

f 2(x)dµ = 0. (187)

Òîãäà
µ{x : x ∈ A, f(x) 6= 0} = 0, (188)

òî åñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàâíà íóëþ ïî÷òè âñþäó.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ââåä¼ì ìíîæåñòâà

An =

{
x : x ∈ A, f(x) >

1

n

}
. (189)

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûø¼âà

µ(An) 6 n2

∫
An

f 2(x)dx = 0. (190)

Ñïðàâåäëèâî

{x : x ∈ A, f(x) 6= 0} =
∞⋃
n=1

An, (191)

ñëåäîâàòåëüíî

µ{x : x ∈ A, f(x) 6= 0} 6
∞∑
n=1

µ(An) = 0. (192)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü åñòü èíòåãðèðóåìàÿ íà ìíîæåñòâå A ôóíêöèÿ f(x), òîãäà

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀A′ ⊂ A : µ(A′) < δ ⇒

∣∣∣∣∣∣
∫
A′

f(x)dµ

∣∣∣∣∣∣ < ε. (193)

Äîêàçàòåëüñòâî.

36

ТЕОРИЯ МЕРЫ И ИНТЕГРАЛА ЛЕБЕГА ДЛЯ ФИЗИКОВ
СОКОЛОВ ДМИТРИЙ ДМИТРИЕВИЧ

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Äëÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè |f(x)| 6M äîñòàòî÷íî âûáðàòü δ =
ε

M
.

Ðàññìîòðèì íåîãðàíè÷åííûå ôóíêöèè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëà-
ãàòü f(x) > 0. Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî A íà ìíîæåñòâà:

An {x : x ∈ A, n 6 f(x) < n+ 1}, (194)

BN =
N⋃
n=1

An. (195)

Íà ìíîæåñòâå BN ôóíêöèÿ f(x) íå ïðåâîñõîäèò N + 1.∫
A

|f(x)|dµ =
∞∑
n=1

∫
An

|f(x)|dµ. (196)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ∫
BN

|f(x)|dµ =
N∑
n=1

∫
An

|f(x)|dµ. (197)

(197) - ýòî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (196). Òàê êàê ðÿä ñõîäèòñÿ, òî ÷àñòè÷íàÿ ñóììà
îãðàíè÷åíà è îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðÿäà áåñêîíå÷íî ìàë.
Ââåä¼ì ìíîæåñòâî CN = A \BN . Â ñèëó ìàëîñòè îñòàòêà ðÿäà∫

CN

|f(x)|dµ < ε

2
. (198)

Âûáåðåì δ =
ε

2(N + 1)
. Òîãäà∫

A′

|f(x)|dµ =

∫
A′∩CN

|f(x)|dµ+

∫
A′∩BN

|f(x)|dµ < ε

2
+

(N + 1)ε

2(N + 1)
= ε. (199)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Ïóñòü íà åäèíè÷íîì ìíîæåñòâå
E çàäàíà èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) > 0. Òîãäà ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ

F (A) =

∫
A

f(x)dµ, (200)

êîòîðàÿ îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ìåðû Ëåáåãà.
Åñëè æå ôóíêöèÿ çíàêîïåðåìåííà, òî ìîæíî ðàçáèòü å¼ íà äâå ÷àñòè:

f(x) = f+(x)− f−(x), (201)

F+(A) =

∫
A

f+(x)dµ, (202)
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F−(A) =

∫
A

f−(x)dµ, (203)

Ôóíêöèè (202) è (203) íàçûâàþòñÿ çàðÿäàìè.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà Ëåáåãà. Äëÿ

èíòåãðàëà Ðèìàíà ñïðàâåäëèâî:

lim
n→∞

∫
A

fn(x)dx =

∫
A

f(x)dx, (204)

åñëè fn(x)⇒ f(x). (205)

Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà ìîæíî ñóùåñòâåííî ñíèçèòü òðåáîâàíèÿ íà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x).

Òåîðåìà 19 (Ëåáåãà). Ïóñòü åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ èíòåãðèðóåìûõ
ôóíêöèé fn(x), êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê f(x) è äëÿ ëþáîãî n ñïðàâåäëèâî |fn(x)| 6 ϕ(x),
ãäå ϕ(x) - èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìàÿ è

lim
n→∞

∫
A

fn(x)dµ =

∫
A

f(x)dµ. (206)

Äîêàçàòåëüñòâî.

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀B : µ(B) < δ

∫
B

ϕ(x)dµ <
ε

4
. (207)

Ïî òåîðåìå Åãîðîâà

∀δ > 0 ∃Cδ ⊂ A : fn(x)⇒ f(x) µ(A \ Cδ) < δ. (208)

Òàê êàê |fn| 6 ϕ(x) òàêæå ñïðàâåäëèâî |f(x)| 6 ϕ(x), ñëåäîâàòåëüíî èíòåãðàë îò
f(x) ñóùåñòâóåò. Ñäåëàåì îöåíêó ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ:∣∣∣∣∣∣
∫
A

fn(x)dµ−
∫
A

f(x)dµ

∣∣∣∣∣∣ 6
∫

A\Cδ

|fn(x)|dµ−
∫

A\Cδ

|f(x)|dµ−
∫
Cδ

|fn(x)− f(x)|dµ. (209)

Ïåðâûå äâà èíòåãðàëà ìåíüøå, ÷åì
ε

4
â ñèëó (208), â ñèëó àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè

ìîæíî ïîëîæèòü |fn(x)− f(x)| 6 ε

2µ(A)
, ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣∣∣

∫
A

fn(x)dµ−
∫
A

f(x)dµ

∣∣∣∣∣∣ < ε. (210)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Çàìå÷àíèå. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî, åñëè fn(x) ñõîäèòñÿ íà A ïî÷òè âñþäó.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà: |f(x)| 6 M , è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé fn(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ïî÷òè âñþäó íà ìíîæåñòâå A, òî

lim
n→∞

∫
A

fn(x)dµ =

∫
A

f(x)dµ. (211)

Òåîðåìà 20 (Ëåâè). Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ
èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, îáðàçóþùèõ ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: f1(x) 6
f2(x) 6 ... 6 fn(x) 6 ... è ∫

A

fn(x)dµ 6 K. (212)

Òîãäà ïî÷òè âñþäó ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

fn(x) = f(x) è

lim
n→∞

∫
A

fn(x)dµ =

∫
A

f(x)dµ. (213)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü fn(x) > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå
òàê, ìîæåì ââåñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f̃n(x) = fn(x)− f1(x), äëÿ êîòîðîé ñïðàâåä-
ëèâà ìîíîòîííîñòü è f̃(x) > 0.
Ââåä¼ì ìíîæåñòâî

Ω = {x : x ∈ A, fn(x) →∞}. (214)

Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå:

Ω =
⋂
r

⋃
n

Ω(r)
n , (215)

Ω(r)
n = {x : x ∈ A, fn(x) > r}. (216)

Îöåíèì ìåðó ìíîæåñòâà (216) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà:

µ(Ω(r)
n ) 6

K

r
. (217)

Î÷åâèäíî, ÷òî
Ω

(r)
1 ⊂ Ω

(r)
2 ⊂ Ω

(r)
3 ⊂ ... ⊂ Ω(r)

n ⊂ ... (218)

Ñëåäîâàòåëüíî

µ

(⋃
n

Ωr
n

)
6
K

r
, (219)

µ (Ω) 6
K

r
. (220)
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Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó r →∞ â (220) è ïîëó÷èì, ÷òî µ(Ω) = 0. ×òîáû ïîëüçîâàòüñÿ
òåîðåìîé Ëåáåãà ïåðåîïðåäåëèì ôóíêöèè fn(x) íà ìíîæåñòâå Ω, ÷òîáû íà ýòîì
ìíîæåñòâå ñóùåñòâîâàë ïðåäåë. Ìû òàê ìîæåì ñäåëàòü ïîòîìó, ÷òî èíòåãðàë îò
ýòîãî íå èçìåíèòñÿ.
Ââåä¼ì ìíîæåñòâà Ar

Ar = {x : x ∈ A, r − 1 6 f(x) < r}. (221)

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ϕ(x) = r, x ∈ Ar. Ñïðàâåäëèâî

f(x) 6 ϕ(x) 6 f(x) + 1. (222)

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ϕ(x) èíòåãðèðóåìà.
Ââåä¼ì ìíîæåñòâà

Bs =
s⋃
r=1

Ar. (223)

Íà ìíîæåñòâå Bs ôóíêöèÿ ϕ(x) îãðàíè÷åíà, ñëåäîâàòåëüíî, è f(x) òàêæå îãðà-
íè÷åíà. Ïî òåîðåìå Ëåáåãà ∫

Bs

fn(x)dµ→
∫
Bs

f(x)dµ. (224)

Ñäåëàåì îöåíêó:∫
An

ϕ(x)dµ 6
∫
An

f(x)dµ+ µ(An) = lim
n→∞

∫
An

fn(x)dµ+ µ(An), (225)

∫
Bs

ϕ(x)dµ 6
∫
Bs

f(x)dµ+ µ(Bs) = lim
n→∞

∫
Bs

fn(x)dµ+ µ(Bs) 6 K + µ(A). (226)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ∫
A

ϕ(x)dµ =
∞∑
r=1

rµ(Ar), (227)

∫
A

ϕ(x)dµ =
∞∑
r=1

rµ(Ar), (228)

∫
Bs

ϕ(x)dµ =
s∑
r=1

rµ(Ar) 6 K + µ(A). (229)

Èç (229) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(x) èíòåãðèðóåìà, ïîýòîìó èç (222) ñëåäóåò, ÷òî
è f(x) èíòåãðèðóåìà.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, àïïðîêñèìèðóþùàÿ δ - ôóíêöèþ íåìîíîòîííà,
ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå óêëàäûâàåòñÿ â ðàìêè òåîðåìû Ëåâè.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ψn(x) > 0, ïóñòü îíè èíòå-
ãðèðóåìû è ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç èíòåãðàëîâ îò ôóíêöèé ñõîäèòñÿ:

∞∑
n=1

∫
A

ψn(x)dµ <∞. (230)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=1

ψn(x) (231)

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó, è åãî ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî÷ëåííî∫
A

∞∑
n=1

ψn(x)dµ =
∞∑
n=1

∫
A

ψn(x)dµ. (232)

Òåîðåìà 21 (Ôàòó). Ïóñòü åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ èíòåãðèðóåìûõ
ôóíêöèé fn(x) > 0, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê f(x), äëÿ êîòîðîé∫

A

fn(x)dµ 6 K. (233)

Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) òîæå èíòåãðèðóåìàÿ è∫
A

fn(x)dµ 6 K. (234)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ââåä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn(x) = inf
k>n

fk(x). Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî ϕn(x) 6

ϕn+1(x). Äîêàæåì èçìåðèìîñòü ϕn(x). Ýòî îçíà÷àåò èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâ

{x : ϕn(x) < c} =
∞⋃
k=1

{x : fk(x) < c}. (235)

Òàê êàê fn(x) èçìåðèìû, òî èç (235) ñëåäóåò, ÷òî ϕn(x) èçìåðèìû. Î÷åâèäíî, ÷òî

0 6 ϕn(x) 6 fn(x). (236)

Ñëåäîâàòåëüíî ϕn(x) èíòåãðèðóåìà è∫
A

ϕn(x)dµ 6
∫
A

fn(x)dµ 6 K. (237)
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ϕn(x) ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ëåâè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) è ∫

A

ϕ(x)dµ 6 K. (238)

Îäíàêî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ϕn(x) ôóíêöèè ϕ(x) è f(x) ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî,
f(x) èíòåãðèðóåìà è ∫

A

f(x)dµ 6 K. (239)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ëåêöèÿ 7

Ïðîñòðàíñòâî L2

Ïðîñòðàíñòâî L2 ëåæèò â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ðàññòîÿíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(f, g) =

√√√√√ b∫
a

[f(x)− g(x)]2dx. (240)

Äëÿ êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé:

ρ(f, g) =

√√√√√ b∫
a

|f(x)− g(x)|2dx. (241)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîíèìàåòñÿ êàê

(f, g) =

b∫
a

f(x)g∗(x)dx. (242)

Êîíñòðóêöèÿ (240) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì, òî åñòü, óäîâëåòâîðÿåò
îñíîâíûì ñâîéñòâàì: ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü, íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà,
ñèììåòðèÿ ïî àðãóìåíòàì. Îäíàêî, åñëè ρ = 0, ïðè ïîíèìàíèè èíòåãðàëà â ñìûñëå
Ðèìàíà, âîçíèêàåò ïðîáëåìà: â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ îïèñàòü óñëîâèÿ íà ôóíêöèè
f(x) è g(x). Ïðè ïîíèìàíèè ýòîãî èíòåãðàëà â ñìûñëå Ëåáåãà:

ρ(f, g) =

√√√√∫
[a,b]

[f(x)− g(x)]2dµ = 0. (243)

ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè f(x) è g(x) ýêâèâàëåíòíû.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà L2 - ýòî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé, êâàäðàò êîòîðûõ òàêæå èçìåðèì, êîòîðîå ñîñòîèò èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
(òî åñòü âñå ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îäèí è òîò æå ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà).
Ïðîñòðàíñòâî L2 ïîëíîå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà, íàì íåîáõîäèìî ðàñ-

ñìîòðåòü åù¼ îäíî ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî L1, â êîòîðîì ðàññòîÿíèå ââîäèò-
ñÿ êàê

ρ(f, g) =

∫
[a,b]

|f(x)− g(x)|dµ. (244)

Òåîðåìà 22 Ïðîñòðàíñòâî L1 ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïóñòü åñòü ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x):

∀ε > 0 ∃N : ∀n,m > N

∫
[a,b]

|fn(x)− fm(x)|dµ < ε. (245)

Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü. Òîãäà îñòàëüíûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè
áóäóò ñõîäèòñÿ ê ýòîìó æå ïðåäåëó.
Ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fhk(x) òàêóþ, ÷òî∫

[a,b]

|fnk(x)− fnk+1
(x)|dµ < 1

2n
. (246)

Ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ÷ëåíîâ ñïðàâà ñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëåâè
ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ðÿä

|fn1(x)− fn2(x)|+ |fn2(x)− fn3(x)|+ ...+ |fnk(x)− fnk+1
(x)|+ ... (247)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ðÿä

fn1(x)− fn2(x) + fn2(x)− fn3(x) + ...+ fnk(x)− fnk+1
(x) + ... (248)

Ðÿä (247) è åñòü fnk . Ñëåäîâàòåëüíî, fnk → f(x) ïî÷òè âñþäó. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå
Ôàòó ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (244):∫

[a,b]

|fn(x)− f(x)|dµ < ε. (249)

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 23 Ïðîñòðàíñòâî L2 ïîëíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Çàïèøåì ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ôóíêöèÿìè â L1 è ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êî-
øè - Áóíÿêîâñêîãî:

∫
[a,b]

|f(x)− g(x)|dµ =

∫
[a,b]

1 · |f(x)− g(x)|dµ 6
√√√√∫

[a,b]

1dµ ·
∫

[a,b]

|f(x)− g(x)|2dµ. (250)

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà â L2, òî îíà ôóíäà-
ìåíòàëüíà â L1. Òî æå ñàìîå äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ýòî îòíîøåíèå
ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì.
Ðàññìîòðèì ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â L2:∫

[a,b]

|fn(x)− fm(x)|2dµ < ε. (251)
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Îíà ôóíäàìåíòàëüíà â L1 è ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê f(x). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî
ïðèìåíèòü òåîðåìó Ôàòó, è ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïî m → ∞ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà
(250): ∫

[a,b]

|fn(x)− f(x)|2dµ < ε. (252)

À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) â L2.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âñåé ïðÿìîé R1 òàêîå äîêàçàòåëüñòâî íå ïðèìåíèìî, òàê êàê
íå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (250) â ñèëó òîãî, ÷òî ìåðà ïðÿìîé áåñêîíå÷íà. Äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ðàçáèòü ïðÿìóþ íà ñ÷¼òíûé íàáîð îòðåçêîâ, ïðèìåíèòü
äîêàçàííóþ òåîðåìó äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïî îòäåëüíîñòè, à çàòåì ¾ñøèòü¿ ïîëó-
÷åííûå ôóíêöèè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷è, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì ïåðåíîñà:

∂u

∂t
= ε∆u. (253)

Ýòèì óðàâíåíèåì îïèñûâàþòñÿ ïðîöåññû ìîëåêóëÿðíîé äèôôóçèè è òåïëîïåðå-
äà÷è. Åñëè åñòü èñòî÷íèê ïðèìåñè èëè òåïëîâûäåëåíèÿ, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (253)
èìååò âèä:

u(x, t) = e−
r2

2νt . (254)

Èç (254) ñëåäóåò, ÷òî âîçìóùåíèå îò èñòî÷íèêà äîéä¼ò äî òî÷êè r çà âðåìÿ ∼
√
νt.

Îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî âðåìÿ äîñòàòî÷íî âåëèêî. Îäíàêî èç îïûòà èçâåñòíî,
÷òî èñòèííîå âðåìÿ, çà êîòîðîå, íàïðèìåð, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ çàïàõ äóõîâ èëè íà-
ãðåâàåòñÿ ÷àéíèê, ãîðàçäî ìåíüøå. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî êëþ÷åâóþ ðîëü çäåñü
èãðàþò êîíâåêòèâíûå ïîòîêè. Òàê êàê ýòè ïîòîêè äîñòàòî÷íî ñëîæíûå, èõ îïèñû-
âàþò ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Óðàâíåíèå, ó÷èòûâàþùåå èõ, èìååò âèä:

∂u

∂t
+ (v · ∇)u = ε∆u. (255)

Ïîëå ñêîðîñòåé èìååò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü v è ¾âðåìÿ ïàìÿòè¿ τ , çà
êîòîðîå îíî òåðÿåò èíôîðìàöèþ î ñâî¼ì ñîñòîÿíèè. Çà âðåìÿ τ íåêîòîðàÿ òî÷êà
ñìåñòèòñÿ íà ðàññòîÿíèå ∆xi = vτξi, ãäå ξi - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Âîçíèêàåò âîïðîñ,
íàñêîëüêî òî÷êà ñäâèíåòñÿ çà âðåìÿ t:

∆r =
∑
i

vτξi = vτ
√
nξ = v

√
τ ·
√
t · ξ, (256)
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ãäå ξ - ñëó÷àé÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì:

p(x) ∼ e−x
2/2. (257)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå ïðîïîðöèîíàëüíî
√
t, à êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòè (äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû):

νT =
v2τ

3
=
vl

3
. (258)

Ñëåäîâàòåëüíî,

t =
r2

νT
. (259)

×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå (255) íåîáõîäèìî åãî óñðåäíèòü, ÷òî ïðîáëåìàòè÷íî
èç-çà íàëè÷èÿ ÷ëåíà (v∇)u. ×òîáû îáîéòè ýòó ïðîáëåìó, ìîæíî ðåøèòü ýòî óðàâíå-
íèå áåç óñðåäíåíèÿ, à çàòåì óñðåäíèòü ðåøåíèå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè èíòåãðàë ïî ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé, íåîáõîäèìî ââåñòè

ïîíÿòèå ìåðû. Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ ïîíÿòèå êâàçèèíòåðâàëà Âèíåðà (Ðèñ. 14)

Q(t1, t2, ..., a1, a2, ...b1, b2, ...)

0
t

x

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7

a1

b1

Ðèñ. 14. Êâàçèèíòåðâàë

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êâàçèèíòåðâàëû îáðàçóþò ïîëóêîëüöî, è ìîæíî ââåñòè
ìåðó:

µ(Q) = P{Wt ∈ Q}, (260)

ãäå P{Wt ∈ Q} - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà (âèíåðîâñêèé ïðî-
öåññ) ïðîõîäèò ÷åðåç êâàçèèíòåðâàë Q.
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Ëåêöèÿ 8

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â

äâèæóùåéñÿ ñðåäå

Çàïèøåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (255)
∂u

∂t
+ (v · ∇)u = ε∆u,

u(x, 0) = u0(x).
(261)

Ðàññìîòðèì äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ: v = 0 è ε = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåøåíèå
èìååò âèä:

u(x, t) =

∫
g(x, y, t)u0(y)d3y, (262)

ãäå g(x, y, t) - ôóíêöèÿ Ãðèíà:

g(x, y, t) =
e−

(x−y)2
αεt

√
βt

= M [u0(
√

2εWt)]. (263)

Â ñëó÷àå ε = 0 òåìïåðàòóðà îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïîòîêàìè. Ââåä¼ì îáî-
çíà÷åíèå ξt,x - êîîðäèíàòà òî÷êè, èç êîòîðîé ÷àñòèöà ïðèõîäèò â òî÷êó x â ìîìåíò
âðåìåíè t:

u(x, t) = u0(ξt,x). (264)

0

t

x

t

�t,x

�s,x

Ðèñ. 15. Äèàãðàììà äëÿ ñëó÷àÿ ε = 0

Â îáùåì ñëó÷àå áóäåò ñëîæåíèå äâóõ äâèæåíèé:

dx

dt
= v + vB. (265)

47

ТЕОРИЯ МЕРЫ И ИНТЕГРАЛА ЛЕБЕГА ДЛЯ ФИЗИКОВ
СОКОЛОВ ДМИТРИЙ ДМИТРИЕВИЧ

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Îäíàêî, ó òðàåêòîðèè áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ íåò ñêîðîñòè, òàê êàê ôóíêöèÿ
íå äèôôåðåíöèðóåìà (â ñèëó òîãî, ÷òî ∆x ∼

√
∆t). Íî ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü

âûðàæåíèå (265) è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Èòî:

ξ(s, x) = −
s∫
t

ξσ,xdσ +
√

2εWt−s + x. (266)

Òîãäà

u(t, x) = Mx[u0(ξt,x)], (267)

ãäå M - ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. (267) íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëà Êàöà - Ôåéí-
ìàíà.
Ïðîâåðèì, ÷òî (267) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Âû÷èñëèì ïðîèçâîä-

íóþ ïî âðåìåíè:

lim
∆→0

u(t+ ∆t, x)− u(t, x)

∆t
, (268)

u(t+ ∆t, x) = Mu(t, ξ∆t). (269)

Âû÷èñëèì ξ∆t,i:

ξ∆t,i = xi +
√

2εW∆t,i − vi∆t+ o(∆t). (270)

Ïîäñòàâèì â (269) è ðàçëîæèì â ðÿä:

u(t, xi +
√

2εW∆t,i − vi∆t+ o(∆t)) = u(t, xi) +
∂u

∂xi
· (
√

2εW∆t,i − vi∆t)+

+
1

2

∂2u

∂xi∂xj
· (
√

2εW∆t,i − vi∆t)
√

2εW∆t,j − vj∆t) + o(∆t). (271)

Îòáðàñûâàåì ÷ëåíû ïîðÿäêîâ âûøå ëèíåéíûõ:

u(t, xi) +
∂u

∂xi
· (
√

2εW∆t,i − vi∆t) +
1

2

∂2u

∂xi∂xj
·
√

2εW∆t,iW∆t,j. (272)

Âîçüì¼ì ñðåäíåå îò (272):

u(t+∆t, xi) = u(t, xi)−vi
∂u

∂xi
∆t+

1

2

∂2u

∂xi∂xj
·2εδij∆t = u(x, t)−vi

∂u

∂xi
+ε∆u ·∆t. (273)

Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî è òðåáóåòñÿ:

∂u

∂t
+ (v · ∇)u = ε∆u. (274)

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ðåøåíèå çàäà÷è (261). Òåïåðü íåîáõîäèìî íàéòè óðàâ-
íåíèå äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ 〈u(x, t)〉. Ðàçîáü¼ì âðåìåííóþ îñü íà ìàëûå îòðåçêè âðå-
ìåíè ïðîäîëæèòåëüíîñòè ∆ � ∆t. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà êàæäîì ïðîìåæóòêå
âðåìåíè ïîëå v ïîñòîÿííî, è çíà÷åíèÿ íà êàæäîì îòðåçêå ñëó÷àéíû è íåçàâèñèìû.

48

ТЕОРИЯ МЕРЫ И ИНТЕГРАЛА ЛЕБЕГА ДЛЯ ФИЗИКОВ
СОКОЛОВ ДМИТРИЙ ДМИТРИЕВИЧ

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Òàê êàê ìû ïîëó÷àåì âûäåëåííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè, òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðè-
àíòíîñòü òåðÿåòñÿ. Îäíàêî, ìîæíî ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ∆→ 0.
Ðàññìîòðèì äâà ìîìåíòà âðåìåíè n∆ è (n+1)∆. Âûðàçèì âåëè÷èíó u((n+1)∆, x)

÷åðåç u(n∆, x). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå Èòî (266). Â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè

ξi = xi +
√

2εWi − v∆t. (275)

Ïîäñòàâèì (275) â (266) è ðàçëîæèì â ðÿä:

ξi = xi +
√

2εWi − v∆ +
∂vi
∂xj
· (
√

2εWj − vj∆)∆ + o(∆). (276)

Òåïåðü ðàçëîæèì u(n∆, ξ∆):

u(n∆, ξ∆) = u(n∆, x) +
∂u

∂xi
· ξ∆,i =

= u(n∆, x) +
∂u

∂xi
·
(
xi +

√
2εWi − v∆ +

∂vi
∂xj
· (
√

2εWj − vj∆)∆

)
+

1

2

∂2u

∂xi∂xj
· (
√

2εWi − vi∆)(
√

2εWj − vj∆) + o(∆). (277)

Òåïåðü íåîáõîäèìî âçÿòü ñðåäíåå ïî âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó:

u((n+ 1)∆, x) = u(n∆, x)− vi∆−
∂vi
∂xj

vj∆
2 +

1

2

∂2u

∂xi∂xj

(
2εδij∆ + vivj∆

2
)
, (278)

u((n+ 1)∆, x) = u(n∆, x)− viu∆− ∂vi
∂xj

vju∆2 + ε∆u+
vivj∆

2

2

∂2u

∂xi∂xj
. (279)

Òåïåðü óñðåäíèì ïî òåì èíòåðâàëàì âðåìåíè, êîòîðûå ïðåäøåñòâîâàëè n∆:

u((n+ 1)∆, x) = T (n∆, x)− viT∆− ∂vi
∂xj

vjT∆2 + ε∆T +
vivj∆

2

2

∂2T

∂xi∂xj
, (280)

ãäå T (n∆, x) = u(n∆, x).
Òåïåðü óñðåäíèì ïî ïîñëåäíåìó èíòåðâàëó:

T ((n+ 1)∆, x) = T (n∆, x) + ε∆T +
aδij
2

∂2T

∂xi∂xj
, (281)

T ((n+ 1)∆, x) = T (n∆, x) + ε∆T +
a

2
∆(T∆). (282)

Òàêèì îáðàçîì,

∂T

∂t
= lim

∆→0

T ((n+ 1)∆, x)− T (n∆, x)

∆
= lim

∆→0

∆(ε∆T + (a/2)∆T )

∆
, (283)

∂T

∂t
=
(
ε+

a

2

)
∆T, (284)
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ãäå a = 〈v1v1〉∆ = 2v2τ/3.

Çäåñü v - ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ñêîðîñòü, τ = ∆/2 - âðåìÿ ïàìÿòè.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà òóðáóëåíòíîé äèôôó-

çèè:

εT = ε+
v2τ

3
, (285)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò (258).
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Ëåêöèÿ 9

Ôîðìóëà Êàöà-Ôåéíìàíà

Îáîáùèì ìåòîä, êîòîðûé èñïîëüçîâàëñÿ â ïðîøëîé ëåêöèè íà áîëåå ñëîæíûå
ñèñòåìû. Ïåðâàÿ ïðîáëåìà - îáîáùåíèå ôîðìóëû Êàöà - Ôåéíìàíà íà ñëó÷àé âåê-
òîðíûõ ïîëåé.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïåðåíîñå ìàãíèòíîãî ïîëÿ æèäêîñòüþ. Çàïèøåì óðàâíåíèå

äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∂H

∂t
= rot[v ×H] + νm∆H, (286)

∂H

∂t
+ (v · ∇)H = (H · ∇)v + νm∆H, (287)

Ýòî óðàâíåíèå ñõîæå ñ óðàâíåíèåì (261). Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â ÷ëåíå
(H·∇)v, èç-çà êîòîðîãî êîìïîíåíòû âåêòîðíûõ ïîëåé ïåðåìåøèâàþòñÿ, â ñèëó ýòîãî
ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Â ðåçóëüòàòå ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíî ðàñòóùèå ðåøåíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñàìîâîçáóæäåíèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ óðàâíåíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ íåîáõîäèìî âûïèñàòü ôîðìóëó Êàöà

- Ôåéíìàíà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïîëÿ â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà
âäîëü ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèè:

dH

dt
= A ·H, (288)

ãäå A =

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

y′ = a(x)y, (289)

y = y0 · exp

(∫
a(x)dx

)
. (290)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ

∂ϕ

∂t
+ (v · ∇)ϕ = εϕ+ ν∆ϕ, (291)

ôîðìóëà Êàöà - Ôåéíìàíà èìååò âèä:

ϕ = Mx

ϕ0(ξt,x) · exp

 t∫
0

ε(s, ξs,x)

 ds

 . (292)

Ïî àíàëîãèè ìîæíî áûëî áû íàïèñàòü ðåøåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (288):

H = exp

(∫
Adx

)
·H0, (293)
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ãäå ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà - ýòî

eA = 1 + A+
A2

2!
+
A3

3!
+ ...+

An

n!
+ ... (294)

Îäíàêî, òàê ñäåëàòü íåëüçÿ, ïîòîìó ÷òî ìàòðèöû A íåêîììóòàòèâíû äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè. ×òîáû îáîéòè ýòó ïðîáëåìó, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
ïîäõîä. Ïðåäñòàâèì âåêòîð H íå êàê ñòîëáåö, à êàê ñòðîêó. Òîãäà óðàâíåíèå (288)
ïðèìåò âèä:

dH

dt
= H · A. (295)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A íà èíòåðâàëàõ ∆t ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ
A1, A2, ... Òîãäà

H1 = H0 · [E + A1∆t], (296)

H2 = H1 · [E + A2∆t] = H0 · [E + A1∆t] · [E + A2∆t]. (297)

Íà n - îì øàãå ìû ïîëó÷èì:

Hn = H0 ·
n∏
i=1

[E + Ai∆t]. (298)

Â ïðåäåëå ïîëó÷èì êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì èí-

òåãðàëîì Âîëüòåððà:

H(t) = H0 ·
t∏

s=0

[E + A(s)ds]. (299)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà Êàöà - Ôåéíìàíà äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðèìåò âèä:

H(t, x) = Mx

{
H0(ξt,x) ·

t∏
s=0

(E + Ads)

}
. (300)

Äëÿ ñðåäíèõ ïîëåé: B = 〈H〉 ñïðàâåäëèâî:

∂B

∂t
= rotαB + β∆B, (301)

ãäå α =
1

3
〈v · rotB〉τ, β =

vl

3
.

Âåëè÷èíà α íàçûâàåòñÿ ñïèðàëüíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðîì (òàê êàê ïðè
ñìåíå ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ïðàâîé íà ëåâóþ îíà ìåíÿåò çíàê) è òîïîëîãè÷åñêèì
èíâàðèàíòîì.
Âåðí¼ìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

∂u

∂t
+ (v · ∇)u = ε∆t. (302)
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âìåñòî áåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ ∆ ìû ðàññìàòðèâàåì
êîíå÷íûå âåëè÷èíû. Òîãäà (283) ïðèìåò âèä

T ((n+ 1)∆, x)− T (n∆, x)

∆
= L̂T, (303)

ãäå L̂ - íåêîòîðûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð. Ïðîñòî òàê âçÿòü èíòåãðàë â ïðàâîé
÷àñòè (303) íå ïîëó÷àåòñÿ, òàê êàê ìû èìååì äåëî ñ ñóïåðïîçèöèåé êîíâåêöèè è
ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. ×òîáû îáîéòè ýòó ïðîáëåìó ìû ìîæåì ñäåëàòü íåêîòîðîå
ïðåîáðàçîâàíèå, òàêîå, ÷òî

u(t, x) = Mx{Ju0(x+
√

2εWt)}, (304)

ãäå J - ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åãî ìîæíî ïîäîáðàòü èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.
Âî - ïåðâûõ, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñâîéñòâî:

J[0,t] = J[0,a] · J[a,t]. (305)

Ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ýêñïîíåíòà. Òàê êàê ÿêîáèàí - èíòåãðàëüíàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà, â ýêñïîíåíòå äîëæåí ñòîÿòü èíòåãðàë îò áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû:

J ∼ exp

[
−1

ε

∫
v2dt− 1

2
√
ε

∫
vdWt

]
. (306)

Ïîñëå ïðÿìîé ïîäñòàíîâêè äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè.
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