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Лекция 1

Гамильтонова механика

Лагранжева механика, принцип Гамильтона-Остроградского

Основы Лагранжевой механики:

1) связи только голономные

2) силы только потенциальные

a “ pa1, . . . , anq - обобщенные координаты (независимы по определению)
9q “ p 9q1, . . . , 9qnq - обобщенные координаты (независимы, т.к. связи голономные)
Кинетическая энергия T “ T2 ` T1 ` T0, квадратичная форма обобщенных ско-

ростей с коэффициентами, зависящими от обобщенных координат и времени T2 “
1
2
pApq, tq 9q, 9qq, линейная форма обобщенных скоростей с коэффициентами, завися-

щими от обобщенных координат и времени T1 “ papq, tq, 9qq, T0 “ a0pq, tq.
Потенциальная энергия зависит от обобщенных координат и времени V pq, tq.
Функция Лагранжа L “ T ´ V “ L2 ` L1 ` L0, L2 “ T2, L1 “ T1, L0 “ a0 ´ V .
Уравнения движения

ˆ

BL

B 9q

˙¨

´
BL

Bq
“ 0 p0.1q

Если в расширенном корреляционном пространстве pq; tq зафиксируем точки pq0, t0q,
pq1, t1q и введем множество гладких кривых Ω “ tγptq : γpt0q “ q0, γpt1q “ q1u. Возь-
мем γ0ptq P Ω кривую и введем гладкое семейство кривых γαptq P Ωp|α| ď α0q.

γαptq “ tqpα, tqu

δq “

ˆ

Bq

Bα

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α“0

δα

Действие по Гамильтону вдоль кривой γptq :

Ipγq “

ż t1

t0

Ldt

Принцип Гамильтона-Остроградского: Кривая γ0ptq-экстремаль функцио-
нала Ipγq, если и только если q “ γ0ptq -решение краевой задачи для уравнений
Лагранжа (0.1).

Краевая задача qpt0q “ q0, qpt1q “ q1.
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Преобразование Лежандра. Переменные Гамильтона (канонические).
Функция Гамильтона

.
Гамильтон предложил переход q, 9q Ñ q, p. Обобщенные импульсы

p “
BL

B 9q
“ Apq, tq 9q ` apq, tq (1)

pi “
BL

B 9qi
“ aijpq, tq 9qj ` aipq, tq p11q

Соотношения (1) и (1’) разрешимы относительно 9q, т.к. определитель А не равен
нулю.

9q “ A´1
pp´ aq (2)

9qi “ aijppj ´ ajq, a
ij
“ paijq

´1
p21q

p - ковектор, (1) - преобразование Лежандра, (2) - обратное к нему, p, q - канониче-
ские переменные Гамильтона.

Определение Функция Гамильтона Hpq, p, tq по определению

H “ tpp, 9qq ´ Lu(2) “ tp, 9qi ´ Lp 9q, q, tqu(2) (3)

Утверждение
H “ tL2 ´ L0u(2) (4)

Доказательство

H
(3)
“ tp 9q ´ Lu(2) “ t

ˆ

BL

B 9q
, 9q

˙

´ Lu(2) “ t2L2 ` L1 ´ L2 ´ L1 ´ L0u(2) “ tL2 ´ L0u(2)

Пример - плоская круговая ограниченная задача трех тел (ПКОЗТТ)
Функция Лагранжа астероида во вращающейся системе координат после деления
на массу астероида и в безразмерных переменных

L “
1

2
px2

` y2
q ` px 9y ´ 9xyq `

1

2
px2

` y2
q ´ V px, yq, n “ 2, q1

“ x, q2
“ y

px “
BL

B 9x
“ 9x´ y

py “
BL

B 9y
“ 9y ` x

px ` y “ 9x

py ´ x “ 9y
(5)
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H
(4)
“ t

1

2
px2

` y2
q ´

1

2
px2

` y2
q ` V px, yqu(5) “

1

2
pp2
x ` p

2
yq ` ppxy ´ pyxq ` V px, yq

Замечание Если связи, наложенные на систему не зависят от времени, то T “
T2 “

1
2
pApqq 9q, 9qq ñ p “ A 9q, 9q “ A´1pñ H “ 1

2
pA´1p, pq ` V “ H2 `H0.

В общем случае H “ H2 `H1 `H0

Уравнения Гамильтона и их свойства

Из (1) и (3) следует, что p “ BL
B 9q
, BH
Bq
“ ´BL

Bq
, 9q “ BH

Bp

#

9q “ BHpq,p,tq
Bp

9p “ ´BHpq,p,tq
Bq

(6)

(6) - уравнения Гамильтона с 2n-уравнений 1-го порядка.
Свойства уравнений Гамильтона

1) 9H “ BH
Bt

Доказательство

9H “

ˆ

BH

Bq
, 9q

˙

`

ˆ

BH

Bp
, 9p

˙

`
BH

Bt
“

ˆ

BH

Bq
,
BH

Bp

˙

`

ˆ

BH

Bp
,´
BH

Bq

˙

`
BH

Bt
“
BH

Bt

Следствие Если функция Гамильтона не зависит от времени, то (6) допускает

Hpq, pq “ h “ const (7)

2) Если BH
Bqα

“ 0, то
pα “ cα “ const (8)

3) divtBH
Bp
,´BH

Bq
u “ 0 Доказательство

divt
BH

Bp
,´
BH

Bq
u “

B

Bq

ˆ

BH

Bp

˙

´
B

Bp

ˆ

BH

Bq

˙

“ 0

Следствие 1 Уравнения Гамильтона сохраняют фазовый объем. В фазовом
пространстве есть объем в начальный времени τ0. Из каждой точки этого
объема выходит решение задачи Коши pq0, p0q P τ0 Ñ q0ptq, p0ptq, t “ t0. В
какой-то следующий момент времени получаем объем:

ż

τ

dpdq “

ż

τ0

dp0dq0

Следствие 2 Асимптотическая устойчивость в гамильтоновых системах невоз-
можна.
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4) При взаимно однозначных заменах координат сохраняется гамильтонова струк-
тура уравнений.

В уравнении (6) q Ñ rq “ rqpq, tq ñ qprq, tq.

9q “
Bq

Bt
`

ˆ

Bq

Brq
,9rq

˙

ñ

tLpq, 9q, tqu “ L

ˆ

qprq, tq,
Bq

Bt
`
Bq

Brq
9
rq, t

˙

“ rLprq,9rq, tq

rp “
BrL

B9rq
ñ rHprq, rp, tq “ prp9rq ´ Lprq,9rq, tqqp˚q ñ

9
rq “

B rH

Brp
, 9
rp “ ´

B rH

Brq
pr6q

Замечание Если от pq, pq Ñ prq, rpq, rq “ rqpq, p, tq, rp “ rppq, p, tq, то в общем
случае гамильтонова структура нарушается.

Замечание Если исходная система не консервативна, т.е.Qpq, 9q, tq “ ´BV pq,tq
Bq

`

Q˚pq, 9q, tq, то можно ввести канонические переменные Гамильтона, функцию
Гамильтона и записать уравнение в виде

#

9q “ BH
Bp

9p “ ´BH
Bq
` P

P “ Q˚pq, 9q, tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

9q“ 9qpq,p,t

“ P pa, p, tq

Пример: плоская задача Кеплера

В декартовых координатах

L “
1

2
mpx2

` y2
q `

mµ
a

x2 ` y2

q1 “ x, p1 “ y

px “
BL

B 9x
“ m 9x, py “

L

9y
“ m 9y

H “
1

2m
pp2
x ` p

2
yq ´

mµ
a

x2 ` y2

В полярных координатах

x, y Ñ r, φ : x “ rcosφ, y “ rsinφñ

rL “
1

2
mpr2

` r2φ2
q `

mµ

r

pr “
BrL

B 9r
“ m 9r, pφ “

BrL

B 9φ
“ mr2 9φ

rH “
1

2m

ˆ

p2
r `

p2
φ

r2

˙

´
µm

c
, rH “ h, pφ “ c “ const
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Принцип Гамильтона в форме Пуанкаре

9q “
BH

Bp
, 9p “ ´

BH

Bq
,H “ Hpq, p, tq (1)

qpt0q “ q0, qpt1q “ q1 (2)

γ0ptq “ tq0ptq, p0ptqu ´ решение краевой задачи (1), (2) (3)

Рассмотрим расширенные фазовые пространства tq, p, tu. Зафиксируем в подпро-
странстве tq, tu точки pq0, t0q, pq1, t1q (2). Рассмотрим в tq, p, tu множество Ω гладких
кривых γptq “ tqptq, pptqu с фиксированными в подпространстве tq, tu концами (2).
Вдоль кривой γptq введем действие по Пуанкаре

Apγq “

ż t1

t0

pp 9q ´Hqdt (4)

Фиксируем кривую γ0ptq P Ω. Рассматриваем гладкое семейство кривых γαptq P
Ω, p|α| ď α0q, qpα, t0q “ q0, qpα, t1q “ q1.

δq “
Bqpα, tq

Bα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α“0

δα, δp “
Bppα, tq

Bα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α“0

δα, δH “
BH

Bq
δq `

BH

Bp
δp

- изохронная вариация
Теорема (Пуанкаре) Кривая γ0ptq - экстремаль действия (4), если и только

если γ0ptq - решение краевой задачи (1), (2).
Доказательство

δApγ0q “ δ

ż t1

t0

pp 9q ´Hqdt “

ż t1

t0

pδp 9q ´ δHqdt “

ż t1

t0

rpδp, 9qq ` pp, δ 9qq ´Hqδq ´Hpδpsdt “

“

ż t1

t0

rp 9q, δpq ` pp, δqq¨ ´ p 9p, δqq ´Hqδq ´Hpδpsdt “

ż t1

t0

pp, δqq¨dt`

ż t1

t0

rp 9q ´Hp, δpq´

´ p 9p`Hq, δqqsdt

Если γ0ptq - решение, то 9q “ Hq, 9p “ Hp. Если δApγ0ptqq “ 0, δq, δp - произвольные
в pt0, t1q ñ 9q “ Hp, 9p “ ´Hq, то γ0ptq - решение задачи (1), (2).
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Лекция 2

Интегральные инварианты

Универсальный интегральный инвариант Пуанкаре (УИИП)

9q “ Hp, 9p “ ´Hq, H “ Hpq, p, tq, Hq “
BH

Bq
,Hp “

BH

Bp
(1)

Рассмотрим семейство задач Коши

t0, q0 “ q0psq, p0 “ p0psq, s P r0, 1s, q1p1q “ q0p0q, p0p1q “ p0p0q (2)

Начальные условия q0psq и p0psq образуют в пространстве tq, pu замкнутую кри-
вую, а в пространстве tq, p, tu замкнутую ориентированную кривую γ0, лежащую в
гиперплоскости t “ t0.

Рассмотрим семейство решений задач Коши (2) для (1)

q “ qps, tq, p “ pps, tq (3)

В силу теоремы единственности (принципа детерминированности)

qp1, tq “ qp0, tq, pp1, tq “ pp0, tq (4)

Решения, выпущенные из каждой точки кривой Γ0 образуют трубку, т.е. реше-
ния (3) образуют трубку решений. Если зафиксировать момент времени t и на этом
уровне провести сечение трубки с той же ориентацией. Введем изохронные вариа-
ции фазовых переменных и функции Гамильтона:

δq “
Bqps, tq

Bs
δs, δp “

Bpps, tq

Bs
δs, δH “ Hqδq `Hpδp

Универсальный интегральный инвариант Пуанкаре:

Ip “

¿

Γt

pδq, Ip “ Ipptq

Теоремы о взаимосвязи гамильтоновой системы и УИИП

Теорема 1 Ip “ const,
ű

Гt
pδq “

ű

Г0
pδq с одной ориентацией.

11

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА. ЧАСТЬ 3 КАРАПЕТЯН АЛЕКСАНДР ВЛАДИЛЕНОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Доказательство

9Ip “ p

¿

Γt

pδqq¨ “

¿

Γt

ppδqq¨ “

¿

Γt

p 9pδq ` ppδqq¨q “

¿

Γt

p 9pδq ` pδ 9qq “

¿

Γt

p 9pδq ` δpp 9qq ´ 9qδpq “

“

¿

Γt

δpp 9qq `

¿

Γt

p 9pδq ´ 9qδpq “

¿

Γt

p´Hqδq ´Hpδpq “ ´

¿

Γt

δH “ 0

Рассмотрим систему ОДУ:

9q “ Qpq, p, tq, 9p “ P pq, p, tq (5)

Для нее рассмотрим (2) и получим кривую Γ0, t “ t0. Рассмотрим (3) и получим
кривую Γt, вычислим Ip.

Теорема 2 Если Ip “ const, то существует Hpq, p, tq : Q “ Hp, P “ ´Hq.
Доказательство

0 “ 9Ip “ p

¿

Γt

pδqq¨ “

¿

Γt

ppδqq¨ “

¿

Γt

p 9pδq ` ppδqq¨q “

¿

Γt

p 9pδq ` pδ 9qq

“

¿

Γt

p 9pδq ` δpp 9qq ´ 9qδpq “

¿

Γt

δpp 9qq `

¿

Γt

p 9pδq ´ 9qδpq “

¿

Γt

p 9pδq ´ 9qδpq

(5)
ñ

¿

Γt

pPδq ´Qδpq “ 0 ñ DF pq, p,Hq : P “
BF

Bq
,Q “ ´

BF

Bp
ñ H “ ´F

Интегральный инвариант Пуанкаре-Картана (ИИП-К)

9q “ Hp, 9p “ ´Hq, H “ Hpq, p, tq, Hq “
BH

Bq
,Hp “

BH

Bp
(1)

t0 “ topsq, q0 “ q0psq, p0 “ p0psq, s P r0, 1s, q1p1q “ q0p0q, p0p1q “ p0p0q, t0p1q “ t0p0q
(2)

Семейство задач Коши образует замкнутую неизохронную кривую Г в tq, p, tu.

q “ qps, tq, p “ pps, tq (3)

qp1, tq “ qp0, tq, pp1, tq “ pp0, tq (4)

Проведем сечение в произвольной t1psq и получим кривую Г 1 с той же ориента-
цией. Введем неизохронные вариации δt “ Bt

Bs
δs, δq “ Bqps,tq

Bs
δs, δp “ Bpps,tq

Bs
δs, δH “

Hqδq `Hpδp. Введем интегральный инвариант Пуанкаре-Картана:

Ic “

¿

Г

ppδq ´Hδtq
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Теорема об инвариантности ИИП-К. Обратная теорема

Теорема 3 Ic “ const
Доказательство Для произвольного s P r0, 1s находим решение γsptq “ tqps, tq, pps, tqu

на rt0psq, t1psqs. Вычислим действие по Пуанкаре

Apγsq “

ż t1psq

t0psq

pp 9q ´Hqdt

Для точки s ` δs получаем кривую γs`δs и решение на rt0ps ` δsq, t1ps ` δsqs.
Вычисляем действием по Пуанкаре

Apγs`δsq “

ż t1ps`δsq

t0ps`δsq

pp 9q ´Hqdt

Apγs`δsq ´ Apγsq “ δApγsq ` opδsq

δApγsq “ ppδq ´Hδtq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1psq

t0psq

`

ż t1psq

t0psq

δrp 9q ´Hdts

δApγsq “ ppδq ´Hδtq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1psq

t0psq

`

ż t1psq

t0psq

rp 9q ´Hpqδp´ p 9p`Hqqδqsdt

δApγsq “ ppδq ´Hδtq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1psq

t0psq
ż 1

0

δApγsq “

ż 1

0

ppδq ´Hδtq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t1psq

t0psq

“

¿

Г1

ppδq ´Hδtq ´

¿

Г0

ppδq ´Hδtq ñ

¿

Г1

ppδq ´Hδtq “

¿

Г0

ppδq ´Hδtq

Теорема 4 Если для решений семейства задач Коши (2) для системы

9q “ Qpq, p, tq, 9p “ P pq, p, tq (5)

существует Hpq, p, tq : Ic “ const, то Q “ Hp, P “ ´Hq.

Уравнения Уиттекера. Пример

9q “ Hp, 9p “ ´Hq, H “ Hpq, p, tq, Hq “
BH

Bq
(1)

Hpq, pq “ h (2)
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BH

Bp
‰ 0 (3)

Из (2) по условию (3)

pn “ ´Kpq, p, τ, hq, q “ pq
1, . . . , qn´1

q, p “ pp1, . . . , pn´1q, τ “ qn (4)

Ip “

¿

Γ

pδq “ const

¿

Γ

pδq “

¿

Г

ppδq ´Kδτq “ Ic

ñ q1 “ Kp, p
1
“ ´Kq, pq

1
“
dpq

dτ
(5)

Пример гамильтоновой системы с 2 степенями свободы

n “ 2, q1
“ x, q2

“ y, p1 “ u, p2 “ v

H “
1

2
pu2

` v2
q `

1

2
px2

` y2
q, H “ hñ

v “
a

2h´ u2 ´ x2 ´ y2 “
?

2h´ u2 ´ x2 ´ τ 2 “ ´Kpu, x, τ, hq

dx

dτ
“

u
?

2h´ u2 ´ x2 ´ τ 2
,
du

dτ
“ ´

x
?

2h´ u2 ´ x2 ´ τ 2

9x “ u, 9u “ ´x, 9y “ v, 9v “ ´y
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Лекция 3

Канонические преобразования

Канонические преобразования: определения и групповые свойства

9q “ Hp, 9p “ ´Hq, H “ Hpq, p, tq (1)

9z “ JHz, z “ pq
1, . . . , qn, p1, . . . , pnq, J “

ˆ

Onˆn Enˆn
Enˆn Onˆn

˙

p1˚q

J´1
“ JT “ ´J, J2

“ E2nˆ2n

H “ Hpz, tq

q, pÑ rq, rp : rq “ rqpq, p, tq, rp “ rppq, p, tq (2)

z Ñ rz : rz “ rzpz, tq p2˚q

|M | ‰ 0,M “

ˆ

Brz

Bz

˙

“

˜

Brq
Bq

Brp
Bq

Brp
Bq

Brp
Bp

¸

q “ qprq, rp, tq, p “ pprq, rp, tq (3)

z “ zprz, tq p3˚q

Определение 1 Преобразование (2) pp2˚qq называется каноническим, если Dc ‰
0 :

MTJM “ cJ (4)

При этом постоянная c называется валентностью канонического преобразования
(КП) (2) pp2˚qq. Если c “ 1, то КП называется унивалентным.

Далее занимаемся унивалентными КП.

КП - группа

Утверждение 1 КП образуют группу.
Доказательство

1) e “ trz “ zu

2) z Ñ rzp2˚q ñ rz Ñ zp3˚q

pM´1qTJpM´1q “ J Ø pM´1qTJ “ JM Ø J “MTJM
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3)

z Ñ z1 “ z1pz, tq ´КП
z1 Ñ z2 “ z2pz, tq ´КП

rz “ z2pz1pz, tq, tq “ rzpz, tq
?
´ КП

J
?
“MTJM

M “
Brz

Bz
“
Bz2

Bz1

Bz1

Bz
ñMT

“

ˆ

Bz1

Bz

˙T ˆ
Bz2

Bz1

˙T

MTJM “

ˆ

Bz1

Bz

˙T ˆ
Bz2

Bz1

˙T

J
Bz2

Bz1

Bz1

Bz
“

ˆ

Bz1

Bz

˙T

J
Bz1

Bz
“ J

Утверждение MTJM “ J ØMJMT “ J

Критерии каноничности с использованием скобок Пуассона и Лагранжа

Пусть φpq, p, tq и ψpq, p, tq - скалярные функции.
Определение 2 Скобка Пуассона функций φ и ψ:

pφ, ψq “
Bφ

Bqi
Bψ

Bpi
´
Bφ

Bpi

Bψ

Bqi
“ ´pψ, φq

Пусть rq “ rqpx, y, . . . q и rp “ rppx, y, . . . q; x, y - скаляры.
Определение 3 Скобка Лагранжа переменных x, y :

rx, ys “
Brqi

Bx

Brpi
By
´
Brqi

By

Brpi
Bx

“ ´ry, xs

Утверждение 1 Преобразование (2) каноническое, если и только если

prqi, rqjq “ 0, prpi, rpjq “ 0, prqi, rpjq “ δij, i, j “ 1, n (5)

Утверждение 2 Преобразование (2) каноническое, если и только если

rrqi, rqjs “ 0, rrpi, rpjs “ 0, rrqi, rpjs “ δji , i, j “ 1, n (6)
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Доказательство

J “

ˆ

0 δkj
´δik0

˙

,M “

¨

˝

BĂqk

Bqi
BĂqk

Bpj

BĂpk

Bqi
BĂpk

Bpj

˛

‚,MT
“

¨

˝

BĂqj

Bqi
BĂpj

Bqj
BĂqj

Bpi
BĂpj

Bpi

˛

‚

MTJ “

¨

˝

BĂqj

Bqi
BĂpj

Bqj
BĂqj

Bpi
BĂpj

Bpi

˛

‚

ˆ

0 δkj
´δik0

˙

“

˜

´
BĂpk
Bqi

BĂqk

Bqi

´
BĂpk

Bpi

BĂqk

Bpi

¸

MTJM “

˜

´
BĂpk
Bqi

BĂqk

Bqi

´
BĂpk

Bpi

BĂqk

Bpi

¸

¨

˝

BĂqk

Bqi
BĂqk

Bpj

BĂpk

Bqi
BĂpk

Bpj

˛

‚“

˜

BĂqk

Bqi
BĂpk

Bqj
´
BĂqk

Bqj
BĂpk

Bqi
BĂqk

Bqi
BĂpk

Bpj
´
BĂqk

Bpj
BĂpk

Bqi

´{{´ ´{{´

¸

“

ˆ

rqi, qjs rqi, pjs
´rqj, pis rpi, pjs

˙

(6)
“

ˆ

0 δij
´δji 0

˙

“ J

Критерий каноничности с использованием производящей функции

Теорема Преобразование (2) каноническое, если и только если существует функ-
ция F pq, p, tq P C :

pδq ´ rprδrq “ δF (7)

Замечание δF “ BF
Bq
δq ` BF

Bp
δp, δrq “ Brq

Bq
δq ` Brq

Bp
δp - изохронная вариация

Доказательство Из (7) ñ

BF

Bqi
“ pi ´ rps

B rqs

Bqi
,
BF

Bpi
“ ´rps

B rqs

Bpi
BF

Bqj
“ pj ´ rps

B rqs

Bqj
,
BF

Bpj
“ ´rps

B rqs

Bpj

B2F

BqiBqj
“ ´

B rps
Bqi
B rqs

Bqj
´ rps

B2
rqs

BqiBqj
,
B2F

BqjBqi
“ ´

B rps
Bqj

B rqs

Bqi
´ rps

B2
rqs

BqjBqi

F
2

ij “ F
2

ji Ø
B rqs

Bqi
B rps
Bqj

´
B rqs

Bqj
B rps
Bqi

“ 0 Ø rqi, qjs “ 0

Аналогично из B2F
BpiBpj

“ B2F
BpjBpi

ñ rpi, pjs “ 0

B2F

BpjBqi
“ δji ´

B rps
Bpj

B rqs

Bqi
´ rps

B2
rqs

BpjBqi

B2F

BqiBpj
“ ´

B rps
Bqi

B rqs

Bpj
´ rps

B2
rqs

BqiBpj
ñ rqi, pjs “ δji

(6) выполнено, когда выполнено (7) и наоборот, оба условия- условия канонично-
сти. F - производящая функция канонического преобразования.
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Сохранение гамильтоновой структуры уравнений при КП

Теорема Если (2) - КП, то существует функция rHprq, rp, tq : в новых переменных
уравнения движения имеют вид rq “ĄH

r

p, rp “ ´ĂH
r

1

Доказательство Для доказательства необходимо построить функцию rH. (2) -
КП ñ DF pq, p, tq : (7). Возьмем

rHprq, rp, tq “ tHpq, p, tq `
BF pq, p, tq

Bt
u(3) (8)

Рассмотрим

rIc “

¿

rГ

prpδrq ´ rHδtq
(2),(7),(8)
“

¿

Г

ˆ

pδq ´ δF ´Hδt´
BF

Bt
δt

˙

“

¿

Г

ppδq ´Hδtq ´

¿

Г

∆F “ const

Пример

q Ñ rq “ rqpq, tq ñ q “ qprq, tq

9q “
Bq

Brq
9
rq `

Bq

Bt
, δq “

Bq

Brq
δrq

rLp9rq, rq, tq “ L

ˆ

Bq

Brq
9
rq, qprqq, t

˙

rp “
BrL

B 9q
“
BL

B 9q

Bq

Brq
“ p

Bq

Brq

q “ qprq, tq, p “ rp
B9rq

Bq

pδq ´ rpδrq “ rp
Brq

Bq
δq ´ rp

Brq

Bq
δq “ 0

(7) выполнено в частности для F “ 0 и rH “ Hpqprq, rp, tq, pprq, rp, tq, tq.

КП и процесс движения

9z “ JHz p1˚q

решение задачи Коши для p1˚q:

zpt0q “ z0 ñ zpt, t0, z0q (9)

18

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА. ЧАСТЬ 3 КАРАПЕТЯН АЛЕКСАНДР ВЛАДИЛЕНОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Утверждение Унивалентное КП z0 Ñ zpt, t0, z0q

Доказательство

M “

ˆ

Bz

Bz0

˙

, 9M “

ˆ

Bz

Bz0

˙¨

“
B 9z

B 9z0

“
B

Bz0

ˆ

J
BH

Bzi

˙

“ J
B2H

Bz0Bz
“ J

B2H

BzBz

Bz

Bz0

“

“ JH
2

z2M

9MT
“MTH

2

z2J
T
“ ´MTH

2

z2J
`

MTJM
˘¨
“ 9MTJM `MTJ 9M “ ´MTH

2

z2J ¨ JM `MTJ ¨ JH
2

z2 “ 0

MTJM “MT
0 JM0 “ EJE “ J

В данном случае |M | “ 1.
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Лекция 4

Уравнения Гамильтона-Якоби

Свободное каноническое преобразование (СКП) и его производящая
функция

9q “ Hp, 9p “ ´Hq, H “ Hpq, p, tq (1)

q, pÑ rq, rp : rq “ rqpq, p, tq p2.1q, rp “ rppq, p, tq p2.2q (2)

|M | ‰ 0,M “

ˆ

Brz

Bz

˙

“

˜

Brq
Bq

Brp
Bq

Brp
Bq

Brp
Bp

¸

q “ qprq, rp, tq, p “ pprq, rp, tq (3)

pδq ´ rpδrq “ δF, F “ F pq, p, tq (4)
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Brq

Bp

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0 (5)

Определение КП свободное, если выполнено условие (5).
Из (2.1) при условии (5) можно найти p “ ppq, rq, tq ñ rp “ rppq, rq, tq.

p “ ppq, rq, t, rp “ rppq, rq, tq (6)

Из (4) ñ

pδq ´ rpδrq “ δF pq, ppq, rq, tq, tq “ δSpq, rq, tq (7)

p “
BS

Bq
, rp “ ´

BS

Brq
(8)

Утверждение 1 Если S “ Spq, rq, tq P C2 и
ˇ

ˇ

ˇ

B2S
BqBrq

ˇ

ˇ

ˇ
‰ 0, то соотношение (8) задает

СКП.
Доказательство Каноничность следует из (7) ñ (4). Для доказательства того,

что оно СКП подставим rq “ rqpq, p, tq в (8.1), получим p “ BSpq,rqpq,p,tq,tq
Bq

и продиффе-

ренцируем по t : E “ Bp
Bp
B2S
BrqBq

Brq
Bp
ñ

ˇ

ˇ

ˇ

Brq
Bp

ˇ

ˇ

ˇ
“

1
B2S
BqBrq

‰ 0

Spq, rq, tq удовлетворяющая (1) - производящая функция СКП.
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Уравнение Гамильтона-Якоби. Теорема Якоби

Пусть (2) - СКП, найдем rHprq, rp, tq “
´

Hpq, p, tq ` BSpq,rq,tq
Bt

¯

(3)
.

В новых переменных
9
rq “ rH

rp,9rp “ ´ rH
rq (9)

Если rH “ 0, то из (9) ñ

rq “ α, rp “ β, α P Rn, β P Rn (10)
α, β - произвольные постоянные, значит, (10) - общее решение (9). Тогда в силу

(3) q “ qpα, β, tq, p “ ppα, β, tq - общее решение системы (1). rH “ 0 Ø

H

ˆ

q,
BS

Bq
, t

˙

`
BS

Bt
“ 0 (11)

(11) - уравнение Гамильтона-Якоби.
Определение Полный интеграл Гамильтона Якоби - функция W pq, α, tq P C2 :

1) W удовлетворяет уравнению Гамильтона-Якоби (11)

2) W зависит от n произвольных состояний α

3)
ˇ

ˇ

ˇ

B2W
BqBα

ˇ

ˇ

ˇ
‰ 0

Теорема Якоби Если W pq, α, tq - полный интеграл уравнения (11), то соотно-
шения

p “
BW

Bq
, β “ ´

BW

Bα
, α P Rn, β P Rn (12)

определяют общее решение исходной системы (1).
Доказательство

1) Докажем, что из (12) следует, что

q “ qpα, β, tq, p “ ppα, β, tq (13)

Из (12.2)
(3)
ñ q “ qpα, β, tq

p12.1q
ñ p “ ppα, β, tq.

2) Докажем, что (13) - решение (1). Возьмем в качестве производящей функции
СКП Spq, rq, tq “ W pq, rq, tq. Тогда rH “ 0 ñ rq “ α, rp “ β ñ утверждение
теоремы.

Пример 1 Пусть H “ 1
2
pp2 ` q2q, q, p - скаляры. Тогда уравнение в частных

производных

1

2

˜

q2
`

ˆ

BS

Bq

˙2
¸

`
BS

Bt
“ 0,W “ W pq, α, tq, α P R

Поиск общего интеграла затруднителен.
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Методы отыскания полного интеграла уравнения Гамильтона-Якоби

1) Случай наличия циклических координат

Пусть q “ pr, sq, r P Rk, s P Rn´k, BH
BS
“ 0, S - циклические координаты ñ ps “

σ, σ P Rn´k. Значит, H “ Hpr, pr, ps, tq. Тогда уравнение Гамильтона-Якоби:

H

ˆ

r,
BS

Bpr
, σ, t

˙

`
BS

Bt
“ 0

W pr, ρ, σ, tq, pρ, σq “ α P Rn, ρ P Rk ищем в виде
W “ ps, σq ` Upr, ρ, σ, tq, где U удовлетворяет

H

ˆ

r,
BU

Br
, σ, t

˙

`
BU

Bt
“ 0 (14)

и условию
ˇ

ˇ

ˇ

B2U
BrBρ

ˇ

ˇ

ˇ
‰ 0

Докажем, что в таком виде W - полный интеграл Гамильтона-Якоби. Очевид-
но, что она удовлетворяет уравнению Гамильтона-Якоби, т.к. U удовлетворяет
(14). Проверим условие невырожденности:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2W

BqBα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2W
BrBρ

B2W
BrBσ

B2W
BsBρ

B2W
BsBσ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2U
BrBρ

B2U
BrBσ

0 E

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2U

BrBρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0

2) Случай консервативных систем BH
Bt
“ 0. Тогда уравнение (1) имеет первый

интеграл.

Hpq, pq “ h (15)

В этом случае полный интеграл Гамильтона-Якоби ищется в виде W “ ´ht`

V pq, α, hq, α P Rn´1, pα, hq P Rn, причем V удовлетворяет уравнениюH
´

q, BV
Bq

¯

“

h и условию
ˇ

ˇ

ˇ

´

B2V
BqBα

¯´

B2V
BqBh

¯
ˇ

ˇ

ˇ
‰ 0, V - характеристическая функция Гамильто-

на. Ясно, что W удовлетворяет уравнению Гамильтона-Якоби. Общее решение
ищется из уравнений

p “
BV

Bq
, β “ ´

BV

Bα
, β P Rn´1, τ “ t´

BV

Bh
, τ P R (16)

∆ “

n
ÿ

i“1

B2V

BqiBh
∆i ‰ 0 ñ Di0 : ∆i0 ‰ 0,

B2V

Bqi0Bh
‰ 0

Пусть i0 “ n :
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B2V

BqnBh
‰ 0,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2V

BqBα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0, q “ pq1, . . . , qn´1
q (17)

Из (16.2), (17) ñ Dq “ qpα, β, h, qnq. Из (16.2) ñ p “ ppα, β, h, qnq. Из (16.3),
(17) ñ qn “ qnpα, β, h, τ, tq, q “ qpα, β, tq, p “ ppα, β, tq, α “ pα, hq, β “ pβ, τq.

Продолжение примера 1

W “ ´ht` V pq, hq

1

2

˜

q2
`

ˆ

BV

Bq

˙2
¸

“ h

ˆ

BV

Bq

˙

“ ˘
a

2h´ q2

V “ ˘

ż

a

2h´ q2dq “ tq “
?

2hsinxu “ ˘2h

ż

cos2xdx´˘h

ż

p1` cos2xqdx “

“ ˘hpx` sinxcosxq

x “ arcsin
q
?

2h
, V “ ˘hparcsin

q
?

2h
`

q
?

2h

c

1´
q2

2h

p “
BV

Bq
; τ “ t´

BV

Bh

B2V

BhBq
“

1
a

2h´ q2
ñ
BV

Bh
“ ˘

ż

dq
a

2h´ q2
“

ż

dx “ arcsin
q
?

2h

arcsin
q
?

2h
˘ “ t´ τ ñ q “ ˘

?
2hsinpt´ τq

p “ ˘
?

2hcospt´ τq

Пример 2. Плоская задача Кеплера В безразмерных переменных и по-
лярных координатах H “ 1

2

´

p2
r `

p2ρ
r2

¯

´ 1
r

а) BH
Bφ
“ 0

б) BH
Bt
“ 0

1

2

ˆ

BS

Bt

˙2

`
1

rπ2

ˆ

BS

Bφ

˙2

´
1

r
`
BS

Bt
“ 0

S “ ´ht` σφ` V pr, ρ, σ, hq

h, σ - произвольные постоянные

1

2

ˆ

BV

Br

˙2

`
σ2

2τ 2
´

1

r
“ hñ V pr, σ, hq

pr “
V

r
, pφ “ σ, ρ “ ´´

BV

Bσ
, τ “ t´

BV

Bh
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3) Метод разделения переменных

Пусть Hpq, pq “ Hpf 1pq1, pq, . . . , fnpqn, pqq.

Bf i

Bpi
‰ 0

W “ ´ht` V p1, α, hq

V “
n
ÿ

i“1

Vipq
i, αiq, f

i

ˆ

qi,
dVi
dqi

˙

“ αi

Hpα1, . . . , αnq “ h

dVi
dqi

“ gipα
i, qiq, Vi “

ż

gidq
i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2W

BqBα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2V

Bq1Bα1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. . .

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2V

BqnBαn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2V

BqiBαi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0
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Лекция 5

Интегрируемость системы по Лиувиллю

Четвёртый метод отыскания полного интеграла уравнения
Гамильтона-Якоби: отделение переменных

H “ fnpfn´1, qn, pnq,

fn´1
“ fn´1

pfn´2, qn´1, pn´1q, . . . , f
2
“ f 2

pf 1, q2, p2
q, f 1

“ f 1
pq1, p1q

H “ h “ αn,W “ ´αnt` V pq, αq, V “
n
ÿ

i“1

Vi,

V1 “ V1pq
1, α1

q, V2 “ V2pq
2, α1, α2

q, . . . , Vn “ Vnpq
n, α1, . . . , αnq

Vi : f i
ˆ

αi´1, qi,
dVi
dqi

˙

“ αii “ 1, n, α0
“ 1

Предположим, что Bf i

Bpi
‰ 0. Тогда все уравнения разрешимы относительно dVi

dqi
ñ

dV1

dq1
“ g1pq

1, α1
q ñ V1 “

ż

g1pq
1, α1

qdq1

dVi
dqi

“ gipα
i´1, qi, αiq, i “ 2, nñ Vi “

ż

gipq
i, αi´1αiqdqi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2V

BqBα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0

Теорема Лиувилля об интегрируемости гамильтоновых систем

Определение Система ОДУ 9x “ Xpx, tq, x P Rk интегрируема в квадратурах
(по Лиувиллю), если отыскание ее общего решения x “ xpt, cq, c P Rk сводится к
арифметическим операциям, операциям дифференцирования, операциям решения
конечных уравнений fpx, tq “ 0, F : RkˆRÑ Rk и взятию однократных интегралов
вида

ş

qpξqdξ, ξ P R.
Рассмотрим систему

9q “ Hp, 9p “ ´Hq, H “ Hpq, p, tq, q “ pq1, . . . , qnq, p “ pp1, . . . , pnq (1)
Пусть upq, p, tq, vpq, p, tq- первые интегралы системы (1):

p 9uq(1) “ t
Bu

Bt
`

ˆ

Bu

Bq
, 9q

˙

`

ˆ

Bu

Bp
, 9p

˙

u(1) “
Bu

Bt
`

ˆ

Bu

Bq
,
BH

Bp

˙

´

ˆ

Bu

Bp
,
BH

Bq

˙

“

“
Bu

Bt
` pu,Hq “ 0 :

Bv

Bt
` pv,Hq “ 0
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Определение Интегралы u, v находятся в инволюции, если pu, vq “ 0.
Если гамильтонова система консервативна, H “ const, u не зависит от времени,

то он обязательно находится в инволюции с H : pu,Hq “ 0.
Теорема Лиувилля Если гамильтонова система с n степенями свободы имеет

n первых интегралов вида

f rpq, p, tq “ αrpr “ 1, . . . , nq (2)

удовлетворяющих условиям

rank

ˆ

Bf

Bp

˙

“ n, f “ pf 1, . . . , fnq (3)

pf r, f sq “ 0pr, s “ 1, n (4)

то система интегрируема по Лиувиллю (т.е. квадратурно).

Доказательство Из (2)
(3)
ñ

pi “ φipq, α, tq (5)

Тогда

pHqp “ Hpq, φpq, α, tq, tq “ H˚pq, α, tq

Для доказательства теоремы рассмотрим следующую лемму.
Лемма Справедливо соотношение

Bφi
Bqj

“
Bφj
Bqi

(6)

Bφi
Bt
“ ´

BH˚
Bqi

(7)

Доказательство леммы Докажем (6): f rp1, φpq, α, tq, tq “ αr ñ

#

Bfr

Bqi
`
Bfr

Bpj

Bφj
Bqi
“ 0

Bfs

Bqj
`
Bfs

Bpi

Bφi
Bqj
“ 0

(8)

Умножим первую группу соотношений (8) на Bfs

Bpi
и просуммируем по i, а вторую

умножим на Bfr

Bpj
и просуммируем по j, а затем из первой суммы вычтем вторую. В

итоге получим

Bf r

Bqi
Bf s

Bpi
´
Bf s

Bqj
Bf r

Bpj
“
Bf r

Bpj

Bf s

Bpi

ˆ

Bφi
Bqj

´
Bφj
Bqi

˙

Из (4) ñ

Bf r

Bpj

Bf s

Bpi

ˆ

Bφi
Bqj

´
Bφj
Bqi

˙

“ 0 ñ (6)
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Докажем (7):

9pi
(5)
“ 9φi “

Bφi
Bt
`
Bφi
Bqj

9qj
(6)
“
Bφi
Bt
`
Bφj
Bqi

9qj
(1)
“
Bφi
Bt
`
Bφj
Bqi

BH

Bpj

9pi
(1)
“ ´

BH

Bqi
ñ
Bφi
Bt
“ ´

BH

Bqi
´
BH

Bpj

Bpj
Bqi

“ ´
BH˚
Bqi

ñ (7)

Из формул (6), (7) следует, что DW pq, α, tq P C2 :

BW

Bt
“ ´H˚,

BW

Bqi
“ φi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2W

BqBα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bφ

Bα

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1
ˇ

ˇ

ˇ

Bf
Bp

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0

Будем искать W в виде W “ ´
ş

H˚pq, α, tqdt ` V pq, αq. В интеграле
ş

H˚dt пе-
ременные q считаются параметрами ñ BW

Bt
“ ´H˚.V ищем в виде суммы V “

řn
i“1 Vi, V1 “ V1pq

1, . . . , qn, αq, . . . , Vn “ Vnpq
n, αq.

BW

Bq1
“ φ1 ñ ´

ż

BH˚
Bq1

dt`
BV1

Bq1
“ φ1 ñ

BV1

Bq1
“ φ1 `

ż

BH˚
Bq1

dt “ ψ1

Bψ1

Bt
“
Bφ1

Bt
`
BH˚
Bq1

“ 0 ñ ψ1 “ ψ1pq
1, . . . , qn, αq ñ V1 “

ż

ψ1dq
1

BW

Bq2
“ ´

ż

BH˚
Bq2

dt`
BV1

Bq2
`
BV2

Bq2
“ φ2 ñ

BV2

Bq2
“ φ` 2`

ż

BH˚
Bq2

dt´

ż

Bψ1

Bq2
dq1

“ ψ2

Bψ2

Bt
“
Bφ2

Bt
`
BH˚
Bq2

“ 0

Bψ2

Bq1
“
Bφ2

Bq1
`

ż

B2H˚
Bq1Bq2

´
Bψ1

Bq2
“
Bφ2

Bq1
`

ż

B2H˚
Bq1Bq2

´
Bφ1

Bq2
´

ż

B2H˚
Bq1Bq2

“ 0

ψ2 “ ψ2p1
2, . . . , qn, αq ñ V2 “

ż

ψ2dq
2

И так далее - найдем все слагаемые как однократные интегралы. Значит, найдем
полный интеграл уравнения Гамильтона-Якоби, удовлетворяющий BW

Bt
`H

´

q, BW
Bq
, t
¯

“

0. Теорема доказана.
Следствие Если H “ Hpq, pq, то система (1) всегда имеет интеграл H “ const,

т.е. для ее полной интегрируемости по Лиувиллю достаточно найти n ´ 1 первых
интегралов в инвалюции между собой и интегралом H.

Пример: тяжелое твердое тело (ТТТ) с неподвижной точкой n “ 3.
Всегда есть 2 интеграла
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H “ T ` V “ const

Kz “ const

Еще один дополнительный интеграл существует в случаях Эйлера, Лагранжа и
Ковалевской, в них задача интегрируем по Лиувиллю.
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Лекция 6

Интегрирование в моделях

Эллиптические интегралы 1 и 2 рода. Их свойства

Определение 1 Эллиптический интеграл 1 рода

K pψ, kq “

ż ψ

o

dψ
a

1´ k2sin2ψ

Эллиптический интеграл 2 рода

E pψ, kq “

ż ψ

o

a

1´ k2sin2ψdψ

ψ - переменная, |k| ă 1 - параметр
Определение 2 Полный эллиптический интеграл 1 рода

K “ K p
π

2
, kq “ Kpkq

Полный эллиптический интеграл 2 рода

E “ E p
π

2
, kq “ Epkq

Свойства полных эллиптических интегралов

0) Ep´kq “ Epkq, Kpkq “ Kp´kq

1) Kp0q “ π
2
“ Ep0q, Ep˘1q “ 1, lim|k|Ñ1´0Kpkq “ `8

2) p1´ k2qKpkq ă Epkq ă Kpkq

1´ k2 ă 1´ k2sin2ψ

3) E 1

“ 1
k
pE ´Kq, K

1

“
E´p1´k2qK
kp1´k2q

При положительных K,E убывает. E 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k“0

“ K
1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k“0

“ 0

E
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k“0

“ ´π
4
, K

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k“0

“ π
4

4) |k| ! 1E “ π
2
p1´ k2

4
`Opk4qq, K “ π

2
p1` k2

4
`Opk4qq

5) K “
1

2
ln

1

1´ k2
Op1q, |k| Ñ 1
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Квадратура для математического маятника

Математический маятник - материальная точка, двигающаяся по гладкой непо-
движной окружности радиуса l в поле силы тяжести. Введем обобщенную коор-
динату q и рассмотрим маятник на рис. 6.1. Система галономная с идеальными
связями, поэтому уравнения движения можно записать в виде уравнений Лагран-
жа 2 рода.

Рис. 6.1: Математический маятник

T “
ml2q2

2
, V “ mglp1´ cosqq, L “ T ` V

m “ 1, g “ 1, l “ 1

L “
9q2

2
´ 1` cosq

H “
9q2

2
` 1´ cosq “ h

Рассмотрим различные состояния. При h “ 0 получаем равновесие математи-
ческого маятника, т.е. q “ 0. При 0 ă h ă 2 маятник совершает периодические
колебания, которые на фазовой плоскости представляют собой замкнутые кривые.
При h “ 2, q “ π, а также возникает сепаратриса. При h ą 2 получаем вращения.
Далее рассмотрим колебания и вращения и напишем для них квадратуры, кото-
рые будут являться эллиптическими интервалами 1 и 2 рода. Из уравнения для H
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получим, что 9q “ ˘
a

2ph´ 1` cosq ñ квадратура для математического маятника
равна

˘

ż q

q0

dq
a

2ph´ 1` cosqq
“ t´ t0

При t “ t0, q “ q0 получаем начальное состояние.

1) Квадратура для вращений

h ą 2, h “
2

k2

1´ cosq “ 2sh2 q

2

t´ t0 “ ˘

ż
q
2

q0
2

2dp q
2
q

b

2
`

2
k2
´ 2sin2 q

2

˘

“ ˘

ż
q
2

q0
2

kdψ
a

1´ k2sin2ψ
“

“ ˘k
´

K
´q

2
, k
¯

´K
´q0

2
, k
¯¯

Общее решение уравнения движения для математического маятника
q “ qpt, q0, t0, kq “ qpt, t0, q, q0q. А период T “ 2kKpkq. При рассмотрении пре-
дельного значения |k| Ñ 1´ 0, hÑ 2` 0, получаем приближение к сепаратри-
сам и бесконечный период. При k “ 0 T “ πk

´

1` k2

4

¯

“ π
b

2
h
. Из начального

условия получаем, что h “ 9q20
2
. При подстановке получаем T “ 2π 9q.

С другой стороны получаем результат, отвечающий тому, как происходит в
реальности при k “ 0 :

T “
L

9q0

“
2π

9q0

2) Квадратура для колебаний

0 ă h ă 2, |q| ă αñ

1´ cosα “ hñ 2sin2α

2
“ h

k “ sin
α

2
“

c

h

2

Сделаем замену ksinψ “ sin q
2

и получим итоговую замену

t´ t0 “ K pψ, kq ´K pψ0, kq ñ q “ qpt, t0, q, q0q

k “ sin
α

2
, t “

T

4
, q “ α

T

4
“ Kpkq ñ T “ 4Kpkq “ 2π

ˆ

1`
α2

16

˙
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Полный интеграл уравнений Гамильтона-Якоби для математического
маятника

H “ Hpq, p, tq, 9q “
BH

Bp
, 9p “ ´

BH

Bq

BW

Bt
`H

ˆ

q,
BW

Bq
, t

˙

“ 0

B2W

BqBα
‰ 0

Тогда W pt, q, αq - полный интеграл уравнения Гамильтона-Якоби. Для получения

1) BW
Bα
“ β ñ q “ qpα, β, tq

2) BW
Bq
“ pñ p “ ppα, β, tq

q, p - решение канонических уравнений Гамильтона.

L “
q2

2
´ 1` cosq

H “
p2

2
` 1´ cosq

BW

Bt
`

1

2

ˆ

BW

Bq

˙2

` 1´ cosq “ 0

H не зависит от времени, значит W ищем в виде:

W “ ´ht` V pq, hq

h “
1

2

ˆ

BV

Bq

˙

` 1´ cosq

V “ ˘

ż q

0

a

2ph´ 1` cosqqdq

1) Для вращений: h ą 2, k “
b

2
h
, h “ 2

k2

V “ ˘2

ż

d

2

ˆ

2

k2
´ 2sin2

q

2

˙

dp
q

2
q “ ˘

4

k

ż
ψ
2

0

a

1´ k2sin2ψdψ “ ˘
4

k
E pψ, kq

W “ ´ht˘
4

k
E pψ, kq “ ´ht˘

4
?

2
?
h

E pψ,

c

2

h
q

´ t`
B

Bn

˜

2
?

2hE

˜

ψ,

c

2

h

¸¸

“ β

´ t`

c

2

h
K

˜

ψ,

c

2

h

¸

“ β
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2) Для колебаний: 0 ă h ă 2, k “ sinα
2

V “ ˘2

ż

c

2
´

k2 ´ 2sin2
q

2

¯

dq “ ˘

ż

k2cos2ψdψ
a

1´ k2sin2ψ
“ ˘4E pψ, kq´

p1´ k2
qK pψ, kq
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Лекция 7

Переменные „действие-угол“

Подробнее о методе разделения переменных при отыскании первого
интеграла уравнения Гамильтона-Якоби

Уравнение Гамильтона-Якоби:

BS

Bt
`Hpq1, . . . , qn,

BS

Bq1

, . . . ,
BS

Bqn
, tq “ 0

Случаи полного разделения переменных в системе:

1) H “ Hpf1pp1, q1q “ h, . . . , fnppn, qnqq, fippi, qiq “ αi,
Bfi
Bpi
‰ 0, h “ hpα1, . . . , αnq

S “ ´ht` V pq1, . . . , qnq, V “
n
ÿ

i“1

Vipqiq

fip
Vi
qi
, qiq “ αi,

Vi
qi
“ gipqi, αiq

V “
ÿ

i

ż

gipqi, αiqdqi

S “ ´hpα1, . . . , αnqt` V

2) H “ Fnpqn, pn, Fn´1pqn´1, pn´1, Fn´2p. . . , F2pq2, p2, F1pq1, p1qqqq

F1pq1, p1q “ α1, F2pq2, p2, α1q, . . . , Fipqi, pi, αi´1q “ αi,
BFi
Bpi

‰ 0

S “ ´ht`
ÿ

i

Vipqiq

F1pq1,
V1

q1

q “ α1, F2pα1, q2,
V2

q2

“ α2, dotsñ
V1

q1

“ g1pq1, α1q,
V2

q2

“ g2pq2, α1, α2q . . .

S “ ´αnt`
ÿ

i

ż

gipqi, αi, αi´1qdqi

Система Лиувилля

Пусть кинетическая и потенциальная энергия механической системы имеют струк-
туру:
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T “
1

2
Q

n
ÿ

i“1

Rip1iq 9q2
i

V “

ř

iDipqiq

Q
,Q “

ÿ

i

Qipqiq

Тогда уравнение Гамильтона-Якоби допускает полный интеграл методом разде-
ления переменных.

pi
BL

B 9qi
“
BT

B 9qi
“ Q,Ri 9qi

9qi “
pi
QRi

p˚q

ñ H “ p
ÿ

pi 9qi ´ Lqp˚q, H “
1

Q

n
ÿ

i“1

ˆ

p2
i

2Ri

`Di

˙

S “ ´ht` V pq1, . . . , qnq

1

Q

n
ÿ

i“1

˜

1

2Ri

ˆ

BV

Bqi

˙2

`Di

¸

“ h

Задача Если H “

ř

i fippi, qiq
ř

i φippi, qiq
, то fi ´ hφi “ αi - первый интеграл.

Ищем V в виде

V “
n
ÿ

i“1

Vipqiq

1

2Ri

ˆ

V

qi

˙2

`Di ´ hQi “ αi

n
ÿ

i“1

αi “ 0 ñ

ˆ

V

qi

˙2

“ fiph, αi, qiq, fi “ 2Ripαi ` hQi ´Diq

S “ ´ht`
n
ÿ

i“1

ż

a

fiph, αi, qiqdqi

Система Штеккеля (n=3)
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∆ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ1pq1q ϕ2pq2q ϕ3pq3q

ψ1pq1q ψ2pq2q ψ3pq3q

ξ1pq1q ξ2pq2q ξ3pq3q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T “
∆

2

ˆ

9q2
1

φ1

`
9q2
2

φ2

`
9q2
3

φ3

˙

W “
f1pq1qφ1 ` f2pq2qφ2 ` f3pq3qφ3

∆

φi - алгебраические дополнения элементов 1 строки. Тогда после преобразования
Лежандра

H “
1

2∆
pφ1p

2
1 ` φ2p

2
2 ` φ3p

2
3q `

f1φ1 ` f2φ2 ` f3φ3

∆
S “ ´ht`V pq1, . . . , qnq
ˆ

BV

Bq1

˙2

φ1 `

ˆ

BV

Bq2

˙2

φ2 `

ˆ

BV

Bq3

˙2

φ3 “ 2ph∆´ f1φ1 ´ f2φ2 ´ f3φ3q

ϕ1φ1 ` ϕ2φ2 ` ϕ3φ3 “ ∆

ψ1φ1 ` ψ2φ2 ` ψ3φ3 “ 0

ξ1φ1 ` ξ2φ2 ` ξ3φ3 “ 0

V “
ÿ

Vipqiq

Если
´

BVi
Bqi

¯2

“ 2phϕi` a1ψi` a2ξi´ fiqq, i “ 1, 3, то полученная выше запись будет
решением уравнения Гамильтона-Якоби. Заметим, что для каждого фиксированно-
го i выражение в правой части зависит только от qi ñ Vi “ Vipqi, h, a1, a2q.

Переход к переменным, при которых уравнение Гамильтона-Якоби
решается методом разделения переменных

Пусть rPi,ĂQi - каноническая замена переменных.

rPi “ rPipp1, . . . , pn, q1, . . . , qn, tq,ĂQi “ ĂQipp1, . . . , pn, q1, . . . , qn, tq

Замена невырожденная, т.к.

det

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B rP
Bp

B rP
Bq

B rQ
Bp

B rQ
Bq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0

Замена каноническая, значит, для нее справедлив критерий каноничности.

ÿ

i

piδqi ´
ÿ

rPi, δ,ĂQi “ δF pp, q, tq
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δ - производная при фиксированном времени. Можно обратить замену

pi “ pip rP , rQ, tq

qi “ qip rP , rQ, tq
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B rP

Bp

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0

pi “ pipq, rP , tq

ĂQi “ ĂQipq, rP , tq
ÿ

i

piδqi `
ÿ

i

ĂQiδ rPi ´
ÿ

i

ĂQiδ rPi ´
ÿ

rPi, δ,ĂQi “ δF

ÿ

i

piδqi `
ÿ

i

ĂQiδ rPi “ δSpq, rP , tq “ δpF `
ÿ

i

ĂQi
rPiq

pi “
BS

Bqi
,ĂQi “

BS

B rPi
, i “ 1, n p˚q

Если существует Spq, rP , tq P C2 и
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2S

BqB rP

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
‰ 0, то формулы (*) определяют унива-

лентную каноническую замену, удовлетворяющую условию невырожденности.

H “ t
BS

Bt
`Hu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p“ppP ,Q,tq,q“qpP ,Q,tq

“ HpP ,Q, tq

H “ 0 ñ
BS

Bt
`H

ˆ

q,
BS

Bq

˙

“ 0

S “ ´ht` V pqq

Hpq, pq “ h

H “ H

ˆ

q,
BV

Bq

˙

“ hñ V pq, βq, β P Rn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2V

BqBβ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

‰ 0

S “ V pqq ñ H “ t
BS

Bt
`Hu

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p“ppP ,Q,tq,q“qpP ,Q,tq

“ hpβq “ hp rP q ñ H “ Hp rP q

rP

t
“ ´

BH

B rQ
“ 0

rP “ β “ const

Q

t
“
BH

BP
“ wp rP q

Qi “ wip rP qt`Q
0
i
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Переменные „действие-угол“

Определение Переменные pI, ϕqpI - новые импульсы, ϕ - новые координаты) на-
зываются переменными „действие-угол“, если эти переменные удовлетворяют усло-
виям:

1) в переменных pI, ϕq H “ HpIq

а) интегралы I не меняются от времени

б) условные координаты ϕ меняются равномерно

2) "старые"координаты и индексы p, q являются 2π-периодическими функциями
в угловых координатах ϕ : p “ ppI, ϕq, q “ qpI, ϕq

pi “ pipI, ϕ1, . . . , ϕnq “ pipI, ϕ1 ` 2π, . . . , ϕn|2πq

qi “ qipI, ϕ1, . . . , ϕnq “ qipI, ϕ1 ` 2π, . . . , ϕn|2πq

pϕ1, . . . , ϕnq P T
n

В одномерной системе
Пусть pq, pq P R2 - старые координаты; p “ ppI, ϕq, q “ qpI, ϕq, p “ ppI, ϕ`2πq, q “

qpI, ϕ` 2πq.

H “ Hpq, pq “ h
ÿ

h

“ tpq, pq : Hpq, pq “ hu

Пусть γph0q - замкнутая фазовая кривая, лежащая на уровне Σh0 функции Га-

мильтона. Окрестность, в которой они определяются, h1 ă h ă h2, dH

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

hPph1,h2q

‰ 0.

При этом получается построение переменных „действие-угол“. γ “ γphq замкну-
та, движение периодично с периодом 2π. Начало движения находится в некоторой
точке фазовой кривой и в момент 2π движение в этой точке заканчивается. Тогда
интегральный инвариант Пуанкаре

¿

γphq

pdq “

¿

γphq

Idϕ

I

¿

γphq

dϕ “ 2πI ñ I “
1

2π
ointγphqpdq

Переменная I - деленная на 2π площадь фигуры, ограниченной замкнутой фазо-
вой кривой γphq.
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Лекция 8

Нахождение переменных „действие-угол“

Уравнение Гамильтона-Якоби для определения производящей функции
канонической замены

I “
1

2π

¿

γphq

pdq p˚q

Уравнение Гамильтона-Якоби для определения производящей функции канони-
ческой замены W pq, Iq имеет вид:

Hpq,
dW

dq
q “ h

Для W pq, Iq должно выполняться условие B2W
BqBI

‰ 0. Рассмотрим интеграл по за-
мкнутой кривой, параметризованной S:
¿

γphq

dϕ “

¿

γphq

dϕpqps, Iq, Iq “

ż 1

0

Bφ

Bs
ds “ tp “

BW

Bq
, ϕ “

BW

BI
u “

ż 1

0

B2W

BsBI
ds “

“

ż 1

0

B

BI

ˆ

BW

Bs

˙

ds “
B

BI

ż 1

0

p
BW

Bs
qds “

B

BI

ż 1

0

BW

Bq

dq

ds
ds “

B

BI

¿

γphq

BW

Bq
dq “

B

BI
p2πIq “

“ 2π

W ´ 2π периодическая функция.

Нахождение переменной „угол“

ϕ “
BW pq, Iq

BI
“

ż q

q0pIq

Bq

Bh

Bh

BI
dq ´ p0pIq

dq0

dI

q0pIq выбирается с учетом специфики задачи. С помощью этих формул находятся
переменные „действие-угол“.
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Алгоритм нахождения переменных „действие-угол“

1) Используя зависимость H “ Hpp, qq “ h с учетом условия dH

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

γphq

‰ 0, найти

интервал изменения h1 ă h ă h2, при котором фазовые кривые замкнуты.
Найти зависимость p “ pph, qq.

2) Используя (*) найти зависимость I “ Iphq. Обратив её, найти зависимость
новой функции Гамильтона от переменной действие.

3) Учитывая, что I “ Iphq, h “ Hpp, qq, подставляя h в Iphq, найти зависимость
I “ IpHq “ Ipp, qq.

4) Из специфики задач выбрав q0 “ q0pIq, найти переменную ϕ, используя фор-
мулу

ϕpq, Iq “
dh

dI

ż q

q0pIq

Bp

Bh
dq ´ p0pIq

dq0pIq

dI
p˚˚q

5) Подставляя I “ Ipp, qq в (**), получим ϕ “ ϕpp, qq

Пример: гармонический осциллятор Гармонический осциллятор - матери-
альная точка массойm, которая движется по прямой и которая к некоторой началь-
ной точке прикручена пружиной жесткости k. В начальный момент пружина не
растянута, кинетическая энергия точки равна T “ m

2
9q2, а потенциальная - V “ k

2
q2.

По этим данным необходимо получить функцию Лагранжа L “ T ´V “ m
2

9q2´ k
2
q2.

Осуществим преобразование Лежандра и от функции Лагранжа перейдем к функ-
ции Гамильтона

H “
p2

2m
`
k

2
q2

rL “
1

2
9q2
´
w2

2
q2

w2
“

k

m
ñ H “

p2

2
`
w2

2
q2

По закону сохранения энергии

H “
p2

2
`
w2

2
q2
“ h

H “
p2

b2
`
q2

a2
“ 1, b “

?
2h, a “

c

2h

w2

dH

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

γ

‰ 0

pdp` w2qdq ‰ 0
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Исключаем из рассмотрения tp “ q “ 0u. Значит, h1 “ 0, h2 “ `8 и два варианта:
h ą 0 или h1 ă h ă h2.

p “ ˘
a

2h´ w2q2 ñ q P pq1, q2q “

˜

´

c

2h

w2
,

c

2h

w2

¸

Выберем ориентацию на кривой γphq так, чтобы ее обход происходил по часовой
стрелке. Тогда

I “
1

2π

¿

γphq

pdq “
1

2π
r

ż

b

2h
w2

´

b

2h
w2

a

2h´ w2q2dq ´

ż ´

b

2h
w2

b

2h
w2

a

2h´ w2q2dqs “

“
1

π

ż

b

2h
w2

´

b

2h
w2

a

2h´ w2q2dq “ tq “

c

2h

w2
sinu, u P p´

π

2
,
π

2
qu “

“
1

π

ż π
2

´π
2

a

2hp1´ sin2uq

c

2h

w2
cosudu “

2h

πw

ż π
2

´π
2

cos2udu “
h

πw

ż π
2

´π
2

2cos2udu “

“
h

πw

ż π
2

´π
2

p1` cos2uqdu “
h

w
ñ I “

h

w
“

p2

2w
`
w

2
q2
ñ rH “ wI

p “ ˘
a

2h´ w2q2 “ ˘
a

2wI ´ w2q2 “ ppI, qq

dp

dh
“ ˘

1
a

2wI ´ w2q2

dh

dI
“ w

Выберем q0 “ q0pIq “ q1 “ ´

b

2h
w2 “ ´

b

2I
w

. Тогда p0pIq “ 0. Необходимо найти
интеграл

ϕ “ w

ż q

´
?

2I
w

dq
a

2wI ´ w2q2
ñ

ϕ “ Arcsin

ˆ
c

w

2I
q

˙

`
π

2
“ Arccos

ˆ

´

c

w

2I
q

˙

Окончательно

I “
p2

2w
`
w

2
q2

ϕ “

#

arccos
`

´
a

w
2I
q
˘

` 2πn, p ě 0

´arccos
`

´
a

w
2I
q
˘

` 2πn, p ă 0

Зависимость новых переменных через старые. p имеет тот знак, что и sinϕ ñ

p “
?

2wIsinϕ, q “ ´
b

2I
w
cosϕ
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Лекция 9

Переменные „действие-угол“: математический маятник

Математический маятник и его колебания

Математический маятник - материальная точка массыm, закрепленная на стрежне
длины l, двигающаяся под действием силы тяжести. Функция Лагранжа

L “
ml2

2
9q2
`mglcosϕ

L “
1

2
9q2
` w2

0cosϕ, w0 “

c

g

l
BL

B 9q
“ p “ 9q

H “
1

2
p2
´ w2

0cosq “ h

BH

Bp
“ 0 “

BH

Bq
, p “ 0 “ sinq

Пусть β - максимальная амплитуда колебаний, тогда cosβ “ ´ h
w2

0
, |h| ă w2

0, |q| ă π.

Вспомним, что Iphq “
ű

γphq
pdq. Преобразуем выражение для интеграла энергии:

p2
“ 2ph` w2

0cosqq “ 2w2
0pcosq ´ cosβq “ 4w2

0psin
2β

2
´ sin2 q

2
q “ tsin

q

2
“

“ sinψsin
β

2
u “ 4w2

0sin
2β

2
cos2ψ

p ě 0, ψ P p´π
2
, π

2
q - обход происходит от ´β до β. При рассмотрении другого

промежутка на ψ получаем другой путь обхода ñ p “ 2w0sin
β
2
cosψ. Пусть sinβ

2
“

k P p0, 1q.

Переменная „действие“для колебаний математического маятника

Переменная действие - симметрична относительно осей координат, поэтому ин-
тегрирование идет по первой четверти.
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q ě 0, p ě 0, ψ P p0,
π

2
q

Iphq “
1

2π

¿

γphq

pdq “
1

2π

ż 2π

0

ppψq
dq

dψ
dψ “

2

π

ż π
2

0

ppψq
dq

dψ
dψ

π

2
ă q ă ´

π

2
ñ cos

q

2
ě 0 ñ cos

q

2
“
a

1´ k2sin2ψ

d

dψ
: sin

q

2
“ sinψsin

β

2
1

2
cos

q

2

dq

dψ
“ kcosψ,

dq

dψ
“

2kcosψ
a

1´ k2sin2ψ

p “ 2w0kcosψ ñ Iphq “
8w0k

2

π

ż π
2

0

cos2ψdψ
a

1´ k2sin2ψ
“

“
8w0

π
pEpkq ´ p1´ k2

qKpkqq

Epkq - полный эллиптический интеграл 2 рода, Kpkq - полный эллиптический
интеграл 1 рода.

dIphq

dk
“

8w0

π
kKpkq ‰ 0

dk

dI
“

π

8w0kKpkq

h “ ´w2
0cosβ “ ´w

2
0p1´ 2sin2β

2
q “ ´w2

0p1´ 2k2
q “ 2w2

0k
2
´ w2

0

9I “ 0, 9ϕ “ w

w “
dhpIq

I
“
h

k

k

I
“

πw0

2Kpkq

w-частота колебаний, а период τ “ 2π
w
“

4Kpkq
w0

Переменная „угол“для колебаний математического маятника

ϕpp, Iq “
dh

dI

ż q

q0pIq

Bp

Bh
dq ´ p0pIq

dq0pIq

dI

Выберем q0pIq “ 0.
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p2

2
´ w2

0cosq “ h, p
Bp

Bh
“ 1

ϕpq, Iq “

ż q

0

πw0

2Kpkq

dq

p
“ tq “ 2arcsinpksinψ, p “ 2w0kcosψu “

“
π

2Kpkq

ż ψ

0

dψ
a

1´ k2sin2ψ
“
π

2

F pψ, kq

Kpkq

Попытаемся отсюда выразить ψ

u “

ż θ

0

dθ
?

1´ k2sin2θ
ñ θ “ θpuq

Амплитуда u : θ “ θpu, kq “ ampuq. Тогда функции Якоби

snpu, kq “ sinpampuqq ´ эллиптический синус
cnpu, kq “ cospampuqq ´ эллиптический косинус

ϕ “
π

2

F pψ, kq

Kpkq
, ψ “ am

ˆ

2Kpkqϕ

π

˙

Выражение старых переменных через переменные „действие-угол“

q “ 2arcsinrksn

ˆ

2Kpkqϕ

π
, k

˙

s

p “ 2w0cn

ˆ

2Kpkqϕ

π
, k

˙

Случай вращения

H “
p2

2
´ w2

0cosq “ h

Будем рассматривать вращение при p ą 0, h ą w2
0. Пусть в момент времени

t “ 0 : q “ 0, p “ p0 ą 0. Тогда

h “
p2

0

2
´ w2

0 “
2w2

0

k2
2

´ w2
0

k2
2 “

4w2
0

p2
0

“
2w2

0

w2
0 ` h
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0 ă k ă 1 на вращениях, т.е. при h ă w2
0

p “
2w0

k2

c

1´ k2
2sin

2
q

2

I “
1

2π

¿

γphq

pdq “
w0

πk2

ż π

´π

c

1´ k2
2sin

2
q

2
dq “ tq “ 2xu “

4w0

πk2

ż π
2

0

b

1´ k2
2sin

2xdx

I “
4w0Epk0q

πk2

ñ k2 “ k2pIq

dI

dk2

“ ´
4w0Kpk2q

πk2
2

‰ 0

rH “ rhpIq “
2w2

0

k2
2pIq

´ w2
0

w2 “
B rH

BI
“
B rH

Bk2

dk2

dI
“

πw0

k2Kpk2q

Производящая функция замены, от переменных pp, qq к переменным „действие-
угол “pI, ϕq:

V pq, Iq “
4w0

k2

Ep
q

2
, k2q

ϕ “
BV

BI
“
BV

Bk2

Bk2

BI
“
πF p q

2
, k2q

Kpk2q

q “ 2amp
Kpk2q, ϕ

π
q

p “
2w0

k2

c

1´ k2
2sin

2
q

2
“

2w0

k2

c

1´ k2
2sin

2p
Kpk2qϕ

π
, k2q “

2w0

k2

dnp
Kpk2qϕ

π
, kq
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Лекция 10

Переменные „действие-угол“: Задача Кеплера

Постановка плоской задачи Кеплера

Точка массыm двигается в неподвижной плоскости под действием ньютоновского
притяжения к неподвижному центру. Вводятся полярные координаты pr, ψq. Тогда
скорость точки v “ 9rer ` 9ψeψ. Кинетическая энергия T “ m

2
v2 “ m

2
p 9r2 ` r2 9ψ2q, а

потенциальная энергия V “ ´µm
r
, µ “ γM . Тогда функция Лагранжа системы

L “
m

2
p 9r2
` r2 9ψ2

q `
µm

r

L “
9r2

2
`
r2 9ψ2

2
`
µ

r

Функция Гамильтона после преобразования Лежандра:

H “
p2
r

2
`
p2
ψ

2r2
´
µ

r
pψ “ c “ const, pr “ p

H “
p2

2
`

c2

2r2
´
µ

r

H “
1

2
p2
`

1

2
p
c

r
´
µ

c
q
2
´
µ2

2c2
“ h

Уровень Σn гамильтониана задается соотношением:

p2
` p

c

r
´
µ

c
q
2
“ 2h`

µ2

c2
ě 0

µ

c
´

c

2h`
µ2

c2
ď
c

r
ď
µ

c
`

c

2h`
µ2

c2

В области r ą 0 уровень Σh ограничен при µ
c

a

2h` µ
c
ą 0, 0 ą 2h ě ´µ2

c2
.

1) Если 2h ă ´µ2

c2
, то Σh “ ∅

2) Если 2h “ ´µ2

c2
, то Σh “ pp, rq “ p0,

c2

µ
.

При h ą 0 фазовые кривые не замкнуты.

46

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА. ЧАСТЬ 3 КАРАПЕТЯН АЛЕКСАНДР ВЛАДИЛЕНОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Построение переменной „действие“ в задаче

Кривая γphq задается уравнением:

p2 “
2hr2 ` 2µr ´ c2

r2
ě 0 ñ r1phq ď r ď r2phq

r1,2phq “
´µ˘

a

µ2 ` 2hc2

2h

Введем

rc “ rcphq “
r1 ` r2

2
“ ´

µ

2h

A “ Aphq “
r1 ´ r2

2
“ ´

a

µ2 ` 2hc2

2h
rpλq “ rc ´ Acosλ

ppλq “ σpλqsinλ, σpλq ď 0

σpλq выбирается так, чтобы для заданной параметризации уравнение для кривой
γphq задавалось так, как приведено выше.

ppλq “

?
´2hAsinλ

rc ´ Acosλ

W “

ż q

q0pIq

pdq, ϕ “
BW

BI
,W “ W pq, Iq

I “

ż r

r1

pdr “

ż λ

0

ppλq
dr

dλ
dλ “ t

dr

dλ
“ Asinλu “

ż λ

0

?
´2hA2sin2λ

rc ´ Acosλ
dλ “ Gpλ, hq

A2sin2λ “ A2
´ r2

c ` prc ´ Acosλqprc ` Acosλq

Gpλ, hq “
?
´2h

ż λ

0

prc ` Acosλ`
A2 ´ r2

c

rc ´ Acosλ
dλ “

?
´2hprcλ` Asinλ´

´ 2
a

r2
c ´ A

2Arctg
prc ` Aqtg

λ
2

a

r2
c ´ A

2
q

Gp0, hq “ 0, λ “ π ` 2πk

Gpπ ` 2πk, hq “
?
´2hprcpπ ` 2πkq ´ 2

a

r2
c ´ A

2p
π

2
` πkqq

Обратимся к переменной действие:

I “
1

2π

ż π

´π

pdr “

ż π

´π

ppλq
dr

dλ
dλ “

Gpπ, hq ´Gp´π, hq

2π

Iphq “
?
´2hprc ´

a

r2
c ´ A

2q
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Напишем в явном виде rc “ ´ µ
2h
, r2
c ´ A

2 “ ´ c2

2h

Iphq “
?
´2h

˜

´
µ

2h
´

c

´c2

2h

¸

“
µ

?
´2h

´ c p˚q

Необходимо разрешить последнее соотношение относительно h :

hpIq “ ĆHpIq “ ´
1

2

ˆ

µ

I ` c

˙2

p˚˚q

W “

ż r

r1

pdλ “

ż λ

0

p
dr

dλ
dλ “ gpλpr, hpIqq, hpIqq

Построение переменной „угол“в задаче

Получим угловую переменную из условия ϕ “ BW
BI

:

ϕ “
dh

dI

ż r

r1

Bp

Bh
dr ´ p1pIq

r1

I

Считая, что p лежит на кривой γphq, выберем prpIq “ 0.

dh

dI
“

µ2

pI ` cq3

p2

2
`

c2

2r2
´
µ

r
“ h, p

Bp

Bh
“ 1

С учетом выбранной параметризации p :

Bp

Bh
“

1

p
“

rc ´ Acosλ
?
´2hAsinλ

,
dr

dλ
“ Asinλ

ż r

r1

Br

Bh
dr “

ż λ

0

Bp

Bh

dr

dλ
dλ “

ż λ

0

rc ´ Acosλ
?
´2h

dλ “
1

?
´2h

prcλ´ Asinλq

ϕ “
1

?
´2h

prcλ´ Asinλq
µ2

pI ` cq3

ϕ “ λ´

d

1´
c2

pI ` cq2
sinλ, I “

µ
?
´2h

´ c

Знак p совпадает со знаком sinλñ

λpr, hq “ Arccosp
rc ´ r

A
q “

#

arccosp rc´r
A
q ` 2πn, p ě 0

´arccosp rc´r
A
q ` 2πk, p ď 0

Таким образом, получаем следующие зависимости: ϕ “ ϕpp, rq, I “ Ipp, rq, т.е.
получаем зависимости переменных „действие-угол“ от старых переменных.
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Динамика в переменных „действие-угол“. Резонанс

Чаще всего переменные „действие-угол“ используются в теории возмущения га-
мильтоновых систем.

9Ii “ ´
BH

Bϕi
“ 0, 9ϕi “

BH

BIi
“ νipIq

pν1, . . . , νnq “ νpIq ´ вектор частот

T nI “ tpI, ϕq, ϕ P T
n
u

9ϕ “ ν, dϕ1, . . . , dϕn

Эти частоты могут оказаться такими, что существует набор целых чисел

Dk, k P Zn
t0u

pk ¨ νq “ k1ν1 ` ¨ ¨ ¨ ` knνn “ 0

pk ¨ νq “ 0 - резонанс. Если в системе имеется резонанс, то вектор частот ν и
соответствующий тор называются резонансом.

Утверждение Если вектор частот ν - не резонансный, то всякая траектория,
определяемая уравнением 9ϕ “ νpIq обматывает тор T rI всюду плотно.

Особый переход к переменным „действие-угол“для систем с малыми
параметрами

HpI, ϕ, εq “ H0pIq ` εH1pI, ϕq `Opε
2
q

pI, ϕ mod 2πq Ñ pJ, ψ mod 2πq

HpI, ϕ, εq Ñ H pJ, εq

W pJ, ϕ, εq “ W0pj, ϕq ` εW1pJ, ϕq `Opε
2
q

ε “ 0 - все хорошо W0pJ, ϕq,
BW0

Bϕ
“ J .
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ψ “
BW

BJ
“ ϕ` ε

BW1

BJ
`Opε2

q

I “
BW

Bϕ
“ J ` ε

BW1

Bϕ
`Opε2

q

H pJ, εq “ HpJ ` ε
BW1

Bϕ
q `Opε2

q, ϕ, εq

H “ H0pJq ` εH1pJq `Opε
2
q “ H0pJ ` ε

BW1

Bϕ
`Opε2

qq ` εH1pJ`

` ε
BW1

Bϕ
`Opε2

q, ϕq `Opε2
q

H0pJq “ H0pJq

H1pJq “

ˆ

νpJq ¨
BW1pJ, ϕq

Bϕ

˙

`H1pJ, ϕq (1)

Разложим H1pJ, ϕq,W1pJ, ϕq в ряд Фурье.

H1pJ, ϕq “
ÿ

kPZn

hkpJqe
ipkϕq

W1pJ, ϕq “
ÿ

kPZn

wkpJqe
ipkϕq

pν,
BW1

Bϕ
q “

ÿ

kPZn

ipν ¨ kqwke
ipkϕq

Уравнение (1) распадается на 2 части:

1) k “ 0,H1pJq “ h0pJq

2) k ‰ 0, 0 “ ipνpJq ¨ kqwkpJq ` hkpJq

WkpJq “
´hkpJq

ipνpJq¨kq
“

ihkpJq

pνpJq¨kq

Вопрос 1 Сходится ли ряд W0 ` εW1 ` . . .
Γk “ tJ P R

n : pνpJ, kqq “ 0u
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Лекция 11

Переменные „действие-угол“: теорема Пуанкаре

Нахождение первого интеграла. Резонансная поверхность. Вековое
множество. Система, интегрируемая по Пуанкаре

Система невырождена по импульсам в некоторой области D Ă Rn

det

ˆ

B2H

BIiBIj

˙

‰ 0

Найдем первый интеграл гамильтоновой системы

F pI, ϕ, εq “ F0pI, ϕq ` εF1pI, ϕq ` ε2F2pI, ϕq ` Opε3
q

Fi - гладкие функции. Т.к. интеграл не зависит от времени, то в силу уравнений 
движения

0 “ tF,Hu “ tF0, H0u ` εptF1, H0u ` tF0, H0uq `Opε
2
q ñ

tF0, H0u “ 0, tF1, H0u ` tF0, H0u “ 0

Заметим, что F0 не зависит от ϕ. Разложим F0, F1 в ряды Фурье:

F0pI, ϕq “
ÿ

kPZn

fkpIqe
ipkϕq

F1pI, ϕq “
ÿ

kPZn

gkpIqe
ipkϕq

n
ÿ

i“1

BF0

Bϕ

BH0

BI
“ 0

ÿ

kPZn

ipν ¨ kqfkpIqe
ipkϕq

“ 0 ñ fkpIq “ 0

Разложим в ряд Фурье H1

H1pI, ϕq “
ÿ

kPZn

hkpIqe
ipkϕq

ˆ

BH0

BI
¨ k

˙

fk ´

ˆ

BF0

BI

˙

hk “ 0
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Для каждого hk ‰ 0 определим вековую (резонансную) поверхность Γk “ tI Ă
D pνpIq ¨ kq “ 0, hkpIq ‰ 0u.

Определение Множество
B “ Yk‰0Γk

называется вековым множеством.
Пусть I P B, тогда I P Γk для некоторого k ñ pν ¨ kq “ 0, hk ‰ 0 ñ pBF0

BI
, kq “

0. Следовательно, в точках I P Γk градиенты BF0

BI
, BH0

BI
лежат в одной плоскости,

нормалью к которой является k.
Определение Система интегрируема по Пуанкаре, если она имеет полный набор

гладких интегралов F jpI, ϕ, εq, j “ 1, n. При чем F j
0 “ F j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ε“0

не являются зависи-
мыми.

Теорема Пуанкаре

Теорема Пуанкаре Предположим, что вековое множество всюду плотно в D.
Тогда система не интегрируема по Пуанкаре.

Если I P Γk, то градиенты функций F 1
0 , . . . , F

n
0 ортогональны k. Следовательно,

эти функции зависимы.

∆pIq “ det

ˆ

BpF 1
0 . . . F

n
0 q

BpI1, . . . , Inq

˙

“ 0

Непрерывная функция, обращающаяся в ноль на всюду плотном множестве, рав-
на нулю тождественно.

Рассмотрим систему с одной степенью свободы.

HpI, ϕq “ H0pIq ` εH1pI, ϕq ` ε
2H2pI, ϕq

I “
BW

Bϕ
, ψ “

BW

BJ

W “ W0pJ, ϕq ` εW1pJ, ϕq ` ε
2W2pJ, ϕq ` . . .

HpJq “ H0pJ, ϕq ` εH1pJ, ϕq ` ε
2H2pJ, ϕq ` . . .

ε0 : H0pJq “ H0pJq

ε1 :
BW1

Bϕ

BH0

BJ
`H1pJ, ϕq “ H1pJq

ε2 :
1

2

ˆ

BW1

Bϕ

˙2
B2H0

BJBJ
`
BW2

Bϕ

BH0

BJ
`
BW1

Bϕ

BH1

BJ
`H2pJ, ϕq “ H2pJq

H1pJq “ H1pJ, ϕq

H1pJ, ϕq “
1

2π

ż 2π

0

H1pJ, ϕqdϕ

BW1

Bϕ
“

1

νpJq
pHpJq ´H1pJ, ϕqq
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Находим W1 и дальнейшие функции

BH0

Bj

BW2

Bϕ
“ H2pJq ´H2pJ, ϕq ´

1

2

ˆ

BW1

Bϕ

˙2
B2H0

BJBJ
´
BW1

Bϕ

BH1

BJ

H2pJq “ H2pJ, ϕq `
1

2

ˆ

BW1

Bϕ

˙2
B2H0

BJBJ
`
BW1

Bϕ

BH1

BJ

BH0

BJ

BWn

Bϕ
“ HnpJq ´ VnpJ, ϕq

HnpJq “ VnpJ, ϕq

BWn

Bϕ
“

1

νpJq
´ pHn ´ VnpJ, ϕqq

Пример Пусть H “ H0pp, qq ` εH1pp, qq

H0 “
1

2
pp2
` q2

q

H1 “ ´
q4

2ϕ

H “ T ` V

Система с одной степенью свободы T “ p2

2
, V “ ´p1´ q2

2
q ` . . .

#

p “
?

2Icosϕ

q “
?

2Isinϕ

H0 “ I,H1 “ ´
J2sin4ϕ

6
,
BH0

BJ
“ 1

BW1

Bϕ
´
J2sin4ϕ

6
“ H1pJq

H1pJq “ ´
1

2π

ż

`02π J
2sin4ϕ

6
dϕ

ż 2π

0

sin4ϕdϕ “

ż 2π

0

psin2
q
2ϕdϕ “

ż 2π

0

p1´ cos2ϕq2

4
dϕ

Разложим в ряд Фурье и после всех вычислений получим, что H1pJq “ ´
J2

16
.
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BW1

Bϕ
“ ´

J2

16
`
J2

6
sin4ϕ

W1 “ ´
J2

24
sin3ϕcosϕ´

J2

16
sinϕcosϕ,W0 “ Jϕ

ψ “
BW

BJ
, I “

BW

Bϕ

W “ Jϕ´
εJ2

24
sin3ϕcosϕ´

εJ2

16
sinϕcosϕñ

#

ψ “ ϕ´ εJ
12
sin3ϕcosϕ´ εJ

8
sinϕcosϕ

I “ J ` εJ2

24
sin4ϕ´ εJ2

8
sin2ϕcos2ϕ´ εJ2

16
cos2ϕ` εJ2

16
sin2ϕ

С точностью до членов порядка ε :

J “ I ´
εI2

24
sin4ϕ`

εI2

8
sin2ϕcos2ϕ`

εI2

16
cos2ϕ´

εI2

16
sin2ϕ

Теперь H “ J ´ εJ2

16
.

9ψ “ w “
BH

BJ
“ 1´

εJ

8
« 1´

εh

8

Период колебаний τ “ 2π
w
“ 2π

1´ εh
8

« 2πp1` εh
8
q
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Лекция 12

Маятник Капицы

Маятник Капицы (маятник с вибрирующей точкой подвеса)

Рис. 12.1: Маятник Капицы

Рассмотрим маятник Капицы на рис. 12.1 и запишем уравнения:

OA “ aεcos
wt

ε
, w2

“
a

t
, a ą 0, 0 ă ε ă 1

T “
1

2
mpx2

` y2
q, V “ mϕy

x “ lsinϕ, y “ ´lcosϕ` aεcos
wt

ε

9x “ l 9ϕcosϕ, 9y “ l 9ϕsinϕ´ awsin
wt

ε

T “
1

2
ml2 9ϕ2

´malw 9ϕsin
wt

ε
`ma2w2sin2wt

ε

V “ mglcosϕ`mgaεcos
wt

ε

К функции Лагранжа можно прибавлять или отнимать функции не зависящие
от времени, поэтому:
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L “ T ´ V,

ˆ

BL

B 9ϕ

˙¨

´
BL

Bϕ
“ 0 Ø

ˆ

BΛ

B 9ϕ

˙¨

´
BΛ

Bϕ
“ 0

Λ “
L´ma2w2sin2wt

ε
`mgaεcoswt

ε

ml2
“

1

2
9ϕ2
´
a

l
w 9ϕsinϕsin

wt

ε
` w2cosϕ

Перейдем к каноническим переменным ϕ, 9ϕÑ ϕi, pi, p “
BΛ
B 9ϕ
“ 9ϕ´ a

l
wsinϕsinwt

ε
ñ

9ϕ “ p`
a

l
wsinϕ p˚q

H “ pΛ2 ´ Λ0q˚ “
1

2
p2
`
a

l
wpsinϕsin

wt

ε
`

1

2

a2

l2
w2sin2ϕsin2wt

ε
` w2cosϕ

9ϕ “ Hp “ p`
q

l
wsinϕsin

wt

ε

9p “ ´Hq “ ´
a

l
wpcospsin

wt

ε
“
a2

l2
sinϕcosϕsin2wt

ε
´ w2sinϕ

Получили уравнения движения в канонических переменных. Они допускают два
положения равновесия:

ϕ “ 0, p “ 0 (1)
ϕ “ π, p “ 0 (2)

Сделаем каноническое преобразование ϕ, pÑ rϕ, rp с помощью производящей функ-
ции W pϕ, rp, t, εq “ ϕrp` εwpϕ, rp, tq. Тогда

#

p “ BW
Bϕ
“ rp` εBW pϕ,rp,tq

Bϕ

rϕ “ BW
Brp
“ ϕ` εBW pϕ,rp,tq

Brp

Получаем каноническую замену переменных
#

p “ rp` εBW prϕ,rp,tq
B rϕ

`Opε3q

ϕ “ rϕ´ εBW prϕ,rp,tq
Brrp

`Opε3q
p˚˚q

Введем обозначение wt
ε
“ τ . Тогда

pq
¨
“
dpq

dt
“
dpq

dτ

dτ

dt
“
w

ε
pq
1, pq1 “

d

dτ

H “
1

2
p2
`
a

l
wpsinϕsinτ `

1

2

a2

l2
w2sin2ϕsin2τ ` w2cosϕ

Необходимо найти wprq, rp, τq.

rHprq, rp, τ, εq “

ˆ

Hpq, p, τ, εq `
Bw

Bt

˙

p˚q

“

ˆ

Hpq, p, τ, εq `
w

ε

Bw

Bt

˙

p˚q

rHprq, rp, τ, εq “
1

2
rp2
`
a

l
wrpsinϕsinτ `

1

2

a2

l2
w2sin2

rϕsin2τ ´ w2cosrϕ` w
Bw

Bτ
BW

Bt
“ ε

BW

Bt
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Ищем w - 2π периодическую по τ .

rHprq, rp, τ, εq “
1

2
rp2
´ w2cosrϕ` wfprϕ, rpq `Opε2

q Ø

BW

Bτ
“ ´

a

l
rpsinϕsinτ ´

1

2

a2

l2
sin2

rϕsin2τ ` fprϕ, rpq

w “
a

l
rpsinrϕcosτ ´

a2

4l2
wsin2

rϕτ `
a2

8l2
wsin2

rϕsin2τ ` fprϕ, rpqτ

w ´ 2π-периодическая по τ Ø f “ a2

4l2
wsin2

rϕ. Таким образом, получили

rHprq, rp, τ, εq “
1

2
rp2
´ w2cosrϕ` w2 a

2

4l2
sin2

rϕ`Opε2
q

rHprq, rp, τ, εq “ ĂH0prϕ, rpq `Opε
2
q

rHpq, p, τ, εq “ H0pq, pq `Opεq

H0pq, pq “
1

2
p2
` w2vpϕq

vpϕq “ ´cosϕ`
a2

4l2
wsin2

rϕ

В нулевом приближении по ε : 9ϕ “ p, 9p “ ´w2 BW
Bϕ
. Найдем положение равновесия

приближенной системы.

Bv

Bϕ
“ 0, sinϕ`

a2

2l2
sinϕcosϕ “ sinϕ

ˆ

1`
a2

2l2
cosϕ

˙

“ 0

В приближенной системе существуют следующие положения равновесия:

ϕ “ 0, p “ 0 (1)

ϕ “ π, p “ 0 (2)

ϕ3,4 “ ˘arccos

ˆ

´
2l2

a2

˙

p3, 4q

(1), (2) - для любого a
l
, (3,4) - при a2 ą 2l2.

v
2

p0q “ 1`
a2

2l2
ą 0

v
2

pπq “
a2

2l2
´ 1 ą 0, a2

ą 2l2

v
2

pπq “
a2

2l2
´ 1 ă 0, a2

ă 2l2

v
2

pϕ3,4q ă 0
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Получилось, что 0 - устойчив, а π,´π - не устойчивы. При a2 ă 2l2 получаем,
что верхнее положение равновесия неустойчиво. При a2 ą 2l2 получаем, что верх-
нее положение равновесия устойчиво. Из устойчивости в приближенной системе
обязательно следует устойчивости равновесия и в исходной системе, т.е. a2 ą 2l2 -
условие устойчивости верхнего положения равновесия и в исходной системе. Новым
положения равновесия приближенной системы в исходной системе соответствуют
периодические движения маленькой амплитуды в окрестности точек равновесия
приближенной системы.

H “
1

2π
“

ż 2π

0

Hdτ
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Лекция 13

Метод усреднения

Метод усреднения (теоремы Крылова-Боголюбова) для систем
стандартного вида

x
1

“ εV px, τ, εq, V px, τ ` 2π, εq “ V px, τ, εq, x P Rn, τ P Rn, x
1

“
dx

dτ
, ε P r0, εs

x
1

“ εvpx, τq `Opε2
q, vpx, τq “ V px, τ, 0q (1)

xp0q “ x0, xεpτq : xεp0q “ x0, t “ ετ ´ медленное время

9x “ vpx,
t

ε
q `Opεq (2)

9x “
dx

dt
“
dx

dτ

dτ

dt
“ x

1 1

ε

Теорема 1 Существует ε0 ą 0 и xÑ y, y “ x`εfpx, τq, fpx, τ`2πq “ fpxq, fpx0, 0q “
0. Существует такая замена, что (1) переходит в (3), (2) переходит в (4).

y
1

“ εvpyq `Opε2
q (3)

y
1

“ vpyq `Opεq (4)

vpyq “
1

2π

ż 2π

0

vpy, τqdτ

vpy, τq “ vpyq ` rvpy, τq, rvpy, τq “ 0

Доказательство Докажем, что такая замена переменных существует и построим
ее в явном виде.

y
1

“ x
1

´ ε
Bf

Bτ
` ε

ˆ

Bf

Bx
, x

1

˙

“ εvpx, τq ` ε
Bf

Bτ
`Opε2

q “ εvpyq ` εrrvpx, τq `
Bt

Bτ
s `Opε2

q

Bf

Bτ
“ ´rvpx, τq ñ f “ ´

ż τ

0

rvpx, τqdτ

Рассмотрим систему
y

1

“ vpyq (5)

Теорема 2 Пусть ypτq - решение системы (5) на r0, τ0s. Тогда Dε0 ą 0, c ą 0 :
решение xεptq системы (1) pxεp0q “ x0q существует на r0, t0s, t0 “ τ0

ε
, причем ||xεptq´

yεptq|| ă cε, @t P r0, t0s.
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Теорема 3 Пусть x0 - невырожденное равновесие системы (5), т.е. vpx0q “ 0, |A| ‰

0, A “
´

Bv
By

¯

y“x0
, тогда Dε0 ą 0 : система (1) имеет 2π-периодическое решение xεpτq “

x0 ` Opεq. В частности, стационарное решение xεpτq “ x0. Более того, если A -
гурвицова матрица (все Reλ ă 0, |λE ´ A| ą 0), то периодическое решение xεpτq “
x0 `Opτq - ассимптотически устойчива.

Модельный пример

x
1

“ εxp1´ 2x2sin2τq “ εxp1´ x2
q ` εx3

p1´ 2sin2τq

y “ x` εpx, τq

y
1

“ x
1

` ε
Bf

Bτ
` ε

Bf

Bx
x

1

“ εxp1´ x2
q ` εrx3

p1´ 2sin2τq `
Bf

Bτ
s `Opε3

q ñ

y
1

“ εxp1´ x2
q `Opε2

q ñ fpx, τq “ ´
x3

2
sin2τ

9y “ yp1´ y2
q (6)

y “ 0, px0 “ 0 ñ xεpτq “ 0q paq

y “ ˘1, px0 “ ˘1 ñ xεpτq “ ˘1`Opεqq pb, cq

xεpτq “ ˘1` εgpτq `Opεq ñ

˘ 1 “ ˘1´
ε

2
sin2τp˘1` εgpτqq3 ` opεq, νpτq “

sin2τ

2

Значит, периодическое решение xεpτq “ ˘p1` ε
2
sin2τq`opεq близкое к равновесию.

Уравнение (а) неустойчиво, т.к. в окрестности 0 уравнение первого приближения
переходит в 9y “ y. Устойчивость получим при y “ ˘1.

y “ ˘1` z, 9z “ p˘1` zqp˘2z ´ z2
q “ ´2z ` opzq

Замечание Если нас интересует только устойчивость соответствующих решений
системы (1), то замена xÑ y не нужна. Можно решить через

9x “ vpxq `Opεq (7)

9x “ vpxq (8)
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Маятник Капицы в сопротивляющейся среде

Рассмотрим маятник Капицы на рис. 13.1 и запишем уравнения:

OA “ aεcos
wt

ε
, w2

“
a

t
, a ą 0, 0 ă ε ă 1

T “
1

2
mpx2

` y2
q, V “ mϕy

x “ lsinϕ, y “ ´lcosϕ` aεcos
wt

ε

9x “ l 9ϕcosϕ, 9y “ l 9ϕsinϕ´ awsin
wt

ε
F “ ´mkvm “ ´mkp 9xlx ` 9ylyq

Рис. 13.1: Маятник Капицы
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M0 “ rr, F s “ ´mkrxlx ` yly, 9xlx ` 9ylys

M0 “ ´mkpx 9y ´ 9xyqqlz “Mlz

M “ ´ml2krp 9ϕ´
a

l
wsinϕsin

wt

ε
q ` ε 9ϕ

a

l
cosϕcos

wt

ε
s “ Qϕ

Qϕ “ ml2Φ,Φ “ ´kr´{{´s

L “ ml2Λ`Rptq
ˆ

BΛ

Bϕ

˙¨

´
BΛ

Bϕ
“ Φp 9ϕ, ϕ, tq

Метод усреднения для маятника Капицы в сопротивляющейся среде

Λ “
1

2
r 9ϕ2

´ 2
a

l
w 9ϕsinϕsin

wt

ε
` 2w2cosϕs

ϕ, 9ϕÑ ϕ, p “
BΛ

B 9ϕ
ñ

9ϕ “ p`
a

l
wsinϕsin

wt

ε

H “
1

2
pp2
` 2

a

l
wpsinϕsin

wt

ε
`
a2w2

l2
sin2ϕsin2wt

ε
´ 2w2cosϕq

Запишем уравнение движения маятника Капицы в гамильтоновой форме:

9ϕ “
BH

Bp
“ p`

a

l
wsinϕsin

wt

ε
`
a2w2

l2
sinϕsin2wt

ε

9p “ ´
BH

Bp
` Φ˚,Φ˚ “ Φpϕ, p, tq

Φ˚ “ ´kp`Opεq

9p “ ´
a

l
wpcosϕsin

wt

ε
´
a2w2

l2
sinϕsin2wt

ε
´ w2inϕ´ kp`Opεq

Решения равновесия
ϕ “ 0, p “ 0 (1)

ϕ “ π, p “ 0 (2)

Если τ “ wt
ε
ñ ϕ

1

“ ε
w
BHpϕ,p,τq

Bp
, p1

“ ´ ε
w
BHpϕ,p,τq

Bϕ
´ ε

w
kp ` Opε2q, то получаем

стандартный вид для теории Крылова-Боголюбова и можно применить теоремы
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1-3. Формально совершается переход

ϕ, pÑ ψ, q :

ψ “ ϕ` f1pϕ, p, τq

q “ p` f2pϕ, p, τq

1

“
BH

Bq

q
1

“ ´
BH

Bψ
´ kq

ϕ
1

“
BH

Bp

p
1

“ ´
BH

Bϕ
´ kp

H “
1

2
pp2
`
a2w2

2l2
sin2ϕ´ 2w2cosϕq

Vw “
a2w2

4l2
sin2ϕ´ w2cosϕ

V
1

w “ w2sinϕ

ˆ

a2

2l2

˙

“ 0

ϕ3,4 “ ˘arccosp
2l2

a2
q, a2

ą 2l2

Методику усреднения применяют и к гамильтоновым системам в случае, если
k “ 0. Тогда можно исследовать устойчивость системы и получить, что верхнее
положение равновесия устойчиво.
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