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Лекция 1. Булевы функции (функции алгебры логики). 
1.1 Определение. Количество булевых функций. 

Булевой функцией называют отображение вида 𝑓𝑓(𝑛𝑛): 𝐸𝐸𝑛𝑛 → 𝐸𝐸 с заданным 
упорядоченным набором переменных, где 𝐸𝐸 = {0, 1}, а n – число аргументов. Тогда 𝑓𝑓(𝑛𝑛) 
называют функциональным символом, задающим отображение. Множество 
определения булевой функции – множество наборов из нулей и единиц, поэтому её 
можно задать следующей таблицей:  

 
𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  
0 0 … 0 𝑓𝑓(0, … , 0)  
0 0 … 1 𝑓𝑓(0, … , 1)  

… …  
𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 … 𝜎𝜎𝑛𝑛 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛)  

… …  
1 1 … 1 𝑓𝑓(1, … , 1)  

  

Число всевозможных комбинаций аргументов, очевидно, равно 2𝑛𝑛. Чаще всего 
таблицу задают в лексикографическом порядке (последовательно выписывают 
двоичные записи чисел промежутка [0, 2𝑛𝑛 − 1]).  

Две функции называются одинаковыми, если на любом наборе аргументов их 
значения совпадают. Разными называют неодинаковые функции.  

𝑃𝑃2 – множество всех булевых функций.  

𝑃𝑃(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) – множество всех булевых функций переменных 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛. 

𝑃𝑃2(𝑛𝑛) – множество всех булевых функций n фиксированных переменных.  

Утверждение 1.  

Количество булевых функций n фиксированных переменных не зависит от 
названия переменных, причём |𝑃𝑃2(𝑛𝑛)| =  22𝑛𝑛. 

|𝑃𝑃2(1)| = 4; 

|𝑃𝑃2(2)| = 16; 

|𝑃𝑃2(3)| = 256; 

|𝑃𝑃2(4)| > 65000. 

1.2 Функции нескольких переменных. 
 Вспомним некоторые функции одной и двух переменных, известные из курса 

информатики. 
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𝒙𝒙 𝒚𝒚 𝜽𝜽 1 𝒙𝒙 𝒙𝒙� 𝒚𝒚 𝒚𝒚� 𝒙𝒙&𝒚𝒚 𝒙𝒙 ∨ 𝒚𝒚 𝒙𝒙 ⊕ 𝒚𝒚 
0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 
0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 
1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 
1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 
𝒙𝒙 𝒚𝒚 𝒙𝒙 → 𝒚𝒚 𝒙𝒙 ↓ 𝒚𝒚 𝒙𝒙 ∣ 𝒚𝒚 
0 0 1 1 1 
0 1 1 0 1 
1 0 0 0 1 
1 1 1 0 0 

 

𝑥𝑥&𝑦𝑦 (𝑥𝑥 ∧ 𝑦𝑦, 𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴) – логическое умножение, конъюнкция. 

𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦 (𝑂𝑂𝑂𝑂, "или") – дизъюнкция. 

𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦 (𝑋𝑋𝑂𝑂𝑂𝑂) – исключающее "или", сумма в поле из двух элементов, сумма по 
модулю два. 

𝑥𝑥 → 𝑦𝑦 – импликация. 

𝑥𝑥 ↓ 𝑦𝑦 – стрелка Пирса. 

𝑥𝑥 ∣ 𝑦𝑦 – штрих Шеффера. 

В качестве примера приведём также функцию трёх переменных 𝑚𝑚(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧), 
называемую функцией голосования или медианой. Данная функция обращается в 
единицу тогда и только тогда, когда единиц в наборе аргументов больше, чем нулей. 

𝒙𝒙 𝒚𝒚 𝒛𝒛 𝒎𝒎(𝒙𝒙, 𝒚𝒚, 𝒛𝒛) 
0 0 0 0 
0 0 1 0 
0 1 0 0 
0 1 1 1 
1 0 0 0 
1 0 1 1 
1 1 0 1 
1 1 1 1 

 

1.3 Существенная зависимость функции от переменной. 
Пусть задана булева функция 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛). Будем говорить, что данная функция 

существенно зависит от 𝑥𝑥𝑖𝑖 (𝑥𝑥𝑖𝑖 – существенная переменная), если                                      
∃ (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑖𝑖−1, 𝜎𝜎𝑖𝑖+1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) 𝜖𝜖 𝐸𝐸𝑛𝑛−1 ∶ 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑖𝑖−1, 0, 𝜎𝜎𝑖𝑖+1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) ≠
 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑖𝑖−1, 1, 𝜎𝜎𝑖𝑖+1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛).  
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Рис.1. Функция голосования 
(медиана) 
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Пример 1.   

Конъюнкция 𝑛𝑛 переменных 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 существенно зависит от каждого 
аргумента. Проверим это для 𝑥𝑥𝑛𝑛 .  Для этого достаточно взять набор (1, 1, … , 1) 𝜖𝜖 𝐸𝐸𝑛𝑛−1, 
так как при 𝜎𝜎𝑛𝑛 = 0  𝑥𝑥1&𝑥𝑥2& … &𝑥𝑥𝑛𝑛 = 0, а при 𝜎𝜎𝑛𝑛 = 1  𝑥𝑥1&𝑥𝑥2& … &𝑥𝑥𝑛𝑛 = 1. 

Переменные, от которых функция не зависит существенно, будем называть 
несущественными или же фиктивными. 

Пусть 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) – булева функция, а переменная 𝑥𝑥𝑖𝑖 – фиктивная. Будем 
говорить, что функция 𝑔𝑔(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑖𝑖−1, 𝑥𝑥𝑖𝑖+1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) получена из 𝑓𝑓 путём удаления 
(изъятия) фиктивной переменной, если ∀ (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑖𝑖−1, 𝜎𝜎𝑖𝑖+1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛)  𝜖𝜖 𝐸𝐸𝑛𝑛−1  
𝑔𝑔(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑖𝑖−1, 𝜎𝜎𝑖𝑖+1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) =  𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑖𝑖−1, 0, 𝜎𝜎𝑖𝑖+1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛).  

Обратная операция – добавление фиктивной переменной (с точностью до 
перестановки и названия переменной). Пусть 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) – булева функция, а 
переменная 𝑦𝑦 не совпадает ни с одной переменной из набора 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 (𝑦𝑦 ∉ {𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛}). 
Тогда будем говорить, что функция 𝑔𝑔(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 , 𝑦𝑦) получена из 𝑓𝑓 путём операции 
добавления фиктивной переменной, если ∀ (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛 , 𝜎𝜎𝑛𝑛+1)  𝜖𝜖 𝐸𝐸𝑛𝑛+1  
𝑔𝑔(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛 , 𝜎𝜎𝑛𝑛+1) =  𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛). 

Две булевы функции называются равными, если из одной можно получить 
другую с помощью применения конечного числа операций изъятия/добавления 
фиктивных переменных. Иначе говоря, две функции называются равными тогда и 
только тогда, когда у них совпадает множество существенных переменных и для 
любого набора значений этих переменных значения функции совпадают. 

Рассмотрев свойства отношения равенства булевых функций, можно доказать, 
что оно является отношением эквивалентности. Две булевы функции называются 
эквивалентными, если они равны. С этого момента в наших рассуждениях мы не 
будем различать равные функции, вместо этого рассматривая классы эквивалентности. 

1.4 Способы задания булевых функций.  
1. Таблица. Естественный способ, 

заключающийся в задании вектора значений. 
2. Геометрический способ. «Булев куб» - набор 

вершин с соответствующими им наборами 
нулей и единиц. Две вершины соединены, если 
соответствующие им наборы различаются 
ровно в одном разряде. Для задания нужно 
отметить вершины с одинаковыми значениями, 
например единицами (рис. 1).  

3. Описательный способ. Пример: функция от 
2020 переменных, которая обращается в 
единицу всякий раз, когда количество единиц в наборе её аргументов равно 366.  
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Попробуем оценить, насколько удобен данный способ, применив мощностной 
подход. Для этого выберем русский язык языком описания функций 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛). 
Мощность множества описания, включающего в себя 33 заглавные и 33 строчные 
буквы алфавита, знаки препинания и прочие знаки клавиатуры (/, _, и т.д.), ∣ 𝐴𝐴 ∣ ∼ 100. 
Будем считать, что все описания имеют одинаковую длину 𝐴𝐴 (любое короткое 
описание можно дополнить пробелами до 𝐴𝐴). Количество описаний, имеющих такую 
длину, очевидно 100𝑁𝑁. Требуется, чтобы число описаний 100𝑁𝑁 было больше или равно 
числа функций 22𝑛𝑛: 

100𝑁𝑁 ≥ 22𝑛𝑛 = (210 ∙ 210)
2𝑛𝑛

20 > (1003)
2𝑛𝑛

20  

𝐴𝐴 >
3

20 2𝑛𝑛 . 

Подставляя значения, получим, что по результатам оценки для описания          
𝑛𝑛 = 10 переменных понадобится длина описания 𝐴𝐴 > 150, а для описания                
𝑛𝑛 = 25  𝐴𝐴 > 4000000, что превосходит число символов в произведении «Война и мир». 
Для того же, чтобы описать 335 переменных, понадобится длина, превосходящая число 
атомов в нашей вселенной.  

Таким образом, мы видим, что описательный способ не является 
универсальным. 

4. Задание функций с помощью формул.    

1.5     Формулы. 
Обсудим подробнее понятие формулы. Пусть 𝐹𝐹 = �𝑓𝑓1

(𝑛𝑛1), … , 𝑓𝑓𝑠𝑠
(𝑛𝑛𝑠𝑠)� – некоторое 

(конечное или бесконечное) множество булевых функций. Формулой над данным 
множеством функций назовём последовательность символов, в которой встречаются 
функциональные символы, переменные и вспомогательные символы (запятые, скобки и 
т.п.) и которая может быть получена за конечное число шагов по следующим правилам: 
1. Любая переменная является тривиальной формулой. 
2. Пусть 𝑓𝑓𝑖𝑖

(𝑛𝑛𝑖𝑖) ∈ 𝐹𝐹, а 𝛷𝛷1, 𝛷𝛷2, … , 𝛷𝛷𝑛𝑛𝑖𝑖 – готовые формулы. Тогда  𝑓𝑓𝑖𝑖
(𝑛𝑛𝑖𝑖)(𝛷𝛷1, 𝛷𝛷2, … , 𝛷𝛷𝑛𝑛𝑖𝑖) 

тоже будет формулой. 

Функция 𝑓𝑓 может быть получена из системы 𝐹𝐹 применением операции 
суперпозиции, если существует нетривиальная формула 𝛷𝛷 над системой 𝐹𝐹, задающая 
функцию 𝑓𝑓. 

Пример 2. 

Можно ли для функции  𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦 построить формулу, в которой будет 
использована только операция импликации 𝐹𝐹 = {𝑥𝑥 → 𝑦𝑦}?  

Для любой формулы построенной с помощью импликации при наборе 
аргументов состоящем только из единиц результатом будет единица. Но функция 
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строгого исключения не обладает таким свойством, а значит построить необходимую 
формулу невозможно. 

Примеры формул.  

1. Система функций 𝐹𝐹 = {𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧), 𝑔𝑔(𝑥𝑥, 𝑧𝑧), ℎ(𝑥𝑥, 𝑢𝑢)} и формула  

𝛷𝛷 = 𝑓𝑓(𝑔𝑔(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), ℎ�𝑥𝑥3, 𝑔𝑔(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥3)�, 𝑥𝑥2). 

2. Система функций 𝐹𝐹 = {𝑥𝑥&𝑦𝑦, 𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦, 𝑥𝑥 → 𝑦𝑦, �̅�𝑥} и формула 
𝛷𝛷 = (𝑥𝑥&𝑦𝑦)�������� ∨ (𝑦𝑦 → 𝑧𝑧). 

Для упрощения работы с формулами будем использовать следующую систему 
приоритетов (неформальную). 

1. Одноместные операции (отрицание). 
2. Конъюнкция. 
3. Скобки. 

1.6 Основные эквивалентности. 
Две формулы называются эквивалентными, если они реализуют равные 

функции. Пусть ∗ - некоторая операция, причём  ∗  𝜖𝜖 {&,∨,⊕, ∼}. Тогда верны 
следующие соотношения: 
1. Коммутативность:  

𝑥𝑥 ∗ 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦 ∗ 𝑥𝑥 
2. Ассоциативность: 

(𝑥𝑥 ∗ 𝑦𝑦) ∗ 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 ∗ (𝑦𝑦 ∗ 𝑧𝑧) 
3. Дистрибутивность: 

𝑥𝑥&(𝑦𝑦 ∨ 𝑧𝑧) = 𝑥𝑥&𝑦𝑦 ∨ 𝑥𝑥&𝑧𝑧 
𝑥𝑥&(𝑦𝑦 ⊕ 𝑧𝑧) = 𝑥𝑥&𝑦𝑦 ⊕ 𝑥𝑥&𝑧𝑧 

𝑥𝑥 ∨ (𝑦𝑦&𝑧𝑧) = (𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦)&(𝑥𝑥 ∨ 𝑧𝑧) 
𝑥𝑥 ∨ (𝑦𝑦 ∼ 𝑧𝑧) = (𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦) ∼ (𝑥𝑥 ∨ 𝑧𝑧) 

4. Законы поглощения: 
𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 

𝑥𝑥&(𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 
5. Двойное отрицание: 

�̅̅�𝑥 = 𝑥𝑥 
6. Правила де Моргана: 

𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦������� = �̅�𝑥&𝑦𝑦� 
𝑥𝑥&𝑦𝑦������ = �̅�𝑥 ∨ 𝑦𝑦� 
𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦 = �̅�𝑥&𝑦𝑦������� 
𝑥𝑥&𝑦𝑦 = �̅�𝑥 ∨ 𝑦𝑦�������� 

7.  
𝑥𝑥&𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 
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𝑥𝑥 ∨ 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 
𝑥𝑥 ⊕ 𝑥𝑥 = 0 
𝑥𝑥 ∼ 𝑥𝑥 = 1 

8.  
𝑥𝑥&�̅�𝑥 = 0 
𝑥𝑥 ∨ �̅�𝑥 = 1 
𝑥𝑥 ⊕ �̅�𝑥 = 1 
𝑥𝑥 ∼ �̅�𝑥 = 0 

9. Свойства нуля и единицы: 
𝑥𝑥&0 = 0 
𝑥𝑥&1 = 𝑥𝑥 
𝑥𝑥 ∨ 0 = 𝑥𝑥 
𝑥𝑥 ∨ 1 = 1 
𝑥𝑥 ⊕ 0 = 𝑥𝑥 
𝑥𝑥 ⊕ 1 = �̅�𝑥 
𝑥𝑥 ∼ 0 = �̅�𝑥 
𝑥𝑥 ∼ 1 = 𝑥𝑥 

Упражнение 1.  
Выразить 𝑥𝑥 ↓ 𝑦𝑦 через 𝑥𝑥 ∣ 𝑦𝑦 с минимально возможным числом операций. 

1.7 Совершенная дизъюнктивная нормальная форма. 
 Возьмём произвольную функцию 𝑓𝑓(𝑛𝑛). Научимся представлять эту функцию 

через систему элементарных функций 𝐹𝐹 = {𝑥𝑥&𝑦𝑦, 𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦, �̅�𝑥}. 
Для этого рассмотрим функцию следующего вида: 

𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝑔𝑔(𝑛𝑛)(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  
0 0 … 0 0  
0 0 … 1 0  

… …  
𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 … 𝜎𝜎𝑛𝑛 1  

… …  
1 1 … 1 0  
 

 Введём следующее обозначение: 

𝑥𝑥𝜎𝜎 = �  𝑥𝑥, если 𝜎𝜎 = 1
�̅�𝑥, если 𝜎𝜎 = 0 ↔ �1, если 𝑥𝑥 = 𝜎𝜎

0, если 𝑥𝑥 ≠ 𝜎𝜎 

 Тогда формула для данной функции может быть записана как 
 𝛷𝛷 = 𝑥𝑥1

𝜎𝜎1&𝑥𝑥2
𝜎𝜎2& … &𝑥𝑥𝑛𝑛

𝜎𝜎𝑛𝑛. Действительно, если (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ≠ (𝜎𝜎1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛), то  
𝛷𝛷(𝜎𝜎1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) = 0. 
 Попробуем теперь найти формулу для функции, которая принимает значение 
единицы ровно на двух наборах: 
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𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛 𝜑𝜑(𝑛𝑛)(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  
0 0 … 0 0  
0 0 … 1 0  

… …  
𝜎𝜎1 𝜎𝜎2 … 𝜎𝜎𝑛𝑛 1  

… …  
𝛼𝛼1  𝛼𝛼2         …            𝛼𝛼𝑛𝑛 1  

… …  
1 1 … 1 0  

 
 Для этого используем формулу 𝛷𝛷 = 𝑥𝑥1

𝜎𝜎1&𝑥𝑥2
𝜎𝜎2& … &𝑥𝑥𝑛𝑛

𝜎𝜎𝑛𝑛 ∨ 𝑥𝑥1
𝛼𝛼1&𝑥𝑥2

𝛼𝛼2& … &𝑥𝑥𝑛𝑛
𝛼𝛼𝑛𝑛, 

которая, очевидно, принимает единичные значения только на наборах (𝜎𝜎1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) и 
(𝛼𝛼1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛). 

 Для общего случая, получим: 

𝛷𝛷 = � 𝑥𝑥1
𝜎𝜎1&𝑥𝑥2

𝜎𝜎2& … &𝑥𝑥𝑛𝑛
𝜎𝜎𝑛𝑛

𝜎𝜎�=(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)
𝑓𝑓(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)=1

 

 Таким образом, любую булевую, отличную от константы 0, функцию можно 
представить с помощью операций конъюнкции, дизъюнкции и отрицания через данную 
формулу, называемую совершенной дизъюнктивной нормальной формой. Нулевую 
функцию можно описать формулой 𝑥𝑥&�̅�𝑥. 
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Лекция 2. Понятия для булевых функций. 
На прошлой лекции мы доказали, что любая булева функция может быть 

представлена формулой, в которой используются только операции конъюнкции, 
дизъюнкции и отрицания. Для функции, отличной от константы 0, работает формула, 
называемая совершенной дизъюнктивной нормальной формой. 

2.1 Замыкание множества. 
Пусть 𝐴𝐴 ⊆ 𝑃𝑃2 – некоторое множество булевых функций. Назовём замыканием 

[𝐴𝐴] данного множества множество всех булевых функций, которые могут быть 
получены из функций множества 𝐴𝐴 путём применения операции суперпозиции или 
добавления/изъятия фиктивной переменной.  

Свойства операции замыкания: 

1. 𝐴𝐴 ⊆ [𝐴𝐴]. Свойство экстенсивности. 
2. 𝐴𝐴 ⊆ 𝐵𝐵 → [𝐴𝐴] ⊆ [𝐵𝐵]. Свойство монотонности. 
3. [𝐴𝐴] = �[𝐴𝐴]�. Свойство идемпотентности. 
4. [𝐴𝐴] ∩ [𝐵𝐵] ⊇ [𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵]. 
5. [𝐴𝐴] ∪ [𝐵𝐵] ⊆ [𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵]. 

Так как с помощью конъюнкции, дизъюнкции и отрицания можно записать 
любую формулу, то [{𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦, �̅�𝑥}] = 𝑃𝑃2.  

Класс 𝐹𝐹 ⊆ 𝑃𝑃2 называется замкнутым, если он совпадает со своим замыканием, 
т.е. 𝐹𝐹 = [𝐹𝐹]. 

Множество 𝐴𝐴 ⊆ 𝑃𝑃2является полным в замкнутом классе 𝐹𝐹, если [𝐴𝐴] = 𝐹𝐹. 

Если множество 𝐴𝐴 является полным в самом большом замкнутом классе (𝑃𝑃2), то 
будем говорить, что оно является полным (без уточнения о классе). Иначе говоря,     
𝐴𝐴 − полное ↔ [𝐴𝐴] = 𝑃𝑃2. 

Примеры. 

𝑷𝑷𝟐𝟐. Замкнутый класс. 

Множество всех булевых функций, у которых количество существенных 
переменных 𝑵𝑵 ≤ 𝟏𝟏. Применяя операцию суперпозиции мы будем получать функции, у 
которых также только одна существенная переменная. Добавление или изъятие 
фиктивных переменных также не увеличит количество существенных переменных. Но 
это и означает, что данный класс является замкнутым. 

Множество всех булевых функций, у которых количество существенных 
переменных 𝑵𝑵 ≤ 𝟐𝟐. С помощью конъюнкции можно построить формулу для трёх 
существенных переменных, поэтому данный класс не является замкнутым. 

Множество всех булевых функций, обращающихся на заданном наборе в 
ноль. Замкнутый класс. 

https://vk.com/teachinmsu
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Множество всех симметрических булевых функций. (Симметрическими 
называют функции, у которых при перестановке любых двух переменных значение 
функции не меняется). Незамкнутый класс. 

2.2 Лемма о сводимости полных систем. 
Пусть даны два множества булевых функций 𝐹𝐹 ⊆ 𝑃𝑃2 и 𝐺𝐺 ⊆ 𝑃𝑃2, причём 

множество 𝐹𝐹 является полным, т.е. [𝐹𝐹] = 𝑃𝑃2. Кроме того, для любой функции 𝑓𝑓 ∈ 𝐹𝐹 
существует формула 𝛷𝛷𝑓𝑓 над 𝐺𝐺, реализующая функцию 𝑓𝑓. Тогда [𝐺𝐺] = 𝑃𝑃2, то есть 
система 𝐺𝐺 тоже является полной. 

Доказательство. 

Так как система 𝐹𝐹 является полной, то для любой функции 𝑔𝑔 ∈ 𝑃𝑃2 существует 
формула 𝛹𝛹 над 𝐹𝐹, реализующая 𝑔𝑔. В этой формуле используются только функции из 𝐹𝐹. 
Каждую же функцию из 𝐹𝐹 можно представить соответствующей формулой над 
множеством 𝐺𝐺. Заменяя каждый функциональный символ из 𝐹𝐹 на формулу из 𝐺𝐺, 
получим формулу над 𝐺𝐺, реализующую функцию 𝑔𝑔. Таким образом, система 𝐺𝐺 является 
полной, что и требовалось доказать. 

Следствие 1. 

 Из любой полной системы функций можно извлечь конечную полную 
подсистему. 

 Следствие 2. 

Системы {𝑥𝑥𝑦𝑦, �̅�𝑥}, {𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦, �̅�𝑥} полные (в силу правил де Моргана). 

Следствие 3. 

Система {𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥 ⊕ 𝑥𝑥, 1} – полная, т.к. �̅�𝑥 = 𝑥𝑥 ⊕ 1. 

Следствие 3. 

Системы {𝑥𝑥 ∣ 𝑦𝑦}  (штрих Шеффера) и {𝑥𝑥 ↓ 𝑦𝑦}  (стрелка Пирса) являются 
полными. 

Доказательство. 

Вспомним таблицы значений для штриха Шеффера и стрелки Пирса: 

𝒙𝒙 𝒚𝒚 𝒙𝒙 ↓ 𝒚𝒚 𝒙𝒙 ∣ 𝒚𝒚 
0 0 1 1 
0 1 0 1 
1 0 0 1 
1 1 0 0 

Получаем, что: 

𝑥𝑥 ∣ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑦𝑦��� = �̅�𝑥 ∨ 𝑦𝑦� 

𝑥𝑥 ↓ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦������� = �̅�𝑥&𝑦𝑦�. 

https://vk.com/teachinmsu
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Из штриха Шеффера можно получить отрицание: 

�̅�𝑥 = 𝑥𝑥 ∣ 𝑥𝑥. 

 Тогда дизъюнкция это: 

𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦 = �̿�𝑥 ∨ �̿�𝑥 = �̅�𝑥 ∣ 𝑦𝑦� = (𝑥𝑥 ∣ 𝑥𝑥) ∣ (𝑦𝑦 ∣ 𝑦𝑦). 

 Аналогичные операции можно проделать и для стрелки Пирса. 

2.3 Лемма о разложении по переменным. 
Произвольную булеву функцию 𝑛𝑛 переменных можно представить как 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =  � 𝑥𝑥1
𝜎𝜎1𝑥𝑥2

𝜎𝜎2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝜎𝜎𝑛𝑛

(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑘𝑘)∈𝐸𝐸𝑘𝑘

𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑘𝑘+1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 

где   

𝑥𝑥𝜎𝜎 = �  𝑥𝑥, если 𝜎𝜎 = 1
�̅�𝑥, если 𝜎𝜎 = 0 ↔ �1, если 𝑥𝑥 = 𝜎𝜎

0, если 𝑥𝑥 ≠ 𝜎𝜎 . 

Доказательство. 

Возьмём произвольный набор (𝛼𝛼1, 𝛼𝛼2, … , 𝛼𝛼, 𝛼𝛼𝑘𝑘+1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) и рассмотрим левую и 
правую часть формулы. 

Если первые 𝑘𝑘 разрядов не будут совпадать с набором (𝜎𝜎1, … , 𝜎𝜎𝑘𝑘), то формула 
𝑥𝑥1

𝜎𝜎1𝑥𝑥2
𝜎𝜎2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝜎𝜎𝑛𝑛𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑘𝑘+1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) будет обращаться в ноль, так как    
𝛼𝛼𝑖𝑖 ≠ 𝜎𝜎𝑖𝑖 → 𝛼𝛼𝑖𝑖

𝜎𝜎𝑖𝑖 = 0. Если наборы будут совпадать, то формула будет обращаться в 
единицу.  

Таким образом, лемма доказана. 

Рассмотрим два важных случая: 

1. 𝑘𝑘 = 1. Тогда 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑥𝑥1𝑓𝑓(1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∨ 𝑥𝑥1���𝑓𝑓(0, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛). 

2. 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛. Тогда 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = � 𝑥𝑥1
𝜎𝜎1𝑥𝑥2

𝜎𝜎2 … 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝜎𝜎𝑛𝑛

(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑘𝑘)∈𝐸𝐸𝑘𝑘

𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = � 𝑥𝑥1
𝜎𝜎1&𝑥𝑥2

𝜎𝜎2& … &𝑥𝑥𝑛𝑛
𝜎𝜎𝑛𝑛

𝜎𝜎�=(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)
𝑓𝑓(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)=1

 

То есть формула вырождается в совершенную дизъюнктивную нормальную 
форму. 

Выведем аналогичную формулу для конъюнкции. 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑥𝑥&𝑦𝑦 𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦 

https://vk.com/teachinmsu
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Пусть есть некоторая булева функция 
𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ 𝑃𝑃2. Двойственной к функции 𝑓𝑓 

функция 𝑓𝑓∗(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), называется 
получаемая из исходной путём «навешивания» 
отрицания над всеми переменными и над всей 
функцией, т.е. 𝑓𝑓∗(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑓𝑓(�̅�𝑥1, … , �̅�𝑥𝑛𝑛)���������������. 

 

 

 

 

Таким образом, конъюнкция является двойственной функцией к дизъюнкции, 
дизъюнкция двойственной к конъюнкции, стрелка Пирса к штриху Шеффера, а штрих 
Шеффера к стрелке Пирса. 

2.4 Принцип двойственности. 
Пусть формула 𝛷𝛷 задаёт функцию 𝑓𝑓. Тогда формула 𝛷𝛷′, полученная из формулы 

𝛷𝛷 путём замены каждого функционального символа на двойственный функциональный 
символ реализует функцию, двойственную к исходной. 

Доказательство. 

Пусть есть некоторая формула, реализующая функцию 𝑓𝑓: 

 ℎ0 (ℎ1(… ), … ℎ𝑛𝑛(… )) = 𝑓𝑓 

Заменим теперь каждый функциональный символ данной функции на 
двойственный ему (навесим отрицание на всю функцию и на каждый аргумент): 

ℎ0 �ℎ1(… )��������, … ℎ𝑛𝑛(… )������������������������������������� 

Далее заменим каждый аргумент на двойственный ему. 

�ℎ1(… )���������
∗

= ℎ1�𝑘𝑘1(𝑔𝑔1, … , 𝑔𝑔𝑙𝑙)����������������, … , 𝑘𝑘𝑚𝑚(𝑓𝑓1, … , 𝑓𝑓𝑝𝑝)�������������������������������������������������������������������������������������������������������� = ℎ1�𝑘𝑘1(𝑔𝑔1, … , 𝑔𝑔𝑙𝑙)����������������, … , 𝑘𝑘𝑚𝑚(𝑓𝑓1, … , 𝑓𝑓𝑝𝑝)������������������ 

Последовательно проделаем данную операцию до конца, навешивая отрицания 
на аргументы. В конечном итоге получим, что отрицание осталось только над всей 
функцией и над переменными. Но это значит, что мы получили функцию, 
двойственную к исходной. 

Из принципа двойственности и полноты системы, состоящей из штриха 
Шеффера, сразу следует, что система, состоящая только из стрелки Пирса, является 
полной. 

 С помощью принципа двойственности можно ввести определение совершенной 
конъюнктивной нормальной формы. Любую ненулевую булеву функцию, как известно, 

0 0 0 0 
0 1 0 1 
1 0 0 1 
1 1 1 1 
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можно представить с помощью формулы 

𝛷𝛷 = � 𝑥𝑥1
𝜎𝜎1&𝑥𝑥2

𝜎𝜎2& … &𝑥𝑥𝑛𝑛
𝜎𝜎𝑛𝑛

𝜎𝜎�=(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)
𝑓𝑓(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)=1

 

 Возьмём теперь не единичную функцию (единичная функция тождественна 
нулевой). 

𝑓𝑓 ≢ 1              𝑓𝑓 = 𝑓𝑓̿ = � 𝑥𝑥1
𝜎𝜎1&𝑥𝑥2

𝜎𝜎2& … &𝑥𝑥𝑛𝑛
𝜎𝜎𝑛𝑛

𝜎𝜎�=(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)
𝑓𝑓(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)���������������=1

������������������������������������
 =  � 𝑥𝑥1

𝜎𝜎1&𝑥𝑥2
𝜎𝜎2& … &𝑥𝑥𝑛𝑛

𝜎𝜎𝑛𝑛�����������������������
𝜎𝜎�=(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)

𝑓𝑓((𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)=0

=  

= � �𝑥𝑥1
𝜎𝜎1���� ∨ … ∨ 𝑥𝑥𝑛𝑛

𝜎𝜎𝑛𝑛������
𝜎𝜎�=(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)

𝑓𝑓(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)=0

= � �𝑥𝑥1
𝜎𝜎1���� ∨ … ∨ 𝑥𝑥1

𝜎𝜎𝑛𝑛�����
𝜎𝜎�=(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)

𝑓𝑓(𝜎𝜎1,…,𝜎𝜎𝑛𝑛)=0

. 

Полученная формула называется совершенной конъюнктивной нормальной 
формой. 

2.5 Полиномы Жегалкина. 
Поговорим об ещё одной форме представления булевых функций. Для этого 

вспомним следующую полную систему: 

[{𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥 ⊕ 𝑥𝑥, 1}] = 𝑃𝑃2. 

Используя свойства ассоциативности, коммутативности, дистрибутивности, а 
также свойства: 

𝑓𝑓 ∙ 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓 

𝑓𝑓 ∙ 1 = 𝑓𝑓 

𝑓𝑓 ⊕ 𝑓𝑓 = 0 

можно составить представление булевой функции с помощью заданных трёх операций, 
которое будет состоять из следующих слагаемых: 

𝑥𝑥𝑖𝑖1𝑥𝑥𝑖𝑖2 … 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝑐𝑐,  c 𝜖𝜖 {0,1}. 

Такое представление булевой функции называется полиномом Жегалкина, а 
система {𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥 ⊕ 𝑥𝑥, 1} – базисом Жегалкина.  

Посчитаем, сколько всего может быть полиномов Жегалкина (с точностью до 
перестановки множителей внутри слагаемого и перестановки слагаемых). Каждая 
переменная может как входить в слагаемое, так и не входить, поэтому количество 
разных слагаемых - 2𝑛𝑛 (пустому набору переменных будет соответствовать 1). Каждое 
слагаемое также можно брать, а можно и не брать. Тогда, очевидно, количество всех 
полиномов Жегалкина - 22𝑛𝑛. 

Мы получили, что каждую булеву функцию можно представить с помощью 
полинома Жегалкина (пустой функции соответствует пустой полином), а количество 
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полиномов - 22𝑛𝑛. Это значит, что каждой функции соответствует ровно один полином 
Жегалкина. 

Для нахождения полинома Жегалкина есть два естественных метода: 

1. Если функция 𝑓𝑓 задана некоторой формулой, то каждый функциональный 
символ можно представить формулой над базисом Жегалкина. Раскрывая 
скобки, приводя подобные слагаемые и упрощая, используя приведённые 
выше свойства, мы получим полином Жегалкина. 

2. Если функция 𝑓𝑓 задана, то известны её значения на всех наборах. Тогда 
задачу можно решить методом неопределённых коэффициентов. В полиноме 
Жегалкина может быть 2𝑛𝑛 типов слагаемых, каждое слагаемое может как 
стоять в конечной формуле, так и не стоять, т.е. в общем случае перед ним 
стоит коэффициент: 0 или 1. Можно записать 2𝑛𝑛 уравнений с 2𝑛𝑛 
неизвестных. Кроме того, как известно, данная система всегда имеет 
единственное решение. Для решения этой системы удобно использовать не 
лексикографический порядок наборов значений аргументов: сначала 
подставить нулевой набор, затем наборы с одной единицей, с двумя и т.д. 
Таким образом, мы сразу получим значение свободного члена, затем 
значение коэффициентов перед 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑥𝑥𝑗𝑗 и всеми остальными слагаемыми. 

Выделим класс функций, у которых полином Жегалкина содержит только 
линейную часть, т.е. класс 𝐿𝐿 такой, что: 

𝐿𝐿 = {𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)|  𝑓𝑓 = 𝑎𝑎1𝑥𝑥1 ⊕ 𝑎𝑎2𝑥𝑥2 ⊕ … ⊕ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 ⊕ 𝑎𝑎0, 𝑛𝑛 = 0,1, … }. 
Свойства. 
1. 𝐿𝐿 = [𝐿𝐿].  

Доказательство. 
1. Добавление или изъятие фиктивной переменной никак не влияет на 

линейность. 
2. Так как тождественная функция 𝑥𝑥 является линейной, то можно сказать, 

что произвольная суперпозиция имеет вид 𝑓𝑓0(𝑓𝑓1, … , 𝑓𝑓𝑛𝑛), где 𝑓𝑓1, … , 𝑓𝑓𝑛𝑛 , без 
ограничения общности, могут быть как переменными, так и функциями. 
Очевидно, что такая суперпозиция линейных функций также будет 
линейной. 

2. 𝐿𝐿 = [{𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦, 1}]. 
3. ∣ 𝐿𝐿 ∩ 𝑃𝑃2(𝑛𝑛) ∣= 2𝑛𝑛+1. 
Упражнение. 
Решить уравнение 𝐿𝐿 = [{𝑓𝑓}]. (Найти все булевы функции, замыкание которых 

есть класс линейных булевых функций.) 

2.6  Лемма о нелинейной функции. 
Пусть некоторая булева функция не является линейной, т.е. 𝑓𝑓𝜖𝜖𝑃𝑃2\𝐿𝐿. Тогда, 

используя 
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1. Преобразование 𝑥𝑥𝑖𝑖 → 𝑥𝑥𝚤𝚤� . 
2. Подстановку констант. 
3. «Навешивание» отрицания на всю функцию. 

из 𝑓𝑓 можно получить конъюнкцию. 

Рассмотрим полином Жегалкина функции 𝑓𝑓. Его можно представить как: 

…               ⊕                … 

                                     линейная часть         нелинейная часть ≠ 0 

Выберем самую короткую конъюнкцию в нелинейной части. Без ограничения 
общности, эта конъюнкция имеет вид 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑝𝑝, а полином можно представить как: 

…                ⊕ 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑝𝑝  ⊕                … 

                          линейная часть                               оставшаяся нелинейная часть  

В остатке нелинейной части в любой элементарной конъюнкции обязательно 
найдётся хотя бы одна переменная не из списка 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 … 𝑥𝑥𝑝𝑝. Далее положим                            
𝑥𝑥𝑝𝑝+1 = 𝑥𝑥𝑝𝑝+2 = ⋯ = 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 0, а 𝑥𝑥3 =. . . = 𝑥𝑥𝑝𝑝 = 1. Получим следующую функцию: 

𝑥𝑥1𝑥𝑥2 ⊕ 𝑎𝑎𝑥𝑥1 ⊕ 𝑏𝑏𝑥𝑥2 ⊕ 𝑐𝑐 

Если хотя бы один коэффициент из 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ненулевой (пусть для определённости 
𝑎𝑎 = 1), то положим 𝑥𝑥2 → 𝑥𝑥2���. Получим: 

𝑥𝑥1(𝑥𝑥2 ⊕ 1) ⊕ 𝑥𝑥1 ⊕ 𝑏𝑏𝑥𝑥2 ⊕ 𝑐𝑐. 

Если и коэффициент 𝑏𝑏 ненулевой, то положим 𝑥𝑥1 → 𝑥𝑥1���. Если же коэффициент 
𝑐𝑐 = 1, то используем возможность навешивания на всю функцию отрицания. В 
конечном итоге получим конъюнкцию 𝑥𝑥1𝑥𝑥2, что и требовалось сделать. 

2.7 Классы 𝑻𝑻𝟎𝟎 и 𝑻𝑻𝟏𝟏. 
Рассмотрим класс 𝑇𝑇0, класс функций, имеющих значение ноль на нулевом 

наборе, т.е. 𝑇𝑇0 = {𝑓𝑓 𝜖𝜖 𝑃𝑃2 ∣ 𝑓𝑓(0, … ,0) = 0}.  

Свойства: 

1. Класс 𝑇𝑇0 замкнут (𝑇𝑇0 = [𝑇𝑇0]). 

Доказательство. 

Действительно, тождественная функция 𝑥𝑥, принадлежит классу 𝑇𝑇0. Добавление 
или изъятие фиктивной переменной не выводит за пределы класса. Кроме того, 
функция суперпозиции 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓0 (𝑓𝑓1(… ), … 𝑓𝑓𝑛𝑛(… )) на нулевом наборе, очевидно, имеет 
нулевое значение, а значит принадлежит классу 𝑇𝑇0. Но это и означает, что класс 𝑇𝑇0 
замкнут. 

2. ∣ 𝑇𝑇0  ∩ 𝑃𝑃2(𝑛𝑛) ∣= 22𝑛𝑛−1. 
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3. 𝑇𝑇0 = [{𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦, 𝑥𝑥𝑦𝑦}]. 

Далее рассмотрим класс 𝑇𝑇1, класс функций, имеющих единичное значение на 
единичном наборе, т.е. 𝑇𝑇1 = {𝑓𝑓 𝜖𝜖 𝑃𝑃2 ∣ 𝑓𝑓(1, … ,1) = 1}. Приведём свойства, которые 
получаются из свойств класса 𝑇𝑇0 в силу двойственности. 

1. Класс 𝑇𝑇0 замкнут (𝑇𝑇0 = [𝑇𝑇0]). 
2. ∣ 𝑇𝑇0  ∩ 𝑃𝑃2(𝑛𝑛) ∣= 22𝑛𝑛−1. 
3. 𝑇𝑇0 = [{𝑥𝑥 ∼ 𝑦𝑦, 𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦}]. 
Классом самодвойственных функций 𝑆𝑆 называют класс, состоящий из функций, 

совпадающих со своими двойственными, т.е. класс 𝑆𝑆 = { 𝑓𝑓 ∈ 𝑃𝑃2 ∣∣ 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓∗ }. 
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Лекция 3. Замкнутые классы булевых функций. 
Из доказанной на предыдущей лекции леммы о нелинейной функции следует 

следующее утверждение: если функция 𝑓𝑓𝐿𝐿 ∉ 𝐿𝐿, т.е. не является линейной, то из системы 
{𝑓𝑓𝐿𝐿 , �̅�𝑥, 0,1} можно получить конъюнкцию, т.е. 𝑥𝑥𝑦𝑦 ∈ [{𝑓𝑓𝐿𝐿 , �̅�𝑥, 0,1}].  

3.1  Класс самодвойственных функций. 
Вспомним также определение класса самодвойственных функций 𝑆𝑆: 

𝑆𝑆 = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ 𝑃𝑃2 ∣∣ 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1���, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛���)��������������� �. 
Свойства класса самодвойственных функций. 
1. Классу 𝑆𝑆 принадлежат следующие функции: 

1. 𝑥𝑥. 
2. �̅�𝑥. 
3. 𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦 ⊕ 𝑧𝑧. 
4. 𝑚𝑚(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝑥𝑥𝑦𝑦⋁𝑥𝑥𝑧𝑧⋁𝑦𝑦𝑧𝑧  и т.д. 
Классу 𝑆𝑆 не принадлежат следующие функции: 
1. 0, 1. 
2. 𝑥𝑥𝑦𝑦. 
3. 𝑥𝑥⋁𝑦𝑦. 
4. 𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦. 

2. 𝑆𝑆 = [𝑆𝑆]. 
Доказательство. 
Так как тождественная функция является самодвойственной, то нужно 
доказать, что любая суперпозиция самодвойственных функциональных 
символов является самодвойственной. 
Рассмотрим произвольную формулу, содержащую только функциональные 
символы самодвойственных функций. Заменим все функциональные 
символы на двойственные им. По принципу двойственности мы получили 
функцию, двойственную к исходной, но так как все символы были 
самодвойственными, то никаких изменений с функцией не произошло, мы 
получили исходную формулу. Таким образом, суперпозиция 
самодвойственных функций является самодвойственной функцией. 

3. |𝑆𝑆⋂𝑃𝑃2(𝑛𝑛)| = 22𝑛𝑛−1. 
Доказательство. 

𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 … 𝒙𝒙𝒏𝒏−𝟏𝟏 𝒙𝒙𝒏𝒏 𝒇𝒇(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒙𝒙𝟐𝟐, … , 𝒙𝒙𝒏𝒏) 
0 0 … 0 0 𝑓𝑓(0,0, … ,0) 
0 0 … 0 1 𝑓𝑓(0,0, … ,1) 
  …   … 

0 1 … 1 1 𝑓𝑓(0,1, … ,1) 
1 0 … 0 0 𝑓𝑓(1,0, … ,0) 
  …   … 
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1 1 … 1 1 𝑓𝑓(1,1, … ,1) 
Самодвойственная функция – такая функция, которая на двойственных 
наборах (получающихся поразрядным инвертированием) принимает 
противоположные значения.  
В первой половине таблицы нет двойственных наборов, на ней функцию 
можно задавать как угодно. «Высота» половины таблицы - 2𝑛𝑛−1. Для любого 
набора из второй половины есть двойственный к нему набор из первой, 
поэтому свободы в выборе значений на второй половине нет, значения 
«регламентированы» первой половиной. Тогда количество 
самодвойственных функций 𝑛𝑛 переменных равно количеству возможных 
различных столбцов из нулей и единиц высоты 2𝑛𝑛−1, т.е. |𝑆𝑆⋂𝑃𝑃2(𝑛𝑛)| =
22𝑛𝑛−1 , что и требовалось доказать. 

4. Если булева функция от двух переменных существенно зависит от двух 
переменных, то эта функция не является самодвойственной. (Доказывается 
непосредственной проверкой 4 функций). 

5. Упражнение*. 
Класс самодвойственных функций может порождаться системой 
{𝑚𝑚(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧}, 𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦 ⊕ 𝑧𝑧, �̅�𝑥}. 

Лемма о несамодвойственной функции. 

Пусть функция 𝑓𝑓𝑠𝑠  несамодвойственна, т.е. 𝑓𝑓𝑠𝑠 ∉ 𝑆𝑆. Тогда подставляя вместо 
некоторых переменных их отрицания из 𝑓𝑓𝑠𝑠  можно получить константу. 

Доказательство. 

Так как функция несамодвойственна, то не на любой двойственной паре наборов 
значений аргументов значения функции противоположны, т.е. найдётся набор 
(𝜎𝜎1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛), такой, что 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) = 𝑓𝑓(𝜎𝜎1���, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛���). Тогда вместо переменной 𝑥𝑥𝑖𝑖 
подставим 𝑥𝑥 ⊕ 𝜎𝜎𝑖𝑖. Рассмотрим функцию 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥 ⊕ 𝜎𝜎1, 𝑥𝑥 ⊕ 𝜎𝜎2, … , 𝑥𝑥 ⊕ 𝜎𝜎𝑛𝑛).  

𝑔𝑔(0) = 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) = 𝑐𝑐 

𝑔𝑔(1) = 𝑓𝑓(𝜎𝜎1���, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛���) =  𝑓𝑓(𝜎𝜎1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) = 𝑐𝑐. 

Тогда получаем, что функция 𝑥𝑥 – просто константа 𝑐𝑐. Лемма о 
самодвойственной функции доказана. 

Следствие. 

Если функция несамодвойственна, то обе константы 0, 1 лежат в замыкании 
[{𝑓𝑓𝑠𝑠 , �̅�𝑥}]. 

Введём частичный порядок на множестве наборов длины 𝑚𝑚.  
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Пусть есть наборы 𝛼𝛼� = (𝛼𝛼1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) ∈ 𝐸𝐸𝑛𝑛 и 𝛽𝛽� = (𝛽𝛽1, … , 𝛽𝛽𝑛𝑛) ∈ 𝐸𝐸𝑛𝑛. Будем говорить, 
что набор 𝛼𝛼�  не меньше набора 𝛽𝛽� (набор 𝛼𝛼� не строго предшествует набору 𝛽𝛽�, 𝛼𝛼� ≤ 𝛽𝛽�), 
если ∀𝑖𝑖  𝛼𝛼𝑖𝑖 ≤ 𝛽𝛽𝑖𝑖 . 

Набор 𝛼𝛼�  строго предшествует набору 𝛽𝛽�, если: 

1. ∀𝑖𝑖  𝛼𝛼𝑖𝑖 ≤ 𝛽𝛽𝑖𝑖 . 
2. ∃𝑗𝑗  𝛼𝛼𝑗𝑗 < 𝛽𝛽𝑗𝑗 . 

Кроме того, некоторые наборы являются несравнимыми: (0,1) и (1,0).  

3.2 Класс монотонных функций. 
Классом монотонных функций 𝑴𝑴 называют такое множество булевых 

функций, что 𝑀𝑀 = �𝑓𝑓 ∈ 𝑃𝑃2| ∀ 𝛼𝛼� , 𝛽𝛽�  (𝛼𝛼� ≤ 𝛽𝛽�) → 𝑓𝑓(𝛼𝛼�) ≤ 𝑓𝑓(𝛽𝛽�)�. 

Свойства класса монотонных функций. 

1. Классу 𝑆𝑆 принадлежат следующие функции: 
1. 0, 1. 
2. 𝑥𝑥. 
3. 𝑥𝑥𝑦𝑦. 
4. 𝑥𝑥⋁𝑦𝑦. 
5. 𝑚𝑚(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧). 

Классу 𝑆𝑆 не принадлежат следующие функции: 

1. �̅�𝑥. 
2. 𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦. 
3. 𝑥𝑥 ~ 𝑦𝑦. 
4. 𝑥𝑥 | 𝑦𝑦. 

2. 𝑀𝑀 = [𝑀𝑀]. 
Доказательство. 
Тождественная функция 𝑥𝑥 лежит в классе монотонных функций, значит 
произвольная суперпозиция имеет следующий вид: 

𝑔𝑔(𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑚𝑚) = 𝑓𝑓0(𝑓𝑓1(𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑚𝑚), … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑚𝑚)). 
Предположим, что функции 𝑓𝑓0, 𝑓𝑓1, … , 𝑓𝑓𝑛𝑛 монотонны. Докажем, что и функция 
𝑔𝑔(𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑚𝑚) является монотонной. 
Рассмотрим два произвольных набора 𝛼𝛼� , 𝛽𝛽� длины m, таких, что 𝛼𝛼�  предшествует 
𝛽𝛽�. Т.к. функции 𝑓𝑓1, … , 𝑓𝑓𝑛𝑛 монотонны, то 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝛼𝛼�) ≤ 𝑓𝑓𝑖𝑖 (𝛽𝛽�), 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑛𝑛. Тогда 

𝑔𝑔(𝛼𝛼�) = 𝑓𝑓0(𝑓𝑓1(𝛼𝛼�), … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝛼𝛼�)) 
𝑔𝑔�𝛽𝛽�� = 𝑓𝑓0(𝑓𝑓1�𝛽𝛽��, … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝛽𝛽�)), 

причём набор 𝑓𝑓1(𝛼𝛼�), … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝛼𝛼�) ≤ 𝑓𝑓1�𝛽𝛽��, … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝛽𝛽�), а в силу монотонности 𝑓𝑓0  
𝑔𝑔(𝛼𝛼�) ≤  𝑔𝑔�𝛽𝛽��. Монотонность функции 𝑔𝑔 доказана.  
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3. |𝑀𝑀⋂𝑃𝑃2(𝑛𝑛)| ≥ 2𝐶𝐶𝑛𝑛
[𝑛𝑛
2]

. 
Доказательство. 
Рассмотрим множество всех наборов из 𝐸𝐸𝑛𝑛 с числом единиц [𝑛𝑛

2
]. Таких наборов 

всего 𝐶𝐶𝑛𝑛
[𝑛𝑛

2]
. Зададим функцию следующим образом: на всех наборах с 

количеством единиц [𝑛𝑛
2
] выберем значения произвольным образом,  на наборах с 

меньшим числом единиц значение функции ноль, на наборах с большим числом 
единиц – единица. Если число единиц в наборах одинаково, то они несравнимы. 
Любая такая функция монотонна. Число заданных таким образом монотонных 

функций - 2𝐶𝐶𝑛𝑛
[𝑛𝑛
2]

.  
Упражнение*. 

Доказать, что |𝑀𝑀⋂𝑃𝑃2(𝑛𝑛)| ≥ 𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛
[𝑛𝑛
2]

. 
Упражнение**. 

Доказать, что |𝑀𝑀⋂𝑃𝑃2(𝑛𝑛)| ≥ 3𝐶𝐶𝑛𝑛
[𝑛𝑛
2]

. 
Лемма о немонотонной функции. 
Пусть функция 𝑓𝑓𝑀𝑀  немонотонна, т.е. 𝑓𝑓𝑀𝑀 ∉ 𝑀𝑀. Тогда подставляя вместо 

переменных константы можно получить отрицание. 
Доказательство. 
Функция немонотонна, значит существует такая пара наборов 𝛼𝛼� и 𝛽𝛽�, такая, что 

𝑓𝑓(𝛼𝛼�) ≰ 𝑓𝑓(𝛽𝛽�), т.е. 𝑓𝑓(𝛼𝛼�) = 1, 𝑓𝑓�𝛽𝛽�� = 0, 𝛼𝛼� ≠ 𝛽𝛽�. Перенумеруем разряды. Тогда  
𝜎𝜎� 𝑓𝑓(𝜎𝜎�) 

𝛼𝛼� = (0,0, … ,0, 𝛼𝛼𝑚𝑚+1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) 1 
(0,0, … ,1, 𝛼𝛼𝑚𝑚+1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) 𝑓𝑓(0,0, … ,1, 𝛼𝛼𝑚𝑚+1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) 
(0, … ,1,1, 𝛼𝛼𝑚𝑚+1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) 𝑓𝑓(0, … ,1,1, 𝛼𝛼𝑚𝑚+1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) 

… 
 

… 
(0,1, … ,1, 𝛼𝛼𝑚𝑚+1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) f(0,1, … ,1, 𝛼𝛼𝑚𝑚+1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) 

𝛽𝛽� = (1,1, … ,1, 𝛼𝛼𝑚𝑚+1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) 
 

0 

 
Хотя бы на одном из приведённых промежуточных наборов произойдёт 

«скачок» значений с 1 на 0, т.е. 
 𝑘𝑘                                    

𝑓𝑓(0, … ,0,1, … , 1, 𝛼𝛼𝑚𝑚+1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) = 1 
𝑓𝑓(0, … ,1,1, … , 1, 𝛼𝛼𝑚𝑚+1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) = 0 

Рассмотрим тогда функцию  
             𝑘𝑘           𝑚𝑚                         

𝑔𝑔(0, … , 𝑥𝑥, 1, … , 1, 𝛼𝛼𝑚𝑚+1, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) 
Причём 
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𝑔𝑔(0) = 1 
𝑔𝑔(1) = 0 

То есть мы получили функцию отрицания. Лемма доказана. 
Следствие. 
Если функция 𝑓𝑓𝑀𝑀  немонотонна, то отрицание содержится в замыкании 

системы {𝑓𝑓𝑀𝑀 , 0, 1}. 
4. 𝑀𝑀 = [{𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥⋁𝑦𝑦, 0,1}]. 

Доказательство. 
∀𝑓𝑓 ∈ 𝑃𝑃2    𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑥𝑥1𝑓𝑓(1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ⋁  𝑥𝑥1���𝑓𝑓(0, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛). 

Если функция 𝑓𝑓 монотонна, т.е. 𝑓𝑓 ∈ 𝑀𝑀, то 
𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑥𝑥1𝑓𝑓(1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ⋁ 𝑓𝑓(0, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛).       (1) 

Действительно: 
1. Если 𝑥𝑥1 = 0, то равенство (1) для произвольной монотонной булевой 

функции верно. 
2. Если 𝑥𝑥1 = 1, то равенство (1) записывается в виде 

𝑓𝑓(1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 1 ∙ 𝑓𝑓(1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)⋁𝑓𝑓(0, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑓𝑓(1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)⋁𝑓𝑓(0, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛). 
Т.к. функция 𝑓𝑓 монотонна, то max�𝑓𝑓(1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑓𝑓(0, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)� = 𝑓𝑓(1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) и 

𝑓𝑓(1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) =  𝑓𝑓(1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 
мы получаем верное равенство. 

Тогда используя разложение (1), постепенно раскладывая функцию по 
переменным, мы дойдём до функции от одной переменной (в состав полученной 
формулы будут входить константы, но они содержатся в изначальной системе 
функций). 

3.3 Теорема о функциональной полноте. 
Пусть множество 𝐹𝐹 ⊆ 𝑃𝑃2. Тогда система 𝐹𝐹 полна тогда и только тогда, когда 

она не лежит ни в одном из замкнутых классов 𝐿𝐿, 𝑇𝑇0, 𝑇𝑇1, 𝑆𝑆, 𝑀𝑀. 

Доказательство. 

1) Если система полная и лежит в каком-либо из замкнутых классов 
𝐿𝐿, 𝑇𝑇0, 𝑇𝑇1, 𝑆𝑆, 𝑀𝑀, то [𝐹𝐹] ⊆ [𝑋𝑋] ≠ 𝑃𝑃2 (𝑋𝑋 − один из приведённых классов), так как 
для каждого класса  𝐿𝐿, 𝑇𝑇0, 𝑇𝑇1, 𝑆𝑆, 𝑀𝑀 мы приводили примеры функций, которые 
им не принадлежат. 

2) Пусть функция 𝑓𝑓𝐿𝐿 ∈ 𝐹𝐹 \ 𝐿𝐿, т.е. не лежит в классе 𝐿𝐿, 𝑓𝑓0 ∈ 𝐹𝐹 \ 𝑇𝑇0, 𝑓𝑓1 ∈ 𝐹𝐹 \ 𝑇𝑇1, 
𝑓𝑓𝑆𝑆 ∈ 𝐹𝐹 \  𝑆𝑆, 𝑓𝑓𝑀𝑀 ∈ 𝐹𝐹 \ 𝑀𝑀. Докажем, что эти пять функций порождают класс 
булевых функций. 
1. Получение констант. 

Возьмём функцию 𝑓𝑓0, которая на нулевом наборе принимает значение 
единицы. Тогда функция 𝑓𝑓0(𝑥𝑥, 𝑥𝑥, … , 𝑥𝑥) при 𝑥𝑥 = 1 принимает либо 
единичное значение, либо нулевое. Если значение 1, то 𝑓𝑓0 – константа 1, 
если 0, то получаем отрицание �̅�𝑥. Аналогично для функции 𝑓𝑓1, из которой 
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можно получить или константу 0, или отрицание. Если таким образом 
задача получения констант ещё не решена, то мы гарантированно 
получили �̅�𝑥. Пользуясь следствием леммы о несамодвойственной 
функции, можно сказать, что {0, 1} ⊆ [{𝑓𝑓𝑠𝑠 , �̅�𝑥}]. 
 

2. Получение отрицания.  
Могло получиться так, что на первом этапе мы получили отрицание. Если 
нет, то мы получили константы, и, применяя следствие из леммы о 
немонотонной функции, мы получаем отрицание, �̅�𝑥 ∈ [{𝑓𝑓𝑀𝑀 , 0, 1}]. 

3. Получение 𝑥𝑥𝑦𝑦. 
По следствию из леммы о нелинейной функции конъюнкция лежит в 
замыкании [{𝑓𝑓𝐿𝐿 , 0,1}], но данная система уже была получена в 
предыдущих двух функциях. 

Итак, мы получили полную систему из конъюнкции и отрицания, а значит, 
по лемме о сводимости, исходная система функций также будет полной. 
Теорема доказана. 

Следствие 1. 

Из любой полной системы можно извлечь полную подсистему, состоящую не 
более чем из пяти функций.  

Доказательство. 

Раз система полная, то она не лежит полностью ни в одном из классов 
𝐿𝐿, 𝑇𝑇0, 𝑇𝑇1, 𝑆𝑆, 𝑀𝑀, т.е. существуют функции 𝑓𝑓𝐿𝐿 ∈ 𝐹𝐹 \ 𝐿𝐿,  𝑓𝑓0 ∈ 𝐹𝐹 \ 𝑇𝑇0, 𝑓𝑓1 ∈ 𝐹𝐹 \ 𝑇𝑇1, 𝑓𝑓𝑆𝑆 ∈ 𝐹𝐹 \  𝑆𝑆, 
𝑓𝑓𝑀𝑀 ∈ 𝐹𝐹 \ 𝑀𝑀. Но, как мы только что доказали, система этих функций порождает весь 
класс булевых функций. 

Следствие 2. 

Из любой полной системы можно извлечь полную подсистему, состоящую не 
более чем из четырёх функций.  

Доказательство. 

Если в доказательстве теоремы о функциональной полноте мы на первом этапе 
получили две константы, то несамодвойственная функция 𝑓𝑓𝑠𝑠  не нужна. Если получили 
отрицание, то не нужна немонотонная функция 𝑓𝑓𝑀𝑀 . То есть для полноты системы из 
предложенных пяти функций нам нужно взять только четыре. 

Можно ли из любой полной системы извлечь полную подсистему, состоящую не 
более чем из трёх, двух функций? Нет, нельзя. Пример: 

𝐹𝐹 = {𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦 ⊕ 𝑧𝑧, 0, 1}. 

Доказательство. 
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Докажем сначала полноту предложенной системы. Для этого используем 
табличный метод. На пересечении строк и столбцов будем указывать, принадлежит ли 
функция системы какому-либо из замкнутых классов 𝐿𝐿, 𝑇𝑇0, 𝑇𝑇1, 𝑆𝑆, 𝑀𝑀. 

 𝑇𝑇0 𝑇𝑇1 𝐿𝐿 𝑆𝑆 𝑀𝑀 

𝑥𝑥𝑦𝑦 + + - - + 
𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦 ⊕ 𝑧𝑧 + + + + - 

0 + - + - + 
1 - + + - + 

 

Так как в каждом столбце есть по крайней мере один минус, то система             
𝐹𝐹 = {𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦 ⊕ 𝑧𝑧, 0, 1} полностью не лежит ни в одном из классов. Непосредственной 
проверкой (вычеркиванием строк таблицы) можно теперь доказать, что никакая из 
подсистем не будет полной. 

Таким образом, мы получили, что из полной системы 𝐹𝐹, состоящей из четырёх 
функций, нельзя выделить полную подсистему. 

Введём для удобства обозначение ℱ = {𝐿𝐿, 𝑇𝑇0, 𝑇𝑇1, 𝑆𝑆, 𝑀𝑀}. 

3.4  Предполные классы. 
 Докажем две вспомогательные леммы. 

Лемма 1. 

Пусть класс 𝐹𝐹 замкнут, т.е. 𝐹𝐹 = [𝐹𝐹], и 𝐹𝐹 ≠ 𝑃𝑃2. Тогда существует 𝐾𝐾 𝜖𝜖 ℱ: ℱ ⊆ 𝐾𝐾. 

Доказательство. 

Допустим, что найдётся такой замкнутый класс 𝐹𝐹, для которого утверждение 
теоремы неверно. Тогда в нём найдутся функции 𝑓𝑓𝐿𝐿 ∈ 𝐹𝐹 \ 𝐿𝐿,  𝑓𝑓0 ∈ 𝐹𝐹 \ 𝑇𝑇0, 𝑓𝑓1 ∈ 𝐹𝐹 \ 𝑇𝑇1, 
𝑓𝑓𝑆𝑆 ∈ 𝐹𝐹 \  𝑆𝑆, 𝑓𝑓𝑀𝑀 ∈ 𝐹𝐹 \ 𝑀𝑀. Тогда по теореме о полноте класс будет полным, но 𝐹𝐹 ≠ 𝑃𝑃2. 

Лемма 2. 

Для любых классов 𝐾𝐾1, 𝐾𝐾2 из ℱ найдётся такая функция 𝑓𝑓, которая 
принадлежит только одному из классов. 

Доказательство. 

Приведём примеры функций для каждых пар классов 𝐾𝐾1, 𝐾𝐾2 из ℱ. 

 𝑓𝑓 ∉ 𝑇𝑇0 𝑓𝑓 ∉ 𝑇𝑇1 𝑓𝑓 ∉ 𝐿𝐿 𝑓𝑓 ∉ 𝑆𝑆 𝑓𝑓 ∉ 𝑀𝑀 
𝑓𝑓 ∈ 𝑇𝑇0   0 𝑥𝑥𝑦𝑦 0 𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦 
𝑓𝑓 ∈ 𝑇𝑇1 1  𝑥𝑥𝑦𝑦 1 𝑥𝑥~𝑦𝑦 
𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿 �̅�𝑥 0  0 𝑥𝑥 ⊕ 𝑦𝑦 
𝑓𝑓 ∈ 𝑆𝑆 �̅�𝑥 �̅�𝑥 𝑚𝑚(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  �̅�𝑥 
𝑓𝑓 ∈ 𝑀𝑀 1 0 𝑥𝑥𝑦𝑦 0  

Пусть класс 𝐹𝐹 замкнут. Класс 𝐾𝐾 называется предполным в классе 𝐹𝐹, если: 
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1. Класс 𝐾𝐾 замкнут. 
2. 𝐾𝐾 ⊆ 𝐹𝐹, 𝐾𝐾 ≠ 𝐹𝐹. 
3. ∀𝑓𝑓 ∈ 𝐹𝐹\𝐾𝐾   [𝐾𝐾 ∪ {𝑓𝑓}] = 𝐹𝐹. 
Если в качестве исходного класса берётся 𝑃𝑃2, то говорят, что класс 𝐾𝐾 является 

предполным. 
Теорема. 
Существует пять предполных классов: 𝐿𝐿, 𝑇𝑇0, 𝑇𝑇1, 𝑆𝑆, 𝑀𝑀. 
Доказательство. 
1. Докажем, к примеру, что класс 𝑆𝑆 является предполным. Условия 1) и 2) 

определения предполных классов, очевидно, выполняются для класса 𝑆𝑆. 
Чтобы доказать 3), нужно показать, что класс 𝑆𝑆 с одной добавленной 
несамодвойственной функцией образует полную систему. По лемме 2 в 𝑆𝑆 
найдутся функции, которые не лежат в классах 𝐿𝐿, 𝑇𝑇0, 𝑇𝑇1, 𝑀𝑀. Если мы добавим 
к классу 𝑆𝑆 несамодвойственную функцию, то по теореме о полноте система 
станет полной. Противоречие. 

2. Докажем, что других предполных классов нет. Допустим обратное: 
∃ 𝐾𝐾 ∉ ℱ, но класс является предполным. Тогда 𝐾𝐾 = [𝐾𝐾]. По лемме 1 любой 
замкнутый класс, отличный от 𝑃𝑃2 лежит в одном из классов ℱ. Пусть, без 
ограничения общности, 𝐾𝐾 ∈ 𝑀𝑀. Если 𝐾𝐾 не совпадает с 𝑀𝑀, то существует 
функция 𝑓𝑓 ∈ 𝑀𝑀 \ 𝐾𝐾. Тогда, добавив к 𝐾𝐾 функцию 𝑓𝑓, получим, что замыкание 
будет лежать в классе монотонных функций, т.е. после добавления функции, 
мы не получили полную систему, а значит класс 𝐾𝐾 не предполный. 

Теорема Поста (без доказательства). 
Любой замкнутый класс булевых функций может быть порождён конечным 

числом функций. (∀𝑓𝑓: [𝐹𝐹] = 𝐹𝐹    ∃ 𝑠𝑠: ∃ 𝑓𝑓1, … , 𝑓𝑓𝑠𝑠 :     𝐹𝐹 = [{ 𝑓𝑓1, … , 𝑓𝑓𝑠𝑠}]). 
Из этой теоремы следует, что замкнутых классов булевых функций не более чем 

счётное число (каждому замкнутому классу можно сопоставить конечную подсистему, 
которая порождает этот класс). 
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Лекция 4. Функции k -значной логики. 
4.1  Функции k -значной логики. 

Булевы функции естественным образом обобщаются на тот случай, когда как 
аргументы функции, так и её значения могут принимать любое из значений множества 
𝐸𝐸𝑘𝑘 = {0,1, … , 𝑘𝑘 − 1}, 𝑘𝑘 > 2. Такие функции называют функциями k -значной логики. 
Тогда: 

𝑃𝑃𝑘𝑘 – множество всех функций k-значной логики. 

𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) – множество всех функций k-значной логики от фиксированных 
переменных  𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛. 

Как и для случая булевых функций мы рассматриваем конечный набор 
переменных 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, поэтому можно подсчитать количество функций k -значной 
логики. Для этого используем таблицу: 

𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒙𝒙𝟐𝟐 … 𝒙𝒙𝒏𝒏−𝟏𝟏 𝒙𝒙𝒏𝒏 𝒇𝒇(𝒙𝒙𝟏𝟏, 𝒙𝒙𝟐𝟐, … , 𝒙𝒙𝒏𝒏) 
0 0 … 0 0 𝑓𝑓(0,0, … ,0) 
0 0 … 0 1 𝑓𝑓(0,0, … ,1) 
  …   … 

𝑘𝑘 − 1 𝑘𝑘 − 1 … 𝑘𝑘 − 1 𝑘𝑘 − 2   𝑓𝑓(𝑘𝑘 − 1, 𝑘𝑘 − 1, … , 𝑘𝑘 − 2) 
𝑘𝑘 − 1 𝑘𝑘 − 1 … 𝑘𝑘 − 1 𝑘𝑘 − 1  𝑓𝑓(𝑘𝑘 − 1, 𝑘𝑘 − 1, … , 𝑘𝑘 − 1) 

 

Для каждого из наборов аргументов возможно 𝑘𝑘 вариантов значений. Тогда 
|𝑃𝑃𝑘𝑘| = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛. 

Пусть есть некоторая функция 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ 𝑃𝑃𝑘𝑘. Переменная 𝑥𝑥𝑖𝑖 называется 
существенной для функции 𝑓𝑓, если найдётся такой набор         

(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑖𝑖−1, 𝜎𝜎𝑖𝑖+1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) ∈ 𝐸𝐸𝑘𝑘 , что 

𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑖𝑖−1, 𝜎𝜎′, 𝜎𝜎𝑖𝑖+1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) ≠ 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑖𝑖−1, 𝜎𝜎′, 𝜎𝜎𝑖𝑖+1, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛). 

В противном случае переменная 𝑥𝑥𝑖𝑖 называется несущественной (фиктивной). 
Понятия добавления/изъятия фиктивной переменной вводятся для функций  k -значной 
логики аналогично тем же понятиям для булевых функций. 

Функции k -значной логики называются  равными, если одну можно получить из 
другой посредством добавления фиктивных переменных. 

4.2  Элементарные функции k -значной логики. 
Для задания функций k -значной логики естественным подходом является 

введение некоторых элементарных функций, через которые удобным образом 
выражаются остальные функции. Аналогично булевым функциям вводятся понятия 
формулы над некоторым множеством функций k -значной логики и суперпозиции 
функций. 

 
𝑘𝑘𝑛𝑛 
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1. Функции констант: 0, 1, … , 𝑘𝑘 − 1. 
2. Функции отрицания: 

1. �̅�𝑥 = 𝑥𝑥 + 1 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘). 
2. ~𝑥𝑥 = (𝑘𝑘 − 1) − 𝑥𝑥 – отрицание Лукашевича.  

Рассмотрим случай 𝑘𝑘 = 3. 

𝑥𝑥 �̅�𝑥 ~𝑥𝑥 
0 1 2 
1 2 1 
2 0 0 

 
3. 𝜎𝜎 = 0,1, … , 𝑘𝑘 − 1. 

𝐼𝐼𝜎𝜎(𝑥𝑥) = �𝑘𝑘 − 1,   если 𝑥𝑥 = 𝜎𝜎 
0,   если 𝑥𝑥 ≠ 𝜎𝜎  

𝐽𝐽𝜎𝜎(𝑥𝑥) = �1,   если 𝑥𝑥 = 𝜎𝜎
0,   если 𝑥𝑥 ≠ 𝜎𝜎 

𝑥𝑥 𝐼𝐼1(𝑥𝑥) 𝐽𝐽2(𝑥𝑥) 

0 0 0 
1 2 1 
2 0 0 

 
4. Функции конъюнкции. 

1. 𝑥𝑥&𝑦𝑦 = min(𝑥𝑥, 𝑦𝑦). 
2. 𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑦  (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘) 

           y 
x   0 1 2 

             y 
x 

0 1 2 

0 0 0 0   0 0 0 0 
1 0 1 1   1 0 1 2 
2 0 1 2   2 0 2 1 

    𝑥𝑥&𝑦𝑦                                                                                             𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑦   
5. Функция дизъюнкции. 

𝑥𝑥⋁𝑦𝑦 = max (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 

           y 
x   0 1 2 

0 0 1 2 
1 1 1 2 
2 2 2 2 

6. Функция сложения по модулю 𝑘𝑘. 
𝑥𝑥 + 𝑦𝑦  (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘) 
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           y 
x   0 1 2 

0 0 1 2 
1 1 2 0 
2 2 0 1 

 

Замыканием множества функций -значной логики 𝐹𝐹 называют множество всех 
функций [𝐹𝐹], получаемых из функций 𝐹𝐹 с помощью операций суперпозиции и 
добавления/изъятия фиктивных переменных. 

Замкнутым называется множество, совпадающее со своим замыканием, 𝐹𝐹 = [𝐹𝐹]. 

Множество 𝐹𝐹 ⊆ 𝑃𝑃𝑘𝑘  называют полным, если [𝐹𝐹] = 𝑃𝑃𝑘𝑘. 

Будем полагать, что функции конъюнкции k -значной логики, как и в случае 
булевых функций, имеют приоритет. 

4.2  Первое и второе универсальное разложение функций k -значной 
логики. 

Первая универсальная форма. 

Пусть функция 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ 𝑃𝑃𝑘𝑘 . Тогда имеет место следующее 
разложение: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = � 𝐼𝐼𝜎𝜎1(𝑥𝑥1)
(𝜎𝜎1,𝜎𝜎2…,𝜎𝜎𝑛𝑛)∈𝐸𝐸𝑘𝑘

&𝐼𝐼𝜎𝜎2(𝑥𝑥2)& … &𝐼𝐼𝜎𝜎𝑛𝑛
(𝑥𝑥𝑛𝑛)&𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛).   (1) 

Доказательство. 

Покажем, что на произвольном  наборе значений переменных       
(𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) ∈ 𝐸𝐸𝑛𝑛

𝑘𝑘  значение функции совпадает со значением, получаемым  из 
формулы (1). 

1 случай. (𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) ≠ (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛). 

Из (𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) ≠ (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) следует, что существует 𝜎𝜎𝑖𝑖 ≠ 𝛿𝛿𝑖𝑖. Тогда 
 𝐼𝐼𝜎𝜎𝑖𝑖

(𝛿𝛿𝑖𝑖) = 0 и слагаемое, соответствующее набору (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛), на наборе 
(𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) будет принимать значение 0, т.е. 
𝐼𝐼𝜎𝜎1

(𝛿𝛿1)&𝐼𝐼𝜎𝜎2(𝛿𝛿2)& … &𝐼𝐼𝜎𝜎𝑛𝑛
(𝛿𝛿𝑛𝑛)&𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) = 0.    

2 случай. (𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) = (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛). 

(𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) = (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛), т.е. ∀𝑖𝑖  𝛿𝛿𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑖𝑖. Тогда 𝐼𝐼𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝛿𝛿𝑖𝑖) = 𝑘𝑘 − 1 и                  

𝐼𝐼𝜎𝜎1
(𝛿𝛿1)&𝐼𝐼𝜎𝜎2(𝛿𝛿2)& … &𝐼𝐼𝜎𝜎𝑛𝑛

(𝛿𝛿𝑛𝑛)&𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) = 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) = 𝑓𝑓(𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛).   

Мы получили, что в разложении (1) значение всех слагаемых, за исключением 
слагаемого, для которого (𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) = (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛), будет нулевым. Значение 
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оставшегося слагаемого будет равно значению функции 𝑓𝑓(𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛). На этом 
слагаемом и будет достигаться максимум. Что и требовалось доказать. 

Итак, первая универсальная форма, с помощью которой можно представить 
любую функцию k -значной логики, является формулой над системой                         
ℱ1 = {𝑥𝑥⋁𝑦𝑦, 𝑥𝑥&𝑦𝑦, 𝐼𝐼0(𝑥𝑥), 𝐼𝐼1(𝑥𝑥), … , 𝐼𝐼𝑘𝑘−1(𝑥𝑥), 0,1 … , 𝑘𝑘 − 1}. Это значит, что система ℱ1 
является полной. 

Вторая универсальная форма. 

Пусть функция 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ 𝑃𝑃𝑘𝑘 . Тогда имеет место следующее 
разложение: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = � 𝐽𝐽𝜎𝜎1(𝑥𝑥1) ∙ 𝐽𝐽𝜎𝜎2(𝑥𝑥2) ∙ … ∙ 𝐽𝐽𝜎𝜎𝑛𝑛
(𝑥𝑥𝑛𝑛) ∙ 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛)

(𝜎𝜎1,𝜎𝜎2…,𝜎𝜎𝑛𝑛)∈𝐸𝐸𝑘𝑘

  (2) 

где произведение и сумма рассматриваются по модулю 𝑘𝑘. 

Доказательство. 

Проведём доказательство аналогично доказательству для первой универсальной 
формы. (𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) – набор значений 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 . 

1 случай. (𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) ≠ (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛). 

Из (𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) ≠ (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) следует, что существует 𝜎𝜎𝑖𝑖 ≠ 𝛿𝛿𝑖𝑖.  Тогда 
𝐽𝐽𝜎𝜎𝑖𝑖

(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 0 и 𝐽𝐽𝜎𝜎1
(𝛿𝛿1) ∙ 𝐽𝐽𝜎𝜎2(𝛿𝛿2) ∙ … ∙ 𝐽𝐽𝜎𝜎𝑛𝑛

(𝛿𝛿𝑛𝑛) ∙ 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) = 0. 

2 случай. (𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) ≠ (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛). 

(𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) = (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛), т.е. ∀𝑖𝑖  𝛿𝛿𝑖𝑖 = 𝜎𝜎𝑖𝑖. Тогда 𝐽𝐽𝜎𝜎𝑖𝑖
(𝑥𝑥𝑖𝑖) = 1 и 𝐽𝐽𝜎𝜎1

(𝛿𝛿1) ∙
𝐽𝐽𝜎𝜎2(𝛿𝛿2) ∙ … ∙ 𝐽𝐽𝜎𝜎𝑛𝑛

(𝛿𝛿𝑛𝑛) ∙ 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) = 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) = 𝑓𝑓(𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛). 

Мы получили, что в разложении (2) значение всех слагаемых, за исключением 
слагаемого, для которого (𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) = (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛), будет нулевым. Тогда 

� 𝐽𝐽𝜎𝜎1
(𝑥𝑥1) ∙ 𝐽𝐽𝜎𝜎2

(𝑥𝑥2) ∙ … ∙ 𝐽𝐽𝜎𝜎𝑛𝑛
(𝑥𝑥𝑛𝑛) ∙ 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) =

(𝜎𝜎1,𝜎𝜎2…,𝜎𝜎𝑛𝑛)∈𝐸𝐸𝑘𝑘

 

= 0 + 0 + ⋯ + 0 + 𝑓𝑓(𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛) + 0 + ⋯ + 0 = 𝑓𝑓(𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛). 

Что и требовалось доказать. 

Итак, вторая универсальная форма, с помощью которой можно представить 
любую функцию k -значной логики, является формулой над системой                         
ℱ2 = {𝑥𝑥 + 𝑦𝑦, 𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑦, 𝐽𝐽0(𝑥𝑥), 𝐽𝐽1(𝑥𝑥), … , 𝐽𝐽𝑘𝑘−1(𝑥𝑥), 0,1 … , 𝑘𝑘 − 1}. Это значит, что система ℱ2 
является полной. 

Для k-значной логики имеет место быть лемма, полностью аналогичная лемме о 
сводимости полных систем булевых функций. Доказательство проводится тем же 
способом. 
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4.3  Полнота системы 𝓕𝓕𝓕𝓕. Функция Вебба. 
Лемма. 

∀𝑘𝑘 система ℱ3 = {𝑥𝑥1⋁𝑥𝑥2, �̅�𝑥} является полной. 

Доказательство. 

Система ℱ1 = {𝑥𝑥⋁𝑦𝑦, 𝑥𝑥&𝑦𝑦, 𝐼𝐼0(𝑥𝑥), 𝐼𝐼1(𝑥𝑥), … , 𝐼𝐼𝑘𝑘−1(𝑥𝑥), 0,1 … , 𝑘𝑘 − 1} является полной. 
Тогда для того, чтобы доказать полноту системы ℱ3, нам достаточно реализовать 
каждую функцию из ℱ1 некоторой формулой над ℱ3. 

Рассмотрим функцию 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘), 𝑐𝑐 = 0, 1, … , 𝑘𝑘 − 1. Данную функцию можно 
реализовать над ℱ3: 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 = (((𝑥𝑥 + 1) + 1) + ⋯ + 1) 𝜖𝜖 [ℱ3]. 

 

Рассмотрим теперь формулу 𝑥𝑥⋁(𝑥𝑥 + 1)⋁(𝑥𝑥 + 2) ⋁ … (𝑥𝑥 + 𝑘𝑘 − 1) = 𝑘𝑘 − 1. 
Получается, что мы также можем реализовать константу 𝑘𝑘 − 1 формулой над ℱ3. Тогда 
мы можем реализовать любую константу 𝑐𝑐 формулой 𝑐𝑐 = (𝑘𝑘 − 1) + (𝑐𝑐 + 1) ∈ [ℱ3]. 

Рассмотрим вспомогательную функцию 

𝜑𝜑(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥⋁(𝑥𝑥 + 1)⋁(𝑥𝑥 + 2)⋁ . . . ⋁(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘 − 2) = �𝑘𝑘 − 1,   если 𝑥𝑥 = 0
𝑘𝑘 − 2,   если 𝑥𝑥 ≠ 0 

Эта функция реализовывается над ℱ3. 

Тогда 𝜑𝜑(𝑥𝑥) + 1 = �𝑘𝑘 − 1,   если 𝑥𝑥 = 0
0,   если 𝑥𝑥 ≠ 0 = 𝐼𝐼0(𝑥𝑥) ∈ [ℱ3]  и                                   

𝐼𝐼𝜎𝜎(𝑥𝑥) = 𝐼𝐼0(𝑥𝑥 + (𝑘𝑘 − 𝜎𝜎)) ∈ [ℱ3]. 

Докажем теперь, что над ℱ3 можно реализовать любую функцию одной 
переменной. Для этого введём вспомогательную функцию 𝜓𝜓𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝑥𝑥): если                  

𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ∈ {0, 1, … , 𝑘𝑘}, то 𝜓𝜓𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝑥𝑥) = �𝛽𝛽,   если 𝑥𝑥 = 𝛼𝛼
0,   если 𝑥𝑥 ≠ 𝛼𝛼.  

𝐼𝐼𝛼𝛼(𝑥𝑥)⋁(𝑘𝑘 − 1 − 𝛽𝛽) = � 𝑘𝑘 − 1,   если 𝑥𝑥 = 𝛼𝛼
𝑘𝑘 − 1 − 𝛽𝛽,   если 𝑥𝑥 ≠ 𝛼𝛼, 

�𝐼𝐼𝛼𝛼(𝑥𝑥)⋁(𝑘𝑘 − 1 − 𝛽𝛽)� + (𝛽𝛽 + 1) = �𝛽𝛽,   если 𝑥𝑥 = 𝛼𝛼
0,   если 𝑥𝑥 ≠ 𝛼𝛼 = 𝜓𝜓𝛼𝛼,𝛽𝛽(𝑥𝑥) ∈ [ℱ3]. 

Пусть 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ∈ 𝑃𝑃𝑘𝑘. В силу первой универсальной формы: 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝜓𝜓0,𝑔𝑔(0)(𝑥𝑥)⋁𝜓𝜓1,𝑔𝑔(1)(𝑥𝑥)⋁ … ⋁𝜓𝜓𝑘𝑘−1,𝑔𝑔(𝑘𝑘−1)(𝑥𝑥), 

𝑔𝑔(𝜎𝜎) = 𝜓𝜓0,𝑔𝑔(0)(𝜎𝜎)⋁𝜓𝜓1,𝑔𝑔(1)(𝜎𝜎)⋁ … ⋁𝜓𝜓𝜎𝜎 ,𝑔𝑔(𝜎𝜎)(𝜎𝜎)⋁𝜓𝜓𝑘𝑘−1,𝑔𝑔(𝑘𝑘−1)(𝜎𝜎) = 

= 0 + 0 + ⋯ + 𝑔𝑔(𝜎𝜎) + ⋯ + 0, 

т.е. любую функцию одной переменной можно реализовать формулой  над ℱ3. Тогда и 
отрицание Лукашевича принадлежит [ℱ3]. 

https://vk.com/teachinmsu
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𝑘𝑘 − 1 

Конъюнкция 𝑥𝑥1&𝑥𝑥2 выражается через отрицание Лукашевича: 

𝑥𝑥1&𝑥𝑥2 = ~((~𝑥𝑥1)⋁(~𝑥𝑥2)) ∈ [ℱ3]. 

Мы получили, что все функции из ℱ1 мы можем реализовать формулами над ℱ3. 
Система ℱ1 полная, но тогда и система ℱ3 является полной. Что и требовалось доказать. 

 Тогда, более того, мы можем предъявить полную систему функций k-значной 
логики, состоящую из одной функции:  

𝒱𝒱𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝑥𝑥1⋁𝑥𝑥2�������� = max (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) + 1 – функция Вебба. 

Функция Вебба является аналогом стрелки Пирса булевых функций. 

Лемма. 

Система {𝒱𝒱𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)} является полной. 

Доказательство. 

Для доказательства полноты системы {𝒱𝒱𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)} = {𝑥𝑥1⋁𝑥𝑥2, �̅�𝑥}  по лемме о 
сводимости достаточно доказать, что любую функцию из полной системы ℱ3 можно 
реализовать формулой над функцией Вебба. 

�̅�𝑥 = 𝒱𝒱𝑘𝑘(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 + 1. 

𝒱𝒱𝑘𝑘(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥⋁𝑦𝑦������ = (𝑥𝑥⋁𝑦𝑦) + 1, 

𝑥𝑥⋁𝑦𝑦 = (((𝒱𝒱𝑘𝑘(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) + 1) + 1) + ⋯ + 1). 

 

Что и требовалось доказать. 

4.4  Алгоритм распознавания полноты конечных систем функций 
(часть 1). 

Теорема. 

Существует алгоритм распознавания полноты конечных систем функций из 𝑃𝑃𝑘𝑘. 

Доказательство. 

Пусть множество 𝑄𝑄 ⊆ 𝑃𝑃𝑘𝑘. 𝑄𝑄(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) – множество всех функций из 𝑄𝑄 от 
переменных 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛. Система ℱ = {𝑓𝑓1�𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛1�, … , 𝑓𝑓𝑠𝑠�𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑠𝑠�} ⊆ 𝑃𝑃𝑘𝑘. 
Выберем, без ограничения общности, переменные 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2. Рассмотрим множества 
функций k-значной логики от этих фиксированных переменных: 𝑂𝑂0, 𝑂𝑂1, …  ⊆ 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), 

𝑂𝑂0 = ∅, 

𝑖𝑖 ≥ 0,   𝑂𝑂𝑖𝑖 = (𝑔𝑔1
𝑖𝑖 (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), 𝑔𝑔2

𝑖𝑖 (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), … , 𝑔𝑔𝑚𝑚𝑖𝑖
𝑖𝑖 (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)). 

https://vk.com/teachinmsu
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Пусть Δ𝑖𝑖 – множество всех функций, реализуемых формулами 𝑓𝑓𝑗𝑗(𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑗𝑗), 
где либо  𝐴𝐴𝑙𝑙 = 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, либо 𝐴𝐴𝑙𝑙 = 𝑔𝑔𝑝𝑝

𝑖𝑖 (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2). Очевидно, для построения множества Δ𝑖𝑖 
понадобится конечное количество операций. 𝑂𝑂𝑖𝑖+1 = 𝑂𝑂𝑖𝑖 ∪ Δ𝑖𝑖. 

𝑂𝑂0 ⊆ 𝑂𝑂1 ⊆ 𝑂𝑂2 ⊆ ⋯ , 

|𝑂𝑂0| ≤ |𝑂𝑂1| ≤ |𝑂𝑂2| ≤ ⋯ ≤ 𝑘𝑘𝑘𝑘2. 

Это значит, что существует такое число 𝑞𝑞, что 𝑂𝑂𝑞𝑞 = 𝑂𝑂𝑞𝑞+1, а тогда и                
𝑂𝑂𝑞𝑞 = 𝑂𝑂𝑞𝑞+1 = 𝑂𝑂𝑞𝑞+2 = ⋯.  

Можно показать, что 𝑂𝑂𝑞𝑞 = [ℱ](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), т.е. 𝑂𝑂𝑞𝑞 совпадает с замыканием системы 
ℱ от фиксированных переменных 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2. Для доказательства этого факта введём 
понятие глубины формулы:  

Пусть 𝑚𝑚(𝐹𝐹) – глубина формулы 𝐹𝐹  

1. 𝐹𝐹 = 𝑓𝑓�𝑥𝑥𝑖𝑖1, 𝑥𝑥𝑖𝑖2, … , 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑛𝑛� → 𝑚𝑚(𝐹𝐹) = 1. 

2. 𝐹𝐹 = 𝑓𝑓𝑗𝑗 �𝐴𝐴𝑖𝑖1 , 𝐴𝐴𝑖𝑖2 , … , 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑛𝑛𝑗𝑗
� → 𝑚𝑚(𝐹𝐹) = max 𝑚𝑚(𝐴𝐴𝑖𝑖𝑙𝑙) + 1. 

(Продолжение доказательства представлено в следующей лекции). 
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Лекция 5. Отличия булевых функций и функций 𝒌𝒌 -значной 
логики. 
5.1  Алгоритм распознавания полноты конечных систем функций 
(часть 2). 

Очевидно, что по построению 𝑂𝑂𝑞𝑞 ⊆ [ℱ](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2). Докажем теперь, что 
[ℱ](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) ⊆ 𝑂𝑂𝑞𝑞     (∀𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) ∈ [ℱ](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) → 𝑓𝑓 ∈ 𝑂𝑂𝑞𝑞). Тот факт, что функция 𝑓𝑓 
содержится в замыкании [ℱ](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), означает, что 𝑓𝑓 реализуется формулой F над ℱ. 
Нам достаточно показать, что 𝑓𝑓 ∈  𝑂𝑂𝑑𝑑(𝐹𝐹), где 𝑚𝑚(𝐹𝐹) – глубина формулы F. Будем 
проводить доказательство этого факта индукцией по 𝑚𝑚(𝐹𝐹). 

Базис индукции: 

𝑚𝑚(𝐹𝐹) = 1 → 𝐹𝐹 = 𝑓𝑓𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑙𝑙1, 𝑥𝑥𝑙𝑙2, … , 𝑥𝑥𝑙𝑙𝑛𝑛𝑗𝑗
), где 𝑥𝑥𝑙𝑙𝑝𝑝 = 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2.  

Согласно построению множества 𝑂𝑂1,  𝑓𝑓 ∈ 𝑂𝑂1. 

Переход индукции: 

Пусть 𝑚𝑚(𝐹𝐹) > 1. Тогда 𝐹𝐹 = 𝑓𝑓𝑗𝑗 �𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑗𝑗�, где 𝐴𝐴𝑡𝑡 – либо нетривиальная 
формула, реализующая функцию ℎ𝑡𝑡(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), либо переменная 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2. 

Если 𝐴𝐴𝑡𝑡 – формула, то её глубина 𝑚𝑚(𝐴𝐴𝑡𝑡) < 𝑚𝑚(𝐹𝐹). Тогда, по индуктивному 
предположению, ℎ𝑡𝑡 ∈ 𝑂𝑂𝑑𝑑(𝑓𝑓)−1. Согласно построению множества 𝑂𝑂𝑑𝑑(𝑓𝑓), 𝑓𝑓 ∈  𝑂𝑂𝑑𝑑(𝐹𝐹). 

Мы получили, что 𝑓𝑓 ∈  𝑂𝑂𝑑𝑑(𝐹𝐹) ⊆ 𝑂𝑂𝑞𝑞.  

𝑂𝑂𝑞𝑞 ⊆ [ℱ](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2),   [ℱ](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) ⊆ 𝑂𝑂𝑞𝑞 ⟺ [ℱ](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝑂𝑂𝑞𝑞. 

Остаётся лишь заметить, что (ℱ − полная) ⇔  [ℱ](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2).  

Действительно, раз система ℱ полная, то в её замыкании [ℱ] содержатся все 
функции из 𝑃𝑃𝑘𝑘, а значит множество функций замыкания от переменных 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 должно 
совпадать с множеством всех функций  𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2).  

Кроме того, если [ℱ](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), то функция Вебба 𝒱𝒱(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) ∈ [ℱ]. Так 
как, кроме того, система, состоящая из функции Вебба, является полной, то система 
ℱ − полная. 

Тогда (ℱ − полная) ⇔  𝑂𝑂𝑞𝑞 = 𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2). 

Мы получили, что, построив с помощью описанной процедуры множество 𝑂𝑂𝑞𝑞 и 
проверив в нём наличие функций k-значной логики от фиксированных переменных 
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, можно определить полноту системы ℱ. Что и требовалось доказать. 

5.2  Третье универсальное разложение. Полиномы Жегалкина. 
Третья универсальная форма. 
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Существует третье универсальное разложение функций k-значной логики, 
которое является аналогом полинома Жегалкина для булевых функций. 

Малая теорема Ферма. 

Пусть 𝑘𝑘 – простое число, а 𝑎𝑎 – натуральное число, не кратное 𝑘𝑘.                     
Тогда 𝑎𝑎𝑘𝑘−1 ≡ 1  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘. 

Доказательство. 

Пусть, без ограничения общности, число 𝑎𝑎 ∈ {1,2, … , 𝑘𝑘 − 1}. Тогда оно является 
взаимно простым с числом 𝑘𝑘: (𝑎𝑎, 𝑘𝑘) = 1. 

Рассмотрим числа  

𝑏𝑏1 = 𝑎𝑎 ∙ 1   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘, 

𝑏𝑏2 = 𝑎𝑎 ∙ 2   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘, 

… 

𝑏𝑏𝑘𝑘−1 = 𝑎𝑎 ∙ (𝑘𝑘 − 1)   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘. 

Все эти числа различны. Действительно, если 𝑏𝑏𝑖𝑖 = 𝑏𝑏𝑗𝑗 при 𝑖𝑖 > 𝑗𝑗, то a ∙ 𝑖𝑖 = 𝑎𝑎 ∙ 𝑗𝑗 и 
𝑎𝑎 ∙ (𝑖𝑖 − 𝑗𝑗) ≡ 0  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘, т.е. 𝑎𝑎 ∙ (𝑖𝑖 − 𝑗𝑗) кратно 𝑘𝑘. Тогда, т.к. 𝑎𝑎 не кратно 𝑘𝑘, то (𝑖𝑖 − 𝑗𝑗) кратно 
𝑘𝑘, то есть 0 < 𝑖𝑖 − 𝑗𝑗 < 𝑘𝑘 - противоречие.  

Мы получили, что числа 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, … , 𝑏𝑏𝑘𝑘−1 различны и принимают значения из 
множества {1,2, … , 𝑘𝑘 − 1}:  

{𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, … , 𝑏𝑏𝑘𝑘−1} = {1,2, … , 𝑘𝑘 − 1}. 

Тогда 𝑏𝑏1 ∙ 𝑏𝑏2 ∙ … ∙ 𝑏𝑏𝑘𝑘−1 = 1 ∙ 2 ∙ … ∙  𝑘𝑘 − 1 = (𝑘𝑘 − 1)!. Подставляя вместо чисел  
𝑏𝑏1 ∙ 𝑏𝑏2 ∙ … ∙ 𝑏𝑏𝑘𝑘−1 формулы, по которым они были получены: 

𝑎𝑎 ∙ 1 ∙ 𝑎𝑎 ∙ 2 ∙ … ∙ 𝑎𝑎 ∙ (𝑘𝑘 − 1) ≡ (𝑘𝑘 − 1)   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘, 

𝑎𝑎𝑘𝑘−1(𝑘𝑘 − 1)! ≡ (𝑘𝑘 − 1)!    𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘, 

�(𝑘𝑘 − 1)!, 𝑘𝑘� = 1, 

𝑎𝑎𝑘𝑘−1 ≡ 1   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘. 

Что и требовалось доказать. 

Пусть число 𝑘𝑘 – простое. Определим отрицание чисел 𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 по модулю 𝑘𝑘:       
𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 = 𝑎𝑎 + (𝑘𝑘 − 1) ∙ 𝑏𝑏    𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘.  

Рассмотрим отрицание 1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘−1, где 𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸𝑘𝑘: 

1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘−1 = �1, если 𝑥𝑥 = 0
0, если 𝑥𝑥 ≠ 0 = 𝐽𝐽0(𝑥𝑥). 

Аналогичным образом для произвольного 𝜎𝜎 ∈ 𝐸𝐸𝑘𝑘: 
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𝐽𝐽𝜎𝜎(𝑥𝑥) = 1 − (𝑥𝑥 − 𝜎𝜎)𝑘𝑘−1. 

Предполагая, что число 𝑘𝑘 – простое, рассмотрим произвольную функцию 
𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘) ∈ 𝑃𝑃𝑘𝑘. Так как для неё имеет место второе универсальное разложение, то: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = � 𝐽𝐽𝜎𝜎1(𝑥𝑥1) ∙ 𝐽𝐽𝜎𝜎2(𝑥𝑥2) ∙ … ∙ 𝐽𝐽𝜎𝜎𝑛𝑛
(𝑥𝑥𝑛𝑛) ∙ 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛)

(𝜎𝜎1,𝜎𝜎2…,𝜎𝜎𝑛𝑛)∈𝐸𝐸𝑘𝑘
𝑛𝑛

= 

= � (1 − (𝑥𝑥1 − 𝜎𝜎1)𝑘𝑘−1) ∙ (1 − (𝑥𝑥2 − 𝜎𝜎2)𝑘𝑘−1) ∙ … ∙ (1 − (𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝜎𝜎𝑛𝑛)𝑘𝑘−1) ∙
(𝜎𝜎1,𝜎𝜎2…,𝜎𝜎𝑛𝑛)∈𝐸𝐸𝑘𝑘

𝑛𝑛

 

∙ 𝑓𝑓(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛). 

Это разложение представимо в виде суммы слагаемых вида 𝑐𝑐 ∙ 𝑥𝑥1
𝛿𝛿1 ∙ 𝑥𝑥2

𝛿𝛿2 ∙ … ∙ 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝛿𝛿𝑛𝑛, 

где 𝑐𝑐, 𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2, … , 𝛿𝛿𝑛𝑛 – некоторые константы, причём 0 ≤ 𝛿𝛿𝑗𝑗 ≤ 𝑘𝑘 − 1 (𝑥𝑥0 = 1). 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = � 𝑐𝑐𝛿𝛿1,𝛿𝛿2…,𝛿𝛿𝑛𝑛 ∙ 𝑥𝑥1
𝛿𝛿1 ∙ 𝑥𝑥2

𝛿𝛿2 ∙ … ∙ 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝛿𝛿𝑛𝑛,

(𝛿𝛿1,𝛿𝛿2…,𝛿𝛿𝑛𝑛)∈𝐸𝐸𝑘𝑘
𝑛𝑛

 

𝑐𝑐𝛿𝛿1,𝛿𝛿2…,𝛿𝛿𝑛𝑛 = 0,1, … , 𝑘𝑘 − 1. 

Мы представили функцию 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) в виде полинома над системой 
{𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦, 0,1, … , 𝑘𝑘 − 1}. Получается, что в случае простого 𝑘𝑘 любую функцию 𝑘𝑘 -
значной логики можно выразить полиномом, который, очевидно, является обобщением 
полинома Жегалкина для булевой функции. 

Кроме того, можно доказать, что представление функции в виде полинома 
Жегалкина единственно (доказательство аналогично доказательству для булевой 
функции). Каждый полином однозначно определяется набором 
коэффициентов 𝑐𝑐𝛿𝛿1,𝛿𝛿2…,𝛿𝛿𝑛𝑛, а значит, имеется ровно 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛 различных полиномов 
Жегалкина, каждому из которых однозначно сопоставляется функция, количество 
функций совпадает с количеством полиномов, а значит, каждой функции единственным 
образом сопоставляется полином. 

5.3  Полиномы над системами функций из 𝑷𝑷𝒌𝒌 при простом 𝒌𝒌. 
Теорема. 

Если число 𝑘𝑘 – простое, то любая функция из 𝑃𝑃𝑘𝑘 может быть представлена 
полиномом над системой {𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦, 0,1, … , 𝑘𝑘 − 1}  единственным образом (с 
точностью до перестановки слагаемых и перестановки множителей в слагаемых). 

Утверждение. 

Если число 𝑘𝑘 не является простым, то функция 𝐽𝐽0(𝑥𝑥) не может быть 
реализована полиномом над {𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦, 0,1, … , 𝑘𝑘 − 1}. 

Доказательство. 
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Допустим, что утверждение теоремы неверно, и мы можем реализовать 
функцию 𝐽𝐽0(𝑥𝑥)  полиномом над {𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦, 0,1, … , 𝑘𝑘 − 1}. 

Так как функция 𝐽𝐽0(𝑥𝑥)  - функция одной переменной, то  

𝐽𝐽0(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐0 + 𝑐𝑐1𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2𝑥𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡. 

𝐽𝐽0(0) = 1 = 𝑐𝑐0, 

𝐽𝐽0(𝑥𝑥) = 1 + 𝑐𝑐1𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2𝑥𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡. 

Если число 𝑘𝑘 не является простым, то мы можем представить его в виде           
𝑘𝑘 = 𝑘𝑘1 ∙ 𝑘𝑘2, где 1 < 𝑘𝑘1 < 𝑘𝑘, 1 < 𝑘𝑘2 < 𝑘𝑘. 

𝐽𝐽0(𝑘𝑘1) = 0 = 1 + 𝑐𝑐1𝑘𝑘1 + 𝑐𝑐2𝑘𝑘1
2 + ⋯ + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑘𝑘1

𝑡𝑡 

0 = 𝑘𝑘2 + 𝑐𝑐1𝑘𝑘1𝑘𝑘2 + 𝑐𝑐2𝑘𝑘1
2𝑘𝑘2 + ⋯ + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑘𝑘1

𝑡𝑡𝑘𝑘2 

0 = 𝑘𝑘2 + 𝑐𝑐1𝑘𝑘 + 𝑐𝑐2𝑘𝑘𝑘𝑘1 + ⋯ + 𝑐𝑐𝑡𝑡𝑘𝑘𝑘𝑘1
𝑡𝑡−1 

𝑘𝑘2 = 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘 → 𝑘𝑘2 ≡ 0 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑘𝑘 →  𝑘𝑘2 кратно 𝑘𝑘. 

Мы получили противоречие, значит утверждение теоремы является верным. 

Следствие. 

Любая функция из 𝑃𝑃𝑘𝑘  может быть представлена полиномом над системой 
{𝑥𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦, 0,1, … , 𝑘𝑘 − 1} тогда и только тогда, когда число 𝑘𝑘 – простое. 

Пусть 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑔𝑔(𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑚𝑚) – булевы функции, существенно 
зависящие от всех переменных. Тогда функция ℎ(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑔𝑔(𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑚𝑚)) 
существенно зависит от всех переменных. 

Аналогичный факт не выполняется для функций 𝑘𝑘 -значной логики.  

Пример: 

𝑘𝑘 = 3. 𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ∈ 𝑃𝑃3, 

𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = � 1,            если 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 2
  0, в противном случае. 

Функция 𝜑𝜑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) существенно зависит от своих переменных. Но функция 
𝜑𝜑�𝑥𝑥, 𝜑𝜑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧)� тождественно равна 0 и не зависит от переменных. 

5.4 Базис некоторых систем функций 𝒌𝒌 -значной логики. 
Количество замкнутых классов функций 𝑷𝑷𝒌𝒌. 

Утверждение: 

Пусть 𝑛𝑛 = 1, 2, 3, …, 

𝜑𝜑𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = �  1, если 𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 2
0,           в противном случае . 
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Если ℱ - бесконечная последовательность функций: 

ℱ = {𝜑𝜑1, 𝜑𝜑2, 𝜑𝜑3, … }, 

то замыкание [ℱ] не имеет базиса. 

Доказательство. 

Рассмотрим произвольную функцию 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), реализуемую формулами 
над функциями 𝜑𝜑1, 𝜑𝜑2, 𝜑𝜑3, … : 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑖𝑖(𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑖𝑖). 

Пусть хотя бы одна из формул 𝐴𝐴𝑗𝑗 является нетривиальной (отличной от 
переменной). Тогда 𝐴𝐴𝑗𝑗 = 𝜑𝜑𝑠𝑠(𝐴𝐴1`, 𝐴𝐴2`, … , 𝐴𝐴𝑠𝑠`). Любая из функций 𝜑𝜑, а значит и 𝐴𝐴𝑗𝑗, 
принимает только значения 0 и 1. Это значит, что 𝜑𝜑𝑖𝑖(𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑖𝑖) = 0 для любого 
набора 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑖𝑖, т.е. функция 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) тождественно равна нулю. Это значит, 
что функциями вида 𝜑𝜑𝑖𝑖(𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑖𝑖) мы можем реализовать только константу 0. 

Остаётся рассмотреть случай, где все формулы 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑖𝑖 являются 
тривиальными. Тогда: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝜑𝜑𝑖𝑖�𝑥𝑥𝑙𝑙1 , 𝑥𝑥𝑙𝑙2 , … , 𝑥𝑥𝑙𝑙𝑖𝑖�. 

Из таких функций, подставляя различные переменные, мы сможем получать 
только такие же функции 𝜑𝜑. Это значит, что единственной функцией, отличной от 𝜑𝜑, 
которую можно реализовать, является константа ноль, т.е. [ℱ] = {0, 𝜑𝜑1, 𝜑𝜑2, 𝜑𝜑3, … }. 

Из этих же соображений следует, что 𝜑𝜑𝑖𝑖+1 ∉ [{𝜑𝜑1, 𝜑𝜑2, … , 𝜑𝜑𝑛𝑛}], т.е. класс [ℱ] не 
может иметь конечную порождающую систему. 

Пусть для удобства 𝜑𝜑0 = 0. 

Допустим, что ℱ` = {𝜑𝜑𝑖𝑖1 , 𝜑𝜑𝑖𝑖2 , 𝜑𝜑𝑖𝑖3 , … } – бесконечная порождающая система [ℱ] 
(𝑖𝑖1 < 𝑖𝑖2 < 𝑖𝑖3 < ⋯). Тогда 𝜑𝜑𝑖𝑖1 ∈ [𝜑𝜑𝑖𝑖2], а значит функцию 𝜑𝜑𝑖𝑖1  можно удалить из 
порождающей системы ℱ`, ℱ`` = {𝜑𝜑𝑖𝑖2 , 𝜑𝜑𝑖𝑖3 , … } – порождающая система [ℱ].  

Получается, что для любой порождающей системы класса [ℱ] можно построить 
меньшую порождающую систему. Это значит, что никакая порождающая система в 
данном классе не является базисом и класс [ℱ] не имеет базиса. Что и требовалось 
доказать. 

В k-значной логике существуют замкнутые классы функций, имеющие 
бесконечный базис. Пример: 

𝑄𝑄𝑛𝑛 = {(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, … , 𝜎𝜎𝑛𝑛)} ∈ 𝐸𝐸𝑘𝑘
𝑛𝑛|    𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = ⋯ = 𝜎𝜎𝑗𝑗−1 = 𝜎𝜎𝑗𝑗+1 = ⋯ = 𝜎𝜎𝑛𝑛 = 2, 𝜎𝜎𝑗𝑗 = 1, 

𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑛𝑛}. 

При 𝑛𝑛 = 4: 
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𝑄𝑄4 = {(1, 2, 2, 2), (2, 1, 2, 2), (2, 2, 1, 2), (2, 2, 2, 1)}. 

Рассмотрим функцию 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑛𝑛 = 2, 3, … . 

𝜓𝜓𝑛𝑛(𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) = � 1,   если (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2 … , 𝜎𝜎𝑛𝑛) ∈  𝑄𝑄𝑛𝑛
0,   для всех остальных наборов. 

Пусть 𝐺𝐺 = {𝜓𝜓2, 𝜓𝜓3, … }. Докажем, что для любого натурального числа 𝑛𝑛 
большего единицы функция 𝜓𝜓𝑛𝑛 не выражается формулой над 𝐺𝐺 \ {𝜓𝜓𝑛𝑛}. 

От противного, пусть 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) реализуется некоторой формулой Ф над 
𝐺𝐺 \ {𝜓𝜓𝑛𝑛}: 

Ф = 𝜓𝜓𝑙𝑙(𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑙𝑙), 𝑙𝑙 ≠ 𝑛𝑛, 

где 𝐴𝐴𝑖𝑖 либо символ переменной, либо нетривиальная формула. 

𝜓𝜓𝑛𝑛 = 𝜓𝜓𝑙𝑙(𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑙𝑙). 

1 случай: 

Среди 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑙𝑙 есть по крайней мере две нетривиальные формулы 𝐴𝐴𝑖𝑖 , 𝐴𝐴𝑗𝑗. 

𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝜓𝜓𝑙𝑙�𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑖𝑖 , … , 𝐴𝐴𝑗𝑗, … , 𝐴𝐴𝑙𝑙�, 

𝐴𝐴𝑖𝑖 = 0, 1; 𝐴𝐴𝑗𝑗 = 0, 1. 

Это значит, что набор (𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑖𝑖, … , 𝐴𝐴𝑗𝑗, … , 𝐴𝐴𝑙𝑙) ∉ 𝑄𝑄𝑛𝑛 и 

𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝜓𝜓𝑙𝑙�𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑖𝑖, … , 𝐴𝐴𝑗𝑗, … , 𝐴𝐴𝑙𝑙� = 0, 

то есть функция 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) тождественно равна нулю. Противоречие. 

2 случай: 

Среди 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑙𝑙 имеется ровно одна нетривиальная формула 𝐴𝐴𝑖𝑖 (𝐴𝐴𝑖𝑖 = 0, 1), а 
так как 𝑙𝑙 ≥ 2, то существует формула 𝐴𝐴𝑗𝑗, являющаяся переменной. Для определённости 
назовём эту переменную 𝑥𝑥𝑚𝑚.  

Рассмотрим набор значений 𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑥𝑚𝑚−1 = 𝑥𝑥𝑚𝑚+1 = ⋯ = 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 2, 
      𝑥𝑥𝑚𝑚 = 1. Набор (𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑖𝑖, … , 𝐴𝐴𝑗𝑗 , … , 𝐴𝐴𝑙𝑙) ∉ 𝑄𝑄𝑛𝑛. 

𝜓𝜓𝑙𝑙�𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑖𝑖, … , 𝐴𝐴𝑗𝑗, … , 𝐴𝐴𝑙𝑙� = 0 = 𝜓𝜓𝑙𝑙(2, 2, … ,2,1,2, … ,2) = 1   − противоречие. 

3 случай. 

Все формулы 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑙𝑙 являются переменными. Тогда 

Ф = 𝜓𝜓𝑙𝑙�𝑥𝑥𝑗𝑗1, 𝑥𝑥𝑗𝑗2 , … , 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑙𝑙� = 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑙𝑙 ≠ 𝑛𝑛. 

Можно заметить, что 𝑙𝑙 не может быть меньше, чем 𝑛𝑛. Если бы это было так, то в 
формуле 𝜓𝜓𝑙𝑙�𝑥𝑥𝑗𝑗1, 𝑥𝑥𝑗𝑗2, … , 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑙𝑙� отсутствовали какие-то из переменных 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, чего не 
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может быть, так как 𝜓𝜓𝑛𝑛 существенно зависит от всех своих переменных. Тогда 𝑙𝑙 > 𝑛𝑛 и 
какая-то из переменных 𝑥𝑥𝑗𝑗 встречается дважды среди 𝑥𝑥𝑗𝑗1, 𝑥𝑥𝑗𝑗2, … , 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑙𝑙: 

𝜓𝜓𝑙𝑙�𝑥𝑥𝑗𝑗1, 𝑥𝑥𝑗𝑗2, … , 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑙𝑙� = 𝜓𝜓𝑙𝑙�𝑥𝑥𝑗𝑗1, 𝑥𝑥𝑗𝑗2, … , 𝑥𝑥𝑗𝑗, … , 𝑥𝑥𝑗𝑗, … , 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑙𝑙�. 

Рассмотрим набор значений переменных 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, в котором  

𝑥𝑥𝑗𝑗 = 1, 𝑥𝑥1 = 𝑥𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑥𝑗𝑗−1 = 𝑥𝑥𝑗𝑗+1 = ⋯ = 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 2. 

На таком наборе значений функция 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 1, но 

𝜓𝜓𝑙𝑙�𝑥𝑥𝑗𝑗1, 𝑥𝑥𝑗𝑗2, … , 𝑥𝑥𝑗𝑗, … , 𝑥𝑥𝑗𝑗, … , 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑙𝑙� = 0, 

𝜓𝜓𝑙𝑙�𝑥𝑥𝑗𝑗1, 𝑥𝑥𝑗𝑗2 , … , 𝑥𝑥𝑗𝑗𝑙𝑙� = 𝜓𝜓𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 1 ≠ 0 − противоречие. 

Следствие 1. 

𝐺𝐺 является базисом в классе замыкания [𝐺𝐺]. ([𝐺𝐺] имеет счётный базис). 

Следствие 2. 

В 𝑃𝑃𝑘𝑘 содержится континуум различных замкнутых классов. 

Доказательство. 

Рассмотрим подмножества чисел 𝐴𝐴 ⊆ {2, 3,4, … }. Каждому такому подмножеству 
можно сопоставить подмножество функций 𝜓𝜓𝑖𝑖   𝐺𝐺(𝐴𝐴) = ⋃ {𝜓𝜓𝑖𝑖}𝑖𝑖∈𝐴𝐴 . 

Для любых различных множеств 𝐴𝐴, 𝐵𝐵 ⊆ {2, 3,4, … }, где 𝐴𝐴 ≠ 𝐵𝐵, [G(A)] ≠ [𝐺𝐺(𝐵𝐵)]. 
Без ограничения общности, пусть, так как множества 𝐴𝐴, 𝐵𝐵 не совпадают, число  𝑗𝑗 
содержится в множестве 𝐴𝐴, но не содержится в 𝐵𝐵. Тогда 𝜓𝜓𝑗𝑗 ∈ [𝐺𝐺(𝐴𝐴)] и согласно 
доказанному нами утверждению 𝜓𝜓𝑗𝑗 ∉ [𝐺𝐺(𝐵𝐵)], замыкания не совпадают. 

Это значит, что количество различных замыканий [G(A)] совпадает с 
количеством подмножеств множества {2, 3,4, … }. Мощность множества подмножеств 
{2, 3,4, … } – континуум. Кроме того, с точностью до переименования переменных, 
существует не более чем континуум замкнутых классов. Тем самым, мы можем 
утверждать, что имеется ровно континуум различных замкнутых классов функций  -
значной логики. 
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Лекция 6. Теорема Кузнецова о функциональной полноте. 
Определения из теории графов. 

На предыдущей лекции был изучен алгоритм распознавания полноты конечных 
систем функций k-значной логики. В плане вычислительной сложности этот алгоритм 
является чересчур громоздким. В то же время известно, что для булевых функций 
существует достаточно простой критерий распознавания полноты – критерий Поста, 
сформулированный в терминах предполных классов.  

Таким образом, возникает вопрос о существовании аналогичной теоремы для 
систем функций k-значной логики. Формулируя иначе, возможно ли построить 
конечную систему предполных классов, таких, что любое множество функций F k-
значной логики является полным тогда и только тогда, когда оно не содержится ни в 
одном из предполных классов данной системы? 

Теорема. 

Для любого 𝑘𝑘 существует конечная система предполных классов функций  k-
значной логики, такая, что любое множество функций k -значной логики является 
полным тогда и только тогда, когда оно не содержится ни в одном из предполных 
классов данной системы. 

6.1 Селекторные функции. Сохранение множеств. 
Для доказательства данного утверждения введём несколько вспомогательных 

понятий.  

Функции от произвольного количества переменных 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 
тождественно равные одной из своих переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖, называются селекторными.  

Рассмотрим произвольное множество функций 𝐴𝐴 от некоторых фиксированных 
переменных 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝. Будем говорить, что некоторая функция 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) 
сохраняет множество 𝐴𝐴, если для любых функций 
𝑔𝑔1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑔𝑔2�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑔𝑔𝑛𝑛�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� из множества 𝐴𝐴 их суперпозиция 
ℎ1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� =  𝑓𝑓(𝑔𝑔1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑔𝑔2�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑔𝑔𝑛𝑛�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�) также содержится в 
множестве 𝐴𝐴. 

Таким образом, для любого множества A можно рассмотреть множество всех 
функций k -значной логики, сохраняющих множество 𝐴𝐴. Будем обозначать это 
множество 𝑈𝑈𝐴𝐴.  

Для множества 𝑈𝑈𝐴𝐴 можно доказать, что оно является замкнутым классом, 
содержащим все селекторные функции. 

Лемма 1. 

𝑈𝑈𝐴𝐴 – замкнутый класс, содержащий все селекторные функции. 

Доказательство. 
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1) Проверим, содержит ли класс 𝑈𝑈𝐴𝐴 все селекторные функции. 

Пусть 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑥𝑥𝑖𝑖 – некоторая селекторная функция. Проверим для 
этой функции свойство сохранения множества 𝐴𝐴.  

Рассмотрим суперпозицию 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑔𝑔1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑔𝑔2�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑔𝑔𝑛𝑛�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�). 
Согласно определению селекторной функции,  

𝑒𝑒𝑖𝑖 �𝑔𝑔1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑔𝑔2�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑔𝑔𝑛𝑛�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�� = 𝑔𝑔𝑖𝑖�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�. 

Так как все функции 𝑔𝑔𝑖𝑖 принадлежат 𝐴𝐴, то и 𝑒𝑒𝑖𝑖 ∈ 𝐴𝐴. Что и требовалось доказать. 

2) Проверим замкнутость класса 𝑈𝑈𝐴𝐴.  
Так как мы уже доказали, что класс 𝑈𝑈𝐴𝐴 содержит все селекторные функции -

значной логики, то для проверки замкнутости достаточно проверить, что для функций 
𝑓𝑓0(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑓𝑓1(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ 𝑈𝑈𝐴𝐴 их 
суперпозиция ℎ�𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑝𝑝� = 𝑓𝑓0(𝑓𝑓1(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), 𝑓𝑓2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛), … , 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)) 
также принадлежит 𝑈𝑈𝐴𝐴. 

 Рассмотрим вспомогательную функцию: 

ℎ��𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� = ℎ �𝑔𝑔1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑔𝑔2�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑔𝑔𝑛𝑛�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝��, 

где функции 𝑔𝑔1, 𝑔𝑔2, … , 𝑔𝑔𝑛𝑛 – некоторые произвольные функции из 𝐴𝐴. Данную функцию 
можно записать в следующем виде: 

ℎ��𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� = ℎ �𝑔𝑔1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑔𝑔2�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑔𝑔𝑛𝑛�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝��

= 𝑓𝑓0 �ℎ1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, ℎ2�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , ℎ𝑘𝑘�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝��, 

где ℎ𝑖𝑖�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�=𝑓𝑓𝑖𝑖 �𝑔𝑔1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑔𝑔2�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑔𝑔𝑛𝑛�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝��.  

Так как все функции 𝑔𝑔𝑖𝑖 ∈ 𝐴𝐴, 𝑓𝑓𝑖𝑖 ∈ 𝑈𝑈𝐴𝐴, то ℎ𝑖𝑖�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� также принадлежит 
множеству 𝐴𝐴 (𝑓𝑓𝑖𝑖 сохраняет множество 𝐴𝐴). Тогда из того, что и 𝑓𝑓0 ∈ 𝐴𝐴 следует, что 
суперпозиция ℎ �𝑔𝑔1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑔𝑔2�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑔𝑔𝑛𝑛�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�� ∈ 𝐴𝐴, то есть 

ℎ��𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� ∈ 𝐴𝐴 и ℎ ∈ 𝑈𝑈𝐴𝐴. Что и требовалось доказать. 

Пример. 

В качестве примера можно рассмотреть классы сохранения множеств, 
состоящие из одной функции. 

Пусть функция  𝑓𝑓�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� ∈ 𝑃𝑃2, 𝑓𝑓 ≠ 𝑐𝑐𝑚𝑚𝑛𝑛𝑠𝑠𝑐𝑐. Данную функцию можно 
представить как одноэлементное множество и рассмотреть её класс сохранения. 

Несложно заметить, что функция ℎ(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) сохраняет множество {𝑓𝑓} тогда и 
только тогда, когда ℎ(0,0, … ,0) = 0 и ℎ(1,1, … ,1) = 1. Это значит, что классом 
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сохранения множества {𝑓𝑓} будет класс, состоящий из функций, сохраняющих ноль и 
единицу, но это в точности класс 𝑇𝑇01: 

𝑈𝑈{𝑓𝑓} = 𝑇𝑇01 = 𝑇𝑇0 ∩ 𝑇𝑇1. 

Лемма 2. 

Пусть 𝐴𝐴 – множество функций от фиксированных переменных 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝, 
удовлетворяющее следующим двум условиям: 

1) 𝐴𝐴 содержит все селекторные функции 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, … , 𝑒𝑒𝑝𝑝. 
2) Замыкание множества 𝐴𝐴 по фиксированным переменным 𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝 

совпадает с множеством 𝐴𝐴: [𝐴𝐴]�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� = 𝐴𝐴. 

Тогда 𝑈𝑈𝐴𝐴�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� =A. 

Доказательство. 

Для доказательства данной теоремы достаточно доказать, что  
𝑈𝑈𝐴𝐴�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� ⊆ 𝐴𝐴 и 𝐴𝐴 ⊆  𝑈𝑈𝐴𝐴�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�. 

1) Покажем, что произвольная функция 𝑓𝑓(𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝) из 𝐴𝐴 содержится в 
𝑈𝑈𝐴𝐴�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�. 

Возьмём из множества 𝐴𝐴 произвольные функции 
𝑔𝑔1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑔𝑔2�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑔𝑔𝑝𝑝�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�. Докажем, что суперпозиция  

ℎ�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� = 𝑓𝑓 �𝑔𝑔1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑔𝑔2�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑔𝑔𝑝𝑝�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�� 

также содержится во множестве 𝐴𝐴.  

Поскольку функция 𝑓𝑓 и все функции 𝑔𝑔1�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑔𝑔2�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑔𝑔𝑝𝑝�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� 
принадлежат множеству 𝐴𝐴, то суперпозиция ℎ�𝑦𝑦1, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, реализуется через эти 
функции формулой над множеством 𝐴𝐴. Согласно определению, суперпозиция 
непременно содержится в замыкании множества 𝐴𝐴 от переменных �𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�. Но 
это множество совпадает с множеством 𝐴𝐴 и функция 𝑓𝑓 содержится в 𝑈𝑈𝐴𝐴. Что и 
требовалось доказать. 

2) Покажем теперь, что произвольная функция 𝑓𝑓(𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝) из 
𝑈𝑈𝐴𝐴�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� содержится в 𝐴𝐴, то есть что 𝑓𝑓 – функция, сохраняющая 
множество 𝐴𝐴. 

Все селекторные функции  𝑒𝑒1�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑒𝑒2�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑒𝑒𝑝𝑝(𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝) 
содержатся в 𝐴𝐴 по условию теоремы. Согласно определению сохранения множества, 
при подстановке вместо переменных функции 𝑓𝑓(𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝) селекторных функций 
функции  𝑒𝑒1�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑒𝑒2�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑒𝑒𝑝𝑝(𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝) мы получим 
суперпозицию, которая также будет содержаться во множестве 𝐴𝐴: 
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𝑓𝑓(𝑒𝑒1�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑒𝑒2�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑒𝑒𝑝𝑝�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�) ∈ 𝐴𝐴. 

Так как каждая из селекторных функций принимает значение соответствующей 
ей переменной, то для любого набора �𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝� 
𝑓𝑓(𝑒𝑒1�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, 𝑒𝑒2�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�, … , 𝑒𝑒𝑝𝑝�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�) = 𝑓𝑓�𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, … , 𝑦𝑦𝑝𝑝�.  

Это значит, что сама функция 𝑓𝑓 также содержится в A. Что и требовалось 
доказать. 

6.2 Теорема Кузнецова о функциональной полноте. 
Для любого целого числа 𝑘𝑘 ≥ 3 существует система 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑠𝑠  замкнутых 

классов в 𝑃𝑃𝑘𝑘, такая, что ни один из классов 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑠𝑠 не содержится в другом из 
этих классов, и любое множество ℱ функций из 𝑃𝑃𝑘𝑘 является полным тогда и только 
тогда, когда ℱ не содержится ни в одном из классов 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑠𝑠.  

Доказательство. 

Построим нужную нам систему 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑠𝑠.  

Зафиксируем переменные 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2  и рассмотрим множество функций k -значной 
логики от этих переменных. В этом множестве рассмотрим все собственные 
подмножества 𝐴𝐴1, 𝐴𝐴2, … , 𝐴𝐴𝑛𝑛, то есть подмножества, отличные от исходного множества, 
обладающие следующими двумя свойствами: 

1) (𝑒𝑒1(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), 𝑒𝑒2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)) ∈ 𝐴𝐴𝑖𝑖. 
2) [𝐴𝐴𝑖𝑖](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝐴𝐴𝑖𝑖. 
Как известно, количество функций из Pk от двух фиксированных переменных 

равно 𝑘𝑘𝑘𝑘2. В свою же очередь, количество всех собственных подмножеств будет 

заведомо меньше, чем 2𝑘𝑘𝑘𝑘2
. Так как количество всех подмножеств конечно, то 

посредством их перебора можно выделить собственные подмножества с нужными нам 
свойствами. 

Для каждого из полученных перебором подмножеств 𝐴𝐴𝑖𝑖 рассмотрим его класс 
сохранения 𝐻𝐻𝑖𝑖 = 𝑈𝑈𝐴𝐴𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1,2, … , 𝑙𝑙. В результате мы получим систему из 𝑙𝑙 замкнутых 
классов функций k -значной логики, сохраняющих 𝑙𝑙 подмножеств 𝐴𝐴𝑖𝑖. 

Среди этих замкнутых классов мы можем выбрать классы 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑠𝑠, которые 
не содержатся в других замкнутых классах этой системы. 

Покажем, что найденная система классов 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑠𝑠 и является искомой. 
Для этого рассмотрим некоторый класс 𝐻𝐻𝑖𝑖 = 𝑈𝑈𝐴𝐴𝑖𝑖 . Тогда, применяя лемму 2 к 

классу 𝐻𝐻𝑖𝑖, получаем, что 𝐻𝐻𝑖𝑖(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝐴𝐴𝑖𝑖. Но, согласно построению, 𝐴𝐴𝑖𝑖  является 
собственным подмножеством Pk, и, по определению, 𝐴𝐴𝑖𝑖 ≠ Pk(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2). Это означает, что 
ни один из классов 𝐻𝐻1, 𝐻𝐻2, … , 𝐻𝐻𝑙𝑙, а значит и ни один из классов 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑠𝑠 , не 
совпадает с Pk. Кроме того, мы установили, что ни один из классов 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑠𝑠 не 
совпадает с другим из классов 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑠𝑠 .  
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Докажем теперь, что любое множество функций из Pk является полным тогда и 
только тогда, когда оно не содержится ни в одном из классов 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑠𝑠. Для 
доказательства этого факта можно проверить обратный факт: любое множество 
функций k -значной логики ℱ не является полным тогда и только тогда, когда оно 
содержится в одном из классов 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑠𝑠 . 

Очевидно, что если ℱ содержится в  𝐺𝐺𝑖𝑖, то замыкание [ℱ] содержится в 
замыкании [𝐺𝐺𝑖𝑖]. Однако замыкание [𝐺𝐺𝑖𝑖] совпадает с 𝐺𝐺𝑖𝑖 ≠ Pk, из чего следует, что 
замыкание [ℱ] ≠ Pk, т.е. ℱ не является полным. 

Докажем теперь, что если класс ℱ не является полным, то он будет содержаться 
в одном из классов  𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑠𝑠.  

Так как класс ℱ не является полным, то его замыкание [ℱ] ≠ Pk, а значит, 
функция Вебба 𝒱𝒱𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) не может содержаться в данном замыкании. Действительно, 
если бы она содержалась в замыкании, то, так как функция Вебба 𝒱𝒱𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) является 
полной в Pk, то и система ℱ была бы полной. 

Вообще говоря, хотя замыкание [ℱ] и является некоторым замкнутым классом, 
оно не обязано содержать все селекторные функции. Рассмотрим тогда класс 𝐻𝐻, 
получающийся из замыкания [ℱ] путём добавления к нему всех селекторных функций: 

𝐻𝐻 = [ℱ] ∪ {все селекторные функции}. 
Можно заметить, что класс 𝐻𝐻 также является замкнутым, так как операциями 

суперпозиции над селекторными функциями можно получать только селекторные или 
исходные функции. 

Кроме того, поскольку функция Вебба 𝒱𝒱𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) не содержалась в ℱ, то она не 
будет содержаться и в 𝐻𝐻. Из этого вытекает, что и класс 𝐻𝐻 не совпадает с Pk. 

Рассмотрим теперь множество 𝐵𝐵, состоящее из всех функций класса 𝐻𝐻 от 
фиксированных переменных (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2): 

𝐵𝐵 = 𝐻𝐻(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2). 
Во-первых, так как множество 𝐻𝐻 содержит все селекторные функции, то 

множество 𝐵𝐵 будет содержать  селекторные функции от переменных 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2. Кроме того, 
очевидно, что 𝐵𝐵 содержится в 𝐻𝐻, а значит и его замыкание [𝐵𝐵] содержится в замыкании 
[𝐻𝐻]. В силу замкнутости класса 𝐻𝐻: 

[𝐵𝐵] ⊆ [𝐻𝐻] = 𝐻𝐻. 
Из этого вытекает, что [𝐵𝐵](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) ⊆  𝐻𝐻(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2). Но это, по определению, и есть 

множество 𝐵𝐵: [𝐵𝐵](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) ⊆ 𝐻𝐻(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝐵𝐵. С  другой стороны известно, что 𝐵𝐵 ⊆ [𝐵𝐵]. 
Поскольку кроме того 𝐵𝐵 состоит только из функций от переменных 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, то 𝐵𝐵 ⊆
[𝐵𝐵](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2). Из полученных двух включений следует, что  𝐵𝐵 = [𝐵𝐵](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2).  

Кроме того, функция Вебба не содержится в 𝐻𝐻, а значит и в 𝐵𝐵, то есть 𝐵𝐵 ≠
𝑃𝑃𝑘𝑘(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2). 

В итоге мы имеем, что множество 𝐵𝐵 является некоторым собственным 
подмножеством множества Pk от переменных 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, которое содержит обе селекторные 
функции и совпадает со своим замыканием [𝐵𝐵](𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2). Это значит, что 𝐵𝐵 удовлетворяет 
всем условиям теоремы, которым должны были удовлетворять подмножества 𝐴𝐴𝑖𝑖. Это 
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значит, что по построению 𝐵𝐵 является одним из множеств 𝐴𝐴𝑖𝑖. Пусть для 
определённости 𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝑖𝑖, 𝐻𝐻 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2). 

Для подмножества 𝐴𝐴𝑖𝑖 имеется некоторый класс сохранения 𝐻𝐻𝑖𝑖. Докажем, что 
класс 𝐻𝐻 содержится в классе 𝐻𝐻𝑖𝑖. Для того, чтобы доказать это, нужно взять 
произвольную функцию из класса 𝐻𝐻 и проверить, что она будет сохранять множество 
𝐵𝐵. 

Пусть 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ 𝐻𝐻, 𝑔𝑔1(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), 𝑔𝑔2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), … , 𝑔𝑔𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) ∈ 𝐵𝐵 ⊆ 𝐻𝐻. Тогда, так 
как класс 𝐻𝐻 является замкнутым, суперпозиция этих функций  

𝑓𝑓(𝑔𝑔1(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), 𝑔𝑔2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), … , 𝑔𝑔𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)) 

также содержится в классе 𝐻𝐻. 

Из этого следует, что 𝑓𝑓(𝑔𝑔1(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), 𝑔𝑔2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), … , 𝑔𝑔𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2)) содержится в классе 
𝐻𝐻(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2), но 𝐻𝐻(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) = 𝐵𝐵. Тем самым, функция 𝑓𝑓 сохраняет множество 𝐵𝐵, то есть: 

𝑓𝑓 ∈ 𝑈𝑈𝐵𝐵 = 𝑈𝑈𝐴𝐴𝑖𝑖 = 𝐻𝐻𝑖𝑖 . 

Это значит, что весь класс 𝐻𝐻 содержится в 𝐻𝐻𝑖𝑖. При этом для класса 𝐻𝐻𝑖𝑖 должен 
найтись класс  𝐺𝐺𝑗𝑗, содержащий в себе класс 𝐻𝐻𝑖𝑖. Мы получаем, что замыкание 

[ℱ] ⊆  𝐻𝐻 ⊆ 𝐻𝐻𝑖𝑖 ⊆  𝐺𝐺𝑗𝑗 , 

что и требовалось доказать. 

 𝐺𝐺1, 𝐺𝐺2, … , 𝐺𝐺𝑘𝑘  – система всех предполных классов в Pk. 

Следствие. 

Для любого числа 𝑘𝑘 ≥ 3 в 𝑃𝑃𝑘𝑘 имеется конечная система всех предполных 
классов. 

6.3 Начальные сведения о графах. 
Графы – необычайно важная математическая структура, встречающаяся в 

огромном количестве задач. 

Определяя формально, граф 𝑮𝑮 – это пара (𝑉𝑉, 𝐸𝐸), где 𝑉𝑉 – множество объектов 
произвольной природы, называемых вершинами графа 𝐺𝐺, а 𝐸𝐸 – мультимножество пар 
вершин графа, называемых ребрами 𝐺𝐺.  

Будем обозначать 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉(𝐺𝐺), 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸(𝐺𝐺). 

Пары вершин графа могут быть как упорядоченными, так и не упорядоченными: 

𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏 

1) (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = (𝑏𝑏, 𝑎𝑎) – неупорядоченная пара. 
2) (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ≠ (𝑏𝑏, 𝑎𝑎) – упорядоченная пара. 
В зависимости от упорядоченности рёбер графа, графы можно 

классифицировать как ориентированные и неориентированные. Если рёбра графа 𝐺𝐺 
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являются неупорядоченными, то граф 𝐺𝐺 называют неориентированным, если рёбра 
упорядочены, то граф 𝐺𝐺 – ориентированный. 

Вершины, содержащиеся в ребре, также называются концами этого ребра. Если 
некоторая вершина является концом какого-то ребра, то говорится, что вершина 
является инцидентной  данному ребру и ребро инцидентно данной вершине. 

Множество 𝐸𝐸(𝐺𝐺) было введено как мультимножество. Это значит, что какой-то 
элемент множества может содержаться в 𝐸𝐸(𝐺𝐺) несколько раз. Такие элементы 𝐸𝐸(𝐺𝐺) 
(рёбра графа) называют кратными.  

В качестве примера рассмотрим некоторый неориентированный граф 𝐺𝐺. 𝑉𝑉(𝐺𝐺) =
{𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑚𝑚, 𝑔𝑔}, 𝐸𝐸(𝐺𝐺) = {(𝑎𝑎, 𝑏𝑏), (𝑏𝑏, 𝑎𝑎), (𝑎𝑎, 𝑐𝑐), (𝑎𝑎, 𝑐𝑐), (𝑏𝑏, 𝑏𝑏), (𝑏𝑏, 𝑐𝑐), (𝑐𝑐, 𝑚𝑚)}.  

Так как граф 𝐺𝐺 – неориентированный, то порядок рёбер не важен. Пронумеруем 
рёбра: 

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 𝑒𝑒1, (𝑏𝑏, 𝑎𝑎) = 𝑒𝑒2, (𝑎𝑎, 𝑐𝑐) = 𝑒𝑒3, (𝑎𝑎, 𝑐𝑐) = 𝑒𝑒4, (𝑏𝑏, 𝑏𝑏) = 𝑒𝑒5, (𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝑒𝑒6, (𝑐𝑐, 𝑚𝑚) = 𝑒𝑒7. 
𝑒𝑒1 = 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3 = 𝑒𝑒4, а значит 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, 𝑒𝑒3, 𝑒𝑒4 – кратные рёбра. 
Пары, состоящие из двух одинаковых вершин, называют петлями. Таким 

образом, ребро (𝑏𝑏, 𝑏𝑏) = 𝑒𝑒5 – петля. 
Мы можем ввести понятие степени вершины 𝒗𝒗. Степенью вершины 𝑣𝑣 

называют число рёбер 𝜎𝜎(𝑣𝑣), инцидентных данной вершине. Если в этой вершине есть 
петля, то она учитывается два раза. 

Тогда для графа 𝐺𝐺 получим: 
𝜎𝜎(𝑎𝑎) = 4 

𝜎𝜎(𝑏𝑏) = 5 

𝜎𝜎(𝑐𝑐) = 3 

𝜎𝜎(𝑚𝑚) = 1 

𝜎𝜎(𝑔𝑔) = 0 

Если степень вершины равна нулю, то её называют изолированной. В данном 
примере вершина 𝑔𝑔 – изолированная. 

Если степень вершины равна единице, то её называют висячей. В данном 
примере вершина 𝑚𝑚 – висячая. 

6.4 Геометрическая реализация графа. 
Важно помнить, что вершинами графа являются элементы произвольной 

природы, а не просто точки. Путаница возникает в связи с тем, что работая с графом, 
мы чаще всего имеем дело с его изображением – точками, соединёнными дугами. Такое 
изображение называют геометрической реализацией графа. 

Таким образом, геометрическая реализация графа 𝐺𝐺 – это представление графа 𝐺𝐺 
в пространстве, где вершины представлены точками, а рёбра – дугами, соединяющими 
их концы. Если граф ориентированный, то каждая дуга помечается стрелочкой, 
направленной от первого конца ребра ко второму. 
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Изобразим граф 𝐺𝐺 из нашего примера (рис. 2). Если бы граф был 
ориентированным, то его можно было бы изобразить как (рис.3). 

 

 
Важным является тот факт, что в ориентированном графе рёбра 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2 не будут 

кратными, так как они имеют различную ориентацию. 
Можно заметить, что просуммировав степени вершин неориентированного 

графа, мы получим число14 – удвоенное количество его точек. Этот факт не случаен, 
имеет место быть тривиальная лемма: 

Лемма о сумме степеней вершин графа. 
Сумма степеней всех вершин неориентированного графа равна удвоенному 

числу рёбер этого графа. 
Доказательство данного факта очевидно ввиду того, что в сумме степеней всех 

вершин графа каждая вершина учитывается ровно два раза. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2 Рис. 3 
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Лекция 7. Графы. 
7.1 Изоморфность графов. Подграфы. 

Как говорилось ранее, вершины и рёбра графов могут иметь совершенно разную 
природу. Однако при изучении графов, как правило, важна не природа их рёбер и 
вершин, а их структура. 

Для того, чтобы абстрагироваться от природы графов вводится понятие 
изоморфности: 

Пусть 𝐺𝐺′, 𝐺𝐺′′ - два графа с одинаковым числом рёбер и вершин. Будем называть 
эти графы изоморфными, если существует взаимно-однозначное соответствие 
𝜙𝜙: 𝑉𝑉(𝐺𝐺′) → 𝑉𝑉(𝐺𝐺′′), такое, что для любых (не обязательно различных) вершин 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈
 𝑉𝑉(𝐺𝐺′) число рёбер (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) в  𝐸𝐸(𝐺𝐺′) равно числу рёбер (𝜙𝜙(𝑢𝑢), 𝜙𝜙(𝑣𝑣)) в 𝐸𝐸(𝐺𝐺′′). 

В рамках понятия изоморфизма мы в некотором смысле можем считать графы, 
имеющие определённую структуру, одним и тем же графом. 

Рассмотрим изоморфизм на примере двух неориентированных графов (рис. 4): 

 
Действительно, данные графы являются изоморфными, так как мы можем 

построить некоторое взаимно-однозначное соответствие между вершинами графов, при 
котором необходимые свойства изоморфизма будут выполняться. 

Рассмотрим ещё один пример (рис. 5): 

 
Данные графы не будут изоморфны, несмотря на то, что они имеют одинаковое 

количество рёбер и вершин. Действительно, это понятно хотя бы из того, что из 
определения изоморфизма следует, что степени соответствующих вершин графов 

Рис. 4 

Рис. 5 
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должны совпадать. В левом графе есть вершина со степенью 5, а в правом таких 
вершин нет.  

Введём теперь понятие подграфа. Пусть 𝐺𝐺, 𝐺𝐺′ - графы, такие что 𝑉𝑉(𝐺𝐺′) ⊆ 𝑉𝑉(𝐺𝐺), 
𝐸𝐸(𝐺𝐺′) ⊆ 𝐸𝐸(𝐺𝐺). Тогда 𝐺𝐺′ называют подграфом графа 𝐺𝐺. Пример (рис. 6): 

 
Очевидно, что правый граф 𝐺𝐺′является подграфом левого графа 𝐺𝐺. 
Среди всех подграфов можно выделить особый класс подграфов. Пусть 𝑉𝑉(𝐺𝐺′) ⊆

𝑉𝑉(𝐺𝐺). 𝑉𝑉(𝐺𝐺′) = 𝑉𝑉′, 𝐸𝐸(𝐺𝐺′) = { (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺)|  𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉′}. Тогда 𝐺𝐺′ - подграф графа 𝐺𝐺, 
индуцированный подмножеством вершин 𝑉𝑉′. 

Обращаясь к рисунку 6, 𝑉𝑉′ = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑚𝑚}. Множество вершин графа 𝑉𝑉′ 
действительно является подмножеством вершина графа 𝐺𝐺, однако этот подграф не 
является индуцированным подмножеством вершин графа 𝐺𝐺 𝑉𝑉′, так как не все рёбра для 
которых (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ∈ 𝐸𝐸(𝐺𝐺)|  𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉′  принадлежат множеству 𝐸𝐸(𝐺𝐺′). 

Изобразим тогда подграф 𝐺𝐺′′, индуцированный подмножеством вершин               
𝑉𝑉′ = {𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑚𝑚} (рис. 7). 

 
 

Рис. 6 

Рис. 7 Рис. 8 
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7.2 Путь. Цепь. Цикл. 
Пусть 𝐺𝐺 – неориентированный граф. Тогда под путём в графе 𝐺𝐺 между 

вершинами 𝑣𝑣0 и 𝑣𝑣𝑠𝑠, проходящим через вершины 𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … 𝑣𝑣𝑠𝑠  и рёбра 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, … 𝑒𝑒𝑠𝑠, 
будем понимать последовательность вершин и рёбер 

𝑃𝑃 = 𝑣𝑣0𝑒𝑒1𝑣𝑣1𝑒𝑒2𝑣𝑣2 … 𝑣𝑣𝑠𝑠−1𝑒𝑒𝑠𝑠𝑣𝑣𝑠𝑠,      𝑣𝑣𝑗𝑗 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺), 𝑗𝑗 = 0,1,2, … , 𝑠𝑠, 

(возможно пустую), такую, что каждое следующее ребро в этой последовательности 
имеет общий конец с предыдущим ребром в этой последовательности. 

В произвольном случае путь может проходить через одно и то же ребро любое 
число раз. Приведём некоторые очевидные факты и определения. 

• Если некоторый путь проходит не более одного раза через одно и то же 
ребро, то он называется цепью. 

• Если некоторая цепь проходит не более одного раза через одну и ту же 
вершину, то её называют простой цепью. 

• Если вершины 𝑣𝑣0 и 𝑣𝑣𝑠𝑠 совпадают, то путь 𝑃𝑃  называется замкнутым путём. 
• Замкнутая цепь называется циклом. 
• Замкнутая простая цепь называется простым циклом. 

7.3 Отношение связанности. 
• Вершины 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 графа 𝐺𝐺 называются связанными, если в 𝐺𝐺 имеется путь 

между 𝑢𝑢 и v. 

Можно заметить, что если между вершинами графа имеется хотя бы один путь, 
то из этого пути несложно выделить простую цепь между этими двумя вершинами 
(рис. 8). 

Тогда данное определение можно переформулировать следующим образом: 
вершины 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 графа 𝐺𝐺 называются связанными тогда и только тогда, когда между 
ними имеется простая цепь. 

• Отношение связанности между вершинами графа является отношением 
эквивалентности. 

Действительно, отношение связанности связности обладает всеми тремя 
свойствами отношения эквивалентности. Оно является: 

1) рефлексивным (каждая вершина связана сама с собой),  
2) симметрическим (если первая вершина связана со второй, то и вторая 

связана с первой), 
3) транзитивным (если первая и вторая вершины связаны с третьей, то первая 

и вторая вершины связаны). 
Это означает, что все вершины графа можно разбить на классы 

эквивалентности относительно отношения связности: две вершины относятся к одному 
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классу эквивалентности тогда и только тогда, когда они являются связанными в этом 
графе. 

Для каждого из этих классов эквивалентности можно рассмотреть подграф 
индуцированный данным классом эквивалентности вершин. Такой подграф называется 
компонентой связности графа 𝐺𝐺. 

Рассмотрим пример (рис. 9). 
У данного графа есть 4 компоненты связности (они выделены красным 

цветом). 
 

 
 
Граф называется связным, если он имеет только одну компоненту связности. 

Это значит, что любые две вершины этого графа являются связанными. 

7.4 Деревья. 
• Неориентированный связный граф называется деревом (рис. 10). 

Утверждение. 

В любом дереве число рёбер на единицу меньше числа вершин. 

Доказательство. 

Данное свойство легко доказывается индукцией по числу вершин дерева. 

Пусть 𝐺𝐺 – дерево, имеющее 𝑛𝑛 вершин. 

Для 𝑛𝑛 = 1 свойство очевидно. Дерево не может иметь ни одного ребра, 
поскольку ребро должно было бы быть петлёй, но петля – частный случай цикла. 

𝑛𝑛 > 1. Пусть для всех деревьев с меньше чем 𝑛𝑛 вершинами утверждение верно. 

Рис. 9 Рис. 10 
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Тогда рассмотрим граф 𝐺𝐺, являющийся деревом. Заметим, что в любом дереве, 
в котором больше 1 вершины непременно найдётся висячая вершина. Докажем этот 
факт «методом блуждания». 

Рассмотрим некоторую вершину 𝑣𝑣. Если эта вершина висячая, то факт доказан. 
Если нет, то из неё выходит по крайней мере два ребра. Продолжим движение по графу 
по одному из этих рёбер до вершины 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2 и так далее. Так как каждый раз мы будем 
двигаться по тому ребру, по которому мы ещё не ходили, а рёбер конечное число, то в 
какой-то момент мы остановимся в силу того, что нет рёбер по которым можно 
двигаться дальше. При этом можно заметить, что при прохождении по дереву мы не 
сможем вернуться обратно в точки, в которых мы были до этого, поскольку если бы мы 
вернулись в какую-либо вершину, то в нашем пути был бы цикл, что противоречит 
определению дерева. 

Тогда через вершину, в которой мы остановились, может проходить только 
одно ребро, то есть вершина висячая. Факт доказан. 

Если удалить из графа 𝐺𝐺 висячую вершину вместе со связанным с ней ребром, 
то получится граф 𝐺𝐺′, состоящий из 𝑛𝑛 − 1 вершин. Этот граф также не является 
циклом, кроме того, он связный, а значит 𝐺𝐺′ - дерево. Тогда,  согласно индуктивному 
предположению, в графе 𝐺𝐺′ ровно 𝑛𝑛 − 2 ребра. Так как этот граф был получен из 𝐺𝐺 
посредством удаления одного ребра, то дерево 𝐺𝐺 содержит ровно 𝑛𝑛 − 1  ребро. Что и 
требовалось доказать. 

Неориентированный граф 𝐺𝐺 является деревом тогда и только тогда, когда 
выполняется хотя бы одно из следующих условий: 

1) Любые две вершины графа G соединены единственной простой цепью. 
2) Граф G не имеет циклов, но при добавлении к нему любого ребра в нём 

появляется цикл. 
3) Граф G является связным, но при удалении из него любого ребра он 

становится несвязным. 

7.5 Ориентированные графы. 
Введённые нами ранее понятия легко обобщаются на случай ориентированных 

графов. 
Условимся говорить, что если есть ребро ориентированного графа 𝑒𝑒 = (𝑢𝑢, 𝑣𝑣), 

то ребро 𝑒𝑒 выходит из 𝑢𝑢 и входит в 𝑣𝑣. 

Пусть 𝐺𝐺 – ориентированный граф. Тогда под ориентированным путём в графе 
𝐺𝐺 между вершинами 𝑣𝑣0 и 𝑣𝑣𝑠𝑠, проходящим через вершины 𝑣𝑣0, 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, … 𝑣𝑣𝑠𝑠 и рёбра 
𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2, … 𝑒𝑒𝑠𝑠, будем понимать последовательность вершин и рёбер 

𝑃𝑃 = 𝑣𝑣0𝑒𝑒1𝑣𝑣1𝑒𝑒2𝑣𝑣2 … 𝑣𝑣𝑠𝑠−1𝑒𝑒𝑠𝑠𝑣𝑣𝑠𝑠,      𝑣𝑣𝑗𝑗 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺), 𝑗𝑗 = 0,1,2, … , 𝑠𝑠, 

(возможно пустую), такую, что каждое следующее ребро в этой последовательности 
имеет общий конец с предыдущим ребром в этой последовательности. 
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Ориентированный путь, проходящий не более одного раза через одно и то же 
ребро, называется ориентированной цепью. 

Ориентированная цепь, проходящая не более одного раза через одну и ту же 
вершину, называется ориентированной простой цепью. 

Замкнутая ориентированная цепь называется ориентированным циклом. 

Замкнутая простая ориентированная цепь называется простым 
ориентированным циклом. 

Утверждение. 

В любом ориентированном графе без ориентированных циклов найдутся 
вершина, из которой не выходит ни одного ребра, и вершина, в которую не входит ни 
одно ребро. 

Доказательство. 
Пусть 𝐺𝐺 – ориентированный граф без ориентированных циклов. 
Рассмотрим в этом графе всевозможные ориентированные простые цепи, то 

есть цепи, не проходящие более одного раза через одну и ту же вершину. Это значит, 
что они не могут быть бесконечно длинными,  каждая цепь состоит из конечного числа 
вершин. Тогда из всех этих ориентированных цепей можно выбрать ориентированную 
простую цепь максимальной длины 𝑃𝑃, выходящую из вершины 𝑣𝑣′ и входящую в 
вершину 𝑣𝑣′′.  

Из 𝑣𝑣′′ не может выходить ни одного ребра, ведь цепь 𝑃𝑃 имеет максимальную 
длину и не имеет циклов. Из аналогичных соображений, в вершину 𝑣𝑣′ не может 
входить ни одного ребра. Что и требовалось доказать. 

Пусть 𝐺𝐺 – ориентированный граф, |𝑉𝑉(𝐺𝐺)| = 𝑛𝑛. Тогда мы можем рассматривать 
нумерации вершин этого графа от 1 до 𝑛𝑛: 

𝛼𝛼:   𝑉𝑉(𝐺𝐺) → {1,2, … , 𝑛𝑛} – нумерация вершин графа 𝐺𝐺 числами от 1 до 𝑛𝑛. 
Нумерация 𝛼𝛼 называется монотонной, если для любого ребра (𝑢𝑢, 𝑣𝑣) 𝜖𝜖 𝐸𝐸(𝐺𝐺) 

выполняется 𝛼𝛼(𝑣𝑣) > 𝛼𝛼(𝑢𝑢). 
Лемма. 
Для любого ориентированного графа, не имеющего ориентированных циклов, 

имеется монотонная нумерация его вершин. 
Доказательство. 
Данный факт доказывается с использованием математической индукции по 

количеству вершин графа. 
Пусть 𝐺𝐺 – ориентированный граф без ориентированных циклов с 𝑛𝑛 вершинами. 
Для  𝑛𝑛 = 1 утверждение теоремы очевидно, так как граф не имеет ни одного 

ребра. 
Пусть теперь 𝑛𝑛 > 1 и для любого ориентированного графа без 

ориентированных циклов с 𝑛𝑛 − 1 вершиной лемма справедлива.  
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По доказанному утверждению, в графе 𝐺𝐺 есть вершина, из которой не выходит 
ни одного ребра. Тогда рассмотрим граф 𝐺𝐺′, из которого удалили эту вершину и все 
связанные с ней рёбра. Этот граф также будет ориентированным графом без 
ориентированных циклов. В графе 𝐺𝐺′ содержится ровно 𝑛𝑛 − 1 вершина.  

По индуктивному предположению в этом графе существует монотонная 
нумерация 𝛼𝛼′ вершин графа. Из этой нумерации несложно построить монотонную 
нумерацию для вершин графа 𝐺𝐺. 

Пусть 𝑢𝑢 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺), 

𝛼𝛼(𝑢𝑢) = �
𝑛𝑛, если 𝑢𝑢 = 𝑣𝑣

𝛼𝛼′(𝑢𝑢), если 𝑢𝑢 ≠ 𝑣𝑣.   

Несложно заметить, что 𝛼𝛼 – монотонная нумерация вершин графа 𝐺𝐺. Что и 
требовалось доказать. 

7.6 Схемы из функциональных элементов. 
Схемой из функциональных элементов над  {∨, &, ⎺} (дизъюнкция, 

конъюнкция и отрицание) называют ориентированный граф 𝑆𝑆 = (𝑉𝑉(𝑆𝑆), 𝐺𝐺(𝑆𝑆)) без 
ориентированных циклов, в каждую вершину которого входит не более двух рёбер, то 
есть 𝑉𝑉(𝑆𝑆) = 𝑉𝑉0 ∪ 𝑉𝑉1 ∪ 𝑉𝑉2 , где 𝑉𝑉𝑖𝑖 – множество вершин 𝑆𝑆, в которое входит 𝑖𝑖 рёбер. 

• Каждой вершине из 𝑉𝑉0, называемой входом, приписан символ некоторой 
булевой переменной. 

• Каждой вершине из 𝑉𝑉1 приписан символ отрицания. 
• Каждой вершине из 𝑉𝑉2 приписан символ конъюнкции или дизъюнкции. 
• Вершины из множеств 𝑉𝑉1 и 𝑉𝑉2 называются функциональными элементами 

схемы 𝑺𝑺. 
В схеме 𝑆𝑆 имеется также произвольное непустое подмножество вершин, 

называемое выходами схемы 𝑆𝑆 (выходы отмечены символом ∗). Любая вершина схемы 
(в том числе и вход!) может являться выходом схемы. 

• 𝐿𝐿(𝑆𝑆) – число функциональных элементов схемы 𝑆𝑆, называемое сложностью 
схемы 𝑺𝑺. 

Рассмотрим пример (рис. 11). Вершины, являющиеся функциональными 
элементами, для удобства обозначаются не точками, а треугольниками с 
функциональным символом внутри. В этой схеме ровно 4 функциональных элемента, 
поэтому сложность этой схемы равна 4. 

 
Пусть 𝑆𝑆 – СФЭ над {∨, &, ⎺}, 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 – переменные, 

приписанные входам схемы 𝑆𝑆, 𝛼𝛼 – монотонная нумерация вершин 
схемы 𝑆𝑆, 𝑣𝑣𝑖𝑖 – вершина схемы 𝑆𝑆, такая что 𝛼𝛼(𝑣𝑣𝑖𝑖) = 𝑖𝑖. 

Тогда для каждой вершины схемы мы можем определить понятие 
функции 𝑓𝑓𝑣𝑣𝑖𝑖 от переменных 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, приписанных входам схемы, 
реализуемой в вершине 𝑣𝑣𝑖𝑖 (определяемой некоторой монотонной 

Рис. 11 
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нумерацией 𝛼𝛼, которая существует по доказанной лемме), 
определяемой индукцией по 𝑖𝑖. Для удобства будем обозначать как 𝑣𝑣𝑖𝑖  

вершину схемы, имеющую номер 𝑖𝑖. 
• Базис индукции  𝑣𝑣𝑖𝑖 – вход схемы 𝑆𝑆 ⟹ 𝑓𝑓𝑣𝑣𝑖𝑖, где 𝑥𝑥 – переменная, 

приписанная входу 𝑣𝑣𝑖𝑖. 
• Индуктивное предположение:  𝑣𝑣𝑖𝑖 -  функциональный элемент схемы 𝑆𝑆 и 

для любого 𝑗𝑗 < 𝑖𝑖 функция 𝑓𝑓𝑣𝑣𝑖𝑖  уже определена. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Как пример рассмотрим схему из рисунка 11 (рис. 12). Каждой вершине можно 
приписать функцию, реализуемую в этой вершине. 

 

Утверждение. 

Определение всех функций, реализуемых в вершинах схемы из функциональных 
элементов, не зависит от выбора монотонной нумерации её вершин. 

Доказательство. 

Докажем это утверждение от противного. 

Вариант 1. 𝒗𝒗𝒊𝒊 ∈ 𝑽𝑽𝟏𝟏 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓𝑓𝑣𝑣𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑣𝑣𝚥𝚥
��� 

Вариант 2. 𝒗𝒗𝒊𝒊 ∈ 𝑽𝑽𝟐𝟐, ∘=∨, & 

 

 

 

 

 

 

 

𝑓𝑓𝑣𝑣𝑖𝑖 = 𝑓𝑓𝑣𝑣𝑗𝑗 ∘ 𝑓𝑓𝑣𝑣𝑘𝑘 

Рис. 12 

https://vk.com/teachinmsu


 

ТЕОРИЯ ДИСКРЕТНЫХ ФУНКЦИЙ   
КОЛПАКОВ Р. М. КОЧЕРГИН В. В. 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ                                                                                                                                                       
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ                                                                                                                                                 

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU 

 

59 
 
 

 

Пусть существуют две монотонные нумерации вершин 𝑆𝑆, 𝛼𝛼 и 𝛼𝛼′, где 𝑓𝑓𝑣𝑣  – 
функция, реализуемая в вершине 𝑣𝑣 для нумерации 𝛼𝛼, а 𝑓𝑓′𝑣𝑣 - функция, реализуемая в 
вершине 𝑣𝑣 для нумерации 𝛼𝛼′. 

Пусть существует какая-то вершина 𝑣𝑣, такая что 𝑓𝑓𝑣𝑣 ≠ 𝑓𝑓′𝑣𝑣. 

Будем считать, что 𝑣𝑣𝑖𝑖 – вершина, имеющая номер 𝑖𝑖 в нумерации 𝛼𝛼, то есть 
𝛼𝛼(𝑣𝑣𝑖𝑖) = 𝑖𝑖. 

Среди всех вершин выберем вершину с наименьшим номером: 

𝑚𝑚 = min({𝑖𝑖|  𝑓𝑓𝑣𝑣 ≠ 𝑓𝑓′𝑣𝑣}). 

Заметим, что вершина 𝑣𝑣𝑚𝑚 не может являться входом, поскольку определение 
функции, реализуемой на входе, не зависит от нумерации. Но тогда 𝑣𝑣𝑚𝑚 является 
функциональным элементом. Пусть, без ограничения общности, в 𝑣𝑣𝑚𝑚 входит два ребра 
(доказательство для случая 1 ребра аналогично). 

Так как 𝑚𝑚 = min({𝑖𝑖|  𝑓𝑓𝑣𝑣 ≠ 𝑓𝑓′𝑣𝑣}), то 𝑠𝑠, 𝑐𝑐 < 𝑚𝑚. Для всех номеров, меньших чем 𝑚𝑚, 
𝑓𝑓𝑣𝑣𝑡𝑡 = 𝑓𝑓′𝑣𝑣𝑡𝑡. 

Согласно определению, 𝑓𝑓𝑣𝑣𝑚𝑚 = 𝑓𝑓𝑣𝑣𝑠𝑠 ∘ 𝑓𝑓𝑣𝑣𝑡𝑡 = 𝑓𝑓𝑣𝑣𝑠𝑠 ∘ 𝑓𝑓′
𝑣𝑣𝑡𝑡

= 𝑓𝑓′𝑣𝑣𝑚𝑚 . Мы получили, что 
𝑓𝑓𝑣𝑣𝑚𝑚 = 𝑓𝑓′𝑣𝑣𝑚𝑚 . Противоречие. Теорема доказана от противного. 

Будем считать, что СФЭ 𝑆𝑆 реализует все функции, реализуемые в её выходах. В 
частности, схема 𝑆𝑆 на рисунке 12 реализует функции {𝑥𝑥, 𝑥𝑥&𝑦𝑦, 𝑥𝑥⨁𝑦𝑦}. 

7.7 Алфавит. 
Пусть 𝐴𝐴 = {𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑟𝑟} – некоторый алфавит символов. 

• Словом 𝒘𝒘 над данным алфавитом 𝑨𝑨 мы будем называть произвольную 
конечную последовательность символов данного алфавита: 𝑤𝑤 = 𝑎𝑎𝑖𝑖1𝑎𝑎𝑖𝑖2 … 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑛𝑛 . 

• Под длиной 𝒏𝒏 слова 𝒘𝒘 будем понимать число символов в данной конечной 
последовательности. 

• Λ – “пустое” слово длины 0. 
• 𝐴𝐴𝑛𝑛 – множество всех слов длины 𝑛𝑛 в данном алфавите. 
• 𝐴𝐴∗ - множество всех слов над алфавитом 𝐴𝐴 (включая пустое слово). 𝐴𝐴∗ =

𝐴𝐴0 ∪ 𝐴𝐴1 ∪ 𝐴𝐴2 ∪ … .  
Кроме конечных слов будем также рассматривать бесконечные слова, то есть 

бесконечные последовательности символов алфавита 𝐴𝐴. 
• 𝐴𝐴∞ - множество всех бесконечных слов над алфавитом 𝐴𝐴. 

Пусть имеется два алфавита  𝐴𝐴 = {𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑟𝑟} и 𝐵𝐵 = {𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, … , 𝑏𝑏𝑞𝑞}. 

Будем рассматривать функции 𝑓𝑓: 𝐴𝐴∞ → 𝐵𝐵∞. Функция 𝑓𝑓 отображает некоторое 
бесконечное слово 𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … ∈ 𝐴𝐴∞ в другое бесконечное слово 

𝑓𝑓(𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … ) = 𝑦𝑦(1)𝑦𝑦(2) …   ∈ 𝐵𝐵∞. 
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Тогда говорят, что алфавит 𝐴𝐴 является входным для функции 𝑓𝑓, а алфавит 𝐵𝐵 – 
выходным. 

Пусть функция 𝑓𝑓: 𝐴𝐴∞ → 𝐵𝐵∞. Будем называть такую функцию 
детерминированной, если для любого натурального 𝑘𝑘 и любых двух входных слов 
𝑥𝑥�′ = 𝑥𝑥′(1)𝑥𝑥′(2) … и 𝑥𝑥�′′ = 𝑥𝑥′′(1)𝑥𝑥′′(2) …, таких, что 𝑥𝑥′(1) = 𝑥𝑥′(1), 𝑥𝑥′(2) =
𝑥𝑥′′(2), … , 𝑥𝑥′(𝑘𝑘) = 𝑥𝑥′′(𝑘𝑘),  𝑓𝑓(𝑥𝑥�′) = 𝑦𝑦′(1)𝑦𝑦′(2) …, 𝑓𝑓(𝑥𝑥�′′) = 𝑦𝑦′′(1)𝑦𝑦′′(2) …, выполняется 
 𝑦𝑦′(1) = 𝑦𝑦′′(1), 𝑦𝑦′(2) = 𝑦𝑦′′(2), … , 𝑦𝑦′(𝑘𝑘) = 𝑦𝑦′′(𝑘𝑘). 

Пример 1. 

Пусть 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 = {0,1},    

𝑓𝑓′(𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2)𝑥𝑥(3) … ) = �111 … , если 𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2)𝑥𝑥(3) … = 111 … ,
000 … , в противном случае.  

Эта функция не является детерминированной, так как  

 

Пример 2. 

Функцию 𝑓𝑓(𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … ) = 0 𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … называют функцией задержки. 
Данная функция является детерминированной (при подаче 𝑘𝑘 одинаковых значений 
первые 𝑘𝑘 + 1 полученных элементов будут совпадать). 

Пример 3. 

Функцию 𝑓𝑓+(𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … ) = 𝑦𝑦+(1)𝑦𝑦+(2) … , где     
𝑦𝑦+(1) = 𝑥𝑥(1), 𝑦𝑦+(2) = 𝑥𝑥(1)⨁𝑥𝑥(2), … , 𝑦𝑦+(𝑘𝑘) = 𝑥𝑥(1)⨁𝑥𝑥(2)⨁ … ⨁𝑥𝑥(𝑘𝑘), … называют 
функцией суммы по модулю два. Данная функция является детерминированной. 
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Лекция 8. Информационные деревья. 
8.1 Информационные деревья. 

Можно заметить, что если функция является детерминированной, то 𝑘𝑘 -ый 
элемент выходной последовательности однозначно определяется первыми 𝑘𝑘  
элементами входной последовательности: 

𝑓𝑓: 𝐴𝐴∞ → 𝐵𝐵∞ − детерминированная функция. 

𝑓𝑓(𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2)𝑥𝑥(3) … ) = 𝑦𝑦(1)𝑦𝑦(2) … 

𝑦𝑦(𝑘𝑘) = 𝑓𝑓𝑘𝑘�𝑥𝑥(1), 𝑥𝑥(2), 𝑥𝑥(3), … 𝑥𝑥(𝑐𝑐)�,  

𝑓𝑓𝑡𝑡: 𝐴𝐴𝑡𝑡  → 𝐵𝐵, 𝑐𝑐 = 1,2, … 

𝑓𝑓(𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2)𝑥𝑥(3) … ) = 𝑓𝑓1�𝑥𝑥(1)�𝑓𝑓2�𝑥𝑥(1), 𝑥𝑥(2)�𝑓𝑓3�𝑥𝑥(1), 𝑥𝑥(2), 𝑥𝑥(3)� … 

Таким образом, любой детерминированной функции можно поставить в 
соответствие последовательность функций, задающих данную зависимость.  

Детерминированные функции удобно задавать с помощью специальных 
графовых структур – информационных деревьев (рис. 13). Такие деревья являются: 

1) Бесконечными. Они могут иметь бесконечное число вершин и рёбер 
2) Корневыми. Обладают «выделенной» вершиной, называемой корнем. Эта 

вершина отмечается ∗. 
3) Ориентированными. 

 

 

 𝑓𝑓: 𝐴𝐴∞ → 𝐵𝐵∞ − детерминированная функция. 

Зададим некоторую детерминированную функцию на информационном дереве 
(рис. 14). Рассмотрим произвольное ребро 𝑒𝑒 данного дерева. Так как в дереве между 
двумя вершинами имеется только одна простая цепь, то в бесконечном 

Рис. 13 
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информационном дереве для любой вершины есть однозначным образом определённая 
ориентированная простая цепь из корня в данную вершину.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Тогда выбранному нами ребру будет однозначно сопоставлена некоторая 
идущая из корня простая ориентированная цепь из рёбер, которая заканчивается 
ребром 𝑒𝑒.  

Для последовательности входных элементов 𝑗𝑗1, 𝑗𝑗2, … 𝑗𝑗𝑡𝑡  можно рассмотреть 
значение 𝑓𝑓𝑡𝑡, соответствующее функции 𝑓𝑓. Мы получим некоторый входной элемент 
𝑏𝑏. Явно припишем его ребру 𝑒𝑒. 

 

Рис. 14 

Рис. 15 

https://vk.com/teachinmsu


 

ТЕОРИЯ ДИСКРЕТНЫХ ФУНКЦИЙ   
КОЛПАКОВ Р. М. КОЧЕРГИН В. В. 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ                                                                                                                                                       
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ                                                                                                                                                 

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU 

 

63 
 
 

 

Рассмотрим как пример функцию задержки, введённую на предыдущей лекции. 
Построим для неё информационное дерево (рис. 15). 

𝑓𝑓(𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … ) = 0 𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … , 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 = {0,1}. 

Так как для этой функции 𝑛𝑛 = 2, то из каждой вершины будет выходить ровно 2 
ребра. Левому ребру сопоставлен 0, правому единица. 

Рассмотрим теперь как пример функцию суммы по модулю два 
𝑓𝑓+(𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … ) = 𝑦𝑦+(1)𝑦𝑦+(2) … , где  𝑦𝑦+(1) = 𝑥𝑥(1), 𝑦𝑦+(2) = 𝑥𝑥(1)⨁𝑥𝑥(2), … , 𝑦𝑦+(𝑘𝑘) =
𝑥𝑥(1)⨁𝑥𝑥(2)⨁ … ⨁𝑥𝑥(𝑘𝑘), введённую на предыдущей лекции. Построим для неё 
информационное дерево (рис. 16).  

 

8.2       Поддеревья. 
Пусть имеется некоторая детерминированная функция с информационным 

деревом 𝑇𝑇 и корнем 𝑤𝑤. Тогда для любой вершины мы можем рассмотреть  бесконечное 
корневое дерево с корнем в вершине 𝑤𝑤′. Это информационное дерево будем называть 
поддеревом дерева 𝑇𝑇𝑤𝑤′  с корнем в данной вершине (рис. 17).  

Пусть 𝑎𝑎𝑗𝑗1𝑎𝑎𝑗𝑗2 … 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑡𝑡 … ∈ 𝐴𝐴∞ входное слово нашей 
функции. Тогда можно рассмотреть соответствующую 
этому слову бесконечную ориентированную простую 
цепь информационного дерева данной функции (рис. 18). 
Для данной ориентированной  цепи рассмотрим символы 
выходного алфавита 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, … , 𝑏𝑏𝑘𝑘 , …, приписанные 
данным рёбрам. Тогда несложно заметить, что 
последовательность 𝑏𝑏1𝑏𝑏2 … 𝑏𝑏𝑘𝑘 … = 𝑓𝑓�𝑎𝑎𝑗𝑗1𝑎𝑎𝑗𝑗2 … 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑡𝑡 … �. Это 

Рис. 16 

Рис. 17 
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означает, что с помощью 
информационного дерева мы можем 
однозначно «вычислить» функцию  на 
любом входном слове, то есть оно 
однозначно определяет заданную 
детерминированную функцию. 

8.3 Эквивалентность 
поддеревьев. Состояние и вес 
функции. 

Рассмотрим два поддерева 𝑇𝑇𝑤𝑤′ и 
 𝑇𝑇𝑤𝑤′′ информационного дерева 𝑇𝑇 (рис. 
19). Можно заметить, что все рёбра этих 
поддеревьев можно разделить на пары 

соответствующих по расположению рёбер (для разбиения нужно составить цепи, 
выходящие из корней, с одинаковыми 
входными словами). 

Будем называть два поддерева 
𝑇𝑇𝑤𝑤′ и  𝑇𝑇𝑤𝑤′′  эквивалентными, если 
любым соответствующим рёбрам этих 
поддеревьев приписаны одинаковые 
выходные символы. Формулируя иначе, 
если 𝑇𝑇𝑤𝑤′ - информационное дерево 
функции 𝑓𝑓′, а  𝑇𝑇𝑤𝑤′′ - функции 𝑓𝑓′′, то 𝑇𝑇𝑤𝑤′ 
и  𝑇𝑇𝑤𝑤′′  эквивалентны тогда и только 
тогда, когда 𝑓𝑓′ = 𝑓𝑓′′ .  

 

 

• Отношение эквивалентности поддеревьев информационного дерева 
удовлетворяет свойствам отношения эквивалентности. 

 Действительно, несложно установить, что оно симметрично, рефлексивно и 
транзитивно. Исходя из этого, все поддеревья можно разделить на классы 
эквивалентных поддеревьев: 

• Состояние функции 𝒇𝒇 – класс эквивалентных поддеревьев 
информационного дерева функции 𝑓𝑓. 

• Число состояний  (число классов эквивалентных поддеревьев) функции 𝑓𝑓 
называют весом функции 𝒇𝒇. 

Если рассмотреть информационное дерево для функции задержки (рис. 15), то 
можно заметить, что эквивалентными являются любые поддеревья, у которых рёбрам 

Рис. 18 

Рис. 19 

https://vk.com/teachinmsu


 

ТЕОРИЯ ДИСКРЕТНЫХ ФУНКЦИЙ   
КОЛПАКОВ Р. М. КОЧЕРГИН В. В. 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ                                                                                                                                                       
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ                                                                                                                                                 

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU 

 

65 
 
 

 

первого уровня приписаны нули, и любые поддеревья с приписанной первым рёбрам 
единицей. Это значит, что для информационного дерева функции задержки имеется 2 
класса эквивалентных поддеревьев, то есть вес функции задержки равен двум. 

Аналогично, рассмотрев информационное дерево функции суммирования (рис. 
16), можно заметить, что в нём будет два класса эквивалентных поддеревьев: 
поддеревья, у которых левому ребру первого уровня приписана единица, а правому 
ноль, и поддеревья, у которых правому ребру приписан ноль, а левому единица. Тогда 
вес функции суммирования по модулю 2 также будет равен 2.  

8.4       Ограниченно-детерминированные функции. Диаграммы Мура. 
• Детерминированная функция называется ограниченно-

детерминированной, если она имеет конечное число состояний, то есть 
имеет конечный вес. 

Так как вес функции суммирования по модулю 2 и функции задержки равен 2, 
то эти функции являются ограниченно-детерминированными. 

Рассмотрим некоторую ограниченно-детерминированную функцию 

𝑓𝑓:  𝐴𝐴∞ → 𝐵𝐵∞. 

Заметим, что если мы рассмотрим произвольную вершину информационного 
дерева данной функции, то этой вершине сопоставляется поддерево с корнем в этой 
вершине, которое находится в некотором состоянии функции 𝑓𝑓. Это значит, что каждой 
вершине 𝑤𝑤 функции 𝑓𝑓 можно сопоставить состояние функции 𝑞𝑞(𝑤𝑤), соответствующее 
тому классу эквивалентности, в котором находится поддерево 𝑇𝑇𝑤𝑤. В таком случае 
будем говорить, что 𝑞𝑞(𝑤𝑤) – состояние вершины 𝑤𝑤. 

• 𝑄𝑄 – множество всех состояний функции 𝑓𝑓. 
• 𝑞𝑞0 – состояние корня информационного дерева (начальное состояние 

функции 𝑓𝑓. 

Рассмотрим теперь информационное дерево данной функции 𝑓𝑓 (рис. 20). 
Рассмотрим в нём две вершины 𝑢𝑢′и 
𝑢𝑢′′, у которых совпадает состояние 
𝑞𝑞(𝑢𝑢′) = 𝑞𝑞(𝑢𝑢′′) = 𝑞𝑞. Пусть 𝑒𝑒′ и 𝑒𝑒′′ – 
некоторые рёбра с одинаковыми 
номерами, выходящие из данных 
вершин. Этим рёбрам сопоставлены 
некоторые выходные символы 𝑏𝑏′ и 
𝑏𝑏′′. 

Так как состояния вершин 
𝑢𝑢′и 𝑢𝑢′′ одинаковы, то поддеревья с 
корнями в этих вершинах 
эквивалентны. Кроме того, рёбра 𝑒𝑒′ 

Рис. 20 
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и 𝑒𝑒′′ являются соответствующими рёбрами этих поддеревьев 𝑇𝑇𝑢𝑢′ и 𝑇𝑇𝑢𝑢′′. Из этого 
следует, что выходные символы 𝑏𝑏′ и 𝑏𝑏′′, приписанные этим рёбрам, должны совпадать. 

Это значит, что выходной символ, приписанный ребру, однозначно определяется 
состоянием вершины, из которой выходит это ребро, а также входным символом, 
неявно приписанным данному ребру. 

Эту зависимость можно выразить функционально: 

𝑏𝑏 = 𝐹𝐹�𝑞𝑞, 𝑎𝑎𝑗𝑗�,    𝐹𝐹:    𝑄𝑄 × 𝐴𝐴 → 𝐵𝐵. 

Такую функцию 𝐹𝐹 будем называть функцией выходов для функции 𝑓𝑓. 
Обозначим как 𝑣𝑣′ и 𝑣𝑣′′ функции вершины, в которые входят рёбра 𝑒𝑒′ и 𝑒𝑒′′ на рис. 20. 
Для этих вершин мы можем рассмотреть поддеревья 𝑇𝑇𝑣𝑣′ и 𝑇𝑇𝑣𝑣′′. Так как поддеревья 𝑇𝑇𝑢𝑢′ и 
𝑇𝑇𝑢𝑢′′ являются эквивалентными, а рёбра 𝑒𝑒′ и 𝑒𝑒′′ - соответствующие, то поддеревья 𝑇𝑇𝑣𝑣′ и 
𝑇𝑇𝑣𝑣′′ также эквивалентны, а состояния вершин совпадают 𝑣𝑣′ и 𝑣𝑣′′:   𝑞𝑞(𝑢𝑢′) = 𝑞𝑞(𝑢𝑢′′) = 𝑞𝑞. 

Это значит, что состояние вершины, в которую входит ребро информационного 
дерева также однозначно определяется состоянием вершины, из которой это ребро 
выходит, и входным символом, неявным образом приписанным данному ребру. 

Из этого следует, что эту зависимость тоже можно задать неявным образом: 

𝑞𝑞′ = 𝐹𝐹�𝑞𝑞, 𝑎𝑎𝑗𝑗�,    𝐺𝐺:    𝑄𝑄 × 𝐴𝐴 → 𝑄𝑄. 

Такую функцию 𝐺𝐺 будем обозначать функцией переходов для функции 𝑓𝑓. 

Теперь можно заметить, что по введённым трём элементам 𝑞𝑞0, 𝐹𝐹 и 𝐺𝐺 можно 
однозначно восстановить исходную функцию 𝑓𝑓. 

Действительно, для любого входного слова, используя 𝑞𝑞0, 𝐹𝐹 и 𝐺𝐺 можно 
однозначно построить соответствующее выходное слово:  

Пусть 𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … = 𝑎𝑎𝑖𝑖1𝑎𝑎𝑖𝑖2 … . 
Рассмотрим в информационном 
дереве соответствующую этому слову 
бесконечную ориентированную цепь 
(рис. 21), проходящую через вершины 
𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑣𝑣3, … . Этим вершинам 
сопоставлены некоторые состояния 
𝑞𝑞(1), 𝑞𝑞(2), … . 

Так как начальное состояние 
корня задано, то 𝑞𝑞(1) = 𝑞𝑞0. 

 

𝑏𝑏1𝑏𝑏2 … = 𝑓𝑓�𝑎𝑎𝑖𝑖1𝑎𝑎𝑖𝑖2 … �, где 𝑓𝑓 – искомая функция. 

Рис. 21 

https://vk.com/teachinmsu


 

ТЕОРИЯ ДИСКРЕТНЫХ ФУНКЦИЙ   
КОЛПАКОВ Р. М. КОЧЕРГИН В. В. 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ                                                                                                                                                       
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ                                                                                                                                                 

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU 

 

67 
 
 

 

Рассмотрим выходной элемент 𝑏𝑏𝑡𝑡, приписанный 𝑐𝑐 -ому ребру данной цепи. 
Значение данного элемента однозначно определяется состоянием вершины, из которой 
выходит данное ребро, и входным символом, неявным образом приписанным данному 
ребру: 𝑏𝑏𝑡𝑡 = 𝐹𝐹(𝑞𝑞(𝑐𝑐), 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑡𝑡). Кроме того, 𝑞𝑞(𝑐𝑐 + 1) = 𝐺𝐺(𝑞𝑞(𝑐𝑐), 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑡𝑡).  

Пользуясь тем, что мы знаем начальное состояние функции и соотношения 𝑏𝑏𝑡𝑡 =
𝐹𝐹�𝑞𝑞(𝑐𝑐), 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑡𝑡�, 𝑞𝑞(𝑐𝑐 + 1) = 𝐺𝐺(𝑞𝑞(𝑐𝑐), 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑡𝑡), мы можем последовательно вычислять 
𝑏𝑏1, 𝑞𝑞(2), 𝑏𝑏2, 𝑞𝑞(3) и так далее.  

Таким образом, мы можем однозначно восстановить последовательность 𝑏𝑏1𝑏𝑏2 … 
на произвольном входном слове. Это значит, что по заданным элементам 𝑞𝑞0, 𝐹𝐹 и 𝐺𝐺 
можно однозначно восстановить исходную функцию 𝑓𝑓. 

Запишем соответствующие выражения: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … ) = 𝑦𝑦(1)𝑦𝑦(2) … 

𝑐𝑐 = 1,2, … 

�
𝑞𝑞(1) = 𝑞𝑞0

𝑦𝑦(𝑐𝑐) = 𝐹𝐹�𝑔𝑔(𝑐𝑐), 𝑥𝑥(𝑐𝑐)�
𝑔𝑔(𝑐𝑐 + 1) = 𝐺𝐺(𝑔𝑔(𝑐𝑐), 𝑥𝑥(𝑐𝑐).

 

Эти уравнения называют каноническими уравнениями для функции 𝑓𝑓. С их 
помощью можно однозначно вычислить функцию 𝑓𝑓.  

 

Пример. 

Функция задержки (рис. 22):  
𝑓𝑓(𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … ) = 0 𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … , 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 = {0,1}. 

Рис. 22 
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𝑄𝑄 = {𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼𝐼} − множество состояний.  

Состояние 𝐼𝐼 – поддеревья, первым рёбрам которых сопоставлены 0, состояние 𝐼𝐼𝐼𝐼 
– поддеревья, первым рёбрам которых сопоставлены 1. 

Тогда: 

𝑞𝑞0 = 𝐼𝐼. 

𝒒𝒒 𝒂𝒂 𝑭𝑭 𝑮𝑮 
𝐼𝐼 0 0 𝐼𝐼 
𝐼𝐼 1 0 𝐼𝐼𝐼𝐼 
𝐼𝐼𝐼𝐼 0 1 𝐼𝐼 
𝐼𝐼𝐼𝐼 1 1 𝐼𝐼𝐼𝐼 

 

Эта информация помогает более наглядно задавать диаграммы Мура. 

В таких диаграммах состояния вершин изображаются кругами, в которые 
вписаны значения этих состояний. 

 Тогда для данной функции (функции задержки) диаграмма Мура будет 
выглядеть следующим образом (рис. 23): 

 

Аналогично можно построить канонические уравнения для функции 
суммирования 𝑓𝑓+(𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2) … ) = 𝑦𝑦+(1)𝑦𝑦+(2) … , где  𝑦𝑦+(1) = 𝑥𝑥(1), 𝑦𝑦+(2) =
𝑥𝑥(1)⨁𝑥𝑥(2), … , 𝑦𝑦+(𝑘𝑘) = 𝑥𝑥(1)⨁𝑥𝑥(2)⨁ … ⨁𝑥𝑥(𝑘𝑘) (рис. 24). 

𝒒𝒒 𝒂𝒂 𝑭𝑭 𝑮𝑮 
𝐼𝐼 0 0 𝐼𝐼 
𝐼𝐼 1 1 𝐼𝐼𝐼𝐼 
𝐼𝐼𝐼𝐼 0 1 𝐼𝐼𝐼𝐼 
𝐼𝐼𝐼𝐼 1 0 𝐼𝐼 

 

Рис. 23 
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Тогда диаграмма Мура для данной функции будет выглядеть следующим 
образом: (рис. 25). 

8.5     Автоматы. 
Автоматом называют объект 𝑉𝑉 = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄, 𝐹𝐹, 𝐺𝐺), где 𝐴𝐴 – входной алфавит, 𝐵𝐵 – 

выходной алфавит, 𝑄𝑄 – алфавит состояний, 𝐹𝐹: 𝑄𝑄 × 𝐴𝐴 → 𝐵𝐵 – функция выходов,  
𝐺𝐺: 𝑄𝑄 × 𝐴𝐴 → 𝑄𝑄 – функция переходов. 

Автомат можно рассматривать как некоторый «чёрный ящик» с одним входом и 
выходом, функционирующий в дискретные моменты времени 𝑐𝑐 = 1,2,3 … (рис. 26). В 
каждый момент времени на вход в ящик поступает элемент входного алфавита 𝑎𝑎(𝑐𝑐) ∈
𝐴𝐴 и выдается выходной элемент 𝑏𝑏(𝑐𝑐) = 𝐹𝐹(𝑞𝑞(𝑐𝑐), 𝑎𝑎(𝑐𝑐)). Это значение однозначно 
определяется состоянием 𝑞𝑞(𝑐𝑐), в котором находится этот автомат, и входным символом 
𝑎𝑎(𝑐𝑐). В следующий момент времени автомат переходит в состояние 𝑞𝑞(𝑐𝑐 + 1) =
𝐺𝐺(𝑞𝑞(𝑐𝑐), 𝑎𝑎(𝑐𝑐)), которое также однозначно определяется состоянием 𝑞𝑞(𝑐𝑐), в котором 
находился этот автомат, и входным символом 𝑎𝑎(𝑐𝑐). 

 

Если мы однозначно определяем бесконечное входное слово, которое подаётся 
на вход автомату в каждый момент времени, то работа автомата однозначно 
определяется функциями 𝐹𝐹, 𝐺𝐺 с точностью до значения состояния автомата в первый 
момент времени 𝑞𝑞(1) = 𝑞𝑞0, называемым начальным состоянием автомата 𝑉𝑉. 

Тогда 𝑉𝑉𝑞𝑞0  – автомат 𝑉𝑉 с заданным начальным состоянием 𝑞𝑞0, называемый 
инициальным автоматом. 

Пример. 

𝐴𝐴 = {0,1,2}, 𝐵𝐵 = {0,1}, 𝑄𝑄 = {0,1,2}, 

Рис. 24 
Рис. 25 

Рис. 26 
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𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = 𝑞𝑞 ⊕ 𝑎𝑎  (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2),     𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = 𝑞𝑞 + 𝑎𝑎  (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3), 𝑞𝑞0 = 0. 

Рассмотрим, как работает данный автомат. Предположим, что в первые пять 
моментов времени на этот автомат подавалось входное слово 01221. 

𝒕𝒕 1 2 3 4 5 6 
𝒒𝒒(𝒕𝒕) 0 0 1 0 2 0 
𝒂𝒂(𝒕𝒕) 0 1 2 2 1  
𝒃𝒃(𝒕𝒕) 0 1 1 0 1  

 

Автоматы удобно задавать с помощью 
диаграмм Мура. Каждой паре, состоящей из 
состояния и входного символа можно 
сопоставить ребро,  которое ведёт из состояния, 
соответствующего данной паре, в то состояние, 
в которое автомат должен прийти.  Тогда для 
автомата из примера имеем (рис. 27): 

 

Понятие функций выходов и переходов 
обобщается на случай, когда рассматриваются 
пары, в качестве первого элемента которых 
берётся их состояние, а в качестве второго 
элемента пары берётся не один символ, а 

произвольное конечное слово, состоящее из входных символов. Введём обобщённую 
функцию выходов следующим образом: 

𝐹𝐹�:  𝑄𝑄 × 𝐴𝐴∗ → 𝐵𝐵∗ 

𝐹𝐹�(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = 𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) для любого 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴; 

𝐹𝐹�(𝑞𝑞, 𝑎𝑎𝑤𝑤) = 𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎)𝐹𝐹�(𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎), 𝑤𝑤) для любого 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴 и 𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴∗. 

Аналогично, для функции переходов: 

�̅�𝐺:  𝑄𝑄 × 𝐴𝐴∗ → 𝑄𝑄∗ 

�̅�𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = 𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) для любого 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴; 

�̅�𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎𝑤𝑤) = �̅�𝐺(𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎), 𝑤𝑤) для любого 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴 и 𝑤𝑤 ∈ 𝐴𝐴∗. 

 

 

 

 

Рис. 27 
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Лекция 9. Автоматные функции. 
9.1     Автоматные функции. 

В данном курсе рассматриваются только конечные автоматы, то есть автоматы с 
конечными алфавитами. 

Пусть 𝑉𝑉𝑞𝑞0 – конечный инициальный автомат.  

𝑉𝑉𝑞𝑞0 = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄, 𝐹𝐹, 𝐺𝐺, 𝑞𝑞0) 

𝑥𝑥� = 𝑥𝑥(1)𝑥𝑥(2)𝑥𝑥(3) … ∈ 𝐴𝐴∞ 

𝑦𝑦� = 𝑦𝑦(1)𝑦𝑦(2)𝑦𝑦(3) ∈ 𝐵𝐵∞ 

−последовательность на выходе автомата 𝑉𝑉𝑞𝑞0 при подаче 𝑥𝑥�  на вход автомата 𝑉𝑉𝑞𝑞0 . 

Этот автомат сопоставляет любой входной бесконечной последовательности 
некоторую бесконечную выходную последовательность. Такое сопоставление можно 
рассматривать как функцию 

𝑓𝑓𝑉𝑉𝑞𝑞0
: 𝐴𝐴∞ → 𝐵𝐵∞, такая что 𝑓𝑓𝑉𝑉𝑞𝑞0

(𝑥𝑥�) = 𝑦𝑦�. 

Итак, будем называть функцию 𝑓𝑓 автоматной, если 𝑓𝑓 реализуется некоторым 
автоматом. 

Утверждение. 

Функция 𝑓𝑓: 𝐴𝐴∞ → 𝐵𝐵∞ является автоматной тогда и только тогда, когда она 
является ограниченно-детерминированной. 

Доказательство. 

1) Докажем сначала, что если функция 𝑓𝑓 является автоматной, то она 
ограниченно-детерминированная. 
Если функция 𝑓𝑓 является автоматной, то 𝑐𝑐 -ый элемент её выходной 
последовательности однозначно определяется первыми 𝑐𝑐 элементами её 
входной последовательности. Это значит, что любая автоматная функция 
детерминируемая, а значит, её можно задать информационным деревом 𝑇𝑇. 
Рассмотрим произвольную вершину 𝑣𝑣 и ведущую к ней из корня 
ориентированную цепь длины 𝑘𝑘 с рёбрами 𝑗𝑗1, 𝑗𝑗2, … , 𝑗𝑗𝑘𝑘 . Этой цепи 
сопоставлено входное слово 𝑎𝑎𝑗𝑗1𝑎𝑎𝑗𝑗2 … 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑘𝑘. Подав в первый момент времени на 
вход автомату это слово, в 𝑘𝑘 + 1 момент времени автомат перейдёт в  
некоторое состояние 𝑞𝑞𝑣𝑣 = �̅�𝐺(𝑞𝑞0, 𝑎𝑎𝑗𝑗1𝑎𝑎𝑗𝑗2 … 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑘𝑘). 
Рассмотрим теперь поддерево 𝑇𝑇𝑣𝑣. Детерминированная функция 𝑓𝑓𝑣𝑣 , 
реализованная данным поддеревом, будет функцией, реализуемой нашим 
автоматом в начальном состоянии 𝑞𝑞𝑣𝑣 - 𝑉𝑉𝑞𝑞𝑣𝑣 .  
Из этого следует, что если двум вершинам дерева 𝑇𝑇 будут сопоставлены 
одинаковые состояние, то поддеревья с корнями в данных вершинах будут 
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реализовывать одну и ту же функцию. Это значит, что эти поддеревья будут 
эквивалентными. 
Из этого следует, что количество классов эквивалентности поддеревьев 
будет ограничено числом состояний автомата. Так как это число 
ограничено, то исходная функция по определению является ограниченно-
детерминированной.  

2) Докажем теперь, что ограниченно-детерминированная функция 𝑓𝑓: 𝐴𝐴∞ → 𝐵𝐵∞ 
является автоматной. 
Пусть 𝑄𝑄 – множество состояний функции 𝑓𝑓, 𝑞𝑞0 – её начальное состояние, 𝐹𝐹 
– функция переходов, а 𝐺𝐺 – функция переходов. Тогда функция 𝑓𝑓 
реализуется  автоматом 𝑉𝑉𝑞𝑞0 = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄, 𝐹𝐹, 𝐺𝐺, 𝑞𝑞0). 

Введём автомат задержки 𝑉𝑉�⃗ = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄, 𝐹𝐹, 𝐺𝐺, 𝑞𝑞0), где 𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 = 𝑄𝑄 = {0,1},
𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = 𝑞𝑞, 𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = 𝑎𝑎,  𝑞𝑞0 = 0 (рис. 28).  

�
𝑞𝑞(1) = 0

𝑦𝑦(𝑐𝑐) = 𝑞𝑞(𝑐𝑐)
𝑞𝑞(𝑐𝑐 + 1) = 𝑥𝑥(𝑐𝑐)

 

Этот автомат реализует функцию задержки 𝑓𝑓.  

 

9.2     Обобщённые схемы. 
Конечные автоматы можно задавать с помощью обобщённых схем. 
Пусть 𝑉𝑉𝑞𝑞0 = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄, 𝐹𝐹, 𝐺𝐺, 𝑞𝑞0) – инициальный конечный автомат: 

𝐴𝐴 = (𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑟𝑟),   𝑛𝑛 = [𝑙𝑙𝑚𝑚𝑔𝑔2𝑟𝑟], 
𝐵𝐵 = (𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, … , 𝑏𝑏𝑟𝑟),   𝑙𝑙 = [𝑙𝑙𝑚𝑚𝑔𝑔2𝑠𝑠], 

𝑄𝑄 = (𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, … , 𝑞𝑞𝑟𝑟),   𝑚𝑚 = [𝑙𝑙𝑚𝑚𝑔𝑔2𝑘𝑘], 
Закодируем все элементы алфавита двоичными наборами. 

𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴:   𝑎𝑎 → (𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛), 
𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵:   𝑏𝑏 → (𝑏𝑏1, 𝑏𝑏, … , 𝑏𝑏𝑙𝑙), 

𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄:   𝑞𝑞 → (𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, … , 𝑞𝑞𝑚𝑚) 
𝑎𝑎𝑗𝑗 , 𝑏𝑏𝑗𝑗 , 𝑞𝑞𝑗𝑗 ∈ {0,1}. 

Начальное состояние 𝑞𝑞0 непременно будем кодировать набором (0,0, … ,0). 
𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = 𝑏𝑏 

↓ 

Рис. 28 
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𝐹𝐹�(𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, … , 𝑞𝑞𝑚𝑚 , 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛) = (𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, … , 𝑏𝑏𝑙𝑙) 
𝐹𝐹�𝑗𝑗(𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, … , 𝑞𝑞𝑚𝑚 , 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛) = 𝑏𝑏𝑗𝑗 , 𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑙𝑙. 

𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = 𝑞𝑞′ 
↓ 

𝐺𝐺�(𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, … , 𝑞𝑞𝑚𝑚 , 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛) = (𝑞𝑞′1, 𝑞𝑞′2, … , 𝑏𝑏𝑙𝑙) 
𝐺𝐺�𝑗𝑗(𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, … , 𝑞𝑞𝑚𝑚 , 𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛) = 𝑞𝑞′𝑗𝑗 , 𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑚𝑚 

−закодированные функции переходов и выходов. 
𝑥𝑥(𝑐𝑐) ∈ 𝐴𝐴:  𝑥𝑥(𝑐𝑐) → (𝑥𝑥1(𝑐𝑐), 𝑥𝑥2(𝑐𝑐), … , 𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑐𝑐)) 
𝑦𝑦(𝑐𝑐) ∈ 𝐵𝐵:  𝑦𝑦(𝑐𝑐) → (𝑦𝑦1(𝑐𝑐), 𝑦𝑦2(𝑐𝑐), … , 𝑦𝑦𝑙𝑙(𝑐𝑐)) 
𝑞𝑞(𝑐𝑐) ∈ 𝑄𝑄:  𝑞𝑞(𝑐𝑐) → (𝑞𝑞1(𝑐𝑐), 𝑞𝑞2(𝑐𝑐), … , 𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑐𝑐)) 

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ 𝑦𝑦1(𝑐𝑐) = 𝐹𝐹�1(𝑞𝑞1(𝑐𝑐), 𝑞𝑞2(𝑐𝑐), … , 𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑐𝑐), 𝑥𝑥1(𝑐𝑐), 𝑥𝑥2(𝑐𝑐), … , 𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑐𝑐))

𝑦𝑦2(𝑐𝑐) = 𝐹𝐹�2(𝑞𝑞1(𝑐𝑐), 𝑞𝑞2(𝑐𝑐), … , 𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑐𝑐), 𝑥𝑥1(𝑐𝑐), 𝑥𝑥2(𝑐𝑐), … , 𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑐𝑐))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑦𝑦𝑙𝑙(𝑐𝑐) = 𝐹𝐹�𝑙𝑙�𝑞𝑞1(𝑐𝑐), 𝑞𝑞2(𝑐𝑐), … , 𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑐𝑐), 𝑥𝑥1(𝑐𝑐), 𝑥𝑥2(𝑐𝑐), … , 𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑐𝑐)�

𝑞𝑞1(𝑐𝑐 + 1) = 𝐺𝐺�1�𝑞𝑞1(𝑐𝑐), 𝑞𝑞2(𝑐𝑐), … , 𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑐𝑐), 𝑥𝑥1(𝑐𝑐), 𝑥𝑥2(𝑐𝑐), … , 𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑐𝑐)�
𝑞𝑞2(𝑐𝑐 + 1) = 𝐺𝐺�2(𝑞𝑞1(𝑐𝑐), 𝑞𝑞2(𝑐𝑐), … , 𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑐𝑐), 𝑥𝑥1(𝑐𝑐), 𝑥𝑥2(𝑐𝑐), … , 𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑐𝑐))

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑐𝑐 + 1) = 𝐺𝐺�𝑚𝑚�𝑞𝑞1(𝑐𝑐), 𝑞𝑞2(𝑐𝑐), … , 𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑐𝑐), 𝑥𝑥1(𝑐𝑐), 𝑥𝑥2(𝑐𝑐), … , 𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑐𝑐)�

𝑞𝑞1(1) = 𝑞𝑞2(1) = ⋯ = 𝑞𝑞𝑚𝑚(1) = 0.

 

Уравнения этой системы называют каноническими уравнениями автомата 𝑉𝑉𝑞𝑞0   в 
скалярной форме. 

Схема из функциональных элементов с обратными связями – это схема над 
{∨, &, ⎺, 𝑓𝑓}, полученная из схемы над {∨, &, ⎺} введением некоторого числа обратных 
связей. 

Раскроем понятие обратных связей. Пусть  𝑆𝑆 – схема из функциональных 
элементов. Эту схему можно преобразовать, соединив выход со входом через элемент 
задержки 𝑓𝑓 (рис. 29). Этот элемент реализует автомат задержки, то есть и функцию 
задержки. Такое преобразование будем называть введением обратной связи для схемы 
из функциональных элементов.  

 
В общем виде схемы из функциональных элементов с обратными связями будут 

выглядеть следующим образом (рис. 30): 

Рис. 29 
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Пример. 

Рассмотрим следующий автомат: 
𝐴𝐴 = {0,1,2}, 𝐵𝐵 = {0,1}, 𝑄𝑄 = {0,1,2}, 

𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = 𝑞𝑞 ⊕ 𝑎𝑎  (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 2),     𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = 𝑞𝑞 + 𝑎𝑎  (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3), 𝑞𝑞0 = 0. 

Перекодируем все символы входного алфавита 𝐴𝐴 и алфавита состояний в 
двоичные наборы длины два: 

0 → (0,0) 
1 → (0,1) 
2 → (1,1) 

 
𝑞𝑞 𝑎𝑎 𝐹𝐹 𝐺𝐺 
0 0 0 0 
0 1 1 1 
0 2 0 2 
1 0 1 1 
1 1 0 2 
1 2 1 0 
2 0 0 2 
2 1 1 0 
2 2 0 1 

 
Применяя введённую кодировку, уравнения автомата преобразуются в 

скалярные следующим образом: 
𝑞𝑞1 𝑞𝑞2 𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 𝑦𝑦(𝑐𝑐 + 1) 𝑞𝑞1(𝑐𝑐 + 1) 𝑞𝑞2(𝑐𝑐 + 1) 

Рис. 30 
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0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 1 0 1 

0 0 1 0 0 1 0 

0 0 1 1 1 1 1 

0 1 0 0 1 0 1 

0 1 0 1 0 1 0 

0 1 1 0 1 0 0 

0 1 1 1 0 1 0 

1 0 0 0 0 1 0 

1 0 0 1 1 0 0 

1 0 1 0 0 0 1 

1 0 1 1 1 0 1 

1 1 0 0 1 1 1 

1 1 0 1 0 0 0 

1 1 1 0 1 0 0 

1 1 1 1 0 0 0 

 
В этой таблице также имеются точки, не использующиеся автоматом. 
Таким образом, каждый из параметров 𝑦𝑦(𝑐𝑐 + 1), 𝑞𝑞1(𝑐𝑐 + 1), 𝑞𝑞2(𝑐𝑐 + 1) 

представляет собой булеву функцию, которую можно реализовать формулой над 
конъюнкцией, дизъюнкцией и отрицанием следующим образом: 

𝑦𝑦(𝑐𝑐 + 1) = 𝑞𝑞2(𝑐𝑐) ⊕ 𝑥𝑥2(𝑐𝑐) 
𝑞𝑞1(𝑐𝑐 + 1) = 𝑞𝑞�1(𝑐𝑐)[𝑞𝑞�2(𝑐𝑐)𝑥𝑥1(𝑐𝑐) ∨ 𝑞𝑞2(𝑐𝑐)𝑥𝑥2(𝑐𝑐)] ∨ 𝑞𝑞1(𝑐𝑐)�̅�𝑥1(𝑐𝑐)�̅�𝑥2(𝑐𝑐) 
𝑞𝑞2(𝑐𝑐 + 1) = 𝑞𝑞�2(𝑐𝑐)[𝑞𝑞�1(𝑐𝑐)𝑥𝑥2(𝑐𝑐) ∨ 𝑞𝑞1(𝑐𝑐)𝑥𝑥1(𝑐𝑐)] ∨ 𝑞𝑞2(𝑐𝑐)�̅�𝑥1(𝑐𝑐)�̅�𝑥2(𝑐𝑐) 

𝑞𝑞1(1) = 𝑞𝑞2(1) = 0 
−канонические уравнения данного автомата в скалярной форме. 

Согласно этим уравнениям можно построить схему данного автомата (рис.31). 

9.3     Изоморфные автоматы. Отличимость состояний. Отличимость 
автоматов. 

Пусть 𝑉𝑉′ = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄′, 𝐺𝐺′, 𝐹𝐹′), 𝑉𝑉′′(𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄′′ , 𝐺𝐺′′, 𝐹𝐹′′) – два автомата. 

Будем называть такие автоматы изоморфными, если: 

1) Автоматы имеют одинаковую мощность, то есть число состояний первого 
автомата совпадает с числом состояний второго. 

2) Можно установить взаимно-однозначное отображение 
𝜉𝜉�𝐺𝐺′(𝑞𝑞, 𝑎𝑎)�: 𝑄𝑄′ → 𝑄𝑄′′ , 
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такое, что 𝜉𝜉�𝐺𝐺′(𝑞𝑞, 𝑎𝑎)� = 𝐺𝐺′′(𝜉𝜉(𝑞𝑞), 𝑎𝑎) и 𝐹𝐹′(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = 𝐹𝐹′′(𝜉𝜉(𝑞𝑞), 𝑎𝑎) для любых 𝑞𝑞 ∈
𝑄𝑄′, 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴. 

 

Пусть опять  𝑉𝑉′ = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄′, 𝐺𝐺′, 𝐹𝐹′), 𝑉𝑉′′(𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄′′, 𝐺𝐺′′ , 𝐹𝐹′′) – два автомата (𝑉𝑉′ может 
быть равным 𝑉𝑉′′), 𝑞𝑞′ ∈ 𝑄𝑄′, 𝑞𝑞′′ ∈ 𝑄𝑄′′ , 𝑤𝑤 ∈ 𝐴𝐴∗ - произвольное входное слово. 

Говорят, что 𝑞𝑞′ и 𝑞𝑞′′ отличимы на слове 𝑤𝑤, если 𝐹𝐹′� (𝑞𝑞′, 𝑤𝑤) ≠  𝐹𝐹′′����(𝑞𝑞′′, 𝑤𝑤). В 
противном случае 𝑞𝑞′ и 𝑞𝑞′′ неотличимы на слове 𝑤𝑤.  

Обобщим понятие отличимости на произвольное множество входных слов 𝑊𝑊 ⊆
𝐴𝐴∗. Состояния 𝑞𝑞′ и 𝑞𝑞′′ отличимы на множестве 𝑾𝑾, если 𝑞𝑞′ и 𝑞𝑞′′ отличимы на хотя бы 
одном из слов множества 𝑊𝑊. В противном случае 𝑞𝑞′ и 𝑞𝑞′′ неотличимы на множестве 
𝑾𝑾. Будем обозначать это следующим образом:  

Рис. 31 
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𝑞𝑞′ ≁ 𝑞𝑞′′, если 𝑞𝑞′и 𝑞𝑞′′ отличимы на 𝑊𝑊. 

𝑞𝑞′~ 𝑞𝑞′′, если 𝑞𝑞′и 𝑞𝑞′′ неотличимы на 𝑊𝑊. 

Пример. 
𝐴𝐴 = 𝐵𝐵 = {0,1}, 𝑄𝑄 = {1,2,3} (рис. 32). 

 
1 ~ 2, 1 ≁  3, 2 ≁  3. 

Пусть опять  𝑉𝑉′ = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄′, 𝐺𝐺′, 𝐹𝐹′), 𝑉𝑉′′(𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄′′, 𝐺𝐺′′ , 𝐹𝐹′′) – два автомата. 
Автоматы 𝑉𝑉′ и 𝑉𝑉′′ называются неотличимыми, если для любого 𝑞𝑞′ ∈ 𝑄𝑄′ 

найдётся 𝑞𝑞′′ ∈ 𝑄𝑄′′ такое, что 𝑞𝑞′~ 𝑞𝑞′′, и для любого 𝑞𝑞′′ ∈ 𝑄𝑄′′ найдётся 𝑞𝑞′ ∈ 𝑄𝑄′ такое, что 
𝑞𝑞′′~ 𝑞𝑞′. Будем обозначать это следующим образом: 

𝑉𝑉′ ≈ 𝑉𝑉′′. 
Изоморфные автоматы являются неотличимыми, но неотличимые автоматы 

могут быть неизоморфны.  

Пример. 

 

 Рис. 33 

W 

W 

Рис. 32 
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 Состояние 0 первого автомата неотличимо от состояния 0 второго автомата. 
Аналогично состояние 1 первого автомата неотличимо от состояния 1 второго 
автомата. Можно заметить, что состояние 2 второго автомата неотличимо от 
состояния 1 второго автомата. Тогда получим, что данные автоматы - неотличимые, 
но при этом неизоморфные (так как нельзя установить взаимно-однозначное 
соответствие между 2 и 3 объектами). 
Отметим, что, если склеить состояния 2 и 1 второго автомата, то результатом склейки 
будет первый автомат, то есть автоматы станут изоморфными. 

Автомат называется приведённым, если любые 2 его состояния отличимы. 

Утверждение. 

 Для любого автомата V существует единственный с точностью до 
изоморфизма приведённый автомат, неотличимый от V. 

 Доказательство. 

 Рассмотрим произвольный автомат 𝑉𝑉 = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄, 𝐺𝐺, 𝐹𝐹). 

 Заметим, что отношение неотличимости состояний является отношением 
эквивалентности (то есть оно транзитивно, рефлексивно, симметрично). Разобьём все 
состояния на классы эквивалентности неотличимых состояний. 

 Рассмотрим 𝑄𝑄�- множество всех классов эквивалентности неотличимых 
состояний автомата 𝑉𝑉. 

 Будем строить для автомата 𝑉𝑉 автомат 𝑉𝑉� = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄� , 𝐺𝐺�, 𝐹𝐹�), удовлетворяющий 
условиям теоремы (то есть он приведённый и неотличимый от 𝑉𝑉). 

 В качестве входного и выходного алфавитов возьмём 𝐴𝐴 и 𝐵𝐵соответственно 
(входной и выходной алфавиты исходного автомата). 

 В качестве множества всех состояний возьмём введённое выше 𝑄𝑄� . 

 Определим функцию перехода 𝐺𝐺�. 

 Пусть 𝑞𝑞� ∈ 𝑄𝑄�  и 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴. 

𝑞𝑞 − произвольное состояния из 𝑞𝑞�. 

 𝑞𝑞′�  − класс из 𝑄𝑄� , содержащий состояние 𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎)(𝐺𝐺 −  функция перехода 𝑉𝑉). 

Тогда 𝐺𝐺�(𝑞𝑞�, 𝑎𝑎)  =  𝑞𝑞′�  

Такое определение не совсем строгое, так как зависит от выбора произвольного 
q, оно не совсем корректное (на первый взгляд). 

Докажем, что определение корректно и 𝐺𝐺� не зависит от этого произвольного 
выбора. 
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Докажем от противного. Пусть ∃𝑞𝑞1 ∈ 𝑞𝑞�  т. ч. 𝐺𝐺(𝑞𝑞1, 𝑎𝑎) ∉ 𝑞𝑞′� . Тогда 𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎)  ≁
 𝐺𝐺(𝑞𝑞1, 𝑎𝑎)(они не эквивалентны, так как содержатся в разных классах), значит, они 
отличимы на некотором входном слове 𝑤𝑤. 

Это значит, что ∃𝑤𝑤 ∈ 𝐴𝐴∗ т. ч. 𝐹𝐹(𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎), 𝑤𝑤) ≠ 𝐹𝐹(𝐺𝐺(𝑞𝑞1, 𝑎𝑎), 𝑤𝑤). 

Рассмотрим значение 𝐹𝐹. 

Согласно определению,  

𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎𝑤𝑤)  =  𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎)𝐹𝐹(𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎), 𝑤𝑤) 

𝐹𝐹(𝑞𝑞1, 𝑎𝑎𝑤𝑤)  =  𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎)𝐹𝐹(𝐺𝐺(𝑞𝑞1, 𝑎𝑎), 𝑤𝑤) 

𝐹𝐹(𝐺𝐺(𝑞𝑞1, 𝑎𝑎), 𝑤𝑤) ≠ 𝐹𝐹(𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎), 𝑤𝑤) 

⇓ 

𝐹𝐹(𝑞𝑞1, 𝑎𝑎𝑤𝑤) ≠ 𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎𝑤𝑤) 

⇓ 

𝑞𝑞 ≁ 𝑞𝑞1 −  противоречие с 𝑞𝑞, 𝑞𝑞1 ∈ 𝑞𝑞�. 

Таким образом определение 𝐺𝐺 � корректное. 

Определим значение функции выходов 𝐹𝐹� . 

Пусть 𝑞𝑞� ∈ 𝑄𝑄� , 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴, 𝑞𝑞 − произвольное состояние из 𝑞𝑞�. Тогда 𝐹𝐹�(𝑞𝑞�, 𝑎𝑎) = 𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) 

Докажем, что определение 𝐹𝐹�  также не зависит от выбора 𝑞𝑞. 

 Пусть 𝑞𝑞1 − произвольное состояние из 𝑞𝑞�. Тогда 𝑞𝑞 ∼ 𝑞𝑞1, то есть они 
неотличимы, и 𝐹𝐹(𝑞𝑞1, ) = 𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎). 

 Из этого следует, что данное определение 𝐹𝐹� корректное. 

 Перейдём к доказательству неотличимости 𝑉𝑉 и 𝑉𝑉� . 

 Докажем, что ∀ входного слова 𝑤𝑤 и ∀ состояний 𝑞𝑞, 𝑞𝑞� таких, что 𝑞𝑞 ∈ 𝑞𝑞�,   
верно 𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑤𝑤)  =  𝐹𝐹�(𝑞𝑞, 𝑤𝑤). 

 Проведём доказательство по индукции по длине |𝑤𝑤|входного слова 𝑤𝑤. 

 Базис индукции: |𝑤𝑤| = 1 ⇒ 𝑤𝑤 = 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴. 

 Предположение индукции:   

Пусть для всех слов 𝑤𝑤′ таких, что |𝑤𝑤′| < |𝑤𝑤| и |𝑤𝑤| > 1,  утверждение доказано. 

Представим 𝑤𝑤 как 𝑎𝑎𝑤𝑤′. Тогда  

𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎𝑤𝑤) = 𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎)𝐹𝐹(𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎), 𝑤𝑤′) 
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𝐹𝐹(𝑞𝑞�, 𝑎𝑎𝑤𝑤′) = 𝐹𝐹�(𝑞𝑞�, 𝑎𝑎)𝐹𝐹�(𝐺𝐺�(𝑞𝑞�, 𝑎𝑎), 𝑤𝑤′) 

𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = 𝐹𝐹�(𝑞𝑞�, 𝑎𝑎) по базису индукции. 

𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) ∈ 𝐺𝐺�(𝑞𝑞�, 𝑎𝑎)  ⇒по инд. предположению   𝐹𝐹(𝐺𝐺(𝑞𝑞, 𝑎𝑎), 𝑤𝑤′) = 𝐹𝐹�(𝐺𝐺�(𝑞𝑞�, 𝑎𝑎), 𝑤𝑤′). 

⇓ 

𝐹𝐹(𝑞𝑞, 𝑎𝑎𝑤𝑤) = 𝐹𝐹(𝑞𝑞�, 𝑎𝑎𝑤𝑤′) 

⇓ 

для любых 𝑞𝑞, 𝑞𝑞� т. ч. 𝑞𝑞 ∈ 𝑞𝑞� выполняется 𝑞𝑞 ∼ 𝑞𝑞�, то есть они неотличимы 

⇓ 

𝑉𝑉 ≈ 𝑉𝑉� −автоматы неотличимы. 

Докажем, что V - приведённый. Докажем от противного. 

Пусть ∃ различные  𝑞𝑞′� , 𝑞𝑞′′�  ∈ 𝑄𝑄�  т. ч.  𝑞𝑞′� ∼ 𝑞𝑞′′�  

Для любых 𝑞𝑞′ ∈ 𝑞𝑞′�  и 𝑞𝑞′′ ∈ 𝑞𝑞′′� 

𝑞𝑞′ ∼ 𝑞𝑞′� ∼ 𝑞𝑞′′� ∼ 𝑞𝑞′′ 

В силу транзитивности 𝑞𝑞′ ∼ 𝑞𝑞′′ - противоречие, так как они в разных классах. 

𝑉𝑉� − приведённый. 

Докажем, что 𝑉𝑉� −единственный с точностью до изоморфизма. 

Рассмотрим автомат приведённый автомат 𝑉𝑉′ =  (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑄𝑄′, 𝐺𝐺′, 𝐹𝐹′), такой что 𝑉𝑉 ≈
𝑉𝑉′. 

𝑉𝑉 ≈ 𝑉𝑉′, 𝑉𝑉 ≈ 𝑉𝑉 � ⇒ 𝑉𝑉′ ≈ 𝑉𝑉�  

∀𝑞𝑞′ ∈ 𝑄𝑄′ ∃𝑞𝑞� ∈ 𝑄𝑄� , т. ч. 𝑞𝑞′ ∼ 𝑞𝑞� ⇒ |𝑄𝑄′| ≤ �𝑄𝑄�� 

∀𝑞𝑞� ∈ 𝑄𝑄�  ∃𝑞𝑞′ ∈ 𝑄𝑄′, т. ч. 𝑞𝑞� ∼ 𝑞𝑞′ ⇒ �𝑄𝑄�� ≤ |𝑄𝑄′| 

⇓ 

|𝑄𝑄′| = �𝑄𝑄��, существует взаимно-однозначное соответствие 𝜉𝜉: 𝑄𝑄′ → 𝑄𝑄� ,  такое что 
∀𝑞𝑞′ ∈ 𝑄𝑄′ имеем 𝑞𝑞′ ∼ 𝜉𝜉(𝑞𝑞′). (𝑞𝑞′ ∼ 𝑞𝑞�) 

⇓ 

𝑉𝑉� , 𝑉𝑉′ изоморфные. 

Утверждение доказано. 
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Лекция 10. Теоремы Мура 
10.1    Первая теорема Мура 

На прошлых лекциях мы обсуждали неотличимые состояния автомата. 
Два состояния автомата называют неотличимыми, если при подаче на входы 

автоматов, находящихся в данных начальных состояниях, одинаковые входные слова, 
на выходе мы получаем вновь одинаковые слова. То есть, исходя из внешних реакций, 
мы не сможем их отличить. 

С точки зрения данного определения, чтобы проверить неотличимость двух 
состояний, мы должны проверить их реакцию на любых входных словах произвольной 
длины. Таких проверок необходимо совершить бесконечное количество.  

 
Возникает вопрос: существует ли алгоритмическая процедура проверки 

неотличимости состояний автомата? 
На этот вопрос мы можем дать положительный ответ, доказав тот факт, что для 

проверки неотличимости двух состояний автомата нам необязательно проверять их 
неотличимость на всех входных словах. Достаточно проверить их на словах длины (k-
1), где k – количество состояний автомата. 

 
Данный факт называется 1-ой теоремой Мура: 
Пусть имеется автомат V = (A, B, Q, F. G), |𝑄𝑄| = 𝑘𝑘. Пусть 𝑞𝑞′ и 𝑞𝑞′′ − 

некоторые состояния автомата. Тогда 𝑞𝑞′ и 𝑞𝑞′′ являются неотличимыми тогда и 
только тогда, когда они неотличимы на множестве всех входных слов длины (k-1). 

𝑞𝑞′~𝑞𝑞′′ ⟺ 𝑞𝑞′~𝑞𝑞′′ на 𝐴𝐴𝑘𝑘−1  
Доказательство: 
1) ⟹ Если данные состояния неотличимы на любых входных словах, то они 

неотличимы и на словах длинной (k-1). 
2) ⟸ Зафиксируем длину входных слов i. Ai − множество всех входных 

слов длиной i. Для данной i рассмотрим отношение неотличимости состояний на 
входных словах длины i. Отношение неотличимости является и отношением 
эквивалентности (т.е. обладает свойствами симметричности, рефлексивности, 
транзитивности) ⇒ 

Мы можем разбить состояния на классы эквивалентных состояний: 
Ri = �q1�i, q2�i, … , qkı� i� −мн-во всех классов эквивалентных состояний из Q для 

отношения неотличимости на Ai, где i = 1, 2, … 
|Ri| = ki ≤ k, где ki −мощность множества Ri (количество таких классов 

эквивалентных состояний для отношения неотличимости на мн-ве входных слов длины 
i) 

Если два состояния неотличимы на всех словах длиной i+1, то они неотличимы 
и на словах длиной i (если они попадают в один класс эквивалентности на Ri+1, то они 
будут в одном классе эквивалентности и для Ri). ⇒ 
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q′, q′′  ∈ Q 
q′~q′′  на Ai+1 ⇒  q′~q′′ на Ai ⇒  Ri+1 − подразбиение Ri ⇒ |Ri| ≤ |Ri+1| 
Тогда числа k1 ≤ k2 ≤ k3 ≤ ⋯ ≤ k − неубывающая последовательность. 
Тогда ∃s: k1 < k2 < ⋯ < ks = ks+1   
 
Из этих равенств мы можем выбрать одно с наименьшим индексом s: 
ks = ks+1 ⇒ Rs = Rs+1 (число классов в множестве Ri совпадает с числом 

классов в множестве Ri+1 ). Так как Ri+1 − подразбиение Ri, то Rs = Rs+1. 
Тогда можно показать, что Rs = Rs+1 = Rs+2 = ⋯ (для всех i > s). 
 
Докажем от противного: 
Пусть ∃t > s такой, что Rt ≠ Rt+1  

(в Rt существует класс, который не совпадает с некоторым классом из Rt+1, 
следовательно этот класс разбивается на некоторое количество классов из Rt+1) 

Другими словами, ∃q′, q′′  ∈ Q такие, что q′~q′′ на At(неотличимы на мн −
ве всех входных слов длины t), q′ ≁ q′′ на At+1(отличимы на мн −
ве всех входных слов длины t + 1). 

То, что данные состояния отличимы на мн-ве слов длины t + 1, означает: 
            ∃ такое слово a(1)a(2) … a(t)a(t + 1) ∈ At+1 

F�( q′, a(1)a(2) … a(t)a(t + 1)) ≠ F�( q′′, a(1)a(2) … a(t)a(t + 1)) 
Обобщенная функция выхода для q′ и данного входного слова должна быть 

отличной от обобщенной функции для состояния q′′ и того же входного слова. 
F�� q′, a(1)a(2) … a(t)a(t + 1)� =  b′(1) b′(2) …  b′(t) b′(t + 1) – значение 

выходного слова, являющееся значением обобщенной функции для состояния q′. 
F�� q′′, a(1)a(2) … a(t)a(t + 1)� =  b′′(1) b′′(2) …  b′′(t) b′′(t + 1) − значение 

выходного слова, являющееся значением обобщенной функции для состояния q′′ . 
b′(1) b′(2) …  b′(t) b′(t + 1) ≠  b′′(1) b′′(2) …  b′′(t) b′′(t + 1) 

 
C другой стороны, для входного слова длиной t: 

F�� q′, a(1)a(2) … a(t)� =  b′(1) b′(2) …  b′(t) 
F�� q′′, a(1)a(2) … a(t)� =  b′′(1) b′′(2) …  b′′(t) 

Из неотличимости состояний q′, q′′на входных словах длины t следует 
совпадение этих слов: 

F�� q′, a(1)a(2) … a(t)� = F�� q′′, a(1)a(2) … a(t)� 
⇓ 

b′(1) b′(2) …  b′(t) =  b′′(1) b′′(2) …  b′′(t) 
 

Имеем,  
b′(1) b′(2) …  b′(t) b′(t + 1) ≠  b′′(1) b′′(2) …  b′′(t) b′′(t + 1); 

b′(1) b′(2) …  b′(t) =  b′′(1) b′′(2) …  b′′(t); 
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Следовательно, b′(t + 1) ≠  b′′(t + 1). 
 
Теперь рассмотрим новые вспомогательные состояния q1

′  и q1
′′: 

q1
′ = G�( q′, a(1)a(2) … a(t − s)) 

q1
′′ = G�( q′′, a(1)a(2) … a(t − s)) 

 Если имеется две копии автомата, одна из которых находится в начальном 
состоянии q′, а вторая в начальном состоянии q′′ и, если мы подаем на них первые t-s 
символов, то q1

′ −состояние первой копии cразу после подачи на нее этих символов, а 
q1

′′ − состояние второй копии cразу после подачи на нее t-s символов. 
 
F�� q′, a(1)a(2) … a(t)a(t + 1)� =  b′(1) b′(2) …  b′(t) b′(t + 1) ⇒ при подаче на 

них оставшихся символов входного слова на выходе копии должны выдаваться 
оставшиеся символы выходного слова:  

F��q1
′ , a(t − s + 1)a(t − s + 2) … a(t)a(t + 1)� = b′(t − s + 1) b′(t − s + 2) …  b′(t) b′(t

+ 1) 
                                   Аналогично для второй копии: 

F��q1
′′, a(t − s + 1)a(t − s + 2) … a(t)a(t + 1)� = b′′(t − s + 1) b′′(t − s

+ 2) …   b′′(t) b′′(t + 1) 
⇓ 

b′(t + 1) ≠  b′′(t + 1) 
⇓ 

b′(t − s + 1) b′(t − s + 2) …  b′(t) b′(t + 1)
≠  b′′(t − s + 1) b′′(t − s + 2) …  b′′(t) b′′(t + 1) 

⇓ 
F��q1

′ , a(t − s + 1)a(t − s + 2) … a(t)a(t + 1)�
≠ F��q1

′′, a(t − s + 1)a(t − s + 2) … a(t)a(t + 1)� 
⇓ 

q1
′ ≁ q1

′′  на As+1 
Данные состояния являются отличимыми на мн-ве входных слов длины s+1.  
 
С другой стороны, можно показать, что эти состояния – неотличимы на мн-ве 

всех входных слов длины s: 
Возьмем для этого произвольное слово а�(1)а�(2) … а�(s) ∈  As 

F�(q1
′ , а�(1)а�(2) … а�(s)) = b′� (1)b′� (2) … b′� (s) 

F�(q1
′′, а�(1)а�(2) … а�(s)) = b′′�(1)b′′�(2) … b′′�(s) 

Нужно доказать, что эти два выходных слова совпадают. Скомбинируем новое 
комбинированное входное слово: 

F�( q′, a(1)a(2) … a(t − s)а�(1)а�(2) … а�(s)) =  b′(1) b′(2) …  b′(t − s)b′� (1)b′� (2) … b′� (s) 
F�� q′′, a(1)a(2) … a(t − s)а�(1)а�(2) … а�(s)�

=  b′′(1) b′′(2) …  b′′(t − s) b′′�(1) b′′�(2) … b′′�(s) 
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Заметим теперь, что комбинированное входное слово имеет длину t. Тогда из 
того, что 

q′~q′′ на At 
⇓ 

F�( q′, a(1)a(2) … a(t − s)а�(1)а�(2) … а�(s)) = F�� q′′, a(1)a(2) … a(t − s)а�(1)а�(2) … а�(s)� 
⇓ 

b′(1) b′(2) …  b′(t − s)b′� (1)b′� (2) … b′� (s)
=  b′′(1) b′′(2) …  b′′(t − s) b′′�(1) b′′�(2) … b′′�(s) 

⇓ 
b′� (1)b′� (2) … b′� (s) = b′′�(1) b′′�(2) … b′′�(s) 

⇓ 
q1

′ ~q1
′′  на As 

 
Таким образом, q1

′ ≁ q1
′′  на As+1, q1

′ ~q1
′′ на As −имеем противоречие с Rs =

Rs+1 
Полученное противоречие доказывает, что не существует такого индекса t>

s, что Rt ≠ Rt+1.  
Значит, Rs = Rs+1 = Rs+2 = ⋯ 
Из q′~q′′ на As ⇒ q′~q′′ на At для ∀t ≥ s (т. к. , если  Rt =

Rs и q′, q′′содержатся в одном классе эквивалентности в Rs, то они содержатся в одном 
классе эквивалентности в Rt)⇒  q′~q′′в силу произвольности t. 

 
2 ≤ k1 < k2 < ⋯ < ks < k (т.к., если у нас имеется автомат, у которого все 

состояния неотличимы на односимвольных словах, то у этого автомата все состояния 
будут неотличимы. Поэтому мы рассматриваем случай, отличный от этого 
тривиального – считаем, что в нашем автомате есть как минимум два состояния, 
отличимых на односимвольных словах) 

ki ≥ s + 1 ⇒  s + 1 ≤ k ⇒ s ≤ k − 1 
q′~q′′ на Ak−1  ⇒  q′~q′′ на As  ⇒   q′~q′′  

Теорема доказана. 
 
Следствие: q′ ≁ q′′  ⇔  q′ ≁ q′′  на Ak−1 
 
Для того чтобы проверить отличимость или неотличимость двух состояний 

автомата, нам необходимо проверить их отличимость или неотличимость на множестве 
всех входных слов длины автомата (k-1). Поскольку множество таких слов является 
конечным, то данная процедура проверки представляет собой алгоритмическую 
процедуру. 
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10.2   Усиление первой теоремы Мура. 
Можно ли доказать более сильный факт, что два состояния автомата 

неотличимы тогда и только тогда, когда они неотличимы на множестве всех входных 
слов длиной k-2? 

Данный факт является неверным, теорему Мура усилить не получится. 
 
Чтобы доказать это, приведем контрпример: 

   
Построим автомат с k состояниями, где k-произвольное число (рис.34) 

Рассматриваем случай, когда входной и выходной алфавиты состоят из чисел 0,1 (тогда 
автомат должен содержать две стрелочки, но для удобства будем изображать одну, 
подписывая двумя парами символов).  

Все состояния зациклены, при этом все стрелочки подписаны парами (0,0) и 
(1,0) и одна последняя – (0,1) и (1,1). 

Предположим, что автомат находится в начальном состоянии 𝑞𝑞1.Можно 
заметить, что данный автомат является в некотором смысле константным, т. е. то, что 
он выдает не зависит от того, что подается на входы. Поэтому в начальном состоянии 
независимо от того, что подается на вход, на выходе будет выдан 0, автомат перейдет в 
состояние 𝑞𝑞2. Пока он не дойдет до состояния 𝑞𝑞𝑘𝑘, выдаваться будут только 0. Только 
при переходе из 𝑞𝑞𝑘𝑘  в 𝑞𝑞1 автомат выдаст 1. 

Таким образом, мы получим такой периодический результат из (k-1) нуля и 
единицы. 

𝑞𝑞1 :   0,0 … ,0�����
k-1

1 0,0 … ,0�����
k-1

1 0,0 … ,0�����
k-1

1… 

Из состояния 𝑞𝑞2 он дойдет до 𝑞𝑞𝑛𝑛 за k-2 момента времени: 
𝑞𝑞2 :   0,0 … ,0�����

k-2
1 0,0 … ,0�����

k-1
1 0,0 … ,0�����

k-1
1… 

Можно заметить, что эти выходные слова не отличаются на первых k-2 символах. Так 
как выходные слова выдаются для любых входных слов, получаем, что  

𝑞𝑞1~𝑞𝑞2 на 𝐴𝐴𝑘𝑘−2 
𝑞𝑞1 ≁ 𝑞𝑞2 на Ak−1 

⇓ 

Рис. 34 
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𝑞𝑞1~𝑞𝑞2 
Этот пример показывает, что в теореме Мура мы не можем заменить k-1 на k-2. 

 
10.3    Вторая теорема Мура. 

При рассмотрении двух различных автоматов применяется 2-ая теорема 
Мура: 

Пусть имеется два автомата 𝑉𝑉′(А, В, 𝑄𝑄′, 𝐹𝐹′, 𝐺𝐺′) и 𝑉𝑉′′(А, В, 𝑄𝑄′′ , 𝐹𝐹′′, 𝐺𝐺′′) с одним 
и тем же входным алфавитом. Пусть в первом |𝑄𝑄′| = 𝑘𝑘′ состояний, а во втором 
|𝑄𝑄′′| = 𝑘𝑘′′. Пусть 𝑞𝑞′ ∈  𝑄𝑄′, 𝑞𝑞′′ ∈  𝑄𝑄′′ − некоторые состояния автомата. Тогда эти два 
состояния неотличимы тогда и только тогда, когда они неотличимы на множестве 
всех входных слов длины.  

 
𝑞𝑞′~𝑞𝑞′′ ⟺  𝑞𝑞′~𝑞𝑞′′ на 𝐴𝐴𝑘𝑘′+𝑘𝑘′′+1   

Доказательство: 
Объединим две диаграммы Мура в одну, не сливая. Рассматриваем новый 

автомат: 
𝑉𝑉′′′(А, В, 𝑄𝑄′′′ , 𝐹𝐹′′′, 𝐺𝐺′′′), где 𝑄𝑄′′′ ∈  𝑄𝑄′ ∪ 𝑄𝑄′′  и 
 

𝐺𝐺′′′(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = � 𝐺𝐺′(𝑞𝑞, 𝑎𝑎), если  𝑞𝑞 ∈  𝑄𝑄′

𝐺𝐺′′(𝑞𝑞, 𝑎𝑎), если  𝑞𝑞 ∈  𝑄𝑄′′    

 

𝐹𝐹′′′(𝑞𝑞, 𝑎𝑎) = � 𝐹𝐹′(𝑞𝑞, 𝑎𝑎), если  𝑞𝑞 ∈  𝑄𝑄′

𝐹𝐹′′(𝑞𝑞, 𝑎𝑎), если  𝑞𝑞 ∈  𝑄𝑄′′ 

 
Если состояние нового автомата является состоянием первого автомата, то 

функции переходов для нового автомата будут совпадать с функциями переходов для 
первого автомата, если является состоянием второго, то функция совпадает с функцией 
второго. Аналогично для функций выходов. 

После этого получаем, что 𝑞𝑞′, 𝑞𝑞′′ ∈
𝑄𝑄′′′, то количесвто состояний нового автомата |𝑄𝑄′′′| = 𝑘𝑘′ + 𝑘𝑘′′. 

Согласно первой теореме Мура эти состояния неотличимы тогда и только 
тогда, когда они неотличимы на множестве всех слов, имеющих длину  𝑘𝑘′′′ − 1 = 𝑘𝑘′ +
𝑘𝑘′′ −  1: 

𝑞𝑞′~𝑞𝑞′′ ⟺  𝑞𝑞′~𝑞𝑞′′ на 𝐴𝐴𝑘𝑘′+𝑘𝑘′′+1   
Теорема доказана. 
 
Следствие: q′ ≁ q′′  ⇔  q′ ≁ q′′  на A𝑘𝑘′+𝑘𝑘′′+1 
 

10.4    Усиление второй теоремы Мура. 
 Можно показать, что вторую теорему Мура нельзя усилить. Для этого приведем 
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контрпример (рис. 35): 
 

 
Первый автомат аналогичен тому, что использовался нами выше, как 

контрпример при доказательстве невозможности усилить первую теорему Мура.  
Второй автомат проходит все состояния, доходит до последнего 𝑞𝑞𝑘𝑘′′

′′  и 
зацикливается. Во всех переходах выдается 0, кроме перехода из 𝑞𝑞𝑘𝑘′′−1

′′  в 𝑞𝑞𝑘𝑘′′
′′  (выдается 

единица). 
Без ограничения общности будем считать, что 2 ≤ 𝑘𝑘′′ ≤ 𝑘𝑘′. 
Рассмотрим  𝑞𝑞𝑘𝑘′−𝑘𝑘′′+2

′  − состояние первого автомата с номером 𝑘𝑘′ − 𝑘𝑘′′ + 2, 
𝑞𝑞1

′′ − начальное состояние второго автомата. 
 

𝑞𝑞𝑘𝑘′− 𝑘𝑘′′+2
′ :    0,0 … ,0�����

𝑘𝑘′′-2

1 0,0 … ,0�����
𝑘𝑘′-1

1 0,0 … ,0�����
𝑘𝑘′-1

1… 

 
𝑞𝑞1

′′ : 0,0 … ,0�����
𝑘𝑘′′-2

10000. .. 

 
Можно заметить, что эти выходные слова не отличаются на первых 𝑘𝑘′ + 𝑘𝑘′′ − 2 

символах. Так как выходные слова выдаются для любых входных слов, получаем, что  
𝑞𝑞𝑘𝑘′− 𝑘𝑘′′+2

′ ~𝑞𝑞1
′′ на 𝐴𝐴𝑘𝑘′−𝑘𝑘′′+2 

𝑞𝑞𝑘𝑘′− 𝑘𝑘′′+2
′ ≁ 𝑞𝑞1

′′ на A𝑘𝑘′+𝑘𝑘′′−1 
⇓ 

𝑞𝑞𝑘𝑘′− 𝑘𝑘′′+2
′ ≁  𝑞𝑞1

′′ 
Этот пример показывает, что нельзя усилить вторую теорему Мура. 

 
10.5    Периодические слова. Свойство k-периодичности. 

w=a (1)a(2)… - бесконечное слово  
Тогда w называется периодическим, если для некоторого d > 0 найдется 

достаточно большое число N такое, что для любого t ≤ 𝐴𝐴 выполняется а(t) = a(t+d). 
То есть слово называется периодическим, если начиная с какого-то достаточно 

большого N, оно начинает периодически повторяться с d– период слова w. 
Мы можем выбрать минимальный период для слова. 
 

Рис. 35 Рис. 35 
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Утверждение 1: 
Любой период периодического слова w кратен его минимальному периоду. 
Доказательство. 
Пусть d– период слова w, 𝑚𝑚0 −минимальный период слова w.  
Можем найти такой момент 𝑵𝑵, т. ч для ∀𝒕𝒕 ≥ 𝑵𝑵 , для которого выполняется  
а(t) = a(t+d), а(t) = a(t+𝑚𝑚0) 
 
Пусть d не кратен 𝑚𝑚0, т.е. мы можем поделить его на число 𝑚𝑚0 с остатком: 
d=k𝑚𝑚0 + 𝑚𝑚′, где 0 < 𝑚𝑚′ < 𝑚𝑚0 
Тогда для какого-то момента ∀𝒕𝒕 ≥ 𝑵𝑵 + 𝒌𝒌𝑚𝑚0 выполняется 
а(t) = a(t−𝒌𝒌𝑚𝑚0)=a(t −  k𝑚𝑚0 + 𝑚𝑚) =  a(t + 𝑚𝑚′) , 
 
т.е.  𝑚𝑚′ −период слова w и 𝑚𝑚′ < 𝑚𝑚0 противоречие. 
Утверждение доказано. 
 
Периодическое слово w обладает свойством k-периодичности, если его 

минимальный период не имеет простых делителей, больших k. 
 

Обозначим: 
А− алфавит; 

𝐴𝐴𝑘𝑘
пер −множество всех периодических слов из А∞, обладающих обладающих 

свойством k-периодичности; 
B - другой алфавит. 

Рассмотрим функцию, которая переводит бесконечные слова над алфавитом А 
в бесконечные слова над алфавитом В f: А∞ → В∞ 

Функция f сохраняет свойство k-периодичности, если для ∀𝑤𝑤 ∈
 𝐴𝐴𝑘𝑘

пер выполняется f(w) ∈  𝐵𝐵𝑘𝑘
пер. 

 
Лемма (о преобразовании периодических слов). 
Любая функция, реализуемая автоматом с k состояниями, сохраняет 

свойство k- периодичности. 
 

Доказательство: 
 

 Пусть задан Vq0 = (A, B, Q, G, F, q0) – инициальный автомат, |Q| = k 
 𝑓𝑓:   А∞ → В∞  − функция, реализуемая автоматом 𝑽𝑽𝒒𝒒𝟎𝟎 
w= a(1)a(2)… ∈  𝐴𝐴𝑘𝑘

пер 
f(w)=b(1)b(2)…  

q(1)q(2)… - последовательность состояний автомата 𝑉𝑉𝑞𝑞0при подаче на его вход 
слова w. 

Рассмотрим 𝑚𝑚 − минимальный период слова w, 
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Тогда мы можем найти такой момент  
𝑵𝑵, т. ч для ∀𝒕𝒕 ≥ 𝑵𝑵 , для которого выполняется:  

а(t) = a(t+d). 
 
Рассмотрим k+1 состояний автомата в разные моменты времени: 

q(N), q(N+d), q(N+2d),…, q(N+kd) 
Т.к. всего в автомате k состояний, то среди этих k+1 есть два совпадающих: 

∃𝒊𝒊 < 𝒋𝒋, такой, что q(N+id) = q(N+jd) 
𝜆𝜆 = 𝑗𝑗 − 𝑖𝑖 ,0 ≤ 𝜆𝜆 ≤ 𝑘𝑘 

 
Индукцией по t покажем, что при t ≥ 𝐴𝐴 + 𝑖𝑖𝑚𝑚 выполняется 

q(t) = q(t + 𝜆𝜆 d), b(t)=b(t+ 𝜆𝜆 d) 
 

1) Базис индукции: t=N+id 
q(t) = q(N+id) = q(N+jd) = q (t+ 𝜆𝜆 d)  (по определению) 
При t≥ 𝑵𝑵 наблюдается периодичность:  

b(t)=F(q(t),a(t))= F(q((t+ 𝜆𝜆 d) ,a((t+ 𝜆𝜆 d))= b(t+ 𝜆𝜆 d) 
 
2) Индуктивное предположение: для некоторого t ≥ 𝐴𝐴 + id выполняется 

q(t) = q(t + 𝜆𝜆 d), b(t)=b(t+ 𝜆𝜆 d) 
 
Рассмотрим момент времени t+1 и воспользуемся результатом для  t=N+id: 
q(t+1)= G(q(t),a(t))= G(q((t+ 𝜆𝜆 d) ,a((t+ 𝜆𝜆 d))= b(t+1+ 𝜆𝜆 d) 
b(t+1)=F(q(t+1),a(t+1))= F(q((t+1+ 𝜆𝜆 d) ,a((t+1+ 𝜆𝜆 d))= b(t+1+ 𝜆𝜆 d) 
 

b(t)=b(t+ 𝜆𝜆 d) при t ≥ 𝐴𝐴 + 𝑖𝑖𝑚𝑚 ⟹ f(w)=b(1)b(2)…  является периодическим с 
периодом 𝜆𝜆𝑚𝑚. 

Что же можно сказать про период  𝜆𝜆𝑚𝑚? 
𝑤𝑤 ∈  𝐴𝐴𝑘𝑘

пер ⇒  𝑚𝑚 не имеет простых делителей >  𝑘𝑘 
𝜆𝜆 ≤ 𝑘𝑘 

⇓ 
𝜆𝜆𝑚𝑚 не имеет простых делителей >  𝑘𝑘 

Так как выходное слово f(w) имеет делитель 𝜆𝜆𝑚𝑚, то оно является 
периодическим. 

Пусть 𝑚𝑚0 −минимальный период слова f(w). Тогда согласно утверждению 1 
𝑚𝑚0является делителем 𝜆𝜆𝑚𝑚. 

Следовательно, 𝑚𝑚0 не имеет простых делителей >  𝑘𝑘 ⟹ f(w) ∈  В𝑘𝑘
пер 

Лемма доказана. 
 
Следствие 1: 

∀ автоматная функция веса k сохраняет свойство k-периодичности. 
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Сейчас мы рассматривали автоматные функции от одной переменной.  
 
Обобщим понятие автоматной функции на произвольное число 

переменных: 
Рассмотрим функцию, где каждая переменная – бесконечное слово над алфавитом А: 
 

Функция f(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈  В∞, где  𝑥𝑥𝑖𝑖(1), 𝑥𝑥𝑖𝑖(2), 𝑥𝑥𝑖𝑖(3) . . . ∈  𝐴𝐴∞, где i=1,2,…,n 
𝑓𝑓:     𝐴𝐴∞ × 𝐴𝐴∞ × … × 𝐴𝐴∞�������������

𝑛𝑛
  →    𝐵𝐵∞ 

Заметим, что теперь в каждый момент времени на вход подается не один 
символ, а набор из n символов входного алфавита:  

𝑥𝑥�(𝑐𝑐) = (𝑥𝑥1(𝑐𝑐), 𝑥𝑥2(𝑐𝑐), . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛(𝑐𝑐)) ∈  𝐴𝐴𝑛𝑛 
Будем рассматривать этот набор как один символ нового алфавита, состоящего 

из наборов символов входного алфавита: 
f(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  ↔ 𝑓𝑓(𝑥𝑥�), где 𝑥𝑥�(𝑐𝑐) = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈  (𝐴𝐴𝑛𝑛)∞ 

Таким образом, мы заменили функцию нескольких переменных функцией 
одной переменной: 

𝑓𝑓 ∶  (𝐴𝐴𝑛𝑛)∞  → 𝐵𝐵∞ 
Будем считать, что f – автоматная функция, если f̃ – автоматная функция.  
Тогда по определению, вес f = вес f̃. 
 
Будем говорить, что f(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛) сохраняет свойство k-периодичности, если 

для любых 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈  𝐴𝐴𝑘𝑘
пер выполняется  f(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈  В𝑘𝑘

пер 
 
Утверждение 2: 
𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛) сохраняет свойство k-периодичности ⟺ 𝑓𝑓 сохраняет k-

периодичности. 
 
Доказательство. 
1) ⇒ 
Рассмотрим f̃(x�), , где x�(t) = (x1, x2, . . . , xn) − обладает свойством k-

периодичности.  
(d-минимальный период x�  ⇒  d не имеет простых делителей больше, чем k). 
Так как последовательность x� имеет минимальный период, то 

последовательности x1, x2, . . . , xn будут повторяться с этим же периодом d. При этом d 
не обязательно является минимальным периодом данных последовательностей. Точно 
можно сказать, что минимальные периоды последовательностей x1, x2, . . . , xn не имеют 
простых делителей больше k. 

Тогда x1, x2, . . . , xn ∈  Ak
пер    ⇒  f(x1, x2, . . . , xn) ∈  Вk

пер 
f̃(x�)= f(x1, x2, . . . , xn)  ⇒    f̃(x�) ∈  Вk

пер 
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2) ⇐ 
Пусть f̃(x�) – обладает свойством k-периодичности. 
Предположим, что x1, x2, . . . , xn ∈  Ak

пер. Значит, что они имеют минимальные 
периоды  d1, d2, . . . , dn, которые не имеют простых делителей больше k. 

Рассмотрим x� = (x1, x2, . . . , xn). Можно найти такой момент времени, когда 
каждый их них начинает повторяться со своим минимальным периодом. 

С этого момента времени последовательность x� будет повторяться с периодом 
d1d2. . . dn.  

Пусть d′ −минимальный период x�, тогда d′является делителем d1d2. . . dn. 
Произведение d1d2. . . dn не имеет простых делителей больше k, так как не имеют таких 
делителей его множители ⇒  d′не имеет простых множителей меньше k. 

 Следовательно, x� ∈ (An)k
пер. Мы знаем, что f̃(x�)  −сохраняет свойство k-

периодичности ⟹  f̃(x�) ∈  Вk
пер ⇒ f(x1, x2, . . . , xn)) ∈  Вk

пер. 
Утверждение доказано. 
 
 Следствие 2: 
∀ автоматная функция веса k от произвольного числа переменных сохраняет 

свойство k-периодичности. 
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Лекция 11. Схемы реализации Булевых функций. 
11.1   Суперпозиция на автоматных функциях. 

Пусть 𝐴𝐴- алфавит. 

Рассмотрим автоматную функцию 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛): (𝐴𝐴∞)𝑛𝑛 → 𝐴𝐴 - функция над 
алфавитом 𝐴𝐴. 

𝑃𝑃𝑎𝑎 − множество всех автоматных функций над алфавитом 𝐴𝐴. 

Для таких функций можно ввести операцию суперпозиции. Она вводится 
аналогично суперпозиции для булевых функций(определение формулы и так далее). 
Будем считать, что всё, что реализуется формулами над множеством автоматных 
функций, может быть получено как суперпозиция функций из этого множество. 

Пусть 𝐹𝐹 ⊂ 𝑃𝑃𝑎𝑎 . 

Обозначим 𝛴𝛴(𝐹𝐹) замыкание множества 𝐹𝐹относительно операции 
суперпозиции. 

𝐹𝐹 − полное, если 𝛴𝛴(𝐹𝐹)  =  𝑃𝑃𝑎𝑎 . 

Покажем, что в 𝑃𝑃𝑎𝑎 не существует конечных полных подмножеств. 

Рассмотрим вспомогательный класс 𝑃𝑃𝐴𝐴,𝑘𝑘
пер  −  классвсех автоматных функций над 

𝐴𝐴,сохраняющих свойство k-периодичности. 

Напомним, что про последовательность над некоторым алфавитом говорят, что 
она сохраняет свойство k-периодичности, если она периодична и минимальный 
период не имеет простых делителей, не превосходящих k. 

Автоматная функция сохраняет свойство k-периодичности, если на любом 
наборе значений своих переменных, если значения этих переменных - бесконечные 
последовательности, сохраняющие свойство k-периодичности, она выдаёт как значение 
бесконечную последовательность, сохраняющую свойство k-периодичности. 

Утверждение 2. 

 Класс 𝑃𝑃𝐴𝐴,𝑘𝑘
пер является замкнутым относительно операции суперпозиции. 

Доказательство. 

Этот факт можно доказать индукцией по глубине формул.  Нужно показать, что 
любая функция, реализуемая формулой над функциями, сохраняющими свойство k-
периодичности, сохраняет свойство k-периодичности. 

Теорема. 

 

При |А| ≥ 2 в 𝑃𝑃𝑎𝑎 не существует конечной полной системы автоматных 
функций. 
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Доказательство. 

Пусть 𝐹𝐹 - произвольное конечное множество функций из 𝑃𝑃𝑎𝑎 . 

Каждая из функций имеет вес, функций конечное количество. 

⇓ 

Можем выбрать 𝑘𝑘 −  максимальный вес. 

Тогда, согласно одному из ранее доказанных фактов, если автоматная функция 
имеет вес k, то она сохраняет свойство k-периодичности. 

Тогда эта функция содержится в 𝑃𝑃𝐴𝐴,𝑘𝑘
пер.  

Тогда всё 𝐹𝐹 ∈ 𝑃𝑃𝐴𝐴,𝑘𝑘
пер. 

Согласно Утверждению 2 𝛴𝛴(𝐹𝐹) ⊆ 𝑃𝑃𝐴𝐴,𝑘𝑘
пер. 

Если 𝐴𝐴 имеет по крайней мере 2 символа, то можно построить функцию, не 
сохраняющую свойство k-периодичности. Например - функция-константа, которая на 
все входные данные возвращает последовательность с простым периодом, большим, 

 чем k. 

 Значит, 𝛴𝛴(𝐹𝐹) ⊆ 𝑃𝑃𝐴𝐴,𝑘𝑘
пер ≠ 𝑃𝑃𝑎𝑎. 

 ⇓ 

 𝐹𝐹 −  не полное. 

11.2 Сложность схемной реализации булевых функций. 
 S - схема из функциональных элементов над (∨, &, ¬). 

 L(S) - число функциональных элементов в схеме S, сложность S. 

 Отметим, что любую булеву функцию можно реализовать схемой. 

 Более того, верно следующее утверждение. 

 Утверждение 1. 

 Любая булева функция 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛) может быть реализована схемой, 
имеющей сложность ≤ 𝑛𝑛2𝑛𝑛. 

 Доказательство. 

 

 Рассмотрим вырожденный случай 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 0,1. Его можно реализовать 
схемой со сложностью 2 ≤ 𝑛𝑛2𝑛𝑛(рис. 36). 
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Пусть теперь 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛) ≠ 0,1. Тогда её можно представить в совершенной 
дизъюнктивной нормальной форме(СДНФ).  

𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  = ∨𝑓𝑓(𝜎𝜎1,𝜎𝜎2,...,𝜎𝜎𝑛𝑛)=1 𝑥𝑥1
𝜎𝜎1𝑥𝑥2

𝜎𝜎2. . . 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝜎𝜎𝑛𝑛 

Для каждой переменной используем отрицание, потом реализуем каждое 
слагаемое в СДНФ, далее берём дизъюнкцию получившихся слагаемых(рис. 36). 

 

 

Оценим сложность схемы. 

Пусть 𝑞𝑞 −  число наборов (𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, . . . , 𝜎𝜎𝑛𝑛) т. ч. 𝑓𝑓((, 𝜎𝜎2, . . . , 𝜎𝜎𝑛𝑛) = 1. 

𝑓𝑓 ≠ 1 ⇒ 𝑞𝑞 ≤ 2𝑛𝑛 − 1 

Рис. 36 

Рис. 37 

https://vk.com/teachinmsu


 

ТЕОРИЯ ДИСКРЕТНЫХ ФУНКЦИЙ   
КОЛПАКОВ Р. М. КОЧЕРГИН В. В. 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ                                                                                                                                                       
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ                                                                                                                                                 

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU 

 

95 
 
 

 

𝐿𝐿(𝑆𝑆) =  𝑛𝑛 + 𝑞𝑞(𝑛𝑛 − 1) + 𝑞𝑞 − 1 < 𝑛𝑛 + (2𝑛𝑛 − 1)(𝑛𝑛 − 1) + 2𝑛𝑛 − 1 = 𝑛𝑛 + 𝑛𝑛(2𝑛𝑛 − 1) = 𝑛𝑛2𝑛𝑛 . 

n отрицаний, q(n-1) конъюнкций (на СДНФ), q-1 дизъюнкций (рис. 37). 

Пример. 

𝑥𝑥 → 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥𝑦𝑦 ∨ 𝑥𝑥𝑦𝑦 ∨ 𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 ∨ 𝑦𝑦 

 
 Такой метод работает всегда, но он не экономный. 

 𝐿𝐿(𝑓𝑓) = 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛𝑆𝑆𝐿𝐿(𝑆𝑆), где 𝑆𝑆 −  СФЭ, реализующая 𝑓𝑓. 

𝐿𝐿(𝑓𝑓) −сложность реализации функции f схемами из функциональных элементов. 

Опишем зависимость сложности реализации от числа переменных. 

𝐿𝐿[𝑛𝑛] = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥𝑓𝑓(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,...,𝑥𝑥𝑛𝑛)∈𝑃𝑃2𝐿𝐿(𝑓𝑓)  −  функция Шеннона для сложностиреализации 
бул. функций СФЭ. 𝑛𝑛 = 1,2,3, . .. 

Пример. 

𝐿𝐿[1] = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥(𝐿𝐿(𝑥𝑥), 𝐿𝐿(𝑥𝑥), 𝐿𝐿(1), 𝐿𝐿(0)) = 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥(0,0,2,2) = 2 

Согласно Утверждению 1 𝐿𝐿(𝑓𝑓) ≤ 𝑛𝑛2𝑛𝑛 ⇒ 𝐿𝐿[𝑛𝑛] ≤ 𝑛𝑛2𝑛𝑛- верхняя оценка функции 
Шеннона. 

Рассмотрим функцию 𝑔𝑔(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 𝑥𝑥1 𝑥𝑥2 . . . 𝑥𝑥𝑛𝑛 . 

На её реализацию (рис. 39) нужно по крайней мере 1 элемент отрицания и n-1 
двухвходовый элемент. 

𝐿𝐿(𝑔𝑔) ≥ 𝑛𝑛 ⇒ 𝐿𝐿[𝑛𝑛] ≥ 𝑛𝑛 

Рис. 38 
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От каждого входа есть по крайней мере 1 цепочка, ведущая к выходу (так как 
цепи простые). Рассмотрим объединение всех цепей - дерево. Степень ветвления 
каждой внутренней вершины - 2. Каждая внутренняя вершина - двухходовой элемент. 
Число внутренних вершин - по крайней мере n-1. Ещё необходимо отрицание, так как 
без него схема была бы только из монотонных функций и в силу замкнутости класса 
монотонных функций могла бы реализовать только монотонную функцию, а функция 
𝑔𝑔 − не монотонная. 

Заметим, что реализация булевых функций с помощью СДНФ неэффективна, 
так как каждая конъюнкция реализуется отдельно.  

12.3 Совместная реализация конъюнкций. 
 Пусть 𝐴𝐴 ⊂ 𝑃𝑃2 −  конечное подмножество бул. функций. 

 Будем рассматривать схемы S, которые одновременно реализуют все булевы 
функции из 𝐴𝐴. 

 𝐿𝐿(𝐴𝐴) = 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛𝑆𝑆𝐿𝐿(𝑆𝑆)- сложность реализации множества 𝐴𝐴 схемами из 
функциональных элементов. 

 Всевозможные конъюнкции 𝐾𝐾𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛) = {𝑥𝑥1
𝜎𝜎1𝑥𝑥2

𝜎𝜎2. . . 𝑥𝑥𝑛𝑛
𝜎𝜎𝑛𝑛|𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, . . . , 𝜎𝜎𝑛𝑛 =

0,1}. 

 𝐿𝐿(𝐾𝐾𝑛𝑛) − сложность реализации 𝐾𝐾𝑛𝑛(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛) СФЭ. 

Рис. 39 
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 Разобьём все переменные на две группы переменных, имеющие примерно 
одинаковый размер. (Например, от 𝑥𝑥1 до 𝑥𝑥[𝑛𝑛

2] и от 𝑥𝑥[𝑛𝑛
2]+1 до 𝑥𝑥𝑛𝑛) Сначала по отдельности 

реализуем все элементарные конъюнкции для переменных из каждой группы. Таким 
образом, для конъюнкции переменных их обеих групп нам нужно взять конъюнкцию 
элементарной конъюнкции переменных первой группы и элементарной конъюнкции 
переменных второй группы. Тогда для реализации всех элементарных конъюнкций от n 
фиксированных переменных достаточно 2𝑛𝑛 элементов конъюнкций.Схема указана на 
рисунке 40. 

 

Оценим сложность этой схемы.  

𝐿𝐿(𝐾𝐾[𝑛𝑛/2]) ≤ [𝑛𝑛
2

]2[𝑛𝑛
2] - сложность элементарных конъюнкций внутри групп(оценка сверху) 

𝐿𝐿(𝐾𝐾𝑛𝑛) ≤ 𝐿𝐿(𝑆𝑆) = 2𝐿𝐿(𝐾𝐾[𝑛𝑛/2]) + 2𝑛𝑛 ≤ 2𝑛𝑛 + 𝑛𝑛2[𝑛𝑛
2] = 2𝑛𝑛 + 𝑚𝑚(2𝑛𝑛) 

2 𝑛𝑛 - сложность реализации всех элементарных конъюнкций от n переменных. 

2𝑛𝑛 ≤ 𝐿𝐿(𝐾𝐾𝑛𝑛) ≤ 2𝑛𝑛 + 𝑚𝑚(2𝑛𝑛)  ⇒ 𝐿𝐿(𝐾𝐾𝑛𝑛) ∼ 2𝑛𝑛 

Используем совместную реализацию конъюнкций для реализации булевой 
функции. 

Рис. 40 
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Реализуем как в СДНФ, но будем предполагать, что все конъюнкции совершаются 
одновременно (рис. 41) 

 

Описание схемы: возьмём схему, реализующую все возможные конъюнкции, 
выберем выходы со слагаемыми, нужными нам, соединим их все в одну дизъюнкцию 
дизъюнкторами. 

𝐿𝐿(𝑓𝑓) ≤ 𝐿𝐿(𝑆𝑆) < 𝐿𝐿(𝐾𝐾𝑛𝑛) + 2𝑛𝑛 ≤ 2𝑛𝑛 + 2𝑛𝑛 + 𝑚𝑚(2𝑛𝑛) = 2𝑛𝑛+1 + 𝑚𝑚(2𝑛𝑛) ≲ 2𝑛𝑛+1 

L[n]≲ 2𝑛𝑛+1 - функция Шеннона асимптотически не превосходит 2𝑛𝑛+1. 

 

 

 
 
 

Рис. 41 
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Лекция 12. Методы Шеннона и каскадов. 
12.1   Метод Шеннона. Вспомогательная задача. 

На прошлой лекции мы усилили верхнюю оценку для функции Шеннона для 
сложной реализации схемами Булевых функций по порядку в n раз, за счет 
использования совместной реализации всех элементарных конъюнкций от n 
переменных. На самом деле мы можем еще усилить верхнюю оценку для функции 
Шеннона L(n) по порядку в n раз, используя еще более эффективные методы 
реализации схемами Булевых функций: метод Шеннона и метод каскадов. 

Чтобы применить метод Шеннона, рассмотрим вспомогательную задачу. 

 Пусть существует n переменных. Мы знаем, что существует ровно 22n  функций 
от данных фиксированных переменных. Задача состоит в том, чтобы реализовать 
совместно эти функции одной схемой, так, чтобы ее сложность была наименьшая. 

Пусть Р2(x1, x2, … , xn)–множество всех функций от x1, x2, … , xn. 

L(Р2(n)) – сложность реализации Р2(x1, x2, … , xn) СФЭ 

 L(Р2(n))=22n − n 

Задача: 

Обозначим  𝑆𝑆𝑛𝑛 – схема, реализующая Р2(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  с минимальной 
сложностью L(Р2(𝑛𝑛)) и докажем, что L(Р2(𝑛𝑛))=22𝑛𝑛 − 𝑛𝑛. 

Доказательство: 

Проведем его индукцией по n. 

Базис индукции:  n=1. В этом случае у 
нас есть четыре функции: 1,0, x1 и x1� . Эти 
функции можно реализовать схемой из трех 
элементов (рис. 42)  

L(S1) = 3 = 221 − 1 

Заметим, что количеством элементов 
меньшим трех мы обойтись не сможем, так 
как 1, 0 и x1�  должны реализовываться на 
выходах каждый своего какого-то 
функционального элемента. 

Индуктивное предположение: мы 
умеем реализовывать все функции от (n-1) переменной со сложностью L(Sn−1) = 
22n−1 −  (n −  1). 

Рис. 42 
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Нужно научиться реализовывать все функции n переменных: 

f(x1, x2, … , xn) ∈ Р2, где xn − существенная для f. (Иначе мы бы ее удалили). 

Рассмотрим разложение функции по переменной xn на два слагаемых, 
содержащих подфункции от (n-1) переменной, полученные фиксированием переменной 
xn значениями 0 и 1. 

  f(x1, x2, … , xn)  =  xn���&f(x1, x2, … , xn−1, 0)⋁xn&f(x1, x2, … , xn−1, 1) 

Заметим,                          xn  −  существенная для f 

⇕ 

f(x1, x2, … , xn−1, 0) ≠  f(x1, x2, … , xn−1, 1) 

Тогда реализуем эти функции в определенном порядке: сначала 
«вырожденные», у которых одно из слагаемых в разложении является нулевым, потом 
остальные. 

1) f = xn���&g(x1, x2, … , xn−1), g ≠ 0 ; (22n−1 − 1) − штук 
2) f = xn&g(x1, x2, … , xn−1), g ≠ 0 ; (22n−1 − 1) − штук 
3) все остальные f(x1, x2, … , xn) 
 

Схема реализации имеет вид (рис. 43). 

Сверху изображена схема Sn−1, на выходах которых реализуются все  
f(x1, x2, … , xn−1). Чтобы реализовать все функции из первой группы, мы должны для 
переменной xn с помощью одного элемента отрицания реализовать отрицание xn, а 
потом для реализации каждой функции из второй группы мы возьмем конъюнкцию 
отрицания xn с соответствующей функцией от (n-1) переменной. На этих конъюнкторах 
будет реализованы все функции первой группы. Заметим, что для реализации каждой 
такой функции, кроме одной, потребуется ровно один элемент конъюнкции, при этом 
имеется ровно одна функция, для которой g(x1, x2, … , xn−1) равна 1(это функция из 
первой группы равная xn��� ). Для реализации этих функций нам потребуется 22n−1 −
2 элементов конъюнкции. 

Аналогично, для реализации каждой функции второй группы нам потребуется 
ровно один элемент конъюнкции, не считая функции, тождественно равной xn, для 
которой нам не нужен элемент конъюнкции. Для реализации этих функций нам 
потребуется 22n−1 − 2 элементов конъюнкции. 
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Если функция f  из первой группы и  из второй получается с помощью 
конъюнкции одной и той же функции g(x1, x2, … , xn−1), то мы их будем называть 
соответствующими. 

Так как из того, что  xn  −  существенная для f, следует неравенство данных 
подфункций, то в реализации всех оставшихся функций в разложении не может 
содержаться одна функция  от (x1, x2, … , xn−1),   следовательно, слагаемые этого 
разложения не могут быть соответствующими слагаемыми из первой и второй группы. 

Тогда каждая функция из третьей группы получается за счет дизъюнкции 
некоторой функции первой группы и некоторой второй так, что они не являются 
соответствующими. Таким образом, мы берем для каждой функции из первой группы 
дизъюнкцию этой функции с функциями из второй группы (кроме той, что является 
соответствующей для этой функции из первой группы) - 22n −  n дизъюнктора для 
каждой функции. Для реализации всех функций из третьей группы мы должны потрать 
22n−1 − 2 дизъюнктора. 

Рис. 43 
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Общая сложность схемы: 

L(Sn) = L(Sn − 1)+2(22n−1 − 2)+1+(22n−1 − 1)(22n−1 − 2)= 22n−1 − (n − 1) + 1 +
(22n−1 + 1)(22n−1 − 2) = 22n −  n 

Доказано. 

Используем этот факт для объяснения метода Шеннона реализации булевых 
функций. 

12.2   Объяснение метода Шеннона. 
Пусть имеется   f(x1, x2, … , xn) ∈ Р2 

Введем некоторый параметр k (от 0 до 1) и рассмотрим разложение нашей 
функции по первым (n-k) переменным: 

f(x1, x2, … , xn) =  ⋁(σ1, σ2, … , σn−1) ∈ {0,1}n−kx1
σ1x2

σ2 . . . xn−k
σn−k 

f(σ1, σ2, … , σn−k, xn−k+1, xn−k+2, … , xn) 

Рис. 44 
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Метод Шеннона состоит в реализации функции согласно данному разложению. 
Согласно данному разложению, мы должны: 

1. реализовать все возможные элементарные конъюнкции от 
переменных x1, x2, … , xn−к 

2.  реализовать все подфункции функции f, получающиеся 
фиксацией значений первых (n-k) переменных произвольным образом 

3. для каждой элементарной конъюнкции мы должны взять 
конъюнкцию соответствующей подфункцией функции f и получить слагаемые 
данного разложения. Потом взять дизъюнкцию всех этих слагаемых. 

 
Схема метода Шеннона (рис. 44). 

Оценим сложность этой схемы: 

L(f) ≤ L(S) < L(Kn−k) + L(Р2(k)) + 2n−k + 2n−k ≤  2n−k + o(2n−k) + 22k + 2 ∙ 2n−k

= 3 ∙ 2n−k + 22k + o(2n−k) ≲  3 ∙ 2n−k + 22k 

• Чтобы реализовать все соответствующие подфункции функции f, 
мы можем реализовать все возможные функции от последних k переменных и 
потом выбрать в схеме выходы, на которых реализуются нужные нам 
подфункции. 

• После этого заметим, что для реализации каждого слагаемого нам 
потребуется ровно один элемент конъюнкций, при этом количество таких 
слагаемых равно числу элементарных конъюнкций от (n-k) переменных (2n−k). 
Далее, для того чтобы объединить все эти слагаемые в одну дизъюнкцию нам 
потребуется не более 2n−k элементов дизъюнкции. 

• L(Kn−k) ≤ 2n−k + o(2n−k) ; L(Р2(k)) ≤ 22k  

Выберем параметр k для оценки: k=⌊log2(n − 2log2n)⌋ 

Заметим, что ⌊х⌋ > х − 1. Тогда: 

2n−k = 2n−⌊log2(n−2log2n)⌋ ≤ 2n−log2(n−2log2n)+1 =
2n+1

n − 2log2n ≲
2n+1

n  

22k ≤ 22log2(n−2log2n) = 2n−2log2n =
2n

n2 

Подставив полученные нами оценки в общую оценку, получим: 

L(f) ≲ 6 2n

n
+ 2n

n2 ≲ 6 2n

n
 

⇓ 
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L[n] ≲ 6 2n

n
 

12.3   Метод каскадов 
Второй метод, который дает такую же асимптотическую оценку, называется 

методом каскадов. 

Пусть имеется   f(x1, x2, … , xn) ∈ Р2 

Для ее реализации мы будем последовательно строить подмножества 
G0, G1, G2, … , Gn−1 подфункций функции f: 

Gi = {gi,1(xi+1, … , xn), gi,2(xi+1, … , xn), . . . , gi,ri(xi+1, … , xn)} 

G0 = {f(x1, x2, … , xn)} 

Разложим f по первой переменной: 

f(x1, x2, … , xn) = x1� &f(0, x2, x3, … , xn)⋁x1&f(1, x2, x3, … , xn)
= x1� &g0(x2, x3, … , xn)⋁x1&g1(x2, x3, … , xn) 

G1 = {g0(x2, x3, … , xn), g1(x2, x3, … , xn)} 

Построили Gi−1 = {gi−1,1(xi, … , xn), gi−1,2(xi, … , xn), . . . , gi−1,ri−1
(xi, … , xn)}  

Далее раскладываем все функции из множества Gi−1 по i-ой переменной. 

 Gi−1 − все различные функции среди функций: 

gi−1,1(0, xi−1, … , xn), gi−1,1(1, xi+1, … , xn) 

gi−1,2(0, xi−1, … , xn), gi−1,2(1, xi+1, … , xn) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 

gi−1,ri−1(0, xi−1, … , xn), gi−1,ri−1(1, xi+1, … , xn) 

Рис. 45 
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Продолжаем построение пока не дойдем до Gn−1 (рис. 45). 

Gn−1 ⊆ {0,1, xn, xn��� } 

Теперь мы последовательно реализуем все функции из данных множеств, но в 
обратном порядке: 

Предположим, что мы уже реализовали в нашей схеме все функции из Gi и 
хотим реализовать функцию из множества Gi−1 

gi−1,s(xi, xi+1, … , xn) = xı� &gi−1,s(0, xi+1, … , xn)⋁xi&gi−1,s(1, xi+1, … , xn) 

gi−1,s(0, xi+1, … , xn) = gi,j0
(xi+1, … , xn) ∈ Gi 

gi−1,s(1, xi+1, … , xn) = gi,j1
(xi+1, … , xn) ∈ Gi 

 

Чтобы реализовать gi−1,s(xi, xi+1, … , xn), мы находим в нашей схеме выходы 
элементов gi,j0  и gi,j1 (рис. 46). Таким образом, мы последовательно реализуем функции 
из множеств Gi до тех пор пока не реализуем исходную функцию. Полученная схема 
является схемой, построенной для функции f методом каскадов. 

 

 

Рис. 46 
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12.4   Пример использования метода каскадов. 
Рассмотрим функцию: 

f(x1, x2, x3, x4) = �1, если среди x1, x2, x3, x4 есть ровно 2 или 3 единицы 
0, в противном случае  

Согласно методу каскадов мы сначала раскладываем ее на две подфункции: 

f = x1� &f(0, x2, x3, x4)⋁x1&f(1, x2, x3, x4), 

где                                      g1,0(x2, x3, x4) = (0, x2, x3, x4) 

g1,1(x2, x3, x4) = (1, x2, x3, x4) 

Заметим, 

g1,0 = 1 ⟺  среди  x1, x2, x3, x4 есть ровно 2 или 3 единицы 

g1,1 = 1 ⟺  среди  x1, x2, x3, x4 есть ровно 1 или 2 единицы 

Теперь раскладываем по второй переменной каждую из этих функций 

g1,0 = x2���&g1,0(0, x3, x4)⋁x2&g1,0(1, x3, x4), 

g1,1 = x2���&g1,1(0, x3, x4)⋁x2&g1,1(1, x3, x4). 

Заметим,  

g1,0(0, x3, x4) =  x3&x4 (данная подфункция будет равна 1, если x3 = x4 = 1) 

g1,0(1, x3, x4) = x3⋁x4  (данная подфункция будет равна 1, если среди x3, x4 будет 
хотя бы одна единица) 

g1,0(0, x3, x4) =  x3⋁x4(данная подфункция будет равна 1, если среди x3, x4 будет 
хотя бы одна единица) 

g1,1(1, x3, x4) = x3│x4 (данная подфункция будет равна 1 на всех наборах кроме 
единичного) 

G2 = {x3&x4, x3⋁x4, x3│x4} состоит из трех функций. 

Раскладываем каждую из них по третьей переменной: 

Мы рассматривали метод каскадов в общем случае, где реализовывали 
константы 0 и 1, но можно заметить, что, при реализации произвольной функции, 
отличной от констант можно удалить те слагаемые, которые содержат 0 и избавляться 
от реализации константы 1. 

 

Тогда: 
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x3&x4 = x3���&0⋁x3x4 = x3x4 

x3⋁x4 = x3���&x4⋁x3&1 = x3���x4⋁x3 

x3│x4 = x3���&1⋁x3&x4��� = x3���⋁x3x4��� 

Построим для данной функции, согласно этим формулам, схему методом 

каскадов (рис. 47). 

 

12.5   Оценка сложности реализации функции методом каскадов. 
Заметим, для каждой переменной используется элемент отрицания для 

реализации отрицания данной переменной (n элементов) и для реализации всех 
остальных подфункций, участвующих в реализации функции f, используется не более 
трех элементов. 

Smc − схема, построенная методом каскадов для f 

Рис. 47 
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L(Smc) ≤ n + ∑ 3ri
n−1
i=0 = n + 3 ∑ ri

n−1
i=0   , где ri – количество элементов в множестве Gi 

• С одной стороны (согласно построению и r0 = 1) : ri ≤ 2ri−1 ≤ 2i 
• С другой стороны: 

Зафиксируем параметр t и рассмотрим все множества G начиная с Gt 

∑ ≤ n−1
i=t число различных фцнкций от xt+1, xt+2, . . . , xn = 22n−t  

Имеем, L(Smc)≤ n + 3 ∑ ri
n−k−1
i=0 + 3 ∑ ri

n−1
i=n−k ≤ n + 3(1 + 2+. . . +2n−k−1) +

3 ∙ 22k = n + 3 ∙ 2n−k + 3 ∙ 22k 

Выберем параметр k для оценки: k=⌊log2(n − 2log2n)⌋ 

Заметим, что ⌊х⌋ > х − 1. Тогда: 

2n−k = 2n−⌊log2(n−2log2n)⌋ ≤ 2n−log2(n−2log2n)+1 =
2n+1

n − 2log2n ≲
2n+1

n  

22k ≤ 22log2(n−2log2n) = 2n−2log2n =
2n

n2 

Подставив полученные нами оценки в общую оценку, получим: 

L(f) ≤ L(Smc) ≲ n + 3 2n+1

n
+ 3 2n

n2 ≲ 6 2n

n
 

⇓ 

L[n] ≲ 6 2n

n
 

11.6   Усиление нижней оценки функции Шеннона. Изоморфные 
схемы. 

Существует два подхода получения нижних оценок: 

1) Конструктивный метод: Построение конкретной функции, 
сложность реализации схемами которой не меньше, чем некоторое значение. 

К сожалению, в данной тематике не позволяет получать высокие 
низкие оценки. 

2)  Мощностной (неконструктивный) метод: рассматриваем 
22n функций от фиксированных переменных и фиксируем какое-то значение 
сложности h. Если удастся показать, что схемами сложности, не 
превосходящей h, нельзя реализовать все 22n  функций, то это будет 
означать, что среди них существует функция, сложность реализации которой 
строго больше h. Значит, значение функции Шеннона будет строго больше h. 

 
Будем использовать мощностной метод. 
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N(n, h) – число функций  f(x1, x2, … , xn) таких, что L(f) ≤ h 
N′(n, h) – число функций f(x1, x2, … , xn), допускающих реализацию схемами 

сложности h 
 
Пусть имеется функция L(f) ≤ h. Значит, для нее можно построить 

минимальную схему, сложность которой L(S) ≤ h (рис. 48). Отсюда следует, что к ней 
можно добавить некоторое количество (h- L(S)) новых элементов. При этом мы 
получим схему сложности h, которая будет реализовывать ту же самую функцию (рис. 
49). 

 

 
 
В обратную сторону тоже верно. Если функция f допускает реализацию схемой 

сложности = h и сложность ее реализации схемами не превосходит h, то она 
содержится среди N(n, h). 

 
                                           Таким образом, получаем 

N(n, h) = N′(n, h) 
Оценим N′(n, h) числом количеством различных схем сложности h, 

реализующих функции от переменных x1, x2, … , xn. 
 
Для того, чтобы понимать какие схемы являются различными, введем для схем 

понятие изоморфизма. 
S′, S′′ – две схемы одинаковой сложности с n входами x1, x2, … , xn и одним 

выходом. S′, S′′называют изоморфными, если существует взаимно-однозначное 
соответствие между вершинами этих схем  ϕ: V(S′)  →   V(S′′) такое, что  

1. для ∀(не обязательно различных) вершин u′, v′ ∈ V(S′) число ребер 
(u′, v′) в Е(S′)равно числу ребер (ϕ(u), ϕ(v)) в Е(S′′), т.е схемы должны быть 
изоморфными как ориентированные графы. 

Рис. 48 Рис. 49 
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2. ϕ(xi) = xi для i=1,2,…,n (каждому входу одной схемы должен 
соответствовать вход другой схемы). 

3. если v′- функциональный элемент схемы S′, то ϕ(v′)  −функциональный 
элемент схемы S′′, и v′, ϕ(v′) приписаны одинаковые функциональные символы.  

4. если r′ − выход схемы S′, то ϕ(r′) – выход схемы S′′. 
 

Утверждение 1: 
∀ изоморфные схемы реализуют равные функции.  
 
Используем это понятие. 
N′′(n, h)  −число неизоморфных схем сложности h с n входами x1, x2, … , xn и 

одним выходом. 
N′(n, h) ≤  N′′(n, h)  

Оценим N′′(n, h): 
Рассмотрим S – схема сложности h с n входами x1, x2, … , xn и одним выходом, 

функциональные элементы которой произвольным образом занумерованы от 1 до h. 
Произвольным образом занумеруем функциональные элементы: 
 vj −  j − ый функциональный элемент схемы S 
Тогда каждой такой схеме мы можем сопоставить код схемы: 
С(S) = g1d1

′ d1
′′g1d2

′ d2
′′. . . gjdj

′dj
′′. . . ghdh

′ dh
′′q, где gj  −функцтональный элемент, 

приписанный vj; 
Пусть имеется какой-то элемент vj. Входы этого элемента присоединены к 

каким-то другим вершинам схемы. Будем говорить, что эти вершины подаются на вход 
данного элемента. Пусть на 1 вход подается другая вершина схемы (либо вход схемы, 
либо выход другого функционального элемента).  

Если на первый вход vj подается вход xi схемы S, то dj
′ = xi (рис. 50)  

Если на первый вход vj подается вход vk схемы S, то dj
′ = k (рис. 51) 

dj
′′ – аналогично

е значение для второго 
входа vj (если vj – 
функциональный 
элемент отрицания, то 
dj

′ = dj
′′); 
q идентифициру

ет выходную вершину 
нашей схемы. 

 
Пример (рис. 

52): С(S) = &x1x2 −

Рис. 50 Рис. 51 
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44⋁21⋁x1x23 
 
Оценим количество кодов задающих описанные выше схемы: 
c(n, h)  −  число различных кодов схем сложности h с n входами x1, x2, … , xn и 

одним выходом. 
У нас имеется h троек, из них можно 

выбрать h первых элементов gj этих троек. 
Каждый из элементов может принимать три 
значения: конъюнкция, дизъюнкция, 
отрицание. 

Также у нас имеются 2h элементов 
(вторые и третьи элементы троек). Каждый 
из них можем принимать значение входной 
переменной (n вариантов) или значение 
номера того функционального элемента, 
выход которого подается на вход (h 
вариантов). 

Для последнего элемента q (n +
h) вариантов. 

  
с(n, h) ≤  3h(n + h)2h+1  

Заметим, что по коду схема 
однозначно восстанавливается с точность до изоморфизма. 

 
Утверждение 2: 
Если для двух схем S′, S′′выполняется С(S′) = С(S′′), то  S′, S′′ − являются 

изоморфными. 
 
Следствие: 
 N′′(n, h) ≤ с(n, h) ≤  3h(n + h)2h+1  

 
Таким образом,  N(n, h) ≤  3h(n + h)2h+1 
Данную оценку мы получили для целых значений h, но можно заметить, что эта 

оценка монотонно возрастает, поэтому можно обобщить ее на случай h – вещественное 
число. 

Воспользуемся этой оценкой для доказательства теоремы: 
 
Теорема: 

При достаточно больших n выполняется 𝐿𝐿[𝑛𝑛] > 1
2

∙ 2𝑛𝑛

𝑛𝑛
 

Доказательство: 
 

Рис. 52 
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h0 =
1
2 ∙

2n

n =
2n−1

n  

 
Рассмотрим количество функций от n переменных, сложность реализации 

которых схемами не превосходит h0: 

  N(n, h0) ≤  3h0(n + h0)2h0+1 =  3
2n−1

n (n + 2n−1

n
)

2n

n +1 
 
 
Покажем, что при достаточно больших n N(n, h0) не превосходит 22n: 

 

log2
N(n, h0)

22n = log2 N(n, h0)  − 2n ≤
2n−1

n log2 3 + (
2n

n + 1) log2(n +
2n−1

n )  − 2n  

  
Отдельно оценим: 

log2(n +
2n−1

n )  < log2(n +
2n

n )  = log2[
2n

n (1 +
n2

2n) ] = n − log2 n + log2(1 +
n2

2n)

≤ n − log2 n + c′ 
 
Подставляя эту оценку в оценку для log2

N(n,h0)
22n , получаем: 

log2
N(n, h0)

22n ≤
2n−1

n log2 3 + (
2n

n + 1)(n − log2 n + c′) – 2n

=
2n−1

n log2 3 + 2n −
2n

n log2 n + c′ 2n

n + (n − log2 n + c′) – 2n

≤  c′′ 2n

n  – 
2n

n log2 n + n + c′  →  − ∞ при n → ∞ 

при достаточно больших n. 
 

Log2
N(n, h0)

22n < 0 

⇓ 
N(n, h0) < 22n 

⇓ 
∃f(x1, x2, … , xn) ∈ Р2 такие, что L(f)> h0 

⇓ 
⇓ 

L[n] > h0 

Доказано. 

1
2 ∙

2n

n ≲ L[n] ≲ 6
2n

n  
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⇓ 

L[n] ≍
2n

n

Известно, что L[n] ∼ 2n

n
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