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Ëåêöèÿ 1

Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Ïóñòü èìååòñÿ ãàìèëüòîíèàí ñëåäóþùåãî âèäà:

Ĥ = Ĥ0 + ĤI , (1.1)

ãäå Ĥ0 - ãàìèëüòîíèàí, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî ðåøåíèå (ïóñòü äàæå è ïðèáëèæ¼í-
íîå), òî åñòü èçâåñòíû åãî óðîâíè ýíåðãèè è ñîáñòâåííûå âîëíîâûå ôóíêöèè, à ĤI

- ìàëîå âîçìóùåíèå.
Íåïðàâèëüíî ïèñàòü óñëîâèå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

���
���XXXXXXĤI << Ĥ0 (1.2)

×àñòî ãàìèëüòîíèàí (1.1) ïèøóò â âèäå Ĥ0 + εĤI , ãäå ε << 1, íî ýòî ¾íå ñïàñàåò¿,
òàê êàê íå èñêëþ÷àåò âûõîäà çà ðàìêè òåîðèè âîçìóùåíèé. Íî ñ ïîìîùüþ ε ìîæíî

íàãëÿäíåå âèäåòü ïîðÿäîê ìàëîñòè, íàïðèìåð, ÷ëåí ε2E
(2)
n

∣∣∣ψ(1)
n

〉
ε1 - 3-ãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè.
Ðÿäû òåîðèè âîçìóùåíèé ìîãóò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ, íî ýòî íå âëè-

ÿåò íà ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé.
Ïðèìåð
Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ:

f(x) =

∞∫
0

dt
xe−t

1 + tx
(1.3)

ïðè x > 0.Ãðàôèê ôóíêöèè (Ñì. ðèñ. 1.1).

f (x)

x

Ðèñ. 1.1. Ãðàôèê ôóíêöèè f(x)

Ðàçëîæèì f(x) ïî ñòåïåíÿì x:

f(x) =

∞∫
0

dt
∞∑
n=0

(−1)nxn+1tne−t (1.4)
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Ïîìåíÿâ ìåñòàìè ñóììèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå, à òàêæå âçÿâ èíòåãðàëû â ñëà-
ãàåìûõ ñóììû, ïîëó÷èì

f(x) =
∞∑
n=0

(−1)nxn+1n! = x− x2 + 2x3 − 6x4 + . . . (1.5)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì x çàâèñèìîñòü n!xn+1 îò n áóäåò èìåòü ìèíèìóì (Ñì. ðèñ. 1.2)
n0 ∼ 1

x
, òî åñòü ÷åì ìåíüøå x, òåì äîëüøå ÷ëåíû ðÿäà (1.5) óáûâàþò.

n!xn+1

xn0 ∼ 1
x

Ðèñ. 1.2. Çàâèñèìîñòü n!xn+1 îò n

Ïóñòü δN - îøèáêà (ðàçíèöà ìåæäó ðÿäîì (1.5) è ôóíêöèåé (1.3)), òî åñòü

δN = f(x)−
N∑
n=0

(−1)nxn+1n! (1.6)

Ïðè áîëüøåì x ìèíèìóì îøèáêè ïðîèñõîäèò ïðè ìåíüøåì n (Ñì. ðèñ. 1.3). Â ìè-

δN(x1)

N0 N

δN(x2 > x1)

N1 N

Ðèñ. 1.3. Îøèáêà ïðè ðàçíûõ x

íèìóìå îøèáêà ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ìàëîé, ÷òîáû ïðèáëèæàòü òî÷íîå ðåøåíèå,
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íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñàì ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, òåîðèåé âîçìóùåíèé ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ äàæå, åñëè ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ðàñõîäèòñÿ, íî ÷åì áîëüøå ïîðÿ-
äîê, òåì ìåíüøóþ îáëàñòü îí ìîæåò äîñòàòî÷íî òî÷íî ïðèáëèæàòü (Ñì. ðèñ. 1.4).

f(x)

x

3-é ïîðÿäîê

2-é ïîðÿäîê

1-é ïîðÿäîê

Ðèñ. 1.4. Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé â çàâèñèìîñòè îò å¼ ïîðÿäêà

Äàëüøå òðåòüåãî ïîðÿäêà îáû÷íî íå äîõîäÿò, òàê êàê â (1.1) ĤI - óæå ïðèáëè-

æåíèå. ĤII ìîæåò áûòü â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé áîëüøå, ÷åì òðåòèé
ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé ó ĤI . Òîãäà èñïîëüçóþò ìíîãîñëîéíóþ òåîðèþ âîçìó-

ùåíèé, ïðåäñòàâëÿÿ âìåñòî Ĥ0 è ĤI -
̂̃
H0 è

̂̃
HI :

Ĥ0 + ĤI︸ ︷︷ ︸̂̃
H0

+ ĤII︸︷︷︸̂̃
HI

(1.7)

Âûâîä ñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ íåâûðîæäåííûõ óðîâíåé

Ïóñòü â (1.1), èìååòñÿ ãàìèëüòîíèàí Ĥ0:

Ĥ0

∣∣ψ(0)
n

〉
= E(0)

n

∣∣ψ(0)
n

〉
, (1.8)

â êîòîðîì äëÿ êàæäîãî óðîâíÿ ýíåðãèè E
(0)
n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ
∣∣∣ψ(0)

n

〉
, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.8). Òîãäà (1.8) - íóëåâîå ïðè-

áëèæåíèå ðåøåíèÿ (1.1). Ñ ó÷¼òîì ïîïðàâîê, óðîâíè ýíåðãèè è âîëíîâûå ôóíê-
öèè (1.1) áóäóò èìåòü âèä:

En = E(0)
n + E(1)

n + E(2)
n + . . . (1.9)

|ψn〉 =
∣∣ψ(0)

n

〉
+
∣∣ψ(1)

n

〉
+
∣∣ψ(2)

n

〉
+ . . . (1.10)

Îãðàíè÷èâøèñü ïåðâûì ïîðÿäêîì ìàëîñòè, ïîäñòàâèì (1.9), (1.10) â (1.1), ïîëó-
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÷èì

�
��

��Ĥ0

∣∣∣ψ(0)
n

〉
+ Ĥ0

∣∣∣ψ(1)
n

〉
+ ĤI

∣∣∣ψ(0)
n

〉
+
�
��

�
��*

2-é ïîð. ìàë.

ĤI

∣∣∣ψ(1)
n

〉
=

=
�
��

�
��

E
(0)
n

∣∣∣ψ(0)
n

〉
+ E

(0)
n

∣∣∣ψ(1)
n

〉
+ E

(1)
n

∣∣∣ψ(0)
n

〉
+
�
��

�
��*

2-é ïîð. ìàë.

E
(1)
n

∣∣∣ψ(1)
n

〉
(1.11)

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé (1.11) â áàçèñå ñîá-

ñòâåííûõ ôóíêöèé Ĥ0.
Òîãäà èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

1) Äîìíîæèâ (1.11) ñëåâà íà
〈
ψ

(0)
n

∣∣∣ è ñîêðàòèâ îäèíàêîâûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èòñÿ
âûðàæåíèå äëÿ ïîïðàâêè ê óðîâíþ ýíåðãèè

2) Äîìíîæèâ (1.11) ñëåâà íà
〈
ψ

(0)
m

∣∣∣, ãäå m 6= n - ïîëó÷èòñÿ ïîïðàâêà ê âîëíîâîé

ôóíêöèè

Óáåäèìñÿ â ýòîì íà ïðèìåðå ïîïðàâîê ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Òàê êàê Ĥ0 -
ýðìèòîâ îïåðàòîð, òî 〈

ψ(0)
n

∣∣ Ĥ0 =
〈
ψ(0)
n

∣∣E(0)
n (1.12)

Äîìíîæèì (1.11) ñëåâà íà
〈
ψ

(0)
n

∣∣∣ ñ ó÷¼òîì (1.12), ïîëó÷èì

((((
(((

((〈
ψ(0)
n

∣∣E(0)
n

∣∣ψ(1)
n

〉
+
〈
ψ(0)
n

∣∣ĤI

∣∣ψ(0)
n

〉
=((((

((((
(〈

ψ(0)
n

∣∣E(0)
n

∣∣ψ(1)
n

〉
+ E(1)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(0)
n

〉︸ ︷︷ ︸
=1

⇒

⇒ E(1)
n =

〈
ψ(0)
n

∣∣ĤI

∣∣ψ(0)
n

〉
(1.13)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè â ñîñòîÿíèè |ψn〉 åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå
îïåðàòîðà ĤI â ñîñòîÿíèè

∣∣∣ψ(0)
n

〉
.

Íàéä¼ì ïîïðàâêó ê âîëíîâîé ôóíêöèè. Äîìíîæèì (1.11) ñëåâà íà
〈
ψ

(0)
m

∣∣∣, ãäå
m 6= n. Ñ ó÷¼òîì (1.12) ïîëó÷èì, ó÷èòûâàÿ òîëüêî ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè〈

ψ(0)
m

∣∣E(0)
m

∣∣ψ(1)
n

〉
+
〈
ψ(0)
m

∣∣ĤI

∣∣ψ(0)
n

〉
=

=
〈
ψ(0)
m

∣∣E(0)
m

∣∣ψ(1)
n

〉
+ E(1)

n ���
���

�:0〈
ψ(0)
m

∣∣ψ(0)
n

〉
⇒

⇒ c(1)
m ≡

〈
ψ(0)
m

∣∣ψ(1)
n

〉
=

1(
E

(0)
n − E(0)

m

) 〈ψ(0)
m

∣∣ĤI

∣∣ψ(0)
n

〉
(1.14)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
∣∣∣ψ(1)

n

〉
ïî ôóíêöèÿì∣∣∣ψ(0)

m

〉
. Òî åñòü, òåïåðü èçâåñòíû âñå c

(1)
m , êðîìå òîãî c

(1)
m , ãäå m = n. Áóäåì ïèñàòü

ýòî ñëàãàåìîå îòäåëüíî.
Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü 1-å óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé. Èìååì∣∣ψ(1)

n

〉
=
∑
k

c
(1)
k

∣∣∣ψ(0)
k

〉
= c(1)

n

∣∣ψ(0)
n

〉
+
∑
m6=n

c(1)
m

∣∣ψ(0)
m

〉
(1.15)
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Ïîñêîëüêó
∣∣∣ψ(1)

n

〉
- ìàëàÿ ïîïðàâêà ê

∣∣∣ψ(0)
n

〉
, òî èç (1.15) î÷åâèäíî, ÷òî òåîðèÿ âîçìó-

ùåíèé èìååò ñìûñë òîëüêî òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíòû c
(1)
m ìíîãî ìåíüøå åäèíèöû:

∣∣c(1)
m

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
〈
ψ

(0)
m

∣∣∣ĤI

∣∣∣ψ(0)
n

〉
E

(0)
n − E(0)

m

∣∣∣∣∣∣ << 1⇒
∣∣∣ 〈ψ(0)

m

∣∣ĤI

∣∣ψ(0)
n

〉∣∣∣ << ∣∣E(0)
m − E(0)

n

∣∣ (1.16)

Íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò c
(1)
n ìîæíî ïîëó÷èòü èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè âîëíîâîé

ôóíêöèè:

1 = 〈ψn|ψn〉 =
〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(0)
n

〉︸ ︷︷ ︸
=1

+
〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(1)
n

〉︸ ︷︷ ︸
=c

(1)
n

+
〈
ψ(1)
n

∣∣ψ(0)
n

〉︸ ︷︷ ︸
=c
∗(1)
n

+���
��

��:2-é ïîð. ìàë.〈
ψ(1)
n

∣∣ψ(1)
n

〉
⇒

⇒ 0 = c(1)
n + c∗(1)

n = Re
{
c(1)
n

}
⇒ c(1)

n = iϕ, (1.17)

ãäå |ϕ| << 1.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ϕ

Ðàñïèøåì ïîëó÷åííóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ |ψn〉. Ñ ó÷¼òîì (1.10), (1.15), (1.17)
ïîëó÷èì

|ψn〉 =
∣∣ψ(0)

n

〉
+
∣∣ψ(1)

n

〉
=
∣∣ψ(0)

n

〉
+ iϕ

∣∣ψ(0)
n

〉
+
∑
m 6=n

c(1)
m

∣∣ψ(0)
m

〉
=

= eiϕ
∣∣ψ(0)

n

〉
+
∑
m 6=n

c(1)
m

∣∣ψ(0)
m

〉
(1.18)

Òàêèì îáðàçîì, ϕ èìååò ñìûñë ôàçîâîãî ñäâèãà âîëíîâîé ôóíêöèè; òàê êàê ýòî
íå íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà, òî ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü ïîïðàâêè âîëíî-
âîé ôóíêöèè â ïåðâîì ïîðÿäêå íàõîäèòñÿ â ñëàãàåìûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè c

(1)
m , ãäå

m 6= n, à ñàì ϕ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà íå èìååò, è c
(1)
n ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíûì.

Ïîýòîìó, äàëåå âåçäå, êðîìå çàðàíåå îãîâîðåííûõ ñëó÷àåâ, áóäåò ïîäðàçóìåâàòü,
÷òî:

c(1)
n ≡ 0 (1.19)

Ôîðìàëüíî, äðóãèõ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèÿ â ïåðâîì ïîðÿäêå
íåò. Íî íàëîæèì åù¼ îäíî óñëîâèå, ñìûñë êîòîðîãî áóäåò ÿñåí ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ
ïîñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:∣∣E(1)

n

∣∣ << ∣∣∣E(0)
n − E(0)

n±1

∣∣∣ (1.20)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòî óñëîâèå íà äàííîì ýòàïå ââåäåíî ïî áîëüøåé ÷àñòè ýñòå-
òè÷åñêè, íî ñìûñë åãî ìîæåò áûòü ïîíÿòåí èç òîãî, ÷òî ïîïðàâêà ê óðîâíþ ýíåðãèè
äîëæíà áûòü ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçíèöåé ìåæäó îñíîâíûìè óðîâíÿìè, ÷òîáû
n-é îñíîâíîé óðîâåíü ñ ìàëîé ïîïðàâêîé íå ñòàë âûøå, ÷åì (n+ 1)-é (Ñì. ðèñ. 1.5).
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n

Ðèñ. 1.5. Ñìûñë âòîðîãî óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íåâûðîæäåííûõ óðîâíåé

Ðàññìîòðèì â ñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè Øð¼äèíãåðà ñëàãàåìûå âòîðîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè:

Ĥ0

∣∣ψ(2)
n

〉
+ ĤI

∣∣ψ(1)
n

〉
= E(0)

n

∣∣ψ(2)
n

〉
+ E(1)

n

∣∣ψ(1)
n

〉
+ E(2)

n

∣∣ψ(0)
n

〉
(1.21)

Äîìíîæèì (1.21) ñëåâà íà
〈
ψ

(0)
n

∣∣∣, òîãäà, ó÷èòûâàÿ (1.12), ïîëó÷èì
(((

((((
((〈

ψ(0)
n

∣∣E(0)
n

∣∣ψ(2)
n

〉
+
〈
ψ(0)
n

∣∣ĤI

∣∣ψ(1)
n

〉
=

=((((
((((

(〈
ψ(0)
n

∣∣E(0)
n

∣∣ψ(2)
n

〉
+ E(2)

n

〈
ψ(0)
n

∣∣ψ(0)
n

〉︸ ︷︷ ︸
=1

+E(1)
n ���

���
�:0, ϕ = 0〈

ψ(0)
n

∣∣ψ(1)
n

〉
⇒

⇒ E(2)
n =

〈
ψ(0)
n

∣∣ĤI

∣∣ψ(1)
n

〉
(1.22)

Ïîäñòàâèâ (1.15) ñ ó÷¼òîì (1.14) è (1.19) â (1.22), ïîëó÷èì

E(2)
n =

〈
ψ(0)
n

∣∣ĤI

∣∣ψ(1)
n

〉
=

=
〈
ψ(0)
n

∣∣ĤI

∑
m6=n

∣∣ψ(0)
m

〉 〈ψ(0)
m

∣∣∣ĤI

∣∣∣ψ(0)
n

〉
E

(0)
n − E(0)

m

=
∑
m6=n

〈
ψ

(0)
n

∣∣∣ĤI

∣∣∣ψ(0)
m

〉 〈
ψ

(0)
m

∣∣∣ĤI

∣∣∣ψ(0)
n

〉
E

(0)
n − E(0)

m

⇒

⇒ E(2)
n =

∑
m6=n

∣∣∣ 〈ψ(0)
m

∣∣∣ĤI

∣∣∣ψ(0)
n

〉∣∣∣2
E

(0)
n − E(0)

m

(1.23)

Èç (1.23) âèäíî, ÷òî åñëè n - îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, òî E
(2)
n < 0.

Íàéä¼ì ïîïðàâêó äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè. Äîìíîæèì (1.21) ñëåâà íà
〈
ψ

(0)
m

∣∣∣, ãäå
m 6= n. Ó÷èòûâàÿ (1.12), ïîëó÷èì〈

ψ(0)
m

∣∣E(0)
m

∣∣ψ(2)
n

〉
+
〈
ψ(0)
m

∣∣ĤI

∣∣ψ(1)
n

〉
=
〈
ψ(0)
m

∣∣E(0)
n

∣∣ψ(2)
n

〉
+ E(1)

n

〈
ψ(0)
m

∣∣ψ(1)
n

〉︸ ︷︷ ︸
c
(1)
m

+

+ E(2)
n ��

���
��:0〈

ψ(0)
m

∣∣ψ(0)
n

〉
⇒ c(2)

m =
〈
ψ(0)
m

∣∣ψ(2)
n

〉
=

=
1

E
(0)
n − E(0)

m

[ 〈
ψ(0)
m

∣∣ĤI

∣∣ψ(1)
n

〉
− E(1)

n c(1)
m

]
(1.24)
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Èç (1.24) ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî âòîðîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé (1.20).

Ïîñêîëüêó
∣∣∣ψ(2)

m

〉
- ìàëàÿ ïîïðàâêà ê âîëíîâîé ôóíêöèè, òî c

(2)
m << 1. Òîãäà èç (1.24)

âûòåêàåò óñëîâèå (1.20).

Ôóíêöèÿ Ãðèíà â òåîðèè âîçìóùåíèé

Ïóñòü èìååòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

L̂0

∣∣ψ(0)
〉

= 0 (1.25)

Ïóñòü îïåðàòîð L̂0 èñïûòàë íåêîòîðîå âîçìóùåíèå δL̂. Íóæíî íàéòè ðåøåíèå äëÿ

îïåðàòîðà
(
L̂0 − δL̂

)
: (

L̂0 − δL̂
)
|ψ〉 = 0 (1.26)

Èç (1.25) è (1.26) èìååì (
L̂0 − δL̂

)
|ψ〉 = 0 = L̂0 |ψ〉 (1.27)

Ïóñòü èçâåñòåí îáðàòíûé ê L̂0 îïåðàòîð:

Ĝ0 = L̂−1
0 (1.28)

Òîãäà, äîìíîæèâ (1.27) ñëåâà íà (1.28), ïîëó÷èì

��
��*1

Ĝ0L̂0 |ψ〉 − Ĝ0δL̂ |ψ〉 =��
��*1

Ĝ0L̂0

∣∣ψ(0)
〉
⇒ |ψ〉 =

∣∣ψ(0)
〉

+ Ĝ0δL̂ |ψ〉 (1.29)

Âûðàæåíèå (1.29) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùèé âèä òåîðèè âîçìóùåíèé. Åñëè Ĝ0δL̂
- ìàëåíüêàÿ, òî

∣∣ψ(0)
〉
- îñíîâíàÿ ÷àñòü |ψ〉. Òîãäà

∣∣ψ(0)
〉
ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê

íóëåâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ |ψ〉. ×òîáû ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ, íóæíî
ðåêóðñèâíî â ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà â (1.29) âìåñòî |ψ〉 âñòàâèòü
ïðåäûäóùåå ïðèáëèæåíèå, ïðîäåëàâ ýòî, ïîëó÷èì

|ψ〉 =
∣∣ψ(0)

〉︸ ︷︷ ︸
0-å ïðèá.

+ Ĝ0δL̂
∣∣ψ(0)

〉︸ ︷︷ ︸
1-å ïðèá.

+ Ĝ0δL̂Ĝ0δL̂
∣∣ψ(0)

〉︸ ︷︷ ︸
2-å ïðèá.

+ . . . (1.30)

Âûðàæåíèå (1.30) êàê ïðàâèëî íàçûâàþò Áîðíîâñêèì ðÿäîì.
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Ëåêöèÿ 2

Ôóíêöèÿ Ãðèíà â òåîðèè âîçìóùåíèé

Äëÿ íåâûðîæäåííûõ óðîâíåé

Èòàê, èçâåñòíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

L̂0

∣∣ψ(0)
〉

= 0, (2.1)

à δL̂ - ìàëåíüêàÿ ïîïðàâêà ê îïåðàòîðó L̂0, à L̂
−1
0 = Ĝ0 - îáðàòíûé îïåðàòîð. Òîãäà(

L̂0 − δL̂
)
|ψ〉 = 0 = L̂0

∣∣ψ(0)
〉
⇒��

��*1
Ĝ0L̂0 |ψ〉 − Ĝ0δL̂ |ψ〉 =��

��*1
Ĝ0L̂0

∣∣ψ(0)
〉
⇒

⇒ |ψ〉 =
∣∣ψ(0)

〉
+ Ĝ0δL̂ |ψ〉 ⇒ |ψ〉 =

∣∣ψ(0)
〉︸ ︷︷ ︸

1-å ïðèá.

+ Ĝ0δL̂
∣∣ψ(0)

〉︸ ︷︷ ︸
2-å ïðèá.

+ . . . (2.2)

Ïðèìåíèì ýòî ê óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà. Èçâåñòíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

Ĥ0

∣∣ψ(0)
n

〉
= E(0)

n

∣∣ψ(0)
n

〉
(2.3)

Òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå:(
Ĥ0 + ĤI

)
|ψn〉 =

(
E(0)
n + δE

)
|ψn〉 , (2.4)

ãäå
δE = δE(1) + δE(2) + . . . (2.5)

Íàéä¼ì â (2.4) ÿâíûé âèä îïåðàòîðà L̂0. Äëÿ ýòîãî ïåðåíåñ¼ì Ĥ0 âïðàâî, à δE -
âëåâî, òîãäà: (

E(0)
n − Ĥ0

)
︸ ︷︷ ︸

L̂0

|ψn〉 =
(
ĤI − δE

)
︸ ︷︷ ︸

δL̂

|ψn〉 (2.6)

Òîãäà ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà áóäåò èìåòü
âèä

Ĝ0 (E) ≡ 1

E − Ĥ0 ± iε︸︷︷︸
ïîëþñà

, (2.7)

ãäå ε→ 0. ¾±¿ â çíàìåíàòåëå ñîîòâåòñòâóþò ïðàâèëüíîé è èíâåðñíîé ýâîëþöèè âî
âðåìåíè. Ðàñêðûâàÿ (2.7) ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè îò îïåðàòîðà, ïîëó÷èì

Ĝ0 (E) ≡ 1

E − Ĥ0 + iε
=
∑
k

∣∣∣ψ(0)
k

〉〈
ψ

(0)
k

∣∣∣
E − Ek + iε

(2.8)

Ïîëþñà ôóíêöèè Ãðèíà - äèñêðåòíûé ñïåêòð çàäà÷è. Âû÷èñëèì ñëåäóþùåå âûðà-
æåíèå

Ĝ0

(
E(0)
n

)
=

∣∣∣ψ(0)
n

〉〈
ψ

(0)
n

∣∣∣
iε

+
∑
m 6=n

∣∣∣ψ(0)
m

〉〈
ψ

(0)
m

∣∣∣
E

(0)
n − E(0)

m︸ ︷︷ ︸
≡̂̃G0

(
E

(0)
n

)
, (2.9)
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ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

̂̃
G0

(
E(0)
n

)
≡
∑
m6=n

∣∣∣ (0)
m

〉〈
(0)
m

∣∣∣
E

(0)
n − E(0)

m

(2.10)

Çàìåòèì, ÷òî ̂̃
G0

(
E(0)
n

) ∣∣ψ(0)
n

〉
= 0 (2.11)

Òîãäà ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé áóäåò èìåòü âèä (îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì ïðèáëèæå-
íèåì)

|ψ〉 =
∣∣ (0)

n

〉︸ ︷︷ ︸
0-å ïðèá.

+ Ĝ0

(
E(0)
n

) (
ĤI − δE(1)

) ∣∣ψ(0)
n

〉
︸ ︷︷ ︸

1-å ïðèá.

+ · · · =

=
∣∣ (0)

n

〉
+

∣∣∣ (0)
n

〉〈
(0)
n

∣∣∣
iε

·
(
ĤI − δE(1)

) ∣∣ψ(0)
n

〉
+

+
̂̃
G0

(
E(0)
n

) (
ĤI − δE(1)

) ∣∣ψ(0)
n

〉
+ . . . (2.12)

Òàê êàê ε→ 0, òî ïîä÷¼ðêíóòîå ñëàãàåìîå â (2.12) äîëæíî áûòü íóëåâûì, îòêóäà〈
ψ(0)
n

∣∣ĤI − δE(1)
∣∣ (0)

n

〉
= 0⇒ δE(1) =

〈
ψ(0)
n

∣∣ĤI

∣∣ (0)
n

〉
(2.13)

Òîãäà ó÷èòûâàÿ (2.11) è (2.13), (2.12) ïðèìåò âèä

|ψ〉 =
∣∣ (0)

n

〉
+ 0 +

̂̃
G0

(
E(0)
n

) (
ĤI −��

�
δE(1)

) ∣∣ψ(0)
n

〉
(2.14)

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ (2.10) è ñðàâíèâàÿ ñ (1.14), èìååì

∣∣ (1)
n

〉
=
̂̃
G0

(
E(0)
n

)
ĤI

∣∣ (0)
n

〉
=
∑
m6=n

∣∣ (0)
m

〉 〈
ψ(0)
m

∣∣ĤI

∣∣ (0)
n

〉
· 1

E
(0)
n − E(0)

m

=

=
∑
m6=n

c(1)
m

∣∣ (0)
m

〉
(2.15)

Âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè ïîÿâÿòñÿ âûðàæåíèÿ

Ĝ0

(
E(0)
n

) (
−δE(2)

) ∣∣ψ(0)
n

〉
Ĝ0

(
E(0)
m

) (
ĤI − δE(1)

) ∣∣ψ(1)
n

〉
êîòîðûå èìåþò â ñåáå ïîïðàâêè ê ýíåðãèè.
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Âñïîìíèì, ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííûõ óðîâíåé ïîïðàâêà ê ýíåðãèè âòîðîãî ïîðÿäêà:

E(2)
n =

∑
m 6=n

〈
ψ(0)
n

∣∣ĤI

∣∣ψ(0)
m

〉
· 1

E
(0)
n − E(0)

m

·
〈
ψ(0)
m

∣∣ĤI

∣∣ψ(0)
n

〉
=

=
〈
ψ(0)
n

∣∣ĤI

∑
m6=n

∣∣∣ψ(0)
m

〉〈
ψ

(0)
m

∣∣∣
E

(0)
n − E(0)

m

· ĤI

∣∣ψ(0)
n

〉
=

=
〈
ψ(0)
n

∣∣ ĤI
̂̃
G0

(
E(0)
n

)
ĤI

∣∣ψ(0)
n

〉︸ ︷︷ ︸∣∣∣ψ(1)
n

〉 =
〈
ψ(0)
n

∣∣ĤI

∣∣ψ(1)
n

〉
(2.16)

Äîïóñòèì, ÷òî 〈
ψ(0)
n

∣∣ĤI

∣∣ψ(0)
n

〉
= 0 (2.17)

Òîãäà âòîðîé ïîðÿäîê åñòü ñðåäíåå îò

ĤI
̂̃
G0

(
E(0)
n

)
ĤI (2.18)

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ âûðîæäåííûõ óðîâíåé

Ïóñòü èìååòñÿ n-ûé K-êðàòíî âûðîæäåííûé óðîâåíü. Òî åñòü óðîâíþ ýíåðãèè
E

(0)
n ñîîòâåòñòâóþò ê ðàçëè÷íûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé (Ñì. ðèñ. 2.1).

E
(0)
n

K

Ðèñ. 2.1. Âûðîæäåííûé óðîâåíü ñ êðàòíîñòüþ K

Òàêèå ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé E
(0)
n ìû áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê∣∣ψ(0)
nα

〉
, (2.19)

ãäå α = 1, . . . , K. Òîãäà ëþáàÿ êîìáèíàöèÿ (2.19) áóäåò èìåòü ýíåðãèþ E
(0)
n . Òîãäà

êàêîå-ëèáî ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå ñ òàêîé ýíåðãèåé áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê

K∑
α−1

cα
∣∣ψ(0)

nα

〉
(2.20)

Óñëîâèå íîðìèðîâêè äëÿ cα ïðèìåò âèä

K∑
α=1

|cα|2 = 1 (2.21)

Âûâåäåì óñëîâèÿ ïîñòðîåíèÿ ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ cα. Ïóñòü

∣∣ψ(0)
n

〉
=

K∑
α=1

cα
∣∣ψ(0)

nα

〉
(2.22)
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Èç óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, ó÷èòûâàÿ ñëàãàåìûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷èì

ĤI

∣∣ψ(0)
n

〉
+ Ĥ0

∣∣ψ(1)
n

〉
= E(1)

n

∣∣ψ(0)
n

〉
+ E(0)

n

∣∣ψ(1)
n

〉
(2.23)

Íóæíî ðàññìîòðåòü K óðàâíåíèé äëÿ îäíîãî óðîâíÿ ýíåðãèè, è îñòàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ ñ m 6= n. Äìîíîæåíèå (2.23) ñëåâà íà
〈
ψ

(0)
m

∣∣∣, ãäå m 6= n íè÷åãî íîâîãî íå

äà¼ò.

Äîìíîæèì (2.23) ñëåâà íà
〈
ψ

(0)
nβ

∣∣∣, ãäå β = 1, . . . , K. Ïîëó÷èì〈
ψ

(0)
nβ

∣∣∣ĤI

∣∣∣ψ(0)
n

〉
+
��

���
���

�〈
ψ

(0)
nβ

∣∣∣Ĥ0

∣∣∣ψ(1)
n

〉
=
〈
ψ

(0)
nβ

∣∣∣E(1)
n

∣∣∣ψ(0)
n

〉
+
��

���
���

�〈
ψ

(0)
nβ

∣∣∣E(0)
n

∣∣∣ψ(1)
n

〉
⇒

⇒
K∑
α=1

〈
ψ

(0)
nβ

∣∣∣ĤI

∣∣∣ψ(0)
nα

〉
︸ ︷︷ ︸

H
(1)
βα

·cα = E(1)
n

K∑
α=1

〈
ψ

(0)
nβ

∣∣∣ψ(0)
nα

〉
· cα = E(1)

n cβ =

=
K∑
α=1

H
(1)
βα cα = E(1)

n cβ (2.24)

Óðàâíåíèå (2.24) íàçûâàåòñÿ ñåêóëÿðíûì.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ[1] è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîíñòàí-

òû c
[1]
α , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîïðàâêàìè ê óðîâíþ ýíåðãèè è ðàçëîæåíèåì âîëíîâûõ

ôóíêöèé ñîîòâåòñòâåííî (Ñì. ðèñ. 2.2).

E
(0)
n

E
(0)
n + λ1

E
(0)
n + λ2

E
(0)
n + λK

λi ≡ λ[i]

K∑
α=1

c
[1]
α

∣∣∣ψ(0)
nα

〉

K∑
α=1

c
[2]
α

∣∣∣ψ(0)
nα

〉

Ðèñ. 2.2. Ñíÿòèå âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî H
(1)
βα ≡ 0, òî íóæíî èñêàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû

H
(2)
βα =

〈
ψ

(0)
nβ

∣∣∣ĤI
̂̃
G0

(
E(0)
n

)
ĤI

∣∣∣ψ(0)
nα

〉
(2.25)

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê ∣∣ψ(1)
n

〉
=
̂̃
G0

(
E(0)
n

)
ĤI

∣∣ψ(0)
n

〉
, (2.26)
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ãäå
∣∣∣ψ(0)

n

〉
- ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (2.22) ñ êîýôôèöèåíòàìè α, çàìåòèì, ÷òî

H
(1)
βα ≡ 0 (2.27)

òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû H
(1)
βα ðàâíû íóëþ, òîãäà èç ñòàöèîíàðíîãî

óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, ó÷èòûâàÿ òîëüêî ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷èì (îòìå-
÷åííîå ñëàãàåìîå óíè÷òîæèòñÿ ïðè ñëåäóþùåì äîìíîæåíèè)

Ĥ0

∣∣ψ(2)
n

〉
+ ĤI

∣∣ψ(1)
n

〉
= E(0)

n

∣∣ψ(2)
n

〉
+ E(2)

n

∣∣ψ(0)
n

〉
+���

���:
(2.27)

E(1)
n

∣∣ψ(1)
n

〉
(2.28)

óìíîæàÿ (2.28) ñëåâà íà
〈
ψ

(0)
nβ

∣∣∣, ïîëó÷èì〈
ψ

(0)
nβ

∣∣∣ĤI

∣∣∣ψ(1)
n

〉
= E(2)

n · cβ (2.29)

ïîäñòàâèâ (2.26) â (2.29), ïîëó÷èì

K∑
α=1

〈
ψ

(0)
nβ

∣∣∣ĤI
̂̃
G0

(
E(0)
n

)
ĤI

∣∣∣ψ(0)
nα

〉
︸ ︷︷ ︸

H
(2)
βα

·cα = E(2)
n cβ (2.30)

Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ áëèçêèõ óðîâíåé

Ïóñòü èìååòñÿ, íàïðèìåð, 4 áëèçêèõ óðîâíåé ýíåðãèè, à äðóãèõ óðîâíåé - íåò. Òî
åñòü, äëÿ òàêèõ óðîâíåé ñïðàâåäëèâî∣∣∣ 〈ψn|ĤI |ψm〉

∣∣∣ ∼ |En − Em| (2.31)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî (2.31) ÿâíî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîç-
ìóùåíèé (1.16), ìîæíî ïðèâåñòè ãàìèëüòîíèàí ýòîé ñèñòåìû ê âèäó, äîïóñêàþùåìó
ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé.
Èòàê, ïóñòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä

Ĥ0 + ĤI =


E1 0

E2

E3

0 E4

+ ĤI (2.32)

Ïðåîáðàçóåì åãî ê íîâîìó ãàìèëüòîíèàíó

Ĥ0 + ĤI =


E1 0

E2

E3

0 E4

+ ĤI =

=


E3 0

E3

E3

0 E3


︸ ︷︷ ︸̂̃

H0

+


E1 − E3 0

E2 − E3

0
0 E4 − E3

+ ĤI

︸ ︷︷ ︸̂̃
HI

(2.33)
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Õîòÿ è íîâûé ãàìèëüòîíèàí
̂̃
H0 èìååò îäèí âûðîæäåííûé óðîâåíü, íî ãàìèëüòîíèàí̂̃

H0 +
̂̃
HI óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî 4-õ íåâûðîæäåííûõ óðîâíåé, äëÿ êîòîðûõ íåëüçÿ ïðè-
ìåíÿòü òåîðèþ âîçìóùåíèé ïîëó÷àåì îäèí ÷åòûð¼õêðàòíî âûðîæäåííûé óðîâåíü,
äëÿ êîòîðîãî òåîðèþ âîçìóùåíèé ïðèìåíÿòü ìîæíî.
Òî åñòü, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü òåîðèþ âîçìóùåíèé ê ñèñòåìå ñ áëèçêè-

ìè ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè, íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû òàê,
÷òîáû âñå áëèçêèå íåâûðîæäåííûå óðîâíè ñòàíîâèëèñü îäíèì âûðîæäåííûì, à âñ¼
îñòàëüíîå ñòàíîâèëîñü ìàëîé ïîïðàâêîé.

Òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû

Òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû - ýòî ÷àñòèöû, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò âñå êâàíòîâûå ÷èñëà
(m, e, s, . . . ).

Ïðèíöèï íåðàçëè÷èìîñòè òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö. Åñëè â ñèñòåìå ñ òîæäåñòâåí-
íûìè ÷àñòèöàìè ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâå òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû, òî ñîñòîÿíèå ñè-
ñòåìû íå èçìåíèòñÿ.
Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðèíöèï ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà îòñóòñòâèÿ ó ÷àñòèö òðàåêòî-

ðèé (Ñì. ðèñ. 2.3).

1

2

1

2

1

2

?

?

Â êëàññèêå Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå

Ðèñ. 2.3. Âèçóàëèçàöèÿ íåðàçëè÷èìîñòè òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö

Ïóñòü èíäåêñ ¾1¿ - èíäåêñ ïåðâîé ÷àñòèöû, ¾2¿ - âòîðîé.
Áàçèñ 1-é ÷àñòèöû:ψn(x1); áàçèñ 2-é ÷àñòèöû - òîò æå ñàìûé:ψn(x2). Òîãäà áàçèñ

â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñîñòàâíîé ñèñòåìû:

ψn(x1) · ψm(x2) (2.34)

Ïðîèçâîëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ òàêîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä∑
nm

cnmψn(x1)ψm(x2) = ψ(x1, x2) (2.35)

Ïóñòü òåïåðü ýòè ÷àñòèöû - òîæäåñòâåííûå, òîãäà îïåðàòîð èõ ïåðåñòàíîâêè (èç-
çà ïðîèçâîëüíîñòè ôàçû) äà¼ò:

P̂12ψ(x1, x2) = ψ(x2, x1) = cψ(x1, x2), (2.36)
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ãäå c = eiϕ.
Ïîñêîëüêó ÷àñòèöû - òîæäåñòâåííûå, òî

P̂ 2
12 = 1⇒ P̂ 2

12 = ψ(x1, x2) = c2ψ(x1, x2)⇒ c2 = 1⇒ c = ±1 (2.37)

Åñëè äëÿ ÷àñòèöû c = +1, òî òàêàÿ ÷àñòèöà íàçûâàåòñÿ áîçîíîì. Ó áîçîíîâ öåëûé
ñïèí.
Ïðèìåð
γ,W±, Z, g (8 øòóê ãëþîíîâ).
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Ëåêöèÿ 3

Ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö

Äëÿ òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö

P̂12ψ(x1, x2) = ψ(x2, x1) = ±1︸︷︷︸
c

·ψ(x1, x2) (3.1)

Åñëè â (3.1) äëÿ ÷àñòèöû ñòîèò ¾+1¿, òî òàêèå ÷àñòèöû íàçûâàþòñÿ áîçîíàìè, ó
íèõ öåëûé ñïèí.
Ïðèìåð
Ïåðåíîñ÷èêè âçàèìîäåéñòâèé: γ (ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå);W±, Z (ñëà-

áîå); g (ñèëüíîå).
Ñîñòàâíûå: π±, π0.
Òåïåðü òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî c èç (3.1) íå ìåíÿåò çíàê äëÿ îäíèõ è òåõ æå

÷àñòèö â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ. Äîêàæåì ýòî èç ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè.
Åñëè c = +1 äëÿ ψ(x1, x2), òî äëÿ χ(x1, x2) îíî äîëæíî áûòü òàêèì æå, òàê êàê

ñîñòîÿíèå
αψ + βχ = ξ (3.2)

òîæå íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå, äëÿ êîòîðîãî c = ±1, ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè c äëÿ
χ òàêîå æå, êàê äëÿ ψ.
Òàêîå æå óòâåðæäåíèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ ñèñòåìû N òîæäåñòâåííûõ

÷àñòèö. Åñëè íà ñèñòåìó èç N áîçîíîâ ïîäåéñòâîâàòü îïåðàòîðîì P̂ij, êîòîðûé ìå-
íÿåò ìåñòàìè i-óþ è j-óþ ÷àñòèöû, òî èõ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

ψ(x1, x2, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xN) (3.3)

ïåðåéä¼ò â ñàìó ñåáÿ ñ êîíñòàíòîé c = +1.
Áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ â òåîðåìå èç êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.
Ïóñòü ïîëå ~A(t, x) êâàíòóåòñÿ. Ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ îïèñûâàåò ñèñòåìó ÷à-

ñòèö
1↔ 2↔ 3↔ . . . (3.4)

Åñëè ó ÷àñòèö ñèñòåìû (3.4) ñïèí ïîëóöåëûé, òî îíè - ôåðìèîíû, è âñå èõ âîëíîâûå
ôóíêöèè àíòèñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ÷àñòèö. Åñëè - öåëûé, òî
áîçîíû, è èõ âîëíîâûå ôóíêöèè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ÷àñòèö.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áîçîíîâ âåðíî:

P̂ijψ(x1, x2, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xN) = +1ψ(x1, x2, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xN) (3.5)

äëÿ ôåðìèîíîâ:

P̂ijψ(x1, x2, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xN) = −1ψ(x1, x2, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xN) (3.6)

Ôåðìèîíû
Ïðèìåð
Êâàðêè: u, d, c, s, t, b; ëåïòîíû: e, νe, µ, νµ, τ, ντ ; ñîñòàâíûå ÷àñòèöû: àíäðîíû: p, n, . . .
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Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö

Ïóñòü èìååòñÿ N íåòîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö, òîãäà áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé
òàêîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä

|ψn1(x1)ψn2(x2) · · · · · ψnN (xN)〉 , (3.7)

à èõ ïðîèçâîëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ åñòü∑
n1,n2,...,nN

cn1n2...nN |ψn1(x1) · · · · · ψnN (xN)〉 (3.8)

Òîæäåñòâåííûå ôåðìèîíû

Ïóñòü òåïåðü ýòè ÷àñòèöû - òîæäåñòâåííûå ôåðìèîíû. Òàê êàê èõ âîëíîâûå
ôóíêöèè ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ÷àñòèö, òî âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ òàêîé ñèñòåìû ïîëó÷èòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîëíîé àíòèñèììåòðèçàöèè
(ÏÀÑ) (3.7):

ÏÀÑ [ψn1(x1) · · · · · ψnN ] =
∑
p

(−1)Cpψn1(xp1)ψn2(xp2) · · · · · ψnN (xpN ), (3.9)

ãäå Cp - ýòî ÷¼òíîñòü ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèö, à ñóììà â (3.9) áåð¼òñÿ ïî âñåì ïåðåñòà-
íîâêàì. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû
Ïðèìåð
Ïàðíûå ïåðåñòàíîâêè:

p1 1 2
p2 2 1
Cp +1 −1

(3.10)

Òðîéíûå ïåðåñòàíîâêè

p1 1 2 1 3 2 3
p2 2 1 3 2 3 1
p3 3 3 2 1 1 2
Cp +1 −1 −1 −1 +1 +1

(3.11)

Èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî (3.9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïðåäåëèòåëü Ñë-
ýòåðà:∑

p

(−1)Cpψn1(xp1)ψn2(xp2) · · · · · ψnN (xpN ) ≡ 1√
N !

det ||ψni(xj)||N×N (3.12)

Èç îïðåäåëåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ñèñòåìû N òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîíîâ (3.9)
ñðàçó âûòåêàåò ïðèíöèï Ïàóëè: åñëè â íåé äâå ÷àñòèöû áóäóò íàõîäèòüñÿ â îäèíà-
êîâûõ ñîñòîÿíèÿõ, òî ýòà ôóíêöèÿ áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ.
Ïðèìåð
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Ðàññìîòðèì áàçèñíûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû èç äâóõ òîæäå-
ñòâåííûõ ôåðìèîíîâ. Îí èìååò âèä:

1√
2

(ψn(x1)ψm(x2)− ψn(x2)ψm(x1)) (3.13)

Ïðîèçâîëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ òàêîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä:

ψ(x1, x2) =
∑
n<m

Cnm
1√
2

(ψn(x1)ψm(x2)− ψn(x2)ψm(x1)) = −ψ(x2, x1) (3.14)

Ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî âîëíîâûõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé òîæ-
äåñòâåííûõ ôåðìèîíîâ. Â ïðåäåëå, ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ, ñîñòîÿíèå (3.13)
îáëàäàåò êàêîé-òî îïðåäåë¼ííîé ýíåðãèåé.

Òîæäåñòâåííûå áîçîíû

Áàçèñíûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòà-
íîâêè ÷àñòèö äëÿ ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ áîçîíîâ ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè
ïîëíîé ñèììåòðèçàöèè (ÏÑ) (3.7), à èìåííî

ÏÑ [ψn1(x1)ψn2(x2) · · · · · ψnN (xN)] =
∑
p

ψn1(xp1) · · · · · ψnN (pN) · 1√
N !

(3.15)

Îäíàêî òàêîé âåêòîð ìîæåò áûòü íåäîíîðìèðîâàííûì èç-çà îòñóòñòâèÿ ïðèíöèïà
Ïàóëè äëÿ áîçîíîâ.
Ïðèìåð

1√
2

(ψ1(x1)ψ1(x2) + ψ1(x2)ψ1(x1)) = 2ψ1(x1)ψ1(x2)
1√
2

(3.16)

Àíàëîãè÷íî äëÿ òð¼õ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè

ψ1(x1)ψ1(x2)ψ2(x3)→ 2 [ψ1(x1)ψ1(x2)ψ2(x3)+

+ψ1(x2)ψ1(x3)ψ2(x1) + ψ1(x3)ψ1(x1)ψ2(x2)]
1√
6

(3.17)

Ïðàâèëüíàÿ íîðìèðîâêà äîëæíà ó÷èòûâàòü òî, ÷òî â îäíîì ñîñòîÿíèè ìîæåò
íàõîäèòüñÿ áîëåå îäíîé ÷àñòèöû. Ïóñòü

n1 = n2 = n3︸ ︷︷ ︸
m1=3

;n4 = n5︸ ︷︷ ︸
m2=2

; n6︸︷︷︸
m3=1

;n7 = n8︸ ︷︷ ︸
m4=2

; . . . (3.18)

Òîãäà ïðàâèëüíî íîðìèðîâàííûé áàçèñíûé âåêòîð áóäåò∑
p

ψn1 (xp1) · · · · · ψnN (xpN ) · 1√
N !
· 1√

m1! ·m2! · · · · ·mM !
, (3.19)

ãäå ∑
k

mk = N (3.20)

Ïðîèçâîëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ áîçîíîâ - ýòî ôóíêöèÿ
ψ(x1, . . . , xN) ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ñâîèõ àðãóìåí-
òîâ.
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Íàáëþäàåìûå â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé òîæäåñòâåííûõ
÷àñòèö

Ïóñòü äâà ýëåêòðîíà íåïîäâèæíû â ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ó íèõ îñòàþòñÿ ëèøü
ñòåïåíè ñâîáîäû, ñâÿçàííûå ñ èõ îðèåíòàöèåé ñïèíîâ.
Â ñëó÷àå, ê ïðèìåðó, ïðîòîíîâ, òàêàÿ ñèñòåìà íàõîäèëàñü áû â ÷åòûð¼õìåðíîì

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå:

|↑↑〉 , |↑↓〉 , |↓↑〉 , |↓↓〉 (3.21)

Îäíàêî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíîâ ïîëíîñòüþ àíòèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëü-
íî ïåðåñòàíîâîê ÷àñòèö. Çàìåòèì, ÷òî

ÏÀÑ [|↑↑〉] = |↑↑〉 − |↑↑〉 = 0 (3.22)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (3.22), ïîëó÷èì, ÷òî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå äàííîé ñèñòåìå, ñîñòîèò èç îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû, îïðåäåëÿåìîé âåêòîðîì

ÏÀÑ [|↑↓〉] =
1√
2

(|↑↓〉 − |↓↑〉) (3.23)

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé ñèñòåìå Ŝ
(1)
z - íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé, ÷òî ìîæíî îáú-

ÿñíèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.

1) Ôèçè÷åñêèé ñìûñë: Ŝ
(1)
z íåëüçÿ îòëè÷èòü îò Ŝ

(2)
z , òàê êàê ÷àñòèöû - òîæäå-

ñòâåííûå.

2) Ìàòåìàòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå: Ŝ
(1)
z íå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì â ðàññìàòðèâàåìîì

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü

|ψ〉 =
1√
2
· (|↑↓〉 − |↓↑〉) , (3.24)

òîãäà

Ŝ(1)
z |ψ〉 =

1√
2
·
(

+
1

2

)
|↑↓〉 − 1√

2

(
−1

2

)
|↓↑〉 =

1√
2

1

2
(|↑↓〉+ |↓↑〉) (3.25)

Ïîëó÷èâøèéñÿ â (3.25) âåêòîð íå ïðèíàäëåæèò ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìû

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêàÿ íàáëþäàåìàÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé òîæäåñòâåííûõ
áîçîíîâ, èëè ôåðìèîíîâ, äîëæíà áûòü ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ñòàíîâîê ëþáîé ïàðû ÷àñòèö.
Èíûìè ñëîâàìè, åñëè Â - íàáëþäàåìàÿ, òî

Âi↔j ≡ P̂ijÂP̂ij ≡ Â (3.26)

Äîêàçàòåëüñòâî
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Ïóñòü åñòü êàêèå-ëèáî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö |ψ〉 è |χ〉. Òîãäà

〈χ| 1︸︷︷︸
P̂ 2
ij

·Â · 1︸︷︷︸
P̂ 2
ij

|ψ〉 = 〈χ| P̂ij︸ ︷︷ ︸
〈χ|(±1)

(
P̂ijÂP̂ij

)
︸ ︷︷ ︸

Âi↔j

P̂ij |ψ〉︸ ︷︷ ︸
(±1)|ψ〉

= 〈χ|Âi↔j|ψ〉 = 〈χ|Â|ψ〉 (3.27)

Òàê êàê |χ〉 è |ψ〉 - ïðîèçâîëüíûå, òî èç (3.27) ñëåäóåò

Â ≡ Âi↔j (3.28)

Íàáëþäàåìûå ïðè s = 1
2
äëÿ äâóõ ñïèíîâ:

Ŝ(1)
z + Ŝ(2)

z → 0 (â äàííîì (3.24) ñîñòîÿíèè) (3.29)

Ŝ(1)
z · Ŝ(2)

z → −
1

4
(â äàííîì (3.24) ñîñòîÿíèè) (3.30)

Ìíîãîýëåêòðîííûé àòîì

Ðàññìîòðèì ìíîãîýëåêòðîííûé àòîì ñ ýëåêòðîííîé îáîëî÷êîé èç N ýëåêòðîíîâ.
Ïîñêîëüêó áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðîíåéòðàëüíûé àòîì, òî â íàøåì ñëó÷àå çà-
ðÿäîâîå ÷èñëî áóäåò ðàâíî N (Z = N).
Ãàìèëüòîíèàí òàêîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä

Ĥ =
N∑
k=1

p̂ 2
k

2m
− Ze2

rk︸ ︷︷ ︸
Ĥ0

+
∑
k<l

e2

rkl︸ ︷︷ ︸
ĤI

, (3.31)

ãäå ĤI - ó÷èòûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ äðóã ñ äðóãîì, à Ĥ0 - ãàìèëüòîíèàí
ñèñòåìû â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå. Ðåøåíèÿ äëÿ Ĥ0 íàì óæå èçâåñòíû:

ÏÀÑ [ψn1,l1,m1(x1) · · · · · ψnN ,lN ,mN (xN) · |↑〉1 · |↓〉2 · · · · · |↓〉N ] (3.32)

äëÿ óäîáñòâà ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

|↑〉1 , |↓〉2 , ,̇ |↓〉N = ms1 ,ms2 , . . . ,msN , (3.33)

ãäå m = ±1
2
.

Çàìåòèì, ÷òî íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ Ĥ0

è ĤI , òàê êàê ĤI îïèñûâàåò ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé äðóãèìè ýëåêòðîíàìè, äëÿ
êàêîãî-ëèáî îòäåëüíîãî ýëåêòðîíà, è â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ ýëåêòðîíà
îòíîñèòåëüíî äðóãèõ, ïîòåíöèàë ìîæåò ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî íå
ñìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé (Ñì. ðèñ. 3.1).
Âñïîìíèì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà èìååò âèä

1︸︷︷︸
n

s2︸︷︷︸
l

2s22p3 (3.34)

ïîä÷¼ðêíóòàÿ ÷àñòü â êîíôèãóðàöèè (3.34) îçíà÷àåò, ÷òî ó äâóõ ýëåêòðîíîâ n1 =
n2 = 1; l1 = l2 = 0. Îäíàêî, îðáèòàëüíûé ìîìåíò l ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî â
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Z

−Ze2

r

− e2

r

Ðèñ. 3.1. Çàâèñèìîñòü âèäà ĤI îò ðàñïîëîæåíèé ýëåêòðîíîâ

ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû â êàêîì-òî ïðè-
áëèæåíèè ïîòåíöèàë ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé, íî íå
êóëîíîâñêèé.
Ðàçëè÷èå ïîòåíöèàëà ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà è êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ìîæ-

íî óâèäåòü â ðàñïîëîæåíèè èõ óðîâíåé ýíåðãèè (Ñì. ðèñ. 3.2).

Â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå Â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå

p

s s

ps s

Ðèñ. 3.2. Ñõåìà óðîâíåé â êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå è ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå

Ñäâèã óðîâíåé ýíåðãèè äëÿ p-ïîäóðîâíÿ ñâÿçàíî ñ ýêðàíèðîâêîé, ÷òî âèäíî èç
âèäà âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåêòðîíà äëÿ ðàçíûõ ïîäóðîâíåé (Ñì. ðèñ. 3.3).

Ïðèáëèæåíèå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ
(öåíòðàëüíîãî ïîëÿ)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà ïðèìåíÿþò ïðèáëèæåíèå öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïðèâî-
äÿò ê ñëåäóþùåìó âèäó:

Ĥ =
N∑
k=1

{
p̂2
k

2m
+ V̂ (rk)

}
︸ ︷︷ ︸

Ĥ0

+
N∑
k=1

{
−V̂ (rk)−

Ze2

rk

}
+
∑
k<l

e2

rkl︸ ︷︷ ︸
ĤI

, (3.35)

ãäå V̂ (rk) - íåèçâåñòíûé ïîòåíöèàë, öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü ñàìîñîãëàñî-

âàííîãî ïîëÿ, V̂ (rk) ïîäáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ãàìèëüòîíèàíû Ĥ0 è ĤI

óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé.
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s - óðîâåíü
p - óðîâåíü

îáëàñòü ýêðàíèðîâàíèÿ

r r

Ðèñ. 3.3. Âîëíîâûå ôóíêöèè äëÿ s- è p -ïîäóðîâíåé ýëåêòðîíîâ â ìíîãîýëåêòðîííîì
àòîìå

Â òàêîì ñëó÷àå, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä

ÏÀÑ
[
ψ̃n1,l1,m1(x1)ψ̃n2,l2,m2(x2) · · · · · ψ̃nN ,lN ,mN (xN) |↑〉1 · · · · · |↓〉N

]
, (3.36)

ãäå ψ̃ni,li,mi - íåêîòîðàÿ íå êóëîíîâñêàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ; ni - íå ãëàâíîå êâàíòîâîå

÷èñëî, à åãî àíàëîã äëÿ ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîòåíöèàëà V̂ (rk).
Êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êîíôèãóðàöèè ñîñòîÿíèÿ - ýòî íàáîð êâàí-

òîâûõ ÷èñåë, êîòîðûå ôîðìèðóþò ñîñòîÿíèå è ýíåðãèþ ñèñòåìû â íóëåâîì ïðèáëè-
æåíèè (â ïðèáëèæåíèè öåíòðàëüíîãî èëè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ).
Òîãäà (n1, l1;n2, l2; . . . ;nN , lN) - îïðåäåëÿþò ýíåðãèþ. Êîíôèãóðàöèÿ - ñèëüíî âû-

ðîæäåííîå ñîñòîÿíèå, ïîñêîëüêó ÷èñëà (m1,ms1 ;m2,ms2 ; . . . ;mN ,msN ) - íå âëèÿþò
íà ýíåðãèþ ñèñòåìû, íî îïðåäåëÿþò âîëíîâóþ ôóíêöèþ.
Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ê ýíåðãèè - ýòî ïðèáëèæåíèå öåíòðàëüíî-

ñèììåòðè÷íîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ.

Ìåòîäû íàõîæäåíèÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî
ïîòåíöèàëà

Ïîòåíöèàë V̂ (rk) ìîæíî íàõîäèòü ìåòîäîì èòåðàöèþ, è â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðè-
áëèæåíèÿ èñïîëüçîâàòü êóëîíîâñêèå âîëíîâûå ôóíêöèè.
Èç êóëîíîâñêèõ ôóíêöèþ íàõîäÿò ÏÀÑ âîëíîâóþ ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî ïåðå-

ñòàíîâîê ÷àñòèö, ïîñëå ÷åãî ïî íåé íàõîäÿò ïîòåíöèàë, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ îò-
äåëüíî âçÿòûé ýëåêòðîí W (r1). Èç íåãî äîñòàþò ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü

Ŵ2(r1). Îòêóäà íàõîäÿò ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

Ŵ2(r1)→ V (1)(r1) (3.37)

Ïîñëå ýòîãî äëÿ V (1)(r1) ðåøàåòñÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à, èç êîòîðîé
íàõîäÿòñÿ âîëíîâûå ôóíêöèè è óðîâíè ýíåðãèè. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ
ÏÀÑ âîëíîâûå ôóíêöèè, è ñ íèìè èùåòñÿ ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ê öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íîìó ñàìîñîãëàñîâàííîìó ïîòåíöèàëó (V (2)(r1)) è ò. ä.
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Äëÿ îòûñêàíèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ òàêîãî ïîòåíöèàëà V̂ (rk) ó ìà-
ëîýëåêòðîííûõ àòîìîâ ïîòðåáóåòñÿ 3− 4 èòåðàöèè; äëÿ ñðåäíåýëåêòðîííîãî - 5− 6
èòåðàöèé; åñëè àòîì òÿæ¼ëûé, òî ö10. Êðèòåðèé ñõîäèìîñòè òàêèõ ïðèáëèæåíèé
ñëåäóþùèé: ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè â ïðåäåëàõ îøèáîê

V (k+1)(r1) ≈ V (k)(r1) (3.38)
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Ëåêöèÿ 4

Ïðèáëèæåíèå öåíòðàëüíîãî ïîëÿ

Èòàê, ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó, îñíîâíîé ãàìèëüòîíèàí êîòîðîé

Ĥ0 =
N∑
k=1

(
p̂ 2
k

2m
+ V̂ (rk)

)
, (4.1)

ãäå V̂ - ãëàâíàÿ ÷àñòü ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà. Äîáàâêà ê ãàìèëüòî-
íèàíó:

ĤI =
N∑
k=1

(
−V̂ (rk)−

Ze2

rk

)
+
∑
k<l

e2

rkl
(4.2)

Âîëíîâûå ôóíêöèè ψ̃nlm(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4.1) (íî íå
ÿâëÿþòñÿ êóëîíîâñêèìè) è ñîîòâåòñòâóþò ýíåðãèÿì Enl.
Òàêèì îáðàçîì, áàçèñíûå âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé òàêîé ñèñòåìû èìåþò

âèä

ÏÀÑ
[
ψ̃n1l1m1(x1) · · · · · ψ̃nN lNmN (xN) · |↑〉1 · |↓〉2 · · · · · |↑〉N

]
(4.3)

(Äëÿ êàæäîãî ýëåêòðîíà ñîçäà¼òñÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûé ïîòåíöèàë V̂ )
Êîíôèãóðàöèÿ ýëåêòðîíîâ â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå âûðîæäåíà(Ñì. ðèñ. 4.1):

Êîíôèãóðàöèÿ n1, l1 . . . nN , lN
Âûðîæäåíèå m1 . . . mN

ms1 . . . msN

(4.4)

Êîíôèãóðàöèÿ

Òåîðèÿ
âîçìóùåíèé

ĤI

Ðèñ. 4.1. Âûðîæäåíèå ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèè ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà

Ïóñòü [
Ĥ, Â

]
= 0 (4.5)

òîãäà óðîâíè ýíåðãèè áóäóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ íå òîëüêî ñàìèì çíà÷åíèåì ýíåðãèè,
íî è çíà÷åíèåì íàáëþäàåìîé Â (òàê êàê îíà ñîâìåñòèìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì è ó íèõ
îáùèé áàçèñ).
Â òàêîì ñëó÷àå, èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ó ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà:
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Îðáèòàëüíûé ìîìåíò

~L =
N∑
k=1

~e (k) (4.6)

Ïîëíûé íàáîð íàáëþäàåìûõ äëÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà: ~L2, Lz
Çàìåòèì

[Lx, Ly] 6= 0 (4.7)

èç (4.7) ñëåäóåò, ÷òî óðîâíè ýíåðãèè â òàêîì ñëó÷àå áóäóò âûðîæäåíû. ×òî ïîíÿòíî
èç èçâåñòíîé ñ ïåðâîãî ñåìåñòðà òåîðåìû.
Òåîðåìà.

Åñëè
[
Â, B̂

]
= 0 è

[
Â, Ĉ

]
= 0, íî

[
B̂, Ĉ

]
6= 0, òî ñïåêòð Â âûðîæäåí.

Ïåðåéä¼ì ê îïåðàòîðàì:
L̂± = L̂x ± iL̂y (4.8)

Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð L̂± íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé (íå ýðìèòîâ), íî[
L̂±, Ĥ

]
= 0 (4.9)

L̂± - ñäâèãîâûé îïåðàòîð, èç (4.9) ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ñäâèã íå èçìåíÿåò óðîâíÿ ýíåð-

ãèè (èçìåíÿåò íà
[
L̂±, Ĥ

]
= 0). Âñïîìíèì, ñõîæèé îïåðàòîð

Ĵ± |JM〉 =
√
. . . |JM ± 1〉 (4.10)

Ïî àíàëîãèè ñ (4.10) ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî L̂± óâåëè÷èâàåò (óìåíüøàåò) Lz íà ±1.
Òàêèì îáðàçîì, óðîâíè ýíåðãèè âûðîæäåíû ïî Lz.

Òåïåðü ðàññìîòðèì Ŝ
(1)

. Èçâåñòíî, ÷òî[
Ŝ

(1)

, Ĥ

]
= 0 (4.11)

òàê êàê â Ĥ íåò ÷àñòè ñî ñïèíîì. Îäíàêî Ŝ
(1)

íå ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé. Ïîñòðîèì
îïåðàòîð ïîëíîãî ñïèíà

Ŝ =
N∑
k=1

Ŝ
(k)

(4.12)

Ŝ ÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé, è [
Ŝ, Ĥ

]
= 0 (4.13)

Îäíàêî îòäåëüíûå êîìïîíåíòû ñïèíà íå êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Òîãäà ïîñòðî-
èì îïåðàòîð ïî àíàëîãèè ñ (4.8)

Ŝ± = Ŝx ± iŜy (4.14)

Ðàññóæäàÿ, êàê è äëÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà, íàõîäèì, ÷òî óðîâíè ýíåðãèè âûðîæ-
äåíû è ïî Sz.
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Êîíôèãóðàöèÿ

LS ñ îñòàò. âûð. ïî (LzSz)

Lz = −L,−L+ 1, . . . , L

Sz = −S,−S + 1, . . . , S

Òåðì

Ðèñ. 4.2. Ðàñùåïëåíèå êîíôèãóðàöèè ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà íà òåðìû ñ îñòàòî÷-
íûì âûðîæäåíèåì

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî ýëåêòðîííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà òåðìû
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì êâàíòîâûìè ÷èñëàìè L, S. Òåðìû â ñâîþ î÷åðåäü òîæå
âûðîæäåíû ïî Lz, Sz(Ñì. ðèñ. 4.2).
Òåðì âûðîæäåí ïî Lz, Sz, òî åñòü åãî êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ ðàâíà (2L+ 1) (2S + 1).
Òåðìû îáëàäàþò ðàçíîé ýíåðãèåé, èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïî ýíåðãèÿì îïðå-

äåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè Õóíäà.

1-å ïðàâèëî Õóíäà

×åì áîëüøå ó òåðìà S, òåì ìåíüøå åãî ýíåðãèÿ E.

2-å ïðàâèëî Õóíäà

Åñëè ó äâóõ òåðìîâ S1 = S2, òî òåðì, ó êîòîðîãî áîëüøå L, îáëàäàåò ìåíüøåé
ýíåðãèåé.
Ïðèìåð
Ïóñòü èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ýëåêòðîííàÿ êîíôèãóðàöèÿ

1s22s22p3 (4.15)

Íóæíî íàéòè âñå òåðìû ýòîé êîíôèãóðàöèè.
Î÷åâèäíî, ÷òî 1s22s2 íå äàþò âêëàä â L, S (õîòÿ îíè è äàþò âêëàä â V̂ (r)). Îñòà-

¼òñÿ 3 ýêâèâàëåíòíûõ ýëåêòðîíà:

p : l = 1⇒ m = 1, 0, −1
ms = 1

2
, −1

2

(4.16)

Ïîñêîëüêó m è ms ìåíÿþòñÿ íåçàâèñèìî, òî ó êàæäîãî ýëåêòðîíà ìîæåò áûòü 6
ñîñòîÿíèé. Çíà÷èò, âñïîìèíàÿ êîìáèíàòîðèêó, íàõîäèì, ÷òî êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ
êîíôèãóðàöèè:

Ck
n =

n!

k! · (n− k)!
=

[
n = 6

k = 3

]
=

6 · 5 · 4
3!

= 20 (4.17)

Òàêóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ïåðåáîðîì âñåõ ñîñòîÿíèé è îïðåäåëåíèåì, êàêîìó
òåðìó îíè ñîîòâåòñòâóþò, îäíàêî òàê ìîæíî ñäåëàòü íå âñåãäà.
Ïðèìåð
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Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ 3d3 (çàïîëíåííûå îáîëî÷êè îïóñêàþòñÿ). Ïîñ÷èòàâ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì å¼ êðàòíîñòü, ïîëó÷èì

3d3 → 10 · 9 · 8
3!

= 120 ñîñòîÿíèé (4.18)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåáðàòü âñå ñîñòîÿíèÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè áóäåò ïðîáëåìàòè÷íî.
Íî ìîæíî ðàçáèòü êîíôèãóðàöèþ íà òåðìû è áåç ïåðåáîðà âñåõ ñîñòîÿíèé.

Äèàãðàììà Þíãà

Ïóñòü èìååòñÿ êîíôèãóðàöèÿ nlk. ×òîáû ðàçáèòü å¼ íà òåðìû ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ äèàãðàììîé Þíãà.
Îäíîýòàæíàÿ äèàãðàììà Þíãà â òàêîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä ñòðîêè èç k êëå-

òîê

︸ ︷︷ ︸
k

(4.19)

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äâóõýòàæíîé ñïèíîâîé äèàãðàììîé Þíãà èç äâóõ ñòðîê,
âî âòîðîé èç êîòîðûõ íå áîëüøå êëåòîê, ÷åì â ïåðâîé, à ïåðâîé - íå áîëüøå, ÷åì
2l + 1, îáùåå êîëè÷åñòâî êëåòîê â äèàãðàììå ðàâíî k:

≤2l+1︷ ︸︸ ︷
èëè

≤2l+1︷ ︸︸ ︷
(4.20)

Â ñïèíîâóþ äèàãðàììó Þíãà âïèñûâàþòñÿ âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè çíà÷åíèÿ
ïðîåêöèè ñïèíà, ìû áóäåì äåëàòü ýòî ñòðåëêàìè ↑ èëè ↓. ×èñëî ðàññòàíîâîê â
ñòðîêå áóäåò 2k:

↑ ↓ ↑ ↑
↑ ↓ (4.21)

Ñïèíîâàÿ äèàãðàììà Þíãà

×òîáû îïðåäåëèòü òåðìû êîíôèãóðàöèè ïî äèàãðàììå Þíãà, âûïèñûâàþò âñå-
âîçìîæíûå äâóõýòàæíûå äèàãðàììû Þíãà äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè, çàïîëíÿþò
èõ âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî äëÿ êàæäîé èç âàðèàöèè äèàãðàììû ðó-
êîâîäñòâóþòñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:

1) Ðåàëèçîâàòü ÏÑ ïî ñòðîêàì: ñíà÷àëà ïî 1-é, ïîòîì ïî 2-é, åñëè åñòü.

2) Íàä ðåçóëüòàòîì ïðîâåñòè ÏÀÑ ïî ñòîëáöàì.

3) Âûäåëèòü èç ïîëó÷åííîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûå êîìáèíàöèè (ËÍÇ).

4) Âû÷èñëèòü ïîëíóþ ïðîåêöèþ ñïèíà Sz ñîîòâåòñòâóþùåãî êàæäîé èç íèõ:

Sz = S(1)
z + S(2)

z + · · ·+ S(k)
z (4.22)
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5) Ïîëó÷åííûå Sz îáúåäèíèòü âî âñå ïðîåêöèè êàêèõ-ëèáî çíà÷åíèé ñïèíà S.
Îòêóäà áåðóòñÿ S.

Ïðèìåð

Åñëè S − z : 1; 0; 0;−1, òî S = 1;S = 0

Ïîñëå ýòîãî íóæíî ïðîâåñòè ñîïðÿæåíèå ïîëó÷åííîé äèàãðàììû. Äëÿ ýòîãî íóæ-
íî ïîñòðîèòü èç êëåòîê å¼ òðàíñïîíèðîâàííûé âàðèàíò (ëèáî ïðîñòî îòðàçèòü êëåò-
êè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïîä óãëîì â 45◦ âûõîäÿùåé èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà):

→ (4.23)

Ïîëó÷åííàÿ ñîïðÿæ¼ííàÿ äèàãðàììà íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé äèàãðàììîé Þí-
ãà.

Êîîðäèíàòíàÿ äèàãðàììà Þíãà

Â êëåòêè êîîðäèíàòíîé äèàãðàììû Þíãà ðàññòàâëÿþò çíà÷åíèÿ m = −L, . . . , L.
Ïîëíîå ÷èñëî ðàññòàíîâîê (2l+ 1)k. Ïîñëå ÷åãî ðóêîâîäñòâóþòñÿ ñëåäóþùèì àëãî-
ðèòìîì:

1) Ðåàëèçîâàòü ÏÑ ïî ñòðîêàì: ñíà÷àëà ïî 1-é, ïîòîì ïî 2-é, åñëè åñòü.

2) Íàä ðåçóëüòàòîì ïðîâåñòè ÏÀÑ ïî ñòîëáöàì.

3) Âûäåëèòü èç ïîëó÷åííîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûå êîìáèíàöèè (ËÍÇ).

4) Âû÷èñëèòü ïîëíóþ ïðîåêöèþ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà Lz , ñîîòâåòñòâóþùóþ
êàæäîé èç íèõ:

Lz = m1 +m2 + · · ·+mk (4.24)

5) Ïîëó÷åííûå Lz îáúåäèíèòü âî âñå ïðîåêöèè êàêèõ-ëèáî çíà÷åíèé L. Îòêóäà
áåðóòñÿ L.

Èç ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì íàáîðîâ Si è Li ñîñòàâëÿþò âñåâîçìîæíûå
òåðìû äëÿ êàêîé-ëèáî âàðèàöèè äèàãðàììû. Âûïîëíèâ ýòî äëÿ âñåõ äèàãðàìì Þí-
ãà äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè, ïîëó÷àþò âñå òåðìû äàííîé êîíôèãóðàöèè.
Ïðèìåð
Áóäåì çàïîëíÿòü êëåòêè â îáùåì ñëó÷àå îáúåêòàìè (a, b, c, d, . . . ). Ïóñòü èìååòñÿ

4 ýêâèâàëåíòíûõ ýëåêòðîíà, ñîñòàâèì äëÿ íèõ, íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ äèàãðàììó è
ðåàëèçóåì íà íåé ïåðâûå äâà ïóíêòà îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà.

a b

c d
(4.25)
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1) ÏÑ (4.25) ïî 1-é ñòðîêå:

a b

c d
+

b a

c d
(4.26)

ÏÑ (4.26) ïî 2-é ñòðîêå:

a b

c d
+

b a

c d
+

a b

d c
+

b a

d c
(4.27)

2) ÏÀÑ (4.27) ïî 1-ìó ñòîëáöó:

a b

c d
+

b a

c d
+

a b

d c
+

b a

d c
− c b

a d
− c a

b d
− d b

a c
− d a

b c
(4.28)

ÏÀÑ (4.28) ïî âòîðîìó ñòîëáöó:

a b

c d
+

b a

c d
+

a b

d c
+

b a

d c
−

− c b

a d
− c a

b d
− d b

a c
− d a

b c
−

− a d

c b
− · · · − · · · − · · ·+ c d

a b
+ · · ·+ · · ·+ . . . (4.29)

Ïðèìåð
Äâà ýêâèâàëåíòíûõ ýëåêòðîíà. Ìîæíî ïîñòðîèòü òîëüêî äâå äèàãðàììû äëÿ äàí-

íîãî ñëó÷àÿ:

, (4.30)

Ðàññìîòðèì ñïåðâà äèàãðàììó â îäíó ñòðîêó
( )

. Èç-çà ÏÑ ïî ñòðîêå, ìå-
íÿòü èõ ìåñòàìè íå èìååò ñìûñëà:

a a ; a b :
a b → a b + b a

b a → b a + a b
(4.31)

Â äèàãðàììó â äâå ñòðîêè

( )
âïèñûâàòü îäèíàêîâûå ýëåìåíòû òîæå áåññìûñ-

ëåííî èç-çà ÏÀÑ ïî ñòîëáöó. À âîò ðàçíûå îáúåêòû - ìîæíî, íî, êàê è â ñëó÷àå
ïðåäûäóùåé äèàãðàììû íåò ñìûñëà ìåíÿòü èõ ìåñòàìè:

a

a
→ a

a
− a

a
= 0 (4.32)
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a

b
→ a

b
− b

a

b

a
→ b

a
− a

b

(4.33)

Èç ïîñëåäíåãî ïðèìåðà î÷åâèäíî, ÷òî åñëè â ñòîëáöå èëè ñòðîêå äèàãðàììû íà-
õîäÿòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ýëåìåíòà, òî äèàãðàììà çàíóëÿåòñÿ. Îòñþäà ïîíÿòíî, ïî-
÷åìó äëÿ ìíîãîýëåêòðîííûõ àòîìîâ íåëüçÿ ïîñòðîèòü äèàãðàììó â òðè ñòðîêè (â
ñïèíîâîé äèàãðàììå â ñòîëáöå ñ òðåìÿ ñòðîêàìè íàéäóòñÿ äâà îäèíàêîâûõ íàïðàâ-
ëåíèÿ ñòðåëîê). Òàêæå ÿñíî, ïî÷åìó ÷èñëî êëåòîê â ñòðîêå äîëæíî áûòü ≤ (2l+ 1):
ïðè ñîïðÿæåíèè äèàãðàììû îáðàçóåòñÿ ñòîëáåö, â êîòîðûé íóæíî áóäåò âïèñûâàòü
çíà÷åíèÿ m, à ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé m ðàâíî
(2l + 1).
Ïðèìåð
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéä¼ì ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Þíãà âñå òåðìû êîíôèãóðàöèè

2p2. Â äàííîé êîíôèãóðàöèè k = 2, ñîîòâåòñòâåííî ñóùåñòâóþò äâå ïîäõîäÿùèå
äèàãðàììû:

; (4.34)

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ èç íèõ. Ñïèíû ýëåêòðîíîâ ðàâíû s = 1/2. Èç ðàçîáðàííîãî âûøå
ïðèìåðà ïîíÿòíû âîçìîæíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âàðèàíòû å¼ çàïîëíåíèÿ:

Sz
↑ ↑ 1

↓ ↑ 0

↓ ↓ −1

(4.35)

èç (4.35) Sz ìîæíî îáúåäèíèòü â ïðîåêöèè S = 1.
Êîîðäèíàòíàÿ äèàãðàììà Þíãà äëÿ íå¼ áóäåò ñòîëáöîì. Èç ïðèìåðà ïîíÿòíî,

êàê åãî ìîæíî çàïîëíèòü. Ó÷èòûâàÿ ÷òî l = 1⇒ m = −1; 0; 1, ïîëó÷èì:

1

0

1

−1

0

−1

Lz : 1 0 −1 → L = 1

(4.36)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì äëÿ äàííîé äèàãðàììû îäèí òåðì:

→ L = 1, S = 1 : 3P (4.37)

Êðàòíîñòü ýòîãî òåðìà ðàâíà: (2L+1)(2S+1 = 9), à ïîëíîå êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé
â äàííîé êîíôèãóðàöèè :6·5

2!
= 15.
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Ðàññìîòðèì âòîðóþ âàðèàöèþ äèàãðàììû (4.34). Ñïåðâà ñïèíîâàÿ ÷àñòü:

↑
↓ → Sz = 0→ S = 0 (4.38)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ðàñïèñûâàåì êîîðäèíàòíóþ äèàãðàììó (Ñì. ðèñ. 4.3).

1 1

1 0

1 −1

0 0

0 −1

−1 −1

Lz

2

1

0

0

-1

-2

L = 2

L = 0

:

Ðèñ. 4.3. Êîîðäèíàòíàÿ äèàãðàììà Þíãà äëÿ

Èòàê, äëÿ òàêîé äèàãðàììû èìååì: S = 0;L = 0; 2. Èç òàêèõ çíà÷åíèé L è S
ìîæíî ñîñòàâèòü ñëåäóþùèå òåðìû:

Òåðìû: 1D 1S
Êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ: 5 1

(4.39)

Òàêèì îáðàçîì äàííàÿ äèàãðàììà îïèñûâàåò îñòàâøèåñÿ 5+1 = 6 ñîñòîÿíèé êîí-
ôèãóðàöèè. Èòîãî, äàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ñëåäóþùèå òåðìû:3P ;1D;1S.

ßâíûé âèä âîëíîâûõ ôóíêöèé òåðìîâ

Ïóñòü èìååòñÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèè, íàïðèìåð, 2p2.
Ââåä¼ì óïðîùàþùóþ çàïèñü ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé.
Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè èìååò âèä:

ÏÀÑ
[
ψ̃210(x1)ψ̃21−1(x2) |↓〉1 |↑〉2

]
(4.40)

Èíôîðìàòèâíàÿ ÷àñòü çàïèñè (4.40) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

m1 = 0 ms1 = −1/2

m2 = −1 ms2 = 1/2
(4.41)

Òîãäà, äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè, ââîäÿò îáîçíà÷åíèÿ
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1) 1-ÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé

ÏÀÑ
[
ψ̃210(x1)ψ̃21−1(x2) |↓〉1 |↑〉2

]
=

=
1√
2

[
ψ̃210(x1)ψ̃21−1(x2) |↓〉1 |↑〉2 − ψ̃210(x2)ψ̃21−1(x1) |↓〉2 |↑〉1

]
≡

≡
(

0 −1
↓ ↑

)
= −

(
−1 0
↑ ↓

)
(4.42)

Òîãäà çàïðåò Ïàóëè ïðèíèìàåò âèä:(
0 0
↓ ↓

)
= −

(
0 0
↓ ↓

)
= 0 (4.43)

2) 2-ÿ ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé (ó íàñ íå èñïîëüçóåòñÿ)(
0 −1
↓ ↑

)
≡ f(0−,−1+) (4.44)

Âñïîìíèì, ÷òî:

Åñëè
Ĵ+ |ψ〉 = 0

Ĵz |ψ〉 = J |ψ〉

∣∣∣∣∣⇒ |ψ〉 = |JJ〉 , (4.45)

ãäå |JJ〉 çíà÷èò, ÷òî M = J .
Äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé òåðìîâ àíàëîãè÷íîå ïðîèñõîäèò äëÿ L è S.
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Ëåêöèÿ 5

ßâíûé âèä âîëíîâûõ ôóíêöèé òåðìà

Âñïîìíèì ïðèçíàê ñòàðøåãî âåêòîðà:

Ĵ+ |ψ〉 = 0

Ĵz |ψ〉 = J |ψ〉

∣∣∣∣∣⇒ |ψ〉 = |J,M = J〉 (5.1)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü âîëíîâûå ôóíêöèè òåðìà íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðè-
çíàêîì, àíàëîãè÷íûì (5.1), äëÿ îïåðàòîðîâ L̂ è Ŝ.
Òîãäà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè |ψ〉 èìååì

L̂+ |ψ〉 = 0

L̂z |ψ〉 = L |ψ〉
Ŝ+ |ψ〉 = 0

Ŝz |ψ〉 = S |ψ〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⇒ |ψ〉 =

∣∣∣∣∣∣Êîíôèãóðàöèÿ , L, ML︸︷︷︸
Lz

= L, S, MS︸︷︷︸
Sz

= S

〉
(5.2)

Â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèå êîíôèãóðàöèè â (5.2), êàê ýòî ïðèíÿòî â ïîäîáíûõ çà-
äà÷àõ, áóäåì îïóñêàòü çà íåíàäîáíîñòüþ.
Âñïîìíèì, ÷òî

Ĵ+ |JM〉 =
√

(J −M) (J +M + 1) |J,M + 1〉 (5.3)

Ïîñêîëüêó îïóñêàòü ïîä÷¼ðêíóòóþ ÷àñòü â (5.3) íåëüçÿ, ñîñòàâèì äëÿ îïåðàòîðîâ
ñîîòâåòñòâóþùèå ¾òàáëèöû óìíîæåíèÿ¿ (äëÿ p ýëåêòðîíîâ). Èìååì:

|↑〉 =

∣∣∣∣J =
1

2
,M =

1

2

〉
|↓〉 =

∣∣∣∣J =
1

2
,M = −1

2

〉 (5.4)

Òîãäà
ŝ+ |↑〉 = 0; ŝ+ |↓〉 =

√
1 |↑〉 , (5.5)

ãäå
√

1 - êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïîðÿäêà
√

1.
Òîãäà ñîîòâåòñòâåííî

l̂+ |l = 1,m = 1〉 = 0

l̂+ |l = 1,m = 0〉 =
√

2 |l = 1,m = 1〉
l̂+ |l = 1,m = −1〉 =

√
2 |l = 1,m = 0〉

(5.6)

Ïðèìåð
Ðàññìîòðèì, äëÿ ïðèìåðà, çíàêîìóþ óæå êîíôèãóðàöèþ 2p2. Îäèí å¼ ñòàðøèé

âåêòîð î÷åâèäåí (îí ñîîòâåòñòâóåò òåðìó 1D):

38

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÒÅÎÐÈß. ×ÀÑÒÜ 2 •
ÑÈËÀÅÂ Ï�ÒÐ ÊÎÍÑÒÀÍÒÈÍÎÂÈ×

0

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

(
1 1
↑ ↓

)
⇒

∣∣∣∣∣∣l(1) = 1,m(1)︸︷︷︸
l
(1)
z

= 1

〉
;

∣∣∣∣∣∣l(2) = 1,m(2)︸︷︷︸
l
(2)
z

= 1

〉
(5.7)

Óáåäèìñÿ â ýòîì, ïðîâåðèì âûïîëíåíèå (5.2), ó÷èòûâàÿ (5.5) è (5.6), ïîëó÷èì:

L̂+

(
1 1
↑ ↓

)
=
(
l̂
(1)
+ + l̂

(2)
+

)(1 1
↑ ↓

)
= 0 + 0 = 0 (5.8)

Ŝ+

(
1 1
↑ ↓

)
=
(
ŝ

(1)
+ + ŝ

(2)
+

)(1 1
↑ ↓

)
= 0 +

√
1

(
1 1
↑ ↑

)
︸ ︷︷ ︸

0

= 0 (5.9)

L̂z

(
1 1
↑ ↓

)
=

 l̂(1)
z︸︷︷︸

m1=1

+ l̂(2)
z︸︷︷︸

m2=1

(1 1
↑ ↓

)
= 2

(
1 1
↑ ↓

)
(5.10)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ îïåðàòîðà ïðîåêöèè ñïèíà:

Ŝz =

 ŝ(1)
z︸︷︷︸

+ 1
2

+ ŝ(2)
z︸︷︷︸
− 1

2

 (5.11)

Ïîëó÷èì

Ŝz

(
1 1
↑ ↓

)
=

(
+

1

2
+

(
−1

2

))(
1 1
↑ ↓

)
= 0

(
1 1
↑ ↓

)
(5.12)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñòàðøèé âåêòîð òåðìà:

|L = 2,ML = 2, S = 0,MS = 0〉 =

(
1 1
↑ ↓

)
(5.13)

Ó 2p2 âñåãî 6·5
2!

= 15 ñîñòîÿíèé. Ïîñêîëüêó òåðì 1D âûðîæäåí è èìååò 5 âîëíî-
âûõ ôóíêöèé, à (5.13) - ñòàðøèé âåêòîð, òî èç íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü îñòàëüíûå 4 ñ
ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ èçìåíÿþùèõ ïðîåêöèè ñïèíà èëè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà (ïî-
ñêîëüêó ó äàííîãî òåðìà íóëåâîé ñïèí, òî åãî ïðîåêöèÿ ìîæåò áûòü ðàâíà òîëüêî
íóëþ, è îñòàëüíûå åãî âîëíîâûå ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ïðè âîçäåéñòâèè
îïåðàòîðà L̂−).
Ïðèìåð
Íóæíî ïîëó÷èòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ äëÿ ñîñòîÿíèÿ:

|L = 2,ML = 1, S = 0,MS = 0〉 (5.14)

Âñïîìíèì, ÷òî
Ĵ− |JM〉 =

√
(K +M) (J −M + 1) |JM − 1〉 (5.15)
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Ïî àíàëîãèè ñ (5.15) ïîëó÷èì (5.14) èç (5.13), èñïîëüçóÿ L̂−:

|L = 2,ML = 1, S = 0,MS = 0〉 =
L̂−√

(2 + 2) (2− 2 + 1)

(
1 1
↑ ↓

)
=

=
1

2

(
l̂
(1)
− + l̂

(2)
−

)(1 1
↑ ↓

)
=

1

2

√
2

(
0 1
↑ ↓

)
+

1

2

√
2

(
1 0
↑ ↓

)
, (5.16)

çàìåòèì, ÷òî â (5.16) ïîä÷¼ðêíóòûå ñëàãàåìûå íå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè: â îäíîì
ïîä ¾0¿ ñòîèò ¾↑¿, à â äðóãîì - ¾↓¿.
Òàêèì îáðàçîì, ìû îáíàðóæèëè 5 èç 15 âîëíîâûõ ôóíêöèé.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé òåðì 3P . Íå ñîñòàâëÿåò òðóäà äîãàäàòüñÿ, ÷òî åãî ñòàð-

øèé âåêòîð: (
1 0
↑ ↑

)
(5.17)

Óáåäèìñÿ â ýòîì, ïðîâåðèì âûïîëíåíèå (5.2), ó÷èòûâàÿ (5.5) è (5.6), ïîëó÷èì:

Ŝ+

(
1 0
↑ ↑

)
→ 0 (5.18)

L̂+

(
1 0
↑ ↑

)
=
√

2

(
1 1
↑ ↑

)
= 0 (5.19)

L̂z

(
1 0
↑ ↑

)
→ 1 + 0 = 1 (5.20)

Ŝz

(
1 0
↑ ↑

)
→ 1

2
+

1

2
= 1 (5.21)

Îñòàëüíûå âåêòîðû òåðìà ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ L̂− è Ŝ− â íóæíîì êîëè-
÷åñòâå è â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå:(

L̂−

)k
→ML = L− k(

Ŝ−

)j
→MS = S − j

(5.22)

Òàê ïîëó÷àòñÿ îñòàâøèåñÿ 8 âîëíîâûõ ôóíêöèé äëÿ äàííîãî òåðìà.
Îñòà¼òñÿ òîëüêî îäíà íåòðèâèàëüíàÿ âûêëàäêà äëÿ òåðìà 1S. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû

Lz = 0; Sz = 0;
(
L̂+, Ŝ+

)
→ 0. Ïåðâûì äâóì óñëîâèÿì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå

âîëíîâûå ôóíêöèè: (
1 −1
↑ ↓

)
;

(
0 0
↑ ↓

)
;

(
−1 1
↑ ↓

)
(5.23)

Èç íèõ ñòðîèòñÿ ñòàðøèé è åäèíñòâåííûé âåêòîð òåðìà. Íàéä¼ì åãî, äëÿ ýòîãî
ñîñòàâèì èç âåêòîðîâ (5.23) ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, è âûâåäåì óñëîâèÿ íà êîýôôè-
öèåíòû. Èòàê, ïóñòü

|ψ〉 = α

(
1 −1
↑ ↓

)
+ β

(
0 0
↑ ↓

)
+ γ

(
−1 1
↑ ↓

)
(5.24)
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Äëÿ (5.24) Lz è Sz èçíà÷àëüíî ðàâíû íóëþ. Ïðîâåðèì L̂+ è Ŝ+.

L̂+ |ψ〉 = 0 =

= 0 + α
√

2

(
1 0
↑ ↓

)
+ β
√

2

(
1 0
↑ ↓

)
+ β
√

2

(
0 1
↑ ↓

)
+ γ
√

2

(
0 1
↑ ↓

)
+ 0⇒

⇒ α + β = 0

β + γ = 0
(5.25)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷¼òîì íîðìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè è (5.25) ìîæíî íàéòè
êîýôôèöèåíòû äëÿ (5.24):

α = −β = γ =
1√
3
· ei·ϕ︸︷︷︸
ïðîèçâ. ôàçà

(5.26)

Çíà÷èò èç (5.24) è (5.26) ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä âîëíîâîé ôóíêöèè:

|L = 0,ML = 0, S = 0,MS = 0〉 =
1√
3

(
1 −1
↑ ↓

)
− 1√

3

(
0 0
↑ ↓

)
+

1√
3

(
−1 1
↑ ↓

)
(5.27)

Ïðàâèëà Õóíäà (îáúÿñíåíèå)

1-å ïðàâèëî Õóíäà

Âîçüì¼ì, ê ïðèìåðó, òåðìû (
1 0
↑ ↑

)
︸ ︷︷ ︸

S=1

;

(
1 1
↑ ↓

)
︸ ︷︷ ︸

S=0

(5.28)

Êàê èçâåñòíî èç 1-ãî ïðàâèëà Õóíäà

E1 < E2 (5.29)

Â êîíôèãóðàöèè 2p2 - 15 ñîñòîÿíèé. Ðàçíèöó â ýíåðãèè ìåæäó íèìè âíîñèò ãà-
ìèëüòîíèàí âîçìóùåíèé ĤI , ïîýòîìó, ôîðìàëüíî, íóæíî èñêàòü ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ìàòðèöû 15×15, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ýíåðãèè ýòèõ ñîñòîÿíèé. Íî èçâåñòíî,
÷òî òåðìû îáëàäàþò îïðåäåë¼ííûìè çíà÷åíèÿìè ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâåííî, åñëè îò
ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà êîíôèãóðàöèè ïåðåéòè ê áàçèñó ñ îïðåäåë¼ííûìè çíà÷åíè-
ÿìè L,Lz, S, Sz, òî ìàòðèöà ñòàíåò äèàãîíàëüíîé. Òî åñòü, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ĤI ïî ñîñòîÿíèÿì ñ îïðåäåë¼ííûì òåðìîì. Äåéñòâèòåëüíî, L -
èíòåãðàë äâèæåíèÿ, ãàìèëüòîíèàí - ñêàëÿð, à ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñêàëÿðà äèàãî-
íàëüíû ïî êâàíòîâîìó ÷èñëó J è MJ . Àíàëîãè÷íî S îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòîíèàíà
ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì: [

Ĵ , Ĥ
]

= 0[
Ŝ, Ĥ

]
= 0

(5.30)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ãàìèëüòîíèàíà äèàãîíàëüíû ïî S è SJ :

〈J ′M ′|S|JM〉 = δJJ ′δMM ′ (5.31)

Âñïîìíèì, ÷òî

ĤI =
N∑
k=1

(
−V̂ (rk)−

Ze2

rk

)
+
∑
k<l

e2

rkl
(5.32)

Çàìåòèì, ÷òî â (5.32) ÷ëåí, ïîä÷¼ðêíóòûé îäíîé ÷åðòîé, íå äà¼ò âêëàä â ðàñùåï-
ëåíèå òåðìà, à ÷ëåí, ïîä÷¼ðêíóòûé äâóìÿ ÷åðòàìè, âíîñèò âêëàä â ðàçíèöó ìåæäó
òåðìàìè. Óáåäèìñÿ â ýòîì. Âîçüì¼ì ñòàðøèé âåêòîð òåðìà 3P è ðàñïèøåì ñðåäíèå
çíà÷åíèÿ (5.32). Â îáùåì ñëó÷àå, ôàêòîðèçàöèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè (ðàçäåëåíèå å¼
íà êîîðäèíàòíóþ è ñïèíîâóþ ñîñòàâëÿþùèå) íå âñåãäà âîçìîæíî, íî â ñëó÷àå äâóõ-
÷àñòè÷íîé ôóíêöèè ýòî çà÷àñòóþ âîçìîæíî, ó÷èòûâàÿ ýòî íàéä¼ì:〈

L = 1,ML = 1, S = 1,MS = 1

∣∣∣∣∣ f̂(r1) + f̂(r2)
e2

r12

∣∣∣∣∣L = 1,ML = 1, S = 1,MS = 1

〉
=

=

∫
dx1dx2�

��〈↑↑| 1√
2

(
ψ̃∗211 (x1) ψ̃∗210 (x2)− ψ̃∗211 (x2) ψ̃∗210 (x1)

)
·

·
[
f̂(r1) + f̂(r2)

e2

r12

]
· 1√

2

(
ψ̃211 (x1) ψ̃210 (x2)− ψ̃211 (x2) ψ̃210 (x1)

)
��
�|↑↑〉 (5.33)

Ñïèíîâàÿ ÷àñòü â (5.33) ñîêðàòèëàñü ââèäó îòñóòñòâèÿ â íåé îïåðàòîðîâ äëÿ ñïèíîâ.

Ôîðìàëüíî äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà â (5.33) 4 ñëàãàåìûõ, íî òàê êàê f̂(r1) +

f̂(r2) - ñèììåòðè÷íà, è èíòåãðàë èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî çàìåíû x1 íà x2, òî-

ãäà ψ̃∗211 (x1) ψ̃∗210 (x2) è −ψ̃∗211 (x2) ψ̃∗210 (x1) â (5.33) äàþò èäåíòè÷íûé âêëàä, çíà÷èò
ìîæíî çà÷åðêíóòü îäíó èç íèõ, óäâîèâ äðóãóþ:

(5.33) = �A2

∫
dx1dx2

�
�
�S
S
S

1√
2

(
ψ̃∗211 (x1) ψ̃∗210 (x2)−((((((

((((
ψ̃∗211 (x2) ψ̃∗210 (x2)

)
·

·
[
f̂(r1) + f̂(r2)

e2

r12

]
·
�
�
�S
S
S

1√
2

(
ψ̃211 (x1) ψ̃210 (x2)− ψ̃211 (x2) ψ̃210 (x1)

)
= I (5.34)

Ðàññìîòðèì îäíî÷àñòè÷íîå ñëàãàåìîå
(
f̂(r1)

)
. Ïîñêîëüêó f̂(r1) çàâèñèò òîëüêî îò

x1 â (5.34), òîãäà îí íå èçìåíèò ψ̃211(x2) â ïîä÷¼ðêíóòîì îäíîé ÷åðòîé ÷ëåíå, è ýòîò
÷ëåí èñ÷åçíåò â ñèëó óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (5.31). Îñòàíåòñÿ ÷ëåí ïîä÷¼ðêíó-

òûé äâóìÿ ÷åðòàìè, â êîòîðîì ψ̃210(x2) ïðîïàä¼ò áëàãîäÿðÿ óñëîâèþ íîðìèðîâêè.

Àíàëîãè÷íî ñ îïåðàòîðîì f̂(r2).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì:

f̂(r1) + f̂(r2)→
〈
ψ̃211

∣∣∣f̂(r1)
∣∣∣ψ̃211

〉
+
〈
ψ̃210

∣∣∣f̂(r2)
∣∣∣ψ̃210

〉
(5.35)
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Ñëåäîâàòåëüíî, îäíî÷àñòè÷íûå îïåðàòîðû ¾íå çíàþò¿ ïðî ÏÀÑ âîëíîâûõ ôóíê-
öèé è äàþò ñóììó ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â îäíîì è äðóãîì ñîñòîÿíèÿõ. Òàê êàê〈

ψ̃211

∣∣∣f̂(r1)
∣∣∣ψ̃211

〉
- çàâèñèò îò r1〈

ψ̃210

∣∣∣f̂(r2)
∣∣∣ψ̃210

〉
- çàâèñèò îò r2

çíà÷èò (5.35) íå çàâèñÿò îò òåðìà, à çàâèñÿò òîëüêî îò ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîëíîâîé
ôóíêöèè.
Ðàññìîòðèì ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå: èñïîëüçóåì â (5.34) îïåðàòîð e2

r12
. Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷àòñÿ êóëîíîâñêèé (K10) è îáìåííûé (I10) èíòåãðàëû, è (5.34) ïðèìåò âèä:

I = K10 − I10, (5.36)

ãäå

K10 =

∫
dx1dx2

∣∣∣ψ̃211 (x1)
∣∣∣2 ∣∣∣ψ̃210(x2)

∣∣∣2 e2

r12

(5.37)

ñ ïðîçðà÷íûì ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì (ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè êóëîíîâñêîãî îòòàë-
êèâàíèÿ), à

I10 =

∫
dx1dx2ψ̃

∗
211(x1)ψ̃210(x1)ψ̃∗210(x2)ψ̃211(x2) · e

2

r12

(5.38)

- åñòü àðòåôàêò ÏÀÑ âîëíîâîé ôóíêöèè.
Äëÿ òåðìà 1D: (

1 1
↑ ↓

)
(5.39)

ìîæíî ïîñ÷èòàòü ñðåäíåå çíà÷åíèå ĤI , íî ñðàâíèòü ñ (5.36) íå ïîëó÷èòñÿ, òàê êàê

â (5.39) èìååòñÿ òîëüêî ψ̃211, à ìîæíî ñðàâíèòü òàêèì îáðàçîì òîëüêî ôóíêöèè ñ
îäèíàêîâûì Lz (â (5.36) Lz = 1). Òîãäà ïîäåéñòâóåì íà ïðåäûäóùèé òåðì îïåðàòî-

ðîì L̂−: (
1 1
↑ ↓

)
→ 1√

2

(
1 0
↑ ↓

)
+

1√
2

(
0 1
↑ ↓

)
(5.40)

Âîëíîâûå ôóíêöèè äëÿ 2-õ ýëåêòðîíîâ ÷àñòî ìîæíî ôàêòîðèçîâàòü, êàê è â ýòîì
ñëó÷àå, ñäåëàåì ýòî:(

1 0
↑ ↓

)
→ 1√

2
· 1√

2

(
ψ̃211(x1)ψ̃210(x2) |↑↓〉 − ψ̃210(x1)ψ̃211(x2) |↓↑〉

)
+

+
1√
2
· 1√

2

(
ψ̃210(x1)ψ̃211(x2) |↓↑〉 − ψ̃211(x1)ψ̃210(x2) |↑↓〉

)
=

=
|↑↓〉 − |↓↑〉√

2︸ ︷︷ ︸
ñèíãëåò, à íå òðèïëåò

· 1√
2

ψ̃211(x1)ψ̃210(x2) + ψ̃210(x1)ψ̃211(x2)︸ ︷︷ ︸
â êîîðä. ÷àñòè. ¾+¿

 (5.41)

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò äëÿ èíòåðåñóþùåé ÷àñòè:

e2

r12

→ K10 + I10 (5.42)
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Çíà÷èò, â òåðìå, ãäå S = 1 îáìåííûé èíòåãðàë âû÷èòàåòñÿ èç êóëîíîâñêîãî, à ïðè
S = 0 îí äîáàâëÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, 1-å ïðàâèëî Õóíäà äîêàçàíî äëÿ ýòèõ äâóõ
òåðìîâ.

Îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå

Ýòè äâà îòâåòà ( (5.36) è (5.42)) ìîæíî çàïèñàòü â åäèíîì ôîðìàòå:

K10 + I10

(
1− S2

)
, (5.43)

ãäå S
2

= S
(
S + 1

)
, ãäå S - ñïèí ñèñòåìû. Îäíàêî, äàííûé S

2
íå ëþáîé, à îòíîñÿ-

ùèéñÿ ê äàííîé ïàðå ýëåêòðîíîâ. Ïðèïèøåì åãî ÷åðåç ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå:

1− S2
= 1− S2

1 − S
2

2 − 2S
2

1S
2

2 = 1− 3

4
− 3

4
− 2S

2

1S
2

2 (5.44)

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íàñòîÿùåãî êóëîíîâ-
ñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî ïèñàòü ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí, ìàòðè÷íûå ýëå-
ìåíòû êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè íàñòîÿùåãî ãàìèëüòîíèàíà:

K̂10 + Î10

(
−1

2
− 2Ŝ1Ŝ2

)
(5.45)

Çàïèøåì ïî-äðóãîìó, ïóñòü

− 2Ŝ1Ŝ2 = −P̂12, (5.46)

ãäå P̂12- îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè 2-õ ñïèíîâ, êîòîðûé äà¼ò íà òðèïëåò ¾+1¿, íà ñèí-
ãëåò - ¾-1¿. Îòñþäà âîçíèêàåò ïîíÿòèå îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (íå íîâàÿ ôîðìà
âçàèìîäåéñòâèÿ, à êðàòêàÿ ôîðìà îòâåòà (5.45)).
Ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ ìîæíî çàïè-

ñàòü â âèäå ñóììû (5.45) ïî âñåì ïàðàì:∑
a<b

[
K̂ab + Îab

(
−1

2
− 2ŜaŜb

)]
(5.47)

Íåïðàâèëüíîå äîêàçàòåëüñòâî 1-ãî ïðàâèëà Õóíäà

Ïóñòü â (5.47) âñå Îab = Î (îäèíàêîâû). Çàïèøåì 2ŜaŜb ÷åðåç ïîëíûé ñïèí Ŝ
2

:

Ŝ
2

=
N∑
a=1

Ŝ
2

a +
∑
a<b

2ŜaŜb (5.48)

Ïîäñòàâèì (5.48) â (5.47):∑
a<b

K̂ab −
1

2
·N · Î − Î Ŝ

2

+ Î · 3

4
·N (5.49)
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Èç (5.49) âûòåêàåò 1-å ïðàâèëî Õóíäà.
×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííûå ðàññóæäåíèÿ íåâåðíû, âîçüì¼ì ñîñòîÿíèå 2p3. Îñ-

íîâíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò òåðìó 4S:(
1 0 −1
↑ ↑ ↑

)
(5.50)

Ñðàâíèì åãî ñ äðóãèì òåðìîì (ñ ìàêñèìàëüíûì L):(
1 1 0
↑ ↓ ↑

)
(5.51)

×òîáû ïîñ÷èòàòü îáìåííûé èíòåãðàë äëÿ (5.50) çàìåòèì, ÷òî ôîðìàëüíî ïîëó-
÷èòñÿ âûðàæåíèå ñëåäóþùåãî òèïà 〈6 ñëàãàåìûõ|3 ñëàãàåìûõ|6 ñëàãàåìûõ〉, íî 3
ñëàãàåìûõ ïîñåðåäèíå ÷¼òíû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèö, à ñëàãàåìûå ïî
áîêàì - íå÷¼òíûå. Òàêèì îáðàçîì, ýòî âûðàæåíèå òîëüêî èç-çà ýòîãî áóäåò èìåòü
òîëüêî 18 ñëàãàåìûõ:〈

((((
(((6 ñëàãàåìûõ︸ ︷︷ ︸

1

∣∣∣∣∣3 ñëàãàåìûõ
∣∣∣∣∣6 ñëàãàåìûõ

〉
(5.52)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â (5.52) îïåðàòîð e2

r12
íå äåéñòâóåò íà òðåòüþ ÷àñòèöó, çàíóëèì ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå. Ïðîäåëàâ ýòî, ïîëó÷èì îòâåò äëÿ äàííîãî òåðìà:(
1 0 −1
↑ ↑ ↑

)
→ K̂10 + K̂0−1 + K̂−11 − Î10 − Î0−1 − Î−11 (5.53)

Òî åñòü, âñå îáìåííûå èíòåãðàëû â (5.53) ñî çíàêîì ¾-¿. Î÷åâèäíî, ÷òî îòâåòû
äëÿ (5.53) íå ïîëó÷èòñÿ ñðàâíèòü ñ îòâåòàìè äëÿ òåðìà (5.51), òàê êàê òàì áóäóò
äðóãèå êâàíòîâûå ÷èñëà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íóæåí òàêîé æå Lz = 0 (1 0 -1).
Íî äëÿ ýòèõ 2-õ òåðìîâ 1-å ïðàâèëî Õóíäà òàêæå ñïðàâåäëèâî.
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Ëåêöèÿ 6

Ïðàâèëà Õóíäà (îáúÿñíåíèå)

1-å ïðàâèëî Õóíäà

Èòàê, ÷òîáû ñðàâíèòü òåðìû (5.50) è (5.51), íóæíî äâàæäû ïîäåéñòâîâàòü íà

âòîðîé îïåðàòîðîì L̂−. Ïðîäåëàåì ýòî: ïåðâûé ðàç:∣∣∣∣L = 2,ML = 1, S =
1

2
,Ms =

1

2

〉
=

L̂−√
(2 + 2)(2− 2 + 1)

(
1 1 0
↑ ↓ ↑

)
=

=
1√
4

[√
2
��

��
��

(
0 1 0
↑ ↓ ↑

)
+
√

2

(
1 0 0
↑ ↓ ↑

)
+
√

2

(
1 1 −1
↑ ↓ ↑

)]
=

=
1√
2

(
1 0 0
↑ ↓ ↑

)
+

1√
2

(
1 1 −1
↑ ↓ ↑

)
(6.1)

è âòîðîé ðàç:∣∣∣∣L = 2,ML = 0, S =
1

2
,MS =

1

2

〉
=

=
1√
6
· 1√

2
·
√

2 ·
[

0 +

(
1 −1 0
↑ ↓ ↑

)
+

(
1 0 −1
↑ ↓ ↑

)
+

+

(
0 1 −1
↑ ↓ ↑

)
+

(
1 0 −1
↑ ↓ ↑

)
+ 0

]
=

=
1√
6

[
2

(
1 0 −1
↑ ↓ ↑

)
+

(
1 −1 0
↑ ↓ ↑

)
+

(
0 1 −1
↑ ↓ ↑

)]
(6.2)

Òîãäà, âûñ÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, èçáàâëÿÿñü îò íóëåâûõ
ñëàãàåìûõ â ñèëó àíòèñèììåòðè÷íîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè è óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíî-
ñòè, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ïîëó÷àåì îòâåò äëÿ âòîðîãî òåðìà (5.51):

K10 +K0−1 +K−11 − I1−1 +
1

2
I10 +

1

2
I0−1 (6.3)

â òî âðåìÿ êàê äëÿ (5.50) èìååì:

K10 +K0−1 +K−11 − I1−1 − I10 − I0−1 (6.4)

Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíèâàÿ ïîïðàâêè ê ýíåðãèè (6.3) è (6.4) äëÿ ýòèõ òåðìîâ,
óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè 1-ãî ïðàâèëà Õóíäà. Ïîñêîëüêó, êîëè÷åñòâî òåðìîâ â
êîíôèãóðàöèè êîíå÷íî, òî ýòî ïðàâèëî Õóíäà ìîæíî äîêàçàòü ïîäîáíûì îáðàçîì
äëÿ êàæäîãî òåðìà.

2-å ïðàâèëî Õóíäà

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó ïðåáûâàþùóþ â ñîñòîÿíèÿõ ñ ðàçíûìè îðáèòàëüíûìè ìî-
ìåíòàìè: l = 0; l = 1; l = 2.
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l = 0 l = 1 l = 2

Ðèñ. 6.1. Ïðèìåðíûå ðèñóíêè îäíî÷àñòè÷íîé âîëíîâîé ôóíêöèè ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ l

×åì áîëüøå l, òåì áûñòðåå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñöèëëèðóåò ïî óãëàì (Ñì. ðèñ. 6.1).
Åñëè âçÿòü èíòåãðàë äëÿ ýíåðãèè â 3-õ ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, äîìíîæàÿ íà êâàäðàò
ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè, òî ïî ëåììå Ðèìàíà èíòåãðàë áóäåò áîëüøå, ãäå l áóäåò
ìåíüøå. Òî æå ñàìîå ðàáîòàåò â îòíîøåíèè ê L̂.
Äåéñòâèòåëüíî, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ N ýëåêòðîíîâ â 3-N ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

áûñòðåå îñöèëëèðóåò ïðè áîëüøåì L.
Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áîëüøå L, òåì áîëüøå îñöèëëÿöèè ïî óãëàì âîëíîâîé ôóíê-

öèè, òåì ìåíüøå èíòåãðàë îò ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ,
òåì ìåíüøå äîáàâêà ê ýíåðãèè.
Çàìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò L çíà÷èòåëüíî ñëàáåå, ÷åì îò S, ïîýòîìó

ñïåðâà óïîðÿäî÷èâàíèå òåðìîâ ïðîèñõîäèò ïî S, à ïîòîì ïî L.

Òîíêàÿ ñòðóêòóðà òåðìîâ

Òîíêîå ðàñùåïëåíèå òåðìîâ ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ó÷¼òå ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê. Çà-
ïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí LS-âçàèìîäåéñòâèÿ:

Ĥls =
∑
a

g(ra) · l̂a · ŝa (6.5)

äàííûé âèä èíòåãðàëà (6.5) âûòåêàåò èç óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Â í¼ì g(ra) ðàñò¼ò,
ïîëîæèòåëüíî è â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûì.

Ĥ0

Êîíôèãóðàöèÿ

Ò.Â.

ĤI

Òåðì

Ò.Â.

Ĥls

Ðèñ. 6.2. Ñõåìà òîíêîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðè ïðèáëèæåíèè LS-ñâÿçè

Ãàìèëüòîíèàí (6.5) è ãàìèëüòîíèàí ĤI ìîãóò ñîîòíîñèòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè:
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1) ¾Ĥls << ĤI¿, òî åñòü ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðèþ âîçìóùåíèé ê
̂̃
H0 = Ĥ0 +

ĤI ;
̂̃
HI = Ĥls, òàêîé ñëó÷àé íàçûâàþò ïðèáëèæåíèåì LS-ñâÿçè (Ðàññåë Ñàóí-

äåðîâñêèé) (Ñì. ðèñ. 6.2). Îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ ë¼ãêèõ àòîìîâ:Z ≤ 40.

2) Åñëè ¾Ĥls ∼ ĤI¿, òî òåîðèþ âîçìóùåíèé íóæíî ñòðîèòü äëÿ èõ ñóììû( ̂̃
HI = ĤI + Ĥls

)
.

3) Åñëè ¾Ĥls >> ĤI¿: jj-ñâÿçü.

Òàê êàê ñëó÷àè 2) è 3) íå ñóùåñòâóþò â òàêîì ÷èñòîì âèäå, êàê ñëó÷àé 1), òî íå
áóäåì èõ ðàññìàòðèâàòü, à îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå 1).

Óáåäèìñÿ, ÷òî ãàìèëüòîíèàí Ĥls =
∑
g(ra)̂laŝa, ìîæíî çàìåíèòü íà AL̂ · Ŝ â ïðè-

áëèæåíèè ls-ñâÿçè.
Òåîðåìà
Åñëè â ïðèáëèæåíèè LS-ñâÿçè äàííûé óðîâåíü ðàñùåïëÿåòñÿ LS-âçàèìîäåéñòâèåì,

òî äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ñïðàâåäëèâî:

〈LSM ′
LM

′
S|Ĥls|LSMLMS〉 = 〈LSM ′

LM
′
S|AL̂ · Ŝ|LSMLMS〉 (6.6)

Äîêàæåì å¼. Âñïîìíèì, ÷òî åñëè [
Ĵ , Ŝ

]
= 0, (6.7)

òî Ŝ - ñêàëÿð îòíîñèòåëüíî Ĵ , åñëè Ŝ êîììóòèðóåò ñî âñåìè êîìïîíåíòàìè Ĵ . À äëÿ
ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà âåðíî:

〈J ′M ′|Ŝ|JM〉 = δJJ ′ · δMM ′ · S(J) (6.8)

Â òî âðåìÿ êàê íàòóðàëüíî âåêòîðíûé îïåðàòîð:[
Ĵn, V̂j

]
= iεnjkV̂k (6.9)

Âñïîìíèì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Âèãíåðà-Ýêêàðòà:

〈JM ′|V̂i|JM〉 = c · 〈JM ′|Ĵi|JM〉 , (6.10)

ãäå

c =
〈JM ′′|Ĵ · V̂ |JM ′′〉

J (J + 1)
−Íå çàâèñèò îò M ′′ (6.11)

Âûÿñíèì, êàê îòäåëüíûå ÷àñòè Ĥls ñîîòíîñÿòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ìîìåíòàìè:

1) [
Ŝ, g(ra)̂la

]
= 0, (6.12)

òî åñòü g(ra)̂la - ñêàëÿð îòíîñèòåëüíî Ŝ.
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2) [
Ŝi, ŝ

(2)
j

]
=
[
�
�@
@ŝ

(1)
i + ŝ

(2)
i +�

�@
@ŝ

(3)
i +��HH. . ., ŝ

(2)
j

]
= iεijkŝ

(2)
k (6.13)

Îïåðàòîð ñïèíà êàæäîé îòäåëüíîé ÷àñòèöû ñóòü âåêòîð îòíîñèòåëüíî ïîëíîãî
ñïèíà.

3) [
L̂, Ŝa

]
= 0 (6.14)

Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñïèíà êàæäîãî ýëåêòðîíà - ñêàëÿð îòíîñèòåëüíî L̂.

4) [
L̂i, g(r2)l̂

(2)
j

]
= iεijkg(r2)l̂

(2)
k (6.15)

Çíà÷èò, g(r2)l̂
(2)
j ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì îòíîñèòåëüíî îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà.

Ïîñ÷èòàåì â ïðåäåëàõ òåðìà ìàòðè÷íûé ýëåìåíò:∑
a

〈LSM ′
LM

′
S|g(ra)̂la · Ŝa|LSMLMS〉 (6.16)

Âñïîìíèì, ÷òî ∑
n

|n〉 〈n| = 1 (6.17)

Òîãäà ïðèìåíèì (6.17) ê (6.16) ïî |L′′S ′′M ′′
LM

′′
S〉:∑

a

∑
L′′S′′

∑
M ′′LM

′′
S

〈LSM ′
LM

′
S|g(ra)̂la|L′′S ′′M ′′

LM
′′
S〉 ·

· 〈L′′S ′′M ′′
LM

′′
S |Ŝa|LSMLMS〉 =

[
(6.14)→ Ŝa ∼ δL′′L

]
=

=
∑
a

∑
S′′

∑
M ′′LM

′′
S

〈LSM ′
LM

′
S|g(ra)̂la|L′′S ′′M ′′

LM
′′
S〉 ·

· 〈LS ′′M ′′
LM

′′
S |Ŝa|LSMLMS〉 =

[
(6.12)→ g(ra)̂la ∼ δSS′′

]
=

=
∑
a

∑
M ′′LM

′′
S

〈LSM ′
LM

′
S|g(ra)̂la|LSM ′′

LM
′′
S〉 〈LSM ′′

LM
′′
S |Ŝa|LSMLMS〉 (6.18)

Òàê êàê Ŝa - âåêòîð îòíîñèòåëüíî Ŝ, òî:∑
a

∑
M ′′LM

′′
S

〈LSM ′
LM

′
S|g(ra)̂la|LSM ′′

LM
′′
S〉 · 〈LSM ′′

LM
′′
S |Ŝa|LSMLMS〉 =

=
∑
a

∑
M ′′LM

′′
S

〈LSM ′
LM

′
S|g(ra)̂la|LSM ′′

LM
′′
S〉 · 〈LSM ′′

LM
′′
S |Ŝ|LSMLMS〉 · c′a (6.19)
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Àíàëîãè÷íî äëÿ 1-ãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà â (6.19) îòíîñèòåëüíî L:∑
a

∑
M ′′LM

′′
S

〈LSM ′
LM

′
S|g(ra)̂la|LSM ′′

LM
′′
S〉 · 〈LSM ′′

LM
′′
S |Ŝ|LSMLMS〉 · c′a =

=
∑
a

∑
M ′′LM

′′
S

〈LSM ′
LM

′
S|L̂|LSM ′′

LM
′′
S〉 〈LSM ′′

LM
′′
S |Ŝ|LSMLMS〉 · c′a · c′′a (6.20)

Òàê êàê L̂ - ñêàëÿð îòíîñèòåëüíî S
(
L̂→ δSS′

)
, òî â (6.20) ìîæíî âîññòàíîâèòü

ñóììó ïî S ′:∑
a

∑
M ′′LM

′′
S

〈LSM ′
LM

′
S|L̂|LSM ′′

LM
′′
S〉 〈LSM ′′

LM
′′
S |Ŝ|LSMLMS〉 · c′a · c′′a =

=
∑
a

∑
S′′

∑
M ′′LM

′′
S

〈LSM ′
LM

′
S|L̂|LS ′′M ′′

LM
′′
S〉 〈LS ′′M ′′

LM
′′
S |Ŝ|LSMLMS〉 c′ac′′a (6.21)

Àíàëîãè÷íî ïî L′′
(
Ŝ → δLL′′

)
. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (6.17) èç (6.21) ïîëó÷èì:

∑
a

∑
S′′

∑
M ′′LM

′′
S

〈LSM ′
LM

′
S|L̂|LS ′′M ′′

LM
′′
S〉 〈LS ′′M ′′

LM
′′
S |Ŝ|LSMLMS〉 c′ac′′a =

∑
a

∑
L′′S′′

∑
M ′′LM

′′
S

〈LSM ′
LM

′
S| L̂|L′′S ′′M ′′

LM
′′
S〉 〈L′′S ′′M ′′

LM
′′
S |Ŝ |LSMLMS〉 c′ac′′a =

=
∑
a

〈LSM ′
LM

′
S|L̂ · Ŝ|LSMLMS〉 c′ac′′a (6.22)

Ïóñòü

A =
∑
a

c′ac
′′
a (6.23)

Òîãäà èç (6.22) ïîëó÷èì:∑
a

〈LSM ′
LM

′
S|L̂ · Ŝ|LSMLMS〉 c′ac′′a = A · 〈LSM ′

LM
′
S|L̂ · Ŝ|LSMLMS〉 (6.24)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî â ïðèáëèæåíèè LS-ñâÿçè äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëå-
ìåíòà ñïðàâåäëèâî:

〈LSM ′
LM

′
S|Ĥls|LSMLMS〉 = 〈LSM ′

LM
′
S|AL̂ · Ŝ|LSMLMS〉 , (6.25)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïåðåéä¼ì â áàçèñ ñ ôèêñèðîâàííûì ïîëíûì ìîìåíòîì:

~J = ~L+ ~S : |LSJMJ〉 (6.26)
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Â ýòîì áàçèñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ýôôåêòèâíîãî ãàìèëüòîíèàíà ñòàíîâÿòñÿ
äèàãîíàëüíûìè. Òîãäà ïîëó÷èì èç (6.24):

〈LSJ ′M ′
J |

1

2

(
Ĵ

2

− L̂
2

− Ŝ
2
)
|LSJMJ〉 =

=

〈
LSJ ′M ′

J

∣∣∣∣∣∣∣
1

2
(J(J + 1)− L(L+ 1)− S(S + 1))︸ ︷︷ ︸

×èñëî

∣∣∣∣∣∣∣LSJMJ

〉
⇒

⇒ 〈LSJ ′M ′
J |Ĥls|LSJMJ〉 =

A

2
(J(J + 1)− L(L+ 1)− S(S + 1)) δJJ ′δMJM

′
J

(6.27)

Òî åñòü, (6.27) - äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò, à ñëåäîâàòåëüíî - ïîïðàâêà ê óðîâíþ ýíåð-
ãèè. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â ïðåäåëàõ òåðìà L è S íå ìåíÿþòñÿ, òî ê ðàñùåïëåíèþ
ïðèâîäèò ñëàãàåìîå J(J + 1) (Ñì. ðèñ. 6.3).

A > 0 A < 0

Jmin = |L− S|

Jmax = L+ S Jmin = |L− S|

Jmax = L+ S

Jmin + 1

Jmin + 2

...
...

Ðèñ. 6.3. Ðàñùåïëåíèå òåðìà íà òîíêóþ ñòðóêòóðó

Çàìåòèì, ÷òî

EJ − EJ−1 =
A

2
[J(J + 1)− (J − 1) · J ] = AJ (6.28)

Òî åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè ðàñò¼ò ëèíåéíî (ïðàâèëî èíòåðâàëîâ Ëàí-
äý) (Ñì. ðèñ. 6.4).

δE

2δE

4δE

Ðèñ. 6.4. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ïðàâèëà èíòåðâàëîâ Ëàíäý

×òîáû îïðåäåëèòü çíàê ïîñòîÿííîé A, íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ 3-ì ïðàâèëîì Õóí-
äà.
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3-å ïðàâèëî Õóíäà

Ïóñòü äàíà êîíôèãóðàöèÿ: nlk. Òîãäà

1) Åñëè k ≤ 2l + 1, òî A > 0;

2) Åñëè k ≥ 2l + 1, òî A < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ðàññ÷èòàåì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ãàìèëüòîíèàíà äëÿ ñòàðøåãî âåêòîðà:

〈L, S,ML = L,MS = S|L̂ · Ŝ|L, S,ML = L,MS = S〉 (6.29)

Òàê êàê

L̂ · Ŝ = L̂zŜz +
1

2
L̂+Ŝ− +

1

2
Ŝ−L̂+, (6.30)

òî ïðè äåéñòâèè L̂·Ŝ íà (6.29) îïåðàòîð L̂z äàñò L; Ŝz - äàñò S, à îñòàëüíûå
(
L̂+; Ŝ−

)
äàäóò íóëè, ïîñêîëüêó ìàòðèöà (6.29) èìååò äèàãîíàëüíûé âèä, à L̂+, Ŝ− ñäâèãàþò
ML,MS, òî åñòü ñäâèãàþò ýëåìåíò ñ äèàãîíàëè, äåëàÿ åãî íóëåâûì.
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Ëåêöèÿ 7

Òîíêàÿ ñòðóêòóðà òåðìîâ

3-å ïðàâèëî Õóíäà

Èòàê, Ĥls ìîæíî çàìåíèòü ýôôåêòèâíûì ãàìèëüòîíèàíîì Ĥe� = A·L̂·Ŝ, êîòîðûé
äèàãîíàëåí â áàçèñå |LSJMJ〉. Íóæåí çíàê ¾A¿. Âñå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû Ĥe� â

ïðåäåëàõ òåðìà ñîâïàäàþò ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè Ĥls.
Èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè èçâåñòíî, ÷òî

L̂ Ŝ = L̂zŜz +
1

2�
�
��

L̂+Ŝ− +
1

2
��

���hhL−Ŝ+ (7.1)

è òîãäà, òàê êàê L̂z → L, Ŝz → S,

〈L, S,ML = L,MS = S|AL̂Ŝ|L, S,ML = L,MS = S〉 = A · L · S (7.2)

Èç (7.2) ñëåäóåò, ÷òî çíàê ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà çàâèñèò îò çíàêà A. Íàéä¼ì òàêîé

æå ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äëÿ Ĥls:

〈L, S,ML = L,MS = S|
K∑
a=1

g(ra)

[
l̂(a)
z ŝ(a)

z +
1

2�
��
�H

HHHl̂
(a)
+ ŝ

(a)
− +

1

2�
��
�H

HHHl̂
(a)
− ŝ

(a)
+

]
·

· |L, S,ML = L,MS = S〉 (7.3)

Ïîñêîëüêó l̂
(a)
± èçìåíÿåò ml, òî îí èçìåíÿåò è ML, à ìû ñ÷èòàåì äèàãîíàëüíûé

ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò îïåðàòîð â ðåçóëüòàòå íà äà¼ò âêëàä â
ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò, àíàëîãè÷íî äëÿ ŝ

(a)
± ; òîãäà ðàññìîòðèì äåéñòâèå îñòàâ-

øèõñÿ îïåðàòîðîâ íà êîíôèãóðàöèþ nlK

1) K < 2l + 1, òîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñòàðøåãî âåêòîðà:(
l l − 1 l − 2 . . . l −K + 1
↑ ↑ ↑ . . . ↑

)
(7.4)

Îáîçíà÷èì èíòåãðàëû îò g(ra) êîíñòàíòàìè c. Î íèõ èçâåñòíî, ÷òî c > 0.
Ïî (7.4) âèäíî, ÷òî

S =
1

2
K; L =

K∑
a=1

(l − a+ 1) (7.5)

Ñ ó÷¼òîì (7.5) ýëåìåíò (7.3) äëÿ (7.4) áóäåò

K∑
a=1

c (l − a+ 1) · 1

2
=

1

2
c︸︷︷︸
>0

·L = A︸︷︷︸
>0

·L · S (7.6)

òî åñòü, ïðè K < 2l + 1: A > 0, ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå òåðìà
ñîîòâåòñòâóåò Jmin.
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2) K > 2l + 1, òîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñòàðøåãî âåêòîðà: l l − 1 . . . −l
↑ ↑ . . . ↑︸ ︷︷ ︸

2l+1

l l − 1 . . . l −K + 1
↓ ↓ . . . ↓︸ ︷︷ ︸

K′=K−(2l+1)

 (7.7)

Äëÿ (7.7) áóäåò:

S =
1

2
(2l + 1)− 1

2
K ′; L =

K′∑
a=1

(l − a+ 1) (7.8)

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó ïîñ÷èòàåì ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðè÷íûé
ýëåìåíò:

2l+1∑
a=1

c
1

2
(l − a+ 1)︸ ︷︷ ︸

=0

+
K′∑
a=1

s

(
−1

2

)
(l − a+ 1) = −1

2
c︸︷︷︸
>0

L︸ ︷︷ ︸
<0

= A︸︷︷︸
<0

·L · S (7.9)

Òî åñòü, ïðè K > 2l + 1: A < 0, è îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò Jmax.

Òàêèì îáðàçîì, 3-å ïðàâèëî Õóíäà äîêàçàíî.

Ìíîãîýëåêòðîííûé àòîì â ñëàáûõ ïîëÿõ

Ë¼ãêèé àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå

Ðàññìîòðèì ë¼ãêèé àòîì â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå íàïðàâëåííîì âäîëü îñè z.
×àñòü ãàìèëüòîíèàíà, ñâÿçàííàÿ ñ âêëàäîì âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

ĤH =
K∑
a=1

−µ0l̂
(a)
z Hz − 2µ0ŝ

(a)
z Hz = −µ0L̂zHz − 2µ0ŜzHz (7.10)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî (7.10) íå ðàçðóøàåò ñòðóêòóðó òåðìà. Òîãäà â çàâèñèìî-

ñòè îò âåëè÷èíû ïîëÿ Hz, ĤH ìîæåò ðàçðóøàòü òîíêóþ ñòðóêòóðó òåðìà èëè
íåò (Ñì. ðèñ. 7.1).
Âîçìîæíû 3 ñèòóàöèè:

1) ¾ĤH << Ĥls¿⇒ ïðèìåíèìà òåîðèÿ âîçìóùåíèé ñ ãàìèëüòîíèàíîì ĤH .

2) ¾ĤH ∼ Ĥls¿ - ñðåäíåå ïîëå (â îáùåì âèäå çàäà÷à íå ðåøàåòñÿ).

3) ¾ĤH >> Ĥls¿ - ñèëüíîå ïîëå (ñíà÷àëà òåðìû ðàñùåïëÿþòñÿ Çååìàíîâñêèì
îáðàçîì, ïîòîì ñ÷èòàåòñÿ ïîïðàâêà ls-âçàèìîäåéñòâèÿ).
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Êîíôèãóðàöèÿ
Ĥ0

Òåðìû

ĤI
Ĥls ĤH

Ðèñ. 7.1. Ðàñùåïëåíèå óðîâíåé ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíîãî
ïîëÿ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü 1-é è 3-é âàðèàíòû.
1) Ïîñêîëüêó ñîõðàíÿåòñÿ òîíêàÿ ñòðóêòóðà òåðìîâ, áóäåì ðàáîòàòü â áàçèñå
|LSJMJ〉. Ïðèìåíèì òåîðèþ âîçìóùåíèé ñ ãàìèëüòîíèàíîì

ĤH = −µ0L̂zHz − 2µ0ŜzHz = −µ0ĴzHz − µ0ŜzHz (7.11)

Çàìåòèì, ÷òî óðîâåíü âûðîæäåí: MJ = −J, . . . , J , òîãäà âû÷èñëèì 1-å ñëàãàåìîå:〈
LSJM ′

J

∣∣−µ0ĴzHz

∣∣LSJMJ

〉
= −µ0MJHzδM ′JMJ

(7.12)

Íóæíî âû÷èñëèòü 2-å ìåíåå òðèâèàëüíîå ñëàãàåìîå:

〈LSJM ′
J |−µ0ŜzHz|LSJMJ〉 (7.13)

Íåïðàâèëüíûé ìåòîä åãî âû÷èñëåíèÿ:
Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà (Ñì. ðèñ. 7.2).

~a

~b

Ðèñ. 7.2. Äâà ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðà: ~a è ~b

¾Î÷åâèäíî¿, ÷òî

~a = c~b⇒ ~a~b = c~b 2 ⇒ c =
~a~b

~b 2
⇒ ~a =

~a~b

~b 2

~b (7.14)

Îòñþäà ¾ìîæíî¿ âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïîïðàâêè ê ýíåðãèè. Îäíàêî â íàøåì
ñëó÷àå ïîä âåêòîðîì ~b ïîäðàçóìåâàåòñÿ ~J , à â ñïåêòðå îïåðàòîðà Ĵ2 åñòü íóëè,
ñîîòâåòñòâåííî äàííûé ìåòîä íå ïîäõîäèò.
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Ïðàâèëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ (7.13).

Ŝ îòíîñèòåëüíî Ĵ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì:[
Ĵn, Ŝj

]
=
[
�
�@
@̂Ln + Ŝn, Ŝj

]
= iεnjkŜk (7.15)

Ïî òåîðåìå Âèãíåðà-Ýêêàðòà äëÿ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà V̂ ñïðàâåäëèâî:

〈JM ′|V̂i|JM〉 =
〈JM ′′|Ĵ · V̂ |JM ′′〉

J(J + 1)
· 〈JM ′|Ĵi|JM〉 (7.16)

Çàìåòèì, ÷òî

Ĵ · Ŝ =
(
L̂+ Ŝ

)
· Ŝ = Ŝ

2

+
1

2

(L̂+ Ŝ
)2

︸ ︷︷ ︸
Ĵ

2

−L̂
2

− Ŝ
2

 (7.17)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (7.16) è (7.17), ïîëó÷èì äëÿ (7.13):

〈LSJM ′
J |−µ0ŜzHz|LSJMJ〉 = µ0Hz

1
2
J(J + 1)− 1

2
L(L+ 1) + 1

2
S(S + 1)

J(J + 1)
·

· 〈LSJM ′
J |Ĵz|LSJMJ〉︸ ︷︷ ︸

MJδM′
J
MJ

(7.18)

Òî åñòü, èç (7.12), (7.18) âèäèì, ÷òî ýòè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû - äèàãîíàëüíû, à äëÿ
äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö äèàãîíàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè. Çíà÷èò, èç (7.12), (7.18) ïîïðàâêà ê ýíåðãèè åñòü:

− µ0Hz ·MJ

(
1 +

J(J + 1)− L(L+ 1) + S(S + 1)

2J(J + 1)

)
︸ ︷︷ ︸

ôàêòîð Ëàíäý

(7.19)

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå ïîëíîñòüþ ñíèìàåòñÿ
âûðîæäåíèå óðîâíåé ýíåðãèè ó ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà (Ñì. ðèñ. 7.3).

Òîíêàÿ
ñòðóêòóðà
òåðìà

Âûðîæäåíèå
ïî Jz

Hz

2J + 1

Ðèñ. 7.3. Ñíÿòèå âûðîæäåíèÿ ó ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå

3)Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñèëüíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ðàçðóøàåò òîíêóþ ñòðóêòóðó òåðìà.
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Òîãäà êâàíòîâîãî ÷èñëà J - íåò, è ìû ðàáîòàåì â áàçèñå |LSMLMS〉, ãäå òåðìû
âûðîæäåíû ñ êðàòíîñòüþ âûðîæäåíèÿ (2L+ 1)(2S + 1).
Ôîðìàëüíî òåïåðü ìîæíî ó÷åñòü ðàñùåïëåíèå òåðìà ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíîãî

ïîëÿ:

〈LSM ′
LM

′
S|−µ0L̂zHz − 2µ0ŜzHz|LSMLMS〉 =

= δM ′LML
δM ′SMS

(−µ0MLHz − 2µ0MsHz) (7.20)

Â ñèëó äèàãîíàëüíîñòè (7.20) ÿâëÿåòñÿ ïîïðàâêîé ê ýíåðãèè, ñâÿçàííîé ñ äåéñòâèåì
ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Îñòàëîñü ó÷åñòü ls-âçàèìîäåéñòâèå. Äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè (7.20) ïðèìåíèì òåîðèþ

âîçìóùåíèé ñ Ĥls. Â ïðåäåëàõ òåðìà, êàê ìû âûÿñíèëè, ìîæíî ïðîèçâåñòè çàìåíó

Ĥls → A · L̂ · Ŝ (7.21)

Íà ñàìîì äåëå (7.20) ïîëíîñòüþ íå ñíèìàåò âûðîæäåíèÿ, òàê êàê ìîãóò îêàçàòüñÿ
äâà ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿ, ó êîòîðûõ áóäåò îäèíàêîâîML+2MS. Òîãäà òàêèå óðîâíè
áóäóò âûðîæäåíû. Òî åñòü, íóæíî âû÷èñëÿòü ìàòðèöó, íî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè,
÷åì êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ òåðìà:

〈LSM ′
LM

′
S|AL̂ · Ŝ|LSMLMS〉 , (7.22)

ãäå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

M ′
L + 2M ′

S = ML + 2MS (7.23)

Âñïîìíèì, ÷òî

AL̂ · Ŝ = A L̂z︸︷︷︸
ML

Ŝz︸︷︷︸
MS

+
1

2
AL̂+Ŝ− +

1

2
AL̂−Ŝ+ (7.24)

Íà ýòîò ðàç L̂±Ŝ± íå çàíóëÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì íå
òîëüêî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû. Îäíàêî îíè âñ¼ ðàâíî çàíóëÿþòñÿ, ïîñêîëüêó â
ðåçóëüòàòå èçìåíÿþò ýíåðãèþ. Íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå L̂+Ŝ− ïîëó÷èì, ÷òî íåíóëå-
âîé (7.22) áóäåò, åñëè

M ′
L = ML + 1

M ′
S = MS − 1

, (7.25)

íî
M ′

L + 2M ′
S = ML + 2MS − 1 6= ML + 2MS (7.26)

Òî åñòü L̂+Ŝ− ìåíÿåò ýíåðãèþ, çíà÷èò íå âíîñèò âêëàä â äàííûé óðîâåíü. Àíàëî-
ãè÷íî äëÿ L̂−Ŝ+. Ñ ó÷¼òîì ýòîãî (7.24) ïðèìåò âèä:

AL̂ · Ŝ = A L̂z︸︷︷︸
ML

Ŝz︸︷︷︸
MS

+
1

2
A��

��H
HHHL̂+Ŝ− +

1

2
A��

��H
HHHL̂−Ŝ+ (7.27)

Òîãäà, ñ ó÷¼òîì (7.27), (7.22) ïðèìåò âèä:

〈LSM ′
LM

′
S|AL̂ · Ŝ|LSMLMS〉 = δM ′LML

δM ′SMS
· A ·ML ·MS, (7.28)

ãäå A ·ML ·MS - ïîïðàâêà, ñâÿçàííàÿ ñ LS-âçàèìîäåéñòâèåì.
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Ë¼ãêèé àòîì â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå

Ðàññìîòðèì àòîì â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå íàïðàâëåííîì âäîëü îñè z
(Ez)(Ýôôåêò Øòàðêà).
Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåíèåì LS-ñâÿçè è ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå ñëàáîå (òåðì íå

ðàçðóøàåò, ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé). Òîãäà â ïðåäåëàõ äàííîãî
óðîâíÿ òîíêîé ñòðóêòóðû òåðìà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áàçèñîì |LSJMJ〉 ïîñêîëüêó
L, S, J â í¼ì ïîñòîÿííû.
Â âîäîðîäå ýôôåêò Øòàðêà - ëèíåéíûé, à â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå - êâàäðà-

òè÷íûé.
Âû÷èñëèì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò:

〈LSJM ′
J |−e

K∑
a=1

Za︸ ︷︷ ︸
−D̂z

·Ez|LSJMJ〉 , (7.29)

ãäå D̂ - ïîëíûé äèïîëüíûé ìîìåíò àòîìà. Òàê êàê D̂ åñòü âåêòîð îòíîñèòåëüíî L̂,
òî [

L̂n, D̂j

]
= iεnjkD̂k (7.30)

Èç ïðàâèë îòáîðà êîìïîíåíò âåêòîðíûõ îïåðàòîðîâ (ïðîøëûé ñåìåñòð)

〈J ′M ′|V̂z|JM〉 (7.31)

- îòëè÷åí îò íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà{
M ′ = M

J ′ = J, J ± 1
; (7.32)

à
〈J ′M ′|V̂x,y|JM〉 , (7.33)

êîãäà {
J ′ = J, J ± 1

M ′ = M ± 1
(7.34)

Ïîñêîëüêó âåêòîð D̂ - ïîëÿðíûé, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíâåðñèåé. Ðàññìîò-
ðèì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò:

〈LSJM ′
J |D̂z|LSJMJ〉 (7.35)

ðåàëèçîâàâ ïðîñòðàíñòâåííóþ èíâåðñèþ (ïåðåâåðíóâ íàïðàâëåíèå îñåé), ïîëó÷èì:〈
LSJM ′

J︸ ︷︷ ︸
(−1)L

∣∣∣∣∣∣∣ D̂z︸︷︷︸
(−1)

∣∣∣∣∣∣∣LSJMJ︸ ︷︷ ︸
(−1)L

〉
= −〈LSJM ′

J |D̂z|LSJMJ〉 (7.36)

Ïîñêîëüêó èíòåãðàëû íå çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè, òî èç (7.35) è (7.36)
ïîëó÷èì

〈LSJM ′
J |D̂z|LSJMJ〉 = −〈LSJM ′

J |D̂z|LSJMJ〉 ⇒ D̂z = −D̂z ⇒ D̂z = 0 (7.37)
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Òî åñòü, äèàãîíàëüíûå ïðèâåä¼ííûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, ñëåäîâà-
òåëüíî (7.32) (ïðèìåíèòåëüíî ê L) ñòàíåò:

L′ = L± 1 (7.38)

Åñëè ñ÷èòàòü ýëåìåíò 〈
L︸︷︷︸
L±1

SJM ′
J

∣∣∣∣∣∣D̂z

∣∣∣∣∣∣LSJMJ

〉
(7.39)

òî ïîëó÷èòñÿ ñèòóàöèÿ àòîìà âîäîðîäà, â êîòîðîì èç-õà Êóëîíîâñêîãî âûðîæäåíèÿ
åñòü ëèíåéíûé ýôôåêò Øòàðêà (Ñì. ðèñ. 7.4).

s p

l = 0 l = 1

Èäåíòè÷íàÿ
ýíåðãèÿ

Ðèñ. 7.4. Óðîâíè ýíåðãèè àòîìà âîäîðîäà

Íî â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå íå ìîæåò áûòü ðàçíûõ L ñ îäèíàêîâîé ýíåðãèåé ïî
2-ìó ïðàâèëó Õóíäà.
Òàêèì îáðàçîì, â 1-ì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå íåò

ýôôåêòà Øòàðêà. Âñïîìíèì, ÷òî åñëè åñòü âûðîæäåííûé óðîâåíü, à 1-é ïîðÿäîê
òåîðèè âîçìóùåíèé íå äà¼ò ïîïðàâêè ê ýíåðãèè:〈

ψ(0)
nα

∣∣∣ĤI

∣∣∣ψ(0)
nβ

〉
= H

(1)
αβ , (7.40)

òî íóæíî ñ÷èòàòü 2-é ïîðÿäîê:

H
(2)
αβ =

〈
ψ(0)
nα

∣∣∣∣∣∣ĤI

∑
m 6=n

∣∣∣ψ(0)
m

〉〈
ψ

(0)
m

∣∣∣
E

(0)
n − E(0)

m

ĤI

∣∣∣∣∣∣ψ(0)
nβ

〉
(7.41)

Âñïîìíèì ñëåäóþùåå:

1) Åñëè
[
Ĵ , Ŝ

]
= 0, òî Ŝ - ñêàëÿð, è

〈J ′M ′|Ŝ|LM〉 = δJJ ′δMM ′ · S(J) (7.42)

Òîãäà ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà Ŝ â ýòîì áàçèñå:

Ŝ =
∑
J

S(J)
∑
M

|JM〉 〈JM | (7.43)

È íàîáîðîò, åñëè ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà åñòü (7.43), òî îí ñêàëÿð

îòíîñèòåëüíî Ĵ , è âûïîëíÿåòñÿ (7.42).

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî [
Ĵi, Ŝ

]
= 0 (7.44)
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2) Òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ[
Ĵn, T̂nk

]
= iεnjkT̂lk + iεnklT̂jl (7.45)

Äëÿ òåíçîðíîãî îïåðàòîðà (ãäå T̂ - ñèììåòðè÷íûé òåíçîð) âåðíî:

〈JM ′|T̂ij|JM〉 = δijc1 + c2 〈JM ′|ĴiĴj + ĴjĴi|JM〉 , (7.46)

ãäå c1, c2 - êîíñòàíòû îòíîñèòåëüíî MJ .

Â íàøåé çàäà÷å:

〈JM ′|T̂33|JM〉 = c1 + c2 〈JM ′|2Ĵ2
z |JM〉︸ ︷︷ ︸

2M̂2
JδM′

J
MJ

(7.47)

3) Çíàåì ÷òî åñëè Âi, B̂j - âåêòîðíûå îïåðàòîðû, òî Âi · B̂j - òåíçîð 2-ãî ðàíãà.

Èòàê, íóæíî âû÷èñëèòü ýëåìåíò:

H
(2)
αβ =

〈
LSJ M ′

J︸︷︷︸
α

∣∣∣∣∣∣
(
−D̂zEz

)
·
∑

L′′S′′J ′′

1

ELSJ − EL′′S′′J ′′
·

·
∑
M ′′J

|L′′S ′′J ′′M ′′
J 〉 〈L′′S ′′J ′′M ′′

J | ·
(
−D̂zEz

) ∣∣∣∣∣∣LSJ MJ︸︷︷︸
β

〉
(7.48)

Çàìåòèì, ÷òî ïîä÷¼ðêíóòûé â (7.48) îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì îòíîñèòåëüíî Ĵ .
Ñëåäîâàòåëüíî, ìåæäó îáêëàäêàìè â (7.48) - òåíçîð 2-ãî ðàíãà (åãî 3-3 êîìïîíåíòà).
Òîãäà èç (7.47) äëÿ (7.48) ïîëó÷èì:

〈. . .|. . .|. . .〉 = c1 + c2 · E2
z · δM ′JMJ

·M2
J (7.49)

Èç (7.49) ïîëó÷àåì, ÷òî ýôôåêò Øòàðêà â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå - êâàäðàòè÷-
íûé, è ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè ýíåðãèè ðàñò¼ò êâàäðàòè÷íî ñMJ (Ñì. ðèñ. 7.5).

...

...

MJ = 0 (íåâûð.)
MJ = ±1 (âûð.)

MJ = ±2 (âûð.)

MJ = ±1
2

MJ = ±3
2

MJ = ±5
2

J - öåëûå J - ïîëóöåëûé
(âñå âûð.)

Ðèñ. 7.5. Ðàñùåïëåíèå íà óðîâíè ïîä äåéñòâèåì ýôôåêòà Øòàðêà â ìíîãîýëåêòðîí-
íîì àòîìå
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Ëåêöèÿ 8

Ìíîãîýëåêòðîííûé àòîì â ñëàáûõ ïîëÿõ

Ë¼ãêèé àòîì â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå

Èòàê ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ïðè êâàäðàòè÷íîì ýôôåêòå Øòàðêà (Ñì. ðèñ. 8.1):

∼
(
c1 + c2M

2
J

)
· E2 (8.1)

...

...

MJ = 0 (íåâûð.)
MJ = ±1 (âûð.)

MJ = ±2 (âûð.)

MJ = ±1
2

MJ = ±3
2

MJ = ±5
2

J - öåëûå J - ïîëóöåëûé
(âñå âûð.)

Ðèñ. 8.1. Ðàñùåïëåíèå íà óðîâíè ïîä äåéñòâèåì ýôôåêòà Øòàðêà â ìíîãîýëåêòðîí-
íîì àòîìå

Óðîâíè ïîëó÷èëèñü âûðîæäåííûìè. Êàê èçâåñòíî, êàæäîå âûðîæäåíèå óðîâíÿ
ñîîòâåòñòâóåò êàêîé-ëèáî ñèììåòðèè. Â ñëó÷àå ýôôåêòà Øòàðêà - ýòî ñèììåòðèÿ
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèé â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ýëåêòðè÷åñêîìó
ïîëþ (Ñì. ðèñ. 8.2).

Ez

MJ = 0

MJ = 1

Ðèñ. 8.2. Ñèììåòðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûðîæäåíèþ ïðè ýôôåêòå Øòàðêà

Î÷åâèäíî, ÷òî MJ = 0 íàõîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà îñè ñèììåòðèè è ïåðåõîäèò
ñàìî â ñåáÿ ïðè îòðàæåíèè, ïîýòîìó âûðîæäåíèÿ óðîâíÿ ñ MJ = 0 íå ïðîèñõîäèò.
Ïðè àíàëîãè÷íîì ïîñòðîåíèè äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (Ñì. ðèñ. 8.3) äàííûõ ñèììåò-

ðèé íå ïðîèñõîäèò, ïîñêîëüêó âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ àêñèàëüíûé, à íå ïîëÿðíûé,
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è ïðè îòðàæåíèè ìåíÿåò çíàê (äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàñùåïëåíèå óðîâíåé ïðîïîð-
öèîíàëüíî −µ0MJHz · g).

Hz

Ðèñ. 8.3. Îòñóòñòâèå ñèììåòðèè â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå â ìàãíèòíîì ïîëå

Ìåòîä Õàðòðè è ìåòîä Õàðòðè-Ôîêà

Ìåòîä Õàðòðè

Íàñòîÿùàÿ N -÷àñòè÷íàÿ çàäà÷à ñ âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ÷àñòèöàìè - ýòî óðàâ-
íåíèå Øð¼äèíãåðà â 3N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

ψ(x1, . . . , xN) (8.2)

Îäíàêî å¼ ïðèáëèæ¼ííî ìîæíî ñâåñòè ê 3-õ ìåðíîé çàäà÷å. Äëÿ ýòîãî ñòàâèòñÿ
âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à, ãäå â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè N àðãóìåíòîâ âûñòóïàåò
ôàêòîðèçîâàííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ:

ψ1(x1) · ψ2(x2) · ψ3(x3)· . . . ·ψN(xN) (8.3)

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ïîäñòàâëÿåòñÿ â âàðèàöèîííûé ïðèíöèï: èùåì ýêñòðåìóì ôóíê-
öèîíàëà:

〈ψ|Ĥ|ψ〉 − λ (〈ψ|ψ〉 − 1) , (8.4)

ãäå λ - ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, êîòîðûé ïîòîì îêàæåòñÿ ýíåðãèåé.
Êàê ìû çíàåì, ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà (8.4) ïî âñåìó ãèëüáåðòîâîìó ïðîñòðàí-

ñòâó åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà èçíà÷àëüíîé çàäà÷è. Òàê ýêñòðåìóì (8.4)
èùåòñÿ íå ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, à ïî åãî ïîäìíîæåñòâó, òî îí ÿâëÿåòñÿ íå òî÷íûì
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, à åãî ïðèáëèæåíèåì.
Äàííûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Õàðòðè. Îí ïîäõîäèò òîëüêî äëÿ ðàçëè÷èìûõ

÷àñòèö, è ïðèìåíÿòü åãî ê ìíîãîýëåêòðîííîìó àòîìó íåëüçÿ. Äëÿ ïðèìåðà ñäåëàåì
âûêëàäêó äëÿ 2-õ ÷àñòèö.
Ïóñòü åñòü äâå ÷àñòèöû ñ ðàçëè÷íûìè ìàññàìè, íàõîäÿùèåñÿ â ðàçëè÷íûõ ïîòåí-

öèàëàõ, íî âçàèìîäåéñòâóþùèå ìåæäó ñîáîé. Ãàìèëüòîíèàí òàêîé ñèñòåìû èìååò
âèä:

Ĥ =
p̂2

1

2m1

+ V̂1 (x1) +
p̂2

2

2m2

+ V̂2(x2) + Ŵ (x1, x2) (8.5)
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Ôóíêöèîíàë (8.4) äëÿ òàêîé ñèñòåìû åñòü∫
dx1dx2ψ

∗
1(x1)ψ∗2(x2)

[
p̂2

1

2m1

+ V̂1(x1) +
p̂2

2

2m2

+ V̂2(x2) + Ŵ (x1, x2)

]
·

· ψ1(x1)ψ2(x2)− λ 〈ψ|ψ〉+ λ =

=

∫
dx1dx2ψ

∗
1(x1)ψ∗2(x2)

[
p̂2

1

2m1

+ V̂1(x1) +
p̂2

2

2m2

+ V̂2(x2) + Ŵ (x1, x2)− λ
]
·

· ψ1(x1)ψ2(x2) + λ (8.6)

Ïîä÷¼ðêíóòóþ λ èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ïðè âàðüèðîâàíèè ïî íå¼ ñàìîãî
ôóíêöèîíàëà, ÷òî íóæíî äëÿ âûïîëíåíèÿ íîðìèðîâêè îáùåé âîëíîâîé ôóíêöèè.
×òîáû ýòîãî íå äåëàòü ñðàçó äîãîâîðèìñÿ, ÷òî îáùàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ óæå íîð-
ìèðîâàíà íà åäèíèöó. Äîãîâîðèìñÿ òàêæå, ÷òî êàæäàÿ èç ñîñòàâëÿþùèõ îáùóþ
îäíî÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé ψi òàêæå íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó.
Òîãäà ñ÷èòàåì ïðîèçâîäíóþ (8.6) ïî ψ∗1(x1) è ïðèðàâíÿåì å¼ íóëþ:

δ

δψ∗1(x1)

∫
· · · → 0⇒

⇒
∫
dx2ψ

∗
2(x2)

[
p̂2

1

2m1

+ V̂1(x1) + V̂2(x2) + Ŵ (x1, x2)− λ
]
· ψ1(x1)ψ2(x2) = 0 (8.7)

Ïîñêîëüêó ïîä÷¼ðêíóòûå â (8.7) ñëàãàåìûå íå çàâèñÿò îò x2 òî èõ ìîæíî âûíåñòè
çà çíàê èíòåãðàëà. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:∫

dx2ψ
∗
2(x2)

(
p̂2

2

2m2

+ V̂2(x2)

)
ψ2(x2) ≡ E22, (8.8)

E22 èìååò ñìûñë ðàçíîñòè ýíåðãèè 2-é ÷àñòèöû è ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ.∫
dx2ψ

∗
2(x2)Ŵ (x1, x2)ψ2(x2) ≡ V22(x1) (8.9)

Òîãäà ñ ó÷¼òîì (8.8) è (8.9), èç (8.7) ïîëó÷èì óðàâíåíèå Õàðòðè:

− ~2

2m1

∆1ψ1(x1) + V̂1(x1)ψ1(x1)− λψ1(x1) + E22ψ1(x1) + V22(x1)ψ1(x1) = 0 (8.10)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ âòîðîå óðàâíåíèå Õàðòðè:

− ~2

2m2

∆2ψ2(x2) + V̂2(x2)ψ2(x2)− λψ2(x2) + E11ψ2(x2) + V11(x2)ψ2(x2) = 0 (8.11)

Óðàâíåíèå Õàðòðè - ýòî óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ñ ïðè÷óäëèâûì ïîòåíöèàëîì:

− ~2

2m1

∆1ψ1(x1) +
(
V̂1(x1) + V22(x1)

)
ψ1(x1) + E22ψ1(x1) = λ︸︷︷︸

ýí. óðîâíÿ

·ψ1(x1), (8.12)

ãäå ïîä÷¼ðêíóòîå îäíîé ÷åðòîé - ýíåðãèÿ ïåðâîé ÷àñòèöû, ïîä÷¼ðêíóòîå äâóìÿ ÷åð-
òàìè - ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

λ = E22 + E11 + 〈W 〉 (8.13)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë V22: åñëè 2-ÿ ÷àñòèöà â ñîñòîÿíèè ψ2(x2), òî ñðåäíåå çíà÷åíèå
ïîòåíöèàëà, êîòîðûé îíà ñîçäà¼ò äëÿ 1-é ÷àñòèöû åñòü V22.
Ìåòîä Õàðòðè - ïðèáëèæ¼ííûé ìåòîä, îí íå ó÷èòûâàåò ïàðíûõ êîððåëÿöèé.
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Ìåòîä Õàðòðè-Ôîêà

Ìåòîä Õàðòðè-Ôîêà - ýòî ìåòîä Õàðòðè ñ ó÷¼òîì òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèö. Ñäå-
ëàåì ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè äëÿ äâóõ ÷àñòèö.
Òîãäà ïðîáíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ëèáî èìåòü íóëåâîé ñïèí (ñèíãëåò), òîãäà

âîçìîæíû äâà âàðèàíòà êîîðäèíàòíîé ÷àñòè:

|↑↓〉 − |↓↑〉√
2

(
ψ1(x1)ψ1(x2)

(ψ1(x1)ψ2(x2) + ψ1(x2)ψ2(x1)) 1√
2

)
(8.14)

äëÿ òðèïëåòà áóäóò òðè âàðèàíòà ñïèíîâîé ÷àñòè è òîëüêî îäèí êîîðäèíàòíîé:

|↑↑〉
|↑↓〉+ |↓↑〉√

2

|↓↓〉

 (ψ1(x1)ψ2(x2)− ψ1 (x2)ψ2 (x1))
1√
2

(8.15)

Äîãîâîðèìñÿ, ÷òî ψ1 è ψ2 - íîðìèðîâàíû íà åäèíèöó è ðàçëè÷íû (îðòàãîíàëüíû).
Òîãäà Âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèîíàë (ñ÷èòàÿ ñïèíîâûé ÷àñòè íîðìèðî-
âàííûìè íà åäèíèöó - îíè ñîêðàòÿòñÿ):∫

dx1dx2
1√
2

(ψ∗1 (x1)ψ∗2 (x2)± ψ∗1 (x2)ψ∗2 (x1)) ·[
p̂2

1

2m
+ V̂ (x1) +

p̂2
2

2m
+ V̂ (x2) + Ŵ (x1, x2)− λ

]
·

· 1√
2

(ψ1 (x1)ψ2 (x1)± ψ1 (x2)ψ2 (x1)) (8.16)

Ïîñêîëüêó ÷àñòèöû òîæäåñòâåííû, òî çàìåòèì, ÷òî (ψ∗1 (x1)ψ∗2 (x2)± ψ∗1 (x2)ψ∗2 (x1))
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåíû x1 íà x2, êàê è ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ,
òîãäà (8.16) ïðèìåò âèä:

∫
dx1dx2

1√
2

(
ψ∗1 (x1)ψ∗2 (x2)±

��
���

���:
2

ψ∗1 (x2)ψ∗2 (x1)

)
·[

p̂2
1

2m
+ V̂ (x1) +

p̂2
2

2m
+ V̂ (x2) + Ŵ (x1, x2)− λ

]
·

· 1√
2

(ψ1 (x1)ψ2 (x1)± ψ1 (x2)ψ2 (x1)) =

= �A2

∫
dx1dx2

�
�
�S
S
S

1√
2

(ψ∗1 (x1)ψ∗2 (x2)) ·[
p̂2

1

2m
+ V̂ (x1) +

p̂2
2

2m
+ V̂ (x2) + Ŵ (x1, x2)− λ

]
·

·
�
�
�S
S
S

1√
2

(
ψ1 (x1)ψ2 (x1)± ψ1 (x2)ψ2 (x1)

)
, (8.17)
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ãäå ïîä÷¼ðêíóòûé ÷ëåí â ïîñëåäíåé ñòðîêå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ Õàðòðè. Ðàñ-
ñìîòðèì îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóþùóþ äîáàâêå:∫

dx1dx2

(
ψ∗1 (x1)ψ∗2 (x2)

)[ p̂2
1

2m
+ V̂ (x1) +

p̂2
2

2m
+ V̂ (x2) + Ŵ (x1, x2)− λ

]
·

·
(
±ψ1 (x2)ψ2 (x1)

)
, (8.18)

ãäå ïîä÷¼ðêíóòûå äâóìÿ ÷åðòàìè ñëàãàåìûå íå çàâèñÿò îò x2, à ïîä÷¼ðêíóòûå îäíîé
÷åðòîé íå äàäóò âêëàä â ñèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ψ∗1 (x1) è îðòîãîíàëüíîñòè
ôóíêöèé ψ1 è ψ2.
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:∫

dx2ψ
∗
2 (x2)

[
p̂2

2

2m
+ V̂ (x2)

]
ψ1 (x2) ≡ V21(x1) (8.19)

V21 îòâå÷àåò çà îáìåííîå ¾âçàèìîäåéñòâèå¿ (íàïîìíèì, ÷òî îíî íå ñóùåñòâóåò â
ïðèðîäå, êàê îòäåëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, à ÿâëÿåòñÿ àðòåôàêòîì àíòèñèììåòðè÷íî-
ñòè âîëíîâûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ÷àñòèö).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì óðàâíåíèå Õàðòðè-Ôîêà:

− ~2

2m
∆1ψ1 (x1) + V̂ (x1)ψ1 (x1) + E22ψ1 (x1) + V22(x1)±

± E21ψ2 (x1)± V21(x1)ψ2 (x1) = λψ1 (x1) (8.20)

Äàííîå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ èòåðàöèÿìè.
Ìåòîä Õàðòðè-Ôîêà ïðèìåíèì äëÿ ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà.

Òàáëèöà Ìåíäåëååâà

Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷èâàíèå õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ â òàáëèöå Ìåíäåëååâà. Îíà
ðàçäåëåíà íà ïåðèîäû, äëèíà ñòðîêè (êîðîòêèõ ïåðèîäîâ) îïðåäåëÿåòñÿ s- è p- ýëåê-
òðîíàìè:

8 = 2︸︷︷︸
s

+ 6︸︷︷︸
p

(8.21)

Äëèííûå ïåðèîäû îïðåäåëÿþòñÿ d-ýëåêòðîíàìè, à ëàíòàíîèäû è àêòèíîèäû: f -
ýëåêòðîíàìè.
Îäíàêî çàïîëíåíèå ïîäîáîëî÷åê ýëåêòðîíàìè ïðîèñõîäèò íå â òîì ïîðÿäêå, â êî-

òîðîì çàïèñàíû ýëåìåíòû â òàáëèöå, ïîñêîëüêó îðáèòàëüíûé ìîìåíò ìîæåò âíîñèòü
èçìåíåíèå â ýíåðãèþ ïðåâûøàþùóþ ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ýëåêòðî-
íàìè (íàïðèìåð, 4s ëåæèò íèæå, ÷åì 4d).
Ïðèìåðû èððåãóëÿöèè (ðàññìîòðèì ýëåìåíòû, ñëåäóþùèå ïîñëå êîòîðûõ èìåþò

èððåãóëÿöèþ â çàïîëíåíèè ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê):

1) 4s23d3, ñëåäóþùèé ïîñëå íåãî 4s13d5. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî òåðì ñ
íàèíèçøåé ýíåðãèåé ó ïÿòè ýëåêòðîíîâ p-îáîëî÷êè:(

2 1 0 −1 −1
↑ ↑ ↑ ↑ ↑

)
(8.22)
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ìîæíî îáúÿñíèòü äàííóþ èððåãóëÿöèþ òåì, ÷òî òåðì íñòîëüêî ¾õî÷åò¿ çà-
ïîëíèòü ñâîþ p-îáîëî÷êó ñïèíàìè â îäíó ñòîðîíó, ÷òî îòíèìàåò ýëåêòðîí ó
s-îáîëî÷êè. Îäíàêî âñå èððåãóëÿöèè òàê îáúÿñíèòü íå ïîëó÷èòñÿ, îíè îáú-
ÿñíÿþòñÿ ÷èñëåííûì ñ÷¼òîì èõ ñïåêòðà, ÷åãî ìû äåëàòü íå áóäåì. Ïðèâåä¼ì
ïðèìåð äðóãèõ èððåãóëÿðíîñòåé:

2)
5s24d2 → 5s14d4 (8.23)

3)
5s1d5 → 5s24d5 (8.24)

4)
6s25d1 → 6s24f 2 (8.25)

Ìîëåêóëû

Èîí âîäîðîäà

Ðàññìîòðèì èîí âîäîðîäà. Äâà ÿäðà ñ çàðÿäîì ¾+1¿ íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè R
äðóã îò äðóãà, ðÿäîì ñ íèìè íàõîäèòñÿ ýëåêòðîí ñ çàðÿäîì ¾-1¿ (Ñì. ðèñ. 8.4).

−1

+1 +1

r1 r2

R

Ðèñ. 8.4. Èîí âîäîðîäà

Òî÷íî äàííàÿ çàäà÷à íå ðåøàåòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ âîäîðîäà ïðèáåãàþò ê àäèàáà-
òè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ (ïðèáëèæåíèþ Áîðíà-Àïïåíãåéìåðà): ïîñêîëüêó ÿäðà ïî-
ðÿäêà â 2000 ðàç òÿæåëåå ýëåêòðîíà, òî â ïðèáëèæåíèè ñ÷èòàåì èõ íåïîäâèæíûìè,
è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíî÷àñòè÷íîé çàäà÷è ýëåêòðîíà â ïîòåíöèàëå ýòèõ ÿäåð ñ
ïàðàìåòðîì R. Ðåøàÿ äàííóþ çàäà÷ó ïîëó÷àåì ýíåðãèþ E(R).
Ó÷¼ò ÿäåð ïðîèñõîäèò â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè, ðåøàÿ 2-õ ÷àñòè÷íóþ çàäà÷ó â

ïîòåíöèàëå E(R), ÷òî ìîæíî äåëàòü, ïîñêîëüêó ýëåêòðîí óñïåâàåò ïîäñòðîèòüñÿ ïîä
ìàëîå ñìåùåíèå ÿäåð. Çàäà÷à äâóìåðíàÿ â ñèëó ñèììåòðèè âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç öåíòðû äâóõ ÿäåð. Ïðèìåðíûé âèä âîëíîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîíà ïðåäñòàâëåí
íà ðèñ. 8.5.
Ïðèáëèæåííî çàäà÷à ðåøàåòñÿ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì, ãäå â êà÷åñòâå âîëíîâîé

ôóíêöèè áåð¼òñÿ:

ψ± (x) = N [ψ100(x− r1)± ψ100(x− r2)] , (8.26)

ãäå N - íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü; ψ100(x − r1) - óáûâàþùàÿ ýêñïîíåíòà âîêðóã
1-ãî ÿäðà; ψ100(x− r2) - óáûâàþùàÿ ýêñïîíåíòà âîêðóã 2-ãî ÿäðà.
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+1 +1

r1 r2

R

Ðèñ. 8.5. Ýñêèç âîëíîâîé ôóíêöèè äëÿ èîíà âîäîðîäà

Çíàê â (8.26) ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîñòûìè ðàññóæäåíèÿìè.
Åñëè â (8.26) ñòîèò ¾+¿, òî îáëàñòü âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò èìåòü ìàêñèìóìû ó

ÿäåð, à â îáëàñòè ìåæäó ÿäåð (Ñì. ðèñ. 8.6) âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò â 2 ðàçà áîëüøå
÷åì ψ100, à âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîíà â ýòîé îáëàñòè - â 4 ðàçà, òîãäà, ñ
òî÷êè çðåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè, ê çàðÿäó ¾-1¿ â ýòîé îáëàñòè áóäóò ïðèòÿãèâàòüñÿ
ÿäðà, â ñëåäñòâèå ÷åãî ñèñòåìà áóäåò èìåòü ñâÿçíîå ñîñòîÿíèå.

+1 +1

−1

maxmax

Âåðîÿòíàÿ îáëàñòü
ìåæäó ÿäðàìè

Ðèñ. 8.6. Íàëè÷èå ñâÿçíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñëó÷àå çíàêà ¾+¿ â (8.26)

Åñëè â âîëíîâîé ôóíêöèè (8.26) ñòîèò ¾-¿, òî âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ â ýòîé
îáëàñòè ìåæäó ÿäðàìè áóäåò íóëåâîé (Ñì. ðèñ. 8.7).
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+1 +1

maxmax

0

−1 −1

Íóëåâàÿ
âåðîÿòíîñòü

Ðèñ. 8.7. Îòñóòñòâèå ñâÿçíîãî ñîñòîÿíèÿ ó ñèñòåìû â ñëó÷àå ¾-¿ â âîëíîâîé ôóíêöèè

Òîãäà, ýëåêòðîíû áóäóò íàõîäèòüñÿ íà ïåðèôåðèè ñèñòåìû, è, ñ òî÷êè çðåíèÿ
ýëåêòðîäèíàìèêè ñèñòåìû ïîõîäèò íà ñèñòåìó äâóõ äèïîëåé, êîòîðûå äîëæíû îò-
òàëêèâàòüñÿ äðóã îò äðóãà. Òàêàÿ ñèñòåìà íå áóäåò èìåòü ñâÿçíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ ðàçíûõ R ïîëó÷àåì ïîòåíöèàë äëÿ âîëíîâîé

ôóíêöèè ñî çíàêîì ¾+¿ (E+) è ñî çíàêîì ¾-¿ (E−) (Ñì. ðèñ. 8.8).

E+(R)

E−(R)

E

R

1,3�A
Eñâÿçè = 1, 8 ýÂ

Ðèñ. 8.8. Ïîòåíöèàë äëÿ èîíà âîäîðîäà äëÿ E+ è E−

Äàííûé ìåòîä äà¼ò ïîëîæåíèå ìèíèìóìà íà R = 1, 8�A, è ýíåðãèþ ñâÿçè Eñâÿçè =
1, 8(ýÂ), â òî âðåìÿ êàê íà ñàìîì äåëå: ðàññòîÿíèå ìåæäó ÿäðàìè 1, 1�Aè ýíåðãèÿ
ñâÿçè Eñâÿçè = 2, 8(ýÂ). ßäðî äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå, êîòîðûé âáëèçè ìèíèìóìà â
íåêîòîðîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü ïîòåíöèàëîì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.
Òîãäà ÿäðî ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, ýíåðãèÿ êîòîðûõ 0, 1(ýÂ).
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Ìîëåêóëà âîäîðîäà

Ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ ψ+ äà¼ò ïðèáëèæåíèå äëÿ èîíà âîäîðîäà. Îäíàêî ïðîáíóþ
âîëíîâóþ ôóíêöèþ íå ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

ψ+ (x1)ψ+ (x2)
|↑↓〉 − |↓↑〉√

2
, (8.27)

ïîñêîëüêó ýëåêòðîíû îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà, ÷òî íóæíî ó÷èòûâàòü (êîãäà 1-
é ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ íàä 1-ì ÿäðîì, 2-é - íàä âòîðûì). Ïîýòîìó ïðîáíàÿ âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ èùåòñÿ â âèäå:

ψ(x1, x2) = N [ψ100(x1 − r1)ψ100(x2 − r2) + ψ100(x1 − r2)ψ100(x2 − r1)] ·

· |↑↓〉 − |↓↑〉√
2

(8.28)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ: R = 0, 8�A; Eñâÿçè = 3, 2(ýÂ), êîãäà íà ñàìîì äåëå: R =
0, 7�A; Eñâÿçè = 4, 7(ýÂ). Ýíåðãèÿ êîëåáàíèé: 0,3 (ýÂ).
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Ëåêöèÿ 9

Óïðóãîå ïîòåíöèàëüíîå ðàññåÿíèå

Íà÷í¼ì ñ ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðûé ïîòåíöèàë ñ êîíå÷íûì
õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì a è êàêèì-òî õàðàêòåðíûì çíà÷åíèåì V0 (Ñì. ðèñ. 9.1).

V0 - õàðàåêòåðíîå çíà÷åíèå

a - õàðàêòåðíûé ðàçìåð

Ðèñ. 9.1. Ïðèìåðíûé âèä ïîñòàíîâêè çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

Õàðàêòåðíûå çíà÷åíèå V0 è ðàçìåð a ïîòåíöèàëà ìîæíî ÿñíî îïðåäåëèòü ÷åðåç
ïîòåíöèàë Þêàâà:

g · e
−µr

r
(9.1)

îòêóäà

a ∼ 1

µ
; V0 ∼ gµ (9.2)

Ôîðìàëüíî, òðåáîâàíèå ïðèìåíèìîñòè òåîðèè óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ ïîòåíöèà-
ëà ìîæíî çàïèñàòü, êàê: ∫

dx V̂ 2(x) <∞ (9.3)

Äëÿ ïîòåíöèàëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (9.3) ìîæíî ñòàâèòü çàäà÷ó óïðóãîãî ðàññåÿ-
íèÿ.
Ïðèìåð
Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë

− A2

r2
(9.4)

äëÿ íåãî çàäà÷è óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ñòàâèòü íåëüçÿ, òàê êàê

∞∫
0

r2dr
1

r4
→ ðàñõîäèòñÿ (9.5)

èç-çà ïàäåíèÿ íà öåíòð âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé, íå ñîõðà-
íÿåòñÿ, è ÷àñòü ÷àñòèö òåðÿåòñÿ.
Ïðèìåð
Ðàññìîòðèì êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë

e2

r
(9.6)
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äëÿ íåãî çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ òîæå íåëüçÿ ñòàâèòü, òàê êàê

∞∫
0

r2dr
1

r2
→ ðàñõîäèòñÿ (9.7)

îäíàêî, åñëè äîáàâèòü ôîòîíàì, ïåðåíîñ÷èêàì âçàèìîäåéñòâèÿ íåêîòîðóþ ìàññó (ε),
òî ïîòåíöèàë áóäåò îáðåçàòüñÿ äî 1

ε
:

e2

r
· e−εr, (9.8)

è çàäà÷ó óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ íåãî ìîæíî ñòàâèòü. Ðåçóëüòàòû ðàññåÿíèÿ áóäóò
èìåòü ïðåäåë ïðè ε→ 0 (õîòÿ íà ÷èñòûé êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ
ñòàâèòü íåëüçÿ).
Âñïîìíèì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ (Ñì. ðèñ. 9.2).

V (x)

eikx︸︷︷︸
j0

+Ae−ikx︸ ︷︷ ︸
jR

Beikx︸ ︷︷ ︸
jT

Ðèñ. 9.2. Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ

Â îäíîìåðíîé çàäà÷å âû÷èñëÿëèñü ïîòîêè âåðîÿòíîñòè äëÿ ïàäàþùåé (j0), îòðà-
æ¼ííîé (jR) è ïðîøåäøåé (jT ) ÷àñòèö, è ïîëó÷àëèñü êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ (R)
è ïðîõîæäåíèÿ (T ):

R =
jR
j0

T =
JT
J0

R + T = 1

(9.9)

×òîáû ðåøèòü 3-õ ìåðíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ, íóæíî ðåøèòü 3-õ ìåðíîå ñòàöèî-
íàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà:

eikx +
eikr

r
f(θ, ϕ), (9.10)

ãäå r = |x|, f(θ, ϕ) - àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
(àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ), à k - ñîíàïðàâëåí ñ îñüþ z (Ñì. ðèñ. 9.3).
Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ:

dσ

dΩ
=
|j(θ, ϕ)|
j0

(9.11)
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z

k

Ðèñ. 9.3. Îðèåíòàöèÿ âåêòîðà k

Çàìåòèì, ÷òî â âåêòîðå ~∇ â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ íà ∞ îñòàíåòñÿ òîëüêî
îäíà ïðîèçâîäíàÿ:

~∇ = ~er
∂

∂r
+ ~eθ

1

r

∂

∂θ
+ ~eϕ

1

r sin θ

∂

∂θ

r→∞−−−→ ~er
∂

∂r
(9.12)

Â çàäà÷å ðàññåÿíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå èìååò âèä:

dσ

dΩ
= |f(θ, ϕ)|2 (9.13)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ - êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ðàññåÿííûõ
â òåëåñíûé óãîë dΩ, åñëè íàëåòàþùèé ïîòîê ÷àñòèö ðàâåí 1.
Ïîëíîå ñå÷åíèå:

σtot =

∫
dΩ

dσ

dΩ
(9.14)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ íà áåñêîíå÷íî òâ¼ðäîì øàðèêå (Ñì. ðèñ. 9.4).

áåñêîíå÷íî
òâ¼ðäûé
øàðèê

a

Ðèñ. 9.4. Ðàññåÿíèå íà áåñêîíå÷íî òâ¼ðäîì øàðèêå

Õàðàêòåðíûé ðàçìåð ýòîãî øàðèêà ìîæíî ñðàâíèòü ñ äëèíîé âîëíû äå Áðîéëÿ
íàëåòàþùèõ ÷àñòèö: k : λ ∼ 1

k
. Òîãäà áóäåì ñ÷èòàòü ÷àñòèöû áûñòðûìè, åñëè

ka >> 1; ìåäëåííûìè, åñëè ka << 1. Äëÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ
ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì 4πa2, à äëÿ áûñòðûõ:2πa2. Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ñå÷åíèå ðàññå-
ÿíèÿ ïîëó÷èëîñü çíà÷èòåëüíî áîëüøå ñàìîãî øàðèêà.
×òîáû ýòî îáúÿñíèòü ìîæíî ïðèâåñòè àíàëîãèþ èç îïòèêè (Ñì. ðèñ. 9.5).
Â ðåçóëüòàòå äèôðàêöèè ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû çà øàðèêîì áóäåò ñâåòëîå

ïÿòíî, ÷òîáû èçáåæàòü åãî ïîÿâëåíèÿ íåîáõîäèìî îòêàçàòüñÿ îò ìîíîõðîìàòè÷íî-
ñòè ïàäàþùåé âîëíû è ðàññìàòðèâàòü âîëíîâîé ïàêåò, ïàäàþùèé íà øàðèê. Äëÿ
âîëíîâûõ ïàêåòîâ íóæíî âçÿòü ñóïåðïîçèöèþ ïî ðàçíûì äëèíàì âîëí.
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ñâåòëîå
ïÿòíî

Ðèñ. 9.5. Ñõåìà îáðàçîâàíèÿ ïÿòíà Ïóàññîíà

Â çàäà÷å ðàññåÿíèÿ ðå÷ü èä¼ò î áîëüøîì âîëíîâîì ïàêåòå (ðàçìåð êîòîðîãî
áóäåò, êîíå÷íî, áîëüøå, ÷åì a) ÷àñòèö ñ çàäàííîé ýíåðãèåé E (òî åñòü, çàäàí-
íîì âîëíîâîì âåêòîðå k), îòêóäà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî èìååòñÿ ¾ìîíîõðîìà-
òè÷íîñòü¿ (Ñì. ðèñ. 9.6).

δx

δk

a

Ðèñ. 9.6. Ðàññåÿíèå âîëíîâîãî ïàêåòà ÷àñòèö ñ çàäàííîé ýíåðãèåé E íà øàðèêå ðàç-
ìåðà a

Â ñâÿçè ñ ýòèì ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ìîæåò áûòü íå òîëüêî áîëüøå õàðàêòåðíîãî
ðàçìåðà ïîòåíöèàëà, íî è ,ïðè íåêîòîðûõ ïîòåíöèàëàõ, ïðîïîðöèîíàëüíûì ∼ 1

k2 ∼
1
E
, è ñîîòâåòñòâåííî îíî →∞ ïðè k → 0.
Â îòñóòñòâèè ðåçîíàíñà, ïðè ðàññåÿíèè âîëíîâîãî ïàêåòà òàêæå ïðîèñõîäèò èí-

òåðôåðåíöèÿ ìåæäó âîëíàìè (Ñì. ðèñ. 9.7).
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë òàêîãî ÿâëåíèÿ â ñëåäóþùåì (Ñì. ðèñ. 9.7): ïîñêîëüêó åñòü

âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â 1 è 2, òî âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ÷àñòèöû â
3 óáóäåò (îïòè÷åñêàÿ òåîðåìà). Òàêèì îáðàçîì, èíòåðôåðåíöèÿ ìåæäó ïëîñêîé è
ðàñõîäÿùåéñÿ ñôåðè÷åñêîé âîëíàìè âû÷èòàåò èç ïàêåòà 3 âñå ÷àñòèöû, ðàññåÿííûå
íà ðàçíûå óãëû.
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âîëíîâîé
ïàêåò

θ

2

1

3

eikx

f(θ, ϕ)

èíòåðôåðåíöèÿ

Ðèñ. 9.7. Ñõåìà ðàññåÿíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà íà ïîòåíöèàëå

Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà

Â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà åñòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Äàííóþ îñîáåííîñòü çàäà÷è ó÷èòûâàåòñÿ â óðàâíåíèè Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà (ÓËØ).
Åãî ðåøåíèå áóäåò èìåòü ïðàâèëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è áóäåò ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ Øð¼äèíãåðà.
Óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà èìååò âèä:

ψ (x) = ψ0 (x) +

∫
dy G0(x, y)

2m

~2
V̂ (y)ψ (y) , (9.15)

ãäå
ψ0 (x) ≡ eikx; (9.16)

G0(x, y) = − 1

4π

eik|x−y|

|x− y| (9.17)

G0 - ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà:(
∆ + k2

)
G0(x, y) = δ(x− y) (9.18)

Èç (9.18) âèäíî:

G0(x, y) =
1

∆ + k2 ± iε , (9.19)

ãäå çíàê â çíàìåíàòåëå îïðåäåëÿåò ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ âîëíà.
Òîãäà

1

∆ + k2 + iε
· 2m

~2
=

1

~2

2m
k2︸ ︷︷ ︸

E

−
(
− ~2

2m
∆

)
︸ ︷︷ ︸

Ĥ0= p̂2

2m

+ iε

=
1

E − Ĥ0 + iε
= Ĝ0(E) (9.20)
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Ïîäñòàâëÿÿ (9.20) â (9.15), ïîëó÷èì

|ψ〉 = |ψ0〉+ Ĝ0(E) ĤI︸︷︷︸
V̂ (x)

|ψ〉 , (9.21)

ãäå |ψ0〉 - èçíà÷àëüíàÿ ïëîñêàÿ âîëíà.
Óáåäèìñÿ, ÷òî ðåøåíèå ÓËØ óäîâëåòâîðÿåò ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ Øð¼äèí-

ãåðà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïëîñêîé âîëíû ñïðàâåäëèâî

(∆ + k2)eikx = 0 (9.22)

Äîìíîæèì (9.15) ñëåâà íà (∆ + k2) òîãäà

(∆ + k2)ψ (x) =((((
(((((∆ + k2)ψ0 (x) +

∫
dy (∆x + k2)G0(x, y)︸ ︷︷ ︸

δ(x−y)

2m

~2
V̂ (y)ψ (y) =

=
2m

~2
V̂ (x)ψ (x)⇒ ∆ψ (x) +

2m

~2
(E︸ ︷︷ ︸

k2

−V̂ (x))ψ (x) = 0 (9.23)

Ïîëó÷èëè ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà.
Ïîìèìî ÓËØ åñòü äðóãîå ïîëåçíîå óðàâíåíèå:

ψ (x) = ψ0 (x) +

∫
dy G(x, y) · 2m

~2
V̂ (y) · ψ0 (y) , (9.24)

ãäå G0 - ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ïðèñóòñòâèè ïîòåíöèàëà
V̂ (x): [

∆ + k2 − 2m

~2
V̂ (x)

]
G(x, y) = δ(x− y) (9.25)

Â äàííîì êóðñå îíî íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Óáåäèìñÿ â âûïîëíåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òàê êàê V̂ (y) îòëè÷åí îò íóëÿ â a, òî

èíòåãðàë â (9.15) - îãðàíè÷åí ðàçìåðîì ïîòåíöèàëà a. Çàìåòèì, êîãäà
x→∞ (Ñì. ðèñ. 9.8), òî

|x− y| ∼= |x| − y · x|x| (9.26)

Ââåä¼ì:

k ′ ≡ x

|x| ·
∣∣k∣∣ , (9.27)

ãäå k ′ - âîëíîâîé âåêòîð ðàññåÿâøåéñÿ ÷àñòèöû (Ïîñêîëüêó ó ïàäàþùåé è ðàññåÿâ-
øåéñÿ ÷àñòèö ýíåðãèè ñîâïàäàþò, òî ìîäóëè âîëíîâûõ âåêòîðîâ îäèíàêîâû).
Èòàê, èìååì

|x− y| ∼= r − k ′ · y 1

k
, k =

∣∣k∣∣ (9.28)

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ (9.28) â (9.17), ïîëó÷èì

G0(x, y)||x|→∞ = − 1

4π
· eikr−ik

′y

r −
��

��HHHH
k ′y · 1

k

(9.29)
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x

y

|x− y|

Ðèñ. 9.8. Ñõåìà ïðèáëèæåíèÿ ðàçíîñòè âåêòîðîâ íà áåñêîíå÷íîñòè

ñîêðàùåíèå â çíàìåíàòåëå ïðîèçîøëî ââèäó ìàëîñòè ÷ëåíà; â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåí-
òû òàê ñäåëàòü íåëüçÿ, òàê êàê âàæíà êîíå÷íàÿ ôàçà, êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà
2π:

ei2π·106+iπ 6= ei2π·106

(9.30)

Ñ ó÷¼òîì (9.29), (9.15) íà áåñêîíå÷íîñòè ïðèìåò ëîãè÷íûé âèä:

ψ (x)||x|→∞ = eikx︸︷︷︸
ïëîñêàÿ âîëíà

+
eikr

r︸︷︷︸
ñôåðè÷åñêàÿ

[
− 1

4π

∫
dye−ik

′y · 2m

~2
V̂ (y) · ψ (y)

]
(9.31)

Ðåøåíèå (9.31) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè. Èç (9.31) âèä-
íî, ÷òî

f(θ, ϕ) = − 1

4π

∫
dxeik

′x · 2m

~2
V̂ (x)ψ (x) (9.32)

Áîðíîâñêèé ðÿä

Íàïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (1.29) äëÿ ψ:

|ψ〉 = |ψ0〉+ Ĝ0ĤI |ψ〉 (9.33)

ìîæíî ïîäñòàâèòü â ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (òî æå ñàìîå):

|ψ〉 = |ψ0〉+ Ĝ0ĤI |ψ〉 (9.34)

è ïîëó÷èòü Áîðíîâñêèé ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé:

|ψ〉 = |ψ0〉+ Ĝ0ĤI |ψ0〉+ Ĝ0ĤiĜ0ĤI |ψ0〉+ . . . (9.35)
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Ïðîäåëàåì òî æå ñàìîå ñ ÓËØ:

ψ (x) = ψ0 (x) +

∫
dyG0(x, y)

2m

~2
V̂ (y)ψ (y)⇒

⇒ ψ (x) = ψ0 (x)︸ ︷︷ ︸
0-å ïðèá.

+

∫
dyG0(x, y)

2m

~2
V̂ (y)ψ0 (y)︸ ︷︷ ︸

1-å ïðèá.

+

+

∫
dyG0(x, y)

2m

~2
V̂ (y)

∫
dzG0(y, z)

2m

~2
V̂ (z)ψ0 (z)︸ ︷︷ ︸

2-å ïðèá.

+

+

∫
dyG0(x, y)

2m

~2
V̂ (y)

∫
dzG0(y, z)

2m

~2
V̂ (z)

∫
dwG0(z, w)

2m

~2
V̂ (w)ψ0 (w)︸ ︷︷ ︸

3-å ïðèá.

+

+ . . . (9.36)

Åñëè ïîòåíöèàë ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé V (x) = V (r), òî óñëîâèå ñõîäèìîñòè
ðÿäà (9.36):

∞∫
0

rdr |V (r)| <∞ (9.37)

Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè äàííîãî ðÿäà ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæå-
íèé. Ïîñêîëüêó ïîïðàâêà (ïîñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå) äîëæíî áûòü ìíîãî ìåíüøå
îñíîâíîãî âêëàäà, òî, îöåíèâ èõ, ïîëó÷èì:

eikx︸︷︷︸
∼1

>>

∫
dyG0(x, y)

2m

~2
V̂ (y)︸︷︷︸
∼V0

· eiky︸︷︷︸
∼1

⇒ 1 >> a3 · 1

a
· 2m

~2
V0 ⇒ V0 <<

~2

ma2
(9.38)

Âûðàæåíèå (9.38) - ýòî îäíî èç äâóõ àëüòåðíàòèâíûõ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè Áîð-
íîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ðàññìîòðèì àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò.
Ïóñòü ka >> 1, òîãäà eiky - áûñòðî îñöèëëèðóåò. Â òàêîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå

ïî x è ïî y ïî ïðåæíåìó äàñò a2, íî èíòåãðèðîâàíèå ïî z:
a∫

0

eikzdz ∼ eika − 1

k
∼ 1

k
<< a (9.39)

Òîãäà ïîëó÷èì àëüòåðíàòèâíîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè Áîðíîâñêîãî ïðèáëèæå-
íèÿ:

1 >> a2 · 1

k
· 1

a
· 2m

~2
V0 ⇒ V0 <<

~2

ma2
· k · a (9.40)

Íàéä¼ì àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ â 1-ì Áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè:

f (1)(θ, ϕ) = − 1

4π

∫
dxe−ik

′x · 2m

~2
V (x) · ψ0 (x) =

= − 1

4π

∫
dxe−ik

′x2m

~2
V (x)eikx =

[
k − k′ ≡ q

]
⇒

⇒ f (1) ≡ − 1

4π

∫
dxeiqx · 2m

~2
V (x) (9.41)
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Çàìåòèì, ÷òî (9.41) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ïîòåíöèàëà
V (x). Â òàêîì ñëó÷àå, åñëè

V (x)
óìååì−−−→ f

(1)
V (9.42)

è ïðè ýòîì

W (x) ≡
∫
dyρ(y)V (x− y), (9.43)

òîãäà
f

(1)
W = f

(1)
V · F ; (9.44)

ãäå F - ôîðìôàêòîð.
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Ëåêöèÿ 10

Áîðíîâñêèé ðÿä

Èòàê åñëè ðàññåÿíèå íà ïîòåíöèàëå V â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

f (1) = − 1

4π

∫
eiq x

2m

~2
V (x)dx, (10.1)

òî íà ïîòåíöèàëå

W (x) =

∫
dyρ(y)V (x− y), (10.2)

ãäå ρ - ïëîòíîñòü öåíòðîâ ðàññåÿíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè áóäåò

f
(1)
W = f

(1)
V · F, (10.3)

ãäå F - ôîðìôàêòîð (Ôóðüå îáðàç ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ ïîòåíöèàëà):

F =

∫
dxeiq xρ(x) (10.4)

Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè:

V0 <<


~2

ma2

~2

ma2
ka, ka >> 1 - áûñòðûå ÷àñòèöû

(10.5)

÷àñòèöû ìîãóò áûòü áûñòðûìè, íî âñ¼ åù¼ íå êëàññè÷åñêèìè. Ãàðàíòèðîâàííî êëàñ-
ñè÷åñêèé ïðåäåë íàñòóïàåò ïðè δka >> 1, òîãäà âîëíîâûå ïàêåòû áóäóò ðàññåèâàòü-
ñÿ, êàê êëàññè÷åñêèå ÷àñòèöû. Âïðî÷åì, êëàññè÷åñêèé ïðåäåë ìîæåò íàñòóïèòü è
áåç âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ, òàê êàê îíî íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì (íàïðèìåð, â
ôîðìóëå Ðåçåðôîðäà).

Ïàðöèàëüíîå ðàçëîæåíèå

Ïàðöèàëüíûì íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèå ïî îïðåäåë¼ííûì çíà÷åíèÿì îðáèòàëüíîãî
ìîìåíòà l.
Ïóñòü ïîòåíöèàë ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷åí V (x) ≡ V (r), è íà í¼ì ðàññåèâàåòñÿ

ïëîñêàÿ âîëíà (Ñì. ðèñ. 10.1). Òîãäà çàäà÷à áóäåò èìåòü öèëèíäðè÷åñêóþ ñèììåò-
ðèþ (ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã îñè z). Òîãäà ïðè ðàçëîæåíèè ïî
óãëàì îñòàíåòñÿ òîëüêî ôóíêöèÿ ñ m = 0:

Ylm(ϕ, θ)→ Yl0(θ, ϕ) (10.6)

Ïîñêîëüêó ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ϕ, êàê eimϕ, òî îò ñôåðè÷åñêèõ ôóíê-
öèÿ îñòàíóòñÿ òîëüêî ïîëèíîìû Ëåæàíäðà

Yl0(θ, ϕ)→ Pl(cos θ) (10.7)
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eikx = eikz
V (r)

Ðèñ. 10.1. Ðàññåèâàíèå ïëîñêîé âîëíû íà ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå

Ïî ýòèì ïîëèíîìàì ñ ðàçíûìè l è áóäåò âåñòèñü ðàçëîæåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëè-
íîìû (10.7) îáðàçóþò áàçèñ ñ âåñîì ¾1¿ íà [−1, 1].
Âñïîìíèì ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà:∫

dϕ sin θdθ︸ ︷︷ ︸
dΩ

Pl(cos θ)Pl′(cos θ) = 4π · 1

2l + 1
δll′ (10.8)

Ðàçëîæåíèå ïî íèì àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ äà¼ò:

f(θ) ≡
∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ) · fl, (10.9)

ãäå fl çàâèñèò òîëüêî îò ýíåðãèè. Ïàðöèàëüíîé àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ íàçûâàþò
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ fl.
Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïàðöèàëüíîãî

ðàçëîæåíèÿ, ïîñêîëüêó l - èíòåãðàë äâèæåíèÿ, íå ìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ,
à ñëåäîâàòåëüíî, ðàññåÿíèå ñîñòîÿíèé ñ ðàçëè÷íûìè l ïðîèñõîäÿò íåçàâèñèìî äðóã
îò äðóãà. Îäíàêî åñëè ðàññìàòðèâàòü âîïðîñ ¾Ñêîëüêî ÷àñòèö ðàññåþòñÿ ïîä óãëîì
θ?¿ (Ñì. ðèñ. 10.2). Òî ïðè äàííîì ôèêñèðîâàííîì θ ðàçëè÷íûå ñôåðè÷åñêèå âîëíû,
ïðîèçîøåäøèå èç ðàçíûõ l áóäóò èíòåðôåðèðîâàòü ìåæäó ñîáîé.

θ

Ðèñ. 10.2. Ðàññåÿíèå ÷àñòèö ïîä óãëîì θ

Ïîýòîìó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ìîæíî íàïèñàòü äâîéíîé
ðÿä

dσ

dΩ
=
∑
ll′

(2l + 1)(2l′ + 1) · Pl(cos θ)Pl′(cos θ)flf
∗
l′ = |f(θ)|2 (10.10)

Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ìîæíî ðàçëîæèòü â ïàðöèàëüíûé ðÿä. Åãî ÷ëåíû
ó÷èòûâàþò âêëàä â ðàññåÿíèå îòäåëüíî îò s, p, d, f, . . . êîìïîíåíò. Ïðîèíòåãðèðî-
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âàâ (10.10), ïîëó÷èì

σtot =

∫
dΩ

dσ

dΩ
=
∑
ll′
��

���(2l + 1)(2l′ + 1) · δll′
�
�
��1

2l + 1
· 4πfl · f ∗l′ =

=
∞∑
l=0

4π(2l + 1) |fl|2 = σtot (10.11)

Ïàðöèàëüíûì ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ, â çàâèñèìîñòè îò èñòî÷íèêà, íàçûâàåòñÿ ëèáî
|fl|, ëèáî 4π(2l + 1) |fl|2.
Ðàçëîæåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè èìååò âèä

ψ (x) =
∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ) ·Rl(r) (10.12)

Î÷åâèäíî, Rl èç (10.12) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ðàäèàëüíîìó ñòàöèîíàðíîìó óðàâ-
íåíèþ Øð¼äèíãåðà

R′′l +
2

r
R′l +

2m

~2

(
E − V (r)− ~2

2m

l(l + 1)

r2

)
Rl = 0 (10.13)

Ñîâåðøèì â (10.13) çàìåíó

Rl =
ul
r
, (10.14)

ñ ó÷¼òîì (10.14) óðàâíåíèå (10.13) ïðèìåò âèä

u′′l +
2m

~2

(
E − V (r)− ~2

2m

l(l + 1)

r2

)
ul = 0 (10.15)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå â íóëå:
ul(r = 0) = 0, (10.16)

÷òî íåîáõîäèìî ïðè l 6= 0 äëÿ íîðìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè, è ïðè ëþáîì l äëÿ
òîãî, ÷òîáû êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû áûëà êîíå÷íîé.
Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ¾∞¿:

ψ (x)||x|→∞ = eik x +
eikr

r
f(θ) (10.17)

Ðàçëîæèì ïëîñêóþ âîëíó â (10.17) â ïàðöèàëüíûé ðÿä. Ðàäèàëüíàÿ å¼ ÷àñòü -
ðåøåíèå ñâîáîäíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (â îòñóòñòâèè ïîòåíöèàëà):

eik x =
∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)R
(0)
l (r) (10.18)

Òîãäà:

R
(0)
l =

u
(0)
l

r
⇒ u

(0)
l

′′
+

2m

~2

(
E − ~2

2m

l(l + 1)

r2

)
u

(0)
l = 0 (10.19)
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Ðåøåíèå (10.19) âûïèñûâàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ (òàê êàê ôóíêöèè Íåé-
ìàíà èìåþò ñèíãóëÿðíîñòü â íóëå, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì):

u
(0)
l = A · 1√

r
· Jl+ 1

2
(k · r) (10.20)

Îáîçíà÷èì øàðîâûå ôóíêöèè Áåññåëÿ (øàðîâûå ôóíêöèè), êàê

jl(x) ≡
√

π

2x
Jl+ 1

2
(x) (10.21)

Àñèìïòîòèêè íà ¾∞¿:

Jν(x)|x→∞ =

√
2

πx
cos
(
x− πν

2
− π

4

)
; (10.22)

jl(x)|x→∞ =
1

x
cos

(
x− π(l + 1)

2

)
(10.23)

Èç ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî:

eik x =
∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)il · jl(kr) (10.24)

Îòêóäà ñ ó÷¼òîì (10.18), (10.19), (10.20) ìîæíî îïðåäåëèòü êîíñòàíòó A èç (10.20).
Èòàê, èìååì, ÷òî ul(r) óäîâëåòâîðÿåò ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà, à

òàêæå ÷òî (10.16) è ul(r →∞) óäîâëåòâîðÿåò ñâîáîäíîìó óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà.
Òîãäà

u′′l +
2m

~2
E︸ ︷︷ ︸

k2

ul = 0⇒ lim
r→∞

ul = D · 1

k
cos

(
kr + δl −

π(l + 1)

2

)
=

=
D

2k

(
eikr+iδl−i

π(l+1)
2 + e−ikr−iδl+i

π(l+1)
2

)
(10.25)

Âñïîìíèì óðàâíåíèå äëÿ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè, ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé çàäà÷å îíî
èìååò âèä:

d

dx
j(x) = 0, (10.26)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ul(r →∞) = 0, è (10.26), ïîëó÷èì

j(r → 0) = 0 (10.27)

Òîãäà åñëè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä:

Aeikx +Be−ikx, (10.28)

òî j(x) íå èíòåðôåðèðóþò è ñîñòîèò èç 2-÷ âêëàäîâ:

j =
~k
m
|A|2︸ ︷︷ ︸

íàïðàâî

− ~k
m
|B|2︸ ︷︷ ︸

âëåâî

; (10.29)

82

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÒÅÎÐÈß. ×ÀÑÒÜ 2 •
ÑÈËÀÅÂ Ï�ÒÐ ÊÎÍÑÒÀÍÒÈÍÎÂÈ×

0

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Òîãäà ñ ó÷¼òîì (10.26), (10.27) èç (10.29) ïîëó÷èì, ÷òî

|A|2 = |B|2 (10.30)

Àíàëîãè÷íî èç (10.25) íàéä¼ì, ÷òî δl äîëæíà áûòü âåùåñòâåííûì ÷èñëîì. (Îò-
ìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïàäåíèÿ íà öåíòð Im δl > 0).
Ñðàâíèì (10.25) ñ ïàðöèàëüíûì ðàçëîæåíèåì äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè:

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)
ul(r)

r
=

=
∞∑
l=0

(2l + 1)PL(cos θ) · il 1

kr
cos

(
kr − π(l + 1)

2

)
︸ ︷︷ ︸

jl(kr)

+
eikr

r

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ)fl︸ ︷︷ ︸
f(θ)

(10.31)

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ e±... ïðè äàííîì ïîñòîÿííîì l,
òîãäà äëÿ eikr

r
ïîëó÷èì:

D

2k
eiδl−i

π(l+1)
2 = il

1

2k
· e−iπ(l+1)

2 + fl; (10.32)

Äëÿ e−ikr

r
:

D

��ZZ2k
e−iδl+i�

��π(l+1)
2 = il

1

��ZZ2k
e��

�
i
π(l+1)

2 (10.33)

Èç (10.33) ïîëó÷èì, ÷òî
D = il · eiδl (10.34)

Ïîäñòàâèì (10.34) â (10.32):

il · eiδl
2k

· eiδl−iπ(l+1)
2 = il

1

2k
· e−iπ(l+1)

2 + fl (10.35)

Óðàâíåíèå (10.35) íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà ïàðöèàëüíûå àìïëèòóäû fl.
Çàìåòèì, ÷òî

il e−
πi(l+1)

2︸ ︷︷ ︸
i−l−1

=
1

i
(10.36)

Òàêèì îáðàçîì èç (10.35), ñ ó÷¼òîì (10.36) ïîëó÷àåì:

fl =
1

2ik

(
e2iδl − 1

)
⇒

⇒fl =
eiδl

k
sin δl

(10.37)
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Óñëîâèå óíèòàðíîñòè äëÿ ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä ðàññåÿíèÿ

Èç (10.37) ïîëó÷èì

|fl|2 =
sin2 δl
k2

(10.38)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (10.37) ïîëó÷èì ìíèìóþ ÷àñòü:

Im fl =
sin δl
k
· sin δl =

sin2 δl
k

= |fl|2 · k (10.39)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì óñëîâèå óíèòàðíîñòè äëÿ ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä â ñëó-
÷àå îòñóòñòâèÿ ïàäåíèÿ íà öåíòð:

Im fl = k · |fl|2 (10.40)

Ðåöåïò ðåøåíèÿ çàäà÷

Íóæíî ðåøèòü ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà, ïîñëå ÷åãî äëÿ ul íóæíî
íàéòè àñèìïòîòèêó ïðè r →∞, êîòîðàÿ èçâåñòíà:

ul
r→∞−−−→ cos

(
kr + δl −

π(l + 1)

2

)
(10.41)

Ïîñëå ÷åãî îñòàíåòñÿ íàéòè òîëüêî kr, îòêóäà èç (10.41) íàõîäèòñÿ δl îòêóäà íà-
õîäÿòñÿ fl, è âñÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ f(θ) ïîëó÷àåòñÿ â âèäå ðÿäà.

Ôîðìóëû ïàðöèàëüíîãî ðàññåÿíèÿ â òåðìèíàõ ôàçû ðàññåÿíèÿ

Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ:

σtot =
∞∑
l=0

4π(2l + 1)
sin2 δl
k2

; (10.42)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ:

ψ (x)|r→∞ =
∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ) · il · eiδl 1

kr
· cos

(
kr + δl −

π(l + 1)

2

)
(10.43)

Ðàññìîòðèì àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ

f(θ) =
∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ) · fl (10.44)

Ïóñòü θ = 0⇒:

f(θ = 0) =
∞∑
l=0

(2l + 1)Pl(1)︸ ︷︷ ︸
=1

·fl ⇒

⇒ Im f(θ = 0) =
∞∑
l=0

(2l + 1) Im fl︸ ︷︷ ︸
=k|fl|2

, | × 4π

k
⇒

⇒ 4π

k
Im f(θ = 0) =

∞∑
l=0

4π(2l + 1) |fl|2 = σtot (10.45)
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Ôèçè÷åñêèé ñìûñë (10.45) ÿñåí: âñ¼ ÷àñòèöû, êîòîðûå êóäà-òî ðàññåÿëèñü, áûëè
¾âûáèòû¿ ïëîñêîé âîëíîé, êîòîðàÿ ìîæåò èíòåðôåðèðîâàòü âî ñôåðè÷åñêîé ðàñõî-
äÿùåéñÿ âîëíîé òîëüêî ïðè θ = 0.
(10.45) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïòè÷åñêóþ òåîðåìó. Å¼ ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ìíèìàÿ

÷àñòü àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ âïåð¼ä âû÷èòàåò âåðîÿòíîñòü èç èñõîäíîé íàëåòàþùåé
ïëîñêîé âîëíû (Çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåðîÿòíîñòè).

Ìåòàñòàáèëüíûå óðîâíè è èõ ðåçîíàíñû â ðàññåÿíèè

Èìååì ðåøåíèå ul è àñèìïòîòèêó ul|r→∞:

A(k)eikr +B(k)e−ikr (10.46)

Òîãäà èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè:

A(k)eikr +B(k)e−ikr

|A(k)| = |B(k)|

∣∣∣∣∣→ δl (10.47)
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Ëåêöèÿ 11

Ìåòàñòàáèëüíûå óðîâíè è èõ ðåçîíàíñû â ðàññåÿíèè

Èòàê, èçâåñòåí ðåöåïò ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàññåÿíèÿ íà ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì
ïîòåíöèàëå. Â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà íóæíî ðåøèòü ðàäè-
àëüíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà:

u′′l +
2m

~2

(
E − V (r)− ~2

2m

l(l + 1)

r2

)
ul = 0 (11.1)

Íàõîäèì àñèìïòîòèêó:

ul(r →∞) =
1

k
ileiδl︸ ︷︷ ︸

=const

· cos

(
kr + δl −

π(l + 1)

2

)
; (11.2)

îáîçíà÷èì

Vl(r →∞) ≡ cos

(
kr + δl −

π(l + 1)

2

)
, (11.3)

ãäå Vl - âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, òî

Vl = c · cos

(
kr + δl −

π(l + 1)

2

)
= A(k)eikr +B(k)e−ikr (11.4)

èç âåùåñòâåííîñòè Vl ñëåäóåò, ÷òî

B(k) = A∗(k) (11.5)

Çàìåòèì, ÷òî

argB(k) = −δl +
π(l + 1)

2
(11.6)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèåØð¼äèíãåðà äëÿ âñåâîçìîæíûõ êîìïëåêñíûõ k (Ñì. ðèñ. 11.1).

ðàññåÿíèå

k0 + ik1

Im k

Re k

Ðèñ. 11.1. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü k ñ âûäåëåííîé îáëàñòüþ, äëÿ êîòîðîé õàðàêòåð-
íî ðàññåÿíèå
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Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ:

B(k) = 0 (11.7)

Òåîðåìà
Ïðè k1 > 0; k0 6= 0 óðàâíåíèå (11.7) íå èìååò êîðíåé.
Òàê êàê B(k) = 0, òî

A(k0 + ik1)eik0r−k1r (11.8)

- êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, êîòîðîìó ñîîòâåò-
ñòâóåò ýíåðãèÿ:

E +
~2

2m
k2 =

~2

2m

k2
0 − k2

1 + 2ik0k1︸ ︷︷ ︸
êîìïë.

 (11.9)

Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî Ĥ - ýðìèòîâ îïåðàòîð, êîòîðûé íå ìîæåò èìåòü êîìïëåêñíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Ïðè k0 = 0:

E = − ~2

2m
k2

1 (11.10)

ýíåðãèÿ ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé.

Äèñêðåòíûå
óðîâíè ýíåðãèè

Âèðòóàëüíûå
óðîâíè ýíåðãèè

Im k

Re k

Ìåòàñòàáèëüíûå
óðîâíè

Ðèñ. 11.2. Äèñêðåòíûå, âèðòóàëüíûå è ìåòàñòàáèëüíûå óðîâíè

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ïðîèñõîäèò äëÿ ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè k êîðíè óðàâíåíèÿ (11.7) ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè k0 = 0. Óðîâíè, ñîîò-
âåòñòâóþùèå òàêèì êîðíÿì íàçûâàþòñÿ äèñêðåòíûìè óðîâíÿìè ýíåðãèè. Â íèæíåé
ïîëóïëîñêîñòè k êîðíè (11.7) ìîãóò íàõîäèòüñÿ âåçäå. Óðîâíè ýíåðãèè, êîòîðûå ñî-
îòâåòñòâóþò êîðíÿì (11.7) òàêèì, ÷òî k0 = 0, k1 < 0, íàçûâàþòñÿ âèðòóàëüíûìè
óðîâíÿìè ýíåðãèè; óðîâíè, äëÿ êîòîðûõ k0 6= 0, k1 < 0, íàçûâàþòñÿ ìåòàñòàáèëü-
íûìè (Ñì. ðèñ. 11.2).
Íåïîñðåäñòâåííîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà âèðòóàëüíûå è ìåòàñòàáèëüíûå óðîâíè

íå íåñóò, òàê êàê ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò íà áåñêîíå÷íîñòè. Èõ àñèìïòîòèêà:

ek1r èëè eik0r+k1r (11.11)

Äëÿ ñâîáîäíîãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ðåøåíèå eæx íå ïðèíàä-
ëåæèò íèêàêîìó ñïåêòðó (íè äèñêðåòíîìó, íè íåïðåðûâíîìó), òî åñòü íå ÿâëÿåòñÿ
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íè ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, íè îáîáù¼ííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì. Àíàëîãè÷íî äëÿ
ðåøåíèé (11.11).
Âûÿñíèì ñìûñë âèðòóàëüíûõ óðîâíåé (Ñì. ðèñ. 11.3).

Im k

Re k

e+k1r

e−k1r

− ~2

2m
k2

1

r

E, U

Ðèñ. 11.3. Ïåðåõîä äèñêðåòíîãî óðîâíÿ â âèðòóàëüíûé

Ïðè óìåíüøåíèè øèðèíû èëè ãëóáèíû ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòîé ÿìå äèñêðåòíûå óðîâíè ïîäíèìàþòñÿ è â êàêîé-òî ìîìåíò ïåðåõîäÿò çíà÷åíèå
ðàâíîå íóëþ, ñîîòâåòñòâóþùèå èì k1 ïåðåìåùàþòñÿ âíèç ïî îñè Im k è ñòàíîâÿòñÿ
¾çàðîäûøåì¿ äèñêðåòíîãî óðîâíÿ. Àíàëîãè÷íî âûÿñíÿåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îá-
ðàòíîå: ïðè óâåëè÷åíèè ãëóáèíû èëè øèðèíû ÿìû âèðòóàëüíûå óðîâíè ñòàíîâÿòñÿ
äèñêðåòíûìè (Ñì. ðèñ. 11.4).

Im k

Re k

r

U

Ðèñ. 11.4. Ïåðåõîä âèðòóàëüíîãî óðîâíÿ â äèñêðåòíûé

Ìåòàñòàáèëüíûå óðîâíè

Ðàññìîòðèì êîðåíü óðàâíåíèÿ (11.7) k0 − ik1, ãäå k1 << k0 (Ñì. ðèñ. 11.5).
Åìó ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ:

E =
2m

~2

(
k2

0 − ��SSk2
1 + 2ik0k1

)
= E0 − iE1 = E0 − i

Γ

2
(11.12)
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Im k

Re k

k0 − ik1

k1 << k0

Ðèñ. 11.5. Ìåòàñòàáèëüíûé óðîâåíü

Âñïîìíèì, ÷òî ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ðåøåíèÿìè íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà. Íàïðèìåð, åñëè ψE - ðåøåíèå
ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, òî

e−
i
~Et · ψE (11.13)

- ðåøåíèå íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà. Òîãäà ñ ó÷¼òîì (11.12), (11.13)
ìîæíî çàïèñàòü

e−
i
~E0t− Γ

2~ t · A · eik0r+k1r (11.14)

Ìåòàñòàáèëüíûå óðîâíè, êàê ïðàâèëî, ïîÿâëÿþòñÿ â ïîòåíöèàëàõ, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèõ ñîáîé íåèäåàëüíûå ïîòåíöèàëüíûå ëîâóøêè (Ñì. ðèñ. 11.6).

r

U, ψ

Ïîòåíöèàë

Âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ

e−
i
~E0te−

Γ
2~ t

Âåðîÿòíîñòü

e−
Γ
~ t ≡ e−

t
τ

ek1r

Ðèñ. 11.6. Ïîòåíöèàë, â êîòîðîì ïîÿâëÿåòñÿ ìåòàñòàáèëüíûé óðîâåíü (çàøòðèõîâàí)
è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåòàñòàáèëüíîìó óðîâíþ

Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â ëîâóøêå áóäåò ìåäëåííî ðàñïàäàòüñÿ ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè, êàê e−

Γ
2~ t. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå Γ

~ ≡ 1
τ
, ãäå τ - âðåìÿ æèçíè ìåòà-

ñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Àíàëîãè÷íî ñïàäàåò è âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â
ëîâóøêå.
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Îòäåëèì êîìïëåêñíóþ è âåùåñòâåííóþ ÷àñòè â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû:

e−
i
~

~2

2m
k2

0t+ik0r · e− 1
~

~2

2m
2k0k1t+k1r =

= exp

ik0

r − ~k0

2m︸︷︷︸
ôàç. ñêîð.

t


 · exp

k1

r − ~k0

m︸︷︷︸
ãðóïï. ñêîð.

t


 (11.15)

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåðîÿòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ è ïðè ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ
(Ñì. ðèñ. 11.7). Âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü ÷àñòèöó â ëîâóøêå ñî âðåìåíåì óáûâàåò,

r

U, ψ

Âåðîÿòíîñòü
óáûâàåò

~j

Ðèñ. 11.7. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïðè ìåòàñòàáèëüíîì ñîñòîÿíèè

óìåíüøåíèå âåðîÿòíîñòè ïðîèñõîäèò çà ñ÷¼ò ïîòîêà âåðîÿòíîñòè ~j.
Íîðìèðîâêà âîëíîâîé ôóíêöèè â ìåòàñòàáèëüíîì ñîñòîÿíèè ïðîèñõîäèò èç ñëå-

äóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Âñïîìíèì, ÷òî ðåøåíèå äëÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ïðè ñâî-
áîäíîì äâèæåíèè ïî âñåé áåñêîíå÷íîé îñè:

e−
i
~E0t+ik0x (11.16)

Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáûêíîâåííûé êîñèíóñ (èëè ñèíóñ) (ïóíêòèð íà ðèñ. 11.8),
êîòîðûé äâèæåòñÿ âäîëü ïî îñè ñ ôàçîâîé ñêîðîñòüþ. Îáðåçàâ òàêóþ ïëîñêóþ âîëíó
ïîëó÷èòñÿ âîëíîâîé ïàêåò. Åñëè ðåøàòü íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà
âíóòðè âîëíîâîãî ïàêåòà, òî ýòî ðåøåíèå (âíóòðè) íå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò âñåé
ïëîñêîé âîëíû. Òîãäà, ðåøåíèå íåèçâåñòíî òîëüêî ïî êðàÿì âîëíîâîãî ïàêåòà.
Ïîëó÷åííûé âîëíîâîé ïàêåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìóþ ëè-

íåéíóþ êîìáèíàöèþ áàçèñà ïëîñêèõ âîëí (ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñîñòîÿíèé íåïðå-
ðûâíîãî ñïåêòðà).
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòóïèòü ñ ðåøåíèåì äëÿ ìåòàñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (îá-

ðåçàòü åãî). Òîãäà, ïîëó÷èòñÿ òîæå ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà ñ âåùåñòâåííûìè ýíåðãèÿìè. Äàííîå îáðåçàííîå ðåøåíèå áóäåò ýâîëþöè-
îíèðîâàòü àíàëîãè÷íî âîëíîâîìó ïàêåòó, èçîáðàæ¼ííîìó íà ðèñ. 11.8. Àìïëèòóäà
âîëíîâîé ôóíêöèè âíóòðè ëîâóøêè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè áóäåò óáûâàòü, â òî æå âðå-
ìÿ ¾õâîñò¿, óõîäÿùèé íà áåñêîíå÷íîñòü áóäåò çà ñ÷¼ò ýòîãî âûðàñòàòü, ÷òî áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü óõîäó ÷àñòèöû èç ëîâóøêè (Ñì. ðèñ. 11.9).
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?
?

Ðåøåíèå
ÓØ âíóòðè

x

Ðèñ. 11.8. Âîëíîâîé ïàêåò (ïóíêòèð - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ íåïðå-
ðûâíîãî ñïåêòðà ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè)

U, ψ

x

U, ψ

x

?
?

e−
Γ
2~ t · e− i

~E0t

Ðèñ. 11.9. Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ðåøåíèÿ äëÿ ìåòàñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

Âñïîìíèì ïðèâû÷íóþ çàäà÷ó. Â α-àêòèâíîì ÿäðå ñ êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì
íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà (Ñì. ðèñ. 11.10). Íóæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü ÷àñòèöû ïîêèíóòü
ÿäðî è âðåìÿ æèçíè ÷àñòèöû â òàêîì ñîñòîÿíèè.
Âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ ÷àñòèöû äåéñòâèòåëüíî ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå:

e
−2

r2∫
r1

ædr

(11.17)

Îäíàêî, ÷òîáû ïðàâèëüíî íàéòè âðåìÿ æèçíè ÷àñòèöû, íóæíî ðåøèòü ðàäèàëüíîå
óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ñ àñèìïòîòèêîé íà ¾∞¿:

eik0r+k1r (11.18)

91

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÒÅÎÐÈß. ×ÀÑÒÜ 2 •
ÑÈËÀÅÂ Ï�ÒÐ ÊÎÍÑÒÀÍÒÈÍÎÂÈ×

0

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

r

U

E

e
−2

r2∫
r1

ædr Âåðîÿòíîñòü
òóííåëèðîâàíèÿ

Ðèñ. 11.10. Òóííåëèðîâàíèå ÷àñòèöû ñêâîçü áàðüåð

Îòòóäà íàéòè k0 è k1, èç íèõ ïîëó÷èòü Γ, ÷åðåç êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ âðåìÿ æèçíè
÷àñòèöû τ (êàê â äèñêðåòíîì óðîâíå (e−k1r), òîëüêî òóò àñèìïòîòèêà ìåòàñòàáèëü-
íîãî óðîâíÿ (11.18)).
Ýòè ¾íåäîäåëàííûå¿ äèñêðåòíûå óðîâíè (ðàñïàäàþùèåñÿ) ïðîÿâëÿþòñÿ â çàäà÷å

ðàññåÿíèÿ. Ðàññìîòðèì ìåòàñòàáèëüíûé óðîâåíü, ñîîòâåòñòâóþùèé k0− ik1 è âåùå-
ñòâåííóþ δk îêðåñòíîñòü ñ öåíòðîì â k0 òàêóþ, ÷òî k1 << δk << k0 (Ñì. ðèñ. 11.11).

Im k

Re k
k0 − ik1

k0 + δk

k1 << δk << k0

Ðèñ. 11.11. Ïðîÿâëåíèå ìåòàñòàáèëüíîãî óðîâíÿ â ðàññåÿíèè

Òîãäà â ëþáîé òî÷êå îêðåñòíîñòè (k0 + δk) áóäåò âåðíî:

argB ≡ −δl +
π(l + 1)

2
(11.19)

Â òàêîì ñëó÷àå ðàçëîæèì B(k0 + δk) â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì â ìåòàñòàáèëüíîì
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óðîâíå. Òîãäà:

B(k0 + δk) =���
���

�:0
B(k0 − ik1) +B′(k0 − ik1) · [k0 + δk − (k0 − ik1)] + . . .⇒

⇒ argB(k0 + δk) = argB′ + arg(δk + ik1)︸ ︷︷ ︸
arctg( k1

δk )

⇒

⇒ δl(k0 + δk) =
π(l + 1)

2
− argB′︸ ︷︷ ︸

δ
(0)
l

− arctg

(
k1

δk

)
, (11.20)

ãäå δ
(0)
l - ôîíîâàÿ ôàçà ðàññåÿíèÿ (îáû÷íî îíà ðàâíà 0).

Òîãäà äëÿ íóëåâîé ôîíîâîé ôàçû ðàññåÿíèÿ δl áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé àðêòàí-
ãåíñ (Ñì. ðèñ. 11.12).

π/2

π/4

−k1

−π/2

−π/4

k1

π

− arctg
(
k1

δk

)

δk

Ðèñ. 11.12. Ãðàôèê àðêòàíãåíñà

Ïîñêîëüêó ïàðöèàëüíàÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ çàâèñèò îò ôàçû ðàññåÿíèÿ, êàê:

fl =
1

2ik

(
e2iδl − 1

)
, (11.21)

òî ôàçà ðàññåÿíèÿ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî π. Ïîäíÿâ ïðàâóþ ÷àñòü ðèñ. 11.12
íà π, ïîëó÷èì ãðàôèê äëÿ ôàçû ðàññåÿíèÿ (Ñì. ðèñ. 11.13).
Âñïîìíèì, ÷òî ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ:

σtot =
∞∑
l=0

4π(2l + 1)
1

k2︸︷︷︸
≈k2

0︸ ︷︷ ︸
≈const

sin2 δl (11.22)

Òîãäà âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû.
Ïóñòü δ

(0)
l = 0, òî ñå÷åíèå áóäåò èìåòü âèä Ëîðåíöåâîé êðèâîé (Ñì. ðèñ. 11.11):

sin2

[
arctg

(
k1

δk

)]
=

k2
1

k2
1 + δk2

(11.23)
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δ
(0)
l

δ
(0)
l + π/4

δ
(0)
l + π/2

δ
(0)
l + 3π/4

δ
(0)
l + π

∼ k1k0 − k1 k0 k0 + k1

− arctg
(
k1

δk

)

δk

Ðèñ. 11.13. Ôàçà ðàññåÿíèÿ

sin2 δl

1

1/2

kk0

k0 ± k1

Ëîðåíöåâà
êðèâàÿ

Ðèñ. 11.14. Ïîëíîå ñå÷åíèå ïðè δ
(0)
l = 0

Ïóñòü δ
(0)
l = π

2
, òî (Ñì. ðèñ. 11.15)
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sin2 δl

1

kk0

Ðèñ. 11.15. Ïîëíîå ñå÷åíèå ïðè δ
(0)
l = π

2

Ïóñòü δ
(0)
l = π

4
, òî (Ñì. ðèñ. 11.16)

sin2 δl

1

1/2

kk0 k0 + k1k0 − k1

Ðèñ. 11.16. Ïîëíîå ñå÷åíèå ïðè δ
(0)
l = π

4

Ïóñòü δ
(0)
l = 3π

4
, òî (Ñì. ðèñ. 11.17)
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sin2 δl

1

1/2

kk0 k0 + k1k0 − k1

Ðèñ. 11.17. Ïîëíîå ñå÷åíèå ïðè δ
(0)
l = 3π

4

Äèíàìè÷åñêàÿ êàðòèíà

Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè îäíîìåðíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ â ïîòåíöèàëå ¾ëîâóø-
êå¿ (Ñì. ðèñ. 11.18).

x

Ðèñ. 11.18. Îäíîìåðíûé ïîòåíöèàë ¾ëîâóøêà¿

Ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷å â îòñóòñòâèè ðåçîíàíñà ìû ñ÷èòàëè, ÷òî A(k0 +δk) ≈
A(k0), è ïîëó÷àëè îòðàæ¼ííûé T è ïðîéäåííûé R âîëíîâûå ïàêåòû. Â ñëó÷àå ðå-
çîíàíñà îíè òàêæå ïîÿâÿòñÿ, îäíàêî íàðÿäó ñ ýòèì â ñàìîé ëîâóøêå âîçíèêíåò
ìåòàñòàáèëüíûé óðîâåíü, êîòîðûé áóäåò èñïóñêàòü ÷åðåç ïîòåíöèàëû ïîòîê âåðî-
ÿòíîñòè. Ýòîò ïîòîê áóäóò óëàâëèâàòü âîëíîâûå ïàêåòû (Ñì. ðèñ. 11.19).

x

R T

Ðèñ. 11.19. Îäíîìåðíîå ðàññåÿíèå â ñëó÷àå ðåçîíàíñà
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Ëåêöèÿ 12

Òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ äëÿ íèçêèõ è âûñîêèõ ýíåðãèé

Òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ äëÿ íèçêèõ ýíåðãèé

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, â äàííîì ïóíêòå áóäåò ðàññìîòðåíà òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ äëÿ
ìåäëåííûõ ÷àñòèö. Äëÿ íèõ ka << 1, òî åñòü äëèíà âîëíû áîëüøå õàðàêòåðíîé
äëèíû ïîòåíöèàëà. Íàïîìíèì, ÷òî

Ul ≡ rRl (12.1)

ðåøåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì àñèìïòîòèêè íà áåñêîíå÷íîñòè. Â òî âðå-
ìÿ, êàê ó ôóíêöèé Vl àñèìïòîòèêà:

Vl|r→∞ = C cos

(
kr + δl −

π(l + 1)

2

)
, (12.2)

ãäå C - âåùåñòâåííîå. Äàííàÿ àñèìïòîòèêà ïîëó÷àåòñÿ â îáëàñòè III (Ñì. ðèñ. 12.1).

a

I II III

r

Ðèñ. 12.1. Îáëàñòè äåéñòâèÿ ïðèáëèæåíèé: I - îáëàñòü ëîêàëèçàöèè ïîòåíöèàëà; II -
îáëàñòü, â êîòîðîé ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò öåíòðîáåæíûé ïîòåíöèàë r > a è kr << l;
III - àñèìïòîòèêà íà áåñêîíå÷íîñòè

Âñïîìíèì, èç óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ Vl ïîëó÷àåòñÿ:

V ′′l +
2m

~2

(
E − V (r)− ~2

2m

l(l + 1)

r2

)
Vl = 0, (12.3)

ãäå E ñîïîñòàâèìà ñ îñòàëüíûìè ñëàãàåìûìè ïðè r ∼ 1
k
. Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå:

2m

~2
E︸ ︷︷ ︸

=k2

<<
l(l + 1)

r2
, (12.4)

òî ïðè r << l
k
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì ñ ýíåðãèåé.

Ïðè l = 0 äàííîå ðàññóæäåíèå òàêæå ðàáîòàåò, òàê êàê íà ðàññòîÿíèÿõ r << 1
k

ñëàãàåìûìñ k2 ìîæíî ïðåíåáðå÷, ïîñêîëüêó ðåøåíèå ñ k: sin(kr) èëè cos(kr) ìàëî
îòëè÷àþòñÿ îò ðåøåíèé áåç k: r1 èëè r0 ïðè r << 1

k
.

Ïîñêîëüêó â îáëàñòè II (Ñì. ðèñ. 12.1) óæå íåò âëèÿíèÿ ïîòåíöèàëà è ñëàãàåìûì
ñ k2 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òîãäà ðàññìîòðèì â ýòîé îáëàñòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà:

C · jl(kr) +D · ηl(kr), (12.5)
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ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòèêè íà áåñêîíå÷íîñòè:

jl(kr)|r→∞ ∼ 1
kr

cos
(
kr − π(l+1)

2

)
(12.6)

ηl(kr)|r→∞ ∼ 1
kr

sin
(
kr − π(l+1)

2

)
(12.7)

Ñ ó÷¼òîì îñîáåííîñòåé îáëàñòè II ðåøåíèÿ (12.2) è (12.5) äîëæíû ñøèâàòüñÿ.
Ó÷ò¼ì, ÷òî

Vl|r→∞ = F cos

(
kr + δl −

π(l + 1)

2

)
=

= F cos

(
kr − π(l + 1)

2

)
cos δl − F sin

(
kr − π(l + 1)

2

)
sin δl (12.8)

Òîãäà èç (12.8) óâèäèì (ñðàâíèâàÿ ïðè r > 0 ñ (12.5) ñ ó÷¼òîì (12.6), (12.7)), ÷òî
îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä ñèíóñîì è êîñèíóñîì - ýòî − tg δl :

tg δl = −D
C

(12.9)

Òåïåðü ïåðåéä¼ì â îáëàñòü kr << l, òàì (12.6), (12.7) ïðèìóò âèä:

(kr) · jl|r→0 ∼ (kr)l+1

(kr) · ηl|r→0 ∼ (kr)−l
(12.10)

kr << l

C · (kr)(l+1) +D · (kr)−l

a

çäåñü ïðî k
ìîæíî çàáûòü

r

Ðèñ. 12.2. Ñøèâàíèå ðåøåíèé äëÿ àñèìïòîòèê â íóëå. Îòìå÷åíà îáëàñòü, â êîòîðîé
âëèÿíèåì k ìîæíî ïðåíåáðå÷

Çàáûâàÿ ïðî k (Ñì. ðèñ. 12.2) ìîæåì çàïèñàòü:

r > a :V ′′l +
2m

~2

(
0− ~2

2m
· l(l + 1)

r2

)
Vl = 0

r < a :V ′′l +

(
0− 2m

~2
V (r)− l(l + 1)

r2

)
Vl = 0

(12.11)

Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ (12.11) îò k íå çàâèñÿò, òî àñèìïòîòèêè èõ èìååò ñìûñë ïå-

ðåïèñàòü ÷åðåç
(
r
a

)l+1
è
(
r
a

)−l
.
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Ïîëó÷èì äëÿ îáëàñòè, ãäå êîí÷èëñÿ ïîòåíöèàë (Ñì. ðèñ. 12.2):

Vl ∼ A
(r
a

)l+1

+B
(r
a

)−l
= C(kr)l+1 +D(kr)−l ⇒

⇒ Dk−l

Ckl+1
=

Bal

Aa−l−1
⇒ − tg δl =

D

C
=
B

A
(ka)2l+1 ⇒

⇒
tg δ0 ∼ G · (ka)1

(((
((((

((
tg δ1 ∼ G′ · (ka)3

((((
(((

(((
tg δ2 ∼ G′′ · (ka)5

, (12.12)

ãäå ó÷ò¼í ïîðÿäîê ìàëîñòè âåëè÷èí.
Çíà÷èò,

tg δ0 ≡ δ0 ≡ −
B

A
ka = k · d, (12.13)

ãäå d - äëèíà ðàññåÿíèÿ.
Ïàðöèàëüíûé ðÿä áóäåò èìåòü âèä:

f(θ) =
0∑
l=0

(2l + 1)Pl(cos θ) · fl = 1 · 1 · f0 =
eiδ0

k
sin δ0 =

1

k
· kd = d (12.14)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûâîäû:

1) Ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ ðàññåÿíèå èçîòðîïíî (â í¼ì ó÷àñòâóåò òîëüêî s-âîëíà),
è ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ åñòü:

σtot =
0∑
l=0

4π(2l + 1)
sin2 δl
k2

= 4π
sin2(kd)

k2
= 4πd2 (12.15)

2) Ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íå çàâèñèò îò ýíåðãèè.

3) Ïåðâûå äâà âûâîäà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíû â ñëó÷àå, åñëè A - ôèçè÷åñêèé
íóëü. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ðåçîíàíñ:

− tg δl =
B

A︸︷︷︸
=0

(ka)2l+1 →∞⇒ δl = ±π
2

(12.16)

Åñëè ðåçîíàíñ â s-âîëíå, òîãäà

δl ∼ ±
π

2
⇒ σtot = 4π

sin2
(
π
2

)
k2

=
4π

k2
∼ 4π

E
(12.17)

Äàííûå ðåçîíàíñû ìîæíî îáíàðóæèòü êàê íà äèñêðåòíîì, òàê è íà âèðòóàëüíîì
óðîâíå, â ñëó÷àå áëèçêîãî ðàñïîëîæåíèÿ k ê äåéñòâèòåëüíîé îñè (Ñì. ðèñ. 12.3).
Ïóñòü èìååòñÿ êàêàÿ-òî ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà (Ñì. ðèñ. 12.4) ðåøå-

íèå â îòñóòñòâèå ïîòåíöèàëà:
j0 ∼ sin(kr) (12.18)

99

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÒÅÎÐÈß. ×ÀÑÒÜ 2 •
ÑÈËÀÅÂ Ï�ÒÐ ÊÎÍÑÒÀÍÒÈÍÎÂÈ×

0

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

ìåòàñòàáèëüíûé
óðîâåíü

äèñêðåòíûé

âèðòóàëüíûé

ðåçîíàíñû

Ðèñ. 12.3. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü k ñ îáîçíà÷åíèåì çíà÷åíèé k, ïðè êîòîðûõ ìîæíî
îáíàðóæèòü îïèñàííûå ðåçîíàíñû

−U0

sin(qr)

äëÿ s-âîëíû

Ðèñ. 12.4. Ïðÿìîóãîëüíàÿ ÿìà ñ îòìå÷åííûì äèñêðåòíûì (ñïëîæíàÿ ëèíèÿ) è âèð-
òóàëüíûì (ïóíêòèð) óðîâíÿìè

â ïîòåíöèàëå

η0 ∼ cos(kr)⇒ δ0 =
π

2
(12.19)

òîãäà ðåøåíèå áóäåò ñøèâàòüñÿ íà ãðàíèöå, è ðåçîíàíñ áóäåò íàáëþäàòüñÿ, åñëè â
ýòîé ÿìå óìåùàåòñÿ ÷åòâåðòü âîëíû ñ ìàëåíüêîé ïîãðåøíîñòüþ (Ñì. ðèñ. 12.5).
Â ñëó÷àå, åñëè ïîïûòàòüñÿ íàéòè ðåøåíèå ñ ÷èñòî ìíèìûì k íà áåñêîíå÷íîñòè, òî

ðåøåíèå ñøèâàåòñÿ è ñ e−ær (äèñêðåòíûé óðîâåíü), è ñ e+ær (âèðòóàëüíûé óðîâåíü).
Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî æ - ìàëî.
Äàííîå ðàññóæäåíèå ïîäõîäèò íå òîëüêî äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ÿìû, íî è äëÿ êî-

íå÷íîé ÿìû ëþáîé ôîðìû.
Â ñëó÷àå, åñëè l 6= 0 àñèìïòîòèêà íà áåñêîíå÷íîñòè îáû÷íà ïðåäñòàâëÿåò êàêóþ-

ëèáî èç ôóíêöèé Èíôåëüäà I èëè Ìàêäîíàëüäà K. Äëÿ äèñêðåòíîãî óðîâíÿ ïîä-
õîäèò òîëüêî K. Äëÿ âèðòóàëüíîãî âñïîìíèì, ÷òî

I1/2(x) ∼ sh(x) (12.20)
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a r

Ðèñ. 12.5. Äëèíà âîëíû ÷àñòèöû â ÿìå, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 12.4 â ñëó÷àå ðåçîíàíñà

à ó âèðòóàëüíîãî óðîâíÿ àñèìïòîòèêà ëèáî e+æx, ëèáî e−æx. Ïðàâèëüíàÿ àñèìï-
òîòèêà äëÿ âèðòóàëüíîãî óðîâíÿ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì ïóò¼ì: ïîñêîëüêó K åñòü
ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèè Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà H(1) (ó äèñêðåòíîãî óðîâíÿ), òî äëÿ
âèðòóàëüíîãî óðîâíÿ â êà÷åñòâå àñèìïòîòèêè ïîäîéä¼ò ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíê-
öèÿ Õàíêåëÿ âòîðîãî ðîäà H(2) (òàì îäíà ðàñòóùàÿ ýêñïîíåíòà). Êðîìå ýòîãî ðàñ-
ñóæäåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì.

Òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ (ïðèáëèæåíèå ýéêîíàëà)

Â ñëó÷àå âûñîêèõ ýíåðãèé â òåîðèè ðàññåÿíèÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

~2

2m
k2 >> V0 (12.21)

Ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðè òàêîì óñëîâèè ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé.
1) Ïðèìåíåíèå ïðè óñëîâèè (12.21) àíàëîãà ôóíêöèè èç ÂÊÁ â 3-õ ìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå (êâàçèêëàññèêà).
Íà êàêîé-òî öåíòðàëüíûé ïîòåíöèàë ïàäàåò ïëîñêàÿ âîëíà (Ñì. ðèñ. 12.6). Ââè-

äó ñèììåòðèè èìååò ñìûñë ïåðåéòè èç äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â öèëèíäðè÷åñêèå
(x, y, z)→ (ρ, ϕ, z). Ôóíêöèÿ ÂÊÁ â íàøåì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä:

ψ(ρ, z) = e
i
z∫
−∞

√
2m
~2 (E−V (ρ,z))dz

, (12.22)

ãäå (ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë - öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé)

V (r) = V
(√

ρ2 + z2
)

(12.23)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè (12.22) äî íóëÿ, î÷åâèäíî ïîëó÷àåòñÿ âñ¼ òà æå ïëîñêàÿ âîë-
íà. À ïîñëå ïîòåíöèàëà ðåøåíèå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé, ïîìèìî ïëîñêîé âîëíû,
÷àñòü (ïðîøåäøóþ ÷åðåç îáëàñòü äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà) ñ íàáåãîì ôàçû (Ñì. ðèñ. 12.7),
â ÷¼ì ìîæíî óâèäåòü àíàëîãèþ ñ îïòèêîé è ïðîõîæäåíèåì îïòè÷åñêîé âîëíû ÷åðåç
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z
ρ

V (r)

e
~k~x = eikz

Ðèñ. 12.6. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ íà öåíòðàëüíîì ïî-
òåíöèàëå (íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíà îáëàñòü äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà)

z

aa

áåç èçìåíåíèé

íàáåã
ôàçû

Ðèñ. 12.7. Ñõåìà íàáåãà ôàçà ó âîëíû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïîòåíöèàë â ñëó÷àå ðàññåÿ-
íèÿ ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ (àíàëîãèÿ ñ îïòèêîé è ïðîõîæäåíèåì îïòè÷åñêîé âîëíû
÷åðåç ñðåäó ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ)

íåîäíîðîäíóþ ñðåäó ñ èçìåíÿþùèìñÿ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå
óñëîâèå âûñîêîñòè ýíåðãèè îçíà÷àåò, ÷òî ¾êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ¿ ìåíÿåòñÿ
ñëàáî, çíà÷èò ïîòåíöèàë íåâåëèê, à òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:√

k2 − 2m

~2
V (ρ, z) ≈ k − 1

2k
· 2m

~2
V (ρ, z), (12.24)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå îçíà÷àåò ôàçîâûé íàáåã.
Òàêèì îáðàçîì, â ìåñòå ïîñëå ïîòåíöèàëà áóäåò ¾ïÿòíî¿ ñ ôàçîâûì

íàáåãîì (Ñì. ðèñ. 12.8).
Ïîëó÷àåì èç (12.22) ñ ó÷¼òîì (12.24), ÷òî ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä:

eikz+2iδ(ρ) = eikz + eikz
(
e2iδ(ρ) − 1

)
(12.25)

Ïîä÷¼ðêíóòàÿ â (12.25) ÷àñòü äàñò ðàñõîäÿùóþñÿ ñôåðè÷åñêóþ âîëíó, îòëè÷íóþ
îò íóëÿ â îáëàñòè, îòìå÷åííîé íà ðèñ. 12.8.
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ρ < a

eikz+2iδ(ρ)

z >> a

Ðèñ. 12.8. Ïëîñêîñòü çà ïîòåíöèàëîì ïðè z >> a, íà êîòîðîé îòìå÷åíà îáëàñòü, ãäå
ôàçîâûé íàáåã îòëè÷åí îò íóëÿ

Èç (12.24) èìååì:

2δ(ρ) = − 1

2k

2m

~2

+∞∫
−∞

V (ρ, z)dz (12.26)

Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáñòâà ðåøåíèÿ ïåðåíåñ¼ì íà÷àëî êîîðäèíàò ïî îñè z â ïëîñ-
êîñòü çà ïîòåíöèàëîì, ãäå z >> a. Çíàÿ ðåøåíèå â òî÷êå O è ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ (ψ, ψ′), íà ãðàíèöå, íóæíî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ÷åðåç ôóíê-
öèþ Ãðèíà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïëîñêîñòè äîñòàòî÷íî äàë¼êîé îò íà÷àëà êîîðäè-
íàò (Ñì. ðèñ. 12.9).

Γ

~x

O

Ðèñ. 12.9. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ãðàíèöà Γ, íà êîòîðîé èçâåñòíû ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ

Èòàê, ïóñòü G(x, y) - ôóíêöèÿ Ãðèíà. Èìååì íåêîòîðóþ îáëàñòü V , â êîòîðîé
íóæíî íàéòè ðåøåíèå (ψ(x)) ñ ãðàíèöåé Γ, ïðè èçâåñòíûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèÿõ (Ñì. ðèñ. 12.10).
Èç óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âèäèì, ÷òî(

∆ + k2
)
ψ = 0⇒ ∆yψ (y) = −k2ψ(y) (12.27)

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî

∆yG0(x, y) = δ(x− y)− k2G0(x, y) (12.28)
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Γ

V

Ðèñ. 12.10. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íà ïîèñê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ çàäàí-
íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî V , ñ ó÷¼òîì (12.27) è (12.28), ïîëó÷èì:∫
V

dy∇y

(
ψ(y)∇yG0 (x, y)−G0 (x, y)∇yψ (y)

)
=

=

∫
Γ

ds
[
ψ (s)∇sG0 (x, s)−G0 (x, s)∇sψ (s)

]
= · · · =

=

∫
V

dy

ψ(y) ∆yG0(x, y)︸ ︷︷ ︸
δ(x−y)−���

�
k2G0(x,y)

−G0(x, y) ∆yψ(y)︸ ︷︷ ︸
���

�−k2ψ(y)

 =

= ψ(x) (12.29)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì∫
Γ

ds
[
ψ(s)∇sG0(x, s)−G0(x, s)∇sψ(s)

]
= ψ(x) (12.30)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä:

G0(x, y) = − 1

4π

eik|x−y|

|x− y| (12.31)

îäíàêî íàñ èíòåðåñóåò å¼ àñèìïòîòèêà:

G0(x, y)||x|→∞ = − 1

4π

eikr

r
· e−ik

′
y, (12.32)

ãäå r = |x|; k′ = x
|x| · k.
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Ïîñêîëüêó âåêòîð ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ñìîòðèò íàðóæó, à â íàøåì ñëó÷àå âëåâî,
òî ýòî íóæíî ó÷åñòü ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé ïî z.

∇s → −
∂

∂z
(12.33)

Ïîñêîëüêó èç-çà ñèììåòðèè çàäà÷è, k
′
íå çàâèñèò îò ϕ, òî âòîðóþ êîîðäèíàòó

ýòîãî âåêòîðà ìîæíî âçÿòü íóëåâîé:

k
′
= k(sin θ, 0, cos θ) (12.34)

Ñ ó÷¼òîì âñåãî âûøåñêàçàííîãî ïîëó÷èì:

ψ(x)||x|→∞ = − 1

4π

eikr

r
·

·
∫
ρdρdϕ ·

[
eikz

(
e2iδ(ρ) − 1

)
·
(
− ∂

∂z

)
· e−ik sin θ·ρ cosϕ−... . . .

]
(12.35)
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Ëåêöèÿ 13

Ðàññåÿíèå ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè òàêóþ êàðòèíó (Ñì. ðèñ. 13.1): êîãäà ïëîñêàÿ âîëíà ïàäàåò
íà ëîêàëüíûé ïîòåíöèàë, òî ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç îáëàñòü ïîòåíöèàëà ó âîëíî-
âîé ôóíêöèè ïðîèñõîäèò íàáåã ôàçû. Òîãäà â ñëó÷àå âûñîêèõ ýíåðãèé â ïëîñêîñòè

a

δ(ρ) = 0

¾òåíü¿

z

Ðèñ. 13.1. Ïëîñêàÿ âîëíà íàëåòàåò íà îáëàñòü äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà, â ðåçóëüòàòå
â îáëàñòè ¾òåíè¿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èñïûòûâàåò íàáåã ôàçû, â äðóãèõ îáëàñòÿõ
íàáåã ôàçû ðàâåí íóëþ

äàëåêî çà ïîòåíöèàëîì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íàëåòàþùèõ ÷àñòèö èìååò âèä:

eikz + eikz
(
e2iδ(ρ) − 1

)
(13.1)

Èç ýòîé ¾òåíè¿, â êîòîðîé δ(ρ) îòëè÷íà îò íóëÿ áóäåò ðàñõîäèòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ âîë-
íà. Âñïîìíèì, ÷òî:

2δ(ρ) = − 1

2π

2m

~2

+∞∫
−∞

V (ρ, x)dz (13.2)

Èç êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà èìååì:

ψ(x) =

∫
ds
[
ψ(s)∇sG0(x, s)−G0(x, s)∇sψ(s)

]
(13.3)

Íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå ïðè |x| → ∞, ãäå

G0(x, y)||x|=r→∞ = − 1

4π

eikr

r
e−ik

′
y, (13.4)

ãäå

k
′
=

x

|x| · k (13.5)

Òàê êàê çàäà÷à îáëàäàåò öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, òî ìîæíî âçÿòü òî íàïðàâ-
ëåíèå íàáëþäåíèå, êîòîðîå íàì óäîáíî (x è k

′
), ïîýòîìó:

k
′
= k(sin θ, 0, cos θ) (13.6)
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Äëÿ óäîáñòâà ìîæíî ïåðåíåñòè íà÷àëî êîîðäèíàò ïî îñè z, ÷òîáû çàíóëèòü ñîîò-
âåòñòâóþùóþ êîîðäèíàòó, íî òîëüêî ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî z. Òàêèì îáðà-
çîì, èìååì:

ψ(x)||x|→∞ = − 1

4π

eikr

r
·
∫
Γ

ρdρdϕ
[
eikz ·

(
e2iδ(ρ) − 1

)
·

·
(
− ∂

∂z

)
︸ ︷︷ ︸

=ik cos θ

·e−ik sin θ·ρ cos θ−((((ik cos θz−

−e−ik sin θ·ρ cosϕ−((((ik cos θz ·
(
− ∂

∂z

)
eikz︸ ︷︷ ︸

=−ik

·
(
e2iδ(ρ) − 1

)
⇒

⇒ f(θ) = − 1

4π
·
∫
ρdρdϕ · ik(1 + cos θ)e−ikρ sin θ cosϕ ·

(
e2iδ(ρ) − 1

)
(13.7)

Ïîñêîëüêó
2π∫

0

e±iz cosϕdϕ = 2πJ0(z), (13.8)

ãäå J0 - ôóíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, òî èìååì:

f(θ) =

∞∫
0

2kρkdρ · J0(kρ sin θ) · 1

2ik

(
e2iδ(ρ) − 1

) 1 + cos θ

2
(13.9)

Çàìåòèì, ÷òî íàéòè ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ìîæíî ïðîùå. Èç îïòè÷åñêîé òåî-
ðåìû èìååì:

σtot =
4π

k
Im{f(θ = 0)} (13.10)

Òîãäà, ñ ó÷¼òîì (13.9), èìååì:

σtot =
4π

k

∞∫
0

2kρkdρ · 1 · 1

2k
[1− cos (2δ(ρ))] · 1 (13.11)

Èç (13.9) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1) Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ ÷àñòèö áîëüøàÿ, à J0 - îñöèëëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, òî èíòå-
ãðèðîâàíèå J0(kρ sin θ) ïî ρ (0 ≤ ρ ≤ a) ïðè áîëüøèõ k sin θ çàíóëèò ñîîòâåò-
ñòâóþùèé èíòåãðàë, ñëåäîâàòåëüíî ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ ðàññåÿíèå ïðîèñõî-
äèò íà íåáîëüøèå óãëû, òî åñòü θ . 1

ka
.

2) Âûðàæåíèå (13.9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðöèàëüíîå ðàçëîæåíèå.
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ρ

z

Ðèñ. 13.2. Òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû, ïðîëåòàþùåé ñ ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðîì ρ. Ïî-
ëóêëàññè÷åñêàÿ êàðòèíà

Óáåäèìñÿ âî âòîðîì âûâîäå. Ïðè áîëüøèõ kρ è ìàëûõ θ èìååì:

J0(kρ sin θ) = Pl(cos θ), (13.12)

ãäå l ≡ kρ.
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ïî÷åìó ìîæíî îòîæäåñòâèòü l è kρ (Ñì. ðèñ. 13.2). Èç ðèñ. 13.2

âèäèì, ÷òî ìîìåíò èìïóëüñà (¾èìïóëüñ íà ïëå÷î¿):

l =
1

~
p · ρ = kρ (13.13)

Òîãäà kdρ = dl; 2kρ = 2l, à ïðè áîëüøèõ kρ:

2kρ ≈ (2l + 1) (13.14)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

f(θ) ≈
∞∫

0

(2l + 1)dl · Pl(cos θ) · 1

2ik

(
e2iδ(ρ) − 1

)︸ ︷︷ ︸
fl

=
∞∑
l=0

. . ., (13.15)

åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî δ(ρ) = δl.

Òåîðèÿ ïåðåõîäîâ

Ïðåäñòàâëåíèå Äèðàêà (Ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ)

Äî äàííîãî ìîìåíòà äèíàìèêà êâàíòîâûõ ñèñòåì îïèñûâàëàñü íàìè äâóìÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿìè (ïóñòü ñèñòåìû êîíñåðâàòèâíûå, à íàáëþäàåìûå íå çàâèñÿò îò âðåìå-
íè):

1) Ïðåäñòàâëåíèå Ãåéçåíáåðãà (ÏÃ):

d

dt
ÂÃ.(t) =

i

~

[
Ĥ, ÂÃ.(t)

]
(13.16)

ρÃ.(t) ≡ ρÃ.(0) (13.17)

Â ÷èñòûõ ñîñòîÿíèÿõ:
|ψÃ.(t)〉 = |ψÃ.(0)〉 (13.18)
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2) Ïðåäñòàâëåíèå Øð¼äèíãåðà (ÏØ):

ÂØ.(t) ≡ ÂØ.(0) (13.19)

i~
d

dt
ρØ.(t) =

[
Ĥ, ρØ.(t)

]
(13.20)

Â ÷èñòûõ ñîñòîÿíèÿõ:

i~
d

dt
|ψØ.〉 = Ĥ |ψØ.〉 (13.21)

Ñâÿçü ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé:

ÂÃ.(t) = e
i
~ ĤtÂØ.(t)e

− i
~ Ĥt (13.22)

Äëÿ ñîñòîÿíèé:

ρØ.(t) = e−
i
~ ĤtρÃ.(t)e

i
~ Ĥt; (13.23)

|ψØ.(t)〉 = e−
i
~ Ĥt |ψÃ.(t)〉 (13.24)

Ïðåäñòàâëåíèå Äèðàêà ëåæèò ãäå-òî íà ïîëïóòè îò ÏØ ê ÏÃ. Ïóñòü ñèñòåìà íå
êîíñåðâàòèâíàÿ, è

Ĥ(t) = Ĥ0 + ĤI(t), (13.25)

ãäå Ĥ0 íàì èçâåñòåí, òîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â ïðåäñòàâëåíèè Äèðàêà (ÏÄ) èìååò
âèä:

|ψÄ.(t)〉 ≡ e+ i
~ Ĥ0t |ψØ.(t)〉 , (13.26)

à îïåðàòîð:

ÂÄ.(t) = e
i
~ Ĥ0t · ÂØ.(t) · e−

i
~ Ĥ0t (13.27)

Â ïðåäñòàâëåíèè Äèðàêà äëÿ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ êàê ïðàâè-
ëî íå ïèøóòñÿ. Â îòñóòñòâèè ĤI äèðàêîâñêàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íå ýâîëþöèîíèðóåò.
Íàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè â ïðåäñòàâëåíèè

Äèðàêà:

i~
d

dt
|ψÄ.〉 =

��
���

���
���

e
i
~ Ĥ0t

(
−Ĥ0

)
· |ψØ.〉+ e

i
~ Ĥ0t

(
�
�̂H0 + ĤI(t)

)
· 1︸︷︷︸
e−

i
~ Ĥ0te

i
~ Ĥ0t

· |ψØ.〉 =

= e
i
~ Ĥ0tĤI(t)e

− i
~ Ĥ0t︸ ︷︷ ︸

ĤIÄ. (t)

· e i~ Ĥ0t |ψØ.〉︸ ︷︷ ︸
|ψÄ.〉

(13.28)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

i~
d

dt
|ψÄ.(t)〉 = ĤIÄ.(t) |ψÄ.(t)〉 (13.29)
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Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé (ÍÒÂ)

Ïóñòü ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè |ψn〉, ïðè÷¼ì:

Ĥ0 |ψk〉 = Ek |ψk〉 (13.30)

Ïóñòü äàëåå ê ãàìèëüòîíèàíó Ĥ0 âêëþ÷èëè äîáàâêó ĤI(t). Íàñ èíòåðåñóåò, ñ êàêîé
âåðîÿòíîñòüþ ñèñòåìà ïåðåéä¼ò â ñîñòîÿíèå |ψm〉 ïðè m 6= n.
Òàêóþ çàäà÷ó óäîáíî ðåøàòü â ïðåäñòàâëåíèè Äèðàêà. Èìååì:

|ψÄ.(t)〉 ≡
∑
k

ck(t) |ψk〉 (13.31)

Ïîäñòàâèì (13.31) â (13.29), ïîëó÷èì:∑
k

i~ċk |ψk〉 = ĤIÄ.(t)
∑
l

cl(t) |ψl〉 (13.32)

äîìíîæèì (13.32) ñëåâà íà 〈ψm|, òîãäà:

i~ċm =
∑
l

〈ψm|ĤIÄ.(t)|ψl〉 · cl (13.33)

Âåðí¼ìñÿ â ÏØ:

〈ψm|ĤIÄ.(t)|ψl〉 =
〈
ψm

∣∣∣e i~ Ĥ0tĤIØ.
(t)e−

i
~ Ĥ0t

∣∣∣ψl〉 = e
i
~ (Em−El)t 〈ψm|ĤIØ.

(t)|ψl〉 ≡
≡ eiωmlt · Vml(t) (13.34)

Òîãäà:

i~ċm =
∑
l

eiωmltVml(t)cl(t) (13.35)

Ïóñòü òåïåðü ĤI - ¾ìàëåíüêèé¿, òîãäà ðàñêëàäûâàåì ïî ñòåïåíÿì:

cm(t) = c(0)
m (t) + c(1)

m (t) + . . . (13.36)

Ïðèìåíèìîñòü ÍÒÂ âûÿñíÿåòñÿ ïîñòôàêòóì, åñëè â èòîãå âûïîëíÿåòñÿ:

c(k+1)
m << c(k)

m (13.37)

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èìååì:

i~ċ(0)
m = 0⇒ c(0)

n = 1; c
(0)
m 6=n = 0 (13.38)

i~ċ(1)
m =

∑
l

eiωmltVml(t)c
(0)
l t (13.39)

i~ċ(s+1)
m =

∑
l

eiωmltVml(t)c
(s)
l t (13.40)
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1

t

et/τn

Ìîæíî îáîñíîâàòü
ïîñðåäñòâîì ÍÒÂ

Ðèñ. 13.3. Ðèñóíîê çàâèñèìîñòè íîðìèðîâàííîãî ÷èñëà ðàñïàäàþùèõñÿ àòîìîâ îò
âðåìåíè. Îáîçíà÷åíà îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ÍÒÂ

Ñ ó÷¼òîì (13.38) ìîæíî ïåðåïèñàòü (13.39) â âèäå:

c(1)
m (t) =

1

i~

t∫
(0 èëè −∞)

dteiωmntVmn(t) (13.41)

Çàìå÷àíèå
Íà ðàííèõ ýòàïàõ ðàñïàäà àòîìû ðàñïàäàþòñÿ ñîãëàñíî çàêîíó ðàñïàäà (ýêñïî-

íåíöèàëüíî) (Ñì. ðèñ. 13.3).
Îáîñíîâàòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü ïîñðåäñòâîì ÍÒÂ ìîæíî òîëüêî â

ñàìîì íà÷àëå ðàñïàäà, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ðàñïàä íà÷èíàåò ïðèíèìàòü íå ýêñïî-
íåíöèàëüíûé, à ïîëèíîìèàëüíûé õàðàêòåð.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå çàäà÷è, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÍÒÂ. Â èõ ÷èñëî

âõîäÿò àäèàáàòè÷åñêèå ïåðåõîäû, ìãíîâåííûå ïåðåõîäû è ïåðåõîäû ïîä äåéñòâèåì
ïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ.
Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (Ñì. ðèñ. 13.4) â ïðîøëîì (íà −∞) ñèñòåìà ñ ãà-

ìèëüòîíèàíîì Ĥ0 íàõîäèëàñü â êàêîì-òî ñîñòîÿíèè |ψn〉. Ïîòîì â êàêîé-òî ìîìåíò

âðåìåíè (áëèçêèé ê íóëþ) â Ĥ0 ¾âêëþ÷èëñÿ¿ ĤI (ïîòîì îí ìîæåò è âûêëþ÷èòüñÿ,
÷òî îòìå÷åíî ïóíêòèðîì, íî ìû ýòîãî íå ðàññìàòðèâàåì) è çà êàêîå-òî õàðàêòåðíîå

âðåìÿ τ ĤI ¾âêëþ÷èëñÿ ïîëíîñòüþ¿. Òîãäà ó ñèñòåìû áóäåò ãàìèëüòîíèàí Ĥ0 + ĤI

ñî ñâîèìè ñîñòîÿíèÿìè |ψ′k〉. Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â
ðåçóëüòàòå ñèñòåìà îêàæåòñÿ â îäíîì èç íîâûõ ñîñòîÿíèé |ψ′k〉?
Ïî õàðàêòåðíîìó âðåìåíè ïåðåõîäà τ îíè äåëÿòñÿ íà àäèàáàòè÷åñêèå:

τ >>
1

ωmn
(13.42)

è ìãíîâåííûå:

τ <<
1

ωmn
(13.43)

Â (13.42), (13.43) n - ôèêñèðîâàíî, à m - íåò.
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t
τ

ĤI(t)

ĤI(t→∞) ≡ ĤI

Ĥ0 + ĤI

|ψ′k〉|ψn〉
−∞

õàðàêòåðíîå
âðåìÿ ïåðåõîäà

Ðèñ. 13.4. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà

Àäèàáàòè÷åñêèå ïåðåõîäû (ÀÏ)

Èìååì:

cm(t) =
1

i~

t∫
−∞

eiωmntVmn(t)dt =

[
eiωmntdt = d

(
eiωmnt

iωmn

)]
=

=
1

i~iωmn
eiωmntVmn(t)

∣∣∣∣t
−∞
− 1

En − Em

t∫
−∞

eiωmntV ′mn(t)dt, (13.44)

ãäå V ′mn î÷åâèäíî îòëè÷åí îò íóëÿ íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè ïîðÿäêà τ .
Ïðè óñëîâèè àäèàáàòè÷íîñòè:

ωmnτ >> 1 (13.45)

èíòåãðàë â (13.44) çàíóëÿåòñÿ (Ñì. ðèñ. 13.5).

τ

Vmn(t)

t

V ′mn(t)

t

τ

Ðèñ. 13.5. Ñëåâà ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå Vmn(t), ñïðàâà - îãèáàþùàÿ V ′mn è å¼
çàïîëíåíèå (ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (13.44))
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà (13.44) ïî ÷àñòÿì â ýòîì âûðàæåíèè
îñòà¼òñÿ òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå, ïîëó÷àåì:

cm(t) =
1

En − Em
Vmn(t) · eiωmnt (13.46)

Ïóñòü (âîçüì¼ì ñïåðâà äëÿ óäîáñòâà):

Vnn(t) ≡ 0 (13.47)

Âåðí¼ìñÿ â ÏØ:

|ψØ.(t)〉 = e−
i
~ Ĥ0t |ψÄ.(t)〉 = e−

i
~ Ĥ0t

 |ψn〉︸︷︷︸
íóë. ïðèá.

+
∑
m 6=n

c(1)
m (t) |ψm〉

 =

=

[
e−

i
~Ent · |ψm〉+

∑
m6=n

e��
��− i

~Emt |ψm〉 ·
1

En − Em
· e i~ (��Em−En)tVmn(t)

]
(13.48)
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Ëåêöèÿ 14

Òåîðèÿ ïåðåõîäîâ

Àäèàáàòè÷åñêèå ïåðåõîäû (ÀÏ)

Èòàê, â ÏØ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä:

|ψØ.(t)〉 = e−
i
~Ent |ψn〉+

∑
m6=n

Vmn(t) · e i~(��Em−En)t

~ωnm
· |ψm〉 · e−��

�i
~Emt =

= e−
i
~Ent

[
|ψn〉+

∑
m6=n

Vmn(t)

En − Em
· |ψm〉

]
=

= e−
i
~Ent

[
|ψn〉+

∑
m6=n

〈ψm|ĤI(t)|ψn〉
En − Em

· |ψm〉
]

︸ ︷︷ ︸
ÂÔ ñ ïîïðàâêîé èç ñòàö. ÒÂ

= e−
i
~E
′
nt |ψ′n〉 (14.1)

Ïîëó÷èëè ïîïðàâêó ê âîëíîâîé ôóíêöèè. Ïîñêîëüêó Vnn(t) ≡ 0, òî

〈ψn|ĤI(t)|ψn〉 = 0 = E(1)
n (14.2)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè Vnn(t) = 0 ïîïðàâêè ê óðîâíþ ýíåðãèè íåò, ýòî çíà÷èò, ÷òî:

E(1)
n = 0⇒ E ′n ≡ En (14.3)

Ðàññìîòðèì âûêèíóòûé èíòåãðàë èç (13.44), ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè
åãî çàíóëåíèÿ. Ïîñêîëüêó V ′mn(t) - ãëàäêî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, à eiωmnt - áûñòðî
îñöèëëèðóþùàÿ, òî:

t∫
−∞

V ′mn(t)

~ωnm
eiωmntdt ∼ V ′mn(t)

~ωnm
· 1

ωmn
∼

Vmn/τ

~ωmn
· 1

ωmn
∼ Vmn

~ωmn︸ ︷︷ ︸
<<1 (óñë. ÒÂ)

· 1

ωmnτ︸ ︷︷ ︸
<<1 (óñë. àäèàá.)

(14.4)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ÀÏ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåõîäà íå ïðîèñõîäèò (â íóëåâîì

ïðèáëèæåíèè), òî åñòü: ïóñòü èìååòñÿ ãàìèëüòîíèàí Ĥ0 + ĤI(t). Çàïèøåì äëÿ íåãî
ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà:(

Ĥ0 + ĤI(t)
)
|ψn(t)〉 = En(t) |ψn(t)〉 (14.5)

Â îáùåì ñëó÷àå, óðàâíåíèå (14.5) íå èìååò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà, ïîñêîëüêó ñîñòî-
ÿíèÿ |ψn(t)〉 íå ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. Íî â ñëó÷àå àäèàáàòè÷åñêîãî ïåðåõîäà
óðîâåíü ýíåðãèè â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè íå ìåíÿåòñÿ, è ïðè óñëîâèè àäèàáàòè÷íî-
ñòè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýâîëþöèîíèðóåò, êàê

e−
i
~Ent︸ ︷︷ ︸

=e−
i
~E
′
nt

· |ψ′n(t)〉 , (14.6)
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ãäå |ψ′n(t)〉 åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14.5). Çíà÷èò, â ñëó÷àå ÀÏ ìîæíî áûëî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ àäèàáàòè÷åñêîé òåîðèåé âîçìóùåíèé: ðåøàÿ ìãíîâåííîå óðàâíåíèå Øð¼-
äèíãåðà, ïîëüçóÿñü ìàëûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì íóëåâîå ïðèáëè-
æåíèå àäèàáàòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé. ×àñòèöà îñòà¼òñÿ íà n-ü óðîâíå ýíåðãèè,
à å¼ ýíåðãèÿ è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷óòü-÷óòü ñäâèãàþòñÿ.

Ìãíîâåííûå ïåðåõîäû (ÌÏ)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ĤI ¾âêëþ÷àåòñÿ¿ ìãíîâåííî (Ñì. ðèñ. 14.1).

Ĥ0

−ε +ε

|ψn〉 ?

t

Ĥ0 + ĤI

Ðèñ. 14.1. Èëëþñòðàöèÿ ìãíîâåííîãî ïåðåõîäà, ε ìàëî è ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ

Èçâåñòíî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû äî ¾âêëþ÷åíèÿ¿ −ε, íàéä¼ì ñîñòîÿíèå ïðè +ε. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ íåñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øð¼äèíãåðà (ïðîèíòåãðèðóåì åãî). Åñëè

Ĥ(t) íå ñîäåðæèò δ-ôóíêöèé, òî:

i~ [|ψ(+ε)〉 − |ψ(−ε)〉] =

+ε∫
−ε

Ĥ(t) |ψ(t)〉 dt = 0 (14.7)

Çíà÷èò ñðàçó ïîñëå ñêà÷êà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íå èçìåíèòñÿ:

|ψ(+ε)〉 = |ψ(−ε)〉 = |ψn〉 (14.8)

Âûðàæåíèå (14.8) íàçûâàåòñÿ ïðèíöèïîì Êîíäîíà.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà îêàæåòñÿ â êàêîì-òî ñîñòîÿíèè ïðè íîâîì ãàìèëü-

òîíèàíå:
P|ψ′k〉 ≡ |〈ψ

′
k|ψn〉|2 (14.9)

Òàêîé æå îòâåò äàñò íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.

Ïåðåõîäû ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ (ÏÂ)

Èìååì ãàìèëüòîíèàí âîçìóùåíèÿ:

ĤI(t) = HI · e−Ωt +���
��XXXXXH+

I · eiΩt (14.10)
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Äâà ñëàãàåìûõ â (14.10) ñîîòâåòñòâóþò ôèçè÷åñêè ïðîòèâîïîëîæíûì ïðîöåññàì,
êîòîðûå îáû÷íî îäíîâðåìåííî íå ïðîèñõîäÿò, ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì.
Çàìå÷àíèå
Ω ìîæåò áûòü ðàâíûì íóëþ.
Èìååì

c(1)
m =

1

i~

t∫
−∞

eiωmnt · 〈ψm|HIe
−iΩt|ψn〉 dt (14.11)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

〈ψm|HI |ψn〉 ≡ Vmn (14.12)

ωmn − Ω ≡ ∆ (14.13)

Òåïåðü çàôèêñèðóåì ¾±∞¿ êàêèì-íèáóäü áîëüøèì T , êîòîðîå çàòåì óñòðåìèì ê
∞ (Ñì. ðèñ. 14.2).

t
−T T

¾−∞¿ ¾+∞¿

Ω

Ðèñ. 14.2. Ôèêñàöèÿ èíòåðâàëà âðåìåíè, êðàÿ êîòîðîãî ïîòîì óñòðåìÿòñÿ ê áåñêî-
íå÷íîñòè

Íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè â ìîìåíò âðåìåíè ïîñëå T :

c(1)
m =

1

i~

T∫
−T

Vmne
i∆tdt =

Vmn
i~

ei∆T − e−i∆T
i∆

=
Vmn
i~
· 2

∆
sin (∆T ) (14.14)

Íàñ èíòåðåñóåò íàñòóïàåò ëè ðåçîíàíñ. Åñëè ωmn = Ω, òî êîýôôèöèåíò ëèíåéíî
ðàñò¼ò. Âû÷èñëèì ñêîðîñòü ïåðåõîäà. Âåðîÿòíîñòü:

Pn→m = |cm|2 ; (14.15)

ñêîðîñòü ïåðåõîäà:

vm =
|cm|2
2T

=
|Vmn|2
~2

sin2(∆T )

∆2T
· 2 (14.16)

Ïðè T →∞ åñëè ∆ = 0, òî:

vm →
|Vmn|2
~2

��∆2TA2

��∆2@@T
· → ∞; (14.17)
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Åñëè ∆ 6= 0, òî:

vm =
|Vmn|2
~2

sin2(∆T )

∆2T
→ 0 (14.18)

Òî åñòü:

T →∞
{

∆ = 0→∞
∆ 6= 0→ 0

}
⇒ δ-ôóíêöèÿ (14.19)

Èìååì: ∫
d∆T

sin2(∆T )

∆2T 2
=

∫
dx

sin2 x

x2
= π (14.20)

Èíòåãðàë â (14.20) ïðîùå âñåãî âçÿòü ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ:∫
dx

sin2 x

x2 + ξ2
, (14.21)

ãäå ξ → 0.
Èòàê:

sin2(∆T )

∆2T

∣∣∣∣
T→∞

= πδ(∆) (14.22)

Çíà÷èò

vm =
2π

~2
|Vmn|2 · δ(∆) =

2π

~
|Vmn|2 · δ(~∆) (14.23)

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ (14.13), ñêîðîñòü ðàñïàäà óðîâíÿ:

vn ≡
1

τn
≡
∑
m 6=n

vm =
2π

~
∑
m6=n

| 〈ψm|HI |ψm〉|2 · δ(Em − (En + ~Ω)) =
1

τ
(14.24)

Ôîðìóëà (14.24) íàçûâàåòñÿ çîëîòûì ïðàâèëîì Ôåðìè, èëè ôîðìóëîé äëÿ ñêîðîñòè
ïåðåõîäà â íåïðåðûâíûé ñïåêòð.
Â äèñêðåòíîì ñïåêòðå êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ (14.24) íå èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó

ñêîðîñòü ëèáî ðàâíà íóëþ, ëèáî áåñêîíå÷íà. ×òîáû ïðèäàòü åé ñìûñë, íóæíî ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî òî, êóäà ïåðåõîäèò ñèñòåìà, ëåæèò â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå. Òî åñòü
íóæíî ïåðåéòè îò ñóììû ê èíòåãðèðîâàíèþ.
Ïîêàæåì ýòî íà èëëþñòðàöèè (Ñì. ðèñ. 14.3).

E0 ψ0(x)

E0 + ~ω > 0 (íåïð. ñïåêòð)

x

Ðèñ. 14.3. ×àñòèöà â îäíîìåðíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå

Êîãäà íà ñèñòåìó íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü ãàìèëüòîíèàí HI · e−iΩt ≡ f(x)e−iΩt, óðî-
âåíü ýíåðãèè ïîäíèìàåòñÿ âûøå íóëÿ (ãäå íåïðåðûâíûé ñïåêòð), è ÷àñòèöà ñìîæåò
âûéòè èç ÿìû.
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Çàìå÷àíèå
Òàêèå çàäà÷è âñåãä ðåøàþòñÿ ïðèáëèæ¼ííî, òàê êàê ÷åñòíî ðåøèòü óðàâíåíèå

Øð¼äèíãåðà íå ïîëó÷èòñÿ, ïîýòîìó â íèõ ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïëîñêèìè âîë-
íàìè. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîñëå âîçäåéñòâèÿ, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ïëîñêóþ
âîëíó |ψm〉. Íî |ψm〉 - äèñêðåòíûé ñïåêòð, çíà÷èò íåïðåðûâíûé ñïåêòð, êîòîðîìó
ñîîòâåòñòâóåò (14.24), íóæíî ñäåëàòü äèñêðåòíûì. Äëÿ ýòîãî ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî - êîíå÷íî (Ñì. ðèñ. 14.4).

L0

Ðèñ. 14.4. Áîëüøîé èíòåðâàë äëèíû L ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà
êðàÿõ (L îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ 0)

Òîãäà:

|ψm〉 =
eikmx√
L

(14.25)

ïîòîì L→∞. Íà ãðàíèöû ìîæíî íàêëàäûâàòü ëþáûå óñëîâèÿ, íî ïðîùå ñäåëàòü
èõ ïåðèîäè÷åñêèìè. Óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè:

km =
2π

L
·m (14.26)

×òîáû ïåðåéòè îò èíòåãðèðîâàíèÿ ê ñóììèðîâàíèþ èìååì:∫
dk ≡ 2π

L

∑
m

(14.27)

Òàêèì îáðàçîì:

1

τ
=
��2π

~
SSL

��2π

∫
dk︸ ︷︷ ︸∑

m

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
dx
e−ikx

Z
Z

√
L
· f(x)ψ0(x)︸ ︷︷ ︸

F (k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

· δ

 ~2

2m
k2 − (E0 + ~Ω)︸ ︷︷ ︸

~2

2m
k2

0

 =

=
1

~
· 1

~2

2m
2k0

[
|F (k0)|2 + |F (−k0)|2

]
, (14.28)

ãäå íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî |F (k0)|2 îòâå÷àåò çà òî, ÷òî ÷àñòèöà èç ÿìû âûñêî÷èò
âïðàâî, à |F (−k0)|2 - çà òî, ÷òî âëåâî.
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t

Ĥ0

Ĥ0 + ĤI

Ðèñ. 14.5. Èëëþñòðàöèÿ ïåðåõîäà. Îòìå÷åíà îáëàñòü, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñèñòåìà

Ñëó÷àé, êîãäà Vnn(t) 6= 0

Ïóñòü Vmn(t) = 0. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ïåðåõîä óæå
ñîñòîÿëñÿ (Ñì. ðèñ. 14.5).
Òîãäà èìååì ïî ïðåæíåìó:

c(0)
n (t) = 1 (14.29)

c(1)
n (t) =

1

i~

t∫
−∞

Vnn(t)︸ ︷︷ ︸
〈ψn|ĤI |ψn〉≡E

(1)
n

·����:0
eiωnnt dt (14.30)

Äàëåå

ċ(1)
n (t) ∼ 1

i~
E(1)
n (14.31)

Çíà÷èò ïðè t→∞ èìååì:

c(1)
n (t) = iϕ0 −

i

~
E(1)
n t, (14.32)

ãäå ϕ0 ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, ñ ó÷¼òîì ïîïðàâîê áóäåò èìåòü âèä:

|ψÄ.(t)〉 = |ψn〉+

(
iϕ0 −

i

~
E(1)
m t

)
︸ ︷︷ ︸

<<1 (ïî óñë. ïðèìåí. ÒÂ)

|ψn〉 = eiϕ0− i
~E

(1)
n t |ψn〉 (14.33)

Ïåðåéä¼ì â ÏØ:

|ψØ.(t)〉 = e−
i
~ Ĥ0t |ψÄ.(t)〉 = e

− i
~

(
En+e

(1)
n

)
t+iϕ0 |ψn〉 , (14.34)

ãäå En + E
(1)
m = E ′n, à ϕ0 èìååò ñìûñë ôàçîâîãî íàáåãà, ñâÿçàííîãî ñ èñòîðèåé

ñèñòåìû (òåì, êàê ðîñëî âîçìóùåíèå).
Ïîëó÷èòü ñëó÷àé, êîãäà Vmn 6= 0 íåñëîæíî, íî òàì íóæíî áóäåò ó÷åñòü ïîðÿäêè

ìàëîñòè:

|ψn〉+
∣∣∣ψ(1)

n

〉
∣∣∣ψ(1)

n

〉
e−

i
~Ent ≡

∣∣∣ψ(1)
n

〉
e−

i
~E
′
nt
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Ôóíêöèÿ Ãðèíà è ýâîëþöèÿ ñèñòåìû

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G(E) =
1

E − Ĥ + i ε︸︷︷︸
→0

=
∑
n

|ψn〉 〈ψn|
E − En + iε

, (14.35)

ãäå iε â çíàìåíàòåëå ââîäèòñÿ äëÿ îáõîäà ïîëþñîâ.
Ïîëþñà ôóíêöèè Ãðèíà - ýòî äèñêðåòíûå óðîâíè ýíåðãèè, ñäâèíóòûå ÷óòü íèæå,

÷åì âåùåñòâåííàÿ îñü:
E = En − iε (14.36)

Â ñëó÷àå åñëè ó ñèñòåìû ïîìèìî äèñêðåòíîãî ñïåêòðà åñòü íåïðåðûâíûé, ó ôóíê-
öèè Ãðèíà ïîÿâëÿåòñÿ äîáàâîê:

G(E) =
1

E − Ĥ + i ε︸︷︷︸
→0

=
∑
n

|ψn〉 〈ψn|
E − En + iε

+

∫
dÝ
|ψÝ〉 〈ψÝ|
E − Ý + iε

, (14.37)

ãäå iε â èíòåãðàëå - ýòî ðàçðåçû, òàê êàê∫
dx

1

x
∼ lnx, (14.38)

à ó ëîãàðèôìà - ðàçðåçû.
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåñü ñïåêòð - äèñêðåòíûé (èíà÷å ìû ïðîñòî ïåðåéä¼ì èç

äèñêðåòíîãî â íåïðåðûâíûé, êàê â (14.27)).
Âñïîìíèì, ÷òî:

− 1

2πi

+∞∫
−∞

dE
e−

i
~Et

E − En + iε
= − 1

2πi
(−2πi) · e− i

~Ent (14.39)

Âûáèðàåì ïðàâèëüíûé ïóòü äëÿ çàìûêàíèÿ êîíòóðà (åñëè âûáðàòü âåðõíèé, òî
ýêñïîíåíòà áóäåò áåñêîíå÷íî âîçðàñòàòü) (Ñì. ðèñ. 14.6).

E

En − iε

Ðèñ. 14.6. Ïðàâèëüíûé ïóòü äëÿ çàìûêàíèÿ êîíòóðà

Èòàê, ó÷èòûâàÿ (14.35), (14.39), èìååì:

− 1

2πi

+∞∫
−∞

dEe−
i
~EtG(E) =

∑
n

|ψn〉 〈ψn| e−
i
~Ent = e−

i
~ Ĥt (14.40)
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Èç (14.40) âèäèì, ÷òî çíàÿ ôóíêöèþ Ãðèíà ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü å¼ îïåðàòîð
ýâîëþöèè.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä. Èìååì |ψn〉 è ôóíêöèþ Ãðèíà, èç êî-

òîðîé:

|ψ(t)〉 = e−
i
~ Ĥt |ψn〉 (14.41)

Çàäàäèìñÿ âîïðîñàìè: ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ñèñòåìà îñòàíåòñÿ íà n-ì óðîâíå, è
ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îíà ïåðåéä¼ò ñ n-ãî óðîâíÿ íà m-é?
Èìååì:

〈ψm|ψ(t)〉 =
〈
ψm

∣∣∣e− i
~ Ĥt
∣∣∣ψn〉 (14.42)

〈ψn|ψ(t)〉 =
〈
ψn

∣∣∣e− i
~ Ĥt
∣∣∣ψn〉 (14.43)

Ïóñòü Ĥ = Ĥ0 - èçâåñòåí, òîãäà:〈
ψm

∣∣∣∣ 1

E − Ĥ0 + iε

∣∣∣∣ψn〉 = − δnm
E − En + iε

(14.44)
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Ëåêöèÿ 15

Òåîðèÿ ïåðåõîäîâ

Ôóíêöèÿ Ãðèíà è ýâîëþöèÿ ñèñòåìû

Èòàê

G(E) =
1

E − Ĥ0 + iε
, (15.1)

ãäå Ĥ0 - èçâåñòíûé ãàìèëüòîíèàí, òî åñòü èçâåñòíû åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðà:

Ĥ0 |ψk〉 = Ek |ψk〉 (15.2)

Òîãäà

〈ψm|G(E)|ψn〉 = δmn
1

E − En + iε
(15.3)

Åñëè âíà÷àëå ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè |ψn〉, òî

cm(t) = − 1

2πi

+∞∫
−∞

dEe−
i
~Et 〈ψm|G(E)|ψn〉 = δmn ·

(
− 1

2πi

) +∞∫
−∞

e−
i
~Et

E − En + iε
dE =

= δmn · e−
i
~Et ⇒ |ψ(t)〉 = e−

i
~Ent |ψn〉 (15.4)

Ïóñòü òåïåðü ãàìèëüòîíèàí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé: Ĥ0 + ĤI , òîãäà ïîëþñ ôóíêöèè
Ãðèíà ñäâèíåòñÿ (Ñì. ðèñ. 15.1).

En − iε E ′n − iε
E ′n = En + E

(1)
n + E

(2)
n + . . .

Ðèñ. 15.1. Ñìåùåíèå ïîëþñà ôóíêöèè Ãðèíà ïðè äîáàâêå ê ãàìèëüòîíèàíó ĤI

Íî ïîëþñ ìîæåò òàêæå íà÷àòü ðàñïàäàòüñÿ. Èç çîëîòîãî ïðàâèëà Ôåðìè:

1

τn
=

2π

~
∑
m 6=n

| 〈ψm|HI |ψn〉|2 · δ(Em − (En +��HH~Ω)), (15.5)

ãäå ~Ω çà÷¼ðêíóòî ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìîé, òàê ÷òî (15.5)
èìååò ñìûñë, òîëüêî åñëè ýíåðãèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è ýíåðãèÿ êîíå÷íîãî ñî-
ñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îäèíàêîâû. Òàêîå âîçìîæíî â ñîñòàâíîé ñèñòåìå.
Ïîêàæåì ýòî íà èëëþñòðàöèè (Ñì. ðèñ. 15.2).
Èìååì ÷àñòèöó, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå íà äèñêðåòíîì óðîâíå

E0 â ñîñòîÿíèè ψ0(x). Åñëè ïðèáàâèòü ê íåé ýíåðãèþ ~Ω òî îíà âûéäåò èç ÿìû è
ïîïàä¼ò íà óðîâåíü Ek = E0 +~Ω íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî íóæíî
àïïðîêñèìèðîâàòü ïëîñêèìè âîëíàìè. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì êîíñåðâàòèâ-
íóþ ñèñòåìó, òî, ÷òîáû äîáàâèòü ê ÷àñòèöå â ÿìå íóæíóþ ýíåðãèþ (Ñì. ðèñ. 15.2),
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E0, ψ0(x)

Ek = E0 + ~Ω ψk(x)→ eikx

Ðèñ. 15.2. ×àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà

|0〉

|1〉

~Ω
2

3/2~Ω

Ðèñ. 15.3. ×àñòèöà â ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå

ïðèñîåäèíèì ê ñèñòåìå åù¼ îäíó ÷àñòèöó â ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå ñ ÷àñòîòîé
~Ω (Ñì. ðèñ. 15.3). Èç ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ìîæíî áóäåò âçÿòü ýíåðãèþ,
íóæíóþ ÷àñòèöå â ÿìå, ÷òîáû âûïðûãíóòü. Èòàê, ïóñòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòå-
ìû

|ψn〉 = |1〉ψ0(x), (15.6)

à êîíå÷íîå:
|ψm〉 = |0〉ψk(x) (15.7)

óáåäèìñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðîâåíü ýíåðãèè êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà áóäåò ðàâåí óðîâíþ ýíåðãèè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà.
Ïîñêîëüêó ñèñòåìà êîíñåðâàòèâíà, òî:

En =
3

2
~Ω + E0 = Em =

1

2
~Ω + Ek (15.8)

Êàê è ïðåäïîëàãàëîñü, ïîëó÷àåì èç (15.8):

Ek = E0 + ~Ω (15.9)

Åñëè 〈ψm|HI |ψn〉 6= 0, òî ïåðåõîä áóäåò ïðîèñõîäèòü. Åñëè HI íå áóäåò âêëþ÷¼í
â ãàìèëüòîíèàí, òî ψn - íàñòîÿùèé äèñêðåòíûé óðîâåíü, êîòîðûé íå ðàñïàäàåòñÿ.
Åñëè æå HI âêëþ÷¼í è ðàâåí, íàïðèìåð, HI → W (x, y), òî |ψn〉 íà÷í¼ò ðàñïàäàòüñÿ.
Â òàêîì ñëó÷àå, ïîëþñ ôóíêöèè Ãðèíà â äîáàâîê ê ñìåùåíèþ åù¼ ñäâèíåòñÿ

âíèç (Ñì. ðèñ. 15.4) è ñòàíåò:

E ′n −
i

2
Γn (15.10)

Âñïîìíèì ïîëþñà àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ äëÿ äèñêðåòíûõ (ÄÓ), âèðòóàëüíûé (ÂÓ)
è ìåòàñòàáèëüíûõ (ÌÓ) óðîâíåé (Ñì. ðèñ. 15.5).
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E ′n

E ′n − i
2
Γn

Ìåòàñòàáèëüíîå
ñîñòîÿíèå

Ðèñ. 15.4. Ñäâèã ïîëþñà ôóíêöèè Ãðèíà âíèç ïî ìíèìîé îñè â ñëó÷àå ðàñïàäàþùå-
ãîñÿ |ψn〉

ÄÓ

ÂÓ ÌÓ

k

Ðèñ. 15.5. Ïîëþñà àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ äëÿ äèñêðåòíûõ (ÄÓ), âèðòóàëüíûé (ÂÓ)
è ìåòàñòàáèëüíûõ (ÌÓ) óðîâíåé

Èç-çà ñäâèãà ïîëþñà (15.10) ïîëó÷èì, ÷òî åñëè:

〈ψn|G(E)|ψn〉 =
1

E − E ′n + i
2
Γn
, (15.11)

òî

cn(t) = − 1

2πi

+∞∫
−∞

dEe−
i
~Et · 1

E − E ′n + i
2
Γn

= e−
i
~E
′
nt− 1

2~Γnt = e−
i
~E
′
nt− 1

2τn
t (15.12)

Òîãäà âåðîÿòíîñòü:
|cn(t)|2 ≡ Pn(t) = e−

t/τn (15.13)

Ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïàäà îçíà÷àåò, ÷òî äàííûé óðîâåíü íå äèñêðåòíûé,
à ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñîñòîÿíèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà:

|ψn〉 =

∫
dEf(E) |ψE〉 (15.14)

Íàéä¼ì, êàê ýâîëþöèîíèðóåò ýòî ñîñòîÿíèå:

|ψ(t)〉 = e − i

~
Ĥt |ψn〉 =

∫
dEf(E)e−

i
~Et |ψE〉 (15.15)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî:
〈ψE′|ψE〉 = δ(E ′ − E) (15.16)

124

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÒÅÎÐÈß. ×ÀÑÒÜ 2 •
ÑÈËÀÅÂ Ï�ÒÐ ÊÎÍÑÒÀÍÒÈÍÎÂÈ×

0

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

ïîëó÷èì

cn = 〈ψn|ψ(t)〉 =

∫
dE ′f ∗(E ′) 〈ψE′ |︸ ︷︷ ︸

〈ψn|

·
∫
dEf(E)e−

i
~Et |ψE〉 =

=

∫
dE |f(E)|2 e− i

~Et = cn(t) = e−
i
~E
′
nt−

Γn
2~ t, (15.17)

ïðè t > 0.
Âñïîìíèì, ÷òî |ψ(x)|2 - ýòî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â x, ïðè

òîì, ÷òî 〈x|ψ〉 ≡ ψ(x). Ïî àíàëîãèè çàìå÷àåì, ÷òî 〈ψE|ψn〉 ≡ f(E), òàêèì îáðàçîì,
íàõîäèì, ÷òî |f(E)|2 - ýòî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ñèñòåìó ñ ýíåðãèåé
E.
Â îïòèêå |f(E)|2 íàçûâàþò ôîðìîé ëèíèè. Íàéä¼ì ôîðìó ëèíèè. Ïðè t > 0:

cn(t) = e−
i
~E
′
nt−

Γn
2~ t (15.18)

Ïîñêîëüêó ∫
dE |f(E)|2 e− i

~Et = cn(t), (15.19)

òî èìååì:
cn(−t) ≡ c∗n(t)⇒ cn(−t) = e

i
~E
′
nt−

Γn
2~ t, (t > 0), (15.20)

òîãäà

cn(t′) = e−
i
~E
′
nt
′+ Γn

2~ t
′

(t′ < 0) (15.21)

Ñðàâíèâàÿ (15.18) è (15.21), óâèäèì, ÷òî:

cn(t) = e−
i
~E
′
nt−

Γn
2~ |t| (15.22)

Èç (15.17) çàìåòèì, ÷òî ôîðìó ëèíèè ìîæíî íàéòè îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
Ôóðüå îò (15.22):

|f(E)|2 =
1

2π~

+∞∫
−∞

dt · e i~Et · e− i
~E
′
nt−

Γn
2~ |t| =

=
1

2π��~
1

Γn
2�~
− i

�~
(E − E ′n)

+
1

2π��~
· 1

Γn
2�~

+ i

�~
(E − E ′n)

=

=
1

π

Γn/2

(E − E ′n)2 +
(

Γn
2

)2 = |f(E)|2 (15.23)

Ïîëó÷èëè íîðìèðîâàííóþ Ëîðåíöåâó êðèâóþ:∫
|f(E)|2 dE = 1 (15.24)

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè Γn ìàëî, òî τn - âåëèêî, ñëåäîâàòåëüíî ëèíèÿ ïîëó÷àåò-
ñÿ áëåäíîé è óçêîé ñ áîëüøèì âðåìåíåì æèçíè (ìàëîå êîëè÷åñòâî ôîòîíîâ âûëåòàåò
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â åäèíèöó âðåìåíè). À ìîæåò áûòü è íàîáîðîò: Γn ↑; τn ↓, è ëèíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ÿðêàÿ
è øèðîêàÿ.
Åñëè áû âñå ïåðåõîäû ïðîèñõîäèëè â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, òî òàê

áûëî áû âñåãäà, è
Γnτn ∼ ~ (15.25)

Îäíàêî íà ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ áëåäíûå è øèðîêèå ëèíèè, ãäå ìû âûíóæäåíû
èñïîëüçîâàòü âìåñòî ĤI :

ĤI → ĤIG0ĤI (15.26)

Åñëè ýëåìåíò (15.26) èç ñîñòîÿíèÿ ψn â ψn îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïåðåõîäîì.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

Γnτn ≥ ~, (15.27)

÷òî ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå:
∆E∆t ≥ ~ (15.28)

Ñîîòíîøåíèå (15.29) íàçûâàþò ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåë¼ííîñòåé Áîðà. Ñëåäóåò
ïîíèìàòü, ÷òî â îòëè÷èè îò ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé Ãåéçåíáåðãà (15.28) íå
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé, ïîñêîëüêó ∆t - íå îïåðàòîð.
Äîêàæåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

〈ψn|G|ψn〉 =
1

E − E ′n + i
2
Γn

(15.29)

Äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ĤI ¾ìàëåíüêèì¿, òîãäà (íóëåâîé ïîðÿäîê):〈
ψm

∣∣∣∣ 1

E − Ĥ0 + iε

∣∣∣∣ψn〉 =
δnm

E − En + iε
(15.30)

Ïóñòü òåïåðü Ĥ = Ĥ0 + ĤI , òîãäà ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:〈
ψn

∣∣∣ 1

E−Ĥ0−ĤI+iε

∣∣∣ψn〉 ≡ Gnn ∼ O(1) (15.31)〈
ψm

∣∣∣ 1

E−Ĥ0−ĤI+iε

∣∣∣ψn〉 ≡ Gmn ∼ O(ĤI) (15.32)

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû áóäåì áðàòü èç îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèþ Ãðèíà:(
E − Ĥ0 − ĤI + iε

)
G(E) = 1,(

E − Ĥ0 + iε
)
G(E) = 1 + ĤI ·G(E) (15.33)

Ïîïðîáóåì âîñïðîèçâåñòè Áîðíîâñêèé ðÿä, ïîäåëèâ (15.33) íà
(
E − Ĥ0 + iε

)
, ïî-

ëó÷èì:
G(E) = G0︸︷︷︸

0-é ïîð.

+G0ĤIG0︸ ︷︷ ︸
1-é ïîð.

+G0ĤIG0ĤIG0︸ ︷︷ ︸
2-é ïîð.

+ . . . , (15.34)
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íî íàì íóæíî çàãíàòü ïîïðàâêè â çíàìåíàòåëü ôóíêöèè Ãðèíà, à îíè â ÷èñëèòåëè,
ïîýòîìó íóæíî èñêàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íàïðÿìóþ èç óðàâíåíèÿ (15.33):〈

ψn

∣∣∣∣∣∣
E − Ĥ0︸︷︷︸

=En

+iε

G

∣∣∣∣∣∣ψn
〉

= 〈ψn|1|ψn〉+ 〈ψn|ĤIG|ψn〉 ⇒

⇒ (E0 − En + iε)Gnn = 1 + 〈ψn|ĤIG|ψn〉 (15.35)

Åñëè â ëåâîé îáêëàäêå 〈ψm|:
(E − Em + iε)Gmn = 0 + 〈ψm|ĤIG|ψn〉 (15.36)

Èç (15.35), (15.36) âèäíî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè (15.31), (15.32). Ïðåîáðàçó-
åì (15.35):

(E − En + iε)Gnn = 1 + 〈ψn|ĤI |ψn〉︸ ︷︷ ︸
=E

(1)
n

Gnn +
∑
m 6=n

〈ψn|ĤI |ψm〉Gmn ⇒

⇒

E − (En + E(1)
n )︸ ︷︷ ︸

E′n

+iε

Gnn = 1 +
∑
m 6=n

〈ψn|ĤI |ψm〉︸ ︷︷ ︸
1-é ïîð.

Gmn︸︷︷︸
äî 1-ãî ïîð.

(15.37)

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ |ψn〉 〈ψn| è |ψk〉 〈ψk| ìåæäó ĤI è G â (15.36) ïðåîáðàçó-
åì (15.36), ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò ÷ëåíû äî 1-ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:

(E − Em + iε)Gmn = 0 + 〈ψm|ĤI |ψn〉 ·Gnn +

��
���

���
���

�XXXXXXXXXXXX

∑
k 6=n

〈ψm|ĤI |ψk〉︸ ︷︷ ︸
1-é ïîð.

Gkn︸︷︷︸
1-é ïîð.

(15.38)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì:

Gmn =
1

E − Em + iε
〈ψm|ĤI |ψn〉 ·Gnn (15.39)

Ïîäñòàâèì (15.39) â (15.37):

(E − (En + E(1)
n ) + iε)Gnn = 1 +

∑
m 6=n

∣∣∣ 〈ψm|ĤI |ψn〉
∣∣∣2

E − Em + iε
·Gnn (15.40)

Âñïîìíèì, ÷òî:
1

x+ iε
= V.p.

1

x
− πiδ(x), (15.41)

ãäå πiδ(x) - èíòåãðàë ïî ïîëîâèíå äóãè îêðóæíîñòè (Ñì. ðèñ. 15.6).

−ε ε

πiδ(x)

Ðèñ. 15.6. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
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Òîãäà (15.40) ïðèìåò âèä:

(E − (En + E(1)
n ) + iε)Gnn = 1 +

∑
m6=n

V.p.

∣∣∣ 〈ψm|ĤI |ψn〉
∣∣∣2

E − Em
−

− i

2
· 2π

∑
m 6=n

| 〈ψm|HI |ψn〉|2 δ(E − En) (15.42)
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Ëåêöèÿ 16

Òåîðèÿ ïåðåõîäîâ

Ôóíêöèÿ Ãðèíà è ýâîëþöèÿ ñèñòåìû

Èìååì
〈ψn|G(E)|ψn〉 ≡ Gnn(E) (16.1)

è

(E − (En + E(1)
n ) + iε)Gnn(E) = 1 +

∑
m 6=n

V.p.
1

E − En
·
∣∣∣ 〈ψm|ĤI |ψn〉

∣∣∣2Gnn−

− i

π
2π
∑
m6=n

∣∣∣ 〈ψm|ĤI |ψn〉
∣∣∣2 δ(E − Em) ·Gnn (16.2)

îáîçíà÷èì:

E(2)
n (E) ≡

∑
m6=n

V.p.
1

E − En
·
∣∣∣ 〈ψm|ĤI |ψn〉

∣∣∣2 (16.3)

Γn(E) ≡ 2π
∑
m6=n

∣∣∣ 〈ψm|ĤI |ψn〉
∣∣∣2 δ(E − Em) (16.4)

Òîãäà

(E − (En + E(1)
n ) + iε)Gnn(E) = 1 + E(2)

n (E) ·Gnn −
i

2
Γn(E) ·Gnn, (16.5)

ãäå çàìåòèì, ÷òî

E(2)
n (En) ≡ E(2)

n ïî ñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé (16.6)

Γn(En) ≡ ~ · 1

τn︸ ︷︷ ︸
Γn

ïî íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé (16.7)

Èç (16.5) èìååì

Gnn(E) =
1

E − En − E(1)
n − E(2)

n (E) + i
2
Γn(E)

(16.8)

Ïî ïîðÿäêàì ìàëîñòè:

0 : E = En

1 : E = En + E(1)
n

À äëÿ 2-ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:

2 : E = En + E(1)
n + E(2)

n

(
En +���

���XXXXXXE(1)
n + . . .

)
− i

2
Γn(En +���

���XXXXXXE(1)
n + . . .) =

= En + E(1)
n + E(2)

n︸ ︷︷ ︸
E′n

− i
2

Γn (16.9)
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó ìû íå òðåáîâàëè îãðàíè÷åíèÿ íà ìàëîñòü ãàìèëüòî-
íèàíà ĤI , òî ýêñïîíåíöèàëüíûé âèä çàêîíà ðàñïàäà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà
ìîæíî ïîäòâåðäèòü íà áîëüøåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè îò íà÷àëà ðàñïàäà, ÷åì ñ ïî-
ìîùüþ íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé (Ñì. ðèñ. 16.1). Äàëåå ðàñïàä íà÷èíàåò
ïðèîáðåòàòü ïîëèíîìèàëüíûé õàðàêòåð.

1

t

Ìîæíî îáîñíîâàòü
ïîñðåäñòâîì ÍÒÂ

Ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Ãðèíà

Ðèñ. 16.1. Îáëàñòü îáîñíîâàíèÿ çàêîíà ðàñïàäà ñ ïîìîùüþ ÍÒÂ è ôóíêöèè Ãðèíà

s-ìàòðèöà

Ïóñòü èìååì (êîíñåðâàòèâíóþ) ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ0 + ĤI , ãäå Ĥ0 - èç-

âåñòíûé ãàìèëüòîíèàí, êîòîðûé ìû óìååì ðåøàòü, à ĤI âûçûâàåò ïåðåõîäû. Ñòîèò
çàäà÷à ðàññåÿíèÿ. Ðàññìîòðèì óïðóãîå ïîòåíöèàëüíîå ðàññåÿíèå, êîòîðîå âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì (Ñì. ðèñ. 16.2): áîëüøîé âîëíîâîé ïàêåò (ïðàêòè÷åñêè ïëîñêàÿ
âîëíà) ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì |ψin〉 íàëåòàåò íà ìàëûé ïîòåíöèàë ïîñëå ïðîõîæ-
äåíèÿ êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæå áîëüøîé âîëíîâîé ïàêåò è ðàñõîäÿùóþñÿ
ñôåðè÷åñêóþ âîëíó (|ψout〉).
Äî è ïîñëå ïîòåíöèàëà ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû: Ĥ0; à â ïîòåíöèàëå: Ĥ0 + ĤI , è

ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |ψ+〉. Íàì íóæíî íàéòè îïåðàòîð Ŝ, êîòîðûé ïåðå-

âîäèò ñèñòåìó èç |ψin〉 â |ψout〉. Äëÿ ýòîãî íàéäåì îïåðàòîð Ω̂, êîòîðûé ïåðåâîäèò
ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ |ψ+〉 â ñîñòîÿíèå |ψin〉. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ¾íå ÷óâñòâóåò¿ ãà-
ìèëüòîíèàí ĤI â |ψin〉 è |ψout〉, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, òî ïðè òàêîé

ïîñòàíîâêå çàäà÷è ìû ìîæåì àäèàáàòè÷åñêè âêëþ÷àòü ĤI , òî åñòü ïðåäñòàâèì:

ĤI → ĤI · e−ε|t| (16.10)

Íà÷í¼ì ñ |ψ+〉, â ïðåäñòàâëåíèè Äèðàêà åñëè |ψ(0)〉 = |ψ+〉, òî

|ψÄ.(t)〉 = e+ i
~ Ĥ0te−

i
~ Ĥt |ψ+〉 (16.11)

ïîä÷¼ðêíóòàÿ ÷àñòü èìååò ãëàäêèé ïðåäåë íà ∞, òî åñòü:

|ψÄ.(t)〉|t→−∞ = Ω̂ |ψ+〉 = |ψin〉 (16.12)
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|ψin〉 |ψout〉
|ψ+〉

Ĥ0 Ĥ0

Ĥ0 + ĤI

Ŝ

áîëüøîé ÂÏ
(ïëîñêàÿ âîëíà)

ìàëåíüêèé
ïîòåíöèàë

Ðèñ. 16.2. Èëëþñòðàöèÿ óïðóãîãî ïîòåíöèàëüíîãî ðàññåÿíèÿ

Â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå ïðåäåë åñòü, à äèñêðåòíûé ñïåêòð îñòàíåòñÿ íà äèñêðåò-

íîì óðîâíå, íà íåãî ïîâåñèòñÿ e−
i
~ Ĥ0t, êîòîðàÿ íå áóäåò èìåòü îòíîøåíèÿ ê ýâîëþ-

öèè ñèñòåìû, òî åñòü îïåðàòîð Ω̂ íå ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì, ïîñêîëüêó íå îïðåäåë¼í
íà äèñêðåòíîì ñïåêòðå.
Òåïåðü âìåñòî |ψ+〉 ïîäñòàâèì ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà â

íåïðåðûâíîì ñïåêòðå:
(Ĥ0 + ĤI) |ψ+〉 = E |ψ+〉 (16.13)

è áóäåì èñêàòü |ψin〉 è |ψout〉 äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ. Íàéä¼ì Ω̂:

i~
∂

∂t
|ψÄ.(t)〉 = ĤIÄ.(t) |ψÄ.(t)〉 ⇒ |ψÄ.(t)〉 = |ψ(0)〉+

1

i~

t∫
0

dt e
i
~ Ĥ0tĤI · e−ε|t|·

·����e−
i
~ Ĥ0t ·���e

i
~ Ĥ0t e−

i
~ Ĥt |ψ(0)〉︸ ︷︷ ︸
e−

i
~Et|ψ+〉

= |ψ(0)〉+
1

i~

t∫
0

dt e
i
~ Ĥ0t · ĤI · e−ε|t| · e−

i
~Et |ψ(0)〉 =

= |ψ+〉+
1

i~

t∫
0

dt e
i
~ Ĥ0t− i

~Et+εt · ĤI · |ψ+〉 ⇒

⇒ |ψÄ.(t→ −∞)〉 = |ψ+〉+ 0− 1

i~
· 1

ε+ i
~Ĥ0 − i

~E
· ĤI |ψ+〉 =

= |ψ+〉 −
1

E − Ĥ0 + iε︸ ︷︷ ︸
G0(E)

ĤI |ψ+〉 = |ψin〉 = Ω̂ |ψ+〉 (16.14)
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Îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ëèïïìàíà-Øâèíãåðà:

|ψ+〉 = |ψin〉+G0ĤI |ψ+〉 (16.15)

Â áîëåå ïðèâû÷íîì âèäå:

ψ(x) = ψ0(x)︸ ︷︷ ︸
=eikx

+

∫
dy

[
G0(x, y) · 2m

~2

]
V (y)ψ(y) (16.16)

Àíàëîãè÷íî (16.14) äëÿ |ψout〉 íàéä¼ì:

|ψout〉 = |ψ+〉 −
1

E − Ĥ0 − iε︸ ︷︷ ︸
G+

0 (E)

ĤI |ψ+〉 (16.17)

Íàéä¼ì óðàâíåíèÿ äëÿ |ψin〉 è |ψout〉 è èñêëþ÷èì èç íèõ |ψ+〉. Äîìíîæèì (16.14), (16.17)
íà (E − Ĥ0), òîãäà:

(E − Ĥ0) |ψout〉 = (E − Ĥ0) |ψ+〉 − ĤI |ψ+〉 = (E − Ĥ0 − ĤI) |ψ+〉 = 0 (16.18)

òî åñòü ýíåðãèÿ Eout ñîñòîÿíèÿ |ψout〉 ñ íåâîçìóù¼ííûì ãàìèëüòîíèàíîì ðàâíà ýíåð-
ãèè E ñîñòîÿíèÿ |ψ+〉 ñ âîçìóù¼ííûì ãàìèëüòîíèàíîì, è íàîáîðîò. Òîãäà:

E = Eout = Ein (16.19)

Èìååì:
|ψout〉 = |ψ+〉 −G+

0 ĤI |ψ+〉 (16.20)

|ψin〉 = |ψ+〉 −G0ĤI |ψ+〉 (16.21)

Âû÷òåì (16.21) èç (16.20):

|ψout〉 − |ψin〉 = (G0 −G+
0 )ĤI |ψ+〉 (16.22)

Íàïèøåì äëÿ |ψ+〉 áîðíîâñêèé ðÿä:

|ψ+〉 = |ψin〉+G0ĤI |ψ+〉 = |ψin〉+G0ĤI |ψin〉+G0ĤIG0ĤI |ψin〉+
+G0ĤIG0ĤIG0ĤI |ψin〉+ . . . (16.23)

Ìîæíî âûíåñòè ñïðàâà ĤI |ψin〉, òîãäà ñëåâà áóäåò áîðíîâñêèé ðÿä äëÿ G0:

G0 +G0ĤIG0 +G0ĤIG0ĤIG0 + . . . = G, (16.24)

íî ýòî íàì íè÷åãî íå äàñò. Ëó÷øå â (16.23) âûíåñòè |ψin〉 ñïðàâà çà ñêîáêó è G0

ñëåâà çà ñêîáêó, òîãäà â ñêîáêàõ îñòàíåòñÿ:

ĤI + ĤIG0ĤI + ĤIG0ĤIG0ĤI + . . . = T (16.25)
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Çàìåòèì, ñðàâíèâàÿ (16.23) è (16.25), ÷òî

ĤI |ψ+〉 ≡ T |ψin〉 (16.26)

Ïîäñòàâèâ (16.26) â (16.22), ïîëó÷èì

|ψout〉 − |ψin〉 = (G0 −G+
0 )T |ψin〉 (16.27)

Âñïîìíèì, ÷òî
1

x± iε = V.p.
1

x
∓ πiδ(x) (16.28)

Òîãäà ïðè t→ ±∞

G0 −G+
0 =

1

E − Ĥ0 + iε
− 1

E − Ĥ0 − iε
= −2πiδ(E − Ĥ0) (16.29)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

|ψout〉 = Ŝ |ψin〉 = |ψin〉 − 2πiδ(Ein − Ĥ0)T |ψin〉 (16.30)

Íàéä¼ì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû S-ìàòðèöû. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå |ψin〉 áàçèñíûé âåê-
òîð |ψa〉 ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0 è äîìíîæèì (16.30) ñëåâà íà äðóãîé åãî áàçèñíûé âåêòîð
〈ψb|, òîãäà

Sba = 〈ψb|ψa〉︸ ︷︷ ︸
δab

−2πi

〈
ψb

∣∣∣∣∣∣∣δ
Ea − Ĥ0︸︷︷︸

Eb

T

∣∣∣∣∣∣∣ψa
〉
⇒ Sba = δba − 2πiTbaδ(Eb − Ea)

(16.31)
Ñäåëàåì íåêîòîðûå âûâîäû:

1) Îïåðàòîð T :

T = ĤI + ĤIG0ĤI + ĤIG0ĤIG0ĤI + . . . (16.32)

ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì òîëüêî â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîñêîëüêó
âî âòîðîì ïîðÿäêå â íåãî âõîäèò G0, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå íå ýðìèòîâà.

2) Îïåðàòîð Ω̂ íå óíèòàðíûé, ïîñêîëüêó íå îïðåäåë¼í äëÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà,

à â |ψ+〉 ñïåêòð äèñêðåòíûé, íî Ω̂ ñîõðàíÿåò íîðìó, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ïðåäå-

ëîì óíèòàðíîãî îïåðàòîðà. Íî îïåðàòîð Ŝ îïðåäåë¼í äëÿ ëþáîãî âåêòîðà â
|ψin〉 (íåïðåðûâíûé ñïåêòð) (Ñì. ðèñ. 16.3), è áîëüøèíñòâå çàäà÷ S-ìàòðèöà
ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé.

Ïîëó÷èì çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè âíå ðàìîê òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïóñòü b 6= a,
òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà:

Pa→b ≡ |Sba|2 = 4π2 |Tba|2 · δ(Eb − Ea) · δ(Eb − Ea)︸ ︷︷ ︸
δ(0)

, (16.33)
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ψin ψ+ ψout

Ω̂

Ŝ

íå óíèòàðíûé

Ðèñ. 16.3. Ñõåìà äåéñòâèé îïåðàòîðîâ Ω̂ è Ŝ

ãäå âòîðàÿ äåëüòà - ýòî äåëüòà îò íóëÿ ñ ó÷¼òîì ïåðâîé äåëüòû. Íàéä¼ì ¾δ(0)¿. Äëÿ
δ(E) èìååì:

+∞∫
−∞

dt e−
i
~Et = 2π~δ(E) (16.34)

Ïóñòü E = 0, òîãäà (16.34) ïðèìåò âèä:

+∞∫
−∞

dt · 1

︸ ︷︷ ︸
=T

= 2π~δ(0), (16.35)

ãäå T - ýòî âðåìÿ íàáëþäåíèÿ. Ïîäñòàâèâ ¾δ(0)¿ èç (16.35) â (16.33), ïîëó÷èì:

Pa→b ≡ |Sba|2 = 4π2 |Tba|2 · δ(Eb − Ea) ·
T

2π~
(16.36)

Ðàçäåëèì (16.36) íà T , òîãäà ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòü â åäèíèöó âðåìåíè. Òî åñòü:

va→b =
Pa→b
T

=
2π

~
|Tba|2 δ(Eb − Ea) (16.37)

Òîãäà ñêîðîñòü ðàñïàäà a-ãî ñîñòîÿíèÿ:

va ≡
1

τa
=

2π

~
∑
b 6=a

| 〈ψb|T |ψa〉|2 · δ(Eb − Ea) (16.38)

Òåïåðü èç (16.38) ÿâíî âèäíî, ÷òî åñëè 〈ψb|ĤI |ψa〉 = 0, òî ïåðåõîä âñ¼ ðàâíî ìîæåò

áûòü, åñëè, íàïðèìåð, 〈ψb|ĤIG0ĤI |ψa〉 6= 0.

Îïòè÷åñêàÿ òåîðåìà â òåîðèè ïåðåõîäîâ

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ âåðîÿòíîñòè:

Ŝ+Ŝ = 1, (16.39)
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òî åñòü ∑
b

|Sba|2 = 1 (16.40)

(äëÿ ïàäåíèÿ íà öåíòð ýòî íåâåðíî). Ïîäñòàâèì (16.31) â (16.40), âûäåëèâ îòäåëüíîå
ñëàãàåìîå ñ b = a:

|1− 2πiTaaδ(Ea − Ea)|2 +
∑
b6=a

|2πiTbaδ(Eb − Ea)|2 = 1 =

= �1−��HH2πiTaaHHHδ(0) +��HH2πiT ∗aa
HHHδ(0) +��

�*2π
��HH4π2 |Taa|2 δA2(0)+

+��
�*2π

��HH4π2
∑
b 6=a

|Tba|2 δ(Eb − Ea)HHHδ(0) = �1⇒

⇒ 2π
∑
b

|Tba|2 δ(Eb − Ea) = iTaa − iT ∗aa ≡ −2i Im {Taa} =

= Γa = −2i Im {Taa} (16.41)
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Ëåêöèÿ 17

Òåîðèÿ ïåðåõîäîâ

Îïòè÷åñêàÿ òåîðåìà â òåîðèè ïåðåõîäîâ

Ïîëó÷èëè:
− 2 Im {Taa} = Γa (17.1)

Â ïåðâîì áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ èìååì:

f (1) = · · ·
∫
eiq·xV (x) dx, (17.2)

ãäå q = k − k′; k - âîëíîâîé âåêòîð íàëåòàþùåé âîëíû, k
′
- âîëíîâîé âåêòîð ðàññå-

ÿííîé âîëíû. Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ:

σtot. =

∫
dΩ
∣∣f (1)

∣∣2 (17.3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äëÿ ãàììû áûë:∑
b

∣∣∣ 〈ψb|ĤI |ψa〉
∣∣∣2 · δ(. . . ), (17.4)

ãäå ψa - ýòî in-ñîñòîÿíèå |ψa〉 = eik·x, ĤI - ýòî ïîòåíöèàë V (x), à ψb - ðàññåÿííàÿ

âîëíà 〈ψb| = e−ik
′·x. Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü (17.1) ñîäåðæèò èíòåãðàë:∫

eiq·xV (x) dx (17.5)

Â îïòè÷åñêîé òåîðåìå ôèãóðèðóåò àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ âïåð¼ä, òî åñòü
θ = 0; k

′
= k. Ó÷èòûâàÿ (17.4), (17.5), ïîíèìàåì, ÷òî óñëîâèå k

′
= k - ýòî óñëî-

âèå äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà T . Òî åñòü, â ëåâîé ÷àñòè (17.1) ñòîèò ìíèìàÿ ÷àñòü
àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ âïåð¼ä.
Òåïåðü âñïîìíèì, ÷òî ãàììà - ýòî ïðîèçâåäåíèå ïîñòîÿííîé Ïëàíêà íà îáðàòíîå

âðåìÿ æèçíè, òî åñòü íà ÷èñëî ÷àñòèö, ðàññåÿííûõ â åäèíèöó âðåìåíè:

Γa =
~
τa
, (17.6)

ãäå τa - âðåìÿ æèçíè óðîâíÿ.
×òîáû ïîëó÷èòü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íóæíî îòíîðìèðîâàòü íà åäèíèöó ïîòîê íà-

ëåòàþùèõ ÷àñòèö. Òàêèì îáðàçîì, âèäèì, ÷òî (17.1) êàê ðàç îçíà÷àåò, ÷òî ñå÷åíèå
ðàññåÿíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìíèìóþ ÷àñòü àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ âïåð¼ä.
Âñïîìíèì, ÷òî

T = ĤI + ĤIG0ĤI + . . . , (17.7)

ãäå G0 áåð¼òñÿ ïðè ýíåðãèè, îäèíàêîâîé êàê ïðè −∞, òàê è ïðè íóëå ïî âðåìåíè
(êîãäà âîëíîâîé ïàêåò íàõîäèòñÿ íà ïîòåíöèàëå), òàê è ïîñëå ðàññåÿíèÿ íà +∞, òî

136

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÒÅÎÐÈß. ×ÀÑÒÜ 2 •
ÑÈËÀÅÂ Ï�ÒÐ ÊÎÍÑÒÀÍÒÈÍÎÂÈ×

0

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

åñòü ñèñòåìà âåä¼ò ñåáÿ, êàê êîíñåðâàòèâíàÿ. ×òî òàêîå äèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé
ýëåìåíò Taa â ïåðâîì ïîðÿäêå:

Taa = 〈ψa|ĤI |ψa〉 , (17.8)

íî (17.8) íå ÿâëÿåòñÿ ïîïðàâêîé ê ýíåðãèè, ïîñêîëüêó ψa - èìååò íåïðåðûâíûé
ñïåêòð, à ïðè âíåñåíèè â ñèñòåìó ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì ãàìèëüòîíèàíà âîçìóùå-
íèÿ, ó íå¼ íå ñäâèãàåòñÿ ýíåðãèÿ, à ïðè òîé æå ýíåðãèè ïðîèñõîäèò óïðóãîå ïîòåí-
öèàëüíîå ðàññåÿíèå. Îäíàêî åñëè ïðåâðàòèòü íåïðåðûâíûé ñïåêòð ψa â äèñêðåòíûé
èçâåñòíûìè íàì ìåòîäàìè, òî (17.8) ñòàíåò ïîïðàâêîé ê ýíåðãèè. Âñïîìíèì, ÷òî ïðè
ïåðåõîäàõ ÷òî-òî ïîõîæåå íà ýíåðãèþ (à èìåííî ïîëþñ ôóíêöèè Ãðèíà) ñäâèãàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

En → E ′n −
i

2
Γn (17.9)

Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî åñëè ñ÷èòàòü Taa ïîïðàâêîé ê ýíåðãèè (÷òî íå òàê), òî ñî-
ãëàñíî (17.1) ýòà ïîïðàâêà èìååò (êàê è â (17.9)) ìíèìóþ ÷àñòü, ðàâíóþ − i

2
Γa.

Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå

Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå - ýòî ñïîñîá îïèñàíèÿ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö,
à òàêæå ñèñòåì, ó êîòîðûõ ÷èñëî ÷àñòèö íåèçâåñòíî.
Ïðåäûäóùèå ìåòîäû íå ïîìîãàþò îïèñûâàòü òàêèå ñèñòåìû, ïîñêîëüêó íå èìåþò

îïåðàòîðîâ, ïåðåâîäÿùèõ îäíî÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå â äâóõ÷àñòè÷íîå:

ψ(x)→ ψ(x, y) (17.10)

è íàîáîðîò.
Åñòü òðè ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ:

1) Ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ÷èñëà çàïîëíåíèÿ

2) Ââåäåíèå îïåðàòîðîâ ÷èñëà ÷àñòèö

3) Àêñèîìàòè÷åñêèé

Àêñèîìàòè÷åñêèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

Ïóñòü åñòü îäíî÷àñòè÷íàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è â íåé åñòü êàêîé-òî áàçèñ ψn(x).
Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ýòîãî áàçèñà îïåðàòîðû ân, â

+
n , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

ýðìèòîâî ñîïðÿæ¼ííûìè:

ân = (â+
n )+

â+
n = (ân)+

Äëÿ íèõ ïîñòóëèðóåì ñëåäóþùèå êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ.
Äëÿ áîçîíîâ:

[ân, â
+
m]− = δnm (17.11)

[ân, âm]− = 0 (17.12)

[â+
n , â

+
m]− = 0 (17.13)
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Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ áåñêîíå÷íîìåðíîìó ãàðìîíè-
÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó, äëÿ êîòîðîãî â+

n , ân - îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ
äâèæåíèÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé îñè.
Äëÿ ôåðìèîíîâ:

[ân, â
+
m]+ = δnm (17.14)

[ân, âm]+ = 0 (17.15)

[â+
n , â

+
m]+ = 0 (17.16)

Ìèíóñ ó êâàäðàòíûõ ñêîáîê îáîçíà÷àåò êîììóòàòîð:[
Â, B̂

]
−

= ÂB̂ − B̂Â, (17.17)

à ïëþñ - àíòèêîììóòàòîð: [
Â, B̂

]
+

= ÂB̂ + B̂Â (17.18)

Âàêóóì îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ñîñòîÿíèå |0〉, äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîì n âûïîëíÿåòñÿ:

ân |0〉 = 0; (17.19)

óñëîâèå íîðìèðîâêè:
〈0|0〉 = 1 (17.20)

Âàêóóì îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ÷àñòèö.
Äàëåå ñòðîÿòñÿ âîçáóæä¼ííûå ñîñòîÿíèÿ:

â+
n |0〉 = |n〉 , (17.21)

ãäå |n〉 - ýòî îäíà ÷àñòèöà â ñîñòîÿíèè |ψn〉.
Òàêèì îáðàçîì, â+

n - îïåðàòîð, êîòîðûé ðîæäàåò ÷àñòèöû (îïåðàòîð ðîæäåíèÿ),
ân - îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ.
Íàéä¼ì äåéñòâèå îïåðàòîðà âm íà ñîñòîÿíèå |n〉, ó÷èòûâàÿ (17.11), (17.14) (17.17), (17.18),

ïîëó÷èì:
âm |n〉 = âmâ

+
n |0〉 = (δnm ±��

�â+
n âm) |0〉 = δnm |0〉 (17.22)

Òî åñòü âm - îïåðàòîð, êîòîðûé (ïðè m = n) óíè÷òîæàåò ÷àñòèöó è ïåðåâîäèò
ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå âàêóóìà. Åñëè m 6= n, òî îí òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.
Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ìîæåì ïîñòðîèòü ñîñòîÿíèå ñ íåèçâåñòíûì

÷èñëîì ÷àñòèö, íàïðèìåð:
1√
2
|0〉+

1√
2
|n〉 (17.23)

Îïðåäåëåíèå
Îäíî÷àñòè÷íûì ñîñòîÿíèåì íàçûâàåòñÿ ëþáîå ñîñòîÿíèå, ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé áàçèñíûõ âåêòîðîâ (|n〉) â ïîäïðîñòðàíñòâå îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé:

|χ〉 =
∑
n

cn |n〉 =
∑
n

cnâ
+
n |0〉 (17.24)
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Îïðåäåëèì îïåðàòîð âîëíîâîé ôóíêöèè:

ψ̂(x) ≡
∑
n

ψn(x)ân (17.25)

ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî âåðíóòüñÿ â îáû÷íóþ êâàíòîâóþ ìåõàíèêó. Äëÿ ýòîãî ïî-
ñòðîèì êîíñòðóêöèþ:

χ(x) =
1√
1!
〈0|ψ̂(x)|χ〉 =

〈
0

∣∣∣∣∣∑
m

ψm(x)âm
∑
n

cnâ
+
n

∣∣∣∣∣ 0
〉

=

=
∑
n,m

ψm(x)cn 〈0| âmâ+
n |0〉︸ ︷︷ ︸

δnm|0〉

⇒ χ(x) =
∑
n

cnψn(x) (17.26)

âûðàæåíèå (17.26) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ.

Ðàçëè÷èå áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ âî âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè

Ðàññìîòðèì äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå äâóõ òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîíîâ:

â+
n â

+
m |0〉 = |nm〉 (17.27)

Èç (17.16), (17.18) ñëåäóåò, ÷òî[
â+
n , â

+
m

]
+

= â+
n â

+
m + â+

mâ
+
n = 0 (17.28)

Òîãäà åñëè m = n, òî
â+
n â

+
n = 0; (17.29)

à åñëè m 6= n, òî
â+
n â

+
m = −â+

mâ
+
n (17.30)

Âûðàæåíèå (17.29) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèíöèï Ïàóëè, à (17.30) îáîçíà÷àåò ïîë-
íóþ àíòèñèììåòðè÷íîñòü âîëíîâûõ ôóíêöèé ôåðìèîíîâ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíî-
âîê ÷àñòèö.
Â ñëó÷àå áîçîíîâ äâå ÷àñòèöû ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì è òîì æå ñîñòîÿíèè:

(â+
n )2

√
2!
|0〉

èëè k ÷àñòèö ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì ñîñòîÿíèè:

(â+
n )k√
k!
|0〉

.
Àíàëîãè÷íî (17.26) ìîæíî âåðíóòüñÿ ê íîðìàëüíîé äâóõ÷àñòè÷íîé êâàíòîâîé ìå-

õàíèêå äâóõ òîæäåñòâåííûé ôåðìèîíîâ:

|nm〉 = − |mn〉 (17.31)
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Ïðîèçâîëüíîå äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå äâóõ ôåðìèîíîâ èìååò âèä:

|χ〉 ≡
∑
n<m

cnm |nm〉 (17.32)

Òîãäà íîðìàëüíàÿ äâóõ÷àñòè÷íàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ (17.32) èìååò âèä:

χ(x, y) =
1√
2!
〈0|ψ̂(x)ψ̂(y)|χ〉 (17.33)

Äëÿ ýêîíîìèè âðåìåíè ïðîâåä¼ì âûêëàäêó íå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (17.32),
ÿ äëÿ áàçèñíîãî âåêòîðà (17.31):

χ(x, y) =
1√
2!

〈
0

∣∣∣∣∣∑
k

ψk(x)âk ·
∑
l

ψl(y)âlâ
+
n â

+
m

∣∣∣∣∣ 0
〉

(17.34)

âûíåñÿ ñóììû è ÷èñëîâûå êîýôôèöèåíòû è ïîìåíÿâ ìåñòàìè âl è â
+
n ñ ïîìîùüþ (17.14), (17.18)

ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

〈0|âk(δln − â+
n âl)â

+
m|0〉 (17.35)

Èç (17.22) ïîìíèì, ÷òî:
âmâ

+
n |0〉 = δnm |0〉 , (17.36)

êîìïëåêñíî ñîïðÿãàÿ (17.36), âèäèì, ÷òî:

〈0| ânâ+
m = δnm 〈0| (17.37)

Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ (17.36), (17.37) âûðàæåíèå (17.35) ïðèíèìàåò âèä

δln · δkm − 〈0| âkâ+
n︸ ︷︷ ︸

δkn

âlâ
+
m |0〉︸ ︷︷ ︸
δlm

, (17.38)

òî åñòü (17.34) ñòàíåò:

χ(x, y) =
1√
2

(ψm(x)ψn(y)− ψn(x)ψm(y)) (17.39)

Âûðàæåíèå (17.39) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàçèñíûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿ-
íèé äâóõ òîæäåñòâåííûõ ôåðìèîíîâ.
Çàìå÷àíèå

1) Ëàçåðà èç ôåðìèîíîâ íå áûâàåò èç-çà ïðèíöèïà Ïàóëè. Ïóñòü åñòü ñîñòîÿíèå,
äëÿ êîòîðîãî óñðåäíåíèå îïåðàòîðà ân äà¼ò êàêîå-òî ÷èñëî:

〈?|ân|?〉 = c

Òîãäà äëÿ äâóõ òàêèõ ñîñòîÿíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óñðåäíåíèé äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ áîçîíîâ íèêàêèõ ïðîòèâîðå-
÷èé íå âîçíèêàåò:

ân︸︷︷︸
c

âm︸︷︷︸
c′

−︸︷︷︸
−

âm︸︷︷︸
c′

ân︸︷︷︸
c

=︸︷︷︸
=

0︸︷︷︸
0
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, íî â ñëó÷àå ôåðìèîíîâ ÷èñëà íå ìîãóò èì óäîâëåòâîðèòü:

ân︸︷︷︸
c

âm︸︷︷︸
c′

+︸︷︷︸
+

âm︸︷︷︸
c′

ân︸︷︷︸
c

=︸︷︷︸
=

0︸︷︷︸
0

, ïîñêîëüêó êëàññè÷åñêèé ïðåäåë äëÿ ôåðìèîíîâ - âûðàæàåòñÿ â ãðàññìàíîâûõ
÷èñëàõ.

2) Ó îïåðàòîðà âîëíîâîé ôóíêöèè åñòü ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Âîçüì¼ì ýð-
ìèòîâî ñîïðÿæåíèå äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà:

ψ̂+(x) =
∑
n

ψ∗n(x) · â+
n (17.40)

Òåïåðü âîçüì¼ì ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ψ̂+(x0)
íà âàêóóì:

|ξ〉 ≡ ψ̂+(x0) |0〉 =
∑
n

ψ∗n(x0)â+
n |0〉 (17.41)

Íàéä¼ì îáû÷íóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîñòîÿíèþ (17.41):

〈0|ψ̂(x)|ξ〉 =

〈
0

∣∣∣∣∣∑
m

ψm(x)âm
∑
n

ψ∗(x0)â+
n

∣∣∣∣∣ 0
〉

=

=
∑
n

ψn(x)ψ∗n(x0) = δ(x− x0) (17.42)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ÿâíî âèäèì, ÷òî îïåðàòîð ψ̂+(x0) ðîæäàåò ÷àñòèöó â òî÷êå
x0.

Ñîñòàâèì òàáëèöó ñ áàçèñàìè â ïîäïðîñòðàíñòâàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíîìó ÷èñ-
ëó ÷àñòèö ñèñòåìû:

×èñëî ÷àñòèö âåêòîð (17.43)

0 |0〉
1 â+

n |0〉
2 â+

n â
+
m |0〉

3 â+
n â

+
mâ

+
l |0〉

. . . . . .

Òàáëèöà (17.43) - ýòî áàçèñ â ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, à ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð â í¼ì - èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, òî åñòü ñîñòîÿíèå ñ íåîïðåäåë¼ííûì ÷èñëîì
÷àñòèö.
Ñîñòàâèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð â ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå â îáùåì âèäå. Îïå-

ðàòîð â+
1 , äåéñòâóÿ íà âàêóóì, ñîçäà¼ò ÷àñòèöó â ñîñòîÿíèè |ψ1〉. Ñòåïåíü ýòîãî

îïåðàòîðà áóäåò ðàâíà ÷èñëó ÷àñòèö â òàêîì ñîñòîÿíèè ó äàííîãî âåêòîðà (äëÿ
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ôåðìèîíîâ, î÷åâèäíà, ñòåïåòü áóäåò ðàâíà ëèáî 0, ëèáî 1). Òîãäà ïðîèçâîëüíîå ñî-
ñòîÿíèå (ïðîèçâîëüíûé âåêòîð) â ôîêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ ó÷¼òîì íîðìèðîâêè
ìîæíî çàïèñàòü, êàê:

(â+
1 )n1

√
n1!
· (â+

2 )n2

√
n2!
· (â+

3 )n3

√
n3!
· · · · · |0〉 , (17.44)

ãäå n1, n2, . . . äëÿ ôåðìèîíîâ ðàâíû 0; 1, à äëÿ áîçîíîâ 0; 1; 2; . . . .
Çíà÷èò áàçèñíûé âåêòîð - ýòî ñòîëá:

n1

n2

...

 (17.45)

Âûðàæåíèå (17.45) íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ. Ïðè ïîñòðîå-
íèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ 1-ì ñïîñîáîì, ñòàðòóþò ñ âûðàæåíèÿ (17.45).

Ââåäåíèå îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö

Ïðè äàííîì ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ íà÷èíàþò ñ ââåäåíèÿ îïåðàòîðà:

N̂k ≡ â+
k âk (17.46)

Äëÿ áîçîíîâ îïåðàòîð (17.46) ïîêàçûâàåò íîìåð óðîâíà, òî åñòü ÷èñëî ÷àñòèö â k-ì
ñîñòîÿíèè.
Äëÿ ôåðìèîíîâ îïåðàòîðû âm, â

+
m - ýòî ñäâèãîâûå îïåðàòîðû äëÿ íàáëþäàåìîé (17.46),

óáåäèìñÿ â ýòîì (m 6= k):[
âm, N̂k

]
= âmâ

+
k âk − â+

k âkâm = −â+
k âmâk − â+

k âkâm =

=���
���XXXXXX(−1)(−1)â+

k âkâm − â+
k âkâm = 0 (17.47)

Äëÿ m = k: [
âk, N̂k

]
= âkâ

+
k âk − â+

k��
�HHHâkâk = âk − â+

k��
�HHHâkâk = âk (17.48)

Â èòîãå ïîëó÷èì: [
N̂k, âk

]
= −âk (17.49)[

N̂k, â
+
k

]
= â+

k (17.50)

Âñïîìíèì äîêàçàííóþ íàìè òåîðåìó: åñëè äëÿ íàáëþäàåìîé Â êîììóòàòîð ñ
íåêîòîðûìè îïåðàòîðàìè Ŝ, Ŝ+ òàêîâû, ÷òî:[

Â, Ŝ
]

= ∆ · Ŝ (17.51)[
Â, Ŝ+

]
= −∆ · Ŝ+, (17.52)
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òî îïåðàòîð Ŝ ñäâèãàåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé Â íà ∆, à îïåðàòîð Ŝ+

ñäâèãàåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Â íà −∆.
Ñ ó÷¼òîì ýòîé òåîðåìû ïîíÿòíî, ÷òî âk óìåíüøàåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ N̂k íà

1, à îïåðàòîð â+
k óâåëè÷èâàåò èõ íà 1.

Äîáàâèì ê âûøå ñêàçàííîìó, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà N̂k íà âàêóóì äà¼ò òîæäå-
ñòâåííûé íóëü:

N̂k |0〉 ≡ 0 (17.53)

Òàêèì îáðàçîì, N̂k - ýòî ÷èñëî ÷àñòèö â k-ì ñîñòîÿíèè.
Îïðåäåëèì îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå:

N̂ =
∑
k

N̂k (17.54)

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü íàáëþäàåìûå âî âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè.
Îäíî÷àñòè÷íûé îïåðàòîð - ýòî îïåðàòîð, êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê îäíîé ÷àñòèöå:

p̂2

2m
; l̂; V̂ (x); x̂; . . .
Âî âòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè îäíî÷àñòè÷íûé îïåðàòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäó-

þùóþ êîíñòðóêöèþ:

V̂ =

∫
dx ψ̂+(x)V̂ (x)ψ̂(x) (17.55)

Óáåäèìñÿ â ýòîì íà ïðèìåðå îäíî÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ.
Ïóñòü åñòü ñîñòîÿíèå |n〉 è ñîñòîÿíèå |m〉. Íàéä¼ì ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðè÷íûé

ýëåìåíò äëÿ îïåðàòîðà (17.55):

〈n|V̂ |m〉 =

〈
n

∣∣∣∣∣
∫
dx
∑
k

ψ∗k(x)â+
k · V (x)

∑
l

ψl(x)âl

∣∣∣∣∣m
〉

(17.56)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå: ∫
dxψ∗k · V (x) · ψl(x) ≡ Vkl (17.57)

Ñ ó÷¼òîì (17.57) âûðàæåíèå (17.56) ïðèìåò âèä:

〈n|V̂ |m〉 =

〈
n

∣∣∣∣∣∑
k,l

Vklâ
+
k âl

∣∣∣∣∣m
〉

=
∑
k,l

〈0|δnkVklδlm|0〉 = Vnm (17.58)
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Ëåêöèÿ 18

Âòîðè÷íîå êâàíòîâàíèå

Èòàê

V̂ =

∫
dxψ̂+(x)V (x)ψ̂(x) =

∑
m,n

Vmnâ
+
mân (18.1)

Îïåðàòîð V̂ ðàáîòàåò äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå. Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé
îïåðàòîð âìåñòî V (x) â (18.1) (åãî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû: δmn):

1→ N̂ =

∫
dxψ̂+(x)ψ̂(x) =

∑
n

â+
n ân =

∑
n

N̂n, (18.2)

òî åñòü N̂ - ýòî îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö.
Ïóñòü ψn - áàçèñ îäíî÷àñòè÷íîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, òî åñòü ñîáñòâåííàÿ

ôóíêöèÿ ãàìèëüòîíèàíà, òîãäà

Ĥψn(x) = Enψn(x)⇒ Hmn = Enδmn ⇒ Ĥ =
∑
n

Enâ
+
n ân =

∑
n

En · N̂n (18.3)

Ïîëó÷àåì îïåðàòîð ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö:

N̂(x) = ψ̂+(x)ψ̂(x) (18.4)

Òî åñòü ÷èñëî ÷àñòèö â îáú¼ìå V :

NV =

∫
V

dxψ̂+(x)ψ̂(x) (18.5)

Äâóõ÷àñòè÷íûé îïåðàòîð - ýòî îïåðàòîð, êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê äâóì ÷àñòèöàì.
Íàïðèìåð, ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ W (x, y):

Ŵ =
1

2

∫
dxdyψ̂+(x)ψ̂+(y) ·W (x, y) · ψ̂(y)ψ̂(x) ∼

∑
k,l,m,n

Wklmnâ
+
k â

+
l âmân (18.6)

Îïåðàòîð (18.6) ðàáîòàåò â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè (Ñì. ðèñ. 18.1).
Ïîñêîëüêó îïåðàòîð (18.6) - äâóõ÷àñòè÷íûé, òî î÷åâèäíî:

〈n|Ŵ |m〉 = 0 (18.7)

Òàê ÷òî êóëîíîâñêîå è îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå - ýòî:

〈mn|Ŵ |mn〉 (18.8)

Ðàññìîòðèì îáû÷íûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè |0〉, â êî-
òîðîì åñòü ìàëàÿ íåëèíåéíîñòü αx4 (Ñì. ðèñ. 18.2). Ïîïðàâêó ìîæíî íàéòè ÷åðåç
òåîðèþ âîçìóùåíèé.
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k l

n m

Wklmn

p

n

k

m

l

Wkpn Wlpn

Ðèñ. 18.1. Ñëåâà - íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ðàññåÿíèÿ; ñïðàâà - ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

íåëèíåéíîñòü

ïîòåíöèàë

e
− x2

2x2
0

Ðèñ. 18.2. Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ñ íåëèíåéíîñòüþ

Íî ëó÷øå íàéòè ðåøåíèå âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ïî ξ:

(
e
− x2

2ξ2

)
.

Íàéä¼ì, ÷òî îçíà÷àåò èçìåíåíèå øèðèíû Ãàóññîâñêîãî ïàêåòà äëÿ â è â+ (îáû÷-
íûå îïåðàòîðû).
Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ äðóãîé øèðèíîé - ýòî èõ ëè-

íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ: ̂̃a ≡ uâ+ vâ+; ̂̃a+
= u∗â+ + v∗â (18.9)

Èõ êîììóòàòîð: [̂̃a, ̂̃a+
]

= 1 (18.10)

Ïðàâèëüíîå íóëåâîå ïðèáëèæåíèå â ýòîé çàäà÷å:̂̃a |0〉 = 0 (18.11)

Èìååì:
x4 =

(
â+ â+

)4
(18.12)

Åñëè ãàìèëüòîíèàí:
Ĥ0 =

∑
n

Enâ
+
n ân (18.13)
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è ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå: ∑
Wklmnâ

+
k â

+
l âmân (18.14)

Ïåðåêîøåííûå îïåðàòîðû:

̂̃an =
∑
m

unmâm + vnmâ
+
m (18.15)

Íàñòîÿùèé âàêóóì äëÿ äàííîé ñèñòåìû:

̂̃an |0〉 = 0, (18.16)

ãäå |0〉 îòíîñèòåëüíî ñòàðûõ îïåðàòîðîâ - ýòî ñîñòîÿíèå ñ íåîïðåäåë¼ííûì ÷èñëîì
÷àñòèö.

Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ïî àíàëîãèè ñ ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì. Çàäà÷à. Ïîñòðîèòü êâàíòîâûé îáú-
åêò, êëàññè÷åñêèì ïðåäåëîì êîòîðîãî áóäåò ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Äëÿ ãàðìîíè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

x̂Ã.(t) =
x0√

2

âe−iωt︸ ︷︷ ︸
âÃ.(t)

+ â+eiωt︸ ︷︷ ︸
â+
Ã.

(t)

 ; (18.17)

p̂Ã.(t) =
p0√
2i

(
âe−iωt + â+eiωt

)
= m̂̇xÃ.(t) (18.18)

Ãàìèëüòîíèàí:

Ĥ = ~ω

â+
Ã.(t)âÃ.(t)︸ ︷︷ ︸

â+â

+
1

2

 , (18.19)

ãäå

[â, â+] = 1

x2
0 = ~√

km
;

p2
0 = ~

√
km

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ïîëó÷àåì:
p2

2m
+
kx2

2
→ ~ω (18.20)

Ïîëó÷èì êëàññè÷åñêèé ïðåäåë. Ïîñòðîèì êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå:

|α〉 = e−
αα∗

2 eαâ
+ |0〉 (18.21)

Âñïîìíèì, ÷òî â+ ñîáèðàåòñÿ èç x è p, à îïåðàòîð òðàíñëÿöèè â êîîðäèíàòíîì
ïðåäñòàâëåíèè:

e
i
~px0 ; (18.22)
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îïåðàòîð òðàíñëÿöèè â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

e−
i
~xp0 (18.23)

Òîãäà ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî eαâ
+
îòâå÷àåò çà ïåðåìåùåíèå ãàóññîâîãî ïèêà â êîîð-

äèíàòíîì è â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèÿõ.
Âñïîìíèì, ÷òî ñîñòîÿíèå (18.21) íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ñ îïðåäåë¼ííîé ýíåðãèåé.

Ðàçëîæèì â ðÿä:

|α〉 =
∑
n

e−
αα∗

2
αn√
n!
|n〉 (18.24)

Âñïîìíèì, ÷òî:

â |α〉 = α |α〉 (18.25)

〈α| â+ = 〈α|α∗ (18.26)

Òîãäà ïîëó÷èì:

〈α|x̂Ã.(t)|α〉 =
x0√

2

(
αe−iωt + α∗eiωt

)
=

x0√
2
|α| · 2 cos(ωt− ϕ) (18.27)

Èç (18.27), ó÷èòûâàÿ ìàëîñòè èìååì:

x0 ∼
√
~⇒ α ∼ 1√

~
(18.28)

Äëÿ äèñïåðñèé îïåðàòîðîâ èìååì:

Dx̂ ∼ x2
0

2
; Dp̂ ∼ p2

0

2
(18.29)

Òåïåðü ìîæíî ïðîäåëàòü âñ¼ òî æå ñàìîå, òîëüêî â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Èìååì
êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ äàííûì (18.27) è ýíåðãèåé:

~ω
(
α∗α + αα∗

2

)
, (18.30)

òîãäà êâàíòîâàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé:

α→ â; α∗ → â+ (18.31)

áóäåò èìåòü êëàññè÷åñêèì ïðåäåëîì äàííóþ êëàññè÷åñêóþ äèíàìèêó. Êîììóòàöè-
îííîå ñîîòíîøåíèå: [

â, â+
]

= 1 (18.32)

Ïåðåéä¼ì ê êâàíòîâàíèþ ïîëÿ. Ïóñòü åñòü êóá ñ ðåáðîì L ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (÷åòûð¼õìåðíûé òîð) (Ñì. ðèñ. 18.3). Ñ÷èòàåì, ÷òî âíóòðè
êóáà íåò òîêîâ è çàðÿäîâ.
Íàéä¼ì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ âíóòðè êóáà. Èìååì:

A0 = 0; divA = 0 (18.33)
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L

Ðèñ. 18.3. Êóá ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíîå ïîëå

Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà:

E =− 1

c

∂

∂t
A

H = rotA
(18.34)

Òîãäà:

A =

{
exC cos (k · z − ωkt+ ϕ) ;

ey . . .
, (18.35)

ãäå

k =
2π

L
mz (18.36)

Òîãäà äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà çàïèøåì:

A(x, t) =
∑
k,p

√
2π~c2

ωkL3
· ek,p ·

[
αk,p · eikx · e−iωkt + α∗

k,p
e−ikxeiωkt

]
, (18.37)

ãäå

k =
2π

L
(mx,my,mz); ωk =

∣∣k∣∣ · c (18.38)

Ê êàæäîìó k ïðèâÿçàíû äâà âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè: ek,1 è ek,2, êîòîðûå îáû÷íî
ðèñóþò ïî ïðèíÿòîìó ñîãëàøåíèþ (Ñì. ðèñ. 18.4).
Çàìå÷àíèå
Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ âìåñòî ek,1 è ek,2 ðàáîòàþò ñ êîíñòðóêöèåé:

e1±ie2√
2
.

Åñëè ýíåðãèÿ ñèñòåìû:

W =
∑
k,p

~ωkα∗k,pαk,p, (18.39)

òî αk,p → âk,p; α∗
k,p
→ â+

k,p
- îñöèëëÿòîðíûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ

â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå.
Òîãäà äëÿ êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ:[

âk,p, âk′,p′

]
= 0 (18.40)[

âk,p, â
+

k
′
,p′

]
= δ

k,k
′δpp′ , (18.41)
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k

−k

ek,1

e−k,1

ek,2

e−k,2

Ðèñ. 18.4. Ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå âåêòîðîâ ñîãëàñíî îáùåïðèíÿòîìó ñîãëàøåíèþ

ãäå
δ
k,k
′ → δmx,m′x , δmy ,m′y , δmz ,m′z (18.42)

Ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ ýòîãî ïîëÿ, çàìêíóòîãî â ýòîò êóá:

W =

∫
E 2 +H 2

8π
dx (18.43)

Âñïîìíèì, ÷òî:

1)
∫
L3

eikx−ik
′
xdx = L3δ

k,k
′ (18.44)

2) ek,p · ek,p′ = δpp′ (18.45)

3) ek,pe−k,p′ = ±δpp′ , (18.46)

ãäå ¾+¿ â (18.46) ñòàâèòñÿ äëÿ ïåðâûõ ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ, à ¾-¿ - äëÿ âòîðûõ.
Èìïóëüñ ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â êóáå ñ ðåáðîì L, èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî

ðàñ÷¼òó äàâëåíèÿ â ñòàòèñòèêå è òåðìîäèíàìèêå (Ñì. ðèñ. 18.5), áóäåò:

p =

∫
L3

dx
1

c2

c

4π

[
E ×H

]
(18.47)
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âåêòîð
Ïîéòèíãà

c

Ðèñ. 18.5. Èìïóëüñ èçëó÷åíèÿ, ïåðåäàâàåìûé ñòåíêå åäèíè÷íîé ïëîùàäè â åäèíèöó
âðåìåíè
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Ëåêöèÿ 19

Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ïîëó÷èëè, ÷òî âìåñòî αkp, êîòîðûå çàäàþò àìïëèòóäó è ôàçó ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû íóæíî ïèñàòü îïåðàòîðû âkp. Ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû, êàê áåñêîíå÷íóþ ñîâîêóïíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïîýòîìó:[

âkp, âk′p′

]
= 0; (19.1)[

âkp, â
+

k
′
p′

]
= δ

kk
′δpp′ (19.2)

Òîãäà äëÿ îïåðàòîðà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

ÂÃ.(x, t) =
∑
k,p

√
2π~c2

ωkL3
ekp ·

(
eikxâkpe

−iωkt + e−ikxâ+

kp
eiωkt

)
, (19.3)

ãäå âkpe
−iωkt; â+

kp
eiωkt - ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåéçåíáåðãà. Åñëè ïîïðîáîâàòü íàéòè

ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, òî îí áóäåò èìåòü âèä:

Ĥ =

∫
L3

dx
Ê

2

+ Ĥ
2

8π
=
∑
k,p

~ωk

(
â+

kp
âkp

2
+
âkpâ

+

kp

2

)
(19.4)

Âû÷èñëèì èìïóëüñ:

p̂ =

∫
L3

dx
1

4πc

[
Ê × Ĥ

]
(19.5)

Ïðîâåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùóþ âûêëàäêó:

p̂ =
∑
k,p

∑
k
′
,p′

√
2π~c2

ωkL3

√
2π~c2

ω′kL
3

∫
dx · 1

4πc
·
[
ek ×

[
k
′ × e

k
′
p′

]]iωk
c
i (19.6)

Ðàçëîæèì ïîä÷¼ðêíóòîå äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

k
′ ·
(
ekpek′p′

)
− e

k
′
p′

(
ekpk

′
)

(19.7)

Ðàñïèñûâàÿ òî, ÷òî â êðóãëûõ ñêîáêàõ â (19.7), ïîëó÷èì äëÿ îäíîé:(
eikx−iωktâkp − e−ikx+iωktâ+

kp

)
(19.8)

äëÿ äðóãîé: (
eik
′
x−iωk′ tâkp − e−ik

′
x+iωk′ tâ+

k
′
p′

)
(19.9)

×ëåíû ïðè îïåðàòîðàõ óíè÷òîæåíèÿ â (19.8), (19.9) ïðè ïðîèçâåäåíèè äîëæíû
çàíóëèòüñÿ, ïîñêîëüêó èìïóëüñ ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè ôîòîíîâ - ýòî èíòåãðàë
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äâèæåíèÿ, è îò âðåìåíè îí íå çàâèñèò. Àíàëîãè÷íî ñ ÷ëåíàìè ïðè îïåðàòîðàõ ðîæ-
äåíèÿ. Îñòàþòñÿ òîëüêî ïåðåêð¼ñòíûå ñëàãàåìûå. Ðàñïèøåì ïåðåêð¼ñòíîå ñëàãàå-
ìîå äëÿ ïîä÷¼ðêíóòûõ ìíîæèòåëåé â (19.8), (19.9). Çàìåòèì, ÷òî:∫

dxe−ikx+ik
′
x = δ

kk
′L3 ⇒ k

′
= k ⇒

(
ekpk

′
)

= 0 (19.10)

Àíàëîãè÷íî äëÿ p: (
ekpek′p′

)
= δpp′ ⇒ p′ = p (19.11)

Òîãäà äëÿ ïîä÷¼ðêíóòûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷èì:

∑
k,p

2π~@@c2

��ωk��ZZL
3
k

1

4πAc
(−1)

��ωk

Ac
��ZZL3 ·

(
−â+

kp
âkp

)
· eiωkt−iωkt =

∑
k,p

~k
1

2
â+

kp
âkp (19.12)

Àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãîãî ïåðåêð¼ñòíîãî ñëàãàåìîãî:∑
k,p

~k
1

2
âkpâ

+

kp
(19.13)

Ôîðìàëüíî (19.12) è (19.13) íå ðàâíû, ïîñêîëüêó:[
âkp, â

+

kp

]
= 1⇒ âkpâ

+

kp
= â+

kp
âkp + 1 (19.14)

Îäíàêî â ñóììå íà êàæäûé ïîëîæèòåëüíûé k íàéä¼òñÿ òàêîé æå, íî îòðèöàòåëü-
íûé, ïîýòîìó åäèíè÷êà çàíóëÿåòñÿ. Â èòîãå ïîëó÷èì:∑

k,p

~kâkpâ
+

kp
(19.15)

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî íåïåðåêð¼ñòíûå ñëàãàåìûå â (19.8), (19.9) ðàâíû íóëþ. Çàìå-
òèì, ÷òî: ∫

dxeikx+ik
′
x = δ

k
′−kL

3 ⇒ k
′
= −k (19.16)

Òîãäà â âåêòîðíîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ:(
−k
)
·
(
ekp · e−kp′

)︸ ︷︷ ︸
=±δpp′

−ekp
(
k · e−kp′

)︸ ︷︷ ︸
=0

(19.17)

Òîãäà âîçíèêíåò ñóììà: ∑
k

e−2iωkt âkpâ−kp︸ ︷︷ ︸
=â−kpâkp

·k = 0, (19.18)

ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî k â ñóììå áóäóò íàõîäèòüñÿ ñëàãàåìûå ñ −k.
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Äðóãîå íåïåðåêð¼ñòíîå ñëàãàåìîå çàíóëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó-
÷èì:

p̂ =

∫
L3

dx
1

4πc

[
Ê × Ĥ

]
=
∑
k,p

~kâ+

kp
âkp = p (19.19)

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîëó÷èì äëÿ ãàìèëüòîíèàíà:

Ĥ =
∑
k,p

~ωk
(
â+

kp
âkp +

1

2

)
(19.20)

Â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ (19.20) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íóþ ñîâîêóïíîñòü
ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Âàêóóì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà - ýòî:

âkp |0〉 = 0 (19.21)

Òîãäà â ñëó÷àå âàêóóìà (19.20) áóäåò èìåòü âèä:

Ĥ |0〉 =
∑
k,p

~ωk ·
1

2︸ ︷︷ ︸
→∞

|0〉 (19.22)

ïîëó÷àåì ðàñõîäèìîñòü, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ïðîñòî ðåøàåòñÿ ïåðåíîðìèðîâ-
êîé. Âû÷òåì ýòó áåñêîíå÷íîñòü èç ãàìèëüòîíèàíà, òîãäà 1

2
â (19.20) óéä¼ò, è ïîëó-

÷èòñÿ, ÷òî:

Ĥ |0〉 =
∑
k,p

0 |0〉 = 0 (19.23)

Ñäåëàåì èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííîãî âûøå â òåðìèíàõ âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ.
Ïîñòðîèì èç âàêóóìà ñëåäóþùåå âîçáóæäåíèå:

â+

k0p0
|0〉 = |ψ〉 (19.24)

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå:
â+

kp
âkp (19.25)

Â òåðìèíàõ îñöèëëÿòîðîâ (19.25) èìååò ñìûñë N - ãî âîçáóæäåíèÿ äàííîé îñè. Â
òåðìèíàõ âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ (19.25) - ýòî îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö:

â+

kp
âkp = N̂kp (19.26)

Òîãäà â òåðìèíàõ âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ ïîëó÷èì:

Ĥ |ψ〉 = ~ωk0
|ψ〉 (19.27)

p̂ |ψ〉 = ~k0 |ψ〉 (19.28)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âòîðè÷íûì
êâàíòîâàíèåì, ãäå â+

k0p0
- ýòî îïåðàòîð ðîæäåíèÿ ôîòîíà.
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Ïîñòðîèì äâóõôîòîííîå ñîñòîÿíèå:

â+

k0p0
â+

k1p1
|0〉 ⇒

E =~ωk0 + ~ωk1

p =~k0 + ~k1

(19.29)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü äâà ôîòîíà â îäíîì ñîñòîÿíèè:(
â+

k0p0

)2

√
2!

|0〉 (19.30)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êâàíòîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîäõîäÿò îáå èíòåð-
ïðåòàöèè (è ôîòîíû, è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îñöèëëÿòîðîâ).
Óáåäèìñÿ, ÷òî îòñþäà ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü êëàññè÷åñêóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ

âîëíó. Ïîñòðîèì îáîáù¼ííîå êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå (îòòðàíñëèðóåì âàêóóì â ïðî-
ñòðàíñòâå ïî îñè):

|ψ〉 ≡
∣∣αk0p0

〉
= e−

αα∗
2 e

αâ+

k0p0 |0〉 (19.31)

Åñëè kp 6= k0p0, òî ïîñêîëüêó: [
âkp, e

αâk0p0

]
= 0, (19.32)

òî
âkp
∣∣αk0p0

〉
= 0 (19.33)

è
âk0p0

∣∣αk0p0

〉
≡ α

∣∣αk0p0

〉
(19.34)

Àíàëîãè÷íî äëÿ êðåñòà: 〈
αk0p0

∣∣ â+

kp
= 0 (19.35)

Ñ÷èòàåì, ÷òî
α = |α| eiϕ (19.36)

Ñ ó÷¼òîì (19.33), (19.34), (19.35), (19.36) íàéä¼ì ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà âåê-
òîðíîãî ïîòåíöèàëà â òàêîì êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè:

〈
αk0p0

∣∣ÂÃ.(x, t)
∣∣αk0p0

〉
=

√
2π~c2

ωkL3
ek0p0

(
eik0x−iωk0

t · α + e−ik0x+iωk0
tα∗
)

=

=

√
2π~c2

ωk0
L3
ek0p0

· 2 |α| · cos
(
k0x− ωk0

t+ ϕ
)

(19.37)

Çàäàíèåì |α| íóæíî óáðàòü â (19.37) ~ è L3, ÷òîáû ïåðåéòè â êëàññèêó. Çàìå-
òèì, ÷òî (19.37) - ýòî ïëîñêàÿ âîëíà. Äîïóñòèì, íóæíî çàäàòü äâå ïëîñêèå âîëíû:∣∣αk0p0

〉
;
∣∣βk1p1

〉
. Åñëè ïîñòðîèòü ñóïåðïîçèöèþ:

1√
2

∣∣αk0p0

〉
+

1√
2

∣∣βk1p1

〉
(19.38)
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|αx〉

|βy〉

y

x

îòòðàíñëèðîâàííîå
ïî y

îòòðàíñëèðîâàííîå
ïî x

íóæíîå
ñîñòîÿíèå

Ðèñ. 19.1. Ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîé ïëîñêîé âîëíå îòòðàíñëèðîâàíû ïî
îñÿì, íóæíîå ñîñòîÿíèå îòòðàíñëèðîâàíî ïî äâóì îñÿì ñðàçó

òîãäà â ïîëîâèíå ñëó÷àåâ áóäåò íàáëþäàòüñÿ îäíà âîëíà, à â ïîëîâèíå - äðóãàÿ.
×òîáû ïîñòðîèòü äâå ïëîñêèå âîëíû, ïðåäñòàâèì ýòî ñîñòîÿíèå, êàê äâóìåðíûé

ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð (Ñì. ðèñ. 19.1). Òîãäà, ÷òîáû ïîëó÷èòü äâå ïëîñêèå âîë-
íû, íóæíî îòòðàíñëèðîâàòü âàêóóì ñðàçó è ïî îñè x è ïî îñè y:

e−
αα∗

2 e−
ββ∗

2 eαâ
+
x eβâ

+
y |0〉 (19.39)

Àíàëîãè÷íî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññè÷åñêèé ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè
èìååò âèä:

e−
αα∗

2 e−
ββ∗

2 e
αâ+

k0p0e
βâ+

k1p1 |0〉 (19.40)

Çàäà÷à èçëó÷åíèÿ

Ïóñòü èìååì çàðÿä â ñîñòîÿíèè |ψ1〉 ñ ýíåðãèåé E1, à ÷óòü íèæå ïî ýíåðãèè íà-
õîäèòñÿ ñîñòîÿíèå |ψ2〉 ñ ýíåðãèåé E2. Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, ìîæíî ëè èç ñîñòîÿíèÿ
|ψ1〉 ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå |ψ2〉, èçëó÷èâ ôîòîí?
Êðîìå çàðÿäà â ñèñòåìå åñòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå (âàêóóì) |0〉. Ïóñòü èçíà-

÷àëüíî áûë âàêóóì |0〉, â êîòîðîì çàðîäèëñÿ ôîòîí â+

kp
|0〉.

Çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè äà¼ò â òàêîì ñëó÷àå íåíóëåâóþ ñêîðîñòü ïåðåõîäà, åñëè
ðàçíèöà ýíåðãèé ðàâíà ~ωk.
Àíàëîãè÷íî äàííîé ðåøàþòñÿ çàäà÷è ñ âûíóæäåííûì èçëó÷åíèåì/ïîãëîùåíèåì:(

â+

kp

)N
√
N !

|0〉 ↔

(
â+

kp

)N+1

√
(N + 1)!

|0〉 (19.41)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó íàøåé ÷àñòèöû íåò ñïèíà, òîãäà ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ôîòîíà è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çàïèøåì, êàê:(

p− e
c
A
)2

2m
−����XXXX2µ0SH =

p2

2m
− e

mc
pA+

e2

2mc2
A

2
(19.42)
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Â (19.42) ïîä÷¼ðêíóòîå îäíîé ÷åðòîé íàçûâàþò îäíîôîòîííûì ñëàãàåìûì (ïîñêîëü-
êó A ñîäåðæèò îäèí îïåðàòîð ðîæäåíèÿ ôîòîíà), à ïîä÷¼ðêíóòîå äâóìÿ ÷åðòàìè -
äâóõôîòîííûì ñëàãàåìûì. Äâóõôîòîííîå ñëàãàåìîå îáû÷íî íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì ãàìèëüòîíèàí âîçìóùåíèÿ â ïðåäñòàâëåíèè Ãåéçåíáåðãà èìååò

âèä:

ĤI = − e

mc
p̂ · Â

(
x̂, t
)

(19.43)

Ïîñêîëüêó â çîëîòîì ïðàâèëå Ôåðìè èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå Øð¼äèíãåðà
äëÿ îïåðàòîðîâ, çàïèøåì (19.43) â ïðåäñòàâëåíèè Øð¼äèíãåðà:

ĤI = − e

mc
p̂ · Â

(
x̂, t = 0

)
(19.44)
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Ëåêöèÿ 20

Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Çàäà÷à èçëó÷åíèÿ

Ñ ïîìîùüþ çîëîòîãî ïðàâèëà Ôåðìè èìååì:

1

τ
=

2π

2

∑
m

∣∣∣ 〈ψm|ĤI |ψn〉
∣∣∣2 · δ(Em − En) (20.1)

Âñïîìíèì, ÷òî
|ψn〉 = |ψ1〉 |0〉 , (20.2)

ãäå |0〉 - âàêóóì, |ψ1〉 - âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå. Òîãäà
En = E1 + 0 (20.3)

Êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå:
|ψm〉 = |ψ2〉 â+

kp
|0〉 (20.4)

Ñ ýíåðãèåé:
Em = E2 + ~ωk (20.5)

Ãàìèëüòîíèàí âîçìóùåíèÿ:

ĤI = − e

mc
pÂ (x, t = 0) (20.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (20.2) (20.3), (20.4), (20.5), (20.6) â (20.1), ïîëó÷èì:

1

τ
=

2π

~
∑
k,p

∣∣∣∣∣∣〈ψ2| 〈0| âkp ·
(
− e

mc
p
)
·
∑
k
′
,p′

√
2π~c2

2L3ωk′
e
k
′
p′ ·[

��
���

�XXXXXXeik
′
xâ

k
′
p′+e

−ik′xâ+

k
′
p′

]
· |ψ1〉 |0〉

∣∣∣∣2 · δ(E2 + ~ωk − E1), (20.7)

ïîñêîëüêó
â
k
′
p′ |0〉 = 0.

Ïîä÷¼ðêíóòûå â (20.7) ñëàãàåìûå îòíîñÿòñÿ ê ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïîëþ.
Âû÷èñëèì

〈0|âkpâ+

k
′
p′
|0〉 = δ

kk
′δpp′ (20.8)

Íàïîìíèì, ÷òî:

k =
2π

2
(nx, ny, nz) (20.9)

Çíà÷èò èíòåãðèðîâàíèå
∫
d3k çàìåíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèåì

∑
nx,ny ,nz

·
(

2π
2

)3
. Òîãäà

1

τ
=

2π

~
ZZL3

(2π)3

∫
k2dk dΩk

∑
p

·

∣∣∣∣∣∣
〈
ψ2

∣∣∣∣∣∣
(
− e

m�c

)
p ·
√

2π~��c2

ωkZZL
3
· ekp · e−ikx

∣∣∣∣∣∣ψ1

〉∣∣∣∣∣∣
2

·

· δ(E2 + ~kc− E1) (20.10)
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Âñïîìíèì, ÷òî åñëè f(x0) = 0, òî∫
dxδ(f(x)) =

1

|f ′(x0)| (20.11)

Òîãäà

1

τ
=

2π

~
1

(2π)3

∫
k2

~c
dΩk

∑
p

·
∣∣∣∣∣
〈
ψ2

∣∣∣∣∣(− e

m

)
p ·
√

2π~
ωk
· ekp · e−ikx

∣∣∣∣∣ψ1

〉∣∣∣∣∣
2

(20.12)

Ïîñêîëüêó

~ωk = E1 − E2; k2 =
ω2
k

c2
,

òî (20.12) ïðèìåò âèä

1

τ
=

e2ωk
2π~c3

·
∑
p

∫
dΩk ·

∣∣∣∣∣
〈
ψ2

∣∣∣∣∣ p̂mekp · e−ikx
∣∣∣∣∣ψ1

〉∣∣∣∣∣
2

(20.13)

Èç (20.13) íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ¾s − s¿ ïåðåõîäîâ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ (òî åñòü îíè íå ïðîèñõîäÿò).
Ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè (20.13)

çàïèñàíî âûðàæåíèÿ äëÿ ÷èñëà ôîòîíîâ, òî äîìíîæàÿ íà ~ωk ïîëó÷èì èíòåíñèâ-
íîñòü:

I =
e2ω2

k

2πc3
·
∑
p

∫
dΩk ·

∣∣∣∣∣
〈
ψ2

∣∣∣∣∣ p̂mekp · e−ikx
∣∣∣∣∣ψ1

〉∣∣∣∣∣
2

(20.14)

Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ñ äàííîé ïîëÿðèçàöèåé ïîëó÷àåòñÿ èç (20.14) áåç ñóì-
ìèðîâàíèÿ ïî âñåì ïîëÿðèçàöèÿì:

Ip =
e2ω2

k

2πc3
·
∫
dΩk ·

∣∣∣∣∣
〈
ψ2

∣∣∣∣∣ p̂mekp · e−ikx
∣∣∣∣∣ψ1

〉∣∣∣∣∣
2

(20.15)

Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ â íàïðàâëåíèè êîíêðåòíîãî òåëåñíîãî óãëà áåç èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî òåëåñíûì óãëàì ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

dIp
dΩ

=
e2ω2

k

2πc3
·
∣∣∣∣∣
〈
ψ2

∣∣∣∣∣ p̂mekp · e−ikx
∣∣∣∣∣ψ1

〉∣∣∣∣∣
2

(20.16)

Èçáàâèìñÿ îò ýêñïîíåíòû â âûðàæåíèè äëÿ ñêîðîñòè ïåðåõîäà ñ ïîìîùüþ ìóëü-
òèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè. Ïðè ìóëüòèïîëüíîì ðàçëîæåíèè â ýëåê-
òðîñòàòèêå ðàçìåð çàðÿäîâîé îáëàñòè ñ êàêîé-òî ïëîòíîñòüþ çàðÿäà a ñðàâíèâàåòñÿ
ñ ðàññòîÿíèåì íàáëþäåíèÿ R, è ðàçëîæåíèå âåä¼òñÿ ïî a

R
ïðè a

R
<< 1. Àíàëîãè÷íî

ïðîèñõîäèò ïðè ìóëüòèïîëüíîì ðàçëîæåíèè â ìàãíèòîñòàòèêå. Ïðè ìóëüòèïîëüíîì
ðàçëîæåíèè ñêîðîñòü êîëåáàíèÿ çàðÿäà v ñðàâíèâàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà c, äîìíî-
æèâ äðîáü íà ïåðèîä êîëåáàíèé T . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàçìåð ñèñòåìû a = v ·T , à äëèíà
âîëíû èçëó÷åíèÿ λ = c · T , ïîëó÷èì:

v

c
=
v · T
c · T =

a

λ
= ka << 1 (20.17)
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Àíàëîãè÷íî ìóëüòèïîëüíûì ðàçëîæåíèÿì ñ÷èòàåì, ÷òî |ψ1〉 è |ψ2〉 ëîêàëèçîâàíû
â îáëàñòè ðàçìåðà a, òî åñòü |x| < a⇒ kx << 1. Òîãäà ðàçëîæèì íàøó ýêñïîíåíòó
â ðÿä:

e−ikx = 1︸︷︷︸
E1

− ikx︸︷︷︸
E2,M1

+ . . . , (20.18)

ãäå ñèìâîëîì E1 îáîçíà÷åíî ñëàãàåìîå, êîòîðîå ñîäåðæèò ÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé
ýëåêòðè÷åñêîìó äèïîëüíîìó ïðèáëèæåíèþ, à ñèìâîëàìè E2,M1 - ýëåêòðè÷åñêîìó
êâàäðóïîëüíîìó è ìàãíèòíîìó äèïîëüíîìó ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëèì äëÿ ýëåê-
òðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî: 〈

ψ1

∣∣∣∣∣ p̂m · ekp · 1
∣∣∣∣∣ψ1

〉
(20.19)

Âñïîìíèì, ÷òî

Ĥ =
p̂2

2m
+ V̂ (x) (20.20)

Çàìåòèì, ÷òî [
x̂, Ĥ

]
=

[
x̂,

p̂2

2m
+��

�HHHV̂ (x)

]
= i~

p̂

m
(20.21)

Ñ ó÷¼òîì (20.21) âûðàæåíèå (20.19) ïðèìåò âèä:〈
ψ2

∣∣∣∣∣ p̂m
∣∣∣∣∣ψ1

〉
ekp =

1

i~
〈ψ2|

[
x̂, Ĥ

]
|ψ1〉 ekp =

〈
ψ2

∣∣∣x̂Ĥ − Ĥx̂∣∣∣ψ1

〉
=

=
1

i��~
〈ψ2|x̂|ψ1〉 (E1 − E2)︸ ︷︷ ︸

ωk

ekp (20.22)

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷èì:

1

τ
=

e2ω3
k

2π~c3

∑
p

∫
dΩk ·

∣∣∣ 〈ψ2|x̂|ψ1〉 · ekp
∣∣∣2 (20.23)

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî êâàäðóïîëüíîãî (E2) è
ìàãíèòíîãî äèïîëüíîãî (M1) ïðèáëèæåíèé, îäíàêî â íèõ ñòîèò ïåðåéòè â ïðåäñòàâ-
ëåíèå ïî êîìïîíåíòàì âåêòîðîâ:

(
p̂, ekp

)
· (k, x) = pa(ekp)akxxb = (ekp)akb

paxb + pbxa
2︸ ︷︷ ︸
E2

+
paxb − pbxa

2︸ ︷︷ ︸
M1

 (20.24)

è èñïîëüçîâàòü êîììóòàòîð [
x̂a · x̂b, Ĥ

]
(20.25)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî êâàäðóïîëüíîãî ïîëó÷èòñÿ:

1

τ
=

e2ω3
k

2π~c3

∑
p

∫
dΩk ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

2
(lkp)akb ·

〈
ψ2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣x̂ax̂b −
1

3
δabx̂

2︸ ︷︷ ︸
Q̂ab

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ψ1

〉∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

, (20.26)
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ïîñêîëüêó
(ekp)akbδab = ekp · k = 0 (20.27)

Äëÿ ìàãíèòíîãî äèïîëüíîãî:

1

τ
=

e2ωk
2π~c3

∑
p

∫
dΩk ·

∣∣∣∣[ekp × k]〈ψ2

∣∣∣∣ ~
2m

(̂l + 2ŝ)

∣∣∣∣ψ1

〉∣∣∣∣2 (20.28)

Èòàê, ïîëó÷èëè âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè ïåðåõîäà ïðè èçëó÷åíèè
(
|ψ1〉 |0〉 → |ψ2〉 â+

kp
|0〉
)
.

Ïðè ïîãëîùåíèè îáêëàäêè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à îïåðàòîð ðîæäåíèÿ ìåíÿåòñÿ íà
îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ.
Äëÿ çàäà÷è âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ:

|ψ1〉
(â+

kp
)N

√
N !
|0〉 → |ψ2〉

(â+

kp
)(N+1)√

(N + 1)!
|0〉

Ñêîðîñòü âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ áóäåò ∼ (
√
N + 1)2 ∼ ~ω(N + 1).

Êâàíòîâûå ôëóêòóàöèè. Íóëåâîé øóì

Êàê ìû çíàåì, êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå - ýòî îòòðàíñëèðîâàííûé âàêóóì:

e−
αα∗

2 e
αâ+

k0p0 |0〉 (20.29)

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, êàêàÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ýòîì
ñîñòîÿíèè?
Èìååì:

âkp |0〉 = 0 è 〈0| â+

kp
= 0 (20.30)

Òîãäà äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà íàéä¼ì, ÷òî

〈0|Âz|0〉 = 0 (20.31)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî äèñïåðñèÿ z-êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ðàâíà ñðåäíåìó
å¼ êâàäðàòà. Âû÷èñëèì å¼:

〈0|Â2
z|0〉 = 〈0|

∑
k,p

√
2π~c2

ωkL3
(ekp)z ·

(
eikx−iωktâkp +

��
���

��XXXXXXX
e−ikx+iωktâ+

kp

)
·
∑
k
′
,p′

√
2π~c2

ωk′L3
(e
k
′
p′)z·

·
(XXXXXXXXe−ik

′
x−iωk′ tâ

k
′
p′ + e−ik

′
x+iωk′ tâ+

k
′
p′

)
· |0〉 , (20.32)

ãäå ñëàãàåìûå âû÷åðêíóòû ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî äàþò òîæäåñòâåííûé íóëü ïðè
äåéñòâèè íà âàêóóì. Âñïîìíèì, ÷òî

〈0|âkpâ+

k
′
p′
|0〉 = δ

kk
′δpp′ (20.33)
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Òîãäà (20.32) äëÿ îäíîé ïîëÿðèçàöèè ïðèìåò âèä:

〈0|Â2
z|0〉 =

∑
k,p

2π~c2

ωkL3

[
(ekp)z

]2
=
∑
k

2π~c2

ωkL3
((ek1)z)

2 =

=

∫
k3dkdΩk

L3

(2π)3
· 2π~c2

ωkL3
· sin2 θ =

∫
k2dk

8π

3
· L3

(2π)3
· 2π~c2

ωkL3
(20.34)

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî èíòåãðàë â (20.34) ðàñõîäèòñÿ. Òî åñòü ïî êàæäîé èç ãàð-
ìîíèê íåîïðåäåë¼ííîñòü èìååò ìàñøòàáû ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, íî ïî âñåì ñðàçó äà¼ò
ðàñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë. Îäíàêî ïðèáîðû íå çàìå÷àþò òàêóþ íåîïðåäåë¼ííîñòü, ïî-
ñêîëüêó íå ìîãóò ðåàãèðîâàòü ñðàçó íà âñå ãàðìîíèêè. Òî åñòü, íåîïðåäåë¼ííîñòü
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çàâèñèò îò âîñïðèèì÷èâîñòè ïðèáîðà ê ðàçíûì ãàðìîíè-
êàì:

D{Ez} =

∫
k2dk

ω2
k

c2

L3

(2π)3

2π~c2

ωkL3

8π

3
· f(k), (20.35)

ãäå f(k) - ôóíêöèÿ ïðèáîðà.
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Ëåêöèÿ 21

×àñòèöà Äèðàêà

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí (ãàìèëüòîíèàí Äèðàêà):

ĤÄ. = α̂ · c
(
p̂− e

c
Â
)

+ eϕ+ βmc2, (21.1)

ãäå p̂ = ~
i
∇ - èìïóëüñ; ϕ - ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë; Â - âåêòîðíûé ïîòåíöèàë;

β =

(
I 0
0 −I

)
=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

− áëî÷íàÿ ìàòðèöà (21.2)

Íàïîìíèì, ÷òî â áëî÷íûõ ìàòðèöàõ ïðàâèëà ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñîâïàäàþò
ñ ïðàâèëàìè â îáû÷íûõ ìàòðèöàõ:(

A B
C D

)(
A′ B′

C ′ D′

)
=

(
AA′ +BC ′ AB′ +BD′

CA′ +DC ′ CB′ +DD′

)
; (21.3)

αi =

(
0 σi
σi 0

)
, (21.4)

ãäå σi - ìàòðèöû Ïàóëè. Íàïðèìåð,

α1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 (21.5)

Ãàìèëüòîíèàí (21.1) íå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà, ïîñêîëüêó p íå èí-
âàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà. Íóæíî, ÷òî-òî, ÷òî â ñëàãàåìîì α̂p̂ áóäåò ïîâî-
ðà÷èâàòü α è ñóììèðîâàòü åãî ñ l, äàâàÿ â ðåçóëüòàòå ïîëíûé ìîìåíò, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîãî ãàìèëüòîíèàí (21.1) èíâàðèàíòåí. Òàê âîçíèêàåò ïîíÿòèå ñïèíà ÷àñòèöû
Äèðàêà.
Îáû÷íûé ñïèí:

ŝ =
1

2
σ, (21.6)

ïðè êîòîðîì [
Ĵi, Ĵj

]
= iεijkĴk (21.7)

Òàê ñïèí ÷àñòèöû Äèðàêà:

Σ̂i ≡
1

2

(
σi 0
0 σi

)
(21.8)

Òîãäà [
Σ̂i, Σ̂j

]
= iεijkΣ̂k (21.9)
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Ïðè ýòîì [
Σ̂i, α̂j

]
= iεijkα̂k (21.10)

×òîáû ïîâåðíóòü ÷àñòèöó Äèðàêà íóæíî ïðîâîäèòü ïîâîðîò:

eîlnϕeiΣ̂nϕ, (21.11)

îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ãàìèëüòîíèàí Äèðàêà èíâàðèàíòåí.

Ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà Äèðàêà

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ ÷àñòèöó Äèðàêà (ϕ = 0;A = 0). Ó ÷àñòèöû Äèðàêà åñòü
òðè èíòåãðàëà äâèæåíèÿ (÷åòâ¼ðòûé ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì):

1) Ĥ

2) p̂

3) λ - ñïèðàëüíîñòü:

λ̂ = Σ̂ p̂ (21.12)

Èìååì

ŝ =
1

2
σ̂; ŝn =

1

2
nσ̂ (21.13)

Ïóñòü åñòü ñîñòîÿíèå |ξ1〉:

|ξ1〉 ≡
(

cos
(
θ
2

)
sin
(
θ
2

)
eiϕ

)
(21.14)

òîãäà

ŝn |ξ1〉 = +
1

2
|ξ1〉 (21.15)

Ïóñòü åñòü åù¼ ñîñòîÿíèå |ξ2〉:

|ξ2〉 =

(
sin
(
θ
2

)
− cos

(
θ
2

)
eiϕ

)
(21.16)

òîãäà

ŝn |ξ2〉 = −1

2
|ξ2〉 (21.17)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ:

σ̂ q = qσ̂ n, (21.18)

ãäå q - ýòî âåêòîð, êîòîðûé èìååò îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå (èìïóëüñà). Òîãäà

σ̂ q |ξ1〉 = +q |ξ1〉 (21.19)

σ̂ q |ξ2〉 = −q |ξ2〉 (21.20)
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà äëÿ ñâîáîäíîé ÷à-
ñòèöû Äèðàêà:(

α̂cp+ βmc2
)
|ψ〉 = E |ψ〉 ⇒

(
mc2 − E σ̂ p · c
σ̂ p · c −mc2 − E

)
|ψ〉 = 0 (21.21)

Èùåì ðåøåíèå â âèäå:

|ψ〉 =
e
i
~ qx

(2π~)3/2

(
aq |ξ1〉
bq |ξ1〉

)
(21.22)

Òîãäà(
mc2 − E σ̂ qc

σ̂ qc −mc2 − E

)
·
�
�
�
��Z

Z
Z
ZZ

e
i
~ q x

(2π~)3/2

(
aq |ξ1〉
bq |ξ1〉

)
= 0⇒

⇒
{

(mc2 − E)aq�
�|ξ1〉+ bqqc�

�|ξ1〉 = 0,

qcaq�
�|ξ1〉+ (−E −mc2)�

�|ξ1〉 · bq = 0;
⇒

⇒
{

(mc2 − E)aq + qcbq = 0,

qcaq + (−E −mc2)bq = 0
, (21.23)

ãäå ýêñïîíåíòà áûëà ñîêðàùåíà ââèäó íåíàäîáíîñòè (íà íå¼ óæå ïîäåéñòâîâàë îïå-
ðàòîð èìïóëüñà, ïðåâðàòèâøèñü â ÷èñëî)
Èç (21.23) ïîíÿòíî, ÷òî ÷àñòèöà Äèðàêà îáëàäàåò ðåëÿòèâèñòñêîé ýíåðãèåé:

E2 −m2c4 = q2c2 ⇒ E = ±
√
m2c4 + q2c2 ≡ ±Wq (21.24)

Áåç âûâîäà îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Äèðàêà ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíî. Íóæíî
íîðìèðîâàòü ðåøåíèå, çíàåì, ÷òî:

〈ξi|ξj〉 = δij (21.25)

Íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå:

|aq|2 + |bq|2 = 1, (21.26)

òîãäà áóäåò íîðìèðîâêà íà äåëüòà-ôóíêöèþ (δ(q−q′)) ñîãëàñíî íåïðåðûâíîìó ñïåê-
òðó.
Äëÿ íîðìèðîâêè íóæíî ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû aq, bq. Èç (21.24) èìååì:

qc =
√

(W −mc2)(W +mc2) (21.27)

Òîãäà äëÿ E = +Wq èç (21.23), (21.27) íàéä¼ì, ÷òî

qcaq = (E +mc2)bq = (Wq +mc2)bq ⇒
√

(Wq −mc2)aq =
√

(Wq +mc2)bq ⇒

⇒


aq =

√
Wq +mc2

2Wq

,

bq =

√
Wq −mc2

2Wq

(21.28)
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Àíàëîãè÷íî äëÿ E = −Wq:

qcbq = (E −mc2)aq = (−Wq −mc2)aq ⇒√
(Wq −mc2)(Wq +mc2)bq = −aq(Wq +mc2)⇒

⇒


aq =

√
Wq −mc2

2Wq

;

bq =

√
Wq +mc2

2Wq

(21.29)

Âûïèøåì äâà ðåøåíèÿ:

∣∣ψq1+

〉
=

e
i
~ q x

(2π~)3/2

√Wq+mc2

2Wq
|ξ1〉√

Wq−mc2
2Wq

|ξ1〉

 , (21.30)

ãäå ïîä÷¼ðêíóòûé ¾+¿ ñîîòâåòñòâóåò E = Wq, äëÿ E = −Wq òàì áóäåì ïèñàòü ¾-¿.
Òîãäà

λ̂ = Σ̂ p̂ =
1

2

(
σp 0
0 σp

)
⇒ λ =

1

2
q (21.31)

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ E +−Wq èìååì:

|ψq1−〉 =
e
i
~ q x

(2π~)3/2

−√Wq−mc2
2Wq

|ξ1〉√
Wq+mc2

2Wq
|ξ1〉

 (21.32)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

q σ |ξ1〉 = q |ξ1〉 (21.33)

q σ |ξ2〉 = −q |ξ2〉 (21.34)

äëÿ |ξ2〉 çàïèøåì:

|ψq2+〉 =
e
i
~ q x

(2π~)3/2

 √
Wq+mc2

2Wq
|ξ2〉

−
√

Wq−mc2
2Wq

|ξ2〉

 (21.35)

λ = −1

2
q (21.36)

|ψq2−〉 =
e
i
~ q x

(2π~)3/2

+
√

Wq−mc2
2Wq

|ξ2〉√
Wq+mc2

2Wq
|ξ2〉

 (21.37)

λ = −1

2
q (21.38)

Êàæäûé èç âåêòîðîâ íîðìèðîâàí íà δ(q − q′). Ïîëó÷àåì ÷åòûðå îðòîãîíàëüíûõ
âåêòîðà, îáðàçóþùèõ áàçèñ.
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mc2
mc2 q2

2m
− q4

8mm2c2

+Wq

−Wq

E

q

íåò îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ

Ðèñ. 21.1. Ìîðå Äèðàêà. Èìåþòñÿ äâå ¾âåòâè¿ ñîñòîÿíèé ñ ïîëîæèòåëüíîé è ñ îò-
ðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèè, ÷àñòèöà íàõîäÿùàÿñÿ â
êàêîì-òî ñîñòîÿíèè îòëè÷íîì îò ýíåðãèè mc2 (ýíåðãèè ïîêîÿ) ñòðåìèòüñÿ ê ñîñòî-
ÿíèþ ñ ìèíèìóìîì ýíåðãèè. Íî â ñëó÷àå ¾âåòâè¿ ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé îíà
ñòðåìèòüñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü. ×òîáû èçáåæàòü òàêîé íåôèçè÷íûé ñëó÷àé, ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ìîäåëü îïèñûâàåò ôåðìèîíû, à íèçøàÿ âåòâü çàíÿòà äðóãèìè ÷àñòè-
öàìè (ýëåêòðîíàìè), è ïîýòîìó ñïîëçàíèå ÷àñòèöû íèæå ïî ýíåðãèè íåâîçìîæíî â
ñèëó çàïðåòà Ïàóëè. Ìîäåëü ïðåäñêàçûâàåò ðîæäåíèå ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð
(êðàñíàÿ ñòðåëêà) è àíèãèëÿöèþ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïàðû ñ èñïóñêàíèåì äâóõ
ôîòîíîâ (ñèíÿÿ ñòðåëêà), â òàêîì ñëó÷àå ïîçèòðîí ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ¾äûðêà¿.
Îäíàêî ïðè òàêîì ïîäõîäå ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íûé çàðÿä, ïîýòîìó ÿñíî, ÷òî
äàííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè

Èíòåðïðåòàöèÿ âûøåñêàçàííîãî äàíà íà ðèñóíêå 21.1.
Âûÿñíèì, êàê èíòåðïðåòèðóåòñÿ ÷àñòèöà Äèðàêà. Çàïèøåì äëÿ âàêóóìà è ðîæ-

äåíèÿ, íàïðèìåð, ýëåêòðîíà â 7-ì ñîñòîÿíèè:

â+
7 |0〉 = |7〉 (21.39)

â7 |7〉 = |0〉 (21.40)

Çàìåòèì, ÷òî ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íåò ðàçíèöû ìåæäó îïåðàòîðàìè
ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, è ìåæäó |0〉 è |7〉, ïîñêîëüêó:[

â7, â
+
7

]
+

= â7â
+
7 + â+

7 â7 = δ7,7 = 1 (21.41)

Òîãäà åñëè îáîçíà÷èòü:

â7 = ̂̃a+

7

â+
7 = ̂̃a7

|0〉 =
∣∣∣7̃〉

|7〉 =
∣∣∣0̃〉

166

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÒÅÎÐÈß. ×ÀÑÒÜ 2 •
ÑÈËÀÅÂ Ï�ÒÐ ÊÎÍÑÒÀÍÒÈÍÎÂÈ×

0

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

òî ïîëó÷èì, ÷òî ̂̃a+

7

∣∣∣0̃〉 = â7 |7〉 = |0〉 =
∣∣∣7̃〉 (21.42)

è ̂̃a7

∣∣∣7̃〉 = â+
7 |0〉 = |7〉 =

∣∣∣0̃〉 (21.43)

Òî åñòü, âñ¼ ñîéä¼òñÿ. Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü:

ψ̂ =
∑
q

| q1+〉 · âq1 + |ψq2+〉 âq2 + |ψq1−〉 d̂+
q1 + |ψq2−〉 d̂+

q2, (21.44)

ãäå d̂+ - îïåðàòîð ðîæäåíèÿ ïîçèòðîíà, à d̂ - ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ
ïîçèòðîíà.
Äàííîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé ãàìèëüòî-

íèàí:

Ĥ =

∫
dxψ̂+ · ĤÄ. ·

[∑
q

| q1+〉 âq1 + |ψq2+〉 âq2+

+ |ψq1−〉 d̂+
q1 + | q2−〉 d̂+

q2

]
=

=

∫
dxψ̂+ ·

[∑
q

Wq |ψq1+〉 âq1 +Wq |ψq2+〉 âq2+

+(−Wq) |ψq1−〉 d̂+
q1 + (−Wq) |ψq2−〉 d̂+

q2

]
(21.45)

Òîãäà

Ĥ =
∑
q

Wqâ
+
q1âq1 +Wqâ

+
q2âq2 −Wq d̂q1d̂

+
q1︸ ︷︷ ︸

1−d̂+
q1d̂q2

−Wq d̂q2d̂
+
q2︸ ︷︷ ︸

1−d̂+
q2d̂q2

=

=
∑
q

Wq

(
â+
q1âq1 + â+

q2âq2 + d̂+
q1d̂q1 + d̂+

q2d̂q2

)
−
���

���
��XXXXXXXX

∑
q

(Wq +Wq), (21.46)

ãäå çà÷¼ðêíóòî ïîñòîÿííîå ñëàãàåìîå, â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íàì èíòåðåñíî îòíîñèòåëü-
íîå èçìåíåíèå óðîâíÿ ýíåðãèè, à íå åãî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå.

Ñêîðîñòü ÷àñòèöû Äèðàêà

˙̂x =
i

~

[
Ĥ, x̂

]
=
i

~

[
α̂p̂c+��

�HHHβmc2, x̂
]

(21.47)

Âñïîìíèì, ÷òî
[p̂i, x̂j] = −i~δij (21.48)

Òîãäà
˙̂x =

i

~
(−i~) · α̂ · c = α̂c (21.49)
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Óáåäèìñÿ, ÷òî (21.49) - ýòî ñêîðîñòü, âû÷èñëèì

〈ψq′1+|α̂c|ψq1+〉 =

{
δqq′

δ(q − q′)

}
. . . (21.50)
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Ëåêöèÿ 22

×àñòèöà Äèðàêà

Ñêîðîñòü ÷àñòèöû Äèðàêà

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
˙̂x = α̂c (22.1)

Óáåäèìñÿ, ÷òî, íàïðèìåð, äëÿ ýëåêòðîíà ýòî - ñêîðîñòü. Äëÿ ýòîãî íóæíî ñîñ÷è-
òàòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

〈ψq′1+|α̂c|ψq1+〉 =

{
δq′q

δ(q′ − q)

}
·
(√

Wq+mc2

2Wq
〈ξ1| ,

√
Wq−mc2

2Wq
〈ξ1|
)
·

·
(

0 σ̂ · c
σ̂ · c 0

)
·

√Wq+mc2

2Wq
|ξ1〉√

Wq−mc2
2Wq

|ξ1〉

 =

= δq′q · 2
√
Wq +mc2

2Wq

√
Wq −mc2

2Wq

· 〈ξ1|σ̂|ξ1〉 · c (22.2)

Òàê êàê
W 2
q = m2c4 + q2c2, (22.3)

òî (22.2) ïðèìåò âèä:

〈ψq′1+|α̂c|ψq1+〉 = δq′q
qc2

Wq

〈ξ1|σ̂|ξ1〉 (22.4)

Âñïîìíèì, ÷òî |ξ1〉 îïðåäåëåíî òàê, ÷òî:

σ̂ q |ξ1〉 = +q |ξ1〉
èëè

σ̂ n |ξ1〉 = +1 |ξ1〉

∣∣∣∣∣∣⇒ 〈ξ1| σ̂n = 〈ξ1| (22.5)

Âñïîìíèì, ÷òî
σ̂iσ̂j + σ̂jσ̂i = 2δij (22.6)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (22.5), (22.6), ïîëó÷èì

〈ξ1|σ̂|ξ1〉 =
1

2
〈ξ1|(σ̂ n)σ̂ + σ̂(σ̂ n)|ξ1〉 =

1

2
〈ξ1|2n|ξ1〉 = n · 〈ξ1|ξ1〉 = n (22.7)

Òàêèì îáðàçîì, âñïîìíèâ âûðàæåíèÿ äëÿ Wq è q, ïîëó÷èì äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëå-
ìåíòà:

〈ψq′1+|α̂c|ψq1+〉 = δq′q
qc2

Wq

· n = δq′q
qc2

Wq

=

�ZmvXXXXX
√

1−v2/c2
·��c2

�Zm�c2XXXXX
√

1−v2/c2

= δq′qv (22.8)

Äëÿ îòðèöàòåëüíîé ñïèðàëüíîñòè ïîëó÷àåòñÿ àíàëîã÷èíî.
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Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà

Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà - ýòî ñâîé-
ñòâî ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû, à íå ñàìîãî ãàìèëüòîíèàíà.
Ïîñòðîèì íåðåëÿòèâèñòñêîå ñîñòîÿíèå äëÿ ÷àñòèöû Äèðàêà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ñóïåðïîçèöèåé ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà:

|ψ〉 =

∫
dq (c1(q) |ψq1+〉+ c2(q) |ψq2+〉) (22.9)

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì íåðåëÿòèâèñòñêîå ïðèáëèæåíèå, òî ìû ñ÷èòàåì,
÷òî q << mc, â ýòîé îáëàñòè êîýôôèöèåíòû c1, c2 îòëè÷íû îò íóëÿ. Â ñîñòîÿ-
íèè (22.9) ôèãóðèðóåò ñòîëáåö:  √

Wq+mc2

2Wq
|ξi〉

±
√

Wq−mc2
2Wq

|ξi〉

 (22.10)

Çàìåòèì, ÷òî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè:

(Wq +mc2)→ q2c2; Wq → mc2 (22.11)

ñ ó÷¼òîì (22.11) è ñ ó÷¼òîì íåðåëÿòèâèñòñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (q << mc) óâèäèì,
÷òî √

Wq −mc2

2Wq

=

√
(Wq −mc2)(Wq +mc2)

2Wq(Wq +mc2)
=

qc

2mc2
=

q

2mc
→ 0 (22.12)

Òî åñòü â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè (â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî 1/c0) íåò íèæíåé
êîìïîíåíòû ó ñòîëáöà (22.10), òî åñòü:

|ψ〉 =

∫
dq

eiq x

(2π~)3/2
·
(
c1(q) |ξ1〉+ c2(q) |ξ2〉

0

)
=

(∣∣∣ψ̃〉
0

)
(22.13)

Ãäå
∣∣∣ψ̃〉, êàê îêàæåòñÿ äàëåå, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ãàìèëüòîíèàíà Ïàóëè:

∣∣∣ψ̃〉 =

(
ψ̃1(x)

ψ̃2(x)

)
(22.14)

Òàêèì îáðàçîì, íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñîñòîèò â ñëå-
äóþùåì (ïðîñòî ñîâïàäåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ):

〈χ|ĤÄ.|ψ〉 ≡
〈
χ̃
∣∣∣Ĥe�

∣∣∣ψ̃〉 , (22.15)

ãäå χ, ψ - íåðåëÿòèâèñòñêèå ñîñòîÿíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà (ñòîëáöû èõ ÷åòûð¼õ ýëå-

ìåíòîâ); χ̃, ψ̃ - ñòîëáöû èç äâóõ ýëåìåíòîâ; Ĥe� - ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí (ãà-
ìèëüòîíèàí Ïàóëè).
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Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé ãàìèëüòîíèàí Äèðàêà (ïðè îòñóòñòâèè ïîëåé), äëÿ íåãî:

〈χ|(α̂cp̂+ βmc2)|ψ〉 = 〈χ|
∫
dq(α̂cp̂+ βmc2) · (c1(q) |ψq1+〉+ c2(q) |ψq2+〉) =

= 〈χ|
∫
dqWq · (c1(q) |ψq1+〉+ c2(q) |ψq2+〉) (22.16)

Ðàçëîæèì Wq ïî ñòåïåíÿì
q
mc

(ìîæåì, ïîñêîëüêó ñ÷èòàåì, ÷òî q << mc):

Wq =
√
m2c4 + q2c2 = mc2 +

q2

2m
−
��
�
��HHH
HH

1

8

q4

mm2c2
, (22.17)

ãäå ïîñëåäíèé ÷ëåí çà÷¼ðêíóò, òàê êàê ïðåâûøàåò òî÷íîñòü (ââèäó ïîðÿäêà ìàëî-
ñòè). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (22.17), ìîæåì çàïèñàòü (22.16) â âèäå:

〈χ|(α̂cp̂+ βmc2)|ψ〉 = 〈χ|
∫
dq

(
mc2 +

q2

2m

)
(c1(q) |ψq1+〉+ c2(q) |ψq2+〉) =

= 〈χ|
∫
dq

(
mc2 +

p̂
2

2m

)
(c1(q) |ψq1+〉+ c2(q) |ψq2+〉) =

=

〈
χ

∣∣∣∣∣mc2 +
p̂

2

2m

∣∣∣∣∣
〉

=

〈
χ̃

∣∣∣∣∣mc2 +
p̂

2

2m

∣∣∣∣∣ ψ̃
〉

(22.18)

Äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñëàãàåìîå â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå òðè-
âèàëüíî:

eϕ(x)→ eϕ(x) (22.19)

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

α̂c
(
−e
c
Â
)

= −eα̂Â = −e
(

0 σ̂Â

σ̂Â 0

)
(22.20)

Ñîñ÷èòàåì ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò:

(
〈χ̃| , 0

)
·
(

0 σ̂Â

σ̂Â 0

)
·
(
|χ̃〉
0

)
≡ 0, (22.21)

òî åñòü, â íóëåâîì ïîðÿäêå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íåò. Äåéñòâèòåëüíî, âçàèìîäåéñòâèå
çàðÿäà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì:

− e

mc
p̂Â (22.22)

ïðîèñõîäèò â ïåðâîì ïîðÿäêå (1/c1).
Â ïåðâîì ïîðÿäêå:

|ψ〉 =

∫
dq

[
c1(q) ·

(
1 |ξ1〉
q

2mc
|ξ1〉

)
+ c2(q)

(
1 |ξ2〉
− q

2mc
|ξ2〉

)]
· e

i
~ q x

(2π~)3/2
(22.23)
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çíàêè â íèæíåé ÷àñòè ìîæíî óíèôèöèðîâàòü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî:

σ̂ q |ξ1〉 = q |ξ1〉 (22.24)

σ̂ q |ξ2〉 = −q |ξ2〉 (22.25)

åñëè åù¼ ó÷åñòü, ÷òî â êîíöå (22.23) ñòîèò ïëîñêàÿ âîëíà, òî ìîæíî çàìåíèòü âåêòîð
q íà îïåðàòîð p̂, òîãäà ïîëó÷èì:

|ψ〉 =

 1 ·
∣∣∣ψ̃〉

σ̂ p̂
2mc

∣∣∣ψ̃〉
 (22.26)

Âû÷èñëèì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

〈χ|−eα̂ Â|ψ〉 =
(
〈χ̃| , 〈χ̃| σ̂ p̂

2mc

)
·
(

0 σ̂ Â

σ̂ Â 0

)
· (−e) ·

 ∣∣∣ψ̃〉
σ̂ p̂
2mc

∣∣∣ψ̃〉
 =

=
〈
χ̃
∣∣∣(σ̂ Â)(σ̂ p̂) + (σ̂ p̂)(σ̂ Â)

∣∣∣ψ̃〉 · (− e

2mc

)
(22.27)

Âñïîìíèì, ÷òî
(σ̂ a)(σ̂ b) = a b+ i

[
a× b

]
· σ̂ (22.28)

Òîãäà ïîëó÷àåì

p̂ A+ i
[
p̂× A

]
· σ̂ + Ap̂+ i

[
A× p̂

]
· σ̂, (22.29)

è òîãäà

p̂ A− A p̂ =
~
i
∇ · A︸ ︷︷ ︸

=0

= 0 (22.30)

Îêîí÷àòåëüíî, íàõîäèì:

i
[
p̂× A

]
· σ̂ + i

[
A× p̂

]
σ̂ = ~ rotA · σ̂ = ~ ·H · σ̂ (22.31)

Òîãäà äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà, èìååì:

〈χ|−eα̂ A|ψ〉 =

〈
χ̃

∣∣∣∣∣∣∣∣−
e

2mc
· 2p̂ A− e~

2mc︸︷︷︸
µ0

·H σ̂︸︷︷︸
2ŝ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ψ̃
〉

=

=
〈
χ̃
∣∣∣− e

mc
p̂A− 2µ0ŝ H

∣∣∣ ψ̃〉 (22.32)

Ãäå â öåíòðå ñòîèò ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí - ãàìèëüòîíèàí Ïàóëè.
Åñëè äîéòè äî ïîðÿäêà 1/c2 òî ïîÿâÿòñÿ ñëàãàåìûå:

− p4

8mm2c2
;

1

8

~2

m2c2
∆ϕ; −µ0s

[
p

mc
× E

]
, (22.33)

ãäå ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ls - âçàèìîäåéñòâèåì. ls - âçàèìîäåéñòâèå - ýòî
ðåëÿòèâèñòñêàÿ ïîïðàâêà ê óðàâíåíèþ Äèðàêà.
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Íåâîçìîæíîñòü ëîêàëèçàöèè ÷àñòèöû Äèðàêà

Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå: 
1
0
0
0

 e
i
~ q x

(2π~)3/2
· e−

q2

2q20 · dq (22.34)

Óñòðåìèâ â (22.34) q0 → ∞ ïîëó÷èì Ãàóññîâ ïèê ñêîëü óãîäíî ìàëîé øèðèíû.
Ïîïðîáóåì ëîêàëèçîâàòü ýòî ñîñòîÿíèå õîòÿ áû ïî îäíîé îñè:

1
0
0
0

 e
i
~ qz

(2π~)3/2
· e−

q2

2q20 dq ∼ e
− z2

2z20 , (22.35)

ãäå

z0 ∼
~
q0

(22.36)

Îäíàêî, ñîñòîÿíèå (22.36) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñìåñü ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ.
Ëîêàëèçîâàòü òîëüêî, íàïðèìåð, ýëåêòðîíû íåëüçÿ.
Íàïðèìåð, âîçüì¼ì ýëåêòðîí ñ ïîëîæèòåëüíîé ñïèðàëüíîñòüþ:

|ξ1〉 =

(
1
0

)
; |ξ2〉 =

(
0
1

)
(22.37)

Ïîïðîáóåì ñêîíñòðóèðîâàòü ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà, êîòîðûé ïî îñè z íàõîäèòñÿ â
íà÷àëå êîîðäèíàò. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:√

Wq +mc2

2Wq

≡ aq (22.38)√
Wq −mc2

2Wq

≡ bq (22.39)

Çàâèñèìîñòè âåëè÷èí (22.38), (22.39) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 22.1.
Ïîïðîáóåì ëîêàëèçîâàòü õîòÿ áû âåðõíþþ êîìïîíåíòó ÷àñòèöû Äèðàêà:∫
dq

(
aq

aq + bq − aq

)
· 1

aq
· e−

q2

2q20 · eiqz =

(
1
1

)
e
− z2

2z20 +

∫
dq

(
0

bq
aq
− 1

)
e
− q2

2q20 eiqz (22.40)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âåëè÷èíó bq
aq
− 1 (Ñì. ðèñ. 22.2).

Åñëè q0 << mc, òî ðàçìåð ïàêåòà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ∼ q0, à â êîîðäè-
íàòíîì ∼ z0 ∼ ~

q0
.

Îäíàêî, åñëè q0 > mc, òî øèðèíó ïàêåòà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ðåãóëèðó-
åò ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü (âåðòèêàëüíàÿ ÷¼ðíàÿ ïðÿìàÿ íà ðèñ. 22.2), ïîñëå êîòîðîé
ïðîèñõîäèò çàíóëåíèå. Òîãäà ðàçìåð ïàêåòà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ∼ mc, à
õàðàêòåðíûé ðàçìåð â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå ∼ z0 ∼ ~

mc
≡ ΛC. (Êîìïòîíîâ-

ñêàÿ äëèíà âîëíû ýëåêòðîíà).
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a b

q q

1

1/
√

2
1/
√

2

q ∼ mc

Ðèñ. 22.1. Çàâèñèìîñòè aq è bq îò q

q

b
a
− 1

q ∼ mc

−1

Ðèñ. 22.2. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû bq/aq − 1 îò q (÷¼ðíàÿ êðèâàÿ), øèðèíà Ãàóññîâà
ïàêåòà ïðè q0 << mc (êðàñíàÿ êðèâàÿ); øèðèíà Ãàóññîâà ïàêåòà ïðè q0 > mc (ñèíÿÿ
êðèâàÿ)
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