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Лекция 1. Специальные функции

Процессы с сосредоточенными параметрами описываются уравнениями в обык-
новенных производных. К примеру, колебания маятника: из переменных – время яв-
ляется обыкновенным дифференциальным уравнением. Если же процесс с распреде-
ленными параметрами, то возникает уравнение в частных производных. К примеру,
распространение колебаний, тепла в пространстве. Здесь уже несколько простран-
ственных переменных и время.

Курс состоит из двух частей: методы математической физики и специальные
функции (эта часть нужна для решения задач в областях различной формы, к при-
меру, шар или круг).

Специальные функции

Допустим, имеется круг радиусом A с координатами r,φ . Возьмем уравнение ко-
лебаний, где U – отклонение мембраны от положения равновесия.

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

d2U
dt2 “ b∆U

Upa,φ , tq “ 0

Upr,φ ,0q “ µpr,φq
dU
dt
“ νpr,φq

Данная задача решается методом разделения переменных. Необходимо Upr,φ , tq

в виде суммы рядя:

Upr,φ , tq “
ÿ

n
Un

Считается, что Un имеет следующий вид:

Unpr,φ , tq “ TnptqYnpr,φq

Un удовлетворяет уравнению:

d2U
dt2 “ b∆U,
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и нулевым граничным условиям:

Unpa,φ , tq “ 0

Если подставить значения, то получается следующий результат:

T 2n Yn “ bTn∆Yn

TnYnpa,φq “ 0

T 2n
bTn

“
∆Yn

Yn

Согласно идеологии разделения переменных имеется следующее: левая часть урав-
нения зависит только от времени, правая только от координат. Координаты и время
меняются, но равенство сохраняется. Это возможно только в случае, если обе части
равны константе, которая обозначается ее ´λn. Получается следующее выражение:

$

&

%

∆Yn`λnYn “ 0

Yn|r“a “ 0

Это задача Штурма - Лиувилля. Тождественный ноль всегда является ее реше-
нием, те значения λ , при которых имеет нетривиальное решение, называются соб-
ственными значениями, а Yn называются собственными функциями. У этой задачи
имеется бесконечно много решений. Здесь имеет смысл упомянуть теорему Стекло-
ва.

Теорема 1.1 (Теорема Стеклова). Любую гладкую дважды дифференцированную
функцию, удовлетворяющую тем же условиям, которые стоят в задаче Штурма
- Лиувилля, можно разложить в ряд по собственным функциям.

Получается следующее значение:

T 2n `λnbTn “ 0

Tn “ An sin
?

λbt`Bn cos
?

λbt

Это общее решение задачи для T . Таким образом находится форма ответа.

U “
ÿ

n
Ynpr,φq

!

An sin
?

λbt`Bn cos
?

λbt
)
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Для решения данного уравнени неизвестно A и B, но есть два дополнительных
условия: при t “ 0 U “ µ .

dU
dt
“ ν

Берется U , полученное в виде ряда. Допустим, что t “ 0, тогда sin обращается в
ноль и получается следующее:

µpr,φq “
ÿ

n
Ynpr,φqBn

Отсюда видно, что Bn – это коэффициенты разложений функций µ в ряд по Yn.

Bn “
1
||Yn||

ż

D

µpr,φqYnpr,φqdS

νpr,φq “
ÿ

Yn
?

λbAn

An
?

λb“
1
||Yn||

ż

D

νYndS

Таким образом, A и B найдены и ответ получен. Теперь необходимо рассмотреть
задачу Штурма - Лиувилля в круге.

$

’

&

’

%

1
r

d
dr

ˆ

r
dYn

dr

˙

`
1
r2

d2Yn

dφ 2 `λnYn “ 0

Yn|r“a “ 0

Таким образом, получена задача Штурма - Лиувилля. Решать ее можно снова
разделением переменных.

Ynpr,φq “ RnprqΦnpφq

В итоге получаем следующее выражение:

r
d
dr

ˆ

r
dRn

dr

˙

Rn
`

d2Φn

dΦ2

Φn
`λnr2

“ 0
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Здесь снова R зависит только от r, Φ от φ . Равенство должно выполняться, по-
этому части, зависящие от phi и от r по отдельности, должны быть равны константе.
Пусть:

d2Φn

dΦ2

Φn
“´κn

Тогда:

$

&

%

Φ2n`κnΦn “ 0

Φnpφq “Φnpφ `2πq

Φn “ αn sin
?
κnφ `βn cos

?
κnφ

По условию периодичности
?κn “ n, т.е. κn “ n2, где n“ 0,1,2, ....

1
r

d
dr

ˆ

s
dRn

dr

˙

`

ˆ

λn´
n2

r2

˙

Rn “ 0

Получается уравнение Бесселя:

1
r

d
dr

ˆ

s
dRn

dr

˙

`

ˆ

1´
ν2

r2

˙

R“ 0

Это уравнение часто возникает во многих задачах, в которых рассматривается
задача в круге. Если рассматривать такую же задачу, но в шаре, то необходимо
искать решение задач Штурма - Лиувилля. Тогда получается следующее выражение:

Yn “ RnprqΦnpφqΘnpθ q

В случае, когда cos Θ“ x:

Θpθ q “ f pxq

d
dx

„

p1´ x2
q
d f
dx



`

ˆ

λ ´
m2

1´ x2

˙

f “ 0

При m“ 0 полученное уравнение называется уравнением Лежандра.

d
dx

„

p1´ x2
q
d f
dx



`λ f “ 0

Уравнение Лежандра и Уравнение Бесселя – это примеры специальных функций.
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Определение специальных функций

Нижеприведенное уравнение необходимо рассмотреть на некотором конечном или
бесконечном участке ra,bs.

d
dx

ˆ

Kpxq
dy
dx

˙

´qpxqy“ 0

Если на этом участке K обращается в ноль, то это уравнение называется спец-
функцией. Обратимся к уравнению Бесселя. Умножим это уравнение на r (радиус).

d
dr

ˆ

r
dR
dr

˙

` r
ˆ

1´
ν2

r2

˙

R“ 0

Здесь r ě 0. Теперь стоит рассмотреть уравнение Лежандра. Здесь Θ – это угол
широты места 0ďΘď 2π. Значит cos Θ меняется от 1 до -1.

Линейное уравнение второго порядка относительно y имеет фундаментальную
систему, состоящую из двух линейно независимых решений. Имеет место следующая
лемма для специальных функций.

Лемма 1.1. Пусть y1,y2 – два линейно независимых решения уравнения специаль-
ных функций. Пусть Kpxq обращается в 0 в точке a. Если y1 ограничена в точке a,
то y2 неограниченно возрастает при стремлении x к a. Т.е. только одно решение
будет ограничено. Точнее, если y1paq ‰ 0, то y2 имеет логарифмические особенности
при kpxq “ px´aqφpxq:

y2pxq “ Oplnpx´aqq

Если y1pxq “ px´aqKφpxq, то y2pxq “ Opx´aq´k.

Доказать эту лемму можно так:

y1
d
dx

ˆ

K
dy2

dx

˙

´qy1y2 “ 0

y2
d
dx

ˆ

K
dy1

dx

˙

´qy2y1 “ 0

При вычитании получается следующее:
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y1pKy12q
1
´ y2pKy11q

1
“ 0

Левую часть уравнения можно переписать иначе.

rKpy1y12´ y2y11qs
1
“ y1pKy12q

1
` y11Ky12´ y2pKy11q

1
´ y12Ky11 “ 0

В скобках уравнения y1pKy12q
1´ y2pKy11q

1 “ 0 стоит определитель Вронского:

rKW ry1,y2ss “ 0

Отсюда KW “C1, где C1 – константа. Берется точка, в которой K отличен от нуля.
Поскольку функции линейно независимы, то W отличен от нуля, значит C1 отличен
от нуля.

y1y12´ y2y11
y2

1
“

C1

Ky2
1

ˆ

y2

y1

˙1

“
C1

Ky2
1

Итегрируется по x от точки x0 до x.

y2

y1
“

x
ż

x0

C1dξ

Ky2
1
`C2

Отсюда поучается:

y2pxq “ y1pxq

»

–

x
ż

x0

C1dξ

Kpξ qy2
1pξ q

`C2

fi

fl

Допустим y1paq ‰ 0, тогда имеется следующее выражение:

y2pxq “ y1pxq

»

–

x
ż

x0

C1dξ

pξ ´aqφpξ qy2
1pξ q

`C2

fi

fl

Ответ выглядит так:
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y1pxq

»

–

C1

φpx˚qy2
1px

˚q

x
ż

x0

dξ

pξ ´aq
`C2

fi

fl

Если посчитать этот интеграл, то получается:

y1pxq

«

C1

φpx˚qy2
1px

˚q
lnpξ ´aq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ“x

ξ“x0

`C2

ff

“ Oplnpx´aqq

Выше был описан случай, когда y1paq ‰ 0. Необходимо рассмотреть случай, когда

y1pxq “ px´aqKΦpxq, Φ‰ 0

Тогда получается следующее выражение:

y2pxq “ px´aqKΦpxq

»

–

x
ż

x0

C1dξ

pξ ´aqΦpξ qpξ ´aq2KΦ2pξ q
`C2

fi

fl

Теперь выносится Φ. Так как они ограничены, то остается следующее:

y2pxq “Φpxqpx´aqK

»

–

C1

φpx˚qΦ2px˚q

x
ż

x0

dξ

pξ ´aq2K`1 `C2

fi

fl

После вычисления интеграла получается следующее выражение:

y2pxq “Φpxqpx´aqK
«

C1

φpx˚qΦ2px˚q
p´1q
2K

1
pξ ´aq2K

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x

x0

`C2

ff

y2pxq “ O
ˆ

1
px´aq2K

˙

Итак, была рассмотрена лемма, в которой говорится, что только одно из двух
линейно независимых решений уравнения специальных функций может быть огра-
ничено в той точке, где коэффициент K обращается в ноль, а также было выяснено
поведение второго решения. Теперь необходимо перейти конкретно к изучению урав-
нения Бесселя.
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Цилиндрические функции

Цилиндрические функции – это решение уравнения Бесселя.

Функции Бесселя

Рассмотрим уравнение Бесселя, по которому далее будет строиться решение.

1
x

d
dx

ˆ

x
dy
dx

˙

`

ˆ

1´
ν2

x2

˙

y“ 0

Это уравнение можно записать иначе, раскрыв производную:

x2
` xy1`px2

´ν
2
qy“ 0

Получилось то же самое, но записанное иначе. Чаще удобнее искать решения
уравнение Бесселя во втором виде. Далее поиск решения будет проводиться в виде
обобщенного степенного ряда. ν - заданный параметр.

y“ xσ
pa0`a1x`a2x2

` ...q

Подставим решение уравнения, записанное во втором виде, и будем приравнивать
слагаемые при одинаковых степенях. Приравняем при степени σ .

σpσ ´1qa0`σa0´ν
2a0 “ 0

Предполагается, что a0 отличен от нуля. Тогда остается следующее:

rσ
2
´ν

2
sa0 “ 0

Отсюда находится:

σ
2
“ ν

2

Теперь приравняется при xσ`1.

a1
“

pσ`qσ `pσ `1q´ν
2‰
“ 0

a1 r2σ `1s “ 0
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Считается, что σ “´
K
2

, где k “ 1,2,3, ..., тогда a1 “ 0.

pσ `mqpσ `m´1qam`pσ `mqam`am´2´ν
2am “ 0

Можно записать это выражение иначе:

pσ `mq2am`am´2´ν
2am “ 0

amp2σm`m2
q`am´2

Иначе это можно записать так:

am “´
am´2

2σm`m2

Коэффициенты am и am´2 – это коэффициенты одинаковой четности индекса.
Т.к. a1 “ 0, то все нечетные индексы a будут равны нулю. Поэтому остаются только
четные индексы. Тогда удобно записать m как 2n.

a2n “´
a2pn´1q

22npσ `nq

В этом шаге индекс понизился на единицу. Теперь можно делать последующие
шаги, понижая индекс на единицу каждый раз в правой части. На каждом шаге
появляется минус и, в итоге, pn´1q будет равно 0.

a2n “ p´1qn
a0

22nn!pσ `nqpσ `n´1q..pσ `1q

Существует гамма-функция:

Гpxq “
x
ż

0

e´ttx´1dt

Эта гамма-функция имеет следующие свойства:

Гpx`1q “ xГpxq

Если ее использовать, то получается следующее выражение:
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Гpσ `n`1q “ pσ `nqpσ `n´1q...pσ `1qГpσ `1q

Тем самым получается:

a2n “ p´1qn
a0Гpσ `1q

22nn!Гpσ `n`1q

Выбирается a0 таким, чтобы aoГpσ ` 1q2σ “ 1. Найденный коэффициент a под-
ставляется в сумму ряда:

y“ x2
pa0`a1x` ...q

y“
8
ÿ

n“0

p´1qn
´x

2

¯2n`2 1
n!Гpσ `n`1q

Этот ряд называется функцией Бесселя порядка сигма. Обозначается как Jσ pxq.
По построению эта функция является решением уравнения Бесселя.

Известно, что σ “˘ν . При этом σ ‰´n, где n - целое число.
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Лекция 2. Функция Бесселя

Функция Бесселя целого и полуцелого порядков

Ранее уравнение Бесселя было представлено в следующей форме (при xě 0):

x2y2` xy1`pν2
´ x2

qy“ 0

Решение уравнения находилось в виде степенного ряда, получилась сумма ряда
следующего вида:

Гσ pxq “
8
ÿ

“0

p´1qm
´x

2

¯2m`σ 1
m!`Гpσ `m`1q

При ν ‰ n, где n“ 0,1,2, ..., функции Бесселя Гνpxq и Г´νpxq являются решением
данного уравнения. При ν “ n Гnpxq также является решением уравнения.

Ряды хорошо сходятся, т.к. гамма-функция – это факториал. Изображение Γnpxq,
где ν ą 0 (Рис. 2.1) .

Рис. 2.1. Гамма-функция, где ν ą 0

Гамма-функция вводилась в анализе как вещественная функция вещественного
аргумента.

Γpxq “

8
ż

0

e´ttx´1dt

Выделяют следующие свойства:
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Рис. 2.2. Гамма-функция, где ν ă 0

Γp1q “ 1

Γp
1
2
q “

?
π

Γpx`1q “ Γpxqx

ΓpzqΓp1´ zq “
π

sin πz

Вдоль отрицательной полуоси в отрицательных целых точках имеются полюса
функций Γ. Это можно проверить так:

Γpn` z`1q “ pn` zqΓpn` zq “ pn` zqpn´1` zq...Γpzqz

Γpzq “
Γpn`1` zq
pn` zq...z

При zÑ´n:

Γpzq “ O
ˆ

1
z´n

˙

Таким образом, получается следующее выражение:

Γ´n “

8
ÿ

“0

p´1qm
´x

2

¯2m`n 1
m!Γpm´n`1q

Если mă n, то в знаменателе стоит бесконечность и выпадает слагаемое. Поэтому
берется m1 “ m´n, и получается:

Γ´n “

8
ÿ

1“0

p´1qm
1`n

´x
2

¯2pm1`nq´n 1
pm1`nqΓpm1`n´n`1q
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Γ´n “ p´1qn
8
ÿ

m“0

p´1qm1
´x

2

¯2m1`n 1
Γpm1`n`1qm1!

Γ´npxq “ p´1qnΓnpxq

Значит, функции Бесселя порядка n и ´n линейно зависимы. Получается следу-
ющее: при нецелых ν есть две линейно независимых функции, одна в нуле стремится
к нулю, а другая к бесконечности. При ν ‰ n есть два решения: Γ´νpxq и Γνpxq. А при
ν “ n есть только одно решение Γnpxq.

Пусть ν “
n
2
, тогда:

J1
2

pxq “
8
ÿ

m“0

p´1qm
´x

2

¯2m`
1
2 1

m!Γp
1
2
`m`1q

Теперь следует преобразовать написанное в правой части и гамма-функцию.

Γ

ˆ

1
2
`m`1

˙

“ Γ

ˆ

3
2
`m

˙

“

ˆ

1
2
`m

˙

Γ

ˆ

1
2
`m

˙

Γ

ˆ

1
2
`m`1

˙

“

ˆ

1
2
`m

˙

...
1
2

Γ

ˆ

1
2

˙

Γ

ˆ

1
2
`m`1

˙

“ p2m`1q...1
?

π
1

2m`1

Теперь то же самое необходимо сделать с факториалом.

J1
2

“

8
ÿ

m“0

p´1qm
x2m`1

?
2

22m`1
?

π
?

x
12m`1

m!p2m`1q...1

В результате получается следующее:

J1
2

“

c

2
πx

8
ÿ

m“0

p´1qm
x2m`1

p2m`1q!

Получается ряд синуса:

J1
2

“

c

2
πx

sin x
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Аналогично, если взять порядок ´
1
2
, то получается cos .

J
´

1
2

“ cos x

c

2
πx

Рекуррентные соотношения для цилиндрических функций

Рекуррентные соотношения:

$

’

&

’

%

d
dx

ˆ

Jνpxq
xν

˙

“´
Jν`1pxq

xν

d
dx
pJνpxqxνq “ Jν´1pxqxν

Раскроем производные:
$

&

%

1
ν ´

ν

x
Jν “´Jν`1

1
ν `

ν

x
Jν “ Jν`1

Теперь из нижнего выражения вычитается верхнее:

2ν

x
J “ Jν´1` Jν`1

Последовательно используя это рекуррентное соотношение, выходит, что для по-
луцелых индексов функция Бесселя представляет собой комбинацию тригонометри-
ческих функций и степеней x. В общем случае корни функции Бесселя идут непери-
одически. Т.е. расстояние между двумя корнями различаются. А для случая, когда

J1
2

это будет просто sin x

c

2
πx

.

Контурные интегралы

Теперь задача сводится к тому, чтобы доказать, что функция Бесселя может быть
представлена в виде контурного интеграла. Начать следует с гамма-функции.

Пусть z - вещественное, > 0 и нецелое. Рассматривается интеграл по контуру,
обходящему ноль и уходящему на бесконечность (Рис. 2.3). Это контур c.

ż

c

e´ttz´1dt
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Рис. 2.3. Контур c

При нецелых z в нуле будет точка ветвления, поэтому горизонтальные отрезки
будут лежать на разных листах Римана. Выбирается лист, где t вещественно (t “ x).
Тогда на нижнем листе t “ xei2π.

Записывается интеграл по каждому из участков, далее осуществляется переход
к пределу, когда радиус ε Ñ 0. Учитываются следующие данные для дальнейших
вычислений (Рис. 2.4).

Рис. 2.4. Контур c

I1 “

8
ż

ε

e´xxz´1dxÑ Γpzq,

при ε Ñ 0.

I2 “

ε
ż

´8

e´xei2π

pxei2π
q

z´1dxei2π

Меняется порядок интегрирования и получается:

I2 “´ei2πz

8
ż

ε

e´xxz´1dx“´ei2πΓpzq
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Теперь записывается интеграл по маленькому контуру:

t “ εeiφ

Iε “

0
ż

2π

e´εeiφ
´

εeiφ
¯z´1

εeiφ idφ

Iε “ Opεz
q Ñ 0

Считается интеграл по контуру:

Ic “ Γpzqp1´ ei2π
q

Или, иными словами, гамма-функция от z:

Γpzq “
Iε

1´ ei2πz

Эти действия были необходимы для того, чтобы гамма-функцию поставить в ряд
функции Бесселя.

Γpz`1qΓp´zq “
π

sin πpz`1q
“ ´

π

sin πz

1
Γpz`1q

“
´Γp´zq sin πz

π

Такая конструкция подставляется в ряд Бесселя.

Jνpxq “
8
ÿ

m“0

p´1qm
´x

2

¯2m`ν 1
m!Γpν`m`1q

Jνpxq “
8
ÿ

m“0

p´1qm
´x

2

¯2m`ν 1
m!

´
ş

c
e´t´z´1dt

πp1´ e´2πz
e´iπz´ e´iπz

2i

Теперь умножается числитель и знаменатель на eiπν .

Jνpxq “ ´
eiπν

2πi

ż

c

e´tt´z
´x

2

¯ν

#

8
ÿ

m“0

p´1qm
x2m

22m
eiπm

m!

+

dt
t

Внутри фигурных скобок стоит экспонента.
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Jνpxq “ ´
eiπν

2πi

ż

c

e´tt´νe
x2

22t dt
t

´x
2

¯ν

Jνpxq “ ´
eiπν

2πi

ż

e´t
`

x
2

´ x
2t

¯´ x
2t

¯ν dt
t

Теперь осуществляется замена переменных.

t
2x
“ eipπ´pq

x
2t
“ eipp´πq

dt “
x
2

eipπ´pq
p´iqd p

dt
p
“ p´iqd p

Подставляются переменные:

Jν “´
eiπν

2πi

ż

c

e

x
2

˜

x
2t
´

2t
x

¸

´ x
2t

¯ν dt
t

x
2t
´

2t
x
“ eipp´πq

´ e´ipp´πq
“ 2i sin pp´πq´2i sin p

Jν “´
1

2π

ż

cp

e´ix sin peiν pd p

Получается окончательное выражение:

Jνpxq “
1

2π

ż

cp

eiν p´ix sin pd p

Это и есть контурное представление функции Бесселя. Осталось разобраться с
контуром. Был контур c. Функция, стоящая под контуром – аналитическая, поэтому
контур можно деформировать. Деформация происходит так, чтобы его обход был
радиусом

x
2
.
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На рисунке (Рис. 2.5) обозначены t и p - это плоскости, где:

t “
x
2

eipπ´pq

Рис. 2.5. Контур c

Пусть p“ p1` ip2. Тогда:

t “
x
2

ep2
eipπ´pq

Берется участок 1. На нем t меняется от
x
2

до 8, а p1 “ π, чтобы t было веще-
ственно. Т.е. p2 “ r0,8q.

На втором участке p1 “´π и p2 “ p8,0s.

На третьем участке радиус закреплен, т.е. p2 “ 0, а p1 “ r´π,πs.

Строится контур для p (Рис. 2.6).

Получается, что функция Бесселя, которая была введена в виде ряда, может быть
представлена в виде контурного интеграла (Рис. 2.7).

Jν “´
1

2π

ż

cp

e´ix sin peiν pd p
1

2π

Это справедливо для случая, когда ν нецелое. Если ν целое, то выпадают инте-
гралы по вертикальным осям.

26



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

ТИХОНОВ НИКОЛАЙ АНДРЕЕВИЧ
МОГИЛЕВСКИЙ ИЛЬЯ ЕФИМОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Рис. 2.6. Контур для p

Рис. 2.7. Контур для p

Jnpxq “
1

2π

π
ż

´π

eipn´ix sin pd p

Напиcанное похоже на ряд Фурье.

e´ix sin p
“

8
ÿ

n“0

Jnpxqe´ipn

Теперь необходимо рассмотреть, в каких случаях этот интеграл сходится.
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ż

c

eipν´ix sin pd p

Если Repix sin pq ą 0, то интеграл сходится.

p“ p1` ip2

sin pp1` ip2q “ sin p1chp2` i cos p1shp2

Поэтому

Repix sin pq “ x cos p1shp2

И это должно быть больше нуля.

Repix sin pq “ x cos p1shp2 ą 0

Если концы контура лежат в области, где это выполнено, то тогда интеграл схо-
дится. На рисунке показано, где это будет на плоскости (Рис. 2.8).

Рис. 2.8. Контур для p
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Если концы контура лежат в заштрихованных областях и уходят на бесконеч-
ность, то интеграл сходится. Когда косинус отрицательный, гиперболический синус
должен быть положительным.

Теперь задача состоит в том, чтобы показать, что как бы ни был взят контур,
если его концы лежат в заштрихованных областях, то получается решение уравнения
Бесселя.

Итак, есть интеграл:

ż

c

eipν´ix sin pd p

Выбирается решение ypxq в виде этого интеграла и подставляется в уравнение
Бесселя.

x2y2` xy1`pν2
´ x2

qy“ 0

Необходимо доказать, что это выражение равно нулю.

ż

c

“

´x2 sin 2 p´ ix sin p` x2
´ν

2‰e...d p“
ż

c

“

x2 cos 2 p´ ix sin p´ν
2‰e...d p

d2

d p

`

e´ix sin p˘
“

d
d p

`

´ix cos pe´ix cos p˘

Так была взята первая производная, необходимо взять вторую производную.

d2

d p

`

e´ix sin p˘
“ p´x2 cos 2 p` ix sin pqe´ix sin p

Видно, что в квадратных скобках два первых слагаемых и часть экспоненты сов-
падают с последним выражением, но с другим знаком. Данное действие было вспо-
могательным.

ż

c

“

´x2 sin 2 p´ ix sin p` x2
´ν

2‰e...d p“
ż

c

„

´
d2

d p2

`

e´ip sin p˘
´ν

2e´ip sin p


eiν pd p

Второе слагаемое остается без изменений, а вторая производная действует на
экспоненту вне скобки, получается ν2, и тогда выражение приравнивается к нулю.
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Лекция 3. Контурные интегралы

Контурные интегралы

На прошлой лекции было доказано, что сумма ряда равна контуру интеграла

Ivpxq “
1

2π

ż

C

eipν´ix sin pd p,

где контур C - контур на плоскости комплексной переменной p (Рис. 3.1).

Рис. 3.1. Контур C - контур на плоскости комплексной переменной p

Далее рассмотрим возможность реформирования контура C для того, чтобы ин-
теграл сходился. Интеграл сходится, если концы контура лежат в заштрихованной
области p (Рис. 3.1).

Если концы интеграла, уходящие в бесконечность вдоль мнимой оси p, лежат в
заштрихованной области, то интеграл сходится. Любой интеграл, концы которого ле-
жат в заштрихованной области, удовлетворяет условию Бесселя. Итак, рассмотрим:

Y pxq “
ż

c

eipν´ix sin pd p

где C – произвольный интеграл, концы которого находятся в зоне сходимости.

Уравнение Бесселя запишем в виде:
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Рис. 3.2. Зоны сходимости интеграла контура C

x2y2` xy1`px2
´ν

2
qy“ 0

Подставляем Y в уравнение:

ż

c

“

´x2 sin p´ ix sin p` x2
´ν

2‰
` eipν´ix sin pd p

Приводим подобные:

d2

d p2 e´ix sin p
“´x2 cos p` ix sin p

Представим в виде:

´

ż

c

d2

d p2 pe
´ixp

qeipνd p´
ż

c

eipν´ix sin pd p“ 0

Таким образом, интеграл вида Y pxq удовлетворяет уравнению Бесселя.

Доказательство рекуррентных соотношений для

цилиндрических функций

Рассмотрим, что для интеграла вида Y рекурентные соотношения выполняются:
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d
dx

ˆ

Iνpxq
xν

˙

“
Iν`1pxq

xν

Второе рекуррентное соотношение:

d
dx
pIνxν

q “ Iν´1xν

Докажем, например, последнее:

I1ν `
ν

x
iν “ Iν´1

Берем интеграл в виде y и дифференцируем:

ż

c

´

´i sin p`
ν

x

¯

eipν´ sin pd p

Напишем вспомогательное соотношение:

d
d p

e´ix sin p
“´ix cos eix sin p

d
d p

e´ix sin p
“´ixpeip

` sin pqeix sin pq

Теперь считаем:

ż

c

´

´i sin p`
ν

x

¯

eipν´ sin pd p“
ż

c

peip
` cos p`

ν

x
qe...d p

ż

c

´

´i sin p`
ν

x

¯

eipν´ sin pd p“
ż

c

p´e´ipe´ipν
´

1
ix

d
d p
pe´ix sin pqeiν p

`
ν

x
eipν´ix sin pd p

ż

c

p´e´ipe´ipν
´

1
ix

d
d p
pe´ix sin pqeiν p

`
ν

x
eipν´ix sin pd p“ Iν´1`

ż

c

´

´
ν

x
`

ν

x

¯

eiν p´ix sin p

Iν´`

ż

c

´

´
ν

x
`

ν

x

¯

eiν p´ix sin p
“ Iν´1pxq
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Функция Ханкеля

Функция Ханкеля первого рода:

Hp1qν pxq “
1
π

ż

cp1q

eiν p´ix sin pd p,

где cp1q – это следующий контур ( рис.3.3).

Рис. 3.3. Функция Ханкеля первого рода

Функция Ханкеля второго рода:

Hp2qν pxq “
1
π

ż

cp2q

eiν p´ix sin pd p,

где cp2q – это контур такого вида - рис.3.4.

Если мы сложим функции Ханкеля первого и второго рода, то интегралы по ниж-
ней части мнимой оси от 0 до 8 сократятся, и у нас получится следующая функция
Бесселя:

1
2

´

´pxq`Hp2qν pxq
¯

“ Iν

Теперь найдем связь между функциями Ханкеля и Бесселя.
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Рис. 3.4. Функция Ханкеля второго рода

Связь между функциями Ханкеля и Бесселя

Чтобы найти эту связь, построим вспомогательное соотношение. А именно, дока-
жем, что функция Ханкеля первого рода порядка ´ν есть следующее:

Hp1q´ν “ eiπνHp1qν

А функция Ханкеля второго рода это:

Hp2q´ν “ e´iπνHp2qν

Докажем, например, второе соотношение.

Hp2q´ν “

ż

cp2q

e´iν p´ix sin pdw

Сделаем замену переменных w“´p.

Hp2q´ν “

ż

cp2q

eiwν`ix sin wdw

Следующий шаг: берем z“ w` p, значит w“ z´ p. Контур сдвигается вправо.
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Hp2q´ν “ e´iνπ

ż

cp2q

eizw´ix sin zdz

Hp2q´ν “ e´iνπHp2qν π

Таким образом, мы доказали нижнее рекуррентное соотношение. Верхнее доказы-
вается аналогично. Теперь мы можем установить связь между функциями Ханкеля
и Бесселя. Учитываем, что обе функции – это функции x.

Iν “
1
2

´

Hp1qν `Hp2qν

¯

(3.1)

I´ν “
1
2
peiπνHp1qν ` e´iπνHν

p2q
q (3.2)

eiπνHν
p1q
“ Hp1q´ν

e´iπνHν
p2q
“ Hp2q´ν

Мы получили два уравнения, которые позволяют нам выразить функцию H через
функцию I. Уравнение (3.1) умножаем на e´iπν и вычитаем из выражения (3.2).

Hp1qν “
I´ν ´ Iνe´iπν

eiπν ´ eiπν
2

Hp1qν “
Iνe´iπν ´ I´ν

sin πν
i

Раскладываем первую экспоненту на косинус и синус:

Hp1qν “
Iνp cos πν´ i sin πνq´ I´ν

sin πν
i

Далее синусы сокращаются и i,´i дает единицу.

Hp1qν “ Iν `
Iν cos πν´ I´ν

sin πν
i

Iν cos πν´ I´ν

sin πν

– функция Неймана - Nνpxq.

Таким образом, мы получили, что функция Ханкеля первого рода – это функция
Бесселя и iNν :
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Hp1qν “ Iν ` iNν

Тоже самое для функции Ханкеля второго порядка:

p2q
ν “ Iν ´ iNν

Это справедливо для нецелого ν . Если ν целое, то и числитель, и знаменатель
стремятся к нулю, и тогда получаем следующее:

Nnpxq “
dIν

dν
pxqp´1qn´ dI´ν

dν
pxq

p´1qnπ

Итак, мы представили функцию Ханкеля как функции Неймана и Бесселя. Те-
перь рассмотрим вопрос линейной независимости.

Линейная независимость функций Ханкеля, Неймана и

Бесселя

Здесь необходимо воспользоваться следующим соотношением:∣∣∣∣∣a`b e

c`d f

∣∣∣∣∣“
∣∣∣∣∣a e

c f

∣∣∣∣∣`
∣∣∣∣∣b e

d f

∣∣∣∣∣
Рассматривается следующее выражение:

W rHp1qν ,Hp2qν | “

∣∣∣∣∣ Iν ` iN Iν ´ iN

I1ν ` iN1ν I1ν ´ iN1ν

∣∣∣∣∣
W rHp1qν ,Hp2qν | “

∣∣∣∣∣Iν Nν

I1ν N1ν

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣Iν Nν

I1ν N1ν

∣∣∣∣∣“´2iwrIν ,Nν s

Таким образом видно, что линейная независимость функции Ханкеля упирается
в линейную независимость функций Бесселя и Неймана. Дальнейшая цель - подсчи-
тать определитель Вронского функций Бесселя и Неймана и убедиться, что он отли-
чен от нуля, т.е. эти функции линейно независимы. Берется выражение для функции
Неймана и подставляется в правый столбец:
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∣∣∣∣∣Iν Nν

I1ν N1ν

∣∣∣∣∣“
∣∣∣∣∣Iν Iν

I1ν I1ν

∣∣∣∣∣ctgπν`

∣∣∣∣∣Iν ´ I´ν

I1ν ´ I1´ν

∣∣∣∣∣ 1
sin πν∣∣∣∣∣Iν Nν

I1ν N1ν

∣∣∣∣∣“´ 1
sin πν

W rIν , I´ν s

Iν в виде ряда это:

Iν “

8
ÿ

m“0

2m`ν

1
m!Γpm`ν`1q

Для того, чтобы выяснить линейную независимость, необходимо определить ра-
вен ли нулю W rIν , I´ν s. Это делается при x Ñ 0. Рассматривая выражение выше,
становится ясно, что низшая степень x это xν .

Iνpxq “
´x

2

¯ν 1
Γpν`1q

p1`Opx2
qq

I1νpxq “
´x

2

¯ν´1 ν

2
1

Γpν`1q
p1`Opx2

qq

I´ν “

´x
2

¯ν 1
Γp1´νq

p1`Opx2
qq

I1νpxq “ ´
´x

2

¯´ν ν

2
1

Γp1´νq
p1`Opx2

qq

Подставляются асимптотики.∣∣∣∣∣Iν I´ν

I1ν I1´ν

∣∣∣∣∣“´ν

x
1

Γp1´νqΓp1`νq

Тот же самый эффект будет, если I´ν умножить на I1ν , но появляется двойка, так
как появляется другая диагональ.∣∣∣∣∣Iν I´ν

I1ν I1´ν

∣∣∣∣∣“´ν

x
1

Γp1´νqΓp1`νq
2p1`opxqq

´
ν

x
1

Γp1´νqΓp1`νq
2p1`0pxqq “ Γp1`νq “ νΓpνq
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ΓpνqΓp1´νq “
π

sin πν

В результате получается следующее:

W rIν , I´ν s “
2 sin πν

xπ
p1`opxqq

W rIν ,Nν s “ ´
1

sin πν
W rIν , I´ν s

sin πν сокращается, остается следующее:

W rIν ,Nν s “
2

πx
p1`opxqq

Таким образом, при малых x, т.к. эта величина отлична от нуля, функция линейно
независимая. Более того, данный определитель можно уточнить:

d
dx

ˆ

K
dy
dx

˙

´qy“ 0

W ry1y2s “
c
K

Т.к. функции линейно независимы, то C ‰ 0. Теперь запишем уравнение Бесселя
в виде специальных функций:

d
dx

ˆ

x
dy
dx

˙

` x
ˆ

1´
ν2

x2

˙

y“ 0

x
ˆ

1´
ν2

x2

˙

“ q

x“ Kpxq

Поэтому определитель Вронского двух линейно независимых решений:

W rIν ,Nν s “
c
x

Окончательно это выражение будет таким:

W rIν ,Nν s “
2

πx
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Так получается второе решение функции Неймана. Уравнение Бесселя (для него
можно строить разные пары линейно независимых решений) – это уравнение второго
порядка, и оно имеет два линейно независимых решения. Обычно в качестве этих
решений рассматривают либо вещественную пару Iν ,Nν , либо пару Hp1qν ,Hp2qν . Пара
Hp1qν ,Hp2qν является комплексно сопряженной:

pHp2qν q
˚
“ Hp1qν

Необходимо построить графический вид функции Неймана (Рис. 3.5). Здесь N0pxq

ведет себя как логарифм:

N0pxq “ 0plnxq

Рис. 3.5. Графический вид функции Неймана

Но если взять порядок отличный от нуля (Рис. 3.6), то функция Бесселя имеет
ν-ый ноль, а функция Неймана имеет ν-ый полюс.

Nν “ O
ˆ

1
xν

˙

Теперь задача сводится к тому, чтобы построить асимптотику при больших зна-
чениях x.
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Рис. 3.6. Графический вид функции Неймана

Асимптотика при больших значениях x

Асимптотика при больших значениях x строится методом перевала. Он служит
для асимптотической оценки контурного интеграла:

ż

c

φppqex f ppqd p

Рассмотрим асимптотическую оценку для функции Ханкеля второго рода:

Hp2qν pxq “
1
π

ż

cp2q

eipν´ix sin pd p,

eipν
“ φppq,´ix sin p“ ex f ppq

Известно, что контур C можно деформировать, но необходимо, чтобы он лежал
в заштрихованной области. Под интегралом стоит аналитическая функция, значит
функция Ханкеля была определена так, как показано на (Рис. 3.7).

Можно деформировать контур, результат от этого не изменится. Но изменится
сложность асимптотической оценки, т.к. если реальная часть f отрицательная, а xÑ

8, то ex f ppq уменьшает подынтегральную функцию. Значит, выгодно контур провести
так, чтобы реальная часть f была на большей части контура отрицательна, тогда
эта поправка будет мала.
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Рис. 3.7. Функция Ханкеля второго рода

f ppq “ ´xi sin p

Невозможно провести контур так, чтобы он всегда был в заштрихованной обла-
сти, он должен пройти минимум через одну точку. Поэтому этот метод называется
методом перевала. Необходимо провести контур через точку перевала в направлении
наискорейшего спуска.

Контур рассматривается так, чтобы он проходил через точку перевала, тогда
при x Ñ 8 основной вклад дает малый участок вокруг точки перевала. p ищется
следующим образом:

p“
π

2
` reiψ ,

где ξ – это угол, под которым контур проходит точку перевала.

Задача: найти направление наискорейшего спуска ξ и основной вклад, который
вносится вокруг точки перевала. Рассматривается следующий интеграл:

1
π

ε
ż

´ε

eiν
´

π

2`reiψ
¯

´ix sin
´

π

2`reiψ
¯

eiψdr
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Это участок интеграла, который будет вносить основной вклад. Эта величина
оценивается так.

1
π

ε
ż

´ε

eiν
´

π

2`reiψ
¯

´ix sin
´

π

2`reiψ
¯

eiψdr «
1
π

eiν π

2

ε
ż

´ε

e´ix cos preiψ qeiψdr

Косинус раскладывается вокруг 0.

1
π

ε
ż

´ε

e´ix cos preiψ qeiψdr “
1
π

eipν π

2 `ψq

ε
ż

´ε

e´ix
´

1´ r2eriψ
2

¯

dr
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Лекция 4. Функция Ханкеля

Ранее были введены как контурные интегралы функции Ханкеля первого и вто-
рого рода, связанные с функциями Бесселя. В качестве фундаментальной системы
решений уравнения Бесселя можно брать функции Бесселя и Неймана, а в качестве
комплексной пары – функции Ханкеля первого и второго рода. Необходимо учиты-
вать линейную независимость этих функций. Асимптотики этих функций при малых
x получаются из разложения в ряды функций Бесселя, а при больших x необходимо
рассматривать метод перевала.

ż

c

φppqex f ppqd p

где φ и f – аналитические функции, ассимптотика рассматривается при больших
x. Если участок интегрирования лежит там, где реальная часть f ppq отрицательная,
то при больших x вклад интеграла по этому участку стремится к нулю.

Hp2qν pxq “
1
π

ż

cp2q

eipν´iν sin pd p

f ppq “ ´i sin p

Если контур лежит в заштрихованных областях, то реальная часть f отрицатель-
на (Рис. 4.1).

Рис. 4.1. Контур cp2q
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Можно деформировать контур, чтобы удачнее получить асимптотику. Лучше все-
го, чтобы реальная часть была отрицательная, чтобы контур лежал в заштрихован-
ной области. Это невозможно, но его можно провести через точку перевала. Затем-
ненная область там, где реальная часть f отрицательна, а светлая там, где реальная
часть f положительная. Контур необходимо провести так, чтобы он проходил через
точку перевала в направлении наискорейшего спуска (Рис. 4.2).

Рис. 4.2. Контур cp2q

Точка перевала будет p0 “
π

2 .

p“
π

2
` reiψ

Hp2qν pxq “
1
π

ε
ż

´ε

eiνp π

2`reiψq´ix sin p π

2`reiψqeiψdr

Hp2qν pxq “
1
π

eiν π

2

ε
ż

´ε

e´ix
´

1´ r2e2iφ
2

¯

eiψdr

Отделяем мнимую вещественную часть:

Hp2qν pxq “
1
π

eipν π

2`ψqeix
´

1´ r2
2 cos 2ψ

¯

e´ix
´

´ r2
2 i sin 2ψ

¯

dr

Hp2qν pxq “
1
π

eipν π

2`ψq

ε
ż

´ε

e´
r2

2 x sin 2ψe´ix
´

1´ r2
2 cos 2ψ

¯

dr

Теперь необходимо выбрать направление наискорейшего спуска:
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sin 2ψ “ 1

ψ – это угол между направлением контура и горизонтальной осью:

ψ “
π

4

Выбрав таким образом ψ , можно продолжить равенство:

Hp2qν pxq “
1
π

e´ip1´ν
π

2´
π

4 q

ε
ż

´ε

e
r2

2 xdr

Обозначим r2

2 x“ α2, а α “ r
a x

2 .

ε
ż

´ε

e
r2

2 xdr “ I

I при xÑ8 считается так:

I “

ε
?

x
2

ż

´ε
?

x
2

e´α2
dα

c

2
π
Ñ

c

2
x

8
ż

´8

e´α2
dα “

c

2π

x

Это дает интеграл в пределе.

Hp2qν “

c

2
e´ipx´ π

2 ν´ π

4 q`o
ˆ

1

x
3
2

˙

Это главное слагаемое интеграла. Получили асимптотику для функции Hp2qν pxq.

Hp1qν pxq “ pHp2qν pxqq˚ “

c

2
πx

eipx´ π

2 ν´ π

4 q`o
ˆ

1

x
3
2

˙

Зная асимптотику Hp1qν и Hp2qν можно найти асимптотику функции Неймана и
Бесселя.

Iν “
1
2

´

Hp1qν `Hp2qν

¯
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Ассимптотика функции Бесселя будет выглядеть так:

Iν “

c

2
πx

cos
´

x´
π

2
ν´

π

4

¯

`o
ˆ

1

x
3
2

˙

Соответственно, функция Неймана будет выглядеть так:

Nν “
1
2
pHp1qν `Hp2qν q “

c

2
πx

sin
´

x´
π

2
ν´

π

4

¯

`o
ˆ

1

x
3
2

˙

Получили асимптотики решений уравнений Бесселя при больших x.

Задача Штурма - Лиувилля в круге

Задача Штурма - Лиувилля:

∆U `λU “ 0

Пусть есть круг радиусом a. Вводится система координат r,φ . Тогда U “ 0 при r“

a. Необходимо найти отличное от нуля решение данной задачи Штурма - Лиувилля.
Оно ищется в виде произведения. Задача Штурма - Лиувилля в полярной системе
координат:

1
r

d
dr

ˆ

r
dU
dr

˙

`
1
r2

d2U
dφ 2`“ 0

Upr,φq “ RprqΦpφq

После подстановки в уравнение получается такое выражение:

r d
dr

`

r dR
dr

˘

R
`λ r2

`

d2φ

dφ 2

Φ
“ 0

Необходимо, чтобы оно выполнялось при любых малых r и φ . Они меняются,
равенство сохраняется.

d2φ

dφ 2

Φ
“´µ

d2φ

dφ 2 `µΦ“ 0
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На Φ наложено следующее условие:

Φpφq “Φpφ `2πq

Если µ отрицательное, то общее решние будет экспонентой, но такая комбинация
не может быть периодической. Поэтому µ ě 0:

Φ“ A sin
?

µφ `B cos
?

µφ

Обозначим ω “
?

µ . Подставим в условие периодичности:

A sin ωφ `B cos ωφ “ A sin
?

µpφ `2πq`B cos
?

µpφ `2πq

Так как это равенство должно выполняться при любом φ , то можно отделить
части, содержащие синус и косинус. При sin ωφ :

A“ A cos 2πω´B sin 2πω

При cos ωφ :

B“ A sin 2πω`B cos 2πω

Эта система может выглядеть иначе:

$

&

%

Ap1´ cos 2πωq`B sin 2πω “ 0

A sin 2πω´Bp1´ cos 2πωq “ 0

Интересует нетривиальное решение. Имеется система однородных линейных урав-
нений. Нетривиальные решения существуют, когда главный определитель равен ну-
лю. ∣∣∣∣∣ 1´ cos 2πω sin 2πω

sin 2πω ´p1´ cos 2πωq

∣∣∣∣∣“ 0

Раскрывается определитель:

´p1´ cos 2πωq
2
` sin 22πω “ 0
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2´2 cos 2πω “ 0

Иначе можно записать так:

cos 2πω “ 1

ñ 2πω “ 2π

Значит ω - целое, а µ “ ω2.

Φ“

$

&

%

sin nφ

cos nφ

µ “ n2

n“ 0,1, ...

Если обратиться к задаче для R:

r d
dr

`

r dR
dr

˘

R
“ R

1
r

d
dr

ˆ

r
dR
dr

˙

`

ˆ

λ ´
n2

r2

˙

R“ 0

Кроме того, имеется граничное условие:

Rpaq “ 0

Речь идет о специальной функции, у которой в нуле могут быть особенности,
поэтому ищется ограниченное решение.

|R| “ă8

Вот те условия, которые получаются для R. Если
?

λ r “ x, а Rprq “ ypxq:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1
x

d
dx

´

xdy
dx

¯

`

´

1´ n2

x2

¯

y“ 0

yp
?

λa“ 0 |y| ă 8
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Общим решением будет сумма Бесселя и Неймана.

ypxq “ DnInpxq`EnNnpxq

Функция Бесселя в нуле ограничена, а функция Неймана в нуле стремится к
бесконечности. Поэтому En “ 0. Решение задачи Штурма - Лиувилля ищется с точ-
ностью до множителя. Приравняем Dn к единице:

ypxq “ Inpxq

Rprq “ Inp
?

λ rq

Неизвестной величиной является λ , но существует еще одно граничное условие
Rpaq “ 0:

Inp
?

λaq “ 0

Здесь
?

λa“ ξ
pkq
n . Отсюда находится λ :

λn,k “

˜

ξ
pkq
n

a

¸2

Получается следующее:

Rn,kprq “ In

˜

ξ
pkq
n

a
r

¸

Если рассматривать вторую краевую задачу при r “ a dU
dr “ 0, то общий вид ре-

шения не изменится.

dR
dr
paq “ 0Ñ I1np

?
λaq “ 0

Значит
?

λa“ ν
pkq
n , где ν

pkq
n – это корень производной.

λn,k “

˜

ν
pkq
n

a

¸2

Rn,kprq “ In

˜

ν
pkq
n

a
r

¸
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Находим U :

U “Un,k “ In

˜

ξ
pkq
n

a
r

¸#

sin nφ

cos nφ

+

Теорема Стеклова. Норма функции Бесселя

Пользуясь теоремой Стеклова, любую функцию можно разложить в ряд.

Fpφ ,rq “
ÿ

n,k

Un,kpr,φq f pn,kq

По теореме Стеклова такой ряд сходится, и функция может быть разложена:

fn,k “
1

||Un,k||
2

2π
ż

0

a
ż

0

Fpφ ,rqUn,kprφq

Квадрат нормы будет иметь следующий вид:

||Un,k||
2
“

2π
ż

0

a
ż

0

I2
n

˜

ξ
pkq
n

a
r

¸#

sin 2nφ

cos 2nφ

+

Двойной интеграл распадается на два.

||Un,k||
2
“

2π
ż

0

#

sin 2nφ

cos 2nφ

+

dφ

a
ż

0

I2
n

˜

ξ
pkq
n

a
r

¸

rdr

||Un,k||
2
“ 2πεn||In||

2,

εn “

$

&

%

1
2 ,n‰ 0

1,n“ 0

Осталось посчитать квадрат нормы In.

||In||
2
“

a
ż

0

I2
n

˜

ξ
pkq
n

a
r

¸

rdr “
a2

pξ
pkq
n q2

ż

0

I2
n pxqxdx

Теперь посчитаем последний интеграл.
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ż

I2
n pxqxdx“

1
2

ż

I2
n

dx2

dx
dx

ż

I2
n pxqxdx“

I2x2

2
´

ż

II1x2dx

Необходимо вспомнить уравнения Бесселя.

x
d
dx

ˆ

x
dy
dx

˙

`px2
´ν

2
qy“ 0

Здесь вводится вспомогательное соотношение, с помощью которого можно сде-
лать дальнейшие вычисления:

Ix2
“´ν

2I´ xpxI1q1

I2x2

2
´

ż

II1x2dx“
I2x2

2
´

ż

ν
2II1dx`

ż

xI1pxI1q1dx“
I2x2

2
´

ν2I2

2
`
pxI1q2

2

Теперь рассчитывается квадрат нормы функции Бесселя в случае граничного
условия первого рода:

||In||
2
“

a2

pξ
pkq
n q

„

In

2
px2
´ν

2
q`

x2

2
I1n


ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ
pkq
n

0
“

a2

2
pI1npξ

pkq
n qq

2

В случае граничного условия второго рода выражение было бы таким:

||In||
2
“

a2

pν
pkq
n q

„

In

2
px2
´ν

2
q`

x2

2
I1n


ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ν
pkq
n

0
“

a2

2
I1n

2
pν
pkq
n q

«

1´
n2

pν
pkq
n q2

ff

Таким образом, было найдено решение задачи Штурма - Лиувилля, посчитан
квадрат нормы. Различия первой и второй задачи заключаются в значениях λ и в
квадрате нормы.
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Модифицированное уравнение Бесселя (функции Инфельда и

Макдональда)

Это уравнение для задач в цилиндре, в нем знак перед единицей изменен.

1
x

d
dx

ˆ

x
dy
dx

˙

´

ˆ

1`
ν2

x2

˙

y“ 0

Т.к. изменился знак, необходимо свести задачу к предыдущей. Здесь ´1 “ i2.
Пусть z“ ix, а ypxq “ Zpzq. Получается уравнение Бесселя:

1
z

d
dz

ˆ

z
dZ
dz

˙

`

ˆ

1´
ν2

z2

˙

Z “ 0

Теперь можно построить вещественное решение.

Iνpixq “
8
ÿ

m“0

p´1qm
ˆ

ix
2

˙2m`ν 1
m!Γpν`m`1q

Iνpxq “ i´ν Iνpixq “
8
ÿ

m“0

´x
2

¯2m`ν 1
m!Γpν`m`1q

Полученное выражение называется функцией Инфельда.

Функция Инфельда

В предыдущем выражении все слагаемые положительные, с ростом x каждое сла-
гаемое растет, значит функция будет монотонно возрастающей (Рис. 4.3).

Рис. 4.3. Функция Инфельда
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Представление о том, как график ведет себя на бесконечности, легко получить из
асимптотики для функции Бесселя.

Iνpxq “ i´ν Iνpixq “ i´ν Hp1qν pixq`Hp2qν pixq
2

“

“ i´ν

c

2
πix

eipix´π

2 ν´
π

4 q`

c

2
πix

e´ipix´π

2 ν´
π

4 q

2

Iνpxq “
i´ν

?
2πxi

ex`i π

2 ν`i π

4

Если учесть, что ei π

2 “ i - мнимая единица, то получается следующий ответ:

Iνpxq “
1

?
2πx

ex

Так как в ответе не фигурирует ν , то все кривые на бесконечности возрастают
примерно одинаково (Рис. 4.4).

Рис. 4.4. Асимптотика для функции Бесселя
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Лекция 5. Модифицированное уравнение Бесселя

Модифицированное уравнение Бесселя (продолжение)

Модифицированное уравнение Бесселя:

1
x

d
dx

ˆ

x
dy
dx

˙

´

ˆ

1`
ν2

x2

˙

y“ 0

Его решение необходимо искать как решение уравнения Бесселя от мнимого ар-
гумента. Первое решение – это функция Инфельда. Второе линейно независимое
решение – это функция Макдональда.

Рис. 5.1. Функция Бесселя

Функция Макдональда

Kνpxq “ iν`1Hp1qν pixq

Данная функция является вещественной (графически изображалась как возрас-
тающая). Это доказывается следующим образом:

Hp1qν “ i
i´ν ´ e´iπν Iν

sin πν

Kνpxq “
Iνpxq´ I´νpxq

sin πx
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При малых x функция растет (так как стоит I´ν). Чтобы выяснить, как ведет
себя функция при больших x, необходимо рассмотреть асимптотику Kν при K Ñ8.

Kνpxq “

c

π

2x
e´x

` ...

Графически функция является убывающей (Рис. 5.2).

Рис. 5.2. Функция Макдональда

В силу своего поведения в нуле и на бесконечности, функции Макдональда и
Инфельда линейно независимые. Они были бы линейно зависимы, если бы при неко-
торых коэффициентах, отличных от нуля, было выполнено следующее соотношение:

C1Iνpxq`C2Kνpxq “ 0

Классические линейные ортогональные полиномы (КЛОП)

Для ряда случаев технически удобно сначала рассмотреть некоторый класс по-
линомов, изучить их свойства. В итоге оказывается, что КЛОП – это именно те
функции, которые нужны для решения задач.

Определение КОП и основные свойства

Классические ортогональные полиномы - полиномы, которые ортогональны с ве-
сом на рассматриваемом участке:

b
ż

a

PnpxqPmpxqρpxqdx“ 0
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n‰ m

Вес ρ удовлетворяет некоторым требованиям. Вводится функция σpxq, которая
зависит от участка, на котором рассматриваются полиномы.

σpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

px´aqpb´ xq xĂ rz,bs

x´a xĂ ra,8s

1 ´8ď xď8

Вводится фукция τpxq – полином первого порядка.

τpxq “ Ax`B

Тогда ρpxq вводится как положительное решение уравнения Пирсона.

d
dx
pρpxqσpxqq “ τpxqρpxq

Кроме того:

ρσxK
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
“ 0

где K - любое положительное число.

Утверждения для полиномов

Необходимо построить последовательность утверждений для введенных полино-
мов:

1) Полином n-ой степени ортогонален любому полиному меньшей степени (mă n).

b
ż

a

PnQmρdx“ 0

где Qm - произвольный полином.

Qm “ Pmαm` rQm´1
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Qm “

m
ÿ

K“0

PKαK

Получается следующее выражение:

m
ÿ

K“0

dK

b
ż

a

PnPmρdx“ 0

2) Если некоторый полином Tn ортогонален любому полиному низшего порядка,
где mă n, то Tn может отличаться от входящего в систему Pn только множителем.

b
ż

a

TnQmρ dx“ 0 @Qm

Tn “ Pnαn

Выбирается такой коэффициент α , при котором старшие степени одинаковы.

Tn´αnPn “ rQn´1

b
ż

a

TnpTn´αnPnqρdx“ 0

Окончательное выражение выглядит следующим образом:

b
ż

a

pTn´ρPnq
2
ρdx“ 0

3) Если взять систему полиномов tPnu и продифференцировать их, то получен-
ная система tP1nu снова является системой ортогональных классических полиномов с
весом ρ1 “ ρσ . Для доказательства необходимо показать, что P1n ортогональны всем
полиномам более низкого порядка (mă n´1).

b
ż

a

P1nQmρσdx“´

b
ż

a

PnQmτρdx“ 0

d
dx
pρ1σq “ τ1ρ
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pρσq
1
σ `ρσσ

1
“ τρσ `ρσσ

1
“ ρ1pσ

1
` τq

σρ1xK
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
“ σρpσxK

q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
“ 0

Таким образом, дифференцированием системы полиномов было доказано третье
утверждение. Можно дифференцировать еще некоторое количество раз, не превос-
ходящее n. В итоге получится:

ρK “ ρσ
K

τK “ τ`Kσ
1

Задача Штурма-Лиувилля для КОП

4) Решением задачи будет классический ортогональный полином (mă n):

b
ż

a

Qm
d
dx

ˆ

σρ
dPn

dx

˙

dx“

b
ż

a

QmrτP1n`σP2n sρdx“ 0

σP2n ` τP1n “´λPn

d
dx

ˆ

σρ
dPn

dx

˙

`λnρPn “ 0

5)
$

&

%

d
dx

´

σρ
dPn
dx

¯

`λnρPn “ 0

|Pnpaq| ă 8, |Pnpbq| ă 8

Считается, что ra,bs – конечный участок, а полиномы на нем ограничены. Таким
образом, была получена задача типа Штурма-Лиувилля. Теперь необходимо убедить-
ся, что никаких решений, кроме полиномов, у этой задачи нет.

Допустим, что при некотором λ существует линейно независимая от P функция
ypxq, которая удовлетворяет задаче Штурма-Лиувилля.

pσρy1q1`λρy“ 0
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|ypaq| ă 8, |ypbq| ă 8

Следует рассмотреть два случая. Первый случай: λ “ λn0 . Тогда получается про-
тиворечие с основной леммой для специальных функций.

Второй случай: λ отлична от любых λn. Тогда получается соотношение:

b
ż

a

rypσρP1nq
1
´Pnpσρy1q1s`pλ ´λnq

b
ż

a

yPnρdx“ 0

`

σρP1ny´σρy1Pn
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
´

b
ż

a

“

y1σρP1n´P1nσρy1
‰

dx

b
ż

a

yPnρdx“ 0 @nñ y” 0

Если функция y ортогональна всем полиномам, образующим замкнутую систему,
то y не может быть отличным от нуля. Таким образом, было доказано, что полиномы
являются решением задачи Штурма-Лиувилля и других решений быть не может.

6) Необходимо найти λn.

σP2n ` τP1n “´λnPn

Pn “ a0xn
`a1xn´1

`¨¨ ¨`an

σpxq “ σ0`σ1x`σ2x2

σ2npn´1q`Ana0 “´λna0

λn “´nrA`σ2pn´1qs p6q

Формула Родрига

7) Явное представление для полиномов при известных σ и ρ (вычисляется с
точностью до множителя).

ρPn “´
1
λn

d
dx

ˆ

ρσ
dPn

dx

˙

“´
1
λn

d
dx

´

ρ1Pp1qn

¯

´
1
λn

B

Bx
pρ1Pp1qn q “ ¨ ¨ ¨ “ p´1qn

1
λnλn1 ¨ ¨ ¨

Bn

Bxn

¨

˚

˝

ρσ
n

loomoon

ρn

Ppnqn

˛

‹

‚
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Pn “
Cn

ρ

Bn

Bxn pρσ
n
q – Формула Родрига

Квадрат нормы КОП

8) Квадрат нормы полинома в общем виде:

||Pn||
2
“

b
ż

a

P2
n ρdx“

b
ż

a

PnCn
Bn

Bxn pρσ
n
qdx“ ¨¨ ¨ “Cnp´1qna0n!

b
ż

a

ρσ
ndx

||Pn||
2
“Cnp´1qna0n!

b
ż

a

ρσ
4 dx

Pn “ anxn
`an´1xn´1

`¨¨ ¨`a0

Производящая функция

9) Производящая функция системы полиномов называется функцией Y pxzq вида:

Y pxzq “
8
ÿ

n“0

Pn

Cn

zn

n!

Y “
8
ÿ

n“0

1
ρpxq

Bn

Bxn pρpxqσpxq
n
q
zn

n!
“

1
2π i

8
ÿ

n“0

zn

ρpxq

ż

C

ρptqσnptqdt
pt´ xqn`1 “

“
1

2π i

ż

C

ρptq
pt´ xqρpxq

«

8
ÿ

n“0

znσnptq
pt´ xqn

ff

dt “
1

2π i

ż

C

ρptq

pt´ xqρpxq
ˆ

1´
zσptq
t´ x

˙dt “

“
1

2π iρpxq

ż

C

ρptq
t´ x´ zσptq

dt “ Res
„

ρptq
t´ x´ zσptq

,x


1
ρpxq

“

f pKqpz0q “
K!
2πi

ż

C

f pzq
pz´ z0qK`1 dz

8
ÿ

n“0

α
n
“

1
1´α

Выражение для производящей функции:

Y pxzq “
ρpt˚q

ρpxqp1´ zσ 1pt˚qq
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Рис. 5.3. Обход Z контуром C по комплексной плоскости

где t˚ – это корень знаменателя:

t˚´ x´ zσpt˚q “ 0

И если σ – квадратичная функция с двумя корнями, то выбирается тот корень,
который стремится к x при zÑ 0:

t˚Ñ x zÑ 0
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Лекция 6. Теорема о нулях полиномов

Определение КОП и основные свойства (продолжение)

tPnu

b
ż

a

PnPmρ dx“ 0, n‰ m

σpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1, xĂ pi,8q

px´aqpb´ xq, xĂ ra,bq

x´a, xĂ ra,8q

τpxq “ Ax`B

d
dx
pρpxqσpxqq “ τpxqρpxq, ρ ą 0

где ρpxq – это положительное решение уравнения Пирсона.

ρσxK
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

a
“ 0 k “ 0,1,2, ...

b
ż

a

PnQmρdx“ 0

d
dx

ˆ

σρ
dPn

dx

˙

`λnρPn “ 0

|Pnpaq| ă 8, |Pnpbq| ă 8

σpxq “ σ0`σ1x`σ2x2

λn “´nrA`σ2pn´1qs

Pn “
Cn

ρ

dn

dxn pρσ
n
q

||Pn||
2
“

b
ż

a

P2
n ρdx“Cnp´1qna0n!

b
ż

a

ρσ
ndx

||Pn||
2
“ p´1qnancnn!

b
ż

a

ρσ
4 dx

Pn “ anxn
`an´1xn´1

`¨¨ ¨`a0
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Y pxzq “
8
ÿ

n“0

Pn

Cn

zn

n!

Y pxzq “
ρpt˚q

ρpxqp1´ zσ 1pt˚qq
,

t˚´ x´ zσpt˚q “ 0

Теорема о нулях полиномов

Необходимо доказать последнее свойство полиномов, а именно: полином n-го по-
рядка имеет ровно n простых корней на участке a,b. xK - точки, в которых полином
меняет знак (Рис. 6.1). Следует учитывать, что K ă n.

Рис. 6.1. Точки, в которых полином меняет или не меняет знак

Теперь можно представить полином следующим образом:

Pnpxq “ px´ x1q...px´ xKqφpxq

где φ - функция постоянного знака.

RK “ px´ x1q...px´ xKq

RK - полином порядка K.

b
ż

a

PnRKρdx“

b
ż

a

R2
Kφρdx“ 0

Из получившегося противоречия K не может быть меньше n. Таким образом было
доказано, что полином имеет ровно n корней на участке a,b.
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Бесконечный участок: полином Эрмита

В первом случае: ´8ă xă8, а σ “ 1.

Определение 6.1. Полиномы Эрмита это полиномы (Hnpxq) с весом ρpxq “ e´x2

Формула, связывающая τ и ρ :

d
dx
pe´x2

q “ ´2xe´x2
“ τρ

τ “´2x

Так как τ “ Ax`B, то A“´2.

Задача, решение которой - полиномы Эрмита (учитывается, что участок беско-
нечный):

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

d
dx

ˆ

e´x2 dHn

dx

˙

`λne´x2
Hn “ 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ş

´8

H2
n pxqe

´x2
dx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă8

λ “´npA`σ2pn`1qq “ 2n

Cn “ p´1qn

Формула Родрига:

Hnpxq “
p´1qn

e´x2

dn

dxn pe
´x2
q

Чтобы вычислить квадрат нормы, необходимо посчитать коэффициент an:

Hnpxq “ anxn
` ...

an “ p´1qn2n

Таким образом, квадрат нормы:

||Hn||
2
“ p´1qnCnann!

b
ż

a

ρσ
ndx“ 2nn!

?
π
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Производящая функция:

8
ÿ

n“0

Hnzn

Cnn!
“

ρpt˚q
ρpxq

1
1´σ 1pt˚qz

t˚ “ x` z

Y “
e´px`zq2

e´x2 “ e´2xz´z2

Получается:

8
ÿ

n“0

Hnzn

Cnn!
“
ÿHnpxqzn

n!
“ e2xz´z2

Полубесконечный участок: полином Лаггера

Во втором случае: 0ă xă8.

σpxq “ x

Определение 6.2. Полиномы Лаггера (Lpsqn pxq – это полиномы весом ρ “ xse´x

Необходимо построить цепочку для полиномов Лаггера. В первую очередь следу-
ет написать уравнение Пирсона и найти τ и A:

d
dx
pxs`1qe´x

“ pAx`Bqxse´x

Ax`B“ s`1´ x

A“´1

Задача, решение которой - полиномы Лаггера:

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

d
dx
pxs`1e´x dLpsqn

dx
q`λnxse´xLpsqn “ 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ş

0
pLpsqn q

2ρdx
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă8

λn “´npAq “ n
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Формула Родрига:

Cn “
1
n!

Lpsqn pxq “
x´sex

n!
d

dxn px
s`ne´x

q

Далее необходимо найти коэффициент при старшей степени:

Lpsqn “ anxn
` ...

an “
p´1qn

n!

Квадрат нормы:

||Lpsqn ||
2
“ p´1qnCnann!

b
ż

a

ρσ
ndx“

Γps`n`1q
n!

При s“ 0 получается так:

||Lp0qn ||
2
“ 1

Иногда полиномом Лаггера называют L нулевое: Ln “ Lp0qn .

Производящая функция:

Y “
ÿLpsqn zn

n!Cn
“

ρpt˚q
ρpxq

1
1´ zσ 1pt˚q

t˚´ x´ zσpt˚q “ 0

t˚ “
x

1´ z

Получается:

8
ÿ

n“0

Hnzn

Cnn!
“

e´
zx

1´z

p1´ zqs`1
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Конечный участок: полином Якоби

Рассматриваемый участок: x P r´1,1s, σpxq “ 1´ x2.

Полиномы Якоби - это полиномы (Ppα,β q
n pxq) с весом

ρ “ p1` xqαp1´ xqβ

d
dx
pp1` xqα`1

p1´ xqβ`1
q “ pAx`Bqpx`1qαp1´ xqβ

A“´pα`1q´pβ `1q “ ´pα`β `2q “ ´1

Задача, решение которой - полиномы Якоби:

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

d
dx

˜

p1` xqα`1p1´ xqβ`1 dPpα,β q
n

dx

¸

`λnp1` xqαp1´ xqβ Ppα,β q
n “ 0

Ppα,β q
n p˘1q ă 8

λn “´npA`σ2pn`1qq “ pα`β `n`1qn

Полиномы Якоби тяжеловесны, поэтому следует рассмотреть частные случаи.

Частные случаи: полином Чебышева

Первый частный случай - полиномы Чебышева, которые используются в числен-
ных методах. Полином Чебышева первого рода:

α “ β “´
1
2

Полином Чебышева второго рода:

α “ β “
1
2
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Полином Лежандра

Полином Лежандра (Pnpxq) - полином Якоби, при α “ β “ 0. Участок будет

x P r´1,1s, σpxq “ 1´ x2

A“´2

Уравнение Лежандра:

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

d
dx

„

p1´ x2q
dPn

dx



`λnPn “ 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Pnp˘1q
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă8

λn “ npn`1q

Cn “
p´1qn

n!2n

Формула Родрига:

Pnpxq “
p´1qn

n!2n
d

dxn pp1´ xq2qn

Производящая функция:

Y “
ÿPn

Cn

zn

n!
“

1
1´ zσ 1pt˚q

t˚´ x´ zσpt˚q “ 0

t˚ “
´1˘

a

1`4zpz` xq
2z

Y “
ÿ

Pnpxqp´1qn2nzn
“

1
?

1`4zx`4z2

Берется ´2z как новое z.

8
ÿ

n“0

Pnpxqzn
“

1
?

1´2zx` z2
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Чаще всего именно данную функцию называют производящей.

Квадратное соотношение, которое часто используется при решении задач дифрак-
ции:

R
r
“

8
ÿ

n“0

Pnp cos αq

´

ρ

R

¯n
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Лекция 7. Присоединенные функции Лежандра

Полином Лежандра

Необходимо построить последовательность рекуррентных соотношений для опре-
деления P.

8
ÿ

k“0

Pkpxqzk
“

1
?

1´2zx` z2

Рекуррентное соотношение для полиномов Лежандра. P0 и P1

Для этого продифференцируем данное соотношение по z.

8
ÿ

n“0

kPkzk´1
“

z´ x
?

1´2zx` z2p1´2zx` z2q

p1´2zx` z2
q

8
ÿ

k“0

kPkzk´1
“ p´z` xq

8
ÿ

k“0

Pkzk

Далее следует приравнять при zn.

pn`1qPn`1´2xnPn`pn´1qPn´1 “ Pn´1` xPn

pn`1qPn`1´ xp2n`1qPn`nPn´1 “ 0

Получили рекуррентное соотношение. Воспользовавшись формулой Родрига мож-
но построить P0 и P1.

P0pxq “ 1

P1pxq “ x

Благодаря такому рекуррентному соотношению можно строить все следующие P.

P2pxq “
3x2´1

2

Можно построить график этой функции (Рис. 7.1).

Это полиномы, количество корней которых равно индексу P. Рекуррентное со-
отношение позволяет строить последующие полиномы. Если x “ 1, то получается
следующее равенство:
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Рис. 7.1. График для P0,P1,P2

ÿ

Pnp1qzn
“

1
?

1´2z` z2
“

1
1´ z

“

8
ÿ

n“o
zn

Pnp1q “ 1

Если x“´1, то получается следующее равенство:

ÿ

Pnp´1qzn
“

1
?

1`2z` z2
“

8
ÿ

n“o
zn
p´1qn

Pnp´1q “ p´1qn

Квадрат нормы полиномов Лежандра

Квадрат нормы полиномов Лежандра вычисляется с помощью рекуррентного со-
отношения.

nPn´ xp2n´1qPn´1`pn´1qPn´2 “ 0

Необходимо посчитать следующее:

||Pn||
2
“

1
ż

´1

PnPndx“
1
n

1
ż

´1

Pnpxp2n´1qPn´1´pn´1qPn´2qdx

ż

PnPn´1dx“ 0
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||Pn||
2
“

2n´1
n

1
ż

´1

PnxPn´1dx

Pn необходимо взять из вспомогательного соотношения:

pn`1qPn`1´ xp2n`1qPn`nPn´1 “ 0

||Pn||
2
“

2n´1
n

1
ż

´1

Pn´1
pn`1qPn`1`nPn´1

2n`1
dx

ż

Pn´1Pn`1 “ 0

||Pn||
2
“

2n´1
2n`1

||Pn´1||
2

Таким образом, индекс был понижен на единицу. В итоге так можно дойти до P0.

2n´1
2n`1

||Pn´1||
2
“

2n´1
2n`1

2n´3
2n´1

...
1
3
||P0||

2
“
||P0||

2

2n`1

||P0||
2
“

1
ż

´1

P2
0 dx“ 2

Окончательное выражение квадрата нормы полинома Лежандра:

||P0||
2
“

2
2n`1

Полиномы Лежандра образуют полную и замкнутую систему

функций. Теорема Стеклова

Полиномы Лежандра образуют полную замкнутую систему. Этими полиномами
можно приблизить любые другие полиномы. Известно, что любая функция может
быть приближена полиномами, значит полиномами Лежандра может быть прибли-
жена любая непрерывная функция. Отсюда следует замкнутость системы полино-
мов, а из замкнутости следует полнота.

Любую ограниченную и дважды дифференцируемую функцию f pxq в силу тео-
ремы Стеклова можно разложить в ряд по полиномам:

72



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

ТИХОНОВ НИКОЛАЙ АНДРЕЕВИЧ
МОГИЛЕВСКИЙ ИЛЬЯ ЕФИМОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

f pxq “
8
ÿ

n“0

fnPnpxq

fn “
1

||PN ||2

1
ż

´1

f pxqPnpxqdx

Присоединенные функции Лежандра

dm

dxm Pnpxq “ PpMqn pxq

Pm
n “ p1´ x2

q
m
2 Ppmqn

Здесь Pm
n - присоединенная функция Лежандра. Целью является получение урав-

нения, которому удовлетворяет присоединенная функция Лежандра.

Собственные значения задачи Штурма-Лиувилля для m-й

производной

Известно, что для tPnu
$

&

%

ρ “ 1

σ “ 1´ x2

Тогда для tPpmqn u

ρm “ ρσ
m
“ p1´ x2

q
m

Теперь можно написать дифференциальную задачу для производных:

d
dx

˜

ρmσ
dPpmqn

dx

¸

`λm,nρmPpmqn “ 0

d
dx
pp1´ x2

q
m`1Pm`1

n q`λm,np1´ x2
qPpmqn “ 0

Pm`2
n p1´ x2

q
m`1

´2pm`1qxPm`1
n p1´ x2

q
m
`λm,np1´ x2

q
mPpmqn
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Pm`2
n p1´ x2

q
m`1

´2pm`1qxPm`1
n `λm,nPpmqn

Из этого соотношения можно посчитать λ при производной xn´m.

Pn “ anxn
`an´1xn´1

` ...`a0

Ppmqn “ anxn
rnpn´1q...pn´m`1qs` ...

xPpm`1q
n “ anxn´m

rn...pn´m`1qpn´mqs` ...

x2Ppm`2q
n “ anxn´m

rn...pn´m`1qpn´mqpn´m´1qs` ...

Теперь делается подстановка в основное уравнение:

´pn´mqpn´m´1q´2pm`1qpn´mq`λ “ 0

λn,m “ pn´mqpn`m`1q

Какому уравнению удовлетворяют присоединенные функции

Лежандра? Задача Штурма-Лиувилля

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ppm`2q
n p1´ x2q´2pm`1qxPpm`1q

n `λm,nPpmqn “ 0

λn,m “ pn´mqpn`m`1q

Далее необходимо рассмотреть, какому уравнению удовлетворяет присоединенная
функция Лежандра.

d
dx

„

p1´ x2
q
dPm

n
dx



“
d
dx

„

p1´ x2
q

d
dx
pp1´ x2

q
m
2 Ppmqn q



d
dx

„

p1´ x2
q
dPm

n
dx



“
d
dx

”

p1´ x2
qpp1´ x2

q
m
2 Ppm`1q

n ´ xmp1´ x2
q

m
2 ´1Ppmqn q

ı

d
dx

„

p1´ x2
q
dPm

n
dx



“
d
dx

”

p1´ x2
q

m
2 `1Ppm`1q

n ´ xmp1´ x2
q

m
2 Ppmqn

ı
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Полученное выражение дифференцируется:

Ppm`2q
n p1´ x2

q
m
2 `1

´ xpm`2qp1´ x2
q

m
2 Ppm`1q

n ´

´mp1´ x2
q

m
2 Ppmqn ` x2m2

p1´ x2
q

m
2 ´1Ppmqn ´ xmp1´ x2

q
m
2 Ppm`1q

n

Получается следующее:

p1´ x2
q

m
2

"

Ppm`2q
n p1´ x2

q´Ppm`1q
n pm`1qx2`

ˆ

x2m2

1´ x2 ´m
˙

Ppmqn

*

“

“ Pm
n

"

m2

1´ x2 ´npn``1q
*

Таким образом, было получено следующее уравнение:

d
dx

„

p1´ x2
q
dPm

n
dx



`

ˆ

λ ´
m2

1´ x2

˙

Pm
n “ 0,

λ “ npn`1q, |Pm
n p˘1q| ă 8

Теперь можно посчитать квадрат нормы присоединенных функций.

Квадрат нормы присоединенных функций

||Pm
n ||

2
“

1
ż

´1

p1´ x2
q

mPpmqn Ppmqn dx

Необходимо интегрировать данное выражение:

´

1
ż

´1

Ppm´1q
n

d
dx
rp1´ x2

q
mPpmqn sdx
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Доказательство полноты системы присоединенных функций Лежандра.
Теорема Стеклова

Вспомогательное выражение:

d
dx

«

p1´ x2
q
dPpm´1q

n

dx

ff

`λm´1,np1´ x2
q

m´1Ppm´1q
n “ 0,

λm´1,n “ pn´m`1qpn`mq

После подстановки получается следующее:

1
ż

´1

p1´ x2
q

m´1
pPpm´1q

n q
2dxpn´m`1qpn`mq

||Pm
n ||

2
“ pn`mqpn´m`1q||Pm´1

n ||
2

Далее необходимо понижать индекс до нуля:

||Pm
n ||

2
“ pn`mqpn`m´1q...pn´m`2qpn´m`1q||P0

n ||
2

Если рассмотреть это выражение на числовой оси, то получится следующее рас-
положение точек (Рис. 7.2).

Рис. 7.2. Расположение точек на числовой оси по ”шагам”

Такое движение будет продолжаться, пока точки не встретятся. Значит, произве-
дение всех этих множителей можно написать так:

pn`mq!
pn´mq!

В результате получается следующее:
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||Pm
n ||

2
“
pn`mq!
pn´mq!

2
2n`1

Далее следует выяснить, можно ли по присоединенным функциям раскладывать
в ряд. Задача состоит в том, чтобы доказать полноту присоединенных функций Ле-
жандра. Здесь m будет фиксированная, а n будет меняться.

Pm
n pxq “ p1´ x2

q
m
2 Ppmqn

Следует взять любую функцию f pxq на интервале r´1,1s (Рис. 7.3).

Рис. 7.3. Функция f pxq

Здесь ε ă 0, f pδ ´1q “ A1, f p1´δ q “ A2.

f pxq “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

f pxq x P r´1`δ ,1´δ s

A1p1´ x2q
m
2

rδ p2´δ s
m
2

x P r´1,´1`δ s

A2p1´ x2q
m
2

rδ p2´δ s
m
2

x P r1´δ ,1s

|| f ´ f1|| “

g

f

f

f

e

1
ż

´1

p f ´ f1q2dxď
a

f 22δ ă
ε

2
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Рис. 7.4. Функция f1pxq (обведена красным) отличается от f pxq на заштрихованной
синим цветом области

Теперь необходимо построить функцию φpxq (Рис. 7.5).

φpxq “
f1pxq

p1´ x2q
m
2

Рис. 7.5. Функция φpxq

Данная функция непрерывная и ограниченная, значит ее можно приблизить си-
стемой полиномов.

||φpxq´
N
ÿ

n“0

CnPpmqn || ď
ε

2

|| f1pxq´
ÿ

Cnp1´ x2
q

m
2 ppmqn || “ || f1´

N
ÿ

CnPpmqn || ă
ε

2
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|| f ´
N
ÿ

CnPm
n || ď || f ´ f1||` || f1´

ÿ

CnPm
n || ă

ε

2

Получили, что система присоединенных функций полна, замкнута, и любую непре-
рывную функцию можно разложить в ряд по присоединенным функциям.
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Лекция 8. Задача Штурма-Лиувилля в шаре

Задача Штурма-Лиувилля в шаре (сферические функции)

$

&

%

∆U `λU “ 0

U |r“0 “ 0

0ď r ď a

0ď θπ

0ď φπ

Здесь θ - угол широты места, а φ - угол долготы в сферической системе координат.

1
r2

d
dr

ˆ

r2 dU
dr

˙

`
1

r2 sin 2θ

d2U
dφ 2 `

1
r2 sin θ

d
dθ

ˆ

sin θ
dU
dθ

˙

`λU “ 0

Необходимо найти собственную функцию в виде разделенных переменных.

U “ RprqY pθ ,φq
d
dr

`

r2 dR
dr

˘

R
`λUr2

`
∆θ ,φY

Y
“ 0

∆θ ,φY “
1

sin 2θ

d2Y
dφ 2 `

1
sin θ

d
dθ

ˆ

sin θ
dY
dθ

˙

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1
sin 2θ

d2Y
dφ 2 `

1
sin θ

d
dθ

ˆ

sin θ
dY
dθ

˙

`“ 0

|Y |θ“0,π ă8

Y pθ ,φq “ Y pθ ,φ `2πq

Эту задачу также необходимо решать в виде разделенных переменных.

Y pθ ,φq “ Θpθ qΦpφq

d2Φ

dφ 2

Φ
`

sin θ
d

dθ

`

sin θ
dΘ

dθ

˘

Θ
`µ sin 2

θ “ 0
$

’

&

’

%

d2Φ

dφ 2 `νΦ“ 0

Φpφq “Φpφ `2πq
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здесь ν “ m2, где m“ 0,1,2..., а Φ:

Φpφq “

$

&

%

sin mφ

cos mφ

Далее следует обратиться к задаче по Θ.

1
sin θ

d
dθ

ˆ

sin
dΘ

dθ

˙

`

ˆ

µ´
m2

sin 2θ

˙

Θ“ 0

Условия ограниченности:

|Θ|θ“0,π | ą 8

Тогда:

cos θ “ x
d
dx
“´

d
dθ

1
sin θ

Θpθ q “ ypxq
$

&

%

d
dx

´

p1´ x2q
dy
dx

¯

`

´

µ´ m2

1´x2

¯

y“ 0

|yp˘1q| ă 8

Решением данной задачи будут также присоединенные функции Лежандра. Ре-
шение существует, когда µ “ npn`1q, тогда.

ypxq “ Pm
n pxq

Y pθ ,φq “ Y m
n pθφq “ Pm

n p cos θ q

$

&

%

sin mφ

cos mφ

Такие функции Y m
n называются сферическими функциями. Рассмотрим, как ме-

няются n и m:

n“ 0,1,2...

m“ 0, ...,n

sin mφ Ø mě 0

cos mφ Ø mă 0
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Получаются однозначные сферические функции. Сферические функции ортого-
нальны между собой по верхнему и нижнему индексам.

2π
ż

0

π
ż

0

Y m1
n1

Y m2
n2

sin θdφdθ “ 0

Присоединенная функция – это решение задачи Штурма-Лиувилля.

d
dx

ˆ

p1´ x2
q
dPm

n
dx

˙

`

ˆ

λn´
m2

1´ x2

˙

Pm
n “ 0

Полиномы будут ортогональны между собой при различных n. Таким образом,
сферические функции образуют полную ортогональную систему на сфере.

Перейдем к рассмотрению радиальной части.

1
r2

d
dr

ˆ

r2 dR
dr

˙

`

ˆ

λ ´
npn`1q

r2

˙

R“ 0

∆θ ,φY
Y

“´npn`1q

Замена переменных:

Rprq “
V prq
?

r

Подставим в уравнение новые переменные:

R1 “
V 1
?

r
´

1
2

V

r
3
2

r2R1 “V 1r
3
2 ´

V r
1
2

2

Это выражение дифференцируется по r.

pr2R1q1 “V 2r
3
2 `

3
2

V 1r
1
2 ´

V 1r 1
2

2
´

1

4r
1
2

pr2R1q1 “V 2r
3
2 `V 1r

1
2 ´

V

4r
1
2

1

r
3
2
pr2R1q1 “V 2`

1
2

V 1´
V

4r2
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1
r
prV 1q`

˜

λ ´
npn`1q´ 1

4
r2

¸

V “ 0

npn`1q`
1
4
“

ˆ

n`
1
2

˙2

Окончательно получается так:

1
r
prV 1q`

˜

λ ´

`

n` 1
2

˘2

r2

¸

V prq “ AJn` 1
2
p
?

xrq`BNn` 1
2
p
?

xrq

Теперь можно вернуться к R.

Rprq “
V prq
?

r
“

Jn` 1
2
p
?

xrq
?

r

До сих пор граничное условие нигде не было использовано, и было неважно какого
рода задача (первого или второго). Далее следует использовать граничные условия.
Если рассматривать граничные условия первого рода:

$

&

%

∆U `λU “ 0

U |a “ 0
ñ Rpaq “ 0

Jn` 1
2
p
?

λaq
?

a
“ 0

?
λa“ ξ

pKq
n` 1

2

λ “

»

–

ξ
pKq
n` 1

2

a

fi

fl

2

В случае второй краевой задачи:

dU
dr

›

›

›

›

r“0
“ 0

?
λJ1

n` 1
2
p
?

λaq
?

a
´

1
2

J1
n` 1

2
p
?

λaq

a
3
2

“ 0
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Рис. 8.1. Jn` 1
2
prq и ξ

pkq
n` 1

2

Um,n,Kpr,θφq “

J1
n` 1

2

¨

˝

ξ
pKq
n` 1

2

a
r

˛

‚

?
r

Pm
n p cos θ q

$

&

%

sin mφ

cos mφ

Квадрат нормы:

||Um,n,Kpr,θφq|| “

ż

0

ż

0

ż

0

J1
n` 1

2

¨

˝

ξ
pKq
n` 1

2

a
r

˛

‚

r
Pm

n p cos θ q

$

&

%

sin mφ

cos mφ

sin θr2dφdθdr

||Um,n,Kpr,θφq|| “
pn`mq!
pn´mq!

2
2n`1

εmπ

a
ż

0

J2
n` 1

2

¨

˝

ξ
pKq
n` 1

2

a
r

˛

‚rdr

Задача для оператора Лапласа в шаре. Шаровые функции

Шаровые функции - это частное решение задачи Лапласа в шаре в виде разде-
ленных переменных.

∆U “ 0

U “ RprqY pθ ,φq

Получается следующее:

1
r2

d
dr pr

2 dR
dr q

R
`

1
r2

∆θ ,φY
Y

“ 0
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Y m
n “ Pm

n p cos θ q

$

&

%

sin mφ

cos mφ

d
dr

ˆ

r2 dR
dr

˙

´npn`1qR“ 0

R2r2
`2R1r´npn`1qR“ 0

R“ rσ

rσpσ ´1q`2σ ´npn`1qsr2
“ 0

Иначе это выражение можно записать так:

σpσ `1q “ npn`1q

Если рассматривать внутреннюю задачу и искать ограниченное решение, то по-
лучается:

σ “ n

Второй корень будет:
σ “´pn`1q

Итак, для внутренней задачи получается шаровая функция вида:

U “ rnPm
n p cos θ q

$

&

%

sin mφ

cos mφ

Некоторые задачи квантовой механики

В квантовой механике положение частицы определяется статистически. Вводит-
ся функция ψ , и квадрат модуля определяет вероятность нахождения частицы в
рассматриваемой функции в рассматриваемой точке. Плотность вероятности опре-
деляется уравнением Шредингера.

∆ψ`
2µ

h2 pE´Uqψ “ 0,

где µ - масса частицы.
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ż

R3

|ψ |
2dV “ 1

Это своего рода задача Штурма-Лиувилля. Далее будет рассмотрена задача о
гармонических колебаниях частицы.

Задача о гармонических колебаниях частицы

Уравнение гармонических колебаний:

µ
d2x
dt2 ` kx“ 0

U “
kx2

2

ω
2
“

k
µ

Тогда U будет таким:

U “
ω2µ

2
x2

Таким образом, необходимо решить следующую задачу:

$

’

’

&

’

’

%

d2ψ

dx2 `
2µ

h2

ˆ

E´
ω2µ

2
x2
˙

ψ “ 0
8
ş

|ψ |2dx“ 1

Прежде всего следует упростить запись.

x“ x0ξ

ω2µ2

h2 x4
0 “ 1

x0 “

d

h
ωµ

x2
0

2µ

h2 E “ λ

E “ λ
hω

2
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После замены переменных получается такое уравнение:

$

’

’

&

’

’

%

d2ψ

dξ 2 `pλ ´ξ 2qψ “ 0
8
ş

´8

|ψpξ q|2dξ “
1
x0

ψ “ ye´
ξ 2

2

d
dξ

ψ “ py1´ξ yqe´
ξ 2

2

d2

dξ 2 ψ “ rpy2´ y´ξ y1q´ξ py1´ξ yqs

y2´2ξ y1´ y`ξ
2y`λy´ξ

2y“ 0

y2´2ξ y1`pλ ´1qy“ 0

Теперь необходимо вспомнить полиномы Эрмита:

d
dξ

ˆ

e´ξ 2 dHn

dξ

˙

`λe´ξ 2
Hn “ 0

H2n ´2ξ H 1n`n “ 0

Получается, что y - это полином Эрмита.

8
ż

´8

|ψ |
2dξ “

1
x0
“C2

n

8
ż

´8

H2
n pξ qe

´
ξ 2

d ξ

Окончательно получается:

ψpxq “
Hn

ˆ

x
x0

˙

e
1
2

´ x
x0

¯

a

x0n!2n
?

π

На рисунке (Рис. 8.2) изображена вероятность нахождения частицы при разных
энергиях.

Hnpxq “
p´1qn

e´x2

dn

dx4 pe
´x2
q

H0pxq “ 1
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Рис. 8.2. Вероятность нахождения частицы при разных энергиях

H1pxq “ 2x

En “
2n`1

2
ωh

E0 “
ωh
2

E1 “
3
2

ωh1

|ψ0|
2
« e´

´ x
x0

¯2

|ψ1|
2
« x2e´

´ x
x0

¯2
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Лекция 9. Задачи квантовой механики

Задача о ротаторе

Ротатор - частица, которая находится на некотором фиксированном расстоянии
от центра. Далее будет рассмотрено уравнение Шредингера для такой частицы при
отсутствии потенциала.

∆ψ`
2µ

h̄2 pE´Upµqqψ “ 0,

U “ 0

Если потенциал равен нулю, радиус не меняется, тогда получается уравнение
следующего вида:

1
r2 sin θ

d
dθ

ˆ

sin θ
dψ

dθ

˙

`
1

r2 sin 2θ

d2ψ

dφ 2 `
2µ

h̄2 Eψ “ 0

ψ “ ψpθ ,φq

Условие нормировки:

2π
ż

0

dφ

π
ż

0

|ψpθ ,φq|2 sin θdθ “ 1

Вводится момент инерции частицы:

I “ µr2

1
sin θ

d
dθ

ˆ

sin θ
dψ

dθ

˙

`
1

sin 2θ

d2ψ

dφ 2 `λψ “ 0,

λ “
2I
h̄2 E

Решение выглядит так:
∆θφY `λY “ 0

Уловие ограниченности:
|Y pθ ,φq| ă `8

|Y pπ,φq| ă `8
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Условие периодичности:

Y pθ ,φq ” Y pθ ,φ `2πq

Решение – присоединенные функции Лежандра, умноженные на синусы и коси-
нусы.

Y pmql pθ ,φq “ Ppmql p cos θ q

#

sin mφ

cos mφ

+

В качестве решения задачи можно выписать следующую функцию:

ψlmpθ ,φq “

d

2l`1
2

pl´mq!
pl`mq!

1
p1`δl0qπ

Ppmql p cos θ q

#

sin mφ

cos mφ

+

2I
h̄2 E “ lpl`1q ð El “

lpl`1qh̄2

2I

Движение электрона в поле протона (в кулоновском поле,

атом водорода)

С физической стороны, движение в кулоновском поле соответствует атому водо-
рода (электрон, находящийся в поле протона). В этом случае в уравнении Шредин-
гера в качестве потенциала берется кулоновский потенциал.

∆ψ`
2µ

h̄2 pE´Upµqqψ “ 0,

Upµq “ ´
q2

r

Уравнение Шредингера принимает такой вид:

∆ψ`
2µ

h̄2

ˆ

E´
q2

r

˙

ψ “ 0,

Далее необходимо расписать оператора Лапласа.

1
r2

d
dr

ˆ

r2 dψ

dr

˙

`
1

r2 sin θ

d
dθ

ˆ

sin θ
dψ

dθ

˙

`
1

r2 sin 2θ

d2ψ

dφ 2 `
2µ

h̄2

ˆ

E`
q2

r

˙

ψ “ 0
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Искать решение такой задачи необходимо с помощью метода разделения пере-
менных.

ψ “ RprqV pθ ,φq

1
r2

d
dr

ˆ

r2 dR
dr

˙

V pθ ,φq`

`
1

r2 sin θ

ˆ

sin θ
dV
dθ

˙

Rprq`
1

r2 sin 2θ

d2V
dφ 2 Rprq`

2µ

h̄2

ˆ

E`
q2

r

˙

RprqV pθ ,φq “ 0

pr2R1prqq1` 2µr2

h̄2

´

E` q2

r

¯

Rprq

Rprq
`

∆θ ,φV pθ ,φq
V pθ ,φq

“ 0

Данное равенство может быть выполнено только в том случае, если каждое сла-
гаемое равно некоторой константе с противоположным знаком. Для угловой части
получается задача Штурма - Лиувилля:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

∆θ ,φV pθ ,φq`νV pθ ,φq “ 0

|V pθ ,φq| ă `8, |V pπ,φq ă `8

V pθ ,φq ”V pθ ,φ `2πq

V pθ ,φq “ Ppmql p cos θ q

#

sin mφ

cos mφ

+

ν “ lpl`1q

pr2R1prqq1`
ˆ

2µr2

h̄2 E`2µq2r´ lpl`1qr2
˙

Rprq “ 0

Далее можно преобразовать уравнение:

1
r2 pr

2R1prqq1`
ˆ

2µ

h̄2 E`
2µq2

r
´

lpl`1q
r2

˙

Rprq “ 0

Преобразование уравнения при замене переменных:

Rprq “
V prq
?

r

R1prq “
V 1prq
?

r
´

1
2

vprq

r
3
2

Тогда получается следующее выражение:
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1
r2

ˆ

r
3
2V 1prq´

1
2

r
1
2V prq

˙1

`

ˆ

2µ

h̄2 E`
2µq2

r
´

lpl`1q
r2

˙

V prq

r
1
2
“ 0

1
r2

ˆ

3
2

r
1
2V 1prq` r

3
2V 2prq´

1
4

r
1
2V prq´

1
2

r
1
2V 1prq

˙

`

˜

2µ

h̄2 E`
2µq2

h̄r´ lpl`1q
r2

V prq
?

r

¸

“ 0

1
r2 pr

2V 1prq` rV 1prqq`

˜

2µ

h̄2 E`
2µq2

h̄
1
r
´

l2` l` 1
4

r2

¸

V prq “ 0

1
r
prV 1prqq1`

˜

2µ

h̄2 E`
2µq2

h̄
1
r
´
pl` 1

2q
2

r2

¸

V prq “ 0

Далее следует ввести новые обозначения и сделать замену переменных:

r0 “
h̄2

2µq2

ρ “
r
r0

r “ ρr0

Тогда выражение приобретает такой вид:

1
ρ

d
dρ

ˆ

ρ
dV
dρ

˙

`

˜

2µr2
0

h̄2 E`
1
ρ
´
pl` 1

2q
2

ρ2

¸

V pρq “ 0

Теперь вводится переменная S “ 2l`1 и производится следующая замена:

2µr2
0

h̄2 E “´
λ

4

Здесь подразумевается λ ą 0. Тогда уравнение можно переписать так:

1
ρ
pρV 1pρqq1`

ˆ

1
ρ
´

λ

4
´

σ2

4ρ2

˙

V pρq “ 0

Водится переменная x“
?

λρ .

λ

x
d
dx

ˆ

x
dV
dx

˙

`

˜?
λ

x
´

λ

4
´

λS2

4x2

¸

V pxq “ 0

ε “
1
?

λ
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После умножения уравнения на x и подстановки переменной получается:

d
dx

ˆ

x
dV
dx

˙

`

ˆ

E´
x
4
´

S2

4x

˙

V pxq “ 0

Далее необходимо расммотреть функцию V pxq в следующем виде:

V pxq “Upxqe´
x
2 x

S
2

V 1pxq “U 1
pxqe´

x
2 x

S
2 ´

1
2

Upxqe´
x
2 x

S
2 `

S
2

Upxqe´
x
2 x

S
2´1

V 2pxq “
„

U2
pxq`U 1

pxq
ˆ

S
x
´1

˙

`Upxq
ˆ

1
4
´

S
2x
`

SpS´2q
4x2

˙

xe´
x
2 x

S
2

Получается такое уравнение:

xU2
pxq` xU 1

pxq
ˆ

S
x
´1

˙

` xUpxq
ˆ

1
4
´

S
2x
`

S2

4x2 ´
S

2x2

˙

`

`U 1
pxq´

1
2

Upxq`Upxq
S
2x
`

ˆ

E´
x
4
´

S2

4x2

˙

Upxq “ 0

xU2
pxq`U 1

pxqpS`1´ xq`Upxq
„

ε´
S`1

2



“ 0

Теперь следует вспомнить уравнение для полиномов Лагерра и сравнить его с
полученным уравнением после всех преобразований.

´

xS`1e´xLpSqk
1
¯1

` kxSe´xLpSqk “ 0

Если раскрыть производную, то уравнение для полинома L примет вид:

L2`L1pS`1´ xq` kL“ 0

Слагаемые совпадают. Таким образом, получается:

ε´
S`1

2
“ k,S “ 2l`1

ε´
2l`2

2
“ kñ ε´ l´1“ kñ ε “ k` l`1“ n

Так появляется соответствующее квантовое число. Теперь необходимо выписать
следующее решение для функции V pxq:
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V pxq “Ce´
x
2 x

S
2 LpSqk pxq ð

V prq “Ce´
r

2r0n

ˆ

r
r0n

˙
2l`1

2 LpSqk

LpSqk

ˆ

r
r0n

˙

Rprq “
V prq
?

r

Rprq “C
ˆ

r
rn

˙

L2l`1
n´l´1

ˆ

r
r0n

˙

e´
r

2r0n

Таким образом, выписано решение для радиальной части, для угловой части бы-
ло получено решение в виде присоединенных функций Лежандра, значит можно
выписать полное решение задачи для волновой функции электрона в поле протона.

ψpr,θ ,φq “ Ppmql p cos θ q

#

sin mφ

cos mφ

+

L2l`1
n´l´1

ˆ

r
r0n

˙

e´
r

2r0n r
r0n

e 1
?

C

C “
pl`mq!
pl´mq!

πp1`σm0q

8
ż

0

|L2l`1
k pxq|2e´xqx2l`2dxpr0nq3 “ 0

Теперь необходимо записать выражение для энергии:

2µε

h̄2 r2
0 “´

λ

4
ñ ε “´

λ h̄2

q2
0
“´

λ h̄2

qµ

4µ2q4

h̄4 “´
λ µq4

2h̄2 “´
µq4

2h̄2
1
n2

Наблюдаемая величина – спектры атомов. Если выяснить величину энергии, то
можно узнать, каким будет спектр.

∆ε “ h̄ω “ hν

h“ 2π h̄

ν “
∆ε

h
“

∆ε

2π h̄
“´

µq4

2h̄2

ˆ

1
n2

1
´

1
n2

2

˙

µq4

2h̄2

- постоянная Ридберга. Эта формула описывает спектр атома водорода. Если рас-
смотреть переходы на различные состояния, то при n1 “ 1 соответствующая серия
частот описывается следующей формулой:
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νn1 “ R
ˆ

1´
1
n2

˙

Это серия Лаймана. Она лежит в ультрафиолетовой части спектра. При n1 “ 2

будет так:

νn2 “ R
ˆ

1
4
´

1
n2

˙

Это серия Бальмера. Она частично лежит в видимой части спектра. При n1 “ 3

получается следующее выражение:

νn3 “ R
ˆ

1
9
´

1
n2

˙

Это серия Пашена. Она целиком лежит в инфракрасной части спектра.
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Лекция 10. Классификация уравнений

Классификация уравнений в случае двух независимых

переменных

Многие задачи в физике сводятся к дифференциальным уравнениям в частных
производных второго порядка. Необходимо разобраться в классификации уравнений.
Рассмотрим линейные уравнения в частных производных второго порядка.

Классификация для случая двух независимых переменных x и y:

a11
d2U
dx2 `2a12

d2U
dxdy

`a22
d2U
dy2 “ F

ˆ

U,x,y,
dU
dx

,
dU
dy

˙

Это линейное уравнение относительно старших производных. Классификация
производится по членам, стоящим при вторых производных.

Вводятся ξ “ ξ px,yq, η “ ηpx,yq. ∣∣∣∣Dpξ ,ηqDpx,yq
‰ 0

∣∣∣∣
Чтобы перейти к новым переменным, необходимо выразить производные через

производные по ξ ,η . Далее Ux “
dU
dx

.

Ux “Uξ ξx`Uηηx

Uxx “Uξ ξ ξ
2
x `2Uξ ηξxηx`Uηηη

2
x `Uξ ξxx`Uηηxx

Uyy “Uξ ξ ξ
2
y `2Uξ ηξyηy`Uηηη

2
y `Uξ ξyy`Uηηyy

Uxy “Uξ ξ ξxξy`Uξ ηξxηy`Uξ ηηxξy`Uηηηxηy`Uξ ξxy`Uηηxy

Если все объединить, то получится следующее выражение:

A11Uξ ξ `2A12Uξ η `A22Uηη “ F

Теперь необходимо собрать все слагаемые:

A11 “ a11ξ
2
x `2a12ξxξy`a22ξ

2
y
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A22 “ a11η
2
x `2a12ηxηy`a22η

2
y

A12 “ a11ξxηx`a22ξyηy`a12pξxηy`ξyηxq

Далее необходимо вычислить следующее выражение:

pA2
12´A11A22q “ pa2

12´a11a22q

∣∣∣∣Dpξ ,ηqDpx,yq

∣∣∣∣2
Отсюда следует, что знак комбинации pa2

12´ a11a22q не меняется от перехода к
новым переменным. Это позволяет провести классификацию. Все уравнения второго
порядка принадлежат к одному из трех видов:

1) если выражение pa2
12´a11a22q ą 0, то уравнение гиперболическое;

2) если pa2
12´a11a22q “ 0, то уравнение параболическое;

3) если pa2
12´a11a22q ă 0, то это эллиптическое уравнение.

Рассмотрим, можно ли выбрать переменные так, чтобы упростить уравнение (что-
бы величина A11 обратилась в ноль). Необходимо получить такое выражение:

a11ξ
2
x `2a12ξxξy`a22ξ

2
y “ 0

Получается так:

a11

ˆ

ξx

ξy

˙2

`2a12
ξx

ξy
`a22 “ 0

Гиперболическое уравнение (характеристики, канонический

вид)

Рассматривается случай гиперболического уравнения:

ξx

ξy
“
´a12˘

b

a2
12´a11a22

a11

Корни этого уравнения: λ1 и λ2. Выбрав один из корней, получим:

ξyλ1´ξx “ 0
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Чтобы построить решение, необходимо рассмотреть уравнение характеристик:

dy
λ1
“´

dx
1
ñ

dy
dx
“´λ1

Это уравнение характеристики уравнения первого порядка. На этой характери-
стике ξ сохраняет постоянное значение. В качестве ξ “ y`λ1x. Таким образом, по-
лучается система линий, на каждой из которых ξ постоянна. (Рис. 10.1).

Рис. 10.1. Система для ξ

Для A22 получится такое же выражение, но с другим знаком:

ηx

ηy
“ λ2

Снова получится квадратное уравнение, уже с λ2.

λ2ηy´ηx “ 0

y`λ2x“ η

В итоге получатся другие линии, это зависит от знака λ2 (Рис. 10.2).

При переходе к интегралам уравнения характеристик получается, что коэффици-
енты A11 и A22 обращаются в ноль. Переменные, при которых A11 и A22 называются
характеристиками гиперболического уравнения второго порядка. Итак, получается
выражение:

2A12Uξ η “ F
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Рис. 10.2. Система для η

Получается одно из канонических представлений гиперболического уравнения:

Uξ η “ F

ξ `η “ α

ξ ´η “ β

Uξ “Uα `Uβ

Uξ η “Uαα ´Uαβ `Uαβ ´Uββ

Второй канонический вид: Uαα ´Uββ “ F .

Эллиптическое уравнение (канонический вид)

a2
12´a11a22 ă 0

Здесь необходимо повторить те же действия:

A11 “ 0Ñ a11
ξ 2

x
ξ 2

y
`2a12

ξx

ξy
`a22 “ 0

ξx

ξy
“
´a12˘

b

a2
12´a11a22

a11
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Отличие состоит в том, что выражение под корнем отрицательное. Выражение
также имеет два корня: λ1 и λ2, но они будут комплексно сопряженные.

ξyλ1´ξx “ 0

A22 “ 0Ñ
ηx

ηy
“
´a12˘

b

a2
12´a11a22

a11

ηyλ1´ηx “ 0

Удобнее работать с вещественными переменными:

α “ ξ `η

β “
ξ ´η

i

Таким образом, канонический вид будет такой:

Uαα `Uββ “ F

Параболическое уравнение (канонический вид)

A2
12´A11A22 “ 0

Необходимо, чтобы A11 “ 0. Так как выражение под корнем равно нулю, то в этом
случае остается только один корень. A12 тоже обратится в ноль.

A2
12 “ A11A22 “ 0

Канонический вид будет выглядеть так:

A22Uηη “ F

Uηη “ FpUξ ,Uη ,U,ξ ,ηq
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Классификация уравнений в случае многих независимых

переменных

N
ÿ

i, j

ai, j
d2U

dxidx j
“ F

dU
dxi

“

N
ÿ

k“1

dU
dξk

dξk

dxi

d2U
dxidx j

“
ÿ d2U

dξkdξm

dξk dxi
dξm

dx j
`
ÿ dU

dξk

d2ξk

dxidx j

После подсчета вторых производных получается уравнение:

ÿ

Am,k
d2U

dξmdξk
“ F,

Am,k “
ÿ

i, j

ai j
dξk

dxi

dξm

dxi

Используя квадратичную формулу
ř

i, j
ai jαiα j, можно получить следующее выра-

жение:

Ak,m “
ÿ

i, j

ai jCikC jm

αi “
dU
dxi

dU
dxi

“
ÿ

k

dU
dξk

dξk

dxi

Видно, что это преобразование подобно квадратичной формуле:

βk “
dU
dξk

Cik “
dξk

dxi

В таком случае соотношения совпадают. Путем линейного преобразования можно
матрицу A привести к диагональному виду. Поэтому можно так выстроить коэффи-
циенты C, что получится матрица Amk в диагональном виде.
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¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A11

A22 0

0 A33
. . .

ANN

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Если привести матрицу к диагональному виду, то количество положительных
и отрицательных или равных нулю элементов на диагонали не зависит от способа
приведения.

Возникает следующая классификация:

1) если после приведения к диагональному виду все коэффициенты будут отлич-
ны от нуля и будут содержаться элементы разного знака, то такое уравнение
называется гиперболическим;

2) если все элементы будут одного знака, то это уравнение эллиптическое.

Примеры постановок физических задач

Задача продольных колебаний стержня

Рис. 10.3. Растяжение стержня

К уравнению гиперболического типа приводят задачи колебаний, к примеру, за-
дачу продольных колебаний стержня.

Необходимо рассмотреть, как описывать отклонения и как связывать координату
с точками стержня. Удобнее работать в Лагранжевых координатах, когда коорди-
ната приписывается материальной точке (та координата, которую точку имела в
начальный момент). Уравнение опирается на законы Гука и Ньютона:

K
rUpx`∆x, tq` x`∆xs´ rUpx, tq` xs´∆x

∆x
“ F
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Fpx, tq “
dU
dx
px, tq

Рис. 10.4. Сечение стержня

Так получается сила растяжения из закона Гука. Чтобы получить уравнение ко-
лебаний, необходимо рассмотреть закон Ньютона или изменения импульса.

x`∆x
ż

x

ρpξ q

„

dU
dt
pξ , t`∆tq´

dU
dt
pξ , tq



dρ “

“

t`∆t
ż

t

K
„

dU
dx
px`∆x,τq´

dU
dx
px,τq



dτ`

x`∆x
ż

x

t`∆t
ż

t

f pξ ,τqdτ

Так получается импульс силы со стороны граничных слоев. Кроме того, могут
быть силы внутри (к примеру, сила тяжести).

ρpx˚q

dU
dt
px˚, t`∆tq´

dU
dx
px˚, tq

∆t
“ K

dU
dx
px`∆x, t˚q´

dU
dx
px, t˚q

∆x
` f px˚˚, t˚˚q,

x˚˚,x˚ P px,x`∆xq, t˚˚, t˚ P pt, t`∆tq

Таким образом, получается уравнение колебаний стержня.

ρpx˚q
d2U
dt2 px, tq “ K

d2U
dx2 px, tq` f px, tq

Utt “ a2Uxx`F

a2
“

K
ρ

Utt ´a2Uxx “ F
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Электромагнитные колебания

Другой пример – электромагнитные колебания тоже приведут к уравнению ги-
перболического типа (т.к. это тоже колебания).

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

rotH “
1
c

dD

dt`
4π

c
j

rotE “´
1
c

dB
dt

divD“ 0

divH “ 0

B“

D“ εE

j “ σE

Необходимо получить уравнение колебаний.

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

µ

c
rot

dH
dt
“

µε

c2
d2E
dt2 `

4πµ

c2 σ
dE
dt

rotrotE “´
µ

c
rot

dH
dt

Получается:

µε

C2
d2E
dt2 `

4πµ

C2 σ
dE
dt
“´rotrotE “´graddivE`∆

2E “ ∆E

Таким образом, получается уравнение гиперболического типа:

µε

C2 Ett `
4πσ

C2 Et “ ∆E

Процессы расплывания тепла, диффузия

Эти процессы ведут к уравнениям параболического типа.

q“´K∇U

Берется малый объем dV .
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d
dt

ż

dV

CρUdV “´
ż

ÝÑq ÝÑn dσ “´

ż

dV

divqdV “
ż

dV

divpkgradUqdV

Уравнение теплопроводности:

Cρ
dU
dt
“ divpkgradUq

Ut “
k

Cρ
∆U

Это уравнение параболического типа, т.к. коэффициент второй производной по t

равен нулю.

105



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

ТИХОНОВ НИКОЛАЙ АНДРЕЕВИЧ
МОГИЛЕВСКИЙ ИЛЬЯ ЕФИМОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Лекция 11. Уравнения эллиптического типа

Примеры постановок физических задач (продолжение)

Стационарные процессы

Задачи эллиптического типа встречаются также в стационарных процессах (к
примеру, в электростатике).

$

&

%

divD“´4πρ

rotE “ 0

E “ ∇ϕ

divε∇ϕ “´4πρ

Получается уравнение эллиптического типа:

∆ϕ “´
4πρ

ε

Уравнение для амплитуды установившихся гармонических колебаний

Теперь необходимо рассмотреть уравнение для амплитуды установившихся гар-
монических колебаний.

Utt “ a2
∆U

Решение следует искать так:

U “V pMqeiωt

´ω
2V “ a2

∆V

Получается уравнение Гельмгольца, которое описывает амплитуду колебаний:

∆V `
ω2

a2 V “ 0
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Уравнения эллиптического типа

Формулы Грина

Фундаментальное решение уравнения Лапласа

Функция U является гармонической, если она дважды дифференцируема и удо-
влетворяет уравнению Лапласа:

δU “ 0

Радиально симметричное решение, имеющее особенность в нуле, называется фун-
даментальным решением. Далее радиально симметричное решение будет рассмат-
риваться в трехмерном случае.

1
r2

d
dr

ˆ

r2 dU
dr

˙

“ 0

r2 dU
dr
“ c1

U “ c2´
c1

r

Фундаментальное решение такое:

U “
1
r

Далее рассматривается двухмерный случай.

1
r

d
dr

ˆ

r
dU
dr

˙

“ 0

r
dU
dr
“ c1

U “ c1lnr` c2

Фундаментальное решение выглядит так:

U “ ln
1
r
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1-я формула Грина

Далее решение рассматривается в некоторой области D с границей Σ. Рассматри-
ваются функции V и U .

ż

D

V ∆UdV “
ż

Σ

V
dU
dn

dσ ´

ż

D

∇V ∇UdV

Формула Остроградского:

ż

Σ

Andσ “

ż

D

divAdV

ÝÑA “V
ÝÑ
∇U

Отсюда получается первая формула Грина:

ż

Σ

V
dU
dn

dσ “

ż

D

divpV gradUqdV “
ż

D

∇V ∇UdV `
ż

D

∇∆UdV

Эта формула справедлива, если U и V имеют непрерывные вторые производные
во внутренних точках и производная непрерывна при выходе на границу.

Рис. 11.1. D и Σ

U,V PCp2qpDqXCp1qpEq

Не подходит функция, которая сама непрерывна, а ее производная обращается
на границе в бесконечность. Подходит функция, у которой производная непрерывна
при выходе на границу.
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2-я формула Грина

Вторая формула Грина получается следующим образом.

ż

D

V ∆UdV “
ż

Σ

V
dU
dn

dσ ´

ż

D

∇U∇V dV

ż

D

U∆V dV “
ż

Σ

U
dV
dn

dσ ´

ż

D

∇V ∇UdV

Получается вторая формула Грина:

ż

D

rU∇V ´V ∇UsdV “
ż

Σ

„

U
dV
dn
´V

dU
dn



dσ

Эти формулы подходят для гладких функций.

3-я формула Грина

Для третьей формулы Грина берется сначала трехмерный случай, т.е. работа
ведется в R3. В качестве V будет 1

r . Решение необходимо найти в точке M0 в области
D. Эта точка окружается сферой радиусом ε (Рис. 11.2).

Рис. 11.2. 3-я формула Грина, R3

´

ż

D

∆U
r

dV “
ż

Σ

„

U
d

dn
1
r
´

1
r

dU
dn



dσ `

ż

Σε

„

U
1
ε2 `

dU
dr

1
ε



ε
2dΩ

Если M0 P D:
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4πUpM0q “

ż

Σ

„

1
r

dU
dn
´U

d
dn

ˆ

1
r

˙

dσ

Еслм M0 P σ :

2πUpM0q “

ż

Σ

„

1
r

dU
dn
´U

d
dn

ˆ

1
r

˙

dσ

Если M0 R D:

0“
ż

Σ

„

1
r

dU
dn
´U

d
dn

ˆ

1
r

˙

dσ

Получили третью формулу Грина. Она позволяет вычислить значение функции
в точке M0, если известны значения U и dU

dn на поверхности и значение оператора
Лапласа во внутренних точках.

Теперь необходимо рассмотреть, что меняется, если взять двухмерный случай.
Фундаментальное решение:

V “ ln
1

rMM0

Если M0 P D:

2πUpM0q “

ż

Σ

„

ln
1
r

dU
dn
´U

d
dn

ln
1
r



dσ ´

ż

D

ln
1
r

∆UdV

Если M0 P σ

2πUpM0q “

ż

Σ

„

ln
1
r

dU
dn
´U

d
dn

ln
1
r



dσ ´

ż

D

ln
1
r

∆UdV

Если M0 R D:

2πUpM0q “

ż

Σ

„

ln
1
r

dU
dn
´U

d
dn

ln
1
r



dσ ´

ż

D

ln
1
r

∆UdV
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Свойства гармонических функций

Теорема Гаусса

Пусть U является гармонической функцией. Она также рассматривается в обла-
сти D с границей Σ. Первое свойство:

ż

Σ

dU
dn

dσ “ 0

Иначе это можно назвать теоремой Гаусса. Берется V ” 1. Это соотношение имеет
следующий физический смысл: если электростатический потенциал U и нет зарядов,
то dU

dn – это нормальная составляющая En.

Формула среднего значения

Рис. 11.3. Сфера Sa

Второе свойство: если гармоническую функцию U окружить сферой радиусом
a (Рис. 11.3), то получается формула среднего значения:

UM0 “
1

4πa2

ż

Sa

UpMqdσm

Эту формулу можно получить из третьей формулы Грина.

4πUpM0q “

ż

Sa

„

1
r

dU
dn
´U

d
dn

ˆ

1
r

˙

dσ “
1
a2

ż

Sa

Udσ
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Функция, гармоническая внутри области, имеет бесконечное число
производных

Третье свойство: гармоническая внутри области функция имеет бесконечное
число производных.

Принцип максимума

Принцип максимума: если в области D рассмотреть гармоническую функцию
отличную от тождественной константы, то эта функция не может достигать макси-
мального или минимального значения во внутренних точках области.

maxU “UpM0q “ A

Если во всех точках сферы значение меньше, чем A, то получается противоречие
с формулой среднего значения. Подобласть D обозначается как G, где U “ A. Так как
U отлично от тождественной константы, то найдется точка G для всей области D.

Принцип сравнения

Из принципа максимума следует принцип сравнения. Рассматриваются две
гармонические функции:

∆U1 “ 0

∆U2 “ 0

Пусть U1 ąU2на границе Σ. Тогда U1 ąU2 всюду в D.

V “U1´U2
$

&

%

∆V “ 0

V |Σ ě 0

V pM0q ă 0

Тогда получается противоречие с принципом максимума. Если во внутренней точ-
ке где-то V ă 0, а на границе больше нуля, то минимум достигается в некоторой
внутренней точке.

Т.е. если сравнить две гармонические функции, то больше внутри та, которая
больше на границе.
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Постановка внутренних краевых задач с уравнением Лапласа

Задача состоит не только из уравнения, но и из дополнительных условий. В слу-
чае уравнений эллиптического типа дополнительные условия должны ставиться на
границе. При этом необходимо следить за тем, что ставится не слишком много и
не слишком мало дополнительных условий. Это проверяется доказательством суще-
ствования решения.

Существуют три постановки задачи:

1) Первая краевая задача. Требуется найти функцию, удовлетворяющую неодно-
родному уравнению Лапласа.

$

&

%

∆U “ F

U |Σ “ ϕ

m P D,U PCp2qpDq^CpDq

Это задача Дирихле.

2) Вторая краевая задача. Задача, в которой задана не сама функция, а ее произ-
водная, называется задачей Неймана.

U PCp2qpDq^Cp1qpDq
$

&

%

∆U “ F
dU
dn
|Σ “ ψ

3) Третья краевая задача.
$

’

&

’

%

∆U “ F
ˆ

dU
dn
`hU

˙

|Σ “ µ

Задача Дирихле (доказательство единственности решения)

Эта задача имеет единственное решение. Допускается, что имеется два решения
и берется их разность:

V “U1´U2
$

&

%

∆V “ 0

V |Σ “ 0

Гармоническая функция достигает максимума во внутренней точке, V не может
быть больше или меньше нуля ни в одной точке, а значит U1 “U2.
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Задача Неймана (решение не единственно)

Здесь решение не единственное.

$

&

%

∆U “ 0
dU
dn
“ ϕ

Известно, что :

ż

Σ

dU
dn

dσ “ 0

Значит решение не единственное и оно не всегда существует.

3-я краевая задача (доказательство единственности решения

3-й и неединственность решения 2-й задач)

Рассматривается случай, когда hě 0. Для доказательства единственности допус-
кается, что существуют два решения и рассматривается их разность.

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∆V “ 0

ˆ

dV
dn
`hV

˙

|Σ “ 0

ż

D

V ∆V dV “
ż

Σ

V
dV
dn

dσ ´

ż

D

∇V 2dV

ż

Σ

hV 2dσ `

ż

D

∇V 2dV “ 0

Таким образом, получаем, что V ” 0, а значит решение третьей краевой задачи
единственное. Если h“ 0, то получается третья краевая задача.

Пример 3-й краевой задачи с hă 0 (решение не единственно)

Далее рассматривается пример третьей краевой задачи, где h отрицательный.
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$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∆U “ 0

ˆ

dU
dr
`U

˙

“ 0

U1 ” 0

U2 “ r sin ϕ

Пример задачи Дирихле с разрывом граничной функции

Пусть рассматривается задача Дирихле в простом двухмерном случае. В точке
M1 имеется разрыв граничного условия первого рода (Рис. 11.4).

Рис. 11.4. Разрыв граничного условия первого рода

$

’

’

’

&

’

’

’

%

∆U “ 0

U |Σ “ ϕpMq

|U | “ A

В такой постановке решение единственное.

V “U1´U2
$

’

’

’

&

’

’

’

%

∆V “ 0

V |Σ “ ϕpMq

|V | ă 2A
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Необходимо доказать, что V ‰ 0.

W pMq “ εln
d

rM,M

∆W “ 0

W |Σ ą 0

По теореме сравнения W всюду больше, чем V .

V pMq ěW pMq “ ε ln
d

rM0,M

Фиксируется m, ε стремится к нулю. Тогда получается, что V pMq в фиксирован-
ной точке стремится к нулю, что возможно только если V pMq “ 0. Поэтому решение
единственное.

Постановка внешних краевых задач для уравнения Лапласа

Внешняя задача означает: вне области D. Существует граница Σ – область внутри
называется Din, а внешняя область Dex (Рис. 11.5).

Рис. 11.5. Din и Dex

Задача рассматривается в трехмерном случае.
$

’

’

’

&

’

’

’

%

∆U “ 0

U |r“1 “ 1

|U | “ A

Сразу можно выписать два решения:
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U1 ” 1

U2 “
1
r

Того решения, что удовлетворяет уравнению и граничному условию, становится
уже недостаточно для единственности решения
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Лекция 12. Определение регулярной функции

Постановка внешних краевых задач для уравнения Лапласа

(продолжение)

Для внутренних задач требуется, чтобы функция удовлетворяла уравнению Ла-
пласа и граничным условиям. Граничные условия первого и третьего рода обеспечи-
вали единственность решения, а граничные условия второго рода единственности не
обеспечивали.

Для внешних задач граничных условий на поверхности Σ уже недостаточно. За-
дача для трехмерного случая:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

∆U “ 0

U |r“1 “ 1

|U | “ A

Единственности нет, два решения такие:

U1 ” 1

U2 “
1
r

Для двухмерного случая единственности решения тоже нет, решения будут такие:

U1 ” 1

U2 “ ln
e
r

Решение не единственное, т.к. во внешней области существует еще одна граница на
бесконечности. Рассматривается внешняя область, начиная от поверхности и далее.
От того, что требуется на бесконечности, зависит решение.

Определение регулярной функции

В трехмерном случае любая функция называется регулярной, если

$

’

&

’

%

U “ O
`1

r

˘

dU
dxi

“ O
´

1
r2

¯

при rÑ8
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В двухмерном случае функция будет регулярной, если

$

’

&

’

%

dU
dxi

“ O
ˆ

1
r2

˙

и при rÑ8 существует конечный предел lim Uprq “ a

Для регулярной на бесконечности функции остаются в силе формулы Грина.

ż

D

V ∆UdV “
ż

Σ

V
dU
dn

dσ ´

ż

D

∇U∇V dV

Рис. 12.1. Область Σ для задачи DEX

Это первая формула Грина во внутренней области. Для внешней области формула
Грина будет выглядеть так:

ż

D1

V ∆UdV “
ż

Σ

V
dU
dn

dσ `

ż

ΣR

V
dU
dn

dσ ´

ż

D1

∇V ∇UdV

V “ O
ˆ

1
R

˙

dU
dn
“ O

ˆ

1
R2

˙

Условие регулярности для решений уравнения Лапласа

(доказательство)

Итак, регулярность обеспечивает справедливость формул Грина. Но при поста-
новке задач условия регулярности выглядят тяжеловесно. Для решений уравнений
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Лапласа можно записать достаточно простые условия, обеспечивающие условия ре-
гулярности.

В трехмерном случае, если функция U гармонична и равномерно стремится
к нулю, то она регулярная. В двухмерном случае, если функция U гармонична и
ограничена, то она также регулярна. Эти условия легче тех, что ставятся для любых
функций.

Доказательство (рассматривается двухмерный случай):

Замена переменных:

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

r1 “
1
r

φ 1 “ φ

w“
1
z

Рис. 12.2. Новые области

Получается новая граница Σ1 и область D1 (Рис. 12.2). Данное преобразование

w“
1
z

- это конформное преобразование второго рода. Следовательно, в новых коор-
динатах уравнение Лапласа остается в силе.

В новых координатах функция U гармонична всюду, кроме нуля. Аналитиче-
ская функция в изолированной точке может быть полюсом, существенно особой или
устранимой точкой. В полюсе функция растет до бесконечности, но U ограничена,
значит точка не является полюсом или существенно особой точкой. Значит эта точка
вне оператора Лапласа может быть продолжена по непрерывности.

Получается, что всюду в D1 функция U гармонична.
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ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dU
dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dU
dr1

dr1

dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Производная функции в новых координатах всюду ограничена.
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
r

dU
dφ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r1

r
1
r1

dU
dφ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďM
1
r2

Таким образом, было доказано, что если функция U ограничена, то ее производ-
ные ведут себя так, как требуется при определении регулярности.

Постановки внешних краевых задач

В трехмерном пространстве внешняя краевая задача ставится следующим обра-
зом:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

∆U “ 0

U |Σ “ φ

U Ñ
rÑ8

0

В двухмерном случае задача ставится аналогичным образом, но требуется условие
ограниченности.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

∆U “ 0

U |Σ “ φ

U ă |A|

Доказательство единственности решения внешней задачи

Дирихле в R3

Для доказательства единственности допускается, что есть два решения.

V “U1´U2

Тогда получается следующая задача:
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$

’

’

’

&

’

’

’

%

∆V “ 0

V |Σ “ 0

V Ñ
rÑ8

0

Рис. 12.3. Поверхность Σ, окруженная большой сферой ΣR

Действовать необходимо так: поверхность Σ окружить большой сферой ΣR ради-
усом R. Рассматривается некоторая точка M (Рис. 12.3). Имеется конечная область
между поверхностями Σ. Так как область конечна, то можно использовать принцип
максимума.

|V pMq| ď max|V |
Σ

`max|V |
ΣR

Ñ 0

2-я и 3-я внешние краевые задачи (доказательство

единственности решения)

Здесь можно использовать формулу Грина

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∆U “ 0
ˆ

dU
dn
`hU

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Σ

“ φ

U Ñ
rÑ8

0

Допускается, что существуют два решения и рассматривается их разность.
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’

’
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’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆V “ 0

ˆ

dV
dn
`hV

˙

bigg|Σ “ φ

V Ñ
rÑ8

0

Так как функция регулярна, то для решения можно использовать функцию Гри-
на.

ż

Dex

V ∆V dV “
ż

Σ

V
dV
dn

dσ ´

ż

D

p∇V q2dV

ż

Σ

hV 2dσ `

ż

D

p∇V q2dV

Из этого соотношения для второй краевой задачи V является константой. Ис-
пользуя граничное условие на бесконечности, получается единственность решения.

Внешняя задача Дирихле в двухмерном случае

Внешняя задача Дирихле в двухмерном случае ставится так:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

∆U “ 0

U |Σ “ φ

|U | ă A

Предполагается, что есть два решения, а V – их разность, тогда |V | ă 2A. Бе-
рется m0 внутри Σ. Эта точка окружается двумя окружностями. Первая – с малым
радиусом a, а вторая – с радиусом R. Вводится барьерная функция:

w“ 2A
ln

r
a

ln
R
a

На поверхности Σ данная барьерная функция положительная, поэтому:
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’

’

’

&

’

’

’

%

∆w“ 0

w|Σ ě 0

w|r“R “ 2A

|V pMq| ă wpMq “ 2A
ln

r
a

ln
R
a

Ñ 0

Отсюда следует единственность решения задачи Дирихле в двухмерном случае.
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Лекция 13. Функция Грина. Обобщенные функции

Обобщенные функции

Необходимо рассмотреть на Rn пространство основных функций DpRnq. φ PDpRnq

если φ бесконечно дифференцируема, т.е. можно брать любые частные производные.
Дополнительно, φ – локализована.

supppφq “ tx|φpxq “ 0u,

где supppφq ограничена. Это множество удобно наделить богатой структурой:

1) это линейное пространство;

2) можно ввести понятие сходимости:

φn Ñ φ , если Dα
φn Ñ Dα

φ

Dα
“

dα1

dxα1
1
...

dαn

dxαn
n

Определение линейного функционала

Вводится пространство обобщенных функций - D1pRnq.

f – линейный функционал на D. Это означает, что имеется некое отображение,
которое можно записать как f pφq.

Линейность функции означает:

p f α1φ1`α2φ2q “ α1p f ,φ1q`α2p f ,φ2q

Требуется, чтобы это был непрерывный функционал. Это означает, что если по-
дать на вход сходящуюся последовательность, то результат должен сходиться.

Множество линейных функционалов тоже можно рассматривать как линейное
пространство.

pα f `βgφq “ αp f ,φq`β pg,φq
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Определение регулярного функционала

Многим функциям можно поставить в соответствие некий линейный функционал.

Пусть f – локально интегрируемая функция на Rn. Это означает, что для лю-
бого замкнутого ограниченного множества существует интеграл по ограниченному
множеству, где каждой привычной функции был поставлен некий функционал:

p f ,φq “
ż

Rn

f pxqφpxqdx

При этом он определяется именно интегральными свойствами функции f . Ес-
ли поменять функцию f в какой-то точке, то результат никак не изменится. Такие
функционалы называются регулярными.

Сходимость в пространстве обобщенных функций

В пространстве обобщенных функций тоже можно ввести понятие сходимости.
fn Ñ f в D1, если для любой основной функции φ соответствующие функционалы
сходятся. Эту сходимость можно назвать слабой сходимостью.

δ -функция Дирака

Эта функция определяется так:

pδ ,φq “ φp0q

Пусть существует регулярная функция f (Рис. 13.1).

Рис. 13.1. Вид функции f Рис. 13.2. Вид функции f
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Необходимо определить сдвиг функции на некоторый вектор (x0). Вся функция
должна сдвинуться на этот отрезок вправо (Рис. 13.2).

fx0pxq “ f px´ x0q

Теперь необходимо ввести сдвиг вектора x0 для обобщенной функции.

p fx,φq “

ż

f px´ x0qφpxqdx“
ż

f px1qφpx1` x0qdx1 “ p f ,φpx` x0qq

p f px´ x0q,φq “ p f ,φpx` x0qq

В частности, теперь это можно использовать как определение для сдвинутой
функции.

pδ px´ x0q,φq “ pδ ,φpx` x0qq “ φpx0q

Дифференцирование обобщеннных функций

ˆ

d
dx

, f ,φ
˙

“

ż

d
dx1

f pxqφpxqdx“´
ż

f pxq
d

dx1
φpxqdx

ˆ

d
dx

, f ,φ
˙

“´

ˆ

f ,
d

dx1
φ

˙

Последнее выражение можно использовать как определение производной для
обобщенной функции.

pDα , f ,φq “ p´1q|α|p f ,Dα
φq

|α | “

n
ÿ

i“1

αn

Имеем некоторый дифференциальный оператор:

L“
ÿ

|α|ăn

Dpxqα Dα

pL f ,φq “ p f ,L˚φq,

L˚ “
ÿ

|α|ăn

p´1q|α|aαpxqDα
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Обобщенное решение дифференциального уравнения

Теперь можно рассмотреть дифференциальное уравнение вида:

LU “ f

pLU,φq “ p f ,φq (13.1)

В общем случае, обобщенным решением уравнения LU “ f будет такая обобщен-
ная функция U , которая удовлетворяет данному соотношению (13.1). В частности,
правая часть уравнения тоже может быть обобщенной функцией.

sapp pφq “ tx|φpxq ‰ 0u (13.2)

Необходимо рассмотреть дифференциальное уравнение следующего вида:

LU “´δ px´ x0q “ ´δ px,x0q

Обобщенное решение такого уравнения — это фундаментальное решение для диф-
ференциального оператора.

Фундаментальное решение оператора Лапласа (функция Грина)

Следует рассмотреть обобщенное решение для оператора Лапласа.

∆U “´δ pM,M0q

Формула Грина:

UpM0q “
1

4π

ż

D

ˆ

1
RM,M0

d
dn

U ´U
d

dn
RM,M0

˙

´
1

4π

ż

Σ

1
RM,M0

∆UdV

GpM,M0q “
1

4πRM,M0

´ Фундаментальное решение для ∆

Необходимо доказать следующее:

p∆G,φq “ pG,∆φq “ φpM0q

Берется D : supφ P D, тогда:
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pG,∆φq “

ż

D

1
RM,M04π

∆φdV “
1

4π

ż

Σ

ˆ

1
R

d
dn

φ ´φ
d

dn
1
R

˙

dS´φpM0q

Получается:

pG,∆φq “ ´φpM0q

Фундаментальное решение определено не единственным образом, и если к нему
добавить гармоническую функцию, то ничего не изменится.

Фундаментальное решение для оператора Лапласа будет иметь такой вид:

GpM,M0q “
1

4πRM,M0

`δ pM,M0q

δ pM,M0q - гармоническая по m.

Задача Дирихле (пример построения фундаментального

решения)

$

&

%

∆U “´ f pMq

U |MPΣ “ µpMq
m P D

Третью формулу Грина можно переписать так:

UpM0q “

ż

Σ

ˆ

GpM,M0q
dU
dn
´U

dG
dn

˙

dS´
ż

D

GpM,M0q∆UdV

где ∆U “´ f .

UpM0q “ ´

ż

Σ

µ
dG
dn

dΣ`

ż

D

G f dV

$

’

&

’

%

GpM,M0q “
1

4πRM,M0

`δ

GpM,M0q|MPΣ “ 0

Следовательно, для функции V получается следующая задача:
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$

’

&

’

%

∆V “ 0

V |MPΣ “
1

4πRM,M0

Такая задача имеет единственное решение.

Функцию Грина можно определить как реакцию на ∆ функцию:

$

&

%

∆GpM,M0q “ ´δ pM,M0q

GpM,M0q|MPΣ “ 0

Свойства функции Грина

1) Функция Грина имеет простой вид.

0ă GpM,M0q ă
1

4πRM,M0

Рис. 13.3. Окрестность

Чтобы доказать, что функция Грина положительная, необходимо взять доста-
точно малую окрестность в точке M0 (Рис. 13.3). В этой точке функция Грина
стремится к 8.

Из принципа максимума получается, что во всех точках области D GpM,M0q ą

0.

Так как V |Σ ă 0, то V в D, а GpM,M0q ă
1

4πRM,M0

.
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2) Функцию Грина записываем как функцию двух переменных, при этом они силь-
но отличаются.

GpM1,M2q “ GpM2,M1q

Вводятся функции: UpMq “ GpM,M1q, V pMq “ GpM,M2q.

Рис. 13.4. Область D

Каждая точка окружается достаточно малой сферой Σ1 и Σ2 (Рис. 13.4). Тогда
во всей области обе функции гармонические. Необходимо применить к обеим
функциям вторую Формулу Грина.

ż

D

pU∆V ´V ∆UqdV “
ż

S`Σ1`Σ2

ˆ

U
dV
dn
`V

dU
dn

˙

dS

ż

Σ1

ˆ

U
dV
dn
´V

dU
dn

˙

dS`
ż

Σ2

ˆ

U
dV
dn
´V

dU
dn

˙

dS “ 0

UpM2q “

ż

Σ2

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

GpM,M2q
loooomoooon

V pMq

BU
Bn
´U

BGpM,M2q

Bn
looooomooooon

BV
Bn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

dS “ GpM2,M1q
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V pM1q “

ż

Σ1

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

GpM,M1q
loooomoooon

UpMq

BV
Bn
´V

BGpM1,Mq
Bn

looooomooooon

BU
Bn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

dS “ GpM1,M2q

UpM2q´V pM1q “ 0

UpM2q “V pM1q

Таким образом, существует функция Грина, она единственная и симметричная.
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Лекция 14. Теория потенциалов

Построение функции Грина по известному решению задачи

Штурма - Лиувилля

$

&

%

∆U “ f

U |Σ “ φ

Пусть известно:

$

&

%

∆Vi`λiVi “ 0

Vi|Σ “ 0

∆Gpm0,mq “ ´δ pm,m0q

Оператор берется по переменным m. Функция Грина для первой краевой задачи:

$

&

%

∆Gpm0,mq “ ´δ pm,m0

G|m P Σ“ 0

Gpm0,mq “
8
ÿ

i“1

Cipm0qVipmq

∆mG“
ÿ

Ci∆Vi “´
ÿ

i

CiλiVipmq “ ´δ pm,m0q

ÿ

i

Ciλi

ż

D

VjVidV “
ż

D

Vjpmqδ pm,m0qdn

C jλ j||Vj||
2
“Vjpm0q

C jpm0q “
Vjpm0q

λ j||Vj||2

После подстановки получается следующее выражение:

Gpm0,mq “
ÿ

j

Vjpm0qVjpmq
λ j||Vj||2
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Ответ задачи Дирихле:

Upmq “
ż

Σ

φppq
dGpm, pq

dnp
dδp`

ż

D

f ppqGpm, pqdVp

Теория потенциалов

Рассмотрим эллиптические уравнения теории потенциалов. Потенциалы бывают
двух видов:

1) объемные;

2) поверхностные.

Определение объемного потенциала

Объемный потенциал имеет следующий вид:

Upmq “
ż

D

f ppq
Rmp

dvp

Это несобственный интеграл. Если m P D, то Rmp может обратиться в ноль.

Достаточное условие существования несобственного интеграла

Достаточное условие существования несобственного интеграла:

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ş

D

f ppq
Rσ

mp
dvp

| f ppq| ă f0

0ă σ ă n

Свойства объемных потенциалов

∆U “´4π f

∆mU “

ż

D

f ppq∆m
1

Rmp
dVp “

ż

D

f ppqr´4πσpm, pqsdVp “´4π2pmq
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Сведение неоднородной задачи к однородной (на примере внутренней
задачи Дирихле)

Использование объемного потенциала позволяет задачу с неоднородным уравне-
нием свести к задаче с однородным.

V pmq “ ´
1

4π

ż

D

f ppq
1

Rmp
dVp

Тогда: ∆V “ f .

U “V `W,

где W - все, что остается.

∆W “ 0

W “U ´V

W |Σ “ φ ´V |Σ

Получается, что задачу с неоднородным уравнением Дирихле можно свести к
уравнению Лапласа.

Определение потенциалов простого и двойного слоя

Вводятся понятия потенциалов простого и двойного слоя.

Потенциал простого слоя:

V1pmq “
ż

Σ

f ppq
Rmp

dvp

Если m не принадлежит поверхности, тогда ∆V1 “
ş

Σ

f ∆
1

Rmp
dV “ 0.

$

’

&

’

%

∆V1 “ 0

V1 Ñ
rpmqÑ8

0

Изучение свойств потенциала осуществляется ради решения задач.
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Рис. 14.1. Гладкая поверхность Σ

Далее необходимо рассмотреть потенциал двойного слоя. Имеется гладкая по-
верхность Σ, где n - внешняя нормаль (Рис. 14.1).

V2pmq “ ´
ż

Σ

µppq
d

dnp

ˆ

1
Rmp

˙

dVp

´
d

dnp

1
R
“´

d
dR

ˆ

1
R

˙

dR
dnp

“
1

R2

Рис. 14.2. Гладкая поверхность M и внутренняя нормаль в p

Равномерная сходимость потенциалов простого слоя (непрерывность при
переходе через поверхность)

Рассматривается интеграл следующего вида:

Upmq “
ż

Σ

f ppq
Rκ

mp
dσp

где 0ă κ ă n, а n - размерность пространства.

Необходимо доказать, что такой интеграл равномерно сходится.
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Рис. 14.3. Области и проекции

|I| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ω

f ppq
Rκ

mp
dσp

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε

| f ppq| ă f0

dσ
1
“ dσ cos α

где cos α - угол между нормалью у dσ и dσ 1.

cos α ą
1
2

|I| ă
ż

Σ1

f0dσ

Rκ
m1p1

2ď 2 f0

ż

K2σ
m1

dσ 1

Rκ
m1p1

dσ
1
“ RdRdφ

2 f0

ż

K2σ
m1

dσ 1

Rκ
m1p1

ď 4π f0

2δ
ż

0

dR
Rκ´1

Так как κ ă 2, то получается:
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4π f0

2δ
ż

0

dR
Rκ´1 “ 4π f0

R2´κ

2´ x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

δ

0
ă ε

Таким образом, было доказано, что интеграл равномерно сходится, а значит явля-
ется непрерывной функцией. Отсюда следует, что если взять гладкую поверхность и
ограниченную функцию f , то потенциал простого слоя является непрерывной функ-
цией при переходе через поверхность.

Существование потенциалов двойного слоя

Потенциал двойного слоя в двухмерном случае:

V2pmq “
ż

C

µppq
cos φ

Rmp
dlp

Поверхность Ляпунова

Здесь есть неинтегрируемая особенность. Необходимо доказать, что интеграл схо-
дится на поверхности. Доказательство будет вестись на поверхности Ляпунова. Это
поверхность, обладающая следующими свойствами:

1) поверхность гладкая (в каждой точке существует нормаль);

2) существует число Dą 0, единое для всей поверхности и такое, что, можно взять
любую точку на поверхности внутри шара с центром в точке m радиуса D, а
линии, параллельные нормали к поверхности в точке m, будут пересекать эту
поверхность только один раз (Рис. 14.4);

Рис. 14.4. Поверхность

3) угол между нормалями в точке m и нормалями в точке p меньше или равен,
чем ARσ

mp. Иными словами, изменение нормали мало, если точки близки.
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Рассматривается в двухмерном случае потенциал двойного слоя на поверхности
(Рис. 14.5).

Рис. 14.5. Потенциал двойного слоя на поверхности

φ ` γ “
π

2
`α

| cos φ | “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cos
´

π

2

¯

`α´ γ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ | sin pα` γq|

| sin pα` γq| ď |α` γ | ď |α |` |γ |

Необходимо проверить, что α Ñ 0 и γ Ñ 0.

|γ | “ ARσ

tgα “
|pp1|
|mp1|

“

mp1
ż

0

dy
dx

dx
1

|mp1|

mp1
ż

0

dy
dx

dx
1

|mp1|
ď max

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď tgpmaxα
1
q

tgpmaxα
1
q “ tgpmaxγ

1
q ď tgpmaxARσ

q ď tgARσ
mp

α ď ARσ
mp

Смысл состоит в том, что α – это средний наклон, который не превышает макси-
мальный наклон на кривой. А максимальный наклон не превышает ARσ .
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cos φ ă 2ARσ

Значит:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f
cos φ

Rmp

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ f0
2A

R1´σ
mp

Таким образом, было доказано, что если точка m лежит на поверхности, то потен-
циал двойного слоя сходится и является непрерывной величиной, когда m движется
по поверхности.

Разрыв потенциала двойного слоя при переходе через

поверхность в R3

Рассматривается трехмерное пространство. Потенциал двойного слоя:

V2pmq “ ´
ż

Σ

µppq
d

dnp

1
Rmp

dσp

Берется поверхность с точкой p0 на ней. Известно, что потенциал двойного слоя
существует везде. Рассматривается случай при постоянной µ .

V2pmq “ ´
ż

Σ

µ0
d

dnp

1
Rmp

dσp

Третья формула Грина для функции, равной µ0.

ż

Σ

ˆ

1
R

d
dn

µ0´µ0
d

dn

ˆ

1
R

˙˙

“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

4πµ0,m P D

2πµ0,m P Z

o,m R D

Теперь необходимо рассмотреть полную задачу.

V2pmq “V pmq´
ż

Σ

pµppq´µpp0qq
d
dn

ˆ

1
R

˙

dσ

ż

Σ

pµppq´µpp0qq
d

dn

ˆ

1
R

˙

dσ “ I
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Ipmq “
ż

Σ

pµppq´µpp0qq
cos φ

R2
mp

dσ

Таким образом, интеграл равномерно сходится, I является непрерывной функци-
ей, V имеет разрыв.
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Лекция 15. Уравнение Гельмгольца

Разрыв потенциала двойного слоя при переходе через

поверхность в R3 и R2 (продолжение)

В прошлой лекции было доказано, что потенциал простого слоя существует, непре-
рывен при переходе через поверхность; потенциал двойного слоя существует на по-
верхности, а при переходе через поверхность потенциал двойного слоя терпит разрыв.

Рассматривается потенциал двойного слоя в трехмерном случае.

V pmq “ ´
ż

Σ

µppq
d

dnp

ˆ

1
Rmp

˙

dσp (15.1)

Существует предел потенциала двойного слоя снаружи pVexq в точке p0 (Рис. 15.1).

Рис. 15.1. Vex

pVexq “ pV q0´2πµpp0q “ pV qin´4πµpp0q

Рассматривается потенциал двойного слоя в двухмерном случае.

Vex “V0´πµpp0q “Vin´2πµpp0q

Разрыв производной потенциала простого слоя при переходе

через поверхность в R3

Теперь необходимо рассмотреть, как ведет себя производная потенциала простого
слоя. Сам потенциал непрерывен. Следует доказать, что его производная разрывна
при переходе через поверхность. Берется двухмерный случай f (Рис. 15.2).
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V1pmq “
ż

C

νppqln
1

Rmp
dlp

Берется угол ψ , тогда:

dV1pmq
dn0

“

ż

C

νppq
d

dn0
ln

1
Rmp

dlp “

ż

C

νppq
1

Rmp
cos ψdlp

γ - угол между нормалью в точке p (Рис. 15.2).

Рис. 15.2. Поверхность Ляпунова

Тогда:
ψ`φ ` γ “ π

cos γ “ cos pπ´φ ´ γq

dV1pmq
dn0

“

ż

C

νppq
Rmp

cos pφ ` γqdlp “

ż

C

rνppqs cos φ

Rmp
dlp´

ż

C

νppq sin φ sin γ

Rmp
dlp

| sin γ | ď γ ď ARκ, κ ą 0

Тогда получается следующее:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

νppq sin φ sin γ

R

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

R1´κ B,
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где B – некоторая непрерывная функция. Интеграл с такой особенностью равно-
мерно сходится, а значит является непрерывной функцией переменной m. В точке
перехода cos γ “ 1. Поэтому:

ˆ

dV1

dn0

˙

in
“

ˆ

dV1

dn0

˙0

`πνpp0q “

ˆ

dV
dn0

˙

ex
`2πνpp0q

ˆ

dV1

dn0

˙0

“´

ż

C

νppq
d

dn0
ln

1
Rp0 p

dlp

В трехмерном случае будет то же самое, но скачок потенциала будет в два раза
больше.

Метод интегральных уравнений для решения задач с

оператором Лапласа

Внутренняя задача Дирихле и внешняя задача Неймана (доказательство
существования решения)

Рис. 15.3. Область Din с границей Σ

Начать следует с внутренней задачи Дирихле(1). Имеется область Din с границей
Σ (Рис. 15.3). Внутри области ставится задача:

$

&

%

∆U “ 0

U |Σ “ φ

Решение ищется в виде потенциала двойного слоя в трехмерном случае.

Upmq “ ´
ż

Σ

µppq
d

dnp

1
Rmp

dσp (15.2)

Задача: составить уравнение для определения µ .
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φpmq “ ´
ż

Σ

µppq
d

dnp

1
Rmp

dσp`2πµpmq

µpmq “
1

2π

ż

Σ

µppq
d

dnp

1
Rmp

dσp`
φpmq
2π

(15.3)

Теперь необходимо рассмотреть внешнюю задачу Неймана.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

∆U “ 0
dU
dn
|Σ “ f

U Ñ 0, zÑ8

(15.4)

Здесь решение ищется в виде потенциала простого слоя.

Upmq “
ż

Σ

νppq
1

Rmp
dσp (15.5)

f - предел производной снаружи.

f pmq “
ż

Σ

νppq
d

dnm

ˆ

1
Rmp

˙

dσp´2πνpmq

Получается интегральное уравнение Фредгольма:

νpmq “
1

2π

ż

Σ

νppq
d

dnm

ˆ

1
Rmp

˙

dσp´
f pmq
2π

(15.6)

Это союзное уравнение с полярным ядром. Собственное значение ядра – те зна-
чения λ , при которых имеется нетривиальное решение:

ypmq “ λ

ż

Σ

Kpm, pqyppqdσp

Далее рассматриваются союзные уравнения:

ypmq “ λ

ż

Σ

Kpm, pqyppqdσp` f ppq p˚q
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zpmq “ λ

ż

Σ

Kpp,mqzppqdσp`gpmq p˚˚q

Теорема 15.1. Первая теорема Фредгольма: если λ не является собственным зна-
чением ядра K, то она не является собственным значением союзного ядра, при
этом оба уравнения имеют единственное решение при любых f и g.

Теорема 15.2. Вторая теорема Фредгольма: если λ является собственным значе-
нием ядра Kpm, pq, то оно является также собственным значением союзного ядра.
Причем ранг собственного значения в обоих случая одинаков.

Теорема 15.3. Третья теорема Фредгольма: если λ является собственным значе-
нием ядра K, а мы рассматриваем неоднородное уравнение, то решение существует
только в том случае, когда f ортогонально всем собственным функциям союзного
ядра.

Необходимо убедиться, что 1
2π

не является собственным значением ядра K.

Лемма 15.1. Если потенциал простого слоя тождественно равен нулю, либо во
внешней области, либо во внутренней области, то плотность потенциала равна
нулю.

Рассматривается потенциал простого слоя. Предполагается, что он равен нулю во
внешней обалсти (Рис. 15.4). Необходимо доказать, что φ “ 0.

Рис. 15.4. Поверхность §, φ “ 0

V1pmq “
ż

Σ

φppq
Rmp

dσp

В силу непрерывности потенциала простого слоя при переходе через поверхность
он равен нулю и на границе, и изнутри, поэтому:
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$

&

%

∆V1 “ 0

V |Σ “ 0

dV
dn
” 0

ˆ

dV1

dn

˙

in
´

ˆ

dV
dn

˙

ex
`4πφ

Отсюда φ “ 0.

νpmq “
1

2π

ż

Σ

νppq
d

dnm

ˆ

1
Rmp

˙

dσp´
f pmq
2π

p15.61q

Рассматривается следующее уравнение:

V1pmq “
ż

Σ

νppq
Rmp

dσp

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∆V1 “ 0
ˆ

dV1

dn

˙

m
“´

ş

Σ

ν
d

dnm

ˆ

1
Rmp

˙

dσp´2πνpmq

V1 Ñ8

Таким образом, была получена внешняя задача Неймана в области Dex. Решение
краевой задачи V1 ” 0, значит и ν “ 0.

Таким образом, было доказано существование решения.

Внутренняя задача Неймана и внешняя задача Дирихле (доказательство
существования решения)

Теперь необходимо рассмотреть внутреннюю задачу Неймана и внешнюю задачу
Дирихле.

$

’

&

’

%

∆U “ 0
dU
dn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Σ

“ φ
(15.7)

Решение ищется в виде потенциала простого слоя, уравнение рассматривается во
внутренней области (Рис. 15.5).
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Рис. 15.5. Внутренняя область

Upmq “
ż

Σ

νppq
Rmp

dσp (15.8)

Составляется уравнение для определения функции ν .

φpmq “
ż

Σ

νppq
d

dnm

1
Rmp

dσp`2πνpmq

νpmq “ ´
1

2π

ż

Σ

νppq
d

dnm

1
R

dσ `
φpmq
2π

(15.9)

Теперь рассматривается внешняя задача Дирихле.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

∆U “ 0

U |Σ “ f

U Ñ 0,zÑ 0

(15.10)

Решение ищется в виде потенциала двойного слоя.

Upmq “ ´
ż

Σ

µppq
d

dnp

1
Rmp

dσp`
α

RQm
(15.11)

f pmq “ ´
ż

Σ

µppq
d

dnp

1
Rmp

dσp`2πµpmq`
α

RQm

µpmq “ ´
1

2π

ż

Σ

µppq
d

dnp

1
Rmp

dσ `
1

2π

ˆ

α

RQm´ f pmq

˙

(15.12)

Таким образом, получились два союзных уравнения. Из третьей формулы Грина
следует, что µ “ µ0 “ const.
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Рис. 15.6. Q

2πµ0 “´

ż

Σ

µ0
d

dnp

1
Rmp

dσp

Таким образом, было доказано, что ´ 1
2π

является собственным значением ядер.

Задача: проверить, что ранг собственного значения ´ 1
2π

равен 1. Рассматрива-
ется следующее уравнение, у которого есть нетривиальное решение:

νpmq “ ´
1

2π

ż

Σ

νppq
d

dnm

1
Rmp

dσp

Допускается, что есть два линейно независимых решения: ν1 и ν2. Составляется
потенциал простого слоя с плотностью ν1.

V pmq “
ż

Σ

ν1ppq
Rmp

dσp

Задача строится в Din.

$

’

&

’

%

∆V “ 0
dV
dn
|Σ “

ş

Σ

ν1ppq d
dnm

` 1
R

˘

dσp`2πν “ 0

Известно, что решением такой задачи может быть только константа.

V “C1 ‰ 0

Строится потенциал простого слоя с плотностью ν2.
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V ” const “C2 ‰ 0

Строится плотность потенциала

ν “
ν1

C1
´

ν2

C2

Рассматривается потенциал простого слоя

V pmq “
ż

Σ

νppq
Rmp

dσp “ 0

Из леммы понятно, что плотность потенциала ν равна нулю, а это означает, что
ν1 и ν2 линейно зависимы. Значит ранг собственных решений равен 1.

У неоднородного уравнения не бывает собственной функции. Она бывает у ядра
или у однородного уравнения. Рассмотрим собственную функцию ядра νopmq. Ес-
ли ´ 1

2π
является собственным значением, то по третьей теореме Фредгольма, для

существования уравнения:

νpmq “ ´
1

2π

ż

Σ

νppq
d

dnm

1
Rmp

dσp

Необходимо и достаточно, чтобы неоднородность ψpmq
2π

была ортогональна всем
собственным функциям союзного ядра (т.е. µ0 “ const).

ż

Σ

ν0pmq
ˆ

α

RQm
´ f pmq

˙

dσm “ 0

Т.е. для существования (15.9) необходимо и достаточно, чтобы

ż

Σ

φpmq
2π

¨µ0dσm “ 0

Или иначе
ż

Σ

φpmqdσm “ 0

Задача в бесконечной области сводится к интегральному уравнению на поверх-
ности, которое решается численно.
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Уравнение Гельмгольца

Это уравнение следующего вида:

∆U `CU “ 0

Ut “ ∆U ´αU ` f

Если на поверхности поддерживаются фиксированные условия, то с течением
времени решение выйдет на стационар и получится неоднородное уравнение Гельм-
гольца.

∆U ´κ2U “ f

Это уравнение можно рассматривать как установившийся процесс диффузии. Ес-
ли взять C “ k2, то это будет задача об установившихся колебаниях.

Vtt “ a2
∆V ` f pmqeiωt

V pm, tq “ eiωtUpmq

∆U `
ω2

a2 U “´
f pmq
a2

Случай k “ κ2, доказательство единственности решения краевых задач

Пусть имеется область D с границей Σ. Для следующего уравнения имеет место
принцип максимума:

∆U ´κ2U “ 0

Принцип максимума гласит, что непрерывное решение данного уравнения в за-
мкнутой области не может достигать положительного максимума и отрицательного
минимума во внутренних точках.

Рассматривается первая краевая задача в Din:

$

&

%

∆U ´κ2U “ f

U |Σ “ φ

Допускается существование двух решений и рассматривается их разность.
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$

&

%

∆V ´κ2V “ 0

V |Σ “ 0

Если V на границе равно 0, то положительный максимум достигается во внут-
ренней точке, чего быть не может. Значит V ” 0, тогда решение поставленной задачи
единственное.

Для доказательства второй и третьей краевых задач рассматривается функция
Грина.

$

&

%

∆U ´κ2U “ f
`dU

dn `hU
˘

|Σ “ φ

Допускается существование двух решений и рассматривается их разность.

$

&

%

∆V ´κ2V “ 0
`dV

dn `hV
˘

|Σ “ 0

Надо доказать, что последняя задача имеет только тривиальное решение.

ż

D

V p∆V ´κ2V qdV “
ż

Σ

V
dV
dn

dσ ´

ż

D

“

p∇V q2`κ2V 2‰dV “ 0

ż

Σ

hV 2dσ `

ż

D

“

p∇V q2`κ2V 2‰dV “ 0

Отсюда получается, что V ” 0.
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Лекция 16. Начально-краевая задача для уравнения

теплопроводности

Начально-краевая задача для уравнения теплопроводности

Имеется область D с границей Σ (Рис. 16.1).

Рис. 16.1. область D с границей Σ

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ut “ a2∆U

U |t“0 “ φpmq

U |Σ “ µpm, tq

В прошлой лекции был доказан принцип максимума: решение однородного урав-
нения может достигать максимального значения либо при начальных условиях, либо
на границе Σ. Отсюда следуют единственность, устойчивость и принцип сравнения.
Рассматриваются два решения:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

U1t “ a2∆U1

U1|t“0 “ φ1

U1|Σ “ µ1
$

’

’

’

&

’

’

’

%

U2t “ a2∆U2

U2|t“0 “ φ2

U2|Σ “ µ2

Необходимо рассмотреть разность V “U1´U2. Тогда получается следующая за-
дача:
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$

’

’

’

&

’

’

’

%

Vt “ a2∆V

V |t“0 “ φ1´φ2

V |Σ “ µ1´µ2

Пусть φ1 “ φ2, а µ1 “ µ2.

Тогда по принципу максимума V не может быть внутри положительным или от-
рицательным, поэтому V “ 0, а значит решение единственно.

Пусть φ1 ě φ2, а µ1 ě µ2, тогда U1 ěU2.

Если |φ1´φ2| ă ε и |µ1´µ2| ă ε , тогда |U1´U2| ă ε .

Далее рассматривается вторая и третья краевые задачи.

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Ut “ a2∆U ` f

U |t“0 “ φ
ˆ

dU
dn
`hU

˙

“ µ

Важно, что h ě 0. Рассматривая вопрос единственности, допускается, что суще-
ствуют два решения. Для разности получается однородная задача.

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Vt “ a2∆V

V |t“0 “ 0
ˆ

dV
dn
`hV

˙

“ 0

ż

D

VVtdV “ a2
ż

D

V ∆V dV

1
2

d
dt

ż

D

V 2dV “ a2
"
ż

Σ

V
dV
dn

dσ ´

ż

D

p∇V 2dV q
*

a2
"
ż

Σ

V
dV
dn

dσ ´

ż

D

p∇V 2dV q
*

“ a2
"

´

ż

Σ

hV 2dσ ´

ż

D

p∇V q2dV
*

ż

D

V 2dV “ 0
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d
dt

ż

D

V 2dV ď 0

Так как интеграл равен нулю при всех t, значит V ” 0. Таким образом, был рас-
смотрен вопрос единственности, а теперь необходимо рассмотреть вопрос существо-
вания.

Существование решения доказывается так: необходимо построить решение, к при-
меру, с помощью разделения переменных, а потом доказать, что оно действительно
является решением.

Рассматривается одномерный случай:

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

Ut “ a2∆Uxx

U |t“0 “ φpxq

Up0, tq “ 0

Upl, tq “ 0

Замена переменных:

0ď x1 ď π

t 1 “ a2t

Получается следующая задача:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ut “Uxx

Upx,0q “ φpxq

Up0, tq “Upπ, tq “ 0

Задача легко решается разделением переменных.

U “ XpxqT ptq

T 1

T
“

x2

x
“´λ

$

&

%

X2`λX “ 0

Xp0q “ Xpπq “ 0
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λn “ n2

n“ 0,1,2...

Xn “ sin nx

T 1`n2T “ 0

Tn “ e´n2T

Таким образом, получается следующий функциональный ряд с помощью разде-
ления переменных:

Upx, tq “
8
ÿ

n“1

Cne´n2T sin nx

Теперь необходимо проверить, при каких условиях на φ этот ряд действительно
является решением задачи. Под решением задачи понимается функция, непрерывная
в замкнутой области, непрерывно примыкающая к начальным условиям и дважды
непрерывно дифференцируемая во внутренних точках области.

Сам ряд является непрерывной функцией. Достаточно, чтобы
8
ř

n“1
|Cn| сходилась.

Cn “
2
π

π
ż

0

φpξ q sin nξ dξ

По теории рядов, если имеется некоторая функция f pxq

f pxq “
8
ÿ

n“0

pan cos nx`bn sin nxq

и она раскладывается в ряд, то сумма:

8
ÿ

n“0

r|an|
K
`|bn|

K
s,

Эта сумма сходится, если функция f имеет K - непрерывных производных и K`1

кусочно непрерывную.

Для сходимости ряда достаточно, чтобы φ была непрерывно дифференцируема,
а φ 1 имела кусочную производную.
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Рис. 16.2. Функция φ

Необходимо, чтобы функция φ могла быть продолжена нечетным образом, а так-
же φp0q “ φpπq “ 0 (Рис. 16.2).

Ряд можно почленно дифференцировать, если формально продифференцирован-
ный ряд равномерно сходится в любой замкнутой подобласти.

Uxx „´

8
ÿ

n“1

Cnn2e´a2t sin nx

Необходимо, чтобы этот ряд сходился в любой замкнутой подобласти. Берется t1:
t ą t1 ą 0. Рассматривается следующая область: 0ă xă π, t ą t1 (Рис. 16.3).

Рис. 16.3. Замкнутая подобласть

e´n2t
ă e´n2t

C
8
ÿ

n“1

n2e´n2t
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ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

an`1

an

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď α ă 1

pn`1q2

n2
e´pn`1q2t1

e´n2t1
“

ˆ

1`
1
n

˙2

e´2nt1´t1

Данное выражение стремится к нулю при nÑ8. Тем самым было доказано, что
ряд сходится, значит дифференцирование было законно, т.е. то, что было построено,
действительно является решением задачи.

Теперь необходимо построить решение неоднородного уравнения.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ut “ a2∆U ` f pm, tq

U |t“0 “ φpmq

U |Σ “ 0
$

&

%

∆Vi`λiVi “ 0

Vi|Σ “ 0

Решение ищется в виде разложения по функциям собственной задачи Штурма-
Лиувилля.

Upm, tq “
ÿ

i

VipmqUiptq

f pm, tq “
ÿ

i

Vipmq fiptq

fiptq “
1

||Vi||2

ż

D

f pp, tqVippqdVp

φpmq “
ÿ

i

Vipmqφi

φi “
1

||Vi||2

ż

D

VippqφppqdVp

Решение в виде суммы подставляется в уравнение и дифференцируется.

ÿ

i

VipmqUiptq “ a2
ÿ

i

∆ViUi`
ÿ

i

Vi fi
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ÿ

i

Vi

"

U 1
i `a2

λiUi´ fi

*

U 1
i `a2

λiUi “ fi

φpmq “
ÿ

i

VipmqUip0q

φ “
ÿ

i

Viφi

Решение будет такое:

Uiptq “ φie´a2λit `

t
ż

0

e´λia2pt´τq fiptqdt

Upm, tq “
ÿ

i

VipmqUiptq

Upm, tq “
ÿ

i

Vipmq
"

e´a2λit 1
||Vi||2

ż

D

φppqVippqdV`

`

t
ż

0

e´a2λiptq

»

–

1
||Vi||2

ż

D

f pp, tqVippqdV

fi

fldτ

*

Upm, tq “
ż

D

Gpm, p, tqφppqdV `

t
ż

0

ż

D

Gpm, p, t´ τq f pp, tqdV rτ,

где функция G:

Gpm, p, tq “
ÿ

i

VipmqVippq
||Vi||2

e´a2λit

Рассматривается обобщенное решение:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ut “ a2∆U

U |t“0 “ σpm,m0q

U |Σ “ 0

Получается, что:

Upm, tq “ Gpm,m0, tq
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Это температура в точке наблюдения m в момент t, если в начальный момент в
точке m0 было дельтообразное единичное по мощности выделение температуры. Т.е.
функция G – это функция точечного источника.

Задача теплопроводности на неограниченной прямой

Рассматривается одномерная задача на ´8ă xă8. Задача Коши:

$

&

%

Ut “ a2Uxx

U |t“0 “ φpxq

Задача классическая, если функция φ непрерывна. Теорема единственности гла-
сит: ограниченное решение задачи единственно.

Предполагается, что |U | ă A. Предполагается существование двух решений и рас-
сматривается их разность.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Vt “ a2Vxx

V |t“0 “ 0

V ď 2A

Так как участок не ограничен, нельзя сразу применить принцип максимума. Рас-
сматривается участок от ´L до L с точкой x на ней (Рис. 16.4). Рассматривается
вспомогательная функция на данном участке:

Рис. 16.4. Участок

W
ˆ

x2

2
`a2t

˙

4A
L2

V и W сравниваются на ограниченном участке.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Wt “ a2Wxx

W |t“0 ą 0

W |x“˘4 ą 2

160



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

ТИХОНОВ НИКОЛАЙ АНДРЕЕВИЧ
МОГИЛЕВСКИЙ ИЛЬЯ ЕФИМОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

|V px, tq| “
ˆ

x2

2
`a2t

˙

4A
L2 Ñ 0

Отсюда получается, что V не может отличаться от нуля, значит решение задачи
единственное.

Теперь необходимо построить решение. Задача раскладывается в ряд Фурье.

Upx, tq “

8
ż

´8

Bpkqeixk´a2k2tdk

При t “ 0:

φpxq “

8
ż

´8

Bpkqeixkdk

Отсюда видно, что B - коэффициент Фурье.

Bpkq “
1

2π

8
ż

´8

φpξ qeixkdξ

Upx, tq “

8
ż

´8

»

–

1
2π

8
ż

´8

φpξ qe´iξ kdξ

fi

fleixk´a2k2tdk

Upx, tq “

8
ż

´8

φpξ q

"

1
2π

8
ż

´8

eikpx´ξ q´a2k2tdk
*

dξ

Выражение в скобках имеет смысл точечного источника:

Gpx,ξ , tq “
1

2π

8
ż

´8

eipx´ξ qk´a2k2tdk

Данный интеграл можно посчитать.

x´ξ “ α

a2t “ β
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Ipα,β q “

8
ż

´8

eiαk´βk2
dk

Ip0,β q “

8
ż

´8

e´βk2
dk “

1
a

β

8
ż

´8

e´z2
dz“

?
π

a

β

dI
dα

“

8
ż

´8

ieiαkke´βk2
dk “

ip´1q
2β

8
ż

´8

eiαk d
dk
pe´βkqdk

Интегрируем по частям, подстановки дают ноль.

dI
dα

“
i

2β

8
ż

´8

iαeiαk´βk2
dk

dI
dα

“´
α

2β
I

I “Ce
´

α2

4β

При α “ 0:

C “
?

π
a

β

Gpx,ξ , tq “
1

2a
?

πt
e´
px´ξ q2

4a2t
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Лекция 17. Задача теплопроводности на полупрямой

с граничными условиями. Уравнения колебаний.

Уравнения гиперболического типа

Задача теплопроводности на полупрямой с граничными

условиями

Имеется задача на полупрямой (1):

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ut “ a2Uxx

Upx,oq “ 0

Up0, tq “ µptq

(17.1)

Рассматривается вспомогательная задача (2):

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ut “ a2Uxx

Upx,oq “ 0

Up0, tq “ 1

(17.2)

Цель: показать, что в случае решения задачи (17.2) можно решить и задачу (17.1).
Допускается, что U2 известно. Рассматривается функция µ и (Рис. 17.1).

Рис. 17.1. Функция µ

163



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

ТИХОНОВ НИКОЛАЙ АНДРЕЕВИЧ
МОГИЛЕВСКИЙ ИЛЬЯ ЕФИМОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Рассматривается влияние граничного условия в виде столбика на решение задачи
в момент τ .

U „
ÿ

i

rUpx, t´ τi´Upx, t´pτi`∆qsµi “´
ÿ

i

rUpx, t´pτi`∆q´Upx, t´ τis

∆
µpτiq∆

U „´

t
ż

0

d
dτ

Upx, t´ τqµpτqdτ

Рис. 17.2. Иной представление столбика

Важно, что явный вид уравнения нигде использован не был, а только его линей-
ность. Значит, чтобы решить задачу с неоднородным граничным условием, достаточ-
но уметь решать задачу с граничным условием 1, тогда для любой линейной задачи
будет решение в таком виде:

Upx, tq “

t
ż

0

µpτq
d
dt

Upx, t´ τqdτ

Очевидно, что U “ 1´w, где w:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

wt “ a2wxx

w|t“0 “ 1

w|x“0 “ 0

Можно рассмотреть задачу на участке ´8ă xă8.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

wt “ a2wxx

w|t“0 “

$

&

%

1,xă 0

´1,xă 0
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Ранее такая задача уже была решена:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ut “Uxx

Upx,0q “

$

&

%

T2,xą 0

T1,xă 0

Ее решение:

Upx,0q “
T1`T2

2
`

T2´T1

2
Φ

ˆ

x
2a
?

t

˙

Тогда решение для wpx, tq будет таким:

wpx, tq “Φ

ˆ

x
2a
?

t

˙

Upx, tq “ 1´Φ

ˆ

x
2a
?

t

˙

Φpαq “
2
?

π

α
ż

0

e´z2
dz

dU
dt
“´

2
?

π
e´

x2

4a2t
´x

4at
3
2

Получается, что решение задачи (17.1) должно быть в таком виде:

Upx, tq “

t
ż

0

µpτq
x

2a
?

πpt´ τq
3
2

e
´

x2

4a2pt´τqdτ

x

2a
?

πpt´ τq
3
2

e
´

x2

4a2pt´τq “
d
dt

U

Теперь необходимо проверить, что данное решение соответствует задаче (17.1).

Ut ´a2Uxx “

t
ż

0

µpτq
d
dt

„

dU
dt
´a2 dU

dx2



dr` lim
τÑt

«

µpτq
x

2a
?

π

1

pt´ τq
3
2

e
´

x2

4a2pt´τq

ff

Вспомогательные соотношения:
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x2

4a2pt´ τq
“ z2

x
3
2

8a3pt´ τq
3
2
“ z

3
2

Тогда получается:

Ut ´a2Uxx “ µpτq lim
zÑ8

4a2

x
1
2
?

π

´

x
3
2 e´z2

¯

“ 0

Таким образом, было проверено, что полученное выражение действительно удо-
влетворяет уравнению.

Upx, tq “

t
ż

0

µpτq
x

2a
?

πpt´ τq
3
2

e
´

x2

4a2pt´τqdτ

Необходимо показать, что при xÑ 0 данное выражение стремится к µpτq.

Замена переменных:

x
2a
?

t´ τ
“ z

t´ τ “
x2

4a2z2

dz“
x

4apt´ τq

3
2

Получается следующее выражение:

Upx, tq “

t
ż

0

µ

ˆ

t´
x2

4a2z2

˙

2
?

π
e´z2

dz

Теперь необходимо отгородиться от нуля так, чтобы x
z Ñ 0, когда xÑ 0.

Upx, tq “

8
ż

?
x

...`

?
x

ż

0

...
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8
ż

0

µptq
2
?

π
e´z2

“ µptq

Таким образом, было проверено, что при xÑ 0 выполняется граничное условие.

Рассмотрим, что дает второе граничное условие. Задача на полубесконечном участ-
ке в одномерном случае с граничным условием второго рода.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ut “ a2Uxx

Upx,oq “ 0
dU
dx
p0, tq “ νptq

Известно, что поток тепла равен:

q“´k
dU
dx

Рис. 17.3. Источник тепла в 0, дающий в обе стороны поток тепла q

Значит, фактически задан поток тепла. Рассматривается бесконечный участок
по x. В нуле помещается такой источник тепла, чтобы он налево и направо давал
нужный поток тепла (Рис. 17.3).

q“´kνptq

Уравнение теплопроводности:

CρUt “ kUxx`F

Ut “ a2Uxx`F

a2
“

k
Cρ
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f “
F

Cρ

Необходимо, чтобы мощность физических источников была такой:

q“´kνptq

Значит, в уравнение необходимо подставить:

f “´
2kνptq

Cρ
δ pxq

Задача теплопроводности на бесконечном участке. Уравнения

колебаний. Уравнения гиперболического типа

Тогда получается следующая задача на участке ´8ă xă8:

$

&

%

Ut “ a2Uxx´2a2νptqδ pxq

Upx,0q “ 0

Решение задачи:

Upx, tq “

t
ż

0

8
ż

´8

f pξ ,τqGpx,ξ , t´ τqdξ dτ

Upx, tq “

t
ż

0

2a2
νptq

1
2a
a

πpt´ τq
e
´

x2

4a2pt´τqdτ

Необходимо проверить, что при xÑ 0 производная должна стремиться к νptq.

dU
dx
“

t
ż

0

x

2a
?

πpt´ τq
3
2

νptqdτ

Начально-краевая задача для уравнения колебаний

Это уравнения гиперболического типа.
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$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

Utt “ a2∆U ` f pm, tq

Upm,0q “ φpmq

Utpm,0q “ ψpmq

U |σ “ µpm, tq|mPΣ

Здесь m P D.

Рис. 17.4. Область § и D

Задача является классической, если функции ψ,µ, f непрерывны и сопряжены в
углу. Сначала необходимо рассмотреть вопрос единственности. Это выясняется для
того, чтобы понять, достаточно ли было задано дополнительных условий.

Допустим, что существуют два решения. Рассмотрим их разность.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Vtt “ a2∆V

V |t “ 0“ 0

V |σ “ 0

Eptq “
ż

D

“

V 2
t `a2

p∇V q2
‰

dV

Ep0q “ 0

dE
dt
“ 2

ż

D

“

VtVtt `a2
∇V ∇Vt

‰

dV
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dE
dt
“ 2

ż

D

VtpVtt ´a2
∆V qdV `a2

ż

Σ

Vt
dV
dn

dσ

Если V |Σ “ 0, то VT |Σ ” 0, то интеграл равен нулю.

Если
dV
dn
|Σ “ 0, то интеграл также равен нулю.

Если
ˆ

dV
dn
`hV

˙

|Σ “ 0, при этом hą 0, тогда:

dE
dt
“´a2

ż

Σ

hVVtdV

d
dt

"

E`a2
ż

Σ

hV 2dV
*

“ 0

Для первой и второй краевой задачи получалось, что :

dE
dt
“ 0

А для третьей:

E “´a2
ż

Σ

V 2hdV ď 0

Значит E “ 0. И решение задачи единственное.

Теперь необходимо проверить существование решения, чтобы выяснить, не слиш-
ком ли много было выставлено условий.

Здесь тоже необходимо построить решение и проверить его справедливость. Рас-
сматривается задача:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Utt “Uxx

Upx,0q “ φpxq

Up0, tq “ 0

Upπ, tq “ 0

Utpx,0q “ ψpxq
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Вспомогательная задача:

U “ XT
T 2

T
“

x2

x
“´λ

$

&

%

x2`λx“ 0

xp0q “ xpπq “ 0

λ “ n2

Xpxq “ sin nx

T 2`n2T “ 0

T “ A sin nt`B cos nt

Получается ответ:

Upx, tq “
8
ÿ

n“1

sin nx rAn sin nt`Bn cos nts

Если t “ 0, то

φpxq “
8
ÿ

n“1

Bn sin nx

Bn “ φn “
2
π

π
ż

0

φpxq sin nxdx

ψpxq “
8
ÿ

n“1

nAn sin nx

An “
ψn

n

ψn “
2
π

π
ż

0

ψpxq sin nxdx

Получается ответ:

Upx, tq “
8
ÿ

n“1

sin nx
”

ψn

n
sin nt`φn cos nt

ı
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Каждый член этого ряда по построению удовлетворяет уравнению. Необходимо
проверить, что этот ряд равномерно сходится и что его можно дифференцировать
по членам. Необходимо, чтобы сходились следующие ряды:

ÿ

n

„

|ψn|

n
`|φn|



ÿ

n
n2
„

|ψn|

n
`|φn|



Ряд Фурье:

f pxq “
8
ÿ

n“0

ran cos nx`bn sin nxs

Рассматривается сумма

8
ÿ

n“0

r|an|` |bn|snk

Чтобы этот ряд сходился, достаточно, чтобы f pxq имела k непрерывных произ-
водных и k`1 кусочно непрерывную. Также функция должна быть непрерывная и
продолжена на всю ось. Функция должна быть такой, чтобы ее можно было нечетно
продолжить на участок p´π,0q (Рис. 17.4).

Рис. 17.5. Функция f pxq

Условие для ψ : ψp0q “ ψpπq “ 0, иметь непрерывную производную, 2-ю кусочно
непрерывную.

Условие для φ : две непрерывные производные, 3-ю кусочно непрерывную.
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φp0q “ φpπq “ 0 и φ
2
p0q “ φ

2
pπq “ 0

Рис. 17.6. Пример недостаточности условия непрерывности только функции: функ-
ция непрерывна, но вторая производная не непрерывна

Ряд равномерно сходится. Ряд из вторых производных тоже равномерно сходится.
Выполнены все условия задачи. Это пример пути доказательства существования.

Теперь необходимо построить функцию источника и построить решение задачи.

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

Utt “ a2∆U ` f pm, tq

Upm,0q “ φpmq

Utpm,0q “ ψpmq

U |σ “ 0

Решение ищется в виде разложения по собственным функциям.

$

&

%

∆Vi`λiVi “ 0

Vi|Σ “ 0

Upm, tq “
ÿ

i

VipmqUiptq

f pm, tq “
ÿ

i

Vipmq fiptq

φpmq “
ÿ

i

Vipmqφi
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ψpmq “
ÿ

Vipmqψi

После подстановки в условие задачи получается:

ÿ

rViU2
i ´a2

∆ViUi´Vi fis “ 0

ÿ

VirU2
i `a2

λiUi´ fis “ 0

U2
i `a2

λiUi “ fi

Uip0q “ φi

U 1
i p0q “ ψi
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Лекция 18. Задача Коши для уравнения колебаний

(продолжение). Построение решения с помощью

формулы Даламбера

Задача Коши для уравнения колебаний (продолжение)

В прошлой лекции задача была сведена к задаче Коши для обыкновенного диф-
ференциального уравнения, имеющей следующий вид:

$

&

%

u2i ptq`λia2uiptq “ fiptq

uip0q “ φi

t P p0,`8q

Решение данной задачи:

uiptq “

t
ż

0

Kipt´ τq fipτqdτ`φi cos a
a

λi`
ψi

a
?

λi
sin a

a

λit

upm, tq “
8
ÿ

i“1

uiptqVipmq

Окончательное выражение для полного решения:

upm, tq “
8
ÿ

i“1

t
ż

0

sin a
a

λipt´ τq fipτqdτVipmq`

`

8
ÿ

i“1

φi cos a
a

λitVipmq`
n
ÿ

i“1

ψi

a
?

λi
sin a

a

λitVipmq

upm, tq “
8
ÿ

i“1

t
ż

0

1
a
?

λi
sin a

a

λipt´ τq fipτqdτVipmq`

`

8
ÿ

i“1

φi
d
dt

ˆ

1
a
?

λi
sin a

a

λit
˙

Vipmq`

`

8
ÿ

i“1

ψi

a
?

λi
sin a

a

λitVipmq

(18.1)

Для φi коэффициент имеет следующий вид:
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φi “

ż

D

1
||Vipmq||2

φpQqVipQqdVQ

После подстановки получается следующее:

upm, tq “
8
ÿ

i“1

t
ż

0

1
a
?

λi
sin a

a

λipt´ τq
Vipmq
||Vipmq||2

ż

D

f pQ,τqVipQqdVQ`

`

8
ÿ

i“1

1
||Vipmq||2

ż

D

φpQqVipQqdVQ
d
dt

ˆ

1
a
?

λi
sin a

a

λit
˙

Vipmq`

`

8
ÿ

i“1

1
||Vipmq||2

ż

D

ψpQqVipQqdVQ
1

a
?

λi
sin a

a

λitVipmq

(18.2)

upm, tq “

τ
ż

0

dτ

ż

D

8
ÿ

i“1

1
a
?

λi
sin a

a

λipt´ τq
VipmqVipQq
||Vipmq||2

f pQτqdVQ`

`

ż

D

8
ÿ

i“1

1
||Vipmq||2

VipQqVipmq
a
?

λi

d
dt
p sin a

a

λitqφpQqdVQ`

`

ż

D

1
||Vipmq||2

VipQqVipmq
a
?

λi
sin a

a

λitψpQqdVQ

(18.3)

Вводится следующее обозначение (функция Грина):

Gpm,Q, t´ τq “

8
ÿ

i“1

1
||Vipmq||2

VipQqVipmq
a
?

λi
sin a

a

λipt´ τq

Тогда выражение для upm, tq будет иметь следующий вид:

upm, tq “

t
ż

0

dτ

ż

D

Gpm,Q, t´ τq f pQ,τqdVQ`

ż

D

dG
dt
pm,Q, tqφpQqdVQ`

ż

D

Gpm,Q, tqψpQqdVQ

Таким образом, последняя полученная формула дает решение задачи через функ-
цию Грина для уравнения колебаний.
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Уравнение колебаний на неограниченной прямой

Рассматривается задача Коши (1), если ´8ă xă8:

$

&

%

utt “ a2uxx` f px, tq,px, tq PΩ

upx,oq “ φpxq,utpx,0q “ ψpxq
Ω“ R1

p0;`8q (18.4)

Для этой задачи необходимо искать классическое решение.

Классическим решением задачи (18.4) называется такая функция upx, tq, которая
дважды непрерывно дифференцируема в области Ω, непрерывно дифференцируема
по переменной t в Ω, удовлетворяет уравнению (18.4) и начальным условиям при
t Ñ 0.

Так как задача линейная, ее можно свести к двум задачам: задаче для неод-
нородного уравнения с нулевыми начальными условиями и задаче для однородно-
го уравнения с ненулевыми начальными условиями. Необходимо построить решение
для каждой задачи. Решение основной задачи необходимо искать в виде суммы двух
задач.

upx, tq “ u1px, tq`u2px, tq

u1px, tq является решением задачи (2):

$

&

%

u1tt “ a2u1xx,px, tq PΩ

u1px,0q “ φpxq,u1tpx,0q “ ψpxq,x P R1
(18.5)

u2px, tq является решением задачи (3):

$

&

%

u2tt “ a2u2xx` f px, tq,px, tq PΩ

u2px,0q “ 0,u2tpx,0q “ 0
(18.6)

Построение решения с помощью формулы Даламбера

Уравнение характеристик имеет следующий вид для уравнения (18.5):

pdxq2´apdtq2 “ 0

Данное уравнение распадается на два уравнения:
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$

&

%

dx´adt “ 0

dx`adt “ 0

Его решение даст уравнение характеристик, имеющее следующий вид:

$

&

%

x´at “C1

x`at “C2

Вводятся новые переменные:
ξ “ x´at

η “ x`at

Тогда уравнение колебаний принимает следующий вид:

uξ ηpξ ,ηq “ 0

Данное выражение получено следующим образом:

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

ξ “ x´at

η “ x`at

u“ upx, tq

U “Upξ , tq

dU “Uξ dξ `Uηdη “Uξ pdx´adtq`Uηpdx`adtq “ pUξ `Uηqdx`apUη ´Uξ qdt

$

&

%

ux “Uξ `Uη

ut “´apUξ ´Uηq

dux “ uxxdx`uxtdt

dux “Uξ ξ dξ `Uξ ηdη`Uηξ dξ `Uηηdη

dux “Uξ ξ pdx´adtq`Uξ ηpdx`adtq`Uηξ pdx´adtq`Uηηpdx`adtq

uxx “Uξ ξ `2Uξ η `Uηη
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Уравнение, полученное после подстановки всех производных, примет следующий
вид:

Uξ ηpξ ,ηq “ 0

Отсюда следует:

Uηpξ ,ηq “ Fpηq

Upξ ,ηq “
ż

Fpηqdη` f1pξ q

ż

Fpηqdη “ f2pηq

Upξ ,ηq “ f1pξ q` f2pηq

upx, tq “ f1px´atq` f2px`atq

Таким образом, было построено общее решение задачи (??).

$

&

%

upx,0q “ f1pxq` f2pxq “ φpxq

utpx,0q “ ´a f 11px´atq`a f 12px`atq “ ψpxq
$

&

%

f1pζ q` f2pζ q “ φpζ q

´a f1pζ q`a f2pζ q “ ψpζ q

Нижнее уравнение интегрируется по переменной ζ .

´ f1pζ q` f2pζ q “
1
2

ζ
ż

ζ0

ψpzqdz

Получается выражение для f2pζ q:

f2pζ q “
1

2a

ζ
ż

ζ0

ψpzqdz`
1
2

φpζ q

Выражение для f1pζ q:
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f1pζ q “
´1
2a

ζ
ż

ζ0

ψpzqdz`
1
2

φpζ q

Найденный вид подставляется в общее решение:

upx, tq “
1
2

φpx´atq´
1

2a

x´at
ż

ζ

ψpzqdz`
1
2

φpx`atq`
1
2a

x`at
ż

ζ

ψpzqdz

upx, tq “
1
2
rφpx´atq`φpx`atqs`

1
2a

x`at
ż

x´at

ψpzqdz

Построенная формула называется формулой Даламбера.

Решение неоднородной задачи

Пусть начальные условия тоже будут неоднородные.

ż

D

dF
dt
px, tqdxdt “´

¿

Γ

Fpx, tqdx

ż

D

dF
dx
px, tqdxdt “´

¿

Γ

Fpx, tqdt

Решение задачи будет строиться рассматривая фазовый треугольник µ (Рис. 18.1).
Предполагается, что у задачи существует классическое решение.

Необходимо проинтегрировать исходное уравнение по данному фазовому тре-
угольнику:

ż

∆ABM

putt ´a2uxxqdxdt “
ż

∆ABM

f px, tqdxdt

ż

∆ABM

uttdxdt “´
ż

AB

utdx´
ż

BM

utdx´
ż

MA

utdx

ż

∆ABM

uxxdxdt “
ż

AB

uxdt`
ż

BM

uxdt`
ż

MA

uxdt
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Рис. 18.1. Фазовый треугольник

ż

∆ABM

putt ´a2uxxqdxdt “´
ż

AB

ψpxqdx`a
ż

BM

utdt´a
ż

MA

u`dt`a
ż

BM

uxdx´a
ż

MA

uxdx

ż

∆ABM

putt ´a2uxxqdxdt “´
ż

AB

ψpxqdx`a
ż

BM

putdt`uxdxq´a
ż

MA

putdt`uxdxq

ż

∆ABM

putt ´a2uxxqdxdt “´
ż

AB

ψpxqdx`arupMq´upBq´upAq`upMqs

ż

∆ABM

putt ´a2uxxqdxdt “´
ż

AB

ψpxqdx`2aupMq´arupBq`upAqs “
ż

∆ABM

f px, tqdxdt

upMq “
1
2
rupAq`upBqs`

1
2a

ż

AB

ψpxqdx`
1

2a

ż

∆ABM

f px, tqdxdt

Решение неоднородной задачи:

upx, tq “
1
2
rφpx´atq`φpx`atqs`

1
2a

x`at
ż

x´at

ψpξ qdpξ q`
1

2a

t
ż

0

dτ

x`apt´τq
ż

x´apt´τq

f pξ ,τqdξ
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Теперь необходимо рассмотреть существование и единственность решения. Су-
ществование очевидно, так как решение было построено. Оно единственно, так как
любое из решений должно определяться той формулой, которая была получена со-
гласно методу построения. Поэтому следует провести доказательство теоремы суще-
ствования и единственности в случае неоднородного уравнения и нулевых начальных
условий.

Задача имеет следующий вид:

$

&

%

utt “ a2uxx` f px, tq,px, tq PΩ

upx,0q “ 0,utpx,0q “ 0,x P R1

upx, tq “
1

2a

t
ż

0

dτ

x`apt´τq
ż

x´apt´τq

f pξ ,τqdξ

Необходимо убедиться, что u дает классическое решение.

Теорема 18.1. Пусть f px, tq непрерывно дифференцируема в области Ω, тогда ре-
шение задачи существует, оно единственно и определяется формулой:

upx, tq “
1

2a

t
ż

0

dτ

x`apt´τq
ż

x´apt´τq

f pξ ,τqdξ

Необходимо доказать, что построенное решение удовлетворяет нулевым началь-
ным условиям. Если подставить в уравнение t “ 0, то получится ноль.

uxpx, tq “
1

2a

t
ż

0

dτr f px`apt´ τq,τq´ f px´apt´ τq,τs

uxxpx, tq “
1

2a

t
ż

0

f 1xpx`apt´ τq,τq´ f 1xpx´apt´ τq,τsdτ

utpx, tq “
1

2a

"

x`apt´τq
ż

x´apt´τq

f pξ ,τqdξ

*
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ“t
`

1
2a

t
ż

0

ra f px`apt´ τq,τq`a f px´apt´ τ,τqsdτ
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uttpx, tq “
1
2

f px, tq`
1
2

f px, tq`
1
2

t
ż

0

r f 1xpx`apt´ τ,τq´ f 1xpx´apt´ τ,τqsdτ

Теперь необходимо сравнить полученные выражения. Если их сравнить и под-
ставить результаты в уравнение Даламбера, то получается, что уравнение очевидно
выполнено. И получается, что f имеет все необходимые производные. Таким образом,
теорема существования доказана. Единственность определяется тем, что все возмож-
ные решения были построены методом интегрирования по фазовому треугольнику.
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Лекция 19. Полубесконечный участок

Уравнение теплопроводности на бесконечном участке в R2

$

&

%

ut “ a2
´

d2u
dx2 `

d2u
dy2

¯

upx,y,0q “ φpx,yq

при ´8ă xă8, ´8ă yă8.

Решение ищется в следующем виде:

u“

8
ż

´8

8
ż

´8

Apk,ωqeikx`iωye´a2k2t´a2ω2t

Преобразование Фурье в двухмерном случае:

φpx,yq “

8
ż

´8

8
ż

´8

Apk,ωqeikx`iωydkdω

Apk,ωq “
1

p2πq2

8
ż

´8

8
ż

´8

φpξ ,ηqe´ikξ´iωηqdξ dη

A подставляется в двойной интеграл, получается:

u“

8
ż

´8

8
ż

´8

φpξ ,ηq

"

1
p2πq2

8
ż

´8

8
ż

´8

eikpx´ξ q`iωpy´ηqea2pk2t`ω2tqdkdω

*

dξ dη

То, что стоит в фигурных скобках - функция источника.

upx,yq “

8
ż

´8

8
ż

´8

φpξ ,ηqGpx,y,ξ ,η , tqdξ dη

G“
1

2π

8
ż

´8

eiωpx´ξ q´a2k2tdk
1

2π

8
ż

´8

eiωpy´ηq´a2ω2tdω

Gpx,y,ξ ,η , tq “ G0px,ξ , tq´G0py,η , tq
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G0px,y, tq “
1

2a
?

πt
e´
px´ξ q2

4a2t

Таким образом, функция Грина в двухмерном случае – это произведение одно-
мерных функций точного источника по двум направлениям. В трехмерном случае
будет тот же результат.

Полубесконечный участок. Однородные задачи в одномерном

случае R1

Это изучение процессов вблизи одной из границ, вторая граница далеко и не
сказывается.

1-я краевая задача

Рассматривается первая краевая задача:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ut “ a2uxx

upx,0q “ φpxq

up0, tq “ 0

0ď xă8

Имеется некоторая функция; необходимо, чтобы в нуле все время был ноль. Сле-
дует продолжить начальные условия нечетным образом. Вместо решения данной
задачи необходимо решать задачу на бесконечном участке:

$

&

%

ut “ a2uxx

upx,0q “Φpxq
f ´8ă xă8

Φ необходимо взять так, чтобы на бесконечной полуоси решение двух задач сов-
падало.

Φpxq “

$

&

%

φpxq,xą 0

´φpxq,xă 0

Решение второй задачи уже известно:
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Рис. 19.1. На бесконечном участке

u“

8
ż

´8

Φpξ qG0px,ξ , tqdξ

u“

8
ż

0

φpξ qG0px,ξ , tqdξ `

0
ż

´8

r´φp´ξ qsG0px,ξ , tqdξ

u“

8
ż

0

φpξ qrG0px,ξ , tq´G0px,´ξ , tqsdξ

Выражение в явном виде:

u“

8
ż

0

φpξ q
1

2a
?

πt

«

e´
px´ξ q2

4at ´ e´
px`ξ q2

4a2t

ff

Предполагается, что x “ 0, тогда экспоненты в квадратных скобках одинаковые,
значит, найденное решение в нуле равно нулю. Построенное решение удовлетворяет
всем условиям первой задачи:

upx, tq “

8
ż

0

φpξ qG1px,ξ , tqdξ

G1px,ξ , tq “ G0px,ξ , tq´G0px,´ξ , tq

2-я краевая задача

Рассматривается вторая краевая задача на участке от нуля до бесконечности:

186



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

ТИХОНОВ НИКОЛАЙ АНДРЕЕВИЧ
МОГИЛЕВСКИЙ ИЛЬЯ ЕФИМОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ut “ a2uxx

upx,0q “ φpxq
du
dx p0, tq “ 0

Имеется некоторая функция, ее необходимо продолжить четно, тогда, в силу сим-
метрии, в нуле всегда будет ноль.

Вместо поставленной задачи, рассматривается задача на бесконечном участке:

$

&

%

ut “ a2uxx

upx,0q “Φpxq

Φpxq “

$

&

%

φpxq,xą 0

φp´xq,xă 0

Результат будет тот же, но поменяется знак.

u“

8
ż

0

φpξ qrG0px,ξ , tq`G0px,´ξ , tqsdξ

u“

8
ż

0

φpξ q
1

2a
?

πt

«

e´
px´ξ q2

4at ` e´
px`ξ q2

4a2t

ff

upx, tq “

8
ż

0

φpξ qG2px,ξ , tqdξ

G2px,ξ , tq “ G0px,ξ , tq`G0px,´ξ , tq

Таким образом, уравнение и все условия выполнены так же, как и для прошлой
задачи.

du
dx
“

8
ż

0

φpξ q
1

2a
?

πt

«

´
px´ξ q

2a2t
e´
px´ξ q2

4a2t `
´px`ξ q

2a2t
e´
px`ξ q2

4a2t

ff

du
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“0
“ 0

187



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

ТИХОНОВ НИКОЛАЙ АНДРЕЕВИЧ
МОГИЛЕВСКИЙ ИЛЬЯ ЕФИМОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

3-я краевая задача

Рассматривается третья краевая задача

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ut “ a2uxx

upx,0q “ φpxq
`du

dx ´hu
˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“0
“ 0

Задача рассматривается на бесконечном участке:

$

&

%

ut “ a2uxx

upx,0q “Φpxq

Необходимо подобрать Φ так, чтобы были выполнены оба условия. Решение ищет-
ся в следующем виде:

upx, tq “

8
ż

´8

Φpξ qG0px, ,ξ , tqdξ

При положительных x Φ должно быть равно φ . Рассматривается следующая
комбинация:

ux´hu“

8
ż

´8

Φpξ q rG0x´hG0sdξ

G0x “ G0ξ

ux´hu“

8
ż

´8

Φpξ q
“

G0ξ ´hG0
‰

dξ

ux´hu“

8
ż

´8

G0
“

1
Φ´hΦsdξ

Необходимо, чтобы на границе комбинация ux´ hu была равна нулю. Для этого
необходимо, чтобы выражение Φ1´hΦ было нечетно относительно нуля.

$

&

%

dΦpξ q

dξ
´hΦpξ q “ ´

dφp´ξ q

dξ
´hφp´ξ q

Φp0q “ φp0q
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Φpξ q “ φp0qe´hξ
`

ξ
ż

0

ehpξ´αq
p´1qpφ 1p´αq´hφp´αqqdα

Φp´ξ q “ φp0qe´hξ
`

ξ
ż

0

ehpξ´αq
pφ
1
pαq´hφpαqq

1dα

Выражение интегрируется по частям:

Φp´ξ q “ φp0qehξ
` ehpξ´αq

φpαq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ξ

0
´2h

ξ
ż

0

φpαqehpξ´αqdα

Φp´ξ q “ φpξ q´2h

ξ
ż

0

φpαqehpξ´αqdα

Решение задачи будет такое:

upx, tq“

8
ż

0

φpξ qG0px,ξ , tqdξ´

8
ż

0

φpξ qG0px,´ξ , tqdξ`

8
ż

0

G0px,´ξ , tq

»

—

–

2h

ξ
ż

0

φpαqehpξ´αqdα

fi

ffi

fl

upx, tq “

8
ż

0

G3px,ξ , tqφpξ qdξ

G3px,ξ , tq “ G0px,ξ , tq´G0px,´ξ , tq´2h

8
ż

ξ

G0px,´α, tqehpα´ξ qdα

Неоднородные задачи в одномерном случае. Принцип

Дюамеля

1-я краевая задача

Рассматривается первая краевая задача на полубесконечном участке:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ut “ a2uxx

upx,0q “ 0

up0, tq “ µptq
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Решать такую задачу следует используя принцип Дюамеля. Он позволяет решать
задачи с неоднородным граничным условием при умении решать задачи с единичным
граничным условием.

Рассматривается задача с единичным граничным условием:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Ut “ a2Uxx

Upx,0q “ 0

Up0, tq “ 1

Пусть µ имеет некоторый вид (Рис. 19.2). µ берется в виде столбиков в момент
τi в момент t.

Рис. 19.2. Функция µ и ее разбивка

Тогда µ можно представить как положительную и отрицательную единицу (Рис. 19.3),
и их сумма даст единицу.

upx, tq „
N
ÿ

i“1

rUpx, t´ τiq´Upt´px,τi`∆τqqsµi

upx, tq “ ´
ÿ

i

Upx, t´pτi`∆τqq´Upx, t´ τq

∆τ
µpτiq∆τ

upx, tq “ ´

t
ż

0

µpτq
dU
dτ
px, t´ τqdτ

Выражение, написанное с помощью принципа Дюамеля:
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Рис. 19.3. µ в виде положительной и отрицательной единиц

upx, tq “ ´

t
ż

0

µpτq
d
dt

Upx, t´ τqdτ

Данный принцип дает ответ для любых линейных уравнений с граничным усло-
вием. Теперь необходимо получить явный ответ. Берется w“ 1´U , тогда:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

wt “ a2wxx

wpx,0q “ 0

wp0, tq “ 1

При ´8ă xă8:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Vt “ a2Vxx

V px,0q “

$

&

%

T1,xą 0

T2,xă 0

V px, tq “
T1`T2

2
`

T2´T1

2
Φ

ˆ

x
2a
?

t

˙

V “Φ
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U “ 1´Φ

ˆ

x
2a
?

t

˙

dU
dt
“´

d
dt

2
?

π

x
2a
?

t
ż

0

e´z2
dz“

2
?

π
e´

x2

4a2t
x

4at
3
2

Решение первой задачи:

upx, tq “

t
ż

0

µpτq
x

2a
?

πpt´ τq
3
2

e
´

x2

4a2pt´τqdτ

Необходимо проверить, что этот ответ удовлетворяет всем условиям первой зада-
чи. При t “ 0 получается ноль, значит первое условие выполнено. Проверяется второе
граничное условие при xÑ 0.

Замена переменных:

xdτ

4apt´ τq
3
2
“ dz

τ “ t´
x

2az

Получается:

upx, tq “

8
ż

x
2a
?

t

µ

ˆ

t´
x

2az

˙

e´z2
dz

2
π

upx, tq “

?
x

ż

x
2a
?

t

`

8
ż

?
x

Ñ
xÑ0

2
π

8
ż

0

µptqe´z2
dz“ µptq

Таким образом, было проверено второе граничное условие.

2-я краевая задача

Вторая краевая задача решается иначе.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ut “ a2uxx

upx,0q “ 0
du
dx p0, tq “ νptq
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Рассматривается бесконечный участок. Необходимо подобрать такой источник f ,
который в обе стороны дает одинаковые потоки тепла (Рис. 19.4).

q“´k
du
dx

ct “
d
dx

ˆ

k
du
dx

˙

`F

k
cρ
“ a2

F
cρ
“ f

Получается следующая задача на участке ´8ă xă8:

$

&

%

ut “ a2uxx´2a2δ p0qνptq

upx,0q “ 0

Рис. 19.4. Потоки тепла
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Лекция 20. Задача колебаний на бесконечной прямой

Задача колебаний на бесконечной прямой с начальными

условиями upx,0q “ φpxq и utpx,0q “ ψpxq

В прошлой лекции рассматривались задачи колебаний на бесконечной прямой.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

utt “ a2uxx

upx,0q “ φpxq

utpx,0q “ ψpxq

Рис. 20.1. Локальная функция φpxq

Было найдено общее решение уравнения:

upx, tq “ f1px´atq` f2px`atq

Имеется неизвестная функция f , и есть два дополнительных условия φ и ψ .

upx, tq “
φpx`atq`φpx´atq

2
`

1
2a

x`at
ż

x´at

φpαqdα

Это формула Даламбера. Она решает и вопрос существования, и вопрос един-
ственности. Если φ и ψ достаточно гладкие, то можно проверить, дифференцируя
второе выражение, что все условия задачи выполнены.
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$

’

’

’

&

’

’

’

%

utt “ a2uxx

upx,0q “ φpxq

utpx,0q “ 0

где φpxq – некоторая локальная функция (Рис. 20.1). Для решения задачи необ-
ходимо воспользоваться характеристическим треугольником. Рассматривается, как
меняется решение в некоторой точке x с помощью точек при основании треугольника.
Решение будет отлично от нуля в заштрихованных областях (Рис. 20.3).

Рис. 20.2. Интерпретация формулы Даламбера – половинки начального возмущения
разбегаются в разные стороны

Рис. 20.3. Характеристический треугольник
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Задача с начальными условиями upx,0q “ 0 и utpx,0q “ ψpxq

Теперь рассматривается задача с другим начальным условием:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

utt “ a2uxx

upx,0q “ 0

utpx,0q “ ψpxq

При малом t интегрирование идет по основанию фазового треугольника. При
большем t область треугольника захватывает область начальных возмущений. Ин-
тегрирование идет по захваченному участку. С ростом t область захвата увеличи-
вается. При очень больших t интегрируется весь участок начальных возмущений, а
далее ничего не меняется.

Рис. 20.4. Случай задачи с upx,0q “ 0 и utpx,0q “ ψpxq

Рис. 20.5. 2 фронта, бегущих со скоростью a
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Функция точечного источника (единичного импульса) для

уравнения колебаний

Рассматривается следующая задача:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

utt “ a2uxx

upx,0q “ 0

utpx,0q “ δ px´ x0q

Решение - формула Даламбера.

upx, tq “
1

2a

x`at
ż

x´at

δ pα´ x0qdα

Если участок интегрирования захватывает δ функцию, то ответ будет - единица,
а если нет – будет ноль.

upx, tq “
1

2a
Hpat´|x´ x0|q

Hpαq “

$

&

%

0,α ă 0

1,α ą 0

Функция имеет следующий вид (Рис. 20.6) .

Рис. 20.6. Функция точечного источника для задачи колебаний
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Эквивалентность формулы Даламбера и решения с функцией

точечного источника на примере однородной и неоднородной

задач колебаний

Ранее рассматривалась следующая задача:

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

utt “ a2∆u` f pm, tq

upm,0q “ φpmq

utpm,0q “ ψpmq

u|Σ “ 0

Ответ дается с помощью функции точечного источника:

upm, tq “
ż

D

rψppqGpm, p, tq`φppq
dG
dt
pm, p, tqsdVp`

t
ż

0

ż

D

f pp, tqGpm, p, t´ τqdVpdτ

Формула Даламбера:

upx, tq “
φpx`atq`φpx´atq

2
`

1
2a

x`at
ż

x´at

ψpαqdα

Необходимо рассмотреть, совпадает ли формула Даламбера с формулой, полу-
ченной для конечной области при соответствующем изменении функции точечного
источника.

Функция точечного источника:

Gpx,ξ , tq “
1
2a

Hpat´|x´ξ |q

8
ż

´8

ψpαq
1

2a
Hpat´|x´ξ |qdξ “

1
2a

x`at
ż

x´at

ψpαqdα

d
dt

Hpat´px´ξ qq “ δ pat´px´ξ qqa

d
dt

Hpat´pξ ´ xqq “ δ pat´pξ ´ xqqa
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Формула Даламбера имеет тот же смысл, что и формула с функцией Грина в
общем случае.

Рассматривается задача с неоднородным уравнением:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

utt “ a2uxx` f px, tq

upx,0q “ 0

utpx,0q “ 0

I3a “

t
ż

0

8
ż

´8

f pξ ,τq
1

2a
Hpapt´ τq´ |x´ξ |qdξ dτ

Предполагается следующий вид для u:

u“

t
ż

0

"

x`apt´τq
ż

x´apt´τq

f pξ ,τqdξ

*

dτ

upx,0q “ 0

upx, tq “
1
2a

t
ż

0

ra f px`apt´ τq,τq`a f px´apt´ τq,τqsdτ

utt “ f px, tq`
a
2

t
ż

0

r fxpx`apt´ τq,τq´ fxpx´apt´ τq,τqsdτ

ux “
1

2a

t
ż

0

r f px`apt´ τq,τq´ f px´apt´ τq,τqsdτ

uxx “
1

2a

t
ż

0

r fxpx`apt´ τq,τq´ fxpx´apt´ τq,τqsdτ

utt “ a2uxx` f px, tq

Таким образом, было проверено, что для того, чтобы найти решение неоднород-
ного уравнения, необходимо воспользоваться общей формулой функции точечного
источника и проверить все выкладки.

Если задача линейная, то она представляется как сумма более простых задач.
Если взять задачу со всеми неоднородностями одновременно:
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$

’

’

’

&

’

’

’

%

utt “ a2uxx` f px, tq

upx,0q “ φpxq

utpx,0q “ ψpxq

то необходимо взять формулу Даламбера и прибавить вклад неоднородного ре-
шения. Ответ общей задачи:

upx, tq “
φpx`atq`φpx´atq

2
`

1
2a

x`at
ż

x´at

ψpαqdα`
1

2a

"

x`apt´τq
ż

x´apt´τq

f pξ ,τqdξ

*

dτ

Рис. 20.7. Фазовая плоскость. Точка xt чувствует только то, что внутри треугольника

Задача колебаний на полубесконечном участке (с

однородными граничными условиями)

Рассматривается задача с однородными граничными условиями:

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

utt “ a2uxx` f px, tq

upx,0q “ φpxq

utpx,0q “ ψpxq

up0, tq “ 0

При at ă x, то решение будет такое:
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upx, tq “
φpx`atq`φpx´atq

2
`

1
2a

x`at
ż

x´at

ψpαqdα`
1

2a

"

x`apt´τq
ż

x´apt´τq

f pξ ,τqdξ

*

dτ

Рис. 20.8. Область D1

При at ą x, решение такое:

upx, tq “
φpx`atq`φpat´ xq

2
`

1
2a

x`at
ż

at´x

ψpαqdα`
1
2a

"

t
ż

t´ x
q

x´apt´ τq

x`apt´ τq
f pξ ,τqdξ dτ`

`

t´ x
q

ż

0

x`apt´τq
ż

apt´τq´x

f pξ ,τqdξ dτ

*

(20.1)

Если задача со вторым граничным условием:

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

utt “ a2uxx

upx,0q “ φpxq

utpx,0q “ ψpxq

uxp0, tq “ 0

Продолжать решение необходимо четным образом, получается следующее выра-
жение при t ą x

q :
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upx, tq “
φpx`atq`φpat´ xq

2
`

1
2a

"

x`at
ż

at´x

ψpαqdα`2

at´x
ż

0

ψpαqdα

*

Итак, в случае однородных граничных условий делается четное или нечетное
продолжение в зависимости от граничных условий исходной задачи.

Задача с неоднородными граничными условиями

Рассматривается задача с неоднородными граничными условиями:

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

utt “ a2uxx

up0, tq “ µptq

upx,0q “ 0

utpx,0q “ 0

Общий вид решения:

u“ f1px`atq` f2px´atq

Решение строится в соответствии с уходящей от границы волны.

upx, tq “ f px´atq

При t “ 0 и ξ ą 0 получается

При x“ 0 получается: µptq “ f p´atq. Значит при ξ ă 0:

f pξ q “ µ

ˆ

´
ξ

a

˙

Получается такой ответ:

upx, tq “

$

&

%

0, t ă x
q

µ

´

t´ x
q

¯

, t ą x
q

Решение повторяет граничные условия с запаздыванием на время хода.
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Рассматриваются второе и третье граничные условия.

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

utt “ a2uxx

upx,0q “ 0

utpx,0q “ 0

pux´huq|x“0 “ νptq

Проще всего искать решение в виде уходящей от границы волны.

u“ f px´atq

При t “ 0 и ξ ą 0 Ñf(ξ q “ 0.

При x“ 0 и ξ ă 0 Ñf’(ξ q´h f pξ q “ ´ν

´

´
ξ

a

¯

.

Решение задачи:

f pξ q “

ξ
ż

0

eh
pξ ´αq

´

´ν

´

´
α

a

¯¯

dα

f pξ q “ ´aehξ

´
ξ

a
ż

0

ehaz
νpzqdz

upx, tq “

$

’

’

&

’

’

%

0, t ă x
a

´aehpx´atq
t´ x

q
ş

0
ehazνpzqdz, t ą x

a

Задача колебаний в бесконечной области

(радиально-симметричный случай)

Имеется бесконечная область R3, рассматривается следующая задача:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

utt “ a
1
r2 d

dr

`

r2 du
dr

˘

` f pr, tq

upr,0q “ φprq

utpr,0q “ ψprq

Рассматривается радиально-симметричный случай. Решение ищется так:
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upr, tq “
V pr, tq

r

Получается:

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

Vtt “ a2Vrr` r f pr, tq

V pr,0q “ φprqr “ φ1prq

Vtpr,0q “ ψprqr “ ψ1prq

V p0, tq “ 0
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Лекция 21. Формула Пуассона

Формула Кирхгофа (общий случай задачи колебаний в

бесконечной области)

Формула Кирхгофа – это некоторый аналог формулы Грина. Она позволяет вы-
числить значение в точке, если известно значение на окружающей ее поверхности.

Рассматривается задача в неограниченном трехмерном пространстве:
Необходимо найти решение в некоторой точке upm0, t0q или upm0,Θ0q.

Вводится запаздывающее время.

τ “Θ0´Θ` rm0m

upm, tq “Upm,τq

Вычисляются производные:

du
dΘ

“
dU
dΘ

d2u
dΘ2 “

d2U
dΘ2

du
dr
“

dU
dr
`

dU
dτ

1

d2u
dr2 “

d2U
dr2 `2

d2U
drdτ

`
d2U
dτ2

После подстановки получается следующее выражение:

Uττ “ urr`
2
r

Ur`
1
r2 ∆φ u`F

Uττ “Urr`2Urr`Uττ `
2
r
pUr`Uτq`

1
r2 ∆φU `F

Uττ “ ∆U `2Ur,τ `
2
r

Uτ `F`uττ

∆U “´

"

2
r
pruτqr`F

*

Применяется третья формула Грина:
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Рис. 21.1. Область D, разбитая на интегралы Dσ

4πUpm0,0q “
ż

Σ

„

1
r

dU
dn
´U

d
dn

ˆ

1
r

˙

dδ `2
ż

D

2
r prUτqrdV

r
`2

ż

F
r2 dV

Необходимо посчитать следующий интеграл:

ż

D

prUτqr

r2 dV “
ż

Ω

"

lim
εÑ0

Rpωq
ż

ε

prUτqrdr
*

dω

ż

D

prUτqr

r2 dV “
ż

Ω

rUτ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rpωq
dω

dσ
dr
dn
“ r2dω

Тогда получается:

Рис. 21.2. Соотношения dω и dσ
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2uUτ
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ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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dσp`

ż

D
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r

dV

Теперь от U надо перейти к u.

upm,Θq “Upm,τq

τ “Θ´Θ0` r

τ “ 0

Θ“Θ0´ r
dU
dn
“

du
dn
´

du
dΘ

dr
dn

Получается следующее выражение:

4πupm0, t0q “
ż

Σ

"

1
r

du
dn
´u

d
dn

ˆ

1
r

˙

`
ut

ra
dr
dn

*
ˇ
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ˇ

ˇ

t“t0´ r
a

dσ `
1
a2

ż

D

f
`

p, t0´
rm0 p

a

˘

rm0 p
dVp

Таким образом, была получена формула Кирхгофа.

Формула Пуассона

Рассматривается задача Коши:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

utt “ a2∆u` f pm, tq

upm,0q “ φpmq

utpm,0q “ ψpmq

Формула Кирхгофа не позволяет дать ответ на поставленную задачу. Необходимо
взять такую поверхность, чтобы момент t на ней соответствовал нулю.

4πupm, tq “
ż

Sat
m

"

1
r

dφ

dr
`

φ

r2 `
ψ

ra

*

dσ `
1
a2

ż

Kat
m

f
`

p, t´ rmp
a

˘

rmp
dVp
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Формула Пуассона:
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1

4πa
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ż
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m

ψ

r
dσ `

d
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ż
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m

φ

r
dσ

*

`
1

4πa2

ż

Kat
m

f
`
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Полученная формула Пуассона, в некотором смысле, формула Даламбера. Ее
тоже можно представить в виде обычной формулы функции точечного источника.

Рассматривается следующая задача:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

utt “ a2∆u

upm,0q “ 0

utpm,0q “ σpm,m0q

Рис. 21.3. Сфера S
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4πa
σpat´Rmm0
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u“
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ˆ

Gψ`
dG
dt

φ

˙

dV `
ż
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G f dV
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Метод спуска. Формула Пуассона в случае R2

Методом спуска к числу координат можно получить формулу, которая позволяет
решить задачу Коши в двухмерном случае в неограниченном пространстве.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

utt “ a2∆u` f px,y, tq

upx,y,0q “ φpx,yq

utpx,y,0q “ ψpx,yq

Берется точка m, в которой надо найти решение. Согласно формуле Пуассона
необходимо взять интеграл по сфере.

dσ

R
“

dω

h

upx,y, tq “
1

2πa
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ψpξ ,η , tqdξ dη
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`
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2πa
d
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φpξ ,η , tqdξ dη
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`
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2πa

t
ż

0

dτ

ż
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m

f pξ ,η , t´ τqdτdξ dη
a

patq2´px´ξ q2´py´ηq2

(21.1)

Случай R1 - формула Даламбера

Рассматривается одномерный случай на бесконечном участке:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

utt “ a2∆u` f px, tq

upx,0q “ φpxq

utpx,0q “ ψpxq

Берется круговой пояс (Рис. 21.4):

2πdl
R

“
dσ

R
“ 2πdx

dx
dl
“

ρ

R
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Рис. 21.4. Круговой пояс

Из формулы Пуассона получается:

upx, tq “
1

2a

x`at
ż

x´at

ψpαqdα`
1

2a
d
dt

x`at
ż

x´at

φpαqdα`
1
2a

t
ż

0

dτ

x`apt´τq
ż

x´apt´τq

f pξ ,τqdξ

Случай финитного начального условия

Рассматривается случай, когда начальное условие финитное. Пусть точка наблю-
дения находится вне области. Чтобы получить решение в точке, необходимо окру-
жить ее радиусом at (Рис. 21.5).

Рис. 21.5. Начальные условия и зона интегрирования (условие финитное)

Зона начальных возбуждений при времени t займет концентрическую круговую
область (полосу) по принципу Гюйгенса (Рис. 21.6). Каждая точка зоны возбужде-
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ния создает волну. И если просуммировать, то получится полоса. В трехмерном слу-
чае существуют передний фронт и задний фронт волны, образованный локальным
возмущением.

Рис. 21.6. Зона начальных возбуждений и концентрическая полоса для t (трехмерный
случай)

В двухмерном случае, согласно формуле Пуассона, необходимо интегрировать не
по сфере, а по кругу. Круг расширяется захватывая начальные условия, а начальные
условия остаются внутри круга, т.е. у волны есть передний фронт, но нет заднего
(Рис. 21.5). Принцип Гюйгенса не действует.
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