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Лекция 1

Примитивно-рекурсивные функции

Примитивно-рекурсивные функции

Функция f : Nm Ñ N. Класс примитивно-рекурсивных функций (ПРФ) стро-
го содержится в классе вычислимых функций. Модель вычислений ПРФ слабее,
чем для вычислимых функций. Однако вычислимые функции бывают частичны-
ми (может не выдать никакого ответа в программе), что не явялется удобным для
некоторых целей. Наша функция должна быть доказуемо всюду определенной. На-
пример, если fpxq “ y, F px, yq, то утверждение должно быть истинно и доказуемо
для функций, подходящих этой формальной системе. Такие функции называются
доказуемо тотальными. ПРФ входят в этот класс. Вспомним основные определения.

1) Базовые функции

Zpxq “ 0

Spxq “ x` 1

Imk px1, . . . , xmq “ xk

2) Композиция

gpf1pxq, . . . , fmpxqq

3) Примитивная рекурсия

fp0, yq “ gpyq

fpx` 1, yq “ hpfpx, yq, x, yq

Примеры x`y, x¨y, x!, взятие предыдущего predpxq “ x 9́ 1, урезанное вычитание

x 9́ y “

#

x´ y, x ě y

0, x ă y

Программно можно реализовать

casespx, y, zq “

#

y, x “ 0

z, x ą 0

Помимо ПРФ существуют примитивно-рекурсивные предикаты (или отношения)
R Ď Nm, которые соответсвуют

χRpxq “

#

1, x P R

0, x R R
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Существует ограниченный µ-оператор:

µy ă z.Rpx, yq “

#

y0, если y0 ´ наименьшее y ă x

z, иначе

µy ă x.Rpx, yq “
ÿ

yăz

ź

uďy

p1 9́ χRpx, uqq

При рассмотрении двух случаев получим, что

ź

uďy

p1 9́ χRpx, uqq “

#

1, y ă y0

0, y ě y0

Предикат "быть простым числом"Primepxq является ПРФ. Определим операцию
деления с остатком Rmpx, yq. Значит,

ľ

1ăyăx

 pRmpx, yq “ 0q

Это отношение является примитивно-рекурсивным, т.к. отрицание выражается
так, как было определено выше, а конъюнкция является произведением характери-
стических функций, больших 1. Тогда n´ простое число

p0 “ 2

px`1 “ µy ă
ź

tďx

pt ` 1.P rimepyq ^ y ą px

Кодирование последовательностей

Хотим возвратную рекурсию реализовать в примитивно-рекурсивной среде. При
рекурсии вида fpx, yq “ hpfpx ´ 1, yq, x ´ 1, yq для избежания нефиксированного
числа аргументов в h в качестве аргумента рассматривается конечная последова-
тельность натуральных чисел с помощью одного числа. Для этого реализуется спе-
циальное кодирование.

Код последовательности a0, a1, . . . , an´1 будет pa`0`1
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ p

an´1`1
n´1 . Такой не будет

являться кодом двух последовательностей одновременно, следовательно по тако-
му коду можно идентифицировать последовательность и узнать ее длину, выявить
i´ый элемент. Для пустой последовательности код будет 1 за счет "+1"в степени
кода.

Утверждение Следующие функции являются примитивно-рекурсивными:

1) Характеристическая функция множества всех кодов последовательности

Seqpxq “

#

1, x´ код последовательности
0´ иначе
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2) Длина последовательности с кодом x´ Lnpxq.

3) Выделение i´ того элемента последовательности Indpx, iq “ pxqi “ ai.

4) Функция конкатенации Catpx1, x2q “ x1 ˆ x2

Доказательство

1)

@i : pi|xñ @j ă i : pj|xñ x´ код последовательности
Или @i ă xppi|xÑ pi´1|xq, i ă pi, pi|xñ pi ď x

2) Длина - наименьший номер числа, не встречающийся в индексах кода.

Lnpxq “ µi ď x : pi не является делителем x, px ą x

3) Indpx, iq “ µz ď x.pz`2
i не является делителем x

4)

ra0, dots, an´1s ˆ rb0, . . . , bn´1s “ ra0, . . . , an´1, b0, . . . , bn´1s “

“ pa0`1
0 . . . p

an´1`1
n´1

loooooooomoooooooon

x

pb0`1
n . . . pbi`1

i`n p
bk´1`1
i`k´1

looooooooooomooooooooooon

^
y

n “ Lnpxq
^
y“

ź

iăLnpyq

ppi`Lnpxqq
pyqi`1

rΛs “ 1

ras “ 2a`1

ra, bs “ 2a`13b`1

Совместная рекурсия

При совместной рекурсии определяются две и больше функций одновременно с
использованием предыдущих значений этих функций.

f1p0, yq “ g1pyq

f2p0, yq “ g2pyq

f1px` 1, yq “ h1pf1px, yq, f2px, yq, x, yq

f2px` 1, yq “ h2pf1px, yq, f2px, yq, x, yq
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Для сведения к приметивной рекурсии необходимо использовать пары. Опреде-
лим функцию

fp0, yq “ rg1pyq, g2pyqs

fpx` 1, yq “ rh1ppfpx, yq0, pfpx, yq1q, x, yqq, h2p. . . qs

ñ f1px, yq “ pfpx, yqq0

ñ f2px, yq “ pfpx, yqq1

Возвратная рекурсия

f#px, yq “ rfp0, yq, . . . , fpx´ 1, yqs

По определению возвратной рекурсии

fpx, yq “ hpf#px, yq, x, yq

Индукция:

ϕp0q ^ @xpϕpxq Ñ ϕpx` 1qq Ñ @yϕpyq

Полная индукция:

@xpp@x ă x ϕpxqq Ñ ϕpxqq Ñ @yϕpyq

Для сведения к примитивной рекурсии f# необходимо описать через f и восполь-
зоваться совместной рекурсией.

$

’

’

’

&

’

’

’

%

fp0, yq “ hp1, 0, yq

f#p0, yq “ 1

fpx, yq “ hpf#px, yq, x, yq

f#px, yq “ f#px´ 1, yqrfpx´ 1, yqs

Функция Аккермана

$

’

&

’

%

Ackp0, xq “ x` 2

Ackpn` 1, 0q “ Ackpn, 0q

Ackpn` 1,m` 1q “ Ackpn,Ackpn` 1,mqq

Функция Аккермана вычислима, однако не является примитивно-рекурсивной.
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Задача Ackpn, nq не ПРФ.
Идея решения Если зафиксировать один из аргументов функции, то можно сни-

зу оценить скорость роста функции экспоненциальным образом по предыдущим.
Далее необходимо доказать теорему, что для любой примитивно-рекурсивной про-
граммы, если в ней глубина вложенности рекурсии ограничена числом k, то можно
написать верхнюю оценку на скорость роста этой функции. Получится, что k´ ая
ветвь функции Аккермана будет рости быстрее, чем любая другая ПРФ, у которой
глубина вложенности рекурсии ď k. Значит, Ackpn, nq не ПРФ, т.к. она обладает
такой ветвью.
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Лекция 2

Арифметика Пеано

Арифметика Пеано

Сигнатура “, 0, S,`, ¨. Арифметика Пеано содержит все стандартные аксиомы
исчисления предикатов с равенствами, а также нелогические аксиомы:

1) определяющие соотношения для функциональных символов
а) 0 ‰ Sx

б) Sx “ Sy Ñ x “ y

в) x` 0 “ x

г) x` Sy “ Spx` yq

д) x ¨ 0 “ 0

е) x ¨ Sy “ px ¨ yq ` x

2) индукция
а) pϕp0q ^ @ypϕpyq Ñ ϕpSyqqq Ñ ϕpxq - схема аксиомы индукци,

ϕrx :“ 0s, ϕrx :“ Sys

б) аксиома исчисления предикатов 1-го порядка

в) правила вывода ϕÑψ ϕ
ψ

ϕpxq
@yϕpyq

В арифметике Пеано аксиома индукции не ограничена, ϕ произвольная. Суще-
ствуют и ограниченные версии. Стандартная модель N ‰ PA. Арифметика Пеано
не обладает полнотой, т.к. существуют утверждения, которые она не может ни до-
казать, ни опровергнуть.

Определение Нумерал n “ SpS . . . pS
loooomoooon

n

0qq.

Формулы в арифметике Пеано

Если ϕ доказуема, то это записывается, как PA $ ϕ или $ ϕ.
Упражнение

$ x “ 0_ Dyx “ Sy

$ x` y “ y ` x

$ px` yq ` z “ x` py ` zq

$ xpy ` zq “ xy ` xz

$ pxyqz “ zpyzq

$ xy “ yx
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Определение x ă y ž Dzpx` Sz “ yq.

Упражнение

$  x ă x

$ x ă y ^ y ă z Ñ x ă z

$ x ă y _ y ă x_ x “ y

$ x ă y Ñ x` z ă y ` z

$ 0 ă z ^ x ă y Ñ xz ă yz

Задача Если u и v замкнутые термы, задающие одно и то же число, то их ра-
венство доказуемо в арифметике Пеано.

Задача PA $ x ă nØ
Ź

iăn x “ ipx “ 0_ x “ 1_ ¨ ¨ ¨ _ x “ n´ 1q.

Определение Полная индукция p@yp@zpz ă y Ñ ϕpzqqq Ñ ϕpyqq Ñ ϕpxq.

Используя обычную индукцию, можно доказать полную с помощью ψpxq ž @ypy ď
xÑ ϕpxqq. Пусть верна посылка полной индукции, докажем эту формулу. Если вер-
но ψptq, то ψpStq Ø ψptq _ ϕpStq, ψptq Ø @zpz ă StÑ ϕpzqq. Т.е. ψpxq Ñ ϕpxq.

Определение Принцип наименьшего числа ϕpxq Ñ Dx
1

pϕpx
1

q ^ @y ă x
1

 ϕpyqq.

Утверждение

@y ă u ξ ž @ypy ă uÑ ξq

Dy ă u ξ ž Dypy ă u^ ξq

Доказательство

@x
1

p ϕpx
1

q _  @y ă x
1

 ϕpyqq Ñ  ϕpxq

@x
1

p ϕpx
1

q Ð @y ă x
1

 ϕpyqq Ñ  ϕpxq

Функции (многочлены) определяются с помощью термов. Например, определе-
ние кусочно-линейной функции через термы будет невозможно за счет определе-
ния арифметики Пеано. Для реализации такой функции необходимо определить
функции с помощью формул. Функция fpxq имеет график tpx, yq|y “ fpxqu Ď Nk`1,
задающийся формулой ϕ.

fpnq “ mØ N ( ϕpn,mq

Но дополнительно необходимо, чтобы формулы обладали свойствами доказуемо-
сти. Например, для нумералов это должно быть доказуемо в арифметике Пеано.

Определение Функция f : Nk Ñ N доказуема тотально в РА, если существует
формула ϕpx, yq:

1) fpnq “ mñ PA $ ϕpn,mq

2) PA $ @xD!y ϕpx, yq
D!y ξpyq ž Dypξpyq ^ @y

1

pξpy
1

Ñ y
1

“ yqqq
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Теоремы

Теорема Пусть T - теория 1-го порядка в сигнатуре Ω и пусть T $ @xD!y ϕpx, yq.
Пусть f -новый k-местный функциональный символ, который не входит в сигнатуру
Ω, Tf - теория в сигнатуре Ω ` f : Tf “ T

Ť

tfpxq “ y Ø ϕpx, yqu. Тогда Tf´
консервативное расширение T , т.е. если ψ P FmΩ

, то Tf $ ψ Ø T $ ψ.
Tf $ upfp0qq “ w Ø Dxpϕpv, xq ^ upxq “ wq

Доказательство ð очевидно.
ñ от противного. T $ ψ ñ по теореме Гёделя о полноте DM ´ Ω-структура, M (

T,M ‰ ψ. Mf pΩ ` fq´структура, Mf |Ω “ M , M ( xD!y ϕpx, yq, a “ pa1, . . . , akq P
Mk, M ( D!y ϕpa, yq, fMf

paq “ b, y “ b. Утверждается, что Mf ( Tf . Необходимо
проверить, что Mf ( fpaq “ bØ ϕpa, bq. Но в Mf ‰ ψ. Значит, Tf не доказуема для
ψ.

Теорема Всякая примитивно-рекурсивная функция доказуемо-тотальна в ариф-
метике Пеано.

Замечание Не всякая всюду определенная вычислимая функция доказуема то-
тально в арифметике Пеано.

Доказательство От противного. Пусть для каждой всюду определенно вычисли-
мой функции можно построить представление, что она будет доказуема тотально.
Тогда можно написать язык программирования, полный по Тьюрингу, но в классе
всех всюду определенных функций. Пусть A - алгоритм, вычисляющий функцию
f . По ней построена формула ϕ. D - доказательство в ПА формулы @xD!y ϕpx, yq.
Будем рассматривать пары pϕ,Dq. Исполнение:

1) Проверить D

а) Если не доказуема, то возвращаем 0.

б) Если доказуема, то ищем fpxq.

Все функции в таком программировании останавливаются.

pϕ0, D0q

pϕ1, D1q

. . .

dpnq “ fnpnq ` 1

d вычислима, всюду определена и не доказуема тотально в РА.
Для класса ПРФ получим вычислимую всюду определенную функцию, но не

являющейся ПРФ. Рассмотрим @x D!y δpx, yq, где δ - формула, представляющая d.
Эта формула истина в стандартной модели, но не доказуема в РА. Следовательно,
важно, чтобы функции были примитивно-рекурсивными.
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Примитивная рекурсия
#

fp0, yq “ gpyq

fpx` 1, yq “ hpfpx, yq, x, yq

ϕpx, y, zq : D последовательность δ :

$

’

&

’

%

So “ gpyq

@i ă x Si`1 “ hpSi, x, yq

Sx “ z

Утверждение Функция взятия остатка доказуема тотально в РА.

ρpx, d, rq “ pr ă d^ Dq : x “ qd` rq _ pd “ 0^ r “ xq

Необходимо доказать, что $ @x, d D!r ρpx, d, rq.
Доказательство Доказывается индукцией по х.

$ x, dD!r ρpx, d, rq

r ă dÑ Sr ă d_ Sr “ d

x “ qd` r

Sx “ qd` Sr

Остpx, dq “ r

Утверждение PA $ a, b ą 1 ^ a, b взаимно простые Ñ Dx, ypax ` 1 “ byq
(теорема о линейном представлении наибольшего общего делителя)

Доказательство В РА. Рассмотрим наименьшее i0 :

Dx, ypax0 ` i0 “ by0q

i “ a, a pb´ 1q
loomoon

x

`a “ a
loomoon

y

b

Если Dx, ypax`i “ byq, то i0|i. Т.к. i ą i0, i “ qi0`r ñ qax0`qi0 “ qby0, ax`i “ by.

x
1

ž x` qby0 ` pb´ 1qx0q

y
1

ž y ` qax0 ` pa´ 1qy0q

ax
1

` r “ by
1

i “ a : xa “ b´ 1, ya “ a

i “ b : ab` b “ bpa` 1q, xb “ b, yb “ a` 1

ñ i0|a, i0|bñ i0 “ 1

Утверждение PA $ p - простое, p|abñ p|a_ p|b.
Доказательство Если p не делитель a, то они взаимно простые, значит, ax` 1 “

py.

abx` b “ bpy

p|abx

p|bpy ñ p|b
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Лекция 3

Китайская теорема об остатках

Определение наименьшего общего кратного чисел

НОКrmpiq, i ă ks, гдеmpiq ´ псвдотерм
НОКrmpiq, i ă ks “ fpkq

”fpkq “ l” ž pp@i ă k mpiq ą 0q ^ l ą 0^ p@i ă k mpiq ă lq ^ p@j ă l  @i ă k mpiq|lqq_

_ pl “ 0^ Di ă k mpiq “ 0q _ pk “ l “ 0q

Утверждение PA $ @kD!l ϕf pk, lq.
Упражнение Индукция по k.
Упражнение PA $ j ă k Ñ mpjq|НОКrmpiq, i ă ks
Упражнение PA $ @i ă kmpiq|dÑ НОКrmpiq, i ă ks|d
Упражнение PA $ p простое ^ p|НОКrmpiq, i ă ks Ñ Di ă k p|mpiq

Китайская теорема об остатках и её доказательство

Китайская теорема об остатках m,h - псевдотермы.

PA $ @i ă kpmpiq ą 1^mpiq ą hpiqq ^ @i, jpi ă j ă k Ñ mpiq иmpjq взаимно
простыеq Ñ Da ă НОКrmpiq, i ă ks @i ă k остpa,mpiqq “ hpiq

Доказательство Дано: @i ă k0 pmpiq ą 1^mpiq ą hpiqq и @i, j pi ă j ă k0 Ñ mpiq
и mpjq взаимно простые. Будем рассматривать k ď k0. Индукцией по k докажем,
что Da ă НОКrmpiq, i ă ks @i ă k остpa,mpiqq “ hpiq.

База: k “ 0, a ž 1.
Шаг. Пусть m ž mpkq. По индукции Da ă НОКrmpiq, i ă ks @i ă k остpa,mpiqq “

hpiq. l,m взаимно простые, т.к p|l Ñ p|mpiq, i ă k Ñ p не делитель m. Значит,
Dx, y : lx` 1 “ ly. Умножим на a` pl ´ 1qhpkq. Получим
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Слева alx` a` lpl ´ 1qhpkq ` pl ´ 1qhpkq “ lx
1

` a` pl ´ 1qhpkq

Справаmy
1

lx
1

` a` pl ´ 1qhpkq “ my
1

a ž lpx
1

` hpkqq ` a

a
1

“ my
1

` hpkq

ñ остpa
1

,mq “ hpkq

остpa
1

,mpiqpi ă kqq “ остpa,mpiqq “ hpiq

Хотим a
1

ă НОКrmpiq, i ď ks “ l
1 . Тогда a2 ž остpa1 , l1q “ a

1

´ bl
1 . Получим, что

остpa2 ,mpiqpi ď kqq “ остpa1 ,mpiqq “ hpiq.

β-функция Гёделя

Определение βpa, b, iq “ остpa, 1` pi` 1qb
looooomooooon

mpiq

q

Лемма Гёделя h - псевдотерм, PA $ @kDa, b :

1) @i ă k βpa, b, iq “ hpiq

2) b ď НОКri` 1, i ă ss, s “ maxtk,maxrhpiq, i ă ksu ` 1

3) a ă НОКrmpiq, i ă ks

Доказательство

b “ НОКri` 1, i ă ss

i ă j ă k p|1` pi` 1qb, p|1` pj ` 1qbñ

p|pi´ jqb, p|j ´ 1|bñ p|bp?!q

hpiq ă s ď b ă mpiq

По китайское теореме об остатках получаем остатки, которые и являются остат-
ками β-функции.

Упражнение НОК доказуема тотально.
Лемма о расширении @c, d, k, nDa, b :

#

@i, k βpa, b, iq “ βpc, d, iq

βpa, b, kq “ n

Т.е. пара pc, dq при помощи β-функции задает последовательность длины k и име-
ет вид x0, x1, . . . , xk1 . Утверждается, что по этой последовательности в арифметике
Пеано можно доказать существование x0, x1, . . . , xk´1, n в смысле β.
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В арифметике Пеано βpc, d, iq - функция от i. Рассмотрим функцию

hpiq “

#

βpc, d, iq, i ă k

n, i ě k

По лемме Гёделя для hpiq можно подобрать a, b, которые закодируют ее первые
k ` 1 элемент.

fp0q “ g

fpn` 1q “ hpfpnq, nq

Чтобы fpxq “ y необходима последовательность, у которой нулевой элемент равен
g, x-овый элемент равен y и на каждом меньшем удовлетворяет второму условию.

Кодирование пар

ă x, y ą“ 2ppx` yq2 ` x` 1q

Упражнение PA $ă x, y ą“ă x
1

, y
1

ąÑ x “ x
1

^ y “ y
1

Упражнение PA $ x ăă x, y ą ^y ăă x, y ą
Упражнение PA $ x ă x

1

Ñă x, y ąăă x
1

, y ą ^ ă z, x ąăă z, x
1

ą

Условие ϕÑ ψ “ăÑ,ă ϕ, ψ ąą гарантирует, что код или гёделев номер форму-
лы больше, чем у всех ее подформул. Значит, индукция по структуре подформул
будет сводиться к возвратной индукции по номеру.

”w “ π1pzq” ž pDy ă z ă w, y ą“ zq _ pz ´ не пара ^ w “ 0q

Код последовательности длины k :ăă a, b ą, k ą.

Ограниченные кванторы

@x ă t ϕ ž @xpx ă tÑ ϕq

Dx ă t ϕ ž Dxpx ă t^ ϕq

∆0 - формула, в которой все кванторы ограниченные. Если формула замкнутая,
то t- внешний ограниченный символ.

Утверждение Задача проверки истинности ∆0 формул в N алгоритмически
разрешима.
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Σ1 - формула, в которой ϕ “ Dx ψ, ψ P ∆0.

DxDy, ξ

DwpDx ă w Dy ă wpw “ă x, y ą ^ξqq

Теорема 1 Класс Σ1 замкнут относительно ^,_, D, @x ă t с точностью до экви-
валентности в РА.

Доказательство

pDxψ1q _ pDxψ2q Ø Dxpψ1 _ ψ2q

pDxψ1q ^ pDyψ2q Ø DxDypψ1 ^ ψ2q

@y ă t Dxψ

Da, b@y ă k ψpβpa, b, yq, yq

Da, b@y ă kDx ă aψpBpa, b, y, xq ^ ψpx, yqq

Теорема 2 В РА Σ1 полна, т.е.

N ( ϕ
ϕ P Σ1

*

ñ PA $ ϕ
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Лекция 4

Кодирование примитивно-рекурсивных функций в PA

PA´ арифметика Пеано
Σ1 : Dx ϕpxq, ϕ P ∆0

@y ď t Dy ď t

Теорема (о Σ1 полноте) Если ψ P Σ1, то N ( ψ Ø PA $ ψ.
Лемма Пусть δ P ∆0 - замкнуто. Тогда N ( δ ñ PA $ δ, N * δ ñ PA $  δ
Утверждение k “ SS . . . S

looomooon

k

0

1) Пусть u-константный терм,значение u равно k. Тогда PA $ u “ k.

а) k ‰ k
1

ñ PA $ k ‰ k
1

б) k ď nñ PA $ k ď n

2) PA $ @xpx ď k Ø x “ 0_ ¨ ¨ ¨ _ x “ kq

Доказательство леммы Индукция по структуре δ.

1) δ атомарная, u “ v. Значение u это rus.

а) Допустим, N ( u “ v. Тогда rus “ rvs “ k. Значит, PA $ u “ k ^ v “ k.

б) Допустим, N * u “ v. Тогда rus “ k, rvs “ k
1

, k ą k
1

, k “ S . . . S
loomoon

k1 , k1 “

S . . . S0. Значит, PA $ u “ k ^ v “ k. Пусть k ´ k
1

“ S . . . S
loomoon

0 ‰ 0. Тогда
SpS . . . Sq ‰ S0.

2) Основные операции K,Ñ, Dx ď t.

а) δ “ 1, PA $  K

б) δ “ δ1 Ñ δ2 ñ

„

N * δ1 ñ pпо индукцииqPA $ δ1

N ( δ2
ñ PA $ δ1 Ñ δ2

в) N ( Dx ď t δ
1

pxq, Di ď rts,N ( δ
1

piq ñ PA $ δ
1

piq, PA $ i ď tñ
PA $ Dx ă t δ

1

pxq

г) N * Dx ď t δ
1

pxq. Пусть k “ rts. N (  δ
1

p0q ^ ¨ ¨ ¨ ^  δ
1

pkq. В натураль-
ных числах не верна каждая из этих формул. Значит, PA $  δ

1

p0q ^
¨ ¨ ¨ ^  δ

1

pkq. В арифметике Пеано возьмем произвольный x ď t, t рав-
но нумералу k. Для каждого случая есть соответствующая доказуемая
формула.

Доказательство теоремы

N ( Dx ϕpxq ñ N ( ϕpiq ñ PA $ ϕpiq ñ PA $ Dx ϕpxq
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Кодирование примитивно рекурсивной функции в РА

ПРФ:

1) Базовые функции Zpxq, Ink px1, . . . , xnq, Spxq

2) композиция

3) примитивная рекурсия
#

fp0, yq “ gpyq

fpx` 1, yq “ hpfpx, yq, x, yq

Теорема Всякая примитивно рекурсивная функция представима в РА. Пусть f
- ПРФ. Тогда существует формула ϕf px, yq P Σ1 :

1) fpnq “ mØ PA $ ϕf pn,mq

2) PA $ @x D!y ϕf px, yq

3) В PA доказуемы множественные рекурсивные соотношения

Замечание В 1) формула принадлежит Σ1, она замкнутая ñ N ( ϕf pn,mq
Базовые функции

ϕSpx, yq “ y “ Sx

ϕzpx, yq “ y “ 0

ϕIpx, yq “ y “ xk

Простая композиция

f “ hpgpxqq

ϕf px, yq “ y “ hpgpxqq “ Dzpϕhpz, yq ^ ϕgpx, zqq

$ @x DypDzpϕhpz, yq ^ ϕgpx, zqqq

@x Dzpϕgpx, zq ^ Dyϕhpz, yqq

Упражнение Для композиции доказать

1) единственность

2) соотношение PA $ @x fpxq “ hpgpxqq

”fpx, yq “ z” ϕf px, y, zq

k0 “ gpyq

ki`1 “ hpki, i, yq, kx “ z
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Сформулируем через β-функцию

ϕf px, y, zq “ Da, bpβpa, b, 0q “ gpyq ^ @i ă xpβpa, b, Siq “ hpβpa, b, iq, i, yq ^ βpa, b, xq “ zq

ki “ βpa, b, iq

Da, bpϕgpy, βpa, b, cqqq ^ @i ă x

ϕhpβpa, b, iq, i, y, βpa, b, Siq ^ βpa, b, xq “ zq

ϕgpy, βpa, b, 0qq Ø Dwpβpa, b, 0, wq ^ ϕgpy, wqq

fpn,mq “ k ϕf pn,m, kq истинная и доказуемая стандартная модель

Докажем второй пункт теоремы

PA $ @x, yDz ϕf px, y, zq индукцией по x в PA
x “ 0 :

$ Da, b : βpa, b, 0q “ gpyq

x` 1 :

Лемма о распределении

@c, d, x, k Da, b

@i ď x βpa.b.iq “ βpc, d, iq ^ βpa, b, Sxq “ k

Доказательство Докажем тотальность.

Dc, d, z, . . . k “ z
1

“ hpβpc, d, xq, x, yq

Da, b : @i ď x βpa, b, iq “ βpc, d, iq

i “ x βpa, b, Sxq “ hpβpa, b, xq, x, yq
looooooooomooooooooon

z1

Докажем единственность.

Da, b : βpa, b, 0q “ gpyq, βpa, b, 0q “ z

Dra,rb : βpra,rb, 0q “ gpyq, βpra,rb, 0q “ rz

Шаг индукции

$ @x, ypfpSx, yq “ hpfpx, yq, x, yqq

$ @x, yDz, z
1

pϕf pSx, y, z
1

q ^ ϕf px, y, zq ^ ϕhpz, x, y, z
1

qq

βpa, b, xq “ βpra,rb, xq

βpa, b, Sxq “ hpβpra,rb, xq, x, yq “ βpa, b, Sxq “ z

Для x, y существует z1 , для которого выполняется условие.
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Лекция 5

Гёделева нумерация

У любого синтаксического объекта (терм, формула) есть гёделев номер.
Для четных

rKs “ 1

rÑs “ 3

r@s “ 5

r“s “ 7

r0s “ 9

rSs “ 11

r`s “ 13

r¨s “ 15

rxis “ 2i` 17

Для нечетных в кодировании используется пара ă x, y ą“ 2ppx ` yq2 ` x ` 1q.
Свойства x ăă x, y ą, y ăă x, y ą,ă x, y, z ą“ă x,ă y, z ąą.

r2` 2s “ă r`s, r2s, r2s ą

r2s “ rSpS0qs “ă rSs,ă rSs, r0s ąą

Упражнение Чему равно r2` 2s?
У последовательности ra0, . . . , al´1s “ pa0`1

0 . . . p
al´1`1
l´1 будет тот же номер, что и

формулы. Можно проверить, что Seqpxq, " - код последовательности". Это означает,
что если число делится на простое, то оно должно делится на все меньшие простые.

Рассмотрим Tmpxq ”x ´ код терма”. Имеем х, который должен иметь одно из
представлений

x “ă rSs, x1 ą

x “ă r`s, x1, x2 ą

x “ă r¨s, x1, x2 ą

Если он не является таковым, то он не является термом. Если нечетный, то
x “ r0s. Если четный, то он должен быть парой одной из форм. Таким образом,
характеристическая функция терма (отличающая терм от не терма) рекурсивна,
представима в арифметике Пеано и ей соответствует формула ϕxTm

px, 1q. Для нее
рекурсивные принципы будут верны.
Например, @x, x1, x2p$ Tmpxq ^ x “ă r`s, x1, x2 ąÑ Tmpx1qq.

Аналогично для Fmpxq "x - код формулы".
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Задача Если ПРФ определена возвратной рекурсией, то РА доказывает возврат-
ное рекурсивное условие.
Tmpxq, Fmpxq P Σ1. Для предиката Prfpy, xq говорит, что y - доказательство

x, т.е. y кодирует последовательность формул, которые являются доказательством
формулы x. Иначе, Prfpy, xq “ 0.

Prfpy, xq “ Seqpyq ^ lpyq ą 0^ yl´1 “ x^ @i ă lpAxpyiq_

_ Dj, k ă i : pyk “ă rÑs, yj, yi ąq _ Dj ă iDv ď yipyi “ă r@s, v, yj ąqq

yi “ rψs

yj “ rϕs

yk “ rϕÑ ψs

ϕÑ pψ Ñ ϕq

Заведем переменные по формулам как пару, где первый компонент равен 0, а
второй - нечетному числу. Тогда возможно определение формул, в которых есть
переменные второго порядка P Ñ pQ Ñ P q. После этого можно определить ПРФ
подстановки, которая подставляет P и Q в формулу. Существует функция, которая
по коду ϕ и ψ восстанавливает код ϕÑ pψ Ñ ϕq, т.е. Dx, y : Fmpxq^Fmpyq^ yi “ă
rÑs, x, ¨ ¨ ¨ ą. Получили, что yi является аксиомой такого вида.

Упражнение Записать формулу AxIndpzq, z кодирует одну из реализаций акси-
омы индукции.

Упражнение $ Tmpxq Ñ Tmpă rSs, x ąq.

Лемма PA $ @y, z, Prfpy, rϕÑ ψsq ^ Prfpz, rϕsq Ñ Prfpy ˚ z ˚ prψsq, rψsq
Доказательство Для доказательства утверждения необходимо доказать

$ lpy ˚ zq “ lpyq ` lpzq

$ Seqpxq ^ Seqpzq Ñ Seqpy ˚ zq

$ i ă lpyq Ñ py ˚ xqi “ yi

$ i ă lpzq Ñ py ˚ zqlpyq`i “ zi

$ ras0 “ a

Эти утверждения можно проверить. Например, 2 формулы необходимо вспом-
нить последовательность (если делится на простое число, то делится и на меньшие
простые числа) и y ˚ z “ ypz Ò lpyqq, z “ z

1

˚ rbs, y ˚ z “ py ˚ z1qpb`1
l p. . . q. Остальные

через индукцию по длине.

Prpxq “ DyPrfpy, xq

Условия доказуемости

1) PA $ ϕñ PA $ Prprϕsq
N ( Prprϕsq, а значит Σ1- полнота.
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2) PA $ PrprϕÑ ψsq ^ Prprϕsq Ñ Prprψsq

Dy, xpPrfpy, rϕÑ ψsq ^ Prfpz, rϕsq Ñ DwPrfpw, rψsqq

@y, zpDy, xpPrfpy, rϕÑ ψsq ^ Prfpz, rϕsq Ñ DwPrfpw, rψsqqq

w “ y ˚ z ˚ prψsq

Т.е. необходимо найти соответствующий w. Он существует, т.к. функция до-
казуема тотально D!w ξpy, x, prψsq, wq.

3) PA $ Prpϕq Ñ PrprPrprϕsqsq

Теорема Пусть σ P Σ1, замкнуто. Тогда PA $ σ Ñ Prprσsq (формализованная
Σ1-полнота).

Доказательство В случае N ( σ все проверяется. В случае N (  σ наруша-
ется первоначальное условие, т.е. опровергнуть σ нельзя, но можно доказать
выводимость.

Подстановки и параметры

Для формулы ϕpxq и k P N будем рассматривать номера rϕpxqs и rϕpkqs. Суще-
ствует f : fpzq “ subpz, rxs, kq. Функция примитивно рекурсивная по z и k.

subprϕpxqs, rxs, xq ž rϕp 9xqs

Лемма PA $ @xPrprϕp 9xq Ñ ψp 9xqs ^ Prprϕp 9xqsq Ñ Prprψp 9xqsqq
Доказательство

PA $ rϕp 9xq Ñ ψp 9xqs “ă rÑs, rϕp 9xqs, rψp 9xqs ą

rϕp 9xq Ñ ψp 9xqs

Лемма PA $ ϕpxq ñ PA $ Prprϕp 9xqsq
Доказательство

PA $ ϕp 9xq ñ PA $ @x ϕp 9xq

PA $ Prpr@x ϕpxq Ñ ϕp 9xqsq

@x ϕpxq Ñ ϕptq

Лемма(формализованная параметрическая ∆0-полнота) δpxq P ∆0

PA $ δpxq Ñ Prprδp 9xqsq

PA $  δpxq Ñ Prpr δp 9xqsq
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Доказательство

σ “ Dxδpxq

PA
?
$ Dxδpxq Ñ PrprDxδpxqsq

PA $ @xpδpxq Ñ Prprδp 9xqsqq

PA $ Prprδp 9xq Ñ Dxδpxqsq
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Лекция 6

Параметрическая ∆0-полнота

Prpxq “ DyPrfpy, xq P Σ1

Σ1-полнота: σ P Σ1 замкнуто. σ “ Dxδpxq, δ P ∆0.

N ( σ ñ PA $ σ

PA $ ϕñ N ( Prpϕq ñ PA $ Prprϕsq

Условия на Pr:

1) PA $ ϕñ PA $ Prprϕsq

2) PA $ PrprϕÑ ψsq ^ Prprϕsq Ñ Prprψsq

PA $ Prprϕp 9xq Ñ ψp 9xqsq ^ Prprϕp 9xqsq Ñ Prprψp 9xqsq

rϕp 9xqs

n
f
Ñ rϕpnqs, n “ S . . . S

loomoon

n

0

nÑ n

Prprϕp 9xqsq “ Prpfpxqq

x - свободные переменные. Значит, PA $ @xpPrprϕp 9xq Ñ ψp 9xqsq^Prprϕp 9xqsq Ñ
Prprψp 9xqsqq

Доказуемая Σ1 - полнота:

PA $ σ Ñ Prprσsq, σ P Σ1

Из этого следует 3-ий пункт условий на Pr:

3) PA $ Prprϕsq Ñ PrprPrprϕsqsq

Доказуемая параметрическая ∆0-полнота:

δpxq P ∆0

PA $ @xpδpxq Ñ Prprδp 9xqsqq

PA $  δpxq Ñ Prpr δp 9xqsq
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Согласно внешней индукции по построению формулы δ докажем утверждения
выше. Пусть upxq - терм. Тогда PA $ y “ upxq Ñ Prpr 9y “ up 9xqsq. Если u “ xi, то
Prpr 9y “ 9xisq.

subprv1 “ v2s, numpyq, numpxiqq

y “ xi Ñ numpyq “ numpxiq

subprv1 “ v2s, numpyq, numpyqq, rv1 “ v2s “ă r“s,ă rv1s, rv2s ąą

ă r“s,ă y, y ąą:

r@zpz “ zq, @z P pzq Ñ P pyq, P pyqs

Рассмотрим в РА:

y “ u1pxq ` u2pxq

Dy1, y2 : y “ y1 ` y2 ^ y1 “ u1pxqn^ y2 “ u2pxq

Prpr 9y1 “ u1p 9xqsq Prpr 9y2 “ u2p 9xqsq

Prpr 9y “ 9y1 ` 9y2sq

y2 “ Sy
1

2

y “ Sy
1

, y
1

“ y1 ` y
1

2

Prpr 9y1 “ 9y1 `
9y
1

2sq

Упражнение

PA $ PrprS 9x “

¨
hkkikkj

Sx sq

rS 9x “ 9ws “ fpx,wq, fpx, Sxq

Продолжим рассуждение

Prpr 9y1 ` S
9y
1

2 “ Sp 9y1 `
9y
1

2qsq

Prpr 9y1 ` 9y2 “ Sp 9y1qsq

PA $ y “ upxq Ñ Prpr 9y “ up 9xqsq

Prpru1p 9xq ` u2p 9xq “ 9y1 ` 9y2sq

y “ Su
1

pxq

y “ Sy
1

y
1

“ u
1

p 9xq

Prpr 9y “ S 9ysq

Т.е. доказали необходимое.
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PA $ upxq “ vpxq Ñ Prprup 9xq “ vp 9xqsq

upxq “ vpxq Ñ Prprup 9xq ‰ vp 9xqsq

δp 9xq “K,KÑ PrprKsq, KÑ Prpr Ksq

δp 9xq “ δ1p 9xq Ñ δ2p 9xq, P rprδ1p 9xqsq

 δ1pxq Prpr δ1p 9xqsq Prpr δ2p 9xqsq δ2p 9xq

Это доказуемо, значит, есть принцип pA^ Bq Ñ  pAÑ Bq.

δpxq “ @z ď tpxq δ
1

px, zq

Dwpw “ tpxq ^ @z ď w δ
1

px, zqq

Докажем Prpr 9w “ tp 9xqsq индукцией по w.

Prpr@z ď 9w δ
1

p 9x, zqsq

w “ 0 : Prprδ
1

px, 0qsq

w “ Sw
1

@z ď SW
1

δ
1

px, zq Ø @z ď w
1

δ
1

px, zq ^ δ
1

px, Sw
1

q

Prpr@z ă w
1

δ
1

px, zqsq

Prprδ
1

p 9x, S 9wqsq

Prpr@z ď S 9w1 δ
1

p 9x, zqsq

Prpr@z ď Sw
1

δ
1

p 9x, zqsq

Это происходит на случай истинности формулы. В случае ложности

PA $ @z ď w δ
1

px, zq Ñ Prpr @z Ð 9w δ
1

p 9x, zqsq

 δ
1

px, z0q z0 ď w

Prpr δ
1

p 9x, 9z0qsq

Доказали, что PA $ @z ď w δ
1

px, zq Ñ Prpr@z ď 9w δp 9x, zqsq и PA $ Prpr 9w “ tp 9xqsq.
Подставляем и получаем доказательство доказуемости формулы.

σ “ Dxδpxq

δpx0q

Prprδp 9x0qsq

Prprδp 9x0q Ñ Dxδpxqsq

PrprDxδpxqsq

Таким образом, получили все необходимое.
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Теорема о неподвижной точке Пусть ϕpxq - арифметическая формула. Тогда
существует замкнутая арифметическая формула ψ с свойством PA $ ψ Ø ϕprψsq.

С помощью этой теоремы сможем построить γ Ø  Prprγsq.

Утверждение γ Ø PrprKsq.
Доказательство теоремы Рассмотрим g : r ζpxq

loomoon

“n

s Ñ rζprζpxqsqs, x - формальная

переменная. Если n не является кодом формулы с одной свободной переменной,
то значение g неважно. Если n - код, то осуществляется подстановка subxpn, nq.
Функция взятия нумерала и подстановки приметивно рекурсивны, следовательно,
g - ПРФ.

ξpxq ž ϕpgpxqq Ø Dypϕpyq ^Gpx, yqq

ž ξprξpxqsq

“ ξprξpxqsq “ ϕpgprξpxqsqq Ø ϕprξprξpnqsqsq

$ gprξpnqsq “ rξprξpnqsqs “ ϕprψsq

ξpxq “ Dypϕpyq ^Gpx, yqq

“ ξprξpxqsq “ Dypϕpyq ^ Gprξpxqs,
loooomoooon

Øy“rξprξpxqsqs

yqq Ø ϕprξprξpxqsqsq “ ϕprψsq

Получили

PA $ γ ñ PA $ Prprγsq

PA $ γ ñ PA $  Prprγsq

PA $  γ ñ PA $ Prpr γsq

PA $  γ ñ N (  γ ñ N ( Prprγsq ñ PA $ γ

Доказали первую теорему Гёделя о неполноте, т.е. PA & γ, PA &  γ.
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Лекция 7

Гёделева теория

T - теория в языке арифметики. PA Ď T . ThpNq “ tϕ´ замкнута|N ( ϕu полная.
Определение Гёделева теория T Ě PA:

1) правила вывода MP,Gen

2) аксиоматика T определяется Σ1 - формулой AxT pxq :

а) ϕ - аксиома T ñ PA $ AxT prϕsq

б) Если n не гёделев номер T , то PA $  AxT pnq

в) PA $ @xpAxPApxq Ñ AxT pxqq

χPApxq “

#

1, x “ rϕs, ϕ´ аксиоматика PA
0, иначе

χT´PApxq “

#

1, x “ rϕs, ϕ´ доп. аксиоматика T
0, иначе

αPApx, yq, α
1

px, yq P Σ1

”y “ χPApxq”

”y “ χT´PApxq”

AxT pxq ž αPApx, 1q _ α
1

px, 1q

AxPApxq “ αPApx, 1q

Таким образом,

PA $ αPApn, 0q ^ α
1

pn, 0q

PA $  αPApn, 1q ^  α
1

pn, 1q

Предикат доказуемости PrfT py, xq “ Seqpyq ^ @i ă lpyq.

pAxT ppyqiqq _ Dj, k ă i pyqk “ prÑs, pyqj, pyqiq _ Dj ă iDq pyqi “ pr@s,ă rvqs, pyqj ąq^

pyqlpyq´1 “ x

PA $ ϕpfpxqq Ø Dxpfpxq “ z ^ ϕpzqq Ø DzpF px, zq ^ ϕpzqq

Условия на доказуемость

PrT pxq “ Dy Prftpy, xq
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Условия на PrT

GL´ 1 :T $ ϕñ PA $ PrT prϕsq

T $ ϕ

N ( PrT pprϕsq P Σ1

PA $ PrT prϕsq

Это следует из Σ1 - полнота: σ P Σ1, σ - замкнутая, N ( σ ñ PA $ σ.

GL´ 2 :PA $ PrT prϕÑ ψsq ^ PrT prϕsq Ñ PrT prψsq

GL´ 3 :PA $ PrT prϕsq Ñ PrT prPrT prϕsqsq

PA $ σ Ñ PrT prσsq

Теорема о неподвижной точке Пусть ϕpxq - арифметическая формула. Тогда
существует замкнутая арифметическая формула ψ с свойством PA $ ψ Ø ϕprψsq.

С помощью этого рассмотрим PA $ γ Ø  PrT prγsq.
Вопрос Верно ли, что N ( γ, T “ PA?
Ответ γ истинна.
Введем обозначение PrT prϕsq “ ˝Tϕ. Тогда

PA $ γ Ø  ˝T γ p˚q

Теорема (1-я теорема Гёделя ) Пусть T - гёделева, T Ě PA,N ( T . Тогда
T & γ, T &  γ.

Доказательство Пусть T $ γ. Тогда по (*) T $  ˝T γ. С другой стороны по
GL´ 1 : T $ ˝Tγ. Значит, T - противоречива ñ N * T .

Пусть T $  γ. По (*) T $ ˝Tγ ñ N ( ˝Tγ ñ T $ γ, T противоречива.

Лемма PA $ γ Ø  ˝T K
loomoon

ConpT q

- гёделево утверждение о непротиворечивости.

Теорема (2-я теорема Гёделя о неполноте) Пусть T - непротиворечивая
гёделева теория. Тогда T & ConpT q.

Доказательство T & γ ñ T & ConpT q.
Замечание Если N ( T , то T &  ConpT q. Значит, N ( ConpT q.

Задача Существует ли теория T гёделева, непротиворечивая и T $  ConpT q?
Решение T “ PA` ConpPAq. Из PA $  ConpT q следует  ConpT q. Она непро-

тиворечива, т.к.

PA $  ConpPAq ÑK

PA $ ConpPAq

Доказательство леммы Ñ
Ведем рассуждение в PA:

˝ K

˝ pKÑ γq
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По GL´ 2 ñ ˝γ.
Ð

Докажем, что  γ Ñ ˝ K.

 γ

 γ Ñ ˝γp˚q

˝ γ

˝ ˝γ GL´ 3

˝ pγ Ñ  ˝ γq GL´ 1 к p˚q
˝ ˝ γ GL´ 2

˝ K

Бывает, что T доказывает  ConpT q, T $  γ.

Теорема Гёделя - Россера Пусть T - гёделева теория. Тогда существует ρ : T &
ρ, T &  ρ.

Доказательство Определим альтернативный предикат доказуемости (Россеровский)ĄPrT pxq.

ĄPrT pxq “ DypPrfT py, xq ^ @z ă y PrfT pz,  ̂pxqqq

hat pxqq “ă rÑs,ă x, rKs ąą

PA $ ρØ  ĄPrT prρsq p˚˚q

N ( PrT pxq Ø ĄPrT pxq

Утверждение Если k - гёделев номер доказательства формулы ϕ в T , то
PA $ PrfT pk, rϕsq. Если k - не гёделев номер доказательства формулы ϕ в T ,то
PA $  PrfT pk, rϕsq.

Упражнение PA $  Prfpy, xq Ø ξpy, xq P Σ1 обладает свойством эквивалент-
ности Σ1 полноте.

Пусть T $ ρ,m - номер доказательства. Тогда PA $ PrfT pm, rρsq. Докажем,
что PA $ ČPrT prρsq. Для этого необходимо проверить, что @z ă m  Prfpz, rρsq.
Это эквивалентно проверке  Prfp0, rρsq ^ ¨ ¨ ¨ ^ Prfpm´ 1, r ρsq. Получаем, что
это доказуемо. Получили, PA $ ČPrT prρsq. Значит, T $  ĄPrtpρq.

Пусть T $  ρ, T $ ĄPrT prρsq. Докажем,  ĄPrT prρsq “ @yp PrfT pu, rρsq _ Dz ă
y PrfT pz, r ρsqq.

T $  ρñ PA $ Prfpk0, r ρsq

При рассуждении на прямой относительно расположения точки k0 получим необ-
ходимое в теореме Гёделя-Россера.

Задача ČConpT q “  ĄPrT prKsq. Доказать, что PA $ ĄConpPAq.
Задача Выполняются ли для ĂPr условия GL-1,2,3?
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Теорема Лёба Пусть T - гёделева теория. Тогда если T $ ˝TϕÑ ϕ, то T $ ϕ.
Вопрос Как из теоремы Лёба получиь 2-ю теорему Гёделя?
Доказательство

PA $ λØ p˝TλÑ ϕq

PA $ ˝pλÑ p˝λÑ ϕqq GL´ 1

PA $ ˝λÑ p˝ ˝ λÑ ˝ϕq GL´ 2

PA $ ˝λÑ ˝ ˝ λ GL´ 3

T $ ˝ϕÑ ϕ

T $ ˝λÑ ϕ

PA $ ˝p˝λÑ ϕq Ñ ˝λ

PA $ ˝p˝λÑ ϕq

PA $ ˝λ

T $ ϕ

Формализованная теорема Лёба PA $ ˝T p˝tϕÑ ϕq Ñ ˝Tϕ.
Доказательство

PA $ λØ p˝TλÑ ϕq

PA $ ˝pλÑ p˝λÑ ϕqq GL´ 1

PA $ ˝λÑ p˝ ˝ λÑ ˝ϕq GL´ 2

PA $ ˝λÑ ˝ ˝ λ GL´ 3

PA $ ˝λÑ ˝ϕ

˝ p˝ϕÑ ϕq

˝ p˝λÑ ϕq

˝ p˝λÑ ˝ϕq ^ ˝p˝ϕÑ ϕq Ñ ˝p˝λÑ ϕq

PA $ ˝p˝λÑ ϕq Ñ ˝λ

˝ λ

˝ ϕ

Если T $ ˝ KÑK, то T $ T K.

Теорема Тарского Не существует τpxq, что N ( τprϕsq Ø N ( ϕ.
Доказательство

PA $ ξ Ø  τprξsq

N ( ξ Ø N ( τprξsq Ø N * ξ

Упражнение Существует ли τ 1pxq, то N ( ϕØ PA $ τ
1

prϕsq.
Теорема PA алгоритмически разрешима.
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chPApxq “

#

1, x´ rϕs, PA $ ϕ

0, иначе

Предположим, что χPA вычислимы.
Задача Если f рекурсивная функция, то DF P Σ1. fpnq “ mØ N ( F pn,mq.
Доказательство теоремы Hpx, yq представляет χPA.

PA $ ζ Ø Hprζs, 0q

PA $ ζ ñ N ( ζ ñ N ( Hprζs, 0q ñ χPAprζsq “ 0 ñ PA & ζ

PA & ζ ñ χPAprζsq “ 0 ñ N ( Hprζs, 0q

PA $ Hprζs, 0q ñ PA $ ζ
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