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Семинар 1. Вычисление интегралов с помощью 
специальных функций (часть I). 

Гамма-функция. 

Г(𝑥) = & 𝑡()*𝑒),𝑑𝑡
.

/

, 𝑥 > 0 

Свойства: 

1. Г	 ∈ 𝐶.(𝑅7 )
2. Г(1) = 1
3. Г(𝑥 + 1) = 𝑥		Г(𝑥)
4. Г(𝑛 + 1) = 𝑛!

5. Г(𝑥)Г(1 − 𝑥) = =
>?@=(

, 𝑥 ∈ (0; 	1) ⟹ ГC*
D
E = 	√𝜋	 

Бета-функция. 

𝐵(𝑥, 𝑦) = & 𝑡()*(1 − 𝑡)J)*𝑑𝑡
*

/

, 𝑥, 𝑦 > 0 

Свойства: 

1. 𝐵	 ∈ 𝐶.(𝑅7 × 𝑅7 )

2. 𝐵(𝑥, 𝑦) = Г(()Г(J)
Г((7J)

3. Если , 𝑥 + 𝑦	 ∈ 𝑍,	то 𝐵(𝑥, 𝑦) выражается через элементарные
функции.
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№1. ∫ (𝑥 − 𝑎)O(𝑏 − 𝑥)Q 𝑑𝑥R
S , 0 < 𝑎 < 𝑏 

Замена: 𝑥 = 𝑎 + (	𝑏 − 𝑎)𝑡 

&(𝑥 − 𝑎)O(𝑏 − 𝑥)Q 𝑑𝑥
R

S

= 	&(𝑏 − 𝑎)O𝑡O(𝑏 − 𝑎)Q (1 − 𝑡)Q (𝑏 − 𝑎)𝑑𝑡
*

/

 

=	(𝑏 − 𝑎)O7Q7*𝐵(𝑚 + 1, 𝑛 + 1), 𝑚 + 	𝑛	 ∈ 𝑍 

№2.  ∫
(V

(S7R(W )X
𝑑𝑥.

/ , 𝑎, 𝑏, 𝑛 > 0 

&
𝑥O

Y𝑎 + 𝑏𝑥Q Z
[ 𝑑𝑥

.

/

= \	𝑎 + 𝑏𝑥Q = 	
𝑎
𝑡
, 𝑥 = ]

𝑎
𝑏
1 − 𝑡
𝑡
^
*
Q
\ = 

1
𝑛
&]

𝑎
𝑏
1 − 𝑡
𝑡
^
O
Q 𝑡[

𝑎[
C
𝑎
𝑏
E
*
Q
]
1 − 𝑡
𝑡
^
*
Q)* 𝑑𝑡

𝑡D

*

/

= 

	*
Q
	CS
R
E
V_`
W 𝑎)[ ∫ 𝑡

*)`W	)	
V
W 	7	[)D(1 − 𝑡)

V_`
W )*

𝑑𝑡*
/ = 	 *

Q
	CS
R
E
V_`
W 𝑎)[	𝐵(O7*

Q
, 𝑝 − O7*

Q
) 

№3. ∫ (sin 𝑥)O𝑥	(cos 𝑥)Q 𝑑𝑥
g
h
/ = 	∫ (sin 𝑥)O𝑥	(cos 𝑥)Q)*𝑑 sin 𝑥

g
h
/ =	 

1
2
& (sin𝑥)𝑚−1𝑥	(cos 𝑥)𝑛−1𝑑(sin𝑥)2
𝜋/2

0

= k	(sin 𝑥)2 = 𝑡k

= 		
1
2
& 𝑡

O)*
D 	(1 − 𝑡)

Q)*
D 𝑑𝑡

1

0

= 	
1
2
	𝐵(
𝑚 + 1
2

,
𝑛 + 1
2

) 

Чтобы этот интеграл сходился, нужно, чтобы 𝑚, 𝑛 > 1, а чтобы выражался через 
элементарные функции, нужно, чтобы 𝑚+ 	𝑛 была четной.  
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Частные случаи: 

1. 𝑚+ 𝑛 = 0  ∫ (𝑡𝑔 𝑥)O𝑑𝑥
g
h
/ = 	 *

D
	𝐵 CO7*

D
, *)O

D
E = 	 *

D
	
ГCV_`

h EГC`mVh E

Г(*)
= 

=	
𝜋

2	 sin 	𝜋(𝑚 + 1)
2

= 	
𝜋

2	 cos 	𝜋𝑚2

2. ∫ n𝑡𝑔	𝑥𝑑𝑥
g
h
/ = 	 =

√D

№4.  ∫
(()S)V(R)()W

((7o)V_W_h 𝑑𝑥.
/ , 0 < 𝑎 < 	𝑏, 𝑐 > 0 

.  ∫
(()S)V(R)()W

((7o)V_W_h 𝑑𝑥.
/ =

q

q

q

	𝑡 = 	 ()S
R)(

𝑥 = 	 S7R,
*7,

𝑥 − 𝑎 = (R)S),
*7,

𝑏 − 𝑥 = R)S
*7,

𝑑𝑥 = R)S
(*7,)h

q

q

q

= 	∫
(R)S)V_W_`,V

(*7,)V_W_h		
(r_s_(t_s)u)V_W_h

(`_u)V_W_h

𝑑𝑡.
/ = 

=	]
𝑎 + 𝑐
𝑏 + 𝑐

^
O7*

(𝑏 − 𝑎)O7Q7*(𝑎 + 𝑐))O)Q)D	𝐵(𝑚 + 1, 𝑛 + 1) 

№5. ∫
(>?@()Wm`(
(*7vwx> ()W

𝑑𝑥=
/ = 	∫

(>?@()Wmh(
(*7v wx> ()W

𝑑	𝑐𝑜𝑠	𝑥=
/ =	

= &
(1 − cos 𝑥)

Q
D)D(1 + cos 𝑥)

Q
D)D

(1 + 𝑘 cos 𝑥)
Q
D)*7

Q
D)*7D

𝑑	𝑐𝑜𝑠	𝑥
=

/

= |− cos 𝑥 = 𝑡| =	 
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= 	 &
(1 − 𝑡)

Q
D)D(1 + 𝑡)

Q
D)D

(1 − 𝑘𝑡)
Q
D)*7

Q
D)*7D

𝑑	𝑡
*

)*
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Семинар 2. Вычисление интегралов с помощью 
специальных функций (часть II). 

Важные результаты прошлого семинара: 

&
𝑥O

(1 + 𝑥Q )[
𝑑𝑥

.

/

= 	
1
𝑛
	𝐵(
𝑚 + 1
𝑛

, 𝑝 −
𝑚 + 1
𝑛

)		 

&(sin 𝑥)O𝑥	(cos 𝑥)Q 𝑑𝑥

=
D

/

= 		
1
2
	𝐵(
𝑚 + 1
2

,
𝑛 + 1
2

) 

№1. ∫ S}o,~	(
(V

𝑑𝑥.
/ = |1 < 𝑚 < 2	| = −1

𝑚−1
	∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔	𝑥𝑑𝑥*)O.
/ =	 

*
O)*

	∫ 𝑥1−𝑚	𝑑	𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔	𝑥∞
0 = 	 *

O)*
 ∫

(`mV

*7(h
𝑑𝑥.

/ = 	 1

2(𝑚−1)
	𝐵 C𝑚

2
, 1 − 𝑚

2
E = 	 =

2(𝑚−1) singV
2

№2. ∫ �@(*7()
(V

𝑑𝑥.
/ = |1 < 𝑚 < 2	| = −1

𝑚−1
	∫ ln(1 + 𝑥) 𝑑𝑥*)O.
/ =	 

*
O)*

	∫ 𝑥1−𝑚	𝑑	 ln(1 + 𝑥)∞
0 = 	 *

O)*
 ∫

(`mV

*7(h
𝑑𝑥.

/ = 	 1

𝑚−1
	𝐵(2 − 𝑚, 𝑚 − 1) 	=	

𝜋

(𝑚 − 1) sin 𝜋(𝑚 − 1)
2

		

№3.	∫
���

*7��
𝑑𝑥.

/ = |0 < 𝛼 < 1	| = \
𝑒( = 𝑡
𝑥 = ln 𝑡
𝑑𝑥 = 	 �,

,
	
\ 	= 	 ∫

,�m`

*7,
𝑑𝑡.

/ = 𝐵(𝛼, 1 − 𝛼) = 	 =

>?@=�
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№3.	∫ o�	�(
o�	�(

𝑑𝑥.
). = |0 < 𝛼 < 𝛽	| = ∫

���7�m��

���7�m��
𝑑𝑥.

). = 	∫
���

���7�m��
𝑑𝑥.

). + 

&
𝑒)�(

𝑒�( + 𝑒)�(
𝑑𝑥

.

).

= 	 &
𝑒(�7�)(

𝑒D�( + 1
𝑑𝑥

.

).

+ &
𝑒(�)�)(

𝑒D�( + 1
𝑑𝑥

.

).

= |	2𝛽𝑥 = 𝑡| 

= 	
1
2𝛽

&
𝑒
�7�
2� (

𝑒, + 1
𝑑𝑡

.

).

+
1
2𝛽

&
𝑒
�)�
2� (

𝑒, + 1
𝑑𝑡

.

).

= 	
𝜋

2𝛽 sin 𝜋 𝛼 + 𝛽2𝛽

+	
𝜋

2𝛽 sin 𝜋 𝛽 − 𝛼2𝛽

= 	
𝜋

𝛽 cos 𝜋𝛼2𝛽
	 

№4.  	∫ ��	�(
��	�(

𝑑𝑥.
). = |0 < 𝛼 < 𝛽	| = ∫

���)�m��

���)�m��
𝑑𝑥.

).  

№5.	∫
���

*)��7�h�
𝑑𝑥.

). =	 |0 < 𝛼 < 2	| = ∫
���7�(�_`)�

*7���
𝑑𝑥.

). = |	3𝑥 = 𝑡	| =

	*
� ∫

�
�
�u

*7�u
𝑑𝑡.

). + *
�∫

�
�_`
� u

*7�u
𝑑𝑡.

). =	 =
�>?@=��

+	 =

D� >?@=(�_`)�

№6.	∫
(�

((7*)((7D)
𝑑𝑥.

/ 	= |−1 < 𝛼 < 0	| = 	∫ 𝑥� C *
(7*

− 	 *
(7D

E𝑑𝑥.
/ = 

= &
𝑥�

𝑥 + 1
𝑑𝑥

.

/

− &
𝑥�

𝑥 + 2
𝑑𝑥

.

/

= |	𝑥 = 2𝑡	| = 𝐵(𝛼 + 1, −𝛼) − 2� 𝐵(𝛼 + 1,−𝛼) 

	= (1 − 2� )	
𝜋

sin(−𝜋𝛼)
		 

&
𝑥�

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)
𝑑𝑥

.

/

	= |0 < 𝛼 < 1	| = 	& 𝑥�)*
𝑥

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)
𝑑𝑥

.

/

	

= 	& 𝑥�)* ]
2

𝑥 + 2
−	

1
𝑥 + 1

^ 𝑑𝑥
.

/

= 2&
𝑥�)*

𝑥 + 2
𝑑𝑥

.

/

− &
𝑥�)*

𝑥 + 1
𝑑𝑥

.

/

= 	2� 𝐵(𝛼, 1	 − 𝛼) − 𝐵(𝛼, 1 − 𝛼) = (2� − 1)	
𝜋

sin 𝜋𝛼
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№7.	∫
(*)()� (*7()�

*7(h
𝑑𝑥.

/ 	= q

*7(
*)(

= 𝑡
1 + 𝑥 = 𝑡 − 𝑡𝑥

𝑥 = ,)*
,7*
	

q = 	∫

h�

(`_u)�
)	

h`m�

(`_u)`m�

*7
(um`)h

(`_u)h

D �,
(*7,)h

.
/ =

	∫
,`m�	�,

(*7,)(*7,h )
.
/ 	 

1 < 𝛼 < 2, �
1

(1 + 𝑡)Y1 + 𝑡D Z
=
1
2
�

1
1 + 𝑡

−
𝑡 − 1
1 + 𝑡D

	�� 

=	&
𝑡*)�	𝑑𝑡
1 + 𝑡

.

/

− &
𝑡D)�	𝑑𝑡
1 + 𝑡D

.

/

+ &
𝑡*)�	𝑑𝑡
1 + 𝑡D

.

/

= 

= 𝐵(2 − 𝛼, 𝛼 − 1) −
1
2
𝐵 ]

3 − 𝛼
2

, 1 −	
3 − 𝛼
2

^ +
1
2
𝐵 C1 −

𝛼
2
,
𝛼
2
E 

=	
𝜋

sin 𝜋(𝛼 − 1)
−
1
2

𝜋

sin 𝜋(3 − 𝛼)2

+
𝜋

sin 𝜋𝛼2
	= 	

𝜋

2 sin 𝜋𝛼2
+

𝜋

2 cos𝜋𝛼2
−

𝜋
sin 𝜋𝛼

= 	
𝜋(sin 𝜋𝛼2 + cos𝜋𝛼2 − 1)

sin 𝜋𝛼
 

0 < 𝛼 < 1, �
𝑡

(1 + 𝑡)Y1 + 𝑡D Z
=
1
2
�
−1
1 + 𝑡

+
𝑡 + 1
1 + 𝑡D

	�� 

=	−&
𝑡)�	𝑑𝑡
1 + 𝑡

.

/

+ &
𝑡*)�	𝑑𝑡
1 + 𝑡D

.

/

+ &
𝑡)�	𝑑𝑡
1 + 𝑡D

.

/

= 

= −𝐵(1 − 𝛼, 𝛼) +
1
2
𝐵 C1 −

𝛼
2
,
𝛼
2
E +

1
2
𝐵 ]

1 − 𝛼
2

,
1 + 𝛼
2

^ = 
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= 	
−𝜋
sin 𝜋𝛼

+
1
2

𝜋

sin 𝜋(1 + 𝛼)2

+
𝜋

2sin 𝜋𝛼2
	= 	

𝜋(sin 𝜋𝛼2 + cos 𝜋𝛼2 − 1)
sin 𝜋𝛼

−1 < 𝛼 < 0, �
𝑡D

(1 + 𝑡)Y1 + 𝑡D Z
=
1
2
�

1
1 + 𝑡

+
𝑡 − 1
1 + 𝑡D

	�� 

=	&
𝑡*)�	𝑑𝑡
1 + 𝑡

.

/

+ &
𝑡)�	𝑑𝑡
1 + 𝑡D

.

/

− &
𝑡)�	𝑑𝑡
1 + 𝑡D

.

/

= 

= 𝐵(−𝛼, 1 + 𝛼) +
1
2
𝐵 ]

1 − 𝛼
2

,
1 + 𝛼
2

^ −
1
2
𝐵 C−

𝛼
2
, 1 +

𝛼
2
E = 

= 	
−𝜋
sin 𝜋𝛼

+
1
2

𝜋

sin 𝜋(1 − 𝛼)2

+
𝜋

2sin 𝜋𝛼2
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Семинар 3. Интегрирование по параметру 

Г(𝑥) = & 𝑡()*𝑒),𝑑𝑡
.

/

, 𝑥 > 0, Г(𝑥) ∈ Г.(0, +	∞) 

Г� (𝑥) = & 𝑡()*𝑒), ln 𝑡 𝑑𝑡
.

/

, Г�� (𝑥) = & 𝑡()*𝑒),𝑙𝑛D 𝑡	𝑑𝑡
.

/

 

Г(𝑥 + 1) = 𝑥	Г(𝑥), Г� (𝑥 + 1) = 	Г (𝑥) + 𝑥Г� (𝑥),		 

Г�� (𝑥 + 1) = 2Г� (𝑥) + 𝑥Г�� (𝑥) 

№1. ∫ �@ (
√(((h 7*)

	𝑑𝑥.
/ = 𝐹� C− *

D
E = −=2 √D

�

𝐹(𝑝) = &
𝑥𝑝

𝑥D + 1
	𝑑𝑥

.

/

= 	
1
2
	𝐵 ]

𝑝 + 1
2

,
1 − 𝑝
2

^ = 	
1
2

𝜋

sin 𝜋(𝑝 + 1)2

=
1
2

𝜋

cos𝜋𝑝2
,

𝐹�(𝑝) = &
𝑥𝑝 ln 𝑥

𝑥D + 1
	𝑑𝑥

.

/

= 	
𝜋2 sin 𝜋𝑝2
4𝑐𝑜𝑠D 𝜋𝑝2

,−1 < 𝑝 < 1	

&
𝑥𝑚

(𝑥Q + 1)[
	𝑑𝑥

.

.

=	
1
𝑛
	𝐵(

𝑚 + 1
𝑛

, 𝑝 −
𝑚 + 1
𝑛

) 

𝐹� ]−
1
2
^ = −	

𝜋2 √22
4 12

= −
𝜋2 √2
4
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№2. ∫
�@`_�`m�

�(*)(h )(*7()�
	𝑑𝑥*

)* = 𝐹� CD
�
E = =2 /D

�/�
= 	 2

�
	𝜋2

𝐹(𝑝) = &]
1 + 𝑥
1 − 𝑥

^
𝑝

	
𝑑𝑥
1 + 𝑥

*

)*

, 𝐹�(𝑝) = &]
1 + 𝑥
1 − 𝑥

^
𝑝

ln ]
1 + 𝑥
1 − 𝑥

^
𝑑𝑥
1 + 𝑥

*

)*

, 

𝐹(𝑝) = &(1 + 𝑥)𝑝−1	(1 − 𝑥)−𝑝𝑑𝑥
*

)*

= |	𝑥 = −1 + 2𝑡|

= 2& 2𝑝−1	𝑡𝑝−12−𝑝(1 − 𝑡)−𝑝𝑑𝑡
*

/

= 𝐵(𝑝, 1 − 𝑝) = 	
𝜋

sin 𝜋𝑝

𝐹�(𝑝) = −	
𝜋2 cos𝜋𝑝
𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝

, 𝐹� ]
2
3
^ =

𝜋2 /2
3/4

= 	
2

3
	𝜋2

№3. ∫
𝑥	��/h

�h�7*
	𝑑𝑥.

). = 	𝐹� C*
D
E = −=2 √D

�
	

𝐹(𝑝) = &
	𝑒([

𝑒D( + 1
	𝑑𝑥

.

).

,&
	𝑒(�

𝑒( + 1
	𝑑𝑥

.

/

=
𝜋

sin 𝜋𝑝
, 𝐹�(𝑝) = &

𝑥	𝑒([

𝑒D( + 1
	𝑑𝑥

.

).

 

𝐹(𝑝) = |2𝑥 = 𝑡| =
1
2
&

	𝑒[,/D

𝑒, + 1
	𝑑𝑡

.

).

=
𝜋

2 sin 𝜋𝑝2
	 

𝐹�(𝑝) = −
𝜋2 cos𝜋𝑝2
4	𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝2

	, 𝐹� ]
1
2
^ = −

𝜋2 √2
4
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№3. ∫
	(h

o�	(
	𝑑𝑥.

). = 	𝐹��(0) = =3

�

𝐹(𝑝) = &
	𝑐ℎ	𝑝𝑥
𝑐ℎ	𝑥

	𝑑𝑥
.

).

, −1 < 𝑝 < 1	, 𝐹�(𝑝) = &
	𝑥	𝑠ℎ	𝑝𝑥
𝑐ℎ	𝑥

	𝑑𝑥
.

).

,		 

	𝐹��(𝑝) = &
	𝑥2 	𝑐ℎ	𝑝𝑥
𝑐ℎ	𝑥

	𝑑𝑥
.

).

 

𝐹(𝑝) =
𝜋

cos 𝜋𝑝2
	 , 𝐹�(𝑝) =

𝜋2 sin 𝜋𝑝2
2	𝑐𝑜𝑠D 𝜋𝑝2

,		 

𝐹��(𝑝) = 	
𝜋3

4
𝑐𝑜𝑠D 𝜋𝑝2 + 2𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝2

	𝑐𝑜𝑠� 𝜋𝑝2
	 , 𝐹��(0) =

𝜋3

4
	 

№4. ∫
	(h

��	(
	𝑑𝑥.

). = 𝐹�(0) = 	 =
2

D	

𝐹(𝑝) = &
	𝑠ℎ	𝑝𝑥
𝑠ℎ	𝑥

	𝑑𝑥
.

).

,−1 < 𝑝 < 1	, 𝐹�(𝑝) = &
	𝑥	𝑐ℎ	𝑝𝑥
𝑠ℎ	𝑥

	𝑑𝑥
.

).

,		 

𝐹(𝑝) = 𝜋	𝑡𝑔	
𝜋𝑝
2
	, 𝐹�(𝑝) =

𝜋2

2	𝑐𝑜𝑠D 𝜋𝑝2
	,			𝐹�(0) = 	

𝜋2

2	
	 

№5. ∫ �@(
((7*)((h 7*)

	𝑑𝑥.
/ =- 𝐹�(0) = − =2

*�

𝐹(𝑝) = &
𝑥1−𝑝

Y𝑥D + 1Z(𝑥 + 1)
	𝑑𝑥

.

/

=
𝜋 Csin 𝜋𝑝2 + cos 𝜋𝑝2 − 1E

2 sin 𝜋𝑝
=	 
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=	
−𝜋

2 sin 𝜋𝑝
+

𝜋

4 cos 𝜋𝑝2
+

𝜋

4sin 𝜋𝑝2

		𝐹�(𝑝) = −&
𝑥1−𝑝 ln 𝑥

Y𝑥D + 1Z(𝑥 + 1)
	𝑑𝑥

.

/

= 	−
𝜋2 cos𝜋𝑝2
8𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝2

+
𝜋2 sin 𝜋𝑝2
8𝑐𝑜𝑠D 𝜋𝑝2

+
𝜋2 cos𝜋𝑝

2𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝2
	 

𝐹�(0) = lim
[→/

𝜋2

8𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝2
(
cos𝜋𝑝2
𝑐𝑜𝑠D 𝜋𝑝2

− cos
𝜋𝑝
2
) = 

= 	 	 lim
[→/

𝜋2 (2𝑐𝑜𝑠D 𝜋𝑝2 − 1 − cos 3𝜋𝑝2 )

8𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝2 𝑐𝑜𝑠D 𝜋𝑝2

= 	 	 lim
[→/

𝜋2 (1 − cos𝜋𝑝2 )(𝑐𝑜𝑠
D 𝜋𝑝
2 − 1 − cos 𝜋𝑝2 )

2𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝
	= −

𝜋2

16
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Семинар 4. Интегралы Эйлера 

𝐵(𝑥, 𝑦) = & 𝑡()*(1 − 𝑡)J)*𝑑𝑡
*

/

, 𝑥, 𝑦 > 0 

Г(𝑥) = & 𝑡()*𝑒),𝑑𝑡
.

/

, 𝑥 > 0 

№1. ∫
¡Qh (

(h )(7*
	𝑑𝑥.

/ = 𝐹��(0) = 	 D/=
3

¢*√�

𝐹(𝑝) = &
	𝑥𝑝

𝑥D − 𝑥 + 1
	𝑑𝑥

.

/

,−1 < 𝑝 < 1	, 𝐹�(𝑝) = &
	𝑥𝑝 ln 𝑥

𝑥D − 𝑥 + 1
	𝑑𝑥

.

/

,	

𝐹��(𝑝) = &
𝑙𝑛D 𝑥	𝑥𝑝

𝑥D − 𝑥 + 1
	𝑑𝑥

.

/

, 𝐹(𝑝) = &
	𝑥𝑝

𝑥� + 1
	𝑑𝑥

.

/

+ &
	𝑥𝑝+1

𝑥� + 1
	𝑑𝑥

.

/

=		

= 	
𝜋

3 sin
𝜋(𝑝 + 1)

3

+
𝜋

3 sin
𝜋(𝑝 + 2)

3

= 	
𝜋

3 sin
𝜋(𝑝 + 1)

3

−
𝜋

3 sin
𝜋(𝑝 − 1)

3

 

𝐹�(𝑝) =
𝜋2

9
	(−	

cos𝜋(𝑝 + 1)3
𝑠𝑖𝑛D 𝜋(𝑝 + 1)3

+
cos𝜋(𝑝 − 1)3
𝑠𝑖𝑛D 𝜋(𝑝 − 1)3

) 

𝐹��(𝑝) =
𝜋3

27
	(
		𝑠𝑖𝑛D 𝜋(𝑝 + 1)3 + 2𝑐𝑜𝑠D 𝜋(𝑝 + 1)3

	𝑠𝑖𝑛� 𝜋(𝑝 + 1)3

−	

−
		𝑠𝑖𝑛D 𝜋(𝑝 − 1)3 + 2𝑐𝑜𝑠D 𝜋(𝑝 − 1)3

	𝑠𝑖𝑛� 𝜋(𝑝 − 1)3

) 
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𝐹��(0) =
2𝜋3
27 C34 +

1
2E

3√3
8

= 	
20𝜋3

81√3

№2. ∫ 𝑠𝑖𝑛D 𝑥 ln 𝑡𝑔	𝑥 	𝑑𝑥=/D
/ = 𝐹�(0) = =

�
 

При любых m, n интеграл ∫ 𝑠𝑖𝑛O𝑥		𝑐𝑜𝑠Q 𝑥	𝑑𝑥=/D
/  выражается через бета-функцию, 

которая не всегда сводится к элементарным функциям.  Зато при всех n интеграл 

∫ 𝑡𝑔Q 𝑥			𝑑𝑥=/D
/  представляет собой элементарную функцию. 

𝐹(𝑝) = & 𝑠𝑖𝑛D 𝑥	𝑡𝑔[ 𝑥		𝑑𝑥

=/D

/

, 𝐹�(𝑝) = 	& 𝑠𝑖𝑛D 𝑥	𝑡𝑔[ 𝑥	 ln 𝑡𝑔	𝑥 	𝑑𝑥

=/D

/

 

𝐹(𝑝) = & 𝑠𝑖𝑛D7[𝑥	𝑐𝑜𝑠)[𝑥		𝑑𝑥

=/D

/

= 	
1
2
	𝐵 ]

3 + 𝑝
2

,
1 − 𝑝
2

^ , −3 < 𝑝 < 1 

𝐹(𝑝) = 	
1
2
	𝐵 ]

3 + 𝑝
2

,
1 − 𝑝
2

^ = 	
1
2
Г C3 + 𝑝2 E Г C1 − 𝑝2 E

Г(2)

= 	
1
2
	
1 + 𝑝
2 Г C1 + 𝑝2 E Г C1 − 𝑝2 E

1
= 	

𝜋(𝑝 + 1)

4sin 𝜋(1 − 𝑝)2

	= 	
𝜋(𝑝 + 1)

4cos 𝜋𝑝2

𝐹�(𝑝) =
𝜋
4
cos𝜋𝑝2 + 𝜋(𝑝 + 1)2 sin 𝜋𝑝2

𝑐𝑜𝑠D 𝜋𝑝2
	 , 𝐹�(0) =

𝜋
4



 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ. ИЗБРАННЫЕ ГЛАВЫ. ЧАСТЬ 4 

 СОЛОДОВ АЛЕКСЕЙ ПЕТРОВИЧ 
КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ  

ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ  
СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU 

19 

№3. ∫ S}o,~	( �@ (
(√(

	𝑑𝑥.
/ = 𝐹� C�

D
E = 2√2𝜋 + =2 √D

D

𝐹(𝑝) = &
	𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔	𝑥

𝑥𝑝
	𝑑𝑥

.

/

, 1 < 𝑝 < 2	, 𝐹�(𝑝) = &
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔	𝑥	 ln 𝑥

𝑥𝑝
	𝑑𝑥

.

/

,	

𝐹(𝑝) = 	
𝜋

2(𝑝 − 1) sin 𝜋𝑝2
	 , 𝐹�(𝑝) = −

𝜋
2
	(	
sin 𝜋𝑝2 + 𝜋2 cos

𝜋𝑝
2 (𝑝 − 1)

(𝑝 − 1)D 𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝2
) 

𝐹� ]
3
2
^ = 	

𝜋
4
	
√2
4 − 𝜋 √2

8
1
4		

1
2

= 2√2𝜋 +
𝜋2 √2
2

	 

Формулы для вычисления производной напрямую. 

I. Г� (𝑥) = ∫ 𝑡()*𝑒), ln 𝑡 𝑑𝑡.
/

Г� (1) = & 𝑒), ln 𝑡 𝑑𝑡
.

/

= 	−𝛾 

𝑒), = lim
𝑛→.

(1 −
𝑡
𝑛
)Q , 𝑡	 ∈ [0; 𝑛]	 

& 𝑒), ln 𝑡 𝑑𝑡
.

/

= lim
𝑛→.

&(1 −
𝑡
𝑛
)Q ln 𝑡 𝑑𝑡

Q

/

= −𝛾		 

𝛾 = 	 lim
𝑛→.

(¨
1
𝑘

Q

v©*

− 𝑙𝑛	𝑛	)

II. Г�� (𝑥) = ∫ 𝑡()*𝑒),𝑙𝑛D 𝑡	𝑑𝑡.
/
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Г� (1) = & 𝑒),𝑙𝑛D 𝑡𝑑𝑡
.

/

= 	 𝛾	2 +
𝜋2

6
	 

𝑒), = lim
𝑛→.

(1 −
𝑡
𝑛
)Q , 𝑡	 ∈ [0; 𝑛]	 

& 𝑒),𝑙𝑛D 𝑡𝑑𝑡
.

/

= lim
𝑛→.

&(1 −
𝑡
𝑛
)Q 𝑙𝑛D 𝑡𝑑𝑡

Q

/

= 𝛾	2 +
𝜋2

6
	 

𝛾 = 	 lim
𝑛→.

(¨
1
𝑘

Q

v©*

− 𝑙𝑛	𝑛	)

№4. ∫ >?@( �@ (
(

	𝑑𝑥.
/ = −𝐹�(1) = 2√2𝜋 + =2 √D

D

𝐹(𝑝) = &
	sin 𝑥
𝑥𝑝

	𝑑𝑥
.

/

, 0 < 𝑝 < 2	, 𝐹�(𝑝) = −&
sin 𝑥 	ln 𝑥

𝑥𝑝
	𝑑𝑥

.

/

,	

𝐹(𝑝) = 	
𝜋

2Г(𝑝) sin 𝜋𝑝2
	 , 𝐹�(𝑝) = −

𝜋
2
	(	
Г� (𝑝) sin 𝜋𝑝2 + 𝜋2 cos

𝜋𝑝
2 Г (𝑝)

ГD (𝑝)𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝2
) 

−𝐹�(1) = 	
−𝛾𝜋
2

	 , 𝐹��(𝑝) = &
sin 𝑥 	𝑙𝑛D 𝑥

𝑥𝑝
	𝑑𝑥

.

/

, 𝐹��(1) = &
sin 𝑥 	𝑙𝑛D 𝑥

𝑥
	𝑑𝑥

.

/

 

𝐹��(𝑝) = −
𝜋
2
	ª	
Г� (𝑝) sin 𝜋𝑝2 + 𝜋2 cos

𝜋𝑝
2 Г (𝑝)

ГD (𝑝)𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝2
«

�
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= −
𝜋
2
	
]Г�� (𝑝)Г (𝑝) sin 𝜋𝑝2 − 2(Г� (𝑝))D (𝑝) sin 𝜋𝑝2 − 𝜋2 cos

𝜋𝑝
2 Г (𝑝)Г� (𝑝)^

Г� (𝑝)𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝2
+		 

+	
𝜋
2
	
−𝜋
2 𝑠𝑖𝑛D 𝜋𝑝2 Г (𝑝) − cos𝜋𝑝2 sin 𝜋𝑝2 Г� (𝑝))

ГD (𝑝)𝑠𝑖𝑛� 𝜋𝑝2
	,	 

𝐹��(1) = −
𝜋
2
	(𝛾	2 +

𝜋2

6
− 2𝛾	2 −

𝜋2

4
)	
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Семинар 5. Производные гамма-функции (часть 
I) 

Г(𝑥) = & 𝑡()*𝑒),𝑑𝑡
.

/

, 𝑥 > 0

Г� (𝑥) = & 𝑡()*𝑒), ln 𝑡 𝑑𝑡
.

/

Г� (1) = & 𝑒), ln 𝑡 𝑑𝑡
.

/

= 	−𝛾 

Г(𝑥 + 1) = 𝑥	Г(𝑥), Г� (𝑥 + 1) = 	Г (𝑥) + 𝑥Г� (𝑥), Г� (2) = 1 − 𝛾 

Рис. 5.1. График гамма-функции. 

№1.∫ ln sin 𝑥 		𝑑𝑥=/D
/ = ¬

∫ ln sin 𝑡 	𝑑𝑡=
=/D , 𝑥 = 	𝜋 − 𝑡	

∫ ln cos 𝑡 	𝑑𝑡=/D
/ 	, 𝑥 = =

D
− 𝑡

 = 	)=
D
ln 2 = 	𝐹�(0) 

& ln sin 𝑡 	𝑑𝑡

=/D

/

= 	
1
2
& ln sin 𝑡 	𝑑𝑡
=

/

	 , & ln sin 𝑡 	𝑑𝑡

=/D

/

= & ln cos 𝑡 	𝑑𝑡

=/D

/

 



 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ. ИЗБРАННЫЕ ГЛАВЫ. ЧАСТЬ 4 

 СОЛОДОВ АЛЕКСЕЙ ПЕТРОВИЧ 
КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ  

ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ  
СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU 

23 

& ln cos 𝑥 	𝑑𝑥

=/D

/

=
1
2
	& ln sin 𝑥 cos 𝑥 	𝑑𝑥

=/D

/

=
1
2
	& ln

1
2
sin 2𝑥 	𝑑𝑥

=/D

/

= |	2𝑥 = 𝑡|

= 	
1
4
	& ln

1
2
sin 𝑡 	𝑑𝑡

=/D

/

= 	
−𝜋
4
ln 2 +	

1
4
	& ln sin 𝑡 	𝑑𝑡

=/D

/

= 	
−𝜋
2
ln 2 

𝐹 (𝑝) = & 𝑠𝑖𝑛𝑝 𝑥		𝑑𝑥

=/D

/

, 𝑝 > 1, 𝐹�(𝑝) = & 𝑠𝑖𝑛𝑝 𝑥 ln sin 𝑥 	𝑑𝑥

=/D

/

 

𝐹 (𝑝) =
1
2
		𝐵 ]

𝑝 + 1
2

	 ,
1
2
	^ = 	

1
2
Г C𝑝 + 12 E Г(12)

Г(𝑝2 + 1)
	= 	

√𝜋
2
Г C𝑝 + 12 E

Г(𝑝2 + 1)

𝐹�(𝑝) = 	
√𝜋
2
Г′ (𝑝2 + 1)(

𝑝 + 1
2 ) − Г′ (𝑝2 + 1)Г(

𝑝 + 1
2 )

Г3 (𝑝2 + 1)

𝐹�(0) = 	
√𝜋
4
	]Г′ ]

1
2
^ + 	𝛾√𝜋^ = 	

−𝜋
2
ln 2 , Г′ ]

1
2
^ = −𝛾√𝜋 − 	2 ln 2√𝜋 

Г� ]
1
2
^ = −√𝜋(𝛾 + 	2 ln 2),		 

Г� ]
3
2
^ = √𝜋 −	

√𝜋
2
(𝛾 + 	2 ln 2) = 	√𝜋 C	1 −	

𝛾
2
− ln 2E »	3 ∗ 	10)D > 0

№2. ∫
,mX),Xm`

*),
	𝑑𝑡*

/ , 0 < 𝑝 < 1 
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𝐹(𝜀) = 	∫
,mX),Xm`

(*),)`m°
	𝑑𝑡*

/ 	= lim
𝜀→+0

𝐹(𝜀) = 	𝜋	𝑐𝑡𝑔	𝜋𝑝 

№3. ∫
(X

𝑥2 +𝑥+1 	𝑑𝑥
1
0 = 	∫ (X)(X_`

1−𝑥3
	𝑑𝑥1

0 = k𝑥3 = 𝑡k = 1
3	∫

,
𝑝−2
3 ),

𝑝−1
3

1−𝑡 	𝑑𝑡1
0  

&
𝑥𝑝

𝑥D + 𝑥 + 1
	𝑑𝑥

.

/

= 	&
𝑥𝑝

𝑥D + 𝑥 + 1
	𝑑𝑥

*

/

+ &
𝑥𝑝

𝑥D + 𝑥 + 1
	𝑑𝑥

.

*

= &
𝑥𝑝

𝑥D + 𝑥 + 1
	𝑑𝑥

*

/

−	&
𝑡−𝑝

𝑡)D + 𝑡)* + 1
	
𝑑𝑡

𝑡D

/

*

= &
𝑥𝑝

𝑥D + 𝑥 + 1
	𝑑𝑥

*

/

+	&
𝑥−𝑝

𝑥D + 𝑥 + 1
	𝑑𝑥

*

/

 

&
𝑥𝑝

𝑥D + 𝑥 + 1
	𝑑𝑥

.

/

=
1
3
	&

𝑡
[)D
� − 𝑡

[)*
�

1 − 𝑡
	𝑑𝑡

*

/

+
1
3
	&

𝑡
−	
[)D
� − 𝑡

−	
[)*
�

1 − 𝑡
	𝑑𝑡

*

/

=	

=
1
3
	&

𝑡
[)D
� − 𝑡

−	
[)*
�

1 − 𝑡
	𝑑𝑡

*

/

+
1
3
	&

𝑡
−	
[)D
� − 𝑡

[)*
�

1 − 𝑡
	𝑑𝑡

*

/

 

=
𝜋
3
	𝑐𝑡𝑔	

𝜋(𝑝 − 2)
3

+	
𝜋
3
	𝑐𝑡𝑔	

𝜋(𝑝 + 2)
3

	 

№4. ∫ ��	�(
��	�(

	𝑑𝑥.
). , 0 < 𝛼 < 𝛽 

&
𝑠ℎ	𝛼𝑥
𝑠ℎ	𝛽𝑥

	𝑑𝑥
.

).

=	 &
𝑒�( − 𝑒)�(

𝑒�( − 𝑒)�(
	𝑑𝑥

.

).

= ²	𝑒�( = 𝑡² = 𝜋	𝑡𝑔	
𝜋𝛼
2𝛽
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№5. ∫
�
m𝑥𝑝

)�
m𝑥𝑞

(
	𝑑𝑥.

/ = lim
´→7/

𝐹(𝜀) , 𝑝, 𝑞 > 0 

	𝐹(𝜀) = 	&
𝑒)𝑥

𝑝

− 𝑒)𝑥
𝑞

𝑥*)´
	𝑑𝑥

.

/

= &
𝑒)𝑥

𝑝

𝑥*)´
	𝑑𝑥

.

/

	&
𝑒)𝑥

𝑞

𝑥*)´
	𝑑𝑥

.

/

= 	
1

𝑝
	& 𝑡

*)´
[ 𝑒)𝑡𝑡

*
[)*	𝑑𝑡

.

/

−
1

𝑞
	& 𝑡

´)*
µ 𝑒)𝑡𝑡

*
µ7*	𝑑𝑡

.

/

=
1

𝑝
Г ]
𝜀
𝑝
^ −	

1

𝑞
Г ]
𝜀
𝑞
^ = 	

1

𝜀
	−
𝛾
𝑝
+ 𝑂(𝜀) −

1

𝜀
	−
𝛾
𝑞
+ 𝑂(𝜀)	

Г(𝑥) = 	
Г(1 + 𝑥)

𝑝
= 	

1 − 𝛾𝑥 + 𝑂(𝑥D )
𝑥

, 𝐹(𝑥) =
1

𝑥
	− 𝛾 + 𝑂(𝑥)

№6. ∫
wx> 𝑥𝑝 )wx> 𝑥𝑞

(
	𝑑𝑥.

/ = lim
´→7/

𝐹(𝜀) = 𝛾(1
µ
− 1

[
), 𝑝, 𝑞 > 0 

	𝐹(𝜀) = 	&
cos 𝑥𝑝 − cos 𝑥𝑞

𝑥*)´
	𝑑𝑥

.

/

= 	&
cos 𝑥𝑝

𝑥*)´
	𝑑𝑥

.

/

− &
cos 𝑥𝑞

𝑥*)´
	𝑑𝑥

.

/

 

=	
1

𝑝
	& 𝑡

´
[)* cos 𝑡 	𝑑𝑡

.

/

−
1

𝑞
	& 𝑡

´
µ)* cos 𝑡 	𝑑𝑡

.

/

= 

=
1

2𝑝
𝜋

Г C1 − 𝜀
𝑝E cos

𝜋
2 C1 −

𝜀
𝑝E
−	

1

2𝑞
𝜋

Г C1 − 𝜀
𝑞E cos

𝜋
2 C1 −

𝜀
𝑞E

= ·	Г(1 − 𝑥) =
𝜋

Г(𝑥) sin 𝜋𝑥
· =

=
1

2𝑝

Г C𝜀𝑝E sin
𝜀
𝑝

sin 𝜋𝜀2𝑝
−	

1

2𝑞

Г C𝜀𝑞E sin
𝜀
𝑞

sin 𝜋𝜀2𝑞
= 	

1

𝑝
Г ]
𝜀
𝑝
^ cos

𝜋𝜀
2𝑝

−	
1

𝑞
Г ]
𝜀
𝑞
^ cos

𝜋𝜀
2𝑞
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	Семинар 6. Производные гамма-функции (часть 
II)

№1. ∫
�
m�X

)wx>(¸

(
	𝑑𝑥.

/ = 	 lim
´→7/

𝐹(𝜀) = 𝛾 C1
µ
− 1

[
E 

𝐹(𝜀) = 	&
𝑒
(X
− cos 𝑥µ

𝑥*)´
	𝑑𝑥

.

/

= 	&
𝑒
)(X

𝑥*)´
	𝑑𝑥

.

/

− &
cos 𝑥𝑞

𝑥*)´
	𝑑𝑥	

.

/

= 	
1

𝑝
	& 𝑡

´
[)*𝑒),	𝑑𝑡

.

/

−
1

𝑞
	&

cos 𝑥𝑞

𝑡
*)´µ

	𝑑𝑡
.

/

=

=
1

𝑝
Г ]
𝜀
𝑝
^ −	

1

2𝑞
𝜋

Г C1 − 𝜀
𝑞E 𝑐𝑜s

𝜋
2 C1 −

𝜀
𝑞E

= 	
1

𝑝
Г ]
𝜀
𝑝
^ −	

Г C𝜀𝑝E sin
𝜋𝜀
𝑝

2𝑞 sin 𝜋𝜀2𝑝
=
1

𝑝
Г ]
𝜀
𝑝
^ −

1

𝑞
Г ]
𝜀
𝑞
^ cos

𝜋𝜀
2𝑝

=	

=
1

𝑝
�	
𝑝

𝜀
	− 𝛾 + 𝑂(𝜀)� −

1

𝑞
�
𝑞

𝜀
	− 𝛾 + 𝑂(𝜀)� C1 + 𝑂Y𝜀D ZE

= 𝛾 ]
1

𝑞
−
1

𝑝
^ + 	𝑂(𝜀) 

№2. ∫
*)�

m�

(
	𝑑𝑥*

/ −	∫
�
m�

(
	𝑑𝑥.

* ≠ ∫ *
(
	𝑑𝑥*

/ − ∫
�
m�

(
	𝑑𝑥.

/ 	 

&
1 − 𝑒)(

𝑥
	𝑑𝑥

*

/

−	&
𝑒)(

𝑥
	𝑑𝑥

.

*

= lim
´→7/

𝐹(𝜀) = 		𝛾 
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𝐹(𝜀) = 	&
1 − 𝑒)(

𝑥*)´
	𝑑𝑥

*

/

− &
𝑒)(

𝑥*)´
	𝑑𝑥

.

/

= &
1

𝑥*)´
	𝑑𝑥

*

/

− &
𝑒)(

𝑥*)´
	𝑑𝑥

.

/

=

=	
1

𝜀
−
1

𝜀
	+ 	𝛾 + 𝑂(𝜀)	 

№3. ∫ *)wx>(
(

	𝑑𝑥*
/ −	∫ wx>(

(
	𝑑𝑥.

* 	= lim
´→7/

𝐹(𝜀) = 

𝐹(𝜀) = 	&
1 − cos 𝑥
𝑥*)´

	𝑑𝑥
*

/

− &
cos 𝑥
𝑥*)´

	𝑑𝑥
.

/

= &
1

𝑥*)´
	𝑑𝑥

*

/

− &
cos 𝑥
𝑥*)´

	𝑑𝑥
.

/

=

=	
1

𝜀
−	

𝜋

2Г(1 − 𝜀) cos𝜋(1 − 𝜀)2

=
1

𝜀
− Г(𝜀) cos

𝜋𝜀
2
=

=	
1

𝜀
− �

1

𝜀
− 	𝛾 + 𝑂(𝜀)� C1 + 𝑂Y𝜀D ZE = 	𝛾 + 𝑂(𝜀)

Г� (1) = −𝛾	 , Г�� (1) = 𝛾	2 +
𝜋2

6
	 , Г� ]

1
2
^ = −√𝜋(𝛾 + 	2 ln 2) 

№4. ∫ �@>?@(
wx>(

	𝑑𝑥
g
h
/ = \

cos 𝑥	 = cos C=
D
− 𝑡E = sin 𝑡 , 𝑡 = =

D
− 𝑥, 𝑡 → +0

ln sin 𝑥 = ln sin C=
D
− 𝑡E = ln cos 𝑡 , −	,

2

D
= −

(gh)()
2

D

\ =

−=2

¢

&
cos 𝑥	 ln sin 𝑥

𝑐𝑜𝑠D 𝑥
	𝑑𝑥

=
D

/

= |sin 𝑥	 = 𝑡| = &
ln 𝑡

1 − 𝑡D
	𝑑𝑡

*

/

	= &(¨𝑡DQ ln 𝑡
.

Q©/

)	𝑑𝑡
*

/

= ¨&𝑡DQ ln 𝑡 	𝑑𝑡
*

/

.

Q©/

= 	
1
2
¨

𝑑
𝑑𝑛

(& 𝑡DQ	𝑑𝑡
*

/

)
.

Q©/

= 	
1
2
¨

𝑑
𝑑𝑛
	

1
2𝑛 + 1

.

Q©/

= 	−¨ 	
1

(2𝑛 + 1)D

.

Q©/

= 	−
𝜋D

8
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&
ln 𝑡

1 − 𝑡D
	𝑑𝑡

*

/

= 	 lim
´→7/

&
ln 𝑡

1 − 𝑡D
	𝑑𝑡

*)´

/

= 	 lim
´→7/

¨ & 𝑡DQ ln 𝑡 	𝑑𝑡
*)´

/

.

Q©/

= ¨ lim
´→7/

& 𝑡DQ ln 𝑡 	𝑑𝑡
*)´

/

.

Q©/

	 

&
ln sin 𝑥
cos 𝑥

	𝑑𝑥

=
D

/

= 

𝐹(𝑝) = ∫
𝑠𝑖𝑛𝑝 𝑥

wx>(
	𝑑𝑥

g
h
/ , 𝐹�(𝑝) = ∫

𝑠𝑖𝑛𝑝 𝑥 ln sin 𝑥

wx>(
	𝑑𝑥

g
h
/  – не годится

𝐺 (𝜀) = &
ln sin 𝑥

𝑐𝑜𝑠1−´𝑥
	𝑑𝑥

=
D

/

, 𝐻´ (𝑝) = &
𝑠𝑖𝑛𝑝 𝑥

𝑐𝑜𝑠1−´𝑥
	𝑑𝑥

=
D

/

,

𝑑
𝑑𝑝
𝐻´ (𝑝) = &

𝑠𝑖𝑛𝑝 𝑥𝑙𝑛 sin 𝑥

𝑐𝑜𝑠1−´𝑥
	𝑑𝑥

=
D

/

,
𝑑
𝑑𝑝
�
𝑝 = 0

𝐻´ (𝑝) = 𝐺 (𝜀) 

𝐻´ (𝑝) =
1
2
	𝐵 ]

𝑝 + 1
2

,
𝜀
2
^ = 	

Г C𝑝 + 12 E Г(𝜀2)

2	Г(𝑝 + 1 + 𝜀2 )
	 

𝑑
𝑑𝑝
𝐻𝜀 (𝑝) =

Г(𝜀2)
4 	

Г ]𝑝 + 1 + 𝜀2 ^ Г′ (𝑝 + 12 ) − Г′ (𝑝 + 12 )Г(𝑝 + 12 )

Г2 (𝑝 + 1 + 𝜀2 )
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lim
𝜀→+0

𝐺(𝜀) =
1
4𝜋
lim
𝜀→+0

	
Г C1 + 𝜀

2 E Г′ (12) − Г′ (
1 + 𝜀
2 )Г(

1
2)

𝜀
2

= 	
1
2𝜋
lim
𝜀→+0

	
Г′ (

1
2)(Г C12E + Г′ C12E

𝜀
2 + 𝑂(𝜀2 )) − Г(

1
2)(Г

′ C12E + Г′′ C12E
𝜀
2 + 𝑂(𝜀2 ))

𝜀

=
1
2𝜋
(�Г′ ]

1
2
^�

2

− Г ]
1
2
^ Г′′ ]

1
2
^)	 

−
𝜋D

8
=
1
4𝜋 (¼Г

′ �
1
2�½

2

− Г �
1
2�Г

′′ �
1
2�)		 

Г�� ]
1
2
^ =

𝜋5/2

2
+ √𝜋(𝛾 + 	2 ln 2)D 	
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Семинар 7. Производные гамма-функции (часть 
III)		 

Г(𝑥) = & 𝑡()*𝑒),𝑑𝑡
.

/

, 𝑥 > 0, Г� (𝑥) = & 𝑡()*𝑒), ln 𝑡 𝑑𝑡
.

/

, Г� (𝑥) = & 𝑡()*𝑒),𝑙𝑛D 𝑡	𝑑𝑡
.

/

 

Г� (1) = 	−𝛾, Г� ]
1
2
^ = −√𝜋(𝛾 + 	2 ln 2),	 

Г�� (1) = 𝛾	2 +
𝜋2

6
	 , Г�� ]

1
2
^ =

𝜋5/2

2
+ √𝜋(𝛾 + 	2 ln 2)D 	

№1. ∫ sin 𝑥 ln 𝑥

√(
	𝑑𝑥.

/  

𝐹 (𝑝) = &
sin 𝑥
𝑥𝑝

		𝑑𝑥
.

/

, 𝐹�(𝑝) = &
sin 𝑥
𝑥𝑝

ln 𝑥 	𝑑𝑥
.

/

, 0 < 𝑝 < 2 

𝐹 (𝑝) =
−𝜋

2Г(𝑝)sin 𝜋𝑝2
	 , 𝐹�(𝑝) =

−𝜋
2
	
Г� (𝑝) sin 𝜋𝑝2 + 𝜋2	Г (𝑝) cos𝜋𝑝2

ГD (𝑝)(sin 𝜋𝑝2 )
D

𝐹� ]
1
2
^ =

𝜋
2
	

ª−√𝜋(𝛾 + 	2 ln 2) +
𝜋
3
2

2 	«
√2
2

𝜋
2

= 	
√2𝜋
2

(
𝜋
2
− 𝛾 − 	2 ln 2)

№1. ∫ 1

o�	(	((h 7=2 )
	𝑑𝑥.

). = 	𝐹(0) = �
=
− 1
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𝐹(𝑦) = &
𝑐ℎ	𝑦𝑥

𝑐ℎ	𝑥	Y𝑥D + 𝜋D Z
	𝑑𝑥

.

).

, 

	𝑐ℎ	𝑦𝑥 ≤ 𝑐ℎ	𝑥	, |𝑦| ≤ 1,
𝑐ℎ	𝑦𝑥

𝑐ℎ	𝑥	Y𝑥D + 𝜋2 Z
≤ 	

1

	Y𝑥D + 𝜋2 Z
, 𝐹(𝑦) ∈ 𝐶[−1; 1] 

𝐹�(𝑦) = &
𝑥	𝑠ℎ	𝑦𝑥

𝑐ℎ	𝑥	Y𝑥D + 𝜋2 Z
	𝑑𝑥

.

).

, 𝐹(𝑦) ∈ 𝐶[−1; 1] 

𝐹��(𝑦) = &
𝑥D 	𝑠ℎ	𝑦𝑥

𝑐ℎ	𝑥	Y𝑥D + 𝜋2 Z
	𝑑𝑥

.

).

=	 &
𝑐ℎ	𝑦𝑥
𝑐ℎ	𝑥	

	𝑑𝑥
.

).

− &
𝜋2 	𝑐ℎ	𝑦𝑥

𝑐ℎ	𝑥	Y𝑥D + 𝜋2 Z
	𝑑𝑥

.

).

 

𝐹��(𝑦) +	𝜋2 𝐹(𝑦) = &
𝑐ℎ	𝑦𝑥
𝑐ℎ	𝑥	

	𝑑𝑥
.

).

=
𝜋

𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑦2
		 , 𝐹(−𝑦) = 𝐹(𝑦), 𝐹(1) = 1 

	

𝐹(𝑦) = 𝐶1 (𝑦) cos𝜋𝑦 + 𝐶2 (𝑦) sin 𝜋𝑦⟹ ¬
𝐶1′ (𝑦) cos𝜋𝑦 + 𝐶2′ (𝑦) sin 𝜋𝑦 = 0

−𝜋	𝐶1′ (𝑦) sin 𝜋𝑦 + 𝜋𝐶2′ (𝑦) cos𝜋𝑦 =
𝜋

𝑐𝑜𝑠𝜋𝑦2

𝐶*�(𝑦) = −
sin 𝜋𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑦2
= 	−2 sin

𝜋𝑦
2
	⟹	𝐶* (𝑦) =

4
𝜋
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑦
2
+ 𝐴

𝐶D�(𝑦) =
cos𝜋𝑦

𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑦2
= 2 cos

𝜋𝑦
2
−

1

cos 𝜋𝑦2
	⟹ 	𝐶* (𝑦) =

4
𝜋
𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑦
2
−	
1
𝜋
ln
1 + sin 𝜋𝑦2
1 − sin 𝜋𝑦2

+ 𝐵

𝐹(𝑦) = �
4
𝜋𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑦
2 + 𝐴� cos𝜋𝑦 + ª4𝜋 𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑦
2 −	

1
𝜋 ln

1 + sin 𝜋𝑦2
1 − sin 𝜋𝑦2

+ 𝐵« sin𝜋𝑦 ,𝐵 = 0	

𝐹(−1) = −𝐴	 ⟹ 𝐴 = 1	 

𝐹(𝑦) = �
4
𝜋𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑦
2 + 1� cos𝜋𝑦 + ª4𝜋𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑦
2 −	

1
𝜋 ln

1 + sin 𝜋𝑦2
1 − sin 𝜋𝑦2

« 
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Второй способ: 

1

	Y𝑥D + 𝜋2 Z
=
1
𝜋
& 𝑒−=𝑦 cos 𝑦𝑥 	𝑑𝑦
.

/

	 

&
1

	Y𝑥D + 𝜋2 Z 𝑐ℎ	𝑥
	𝑑𝑥

.

).

=	
1
𝜋
& 	𝑑𝑥
.

).

& 𝑒−=𝑦 cos 𝑦𝑥 	𝑑𝑥
.

/

=	

= q\𝑒−=𝑦
1

	Y𝑥D + 𝜋2 Z 𝑐ℎ	𝑥
\ ≤

𝑒−=𝑦

𝑐ℎ	𝑥
	q =

1
𝜋
& 	𝑒−=𝑦𝑑𝑦
.

/

& 𝑒−=𝑦
cos 𝑦𝑥

𝑐ℎ	𝑥
	𝑑𝑥	

.

).

= 	
1
𝜋
& 	𝑒−=𝑦

𝜋

ch 𝜋𝑦2
𝑑𝑦

.

/

= q
𝑒
−
=J
D = 𝑡

𝑦 =
2
𝜋
ln 𝑡

q =
4
𝜋
&

𝑡2

C𝑡 + 1𝑡E 𝑡
𝑑𝑡

.

/

= 	
4
𝜋
&

𝑡2

𝑡2 + 1
𝑑𝑡

.

/

= 	
4
𝜋
− 1
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