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Ñåìèíàð 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

Ââåä¼ì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå: ×èñëîâîå ïîëå - ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ

ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ ïðèâîäèò ê ýëåìåíòó èç ýòîãî

ìíîæåñòâà.

Ïðèìåðû:

Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, ïîëå êîìïëåêñíûõ
÷èñåë C.

Íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëîâûìè ïîëÿìè:

• Ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë R/Q (
√

2 ·
√

2 = 2 /∈ R/Q)

• Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N

K - îäíî èç èñïîëüçóåìûõ ïîëåé

Îïðåäåëåíèå: Ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì L íàä ÷èñëîâûì ïîëåì K íà-

çûåòñÿ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ëþáîé ïðèðîäû, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû îïåðàöèè

ñëîæåíèÿ("+") è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî èç ïîëÿ K ("·"). Ïðè ýòîì äëÿ ýòèõ îïåðàöèé

âûïîëíåíû 8 àêñèîì:

Àêñèîìû ñëîæåíèÿ

1) ∀x, y ∈ L : x+ y = y + x

2) ∀x, t ∈ L : (x+ y) + z = x+ (y + z)

3) ∃θ ∈ L,∀x ∈ L : x+ θ = x

4) ∀x ∈ L,∃x′ ∈ L : x+ x′ = θ

Àêñèîìû óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî:

5) ∀x ∈ L : 1 · x = x

6) ∀x ∈ L,∀α, β ∈ K : (α + β)x = αx+ βx

7) ∀x, y ∈ L,∀α ∈ K : α(x+ y) = αx+ αy

8) ∀α, β ∈ K,∀x ∈ L : α(βx) = (αβx)

Âàæíûå ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì:

x+ θ = x

1 · x = x

x+ 0 · x = 1 · x+ 0 · x = (1 + 0)x = 1 · x = x⇒ 0 · x = θ

θ = (1− 1)x = x+ (−1) · x

x+ x′ = θ
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x′ = (−1) · x = −x

Ïðèìåð: Äàíî ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë P . Äëÿ íèõ ââåäåíû ñëåäóþ-

ùèå îïåðàöèè:

⊕: ∀x, y ∈ P : x⊕ y = x · y
�: ∀x ∈ P, c ∈ R : c� x = xc

ßâëÿåòñÿ ëè P ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì? θ−?

Äëÿ îòâåòà íà ïåðâûé âîïðîñ ïðîâåðèì âûïîëíåíèå àêñèîì.

1) ∀x, y ∈ P : x⊕ y = x · y = y · x = y ⊕ x
2) ∀x, y, z ∈ P : (x⊕ y)⊕ z = (x · y)z = x(y · z) = x⊕ (y ⊕ z)

3) ∀x ∈ P : x⊕ θ = x · θ = x · 1 = x

4) ∀ ∈ P, ∃x′ = x−1 : x · x′ = x · x−1 = 1

5) ∀x ∈ P : 1� x = x1 = x

6) ∀x ∈ P, ∀α, β ∈ R : (α + β)� x = xα+β = xαxβ = xα + xβ = α� x+ β � x
7) ∀x, y ∈ P, ∀α ∈ R : α� (x⊕ y) = (xy)α = xαyα = α� x⊕ α� y
8) ∀α, β ∈ R,∀x ∈ P : α� (β � x) = (xα)β = (αβ)� x
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî P - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, áàçèñ, ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå: Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé(ËÊ) ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà(ËÏ) L íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ñóììà âèäà:
∑

i αixi, αi ∈ K, xi ∈ L, i =

1, 2...

Îïðåäåëåíèå: Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè ∀i, αi =

0.

Îïðåäåëåíèå: Ýëåìåíòû x1, x2, ...xn ∈ L íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìû-

ìè(ËÇ), åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ËÊ, ðàâíàÿ íóëåâîìó ýëåìåíòó ËÏ∑n
i=1 αixi = θ.

Îïðåäåëåíèå: Ýëåìåíòû x1, x2, ...xn ∈ L íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû-

ìè(ËÍÇ), åñëè íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, ðàâíîé íóëå-

âîìó ýëåìåíòó ËÏ.

Çàìå÷àíèå: Åñëè x1, x2, ...xn-ËÍÇ, è
∑n

i=1 αixi = θ, òî αi = 0,∀i.
Îïðåäåëåíèå: Ðàçìåðíîñòüþ dimL ËÏ L íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n

ò.÷. â L ñóùåñòâóåò n ËÍÇ ýëåìåíòîâ, à ëþáûå n+ 1 ýëåìåíòîâ ëèíåéíî çàâèñèìû.

Îïðåäåëåíèå: Áàçèñîì ËÏ L íàçûâàåòñÿ íàáîð ËÍÇ ýëåìåíòîâ èç L, ò.÷ ∀x ∈
L ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ËÊ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ.

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ËÏ ðàâíà êîëè÷å-

ñòâó áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ ìíîæåñòâà P ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (ñì. ïðèìåð âûøå) îïðåäåëèì ðàç-

ìåðíîñòü è áàçèñ.
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Ëþáîé x ∈ P ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê x = 2log2 x = 2C

Ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì ýëåìåíòîì, ñëåäîâàòåëüíî dimL = 1

Îïðåäåëåíèå: Ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ËÏ L íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

P ⊆ L òàêîå ÷òî:

1) ∀x, y ∈ P ⇒ x+ y ∈ P
2) ∀α ∈ K,∀x ∈ P ⇒ αx ∈ P
Ïðèìåð: Îïðåäåëèòü áóäåò ëè N èëè Q+ ïîäïðîñòðàíñòâîì ËÏ P èç ïðåäû-

äóùåãî ïðèìåðà.

Îòâåò: Íåò, òàê êàê ïðè α = 1
2
αx = x

1
2 íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëü-

íûì(ðàöèîíàëüíûì).

Îïðåäåëåíèå: Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé (ËÎ) ýëåìåíòîâ ËÏ L íàçûâàåòñÿ ñîâî-

êóïíîñòü âñåõ ËÊ ýëåìåíòîâ ýòîãî ËÏ.

Ïðèìåð: Ñîñòàâèòü ËÎ, íàòÿíóòóþ íà ýëåìåíòû x = 2, y = 3 èç ËÏ P .

Îòâåò: ïîñêîëüêó x, y ÿâëÿþòñÿ ËÊ îäíîãî ýëåìåíòà (íàïðèìåð, 2), òî ëè-

íåéíàÿ îáîëî÷êà èç ýëåìåíòîâ 2, 3 ñîâïàäàåò ñ ËÏ P .

Çàäà÷à Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ãàóññà íàéòè áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ËÎ:1

0

1

 ,

5

2

3

 ,

2

1

1

 ,

4

1

3


Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì âåêòîðû êàê (x1, x2, x3, x4).

Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì Ãàóññà, ïîëó÷àåì1 5 2 4

0 2 1 1

1 3 1 3

 ∼
1 5 2 4

0 2 1 1

0 −2 −1 −1

 ∼
1 5 2 4

0 2 1 1

0 0 0 0

 ∼
1 1 0 2

0 2 1 1

0 0 0 0


Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî x2 = x1 + 2x3, x4 = 2x1 + x3.

Âèäíî, ÷òî àëãîðèòì Ãàóññà ñîõðàíÿåò ëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ñòîáöîâ. Ñâÿçà-

íî ýòî ñ òåì, ÷òî àëãîðèòì Ãàóññà - ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-

ôèçìîì.

Ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà

Îïðåäåëåíèå: Èçîìîðôèçìîì äâóõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ L,L′ íàçûâàåòñÿ

âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ∀x ∈ L↔ x′ ∈ L′, ïðè êîòîðîì:
1) ∀x, y ∈ L : x+ y ↔ x′ + y′, x′, y′ ∈ L′

2) ∀x ∈ L,∀α ∈ K : αx↔ αx′, x′ ∈ L′

Ñâîéñòâà èçîìîðôèçìà

1) θ ∈ L↔ θ′ ∈ L′

Äîêàçàòåëüñòâî:

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì 0 · x = θ
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Äëÿ x ∈ L: θ = 0 · x = 0 · x′ = θ′ ⇒ θ = θ′

2)
∑n

i=1 αixi ↔
∑n

i=1 αix
′
i ãäå xi ∈ L, x′i ∈ L′

Äîêàçàòåëüñòâî:

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì èíäóêöèè.

Áàçà: ñâîéñòâî 2) èçîìîðôèçìà;

Ïðåäïîëîæåíèå: ïóñòü äëÿ k ∈ N :
k∑
i=1

αixi ←→
k∑
i=1

αix
′
i.

Äëÿ k + 1 :
k∑
i=1

αixi︸ ︷︷ ︸
∈L

+αk+1xk+1︸ ︷︷ ︸
∈L

ñâ-âî1o←→
k∑
i=1

αix
′
i =

k+1∑
i=1

αix
′
i

3) ËÏ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà ñëåäóåò èç åäèñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó.

Èç ñâîéñòâ 1-3 ñëåäóåò èçîìîðôíîñòü àëãîðèòìà Ãàóññà.

Çàäà÷à. Äîñòðîèòü ËÎ âåêòîðîâ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è äî áàçèñà â L3

Ðåøåíèå: Èç ñèñòåìû âåêòîðîâ (x1, x2, x3, x4) âåêòîðû x1, x3 ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûìè.

Êàê áûëî ïîëó÷åíî:

1 5 2 4

0 2 1 1

1 3 1 3

 ∼
1 1 0 2

0 2 1 1

0 0 0 0


Èç âèäà ïîñëåäíåé ìàòðèöû ÿñíî, ÷òî â êà÷åñòâå òðåòüåãî âåêòîðà, äîïîëíÿ-

þùåãî x1, x3 äî áàçèñà, ìîæíî âûáðàòü: y =

0

0

1

.
Óáåäèìñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

det(x1, x3, y) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 0

0 1 0

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1. ×òä.

Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå: Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ ñóììîé ËÏ P è Q (L =

P ∪Q), åñëè ∀x ∈ P ⇒ x ∈ L è ∀y ∈ Q⇒ y ∈ L
Îïðåäåëåíèå: Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ËÏ P è

Q (L = P ∩Q), åñëè ∀x ∈ V ⇒ x ∈ P, x ∈ Q
Çàäà÷à. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ËÏÏ:

P = L{

(
1

3

)
,

(
1

4

)
,

(
2

6

)
}; Q = L{

(
−1

1

)
,

(
2

−2

)
,

(
3

−3

)
}
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Ðåøåíèå: Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ P âåêòîðû

(
1

3

)
,

(
1

4

)
ÿâëÿþòñÿ ËÍÇ

è îáðàçóþò áàçèñ.

Äëÿ Q áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

(
−1

1

)
Òàê êàê ðàçìåðíîñòè L è P ñîâïàäàþò, òî P èçîìîðôíî L. Ñëåäîâàòåëüíî

íîâûõ ËÍÇ âåêòîðîâ ñ äâóìÿ êîîðäèíàòàìè íåò íè â P , íè â Q. Ïîýòîìó ëþáîé

âåêòîð x ∈ Q áóäåò ïðèíàäëåæàòü P . Ò.å. P ∪Q = P = L.

Ïåðåñå÷íèåì æå ÿâëÿåòñÿ âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé è P è Q. Çíà÷èò P ∩Q = Q.

Òåîðåìà. dim(P ∪Q) = dimP + dimQ− dim(P ∩Q)

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ïóñòü e1, e2, ...er - áàçèñ â P ∩Q.
Ïóñòü f1, f2, ...fp - äîïîëíåíèå {ei, i = 1, r} äî áàçèñà P .
Ïóñòü g1, g2, ...gq - äîïîëíåíèå {ei, i = 1, r} äî áàçèñà Q
Òîãäà dim(P +Q) = r+ p+ q = r + p︸ ︷︷ ︸

dimP

+ r + q︸ ︷︷ ︸
dimQ

−r = dimP + dimQ− dim(P ∩Q).

×òä.

Çàäà÷à �1. Ïîêàçàòü , ÷òî åñëè ðàçìåðíîñòü P ∪Q íà 1 áîëüøå ðàçìåðíî-

ñòè P ∩Q, òî îäíî èç ËÏÏ(P èëè Q) ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì.

Ðåøåíèå: dim(P ∪Q) = dim(P ∩Q)+1
ïî òåîðåìå

= dimP +dimQ−dim(P ∩Q)⇒
dimP + dimQ = 2 dim(P ∪Q) + 1

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè dimP > dimQ. Òîãäà dimP︸ ︷︷ ︸
>dim(P∩Q)

+ dimQ︸ ︷︷ ︸
>dim(P∩Q)

=

2 dim(P ∩Q) + 1⇒ dimP = dim(P ∩Q) + 1, dimQ = dim(P ∩Q)

Â èòîãå ïîëó÷àåì: dim(P ∪Q) = dimP +dimQ−dim(P ∩ P )︸ ︷︷ ︸
dimQ

= dimP ⇒ Q ⊂ P

(∀x ∈ Q ∈ (P ∪Q) = P )

Çàäà÷à �2. Ïóñòü äàíî ËÏ L, P ⊆ L,Q ⊆ L è dimP + dimQ > dimL.

Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî P ∩Q ñîäåðæèò íåíóëåâîé ýëåìåíò θ.

Ðåøåíèå: Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü P ∩Q = θ ⇒ dim(P ∩Q) = 0. Òîãäà

ïî òåîðåìå dim(P ∪Q)︸ ︷︷ ︸
6dimL

= dimP + dimQ︸ ︷︷ ︸
>dimL

. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çàäà÷à �3. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è áàçèì ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ËÏÏ

P = L{

x11

2

3

,
x20

1

1

,
x31

1

2

}, Q = L{

y14

3

1

,
y21

1

0

,
y35

3

2

}
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî x2 = x1−x3, y2 = 1

3
(2y1−y3). Òàêæå ìîæíî óáåäèòüñÿ,

÷òî âåêòîðû x1 è x3, y1 è y3 ËÍÇ. Ïîëó÷àåì:

dimP = 2, áàçèñ {x1, x3}, dimQ = 2, áàçèñ {y1, y3}.
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Íàéä¼ì ðàçìåðíîñòü ñóììû P è Q. Äëÿ ýòîãî ïîñ÷èòàåì îïðåäåëèòåëü

(x1, x3, y1) :∣∣∣∣∣∣∣
1 1 4

2 1 3

3 2 1

∣∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 4

0 −1 −5

0 −1 −11

∣∣∣∣∣∣∣ ∼
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 4

0 1 5

0 0 −6

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

Ñëåäîâàòåëüíî (x1, x3, y1) - ËÍÇ è îáðàçóþò áàçèñ è P ∪Q = L⇒ dim(P ∪Q) =

dimL

Ïîñêîëüêó dimP + dimQ = 2 + 2 = 4 > 3 = dim(P ∪Q)⇒ dim(P ∩Q) 6= 0

dim(P ∪Q) = dimP + dimQ− dim(P ∩Q)⇒ dim(P ∩Q) = 2 + 2− 3 = 1

Ïóñòü x ∈ (P∩Q). Ðàñêëàäûâàÿ ïî áàçèñó â P è âQ, ïîëó÷èì x = α1x1+α2x3 =

α3y1 + α4y3.

α1x1 + α2x3 − α3y1 − α4y3 = θ

Çàïèøåì ïîëó÷èâøóþñÿ ñèñòåìó â ìàòðè÷íîì âèäå:1 1 −4 −5

2 1 −3 −3

3 2 −1 −2



α1

α2

α3

α4

 = θ

Ïðèìåíèì àëãîðèòì Ãàóññà:1 1 −4 −5

2 1 −3 −3

3 2 −1 −2

 ∼

1 1 −4 −5

0 −1 5 7

0 −1 11 13

 ∼

1 0 1 2

0 −1 5 7

0 0 6 6

 ∼

1 0 1 2

0 1 −5 −7

0 0 1 1

 ∼
1 0 0 1

0 1 0 −2

0 0 1 1


Èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïðèíÿëà âèä:
α1 + α4 = 0

α2 − 2α4 = 0

α3 + α4 = 0

Ïîëîæèâ α4 = 1, ïîëó÷èì α1 = −1, α2 = 2, α3 = −1.

Â èòîãå x = −x1 + 2x3 =

1

0

1

,
x = −y1 + y3 =

−1

0

−1


Ñëåäîâàòåëüíî ïåðåñå÷åíèåì P è Q ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x.

Çàäà÷à �4 Íàéòè ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ËÏÏ
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P = L{

x11

1

1

,
x2−2

−2

−2

,
x34

4

4

}, Q = L{

y13

2

1

,
y22

1

1

,
y35

3

2

}
Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî, ÷òî dimP = 1, áàçèñ:

1

1

1


Äëÿ Q çàìåòèì, ÷òî y3 = y1 +y2, ïðè ýòîì y1, y2 - ËÍÇ, ñëåäîâàòåëüíî dimQ =

2, áàçèñ: y1, y2.

Ïðîâåðèì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü x1, y1, y2.

det(x1, y1, y2) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 3 2

1 2 1

1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · 1− 1 · 1 + (−1) = −1 6= 0⇒ (x1, y1, y2)-ËÍÇ

Ñëåäîâàòåëüíî dim(P ∪Q) = 3 = dimP︸ ︷︷ ︸
=1

+ dimQ︸ ︷︷ ︸
=2

− dim(P ∩Q)⇒ dim(P ∩Q) = 0

Îïðåäåëåíèå: Áóäåì íàçûâàòü ËÏÏ P è Q ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, åñëè èç

ðàâåíñòâà x+ y = θ, ãäå x ∈ P, y ∈ Q ñëåäóåò x = θ, y = θ.

Îïðåäåëåíèå: Ñóììà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ïðÿ-

ìîé ñóììîé. Îáîçíà÷àåòñÿ êàê P ⊕Q.
Óòâåðæäåíèå: Åñëè L = P ⊕Q, òî ∀x ∈ L îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x = y + z, ãäå y ∈ P, z ∈ Q.
Äîêàçàòåëüñòâî: Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ïðåäñòàâëåíèÿ.

x = y1 + z1 = y2 + z2, ãäå y1, y2 ∈ P, z1, z2 ∈ Q.
x− x = (y1 − y2)︸ ︷︷ ︸

∈P

+ (z1 − z2)︸ ︷︷ ︸
∈Q

= θ
èç ËÍ ËÏÏ⇒ y1 − y2 = z1 − z2 = θ.

Çàäà÷à �5 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ÷¼òíûõ ñòåïåíåé íå âûøå n

è ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé íå âûøå n

Ðåøåíèå: Pn = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a0 ⇔


an
an−1
...

a0


Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ïîëîæèì n = 2k. Òîãäà P2k = a2kx

2k +a2k−1x
2k−1 + ...+a0.

Åñëè P2k = P÷¼ò + Píå÷¼ò = θ ⇒ a2kx
2k + a2k−2x

2k−2 + ...+ a0︸ ︷︷ ︸
P÷¼ò

=

= −a2k−1x2k−1 − a2k−3x2k−3 − ...− a1x︸ ︷︷ ︸
Píå÷¼ò

Ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñ ÷¼òíûìè ñòåïåíÿìè ïðè âñåõ x äîëæåí áûòü ðà-

âåí ìíîãî÷ëåíó ñ íå÷¼òíûìè ñòåïåíÿìè. Òàêîå âîçìîæíî, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû

ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíû íóëþ ai = 0, i = 1, 2k.

Ïîëó÷àåì, ÷òî èç P÷¼ò + Píå÷¼ò = θ ñëåäóåò, ÷òî P÷¼ò = θ è Píå÷¼ò = θ. Ò.å. P÷¼ò
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è Píå÷¼ò ÿâëÿþòñÿ ËÍ, à çíà÷èò èõ ñóììà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.
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Ñåìèíàð 2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé.

Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Èçó÷åíèå òåìû áóäåì ïðîâîäèòü íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

2 −1 3 −2 4

4 −2 5 1 7

2 −1 1 8 2



x1
x2
x3
x4
x5

 = θ

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â òàêîì âèäå:

x1

2

4

2

+ x2

−1

−2

−1

+ x3

3

5

1

+ x4

−2

1

8

+ x5

4

7

2

 = θ

Òåì ñàìûì ðåøåíèå ýòîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ ëè-

íåéíîé çàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû.

Ëèíåéíûå çàâèñèìîñòè óäîáíî èñêàòü ìåòîäîì Ãàóññà.2 −1 3 −2 4

4 −2 5 1 7

2 −1 1 8 2

 ∼
2 −1 3 −2 4

0 0 −1 5 −1

0 0 −2 10 −2

 ∼
2 −1 3 −2 4

0 0 −1 5 −1

0 0 1 −5 1

 ∼
2 −1 3 −2 4

0 0 1 −5 1

0 0 0 0 0

 ∼
2 −1 0 13 1

0 0 1 −5 1

0 0 0 0 0

 ∼
−2 1 0 −13 −1

0 0 1 −5 1

0 0 0 0 0


Ïîñêîëüêó àëãîðèòì Ãàóññà íå ìåíÿåò êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿ

â ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòÿõ, ìîæíî çàïèñàòü:

x1

−2

0

0

+ x2

−1

0

0

+ x3

0

1

0

+ x4

−13

−5

0

+ x5

−1

1

0

 = θ

x2

−1

0

0

+ x3

0

1

0

 = x1

2

0

0

+ x4

13

5

0

+ x5

 1

−1

0


x2 = 2x1 + 13x4 − x5
x3 = 5x4 + x5
Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè, ñòîëáåö x ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:
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
x1
x2
x3
x4
x5

 =


x1

2x1 + 13x4 − x5
5x4 + x5

x4
x5

 = x1


1

2

0

0

0

+ x4


0

13

5

1

0

+ x5


0

−1

1

0

1


, ãäå x1, x4, x5-ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

Çàìå÷àíèå 1. Êîëè÷åñòâî ïðîèçâîëüíûõ êîýôôèåíòîâ ðàâíî ðàçìåðíîñòè

ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ìèíóñ ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû (â íàøåì ïðèìåðå: 5− 2 = 3).

Çàìå÷àíèå 2. Ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ëèíåé-

íàÿ êîìáèíàöèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ.

Çàìå÷àíèå 3. Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû ìàòðèöû ñèñòåìû îáðàçóþò áà-

çèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå: Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíå¼íûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ ðå-

øåíè (ÔÑÐ).

Íà ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå îïðåäåëèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ÍÔÑÐ (íîð-

ìàëüíîé ÔÑÐ):

1) Ïðåîáðàçîâûâàåì ñèñòåìó ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ãàóññà.

A =

2 −1 3 −2 4

4 −2 5 1 7

2 −1 1 8 2

 ∼
−2 1 0 −13 −1

0 0 1 −5 1

0 0 0 0 0

, ãäå A - ìàòðèöà ñèñòåìû.

2) Îïðåäåëèâ ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû, íàõîäèì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðå-

øåíèé l.

l = n− r

, ãäå n-÷èñëî íåèçâåñòíûõ, r - ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû.

Â ïðèìåðå: l = 5− 2 = 3

3) Íàõîäèì ÔÑÐ, ñîñòîÿùóþ èç l ËÍÇ ñòîëöîâ ñ n êîîðäèíàòàìè.
·
·
·
·
·

 ,


·
·
·
·
·

 ,


·
·
·
·
·


Âûäåëÿåì èç ñèñòåìû áàçèñíûå íåèçâåñòíûå(íå ïóòàòü ñ áàçèñîì), ò.å. òàêèå

íåèçâåñòíûå, êîòîðûå âõîäÿò òîëüêî â îäíî óðàâíåíèå ñèñòåìû. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî

x2 è x3. Îñòàëüíûå ïåðåìåííûå, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü ñâîáîäíûìè, â îáùåì

ðåøåíèè ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ. Âûáåðåì èõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî-

áû íàøè èñêîìûå 3 ñòîëáöà áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Ñàìûé ïðîñòîé âàðèàíò

ýòî:
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
1

·
·
0

0

 ,


0

·
·
1

0

 ,


0

·
·
0

1


Äëÿ îòûñêàíèÿ îñòàâøèõñÿ êîîðäèíàò, ïîäñòàâëÿåì ñòîëáöû ÔÑÐ â èñõîäíóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé. Ïîäñòàâèâ ïåðâûé ñòîëáåö, ïîëó÷èì:−2 + x2 = 0

x3 = 0

Ïîñëå ïîñòàíîâêè âòîðîãî ïîëó÷èì:x2 − 13 = 0

x3 − 5 = 0

È íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ ïîëñëåäíèé ñòîëáåö, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå:x2 − 1 = 0

x3 + 1 = 0

Â èòîãå ïîëó÷åííàÿ ÔÑÐ èìååò âèä:
1

2

0

0

0

 ,


0

13

5

1

0

 ,


0

1

−1

0

1


Çàäà÷à. Ïîñòðîèòü ÍÔÑÐ äëÿ ÎÑÀÓ AX = θ

A =


1 0 2 1

2 1 −2 1

3 1 0 2

4 1 2 3

 X =


x1
x2
x3
x4


Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî X ∈ L4. Îïðåäåëèì ðàíã ìàòðèöû A

1 0 2 1

2 1 −2 1

3 1 0 2

4 1 2 3

 ∼


1 0 2 1

0 1 −6 −1

0 1 −6 −1

0 1 −6 −1

 ∼


1 0 2 1

0 1 −6 −1

0 0 0 0

0 0 0 0


Êàê âèäíî rankA = 2. Çíà÷èò l = 4− 2 = 2.

Ïåðâûå 2 ñòîëáöà ìàòðèöû îïðåäåëèì êàê áàçèñíûå, îñòàëüíûå êàê ñâîáîäíûå.
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Âûáèðàÿ 3 è 4 ñòîëáöû òàê, ÷òîáû îíè áûëè ËÍÇ, ïîëó÷èì:
·
·
0

1

 ,


·
·
1

0


Ïîäñòàâëÿåì ñòîëáöû â ñèñòåìó è íàõîäèì íåèçâåñòíûå:

Äëÿ ïåðâîãî:x1 + 1 = 0

x2 − 1 = 0

Äëÿ âòîðîãî:x1 + 2 = 0

x2 −−6 = 0 
−1

1

0

1

 ,


−2

6

1

0


Íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé(ÍÑËÀÓ)

Òåîðåìà (Êðîíåêåðà-Êàïåëëè). ÍÑËÀÓ ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ðàíã îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàò-

ðèöû.

AX = B, ãäå A-îñíîâíàÿ ìàòðèöà, (A|B) -ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà.

Òåîðåìà. Îáùåå ðåøåíèå ÍÑËÀÓ ðàâíî ñóììå îáùåãî ðåøåíèÿ ÎÑËÀÓ è

ëþáîé îòëè÷íîìó îò íóëÿ ÷àñòíîìó ðåøåíèþ ÍÑËÀÓ.

Ïðèìåð:2 −1 3 −2 4

4 −2 5 1 1

2 −1 1 8 2

∣∣∣∣∣∣∣
8

11

−2

 ∼

2 −1 3 −2 4

0 0 −1 5 −1

0 0 −2 10 −2

∣∣∣∣∣∣∣
8

−5

−10

 ∼

−2 1 −3 2 −4

0 0 1 −5 1

0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
−8

5

0

 ∼
−2 1 0 −13 −1

0 0 1 −5 1

0 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
7

5

0

 ∼
Êàê áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå:
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Xîáù = C1


1

2

0

0

0

+ C2


0

13

5

1

0

+ C3


0

1

−1

0

1


Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïîëîæèì x1 = x4 = x5 = 0. Òîãäà:x2 = 7

x3 = 5

X÷àñò =


0

7

5

0

0



Xîáù = C1


1

2

0

0

0

+ C2


0

13

5

1

0

+ C3


0

1

−1

0

1

+


0

7

5

0

0



17

https://vk.com/teachinmsu


Êîíñïåêò ïîäãîòîâëåí ñòóäåíòàìè, íå ïðîõîäèë
ïðîô. ðåäàêòóðó è ìîæåò ñîäåðæàòü îøèáêè

ñëåäèòå çà îáíîâëåíèÿìè íà VK.COM/TEACHINMSU

Ñåìèíàð 3. Ñîñòàâëåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïî

çàäàííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ñîâîêóïíîñòè

ðåøåíèé (ÔÑÐ). Ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà ïî

êîîðäèíàòàì.

Ñîñòàâëåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ïî çàäàííîé ôóíäàìåíòàëüíîé

ñîâîêóïíîñòè ðåøåíèé

Çàäà÷à. Äàíî:

x1 =


−12

−10

1

−1

 x2 =


6

4

−1

1


Ñîñòàâèòü ñèñòåìó ËÀÓ, äëÿ êîòîðûõ x1 è x2 ÿâëÿþòñÿ ÔÑÐ.

Ðåøåíèå: Êàê âèäíî âåêòîðû x1 è x2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Áóäåì èñõîäèòü

èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé: åñëè êàêîé-òî âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû,

òî âåêòîðû x1, x2 è x - ëèíåéíî çàâèñèìû.

x =


x1
x2
x3
x4


Ñîñòàâèì ìàòðèöó: 

−12 6 x1
−10 4 x2

1 −1 x3
−1 1 x4


Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷åííûå òðè âåêòîðà èç ÷åòûð¼õ êîîðäèíàò îêàçàëèñü ëè-

íåéíî çàâèñèìû, íóæíî, ÷òîáû áàçèñíûé ìèíîð ýòîé áûë ðàçìåðîì 2õ2 (rankM =

0). Èñïîëüçóåì ìåòîä Ãàóññà è ïîëó÷èì íåîáõîäèìûå ñîîòíîøåíèÿ.
−12 6 x1
−10 4 x2

1 −1 x3
−1 1 x4

 ∼


−12 6 x1
−10 4 x2

1 −1 x3
0 0 x3 + x4

 ∼


0 −6 12x3 + x1
0 −6 10x3 + x2
1 −1 x3
0 0 x3 + x4

 ∼


0 0 2x3 + x1 − x2
0 −6 10x3 + x2
1 −1 x3
0 0 x3 + x4


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Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàíã ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áûë ðàâåí 2, íóæíî, ÷òîáû ïåðâûé

è ÷åòâåðòûé ýëåìåíòû òðåòüåé ñòðîêè áûëè ðàâíû íóëþ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé:2x3 + x1 − x2 = 0

x3 + x4 = 0

Ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà

Ñòàíäàðòíûé áàçèñ - áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ, ó êîòîðûõ îäíà êîîð-

äèíàòà åäèíè÷íàÿ, à îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ.

Ñòàíäàðòíûé áàçèñ â L3:

e1 =

1

0

0

 , e2 =

0

1

0

 , e3 =

0

0

1


Ïðåîáðàçîâàíèå â äðóãîé áàçèñ e′ áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e′ = eC

, ãäå C-ìàòðèöà ïåðåõîäà.

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà e = (e1, e2, e3) ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé, òî ìàòðèöà ïåðåõîäà

îò áàçèñà e ê e′ ñîñòîèò èç ñòîëáöîâ êîîðäèíàò íîâîãî áàçèñà â ñòàðîì.

Äàííîå ïðàâèëî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ áàçèñîâ.

Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

Ïóñòü èìååòñÿ X ∈ Ln, à òàêæå äâà ðàçëè÷íûõ áàçèñà e′, e.
e′ = {e′1, e′2, e′3}, e = {e1, e2, e3}
Çàïèøåì ðàçëîæåíèå X ïî äâóì áàçèñàì.

eix
′i = X = e′ix

i

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ C = {cii′}, C−1 = {ci′i } (òåíçîðíàÿ çàïèñü) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
e = C−1e′ èëè ïî-äðóãîìó ei = ei′c

i′
i , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

eix
′i = e′ix

i = ei′c
i′
i x

i

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò:

xi
′
= ci

′

i x
i

èëè

X ′ = C−1X

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî êîîðäèíàòû ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàò-

ðèöû ïåðåõîäà â îòëè÷èå îò áàçèñà.
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Òå îáúåêòû, êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé ìàòðèöû ïåðåõîäà,

íàçûâàþòñÿ êîâàðèàíòíûìè, à òå îáúåêòû, êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ

îáðàòíîé ìàòðèöû ïåðåõîäà, íàçûâàþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè. Ïðè ýòîì äëÿ

êîíòðàâàðèàíòíûõ âåëè÷èí èíäåêñû îáû÷íî ïèøóòñÿ ñâåðõó, à äëÿ êîâàðèàíòíûõ

ñíèçó.

Çàäà÷à. Â ñòàíäàðòíîì áàçèñå äàíû íàáîðû ËÍÇ âåêòîðîâ.

f = {

1

2

1

 ,

1

1

0

 ,

1

1

2

}, g = {

 0

−1

1

 ,

1

0

1

 ,

 0

−1

−1

}
Íóæíî ïîëó÷èòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñó ê f è g.

Ðåøåíèå: Ïóñòü:

g = fC

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:f = eF

g = eG
⇒

fF−1 = e

g = fF−1G

, ãäå F,G-ìàòðèöû ïåðåõîäîâ îò ñòàíäàðòíîãî áàçèñà e ê áàçèñàì f è g ñîîò-

âåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî C = F−1G.

Íàéä¼ì F−1 ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ãàóññà.1 1 1

2 1 1

1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ∼

1 0 0

2 1 1

1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 0

0 1 0

0 0 1

 ∼

1 0 0

0 1 1

0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 0

2 −1 0

1 −1 1

 ∼

1 0 0

0 1 1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 0

2 −1 0

1/2 −1/2 1/2

 ∼
1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 0

3/2 −1/2 −1/2

1/2 −1/2 1/2


Òàêèì îáðàçîì

F−1 =
1

2

−2 2 0

3 −1 −1

1 −1 1



C = F−1G = 1
2

−2 2 0

3 −1 −1

1 −1 1


 0 1 0

−1 0 −1

1 1 −1

 = 1
2

−2 −2 −2

0 0 2

2 2 0

 =

=

−1 −1 −1

0 0 1

1 1 0


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Çàäà÷à. Äàí âåêòîð X â áàçèñå f :

Xf =

1

1

1


Íàéòè Xg

Ðåøåíèå: Êàê ìû óæå çíàåì:

Xg = C−1Xf

Ìàòðèöó ïåðåõîäà C ìû íàøëè â ïðåäûäóùåì çàäàíèè.

C =

−1 −1 −1

0 0 1

1 1 0


Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ãàóññà íàéä¼ì C−1.−1 −1 −1

0 1 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ∼

−1 0 0

0 1 1

1 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

0 1 0

0 −1 1

 ∼

 1 0 0

0 1 1

−1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 0

0 1 0

0 −1 1

 ∼
1 0 0

0 1 1

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 0

0 1 0

−1 0 −1

 ∼
1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 0

1 1 1

−1 0 −1


C−1 =

−1 −1 0

1 1 1

−1 0 −1


Â èòîãå:

Xg =

−1 −1 0

1 1 1

−1 0 −1


1

1

1

 =

−2

3

−2


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Ñåìèíàð 4. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû.

Îïðåäåëåíèå: Ëèíåéíûì îïåðàòîðîì (ËÎ), äåéñòâóþùèì èç ïðîñòðàíñòâà

Ln â ïðîñòðàíñòâî Lm íàçûâàåòñÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ A(~x) âåêòîðíîãî àðãóìåíòà,

îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè ëèíåéíîñòè:

1) A~x+ ~y = A(~x) + A(~y),∀~x, ~y ∈ Ln
2) A(α~x) = αA(~x),∀~x ∈ Ln, α ∈ K
Îïðåäåëåíèå: Ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A(e) íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò

äåéñòâèÿ ýòîãî îïåðàòîðà íà áàçèñ.

~ai = A(~ei)

~ai = aki ~ek

A = {aki }

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå îïåðàòîðà A íà âåêòîð ~y ∈ Ln

A(~y) = A(eiy
i) = yiA(ei) = yi~ai = yiaki ek = AY

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðîâ

Ïóñòü Y ′- ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà Y = AX â áàçèñå e′ = eC.

A′X ′ = Y ′ = C−1Y = C−1AX = C−1ACX ′

Òàêèì îáðàçîì â ìàòðè÷íîì âèäå çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà èìååò âèä:

A′ = C−1AC

Ïîëó÷èì òåïåðü âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ â òåíçîðíîì âèäå.

ei′a
i′

k′x
k′ = ~y = ei′y

i′ = ei′c
i′

i y
i = ei′c

i′

i a
i
kx

k = ei′c
i′

i a
i
kc
k
k′x

k′

Â èòîãå:

ai
′

k′ = ci
′

i a
i
kc
k
k′

Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé ìàòðèöû

ïåðåõîäà C, òàê è ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé C−1, ëèíåéíûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ 1 ðàç

êîâàðèàíòíûì è 1 ðàç êîíòðàâàðèàíòíûì òåíçîðîì (òåíçîð 2 ðàíãà).

Çàäà÷à. Ïóñòü ~y = a~i+ b~j+ c~k -ôèêñèðîâàííûé âåêòîð ËÏ L3, A - îïåðàòîð:

∀x ∈ L3 : A(~x) = [~x, ~y]. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð A ëèíåéíûé è íàéäèòå åãî

ìàòðèöó â áàçèñå {i, j, k}.
Ðåøåíèå: Ëèíåéíîñòü îïåðàòîðà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè âåê-

òîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàéä¼ì ìàòðèöó îïåðàòîðà.
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Êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû A - ýòî êîîðäèíàòû ñòîëáöà, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåçóëü-

òàòîì äåéñòâèÿ îïåðàòîðà íà áàçèñíûå âåêòîðû.

~a1 = [~i, ~y] = [~i, a~i+ b~j + c~k] = a[~i,~i]︸ ︷︷ ︸
=0

+b[~i,~j] + c[~i,~k] = b~k − c~j =

 0

−c
b


~a2 = [~j, ~y] = [~i, a~i+ b~j + c~k] = a[~j,~i] + b[~j,~j]︸ ︷︷ ︸

=0

+c[~j,~k] = −a~k + c~i =

 c

0

−a


~a3 = [~k, ~y] = [~k, a~i+ b~j + c~k] = a[~k,~i] + b[~k,~j] + c[~k,~k]︸ ︷︷ ︸

=0

= a~j − b~i =

−ba
0



A =

 0 c −b
−c 0 a

b −a 0


Çàäà÷à. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D(cosx, sinx) x ∈ R.
Ðåøåíèå: Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ëþáîå äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî èçîìîðô-

íî äâóìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó ñòîëáöîâ ñ äâóìÿ êîîðäèíàòàìè. Ïîýòîìó ìû ìîæåì

ïîñòàâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå:

cosx←→

(
1

0

)
sinx←→

(
0

1

)

D(cosx) = − sinx =

(
0

−1

)
D(sinx) = cos x =

(
1

0

)

Â èòîãå: D =

(
0 1

−1 0

)
Çàäà÷à. Â äâóìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå B2 ðàäèóñ-âåêòîðîâ ñ îáùèì

íà÷àëîì O çàäàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {e1, e2} è ââåäåíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñè-

ñòåìà êîîðäèíàò. ËÎ A ïåðåâîäèò ∀~a ∈ B2 â âåêòîð ~b, ñèììåòðè÷íûé ~a îòíîñè-

òåëüíî ïðÿìîé x2 = kx1. Íàéòè ìàòðèöó â áàçèñå {e1, e2}
Ðåøåíèå: Ïóñòü f1 - âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü ïðÿìîé, à f2-âåêòîð, ïåð-

ïåíäèêóëÿðíûé åé, òîãäà Af1 = f1 è Af2 = −f2. Ïîëó÷àåì, ÷òî â áàçèñå f :

Af = (f1, f2) =

(
1 0

0 −1

)
Îïðåäåëèì ìàòðèöó ïåðåõîäà èç e â f . Äëÿ íà÷àëà çàïèøåì êàíîíè÷åñêîå

óðàâíåíèå ïðÿìîé:
x1

1
=
x2

k
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e2

e1

x
2 =

kx
1

f1

f2

Ðèñ. 4.1: Ðèñóíîê ê çàäà÷å

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî f1 =

(
1

k

)
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî fT1 f2 = 0, íàõîäèì

f2 =

(
k

−1

)
.

Òàêèì îáðàçîì:

C =

(
1 k

k −1

)
Af = C−1AeC ⇒ CAfC

−1 = Ae

C−1 =
1

1 + k2

(
1 k

k −1

)

Ae =

(
1 k

k −1

)(
1 0

0 −1

)
1

1+k2

(
1 k

k −1

)
= 1

1+k2

(
1 −k
k 1

)(
1 k

k −1

)
=

= 1
1+k2

(
1− k2 2k

2k k2 − 1

)
Çàäà÷à. Â òð¼õìåðíîì äåêàðòîâîì áàçèñå ~i,~j,~k çàäàí îïåðàòîð A, êîòîðûé

êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå å¼ îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ

íà ïëîñêîñòü x+ y + z = 0. Ñîñòàâèòü ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â áàçèñå ~i,~j,~k.

Ðåøåíèå:

1) Óêàæåì òðè âåêòîðà, ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà A íà êîòîðûå áóäåò

íàèáîëåå î÷åâèäåí.

Ïóñü f1 =

1

1

1

, òîãäà Af1 = θ. Äëÿ âåêòîðîâ f2 è f3, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè
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~j

~k

~i

{1, 1, 1}

x+
y +

z =
0

Ðèñ. 4.2: Ïîÿñíèòåëüíûé ðèñóíîê ê çàäà÷å

x+ y + z = 0, Af2 = f2, Af3 = f3. Â áàçèñå f :

f1 =

1

0

0

 , f2 =

0

1

0

 , f3 =

0

0

1

 .

Â èòîãå: Af =

0 0 0

0 1 0

0 0 1


Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè A â áàçèñå ~i,~j,~k, îïðåäåëèì ìàòðèöó ïåðåõîäà.

C = (f1e, f2e, f3e)

Ïîñêîëüêó f2 è f3 ëåæàò â ïëîñêîñòè, äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü

ëèíåéíîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå x+ y + z = 0.

Äàííîå óðàâíåíèå çàäàíî ìàòðèöåé, èìååùåé ðàíã, ðàâíûé 1 â L3. Îòñþäà

l = 3− 1 = 2 - êîë-âî ýëåìåíòîâ ÔÑÐ.

Â êà÷åñòâå ñâîáîäíûõ êîîðäèíàò âûáåðåì y è z. Òîãäà: ·1
0

 ,

 ·0
1


Ïîäñòàâèâ ïîî÷åð¼äíî äàííûå çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèÿ, îïðåäåëèì êîîðäèíàòû

x ÔÑÐ: −1

1

0

 ,

−1

0

1


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Òàêèì îáðàçîì â áàçèñå ~i,~j,~k:

f1 =

1

1

1

 , f2 =

−1

1

0

 , f3 =

−1

0

1

 .

C =

1 −1 −1

1 1 0

1 0 1


Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ãàóññà íàõîäèì, ÷òî:

C−1 =
1

3

 1 1 1

−1 2 −1

−1 −1 2



Ae = CAfC
−1 = 1

3

1 −1 −1

1 1 0

1 0 1


0 0 0

0 1 0

0 0 1


 1 1 1

−1 2 −1

−1 −1 2

 =

= 1
3

0 −1 −1

0 1 0

0 0 1


 1 1 1

−1 2 −1

−1 −1 2

 = 1
3

 2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2


ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Îïðåäåëåíèå: Îáðàçîì ËÎ A(Ln −→ Lm) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî y ∈ Lm,

òàêèõ ÷òî ∃x ∈ Ln : A(x) = y.

y = Ax = A(eix
i) = xiA(ei)

Êàê ìîæíî çàìåòèòü âåêòîð y - ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû îïå-

ðàòîðà. Èíà÷å ãîâîðÿ, îáðàç (imA) - ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.

Îïðåäåëåíèå:ßäðîì(kerA) ËÎ A(Ln −→ Lm) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî xn ∈ Ln,
òàêèõ ÷òî A(x) = θ.

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû A(x) = θ ìîæíî ïîñ÷èòàòü êàê:

dim(kerA) = n− dim(imA)︸ ︷︷ ︸
=rankA

. Îòñþäà ïîëó÷àåì îáùóþ ôîðìóëó:

dim(kerA) + dim(imA) = n

Çàìå÷àíèå: kerA⊕ imA 6=︸︷︷︸
íå îáÿçàòåëüíî

Ln (ÿäðî è îáðàç íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ïðÿ-

ìîé ñóììîé).

Ïðèìåð:

A =

(
0 0

1 0

)
, imA = L

(
0

1

)
, kerA = L

(
0

1

)
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Çàäà÷à. Íàéòè ÿäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà:

A =

−1 −1 0

1 1 −1

1 1 0


Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé è ïîñëåäíèé ñòîëáöû ëèíåéíî çàâèñèìû. Çíà-

÷èò:

imA = L{

−1

1

1


−1

−1

0

}
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ÿäðî îïåðàòîðà, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé:

AX = θ

Âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì Ãàóññà:−1 −1 0

1 1 −1

1 1 0

 ∼
−1 −1 0

0 0 −1

0 0 0

 ∼
1 1 0

0 0 1

0 0 0


Ïîñëåäíèå äâà ñòîëáöà ïðèìåì êàê áàçèñíûé, à ïåðâûé êàê ñâîáîäíûé. l =

3− 2 = 1 -ðàçìåðíîñòü ÔÑÐ. 1

·
·


Ïîäñòàâèâ â ñèñòåìó, ïîëó÷èì:

1 + x2 = 0

x3 = 0
⇒

x2 = −1

x3 = 0

Â èòîãå ÿäðî îïåðàòîðà èìååò âèä:

kerA = L{

 1

−1

0

}
Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèìàòü ëèøü òå îïåðàòîðû A, êîòîðûå äåéñòâóþò èç Ln

â Ln.

Èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è

ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Îïðåäåëåíèå: ËÏÏ I íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ËÎ A,

åñëè ∀x ∈ Ln ⇒ A(x) ∈ I.
Ïðèìåðû ÈÏÏ:
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1) Ln;

2) θ;

3) kerA;

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü x ∈ kerA⇒ Ax = θ, òîãäà A(Ax) = θ ⇒ Ax ∈ kerA
4) imA.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü y ∈ imA⇒ ∃x : Ax = y. Ïî îïðåäåëåíèþ Ay ∈ imA.
Åñëè f - áàçèñ îäíîìåðíîãî ÈÏÏ ËÎ A, òî f óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Af =

λf, λ ∈ K.
Áàçèñ ÈÏÏ ìîæåò áûòü íàéäåò êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû:

(A− λE) = θ

Êàê èçâåñòíî, íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû áóäåò ñóùåñòâîâàòü òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà:

det(A− λE) = 0

Ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, à λ íàçûâàåòñÿ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì(ÑÇ) ËÎ A.

Îïðåäåëåíèå: Ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ áàçèñ îäíî-

ìåðíîãî ÈÏÏ ËÎ A.

Îïðåäåëåíèå: Ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùåì ÑÇ λ,

íàçûâàåòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð f , ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ det(A−λE) = 0.

Îáà îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Ïðèìåð �1. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ËÎ A:

A =

(
−1 2

−4 5

)

Ðåøåíèå:

A− λE =

(
−1 2

−4 5

)
− λ

(
1 0

0 1

)
=

(
−1− λ 2

−4 5− λ

)

det(A− λE)

∣∣∣∣∣−1− λ 2

−4 5− λ

∣∣∣∣∣ = (λ− 5)(λ+ 1) + 8 = 0⇒ λ2 − 4λ+ 3 = 0⇒

(λ− 1)(λ− 3) = 0

Íàéä¼ì ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

λ = 1 : (A− λE)f1 = θ ⇒

(
−2 2

−4 4

)
f1 = θ ⇒

(
1 −1

0 0

)
f1 = θ ⇒

f1 =

(
1

1

)
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λ = 3 : (A− λE)f2 = θ ⇒

(
−4 2

−4 2

)
f2 = θ ⇒

(
−2 1

0 0

)
f2 = θ ⇒

f2 =

(
1

2

)

Ïðèìåð �2. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ËÎ A:

A =

(
2 −1

1 0

)

Ðåøåíèå:

det(A− λE)

∣∣∣∣∣2− λ −1

1 −λ

∣∣∣∣∣ = λ(λ− 2) + 1 = λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2 ⇒ λ = 1

(A− λE)f = θ ⇒

(
1 −1

1 −1

)
f = θ ⇒

(
1 −1

0 0

)
f = θ ⇒

f =

(
1

1

)
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îïåðàòîð A èìååò òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî íè â êàêîì áàçèñå ìàòðèöà A íå ïðèíèìàåò äèàãîíàëüíîãî âèäà.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé

Îïðåäåëåíèå: Àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ(ÀÊ) ÑÇ λ0 îïåðàòîðà A íàçû-

âàåòñÿ ñòåïåíü îäíî÷ëåíà (λ − λ0) â ðàçëîæåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-

íà(ÕÌ) íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Îïðåäåëåíèå: Ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ(ÃÊ) ÑÇ îïåðàòîðà ÑÇ λ0 îïå-

ðàòîðà A íàçûâàåòñÿ êîë-ëî ËÍÇ ÑÂ, îòâå÷àþùèõ λ0.

Â ïðèìåðå 2 ÀÊ λ0 = 1 −→ 1, ÃÊ λ0 = 1 −→ 1.

Ïðèìåð �3. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ËÎ

à)A(Ln(R))

A =

(
1 −2

1 1

)

Ðåøåíèå:

det(A− λE)

∣∣∣∣∣1− λ −2

1 −1− λ

∣∣∣∣∣ = (λ+ 1)(λ− 1) + 2 = λ2 + 1 = 0⇒ λ = ±i /∈ R

Çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
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á) A(Ln(C))

λ1 = i :

(
1− i −2

1 −1− i

)
f1 = θ ⇒

(
0 0

1 −1− i

)
f1 = θ ⇒

f1 =

(
1 + i

1

)

λ1 = −i :

(
1 + i −2

1 −1 + i

)
f2 = θ ⇒

(
0 0

1 −1 + i

)
f2 = θ ⇒

f2 =

(
1− i

1

)

Ïðèìåð �3. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ËÎ A:

A =

 0 1 0

−1 2 0

0 0 1


Ðåøåíèå:

det(A−λE) =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0

−1 2− λ 0

0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ == −λ(λ−1)(λ−2)+(1−λ) = −(λ−1)(λ(λ−

2) + 1) = −(λ− 1)(λ2 − 2λ+ 1) = −(λ− 1)3 ⇒ λ = 1(ÀÊ = 3)

(A− λE)f = θ

−1 1 0

−1 1 0

0 0 0

 f = θ ⇒

−1 1 0

0 0 0

0 0 0

⇒

f1 =

1

1

0

 , f2 =

0

0

1


ÃÊ λ = 1 ðàâíà 2.

Óòâåðæäåíèå: Àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ÑÇ áîëüøå ëèáî ðàâíà ãåîìåòðè-

÷åñêîé êðàòíîñòè ýòîãî ÑÇ.
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Ñåìèíàð 5. Áèëèíåéíûå ôîðìû.

Îïðåäåëåíèå: Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ B(~x, ~y) íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîð-

ìîé(ÁÔ), åñëè îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè ïî äâóì àðãóìåíòàì. Ò.å.

∀ ~x1, ~y1 ∈ Ln è ∀ ~x2, ~y2 ∈ Ln,∀α ∈ K:
B( ~x1 + ~x2, ~y1) = B( ~x1, ~y1) +B( ~x2, ~y1);

B(α~x1, ~y1) = αB( ~x1, ~y1).

B( ~x1, ~y1 + ~y2) = B( ~x1, ~y1) +B( ~x1, ~y2)

B(a ~x1, α~y1) = αB( ~x1, ~y1)

Îïðåäåëåíèå: Ìàòðèöåé ÁÔ íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàò å¼ äåéñòâèÿ íà áàçèñ

B(ei, ek) = bik.

Ïðèìåð: Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ còåïåíè íà âûøå 1, çàäàííûé íà [−1, 1]:

P0(n 6 1, [−1, 1]) çàäàíà ÁÔ:

B(g, f) =

∫ 1

−1
g(x)f(x)dx

Íàéòè ìàòðèöó ÁÔ.

Ðåøåíèå: Èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà ÿñíî, ÷òî äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ëèíåéíà ïî

äâóì àðãóìåíòàì. Áóäåì èñêàòü å¼ ìàòðèöó, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ. Çàäàäèì áàçèñ:

e1 = 1, e2 = x

B =

(∫ 1

−1 e1e1dx
∫ 1

−1 e1e2dx∫ 1

−1 e2e1dx
∫ 1

−1 e2e2dx

)
=

(∫ 1

−1 1dx
∫ 1

−1 xdx∫ 1

−1 xdx
∫ 1

−1 x
2dx

)
=

(
1 0

0 2/3

)
Ïîñêîëüêî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó ñòîëáöîâ êîîðäè-

íàò, áèëèíåéíóþ ôîðìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

B(~x, ~y) = B(xiei, y
kek) = xiykB(ei, ek) = bikx

iyk = XTBY

Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ áèëèíåéíîé ôîðìû

Òàê áèëèíåéíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, òî îíà èíâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ

ê èçìåíåíèþ áàçèñà.

X ′TBY ′ = XTBY = (CX ′)TBCY = X ′TCTBCY .

Ñîïîñòàâëÿÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè, ïîëó÷àåì:

B′ = CTBC

Ïîñêîëüêó â ïðåîáðàçîâàíèè áèëèíåéíîé ôîðìû ó÷àâñòâóþò äâå ïðÿìûõ ìàòðèöû

ïåðåõîäà, òî ÿâëÿåòñÿ äâàæäû êîâàðèàíòíûì òåíçîðîì (òåíçîðîì ðàíãà 2).

Äëÿ òðåíèðîâêè ïîëó÷èì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ â òåíçîðíîì âèäå.

B(~x′, ~y′) = B(ei′xi′ , ek′x
k′) = B(ei′ , ek′)x

i′xk
′
= bi′k′x

i′xk
′

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ ei′c
i
i′ei:
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B(ei′xi′ , ek′x
k′) = B(cii′ei, c

k
k′ek)x

i′xk
′
= cii′c

k
k′B(ei, ek)x

i′xk
′
= cii′c

k
k′bikx

i′xk
′

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñî âòîðûì, ïîëó÷àåì:

bi′,k′c
i
i′c

k
k′bik

Âûâîä: rankB è çíàê detB èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ áàçèñà.

Îïðåäåëåíèå: Áèëèíåéíàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè B(~x, ~y) =

B(~y, ~x) ∀~x, ~y ∈ Ln.
Îïðåäåëåíèå: Áèëèíåéíàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé, åñëè

B(~x, ~y) = −B(~y, ~x) ∀~x, ~y ∈ Ln.
Òåîðåìà: Ëþáàÿ ÁÔ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà ñèììåòðè÷íîé

è êîñîñèììåòðè÷íîé ÁÔ

Äîêàçàòåëüñòâî:

B(~x, ~y) = 1
2
B(~x, ~y) + 1

2
B(~x, ~y) + 1

2
B(~y, ~x) = 1

2
B(~y, ~x) =

1

2
(B(~x, ~y) +B(~y, ~x))︸ ︷︷ ︸
ñèììåòðè÷íàÿ ÁÔ

+
1

2
(B(~x, ~y)−B(~y, ~x))︸ ︷︷ ︸
êîñîñèììåòðè÷íàÿ ÁÔ

Çàäà÷à: Ïðåäñòàâèòü ÁÔ

B(~x, ~y) = x1y1 + 2x1y2 + 2x2y2 + 4x2y3 + 5x3y3

â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîé è êîñîñèììåòðè÷íîé ôîðì.

Ðåøåíèå: Çàïèøåì ìàòðèöó ÁÔ.

B =

1 2 0

0 2 4

0 0 5


Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå:

B(~x, ~y) =
1

2
(B +BT ) +

1

2
(B −BT )

Òîãäà:

Bs =
1

2

1 2 0

0 2 4

0 0 5

+

1 0 0

2 2 2

0 4 5

 =

1 1 0

1 2 2

0 2 5



Ba =
1

2

1 2 0

0 2 4

0 0 5

−
1 0 0

2 2 2

0 4 5

 =

 0 1 0

−1 0 2

0 −2 0


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Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

Îïðåäåëåíèå: Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé(ÊÔ), ïîëÿðíîé ê ÁÔ B(~x, ~y) íàçûâà-

åòñÿ ôóíêöèÿ Q(~x) = B(~x, ~x) ∀~x ∈ Ln.
Çàäà÷à: Îïðåäåëèòü ìàòðèöó ÊÔ, ïîëÿðíîé ê B(~x, ~y) èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

Ðåøåíèå: Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ~y ~x, ïîëó÷èì:

Q(~x) = (x1)2 + 2x1x2︸ ︷︷ ︸)x1x2 + x2x1 + 2(x2)2 + 4x2x3︸ ︷︷ ︸
2x2x3+2x3x2

+5(x3)2

Q =

1 1 0

1 2 2

0 2 5

 = Bs

Òåîðåìà: Â ËÏ, â êîòîðîì çàäàíà ÊÔ Q(~x) ñóùåñòâóåò òàêîé áàçèñ {ek},
â êîòîðîì ÊÔ èìååò äèàãîíàëüíûé âèä Q = diag(λi), i = 1, n, λi = {0,±1}.

Âèä, â êîòîðîì Q = diag(λi) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âèäîì ÊÔ.

Ìåòîä Ëàãðàíæà ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê

êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ïðèìåð �1. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ÊÔ:

Q = 2x1x2 + (x3)2 + x2x3 + 2x1x3

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòà x3 ïðèñóòñòâóåò â Q â êâàäðàòå. Âûäåëèì

ïîëíûé êâàäðàò èç âñåõ ñëàãàåìûõ, êîòîðûå ñîäåðæàò ýòó êîîðäèíàòó (åñëè òàêèõ

êîîðäèíàò íåñêîëüêî, âûáèðàòü íóæíî òó, ñëàãàåìûõ ñ êîòîðîé â ÊÔ áîëüøå).

Q = 2x1x2 + ((x3)2 + x2x3 + 2x1x3 + 1
4
(x2)2 − 1

4
(x2)2 + (x1)2 − (x1)2) = 2x1x2 +

(x3 + 1
2
x2 + x1)2 − 1

4
(x2)2 − (x1)2

Ïîâòîðÿÿ òàêóþ æå ïðîöåäóðó äëÿ x1, ïîëó÷èì:

Q = (x3 + 1
2
x2 + x1)2 − (x1 − x2)2 + 3

4
(x2)2

Ñäåëàåì çàìåíó:
y1 = x3 + 1

2
x2 + x1

y2 = x1 − x2

y3 =
√
3
2
x2

⇒ Q = (y1)2 − (y2)2 + (y3)2

Q′ =

1 0 0

0 −1 0

0 0 1


Íàéä¼ì òåïåðü ìàòðèöó ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.
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Y = C−1X, ãäå C−1 =

1 1
2

0

1 −1 0

0
√
3
2

0


Ïðèìåð �2. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ÊÔ:

Q = x1x2 + (x3)2 + x2x3 + 2x1x3

Ðåøåíèå: Q = x1x2 + (x3)2 + x2x3 + 2x1x3 = (x3)2 + 21
2

+ 2x1x3 + 1
4
(x2)2 +

(x1)2 − 1
4
(x2)2 − (x1)2 + x1x2 = (x3 + 1

2
x2 + x1)2 − (x1 − 1

2
x2)2 = (y1)2 − (y2)2 + 0(y3)2

Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòà y3 íå îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Âûáåðåì å¼ òàê, ÷òîáû

ìàòðèöà ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó áûëà íåâûðîæäåííîé. Â íàøåì ñëó÷àå

ìîæíî âûáðàòü y3 = x3. Òîãäà


y1 = x3 + 1

2
x2 + x1

y2 = x1 − 1
2
x2

y3 = x3

⇒ C−1 =

1 1
2

0

1 −1
2

0

0 0 1

 ⇒

C =

1
2

1
2
−1

2

1 −1 −1

0 0 1


Ïðèìåð �3. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ÊÔ:

Q = x1x2 + x3x4

Ðåøåíèå: Â êà÷åñòâå íîâûõ êîîðäèíàò âûáåðåì:

y1 =
1

2
(x1 + x2) y3 =

1

2
(x3 + x4)

y2 =
1

2
(x1 − x2) y4 =

1

2
(x3 − x4)

Òîãäà

x1 = y1 + y2 x3 = y3 + y4

x2 = y1 − y2 x4 = y3 − y4

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûå âûðàæåíèÿ â ÊÔ, ïîëó÷èì:

Q = (y1)2 − (y2)2 + (y3)2 − (y4)2

Ìàòðèöà ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó äëÿ äàííîé ÊÔ èìååò âèä:

C =


1 1 0 0

1 −1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 −1


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Îáîáùàÿ ïðèâåä¼ííûå âûøå ïðèìåðû, çàïèøåì òåïåðü îñíîâíûå ïðè¼ìû ìå-

òîäà Ëàãðàíæà.

Ïðè¼ì �1. Åñëè â çàïèñå ÊÔ êàêàÿ-òî êîîðäèíàòà xi ñîäåðæèòñÿ â êâàäðà-

òå, òî íåîáõîäèìî ñíà÷àëà îáúåäèíèòü âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå êîîðäèíàòó xi â

ïîëíûé êâàäðàò. Ïðè ýòîì ñòîèò âûáèðàòü òó êîîðäèíàòó, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â

íàèáîëüøåì êîë-âå ñëàãàåìûõ.

Ïðè¼ì �2. Åñëè â êàíîíè÷åñêîì âèäå ÊÔ êàêàÿ-òî êîîðäèíàòà óìíîæàåòñÿ

íà 0, òî ïðè ñîñòàâëåíèè ìàòðèöû ïåðåõîäà, ñòðî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé êîîð-

äèíàòå, âûáèðàåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàòðèöà C−1 îêàçàëàñü íåâûðîæäåííîé.

Ïðè¼ì �3. Åñëè â çàïèñè ÊÔ íè îäíà èç êîîðäèíàò íå ñîäåðæèòñÿ â êâàäðàòå,

òî íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü ïðåîáðàçîâàíèå, ïðåäñòàâëåííîå â ïðèìåðå �3.
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Ñåìèíàð 6. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå: Áèëèíåéíàÿ ôîðìà B(~x, ~y) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðå-

äåë¼ííîé, åñëè ∀~x ∈ Ln, ~x 6= θ : B(~x, ~x) > 0.

Îïðåäåëåíèå: Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Ln íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì(En), åñëè

â í¼ì îïðåäåëåíà ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ÁÔ G(~x, ~y), íàçûâà-

åìàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (~x, ~y).

G(x, y) = XTGY = gikx
ixk,

ãäå gik = (ei, ek) - êîâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð(òåíçîð Ãðàììà).

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1) ∀~x, ~y ∈ Ln : (~x, ~y) = (~y, ~x);

2)∀~x, ~y, ~z ∈ Ln : ( ~x+ y, ~z) = (~x, ~z) + (~y, ~z);

3) ∀~x, ~y ∈ Ln, α ∈ K : (α~x, ~y) = α(~x, ~y);

4) ∀~x ∈ Ln : (~x, ~x) > 0, ïðè ýòîì (~x, ~x) = 0⇔ ~x = θ.

Îïðåäåëåíèå: Íîðìîé âåêòîðà x ∈ En íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ||~x|| =
√

(~x, ~x).

Çàäà÷à: Â áàçèñå ~e1, ~e2 ∈ E2:

~x = x1~e1 + x2~e2

~y = y1~e1 + y2~e2

a) Ìîæíî ëè â E2 ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå:

1) (~x, ~y) = x1y1 − 2x2y2;

2) (~x, ~y) = 2x1y1 + 3x2y2;

3) (~x, ~y) = x1y1 − x1y2 − x2y1 + 3x2y2.

á) Âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ~x = ~e1 + ~e2, ~y = −~e1.
â) Íàéòè ||x||.
Ðåøåíèå: Çàïèøåì ìàòðèöû ÁÔ.

1)

(
1 0

0 −2

)
Êàê âèäíî ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. ×òîáû îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè

ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Ñèëüâåñòðà (åñëè

âñå ìèíîðû ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíû, òî ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ). Â

íàøåì ñëó÷àå âòîðîé ìèíîð ìàòðèöû îòðèöàòåëåí, ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöà íå ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ.

2)

(
2 0

0 3

)
Ìàòðèöà ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ, ñëåäîâàòåëüíî ìîæåò

çàäàâàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
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3)

(
1 −1

−1 3

)
Î÷åäèäíî, ÷òî ìàòðèöà ñèììåòðè÷íàÿ. Ïåðâûé ìèíîð ìàòðèöû ðàâåí 1, âòî-

ðîé (1 · 3 − (−1)(−1) = 2. Òî åñòü ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ è ìîæåò

çàäàâàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Íàéä¼ì òåïåðü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ èç ïóíêòà á) ñ ïîìîùüþ ôîð-

ìóëû 3).

(~x, ~y) = XTGY

~x =

(
1

1

)
, ~y =

(
−1

0

)

(~x, ~y) =
(

1 1
)( 1 −1

−1 3

)(
−1

0

)
=
(

1 1
)(−1

1

)
= 0

Íàêîíåö íàéä¼ì íîðìó x.

||x|| =
√
XTGY =

√√√√(1 1
)( 1 −1

−1 3

)(
1

1

)
=

√√√√(1 1
)(0

2

)
=
√

2

Îïðåäåëåíèå: Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ B(~x, ~y) äâóõ âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ ~x, ~y ∈
Ln(C) íàçûâàåòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíîé, åñëè:

∀ ~x1, ~x2, ~y1, ~y2 ∈ Ln(C),∀α ∈ C
1) B( ~x1 + ~x2, ~y1) = B( ~x1, ~y1) +B( ~x2, ~y1);

2) B(α~x1, ~y1) = αB( ~x1, ~y1);

3) B( ~x1, ~y1 + ~y2) = B( ~x1, ~y1) +B( ~x1, ~y2);

4) B( ~x1, α~y1) = αB( ~x1, ~y1).

Äåéñòâèå ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìû.

B(~x, ~y) = B(eix
i, eky

k) = B(ei, ek)x
iyk = XTBY

Îïðåäåëåíèå: Ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé, åñëè ∀~x, ~y ∈
Ln : B(~x, ~y) = B(~y, ~x).

B(~y, ~x) = B(ekxk, eixi) = B(ek, ei)ykxi = B(ek, ei)ykx
i

B(ei, ek) = B(ek, ei)⇒ B = BT

Îïðåäåëåíèå: Ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà B(~x, ~y), çàäàííàÿ â Ln(C) íàçûâàåòñÿ

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, åñëè ∀x ∈ Ln, ~x 6= θ : B(~x, ~x) > 0.

Îòìåòèì, ÷òî B(~x, ~x) = B(~x, ~x).

Óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå: Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Ln(C) íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì(Un), åñ-

ëè â í¼ì îïðåäåëåíà ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîð-

ìà G(~x, ~y), íàçûâàåìàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Çàäà÷à: Ìîæíî ëè ââåñòè â ËÏ L2(C) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå:

1) (~x, ~y) = x1y1 + ix1y2 + (i+ 1)x2y1 + 3x2y2;
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2) (~x, ~y) = 2x1y1 + ix1y2 − ix2y1 + x2y2;

3) (~x, ~y) = x1y1 + (1 + i)x1y2 + (1− i)x2y1 − x2y2.
Ðåøåíèå: Ñîñòàâèì ìàòðèöû ôîðì.

1)

(
1 i

i− 1 3

)
Êàê âèäíî B 6= BT , çíà÷èò ìàòðèöà ÏÔ íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé. ÏÔ íå ìîæåò

çàäàâàòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

2)

(
2 i

−i 1

)
(

2 i

−i 1

)T

=

(
2 −i
i 1

)T

=

(
2 i

−i 1

)
Ñâîéñòâî ýðìèòîâîñòè âûïîëíåíî. Ïåðâûé ìèíîð ðàâåí 2, âòîðîé 2−(−i)i = 1,

ñëåäîâàòåëüíîé ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ. Çíà÷èò ñ å¼ ïîìîùüþ ìîæíî

çàäàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

3)

(
1 1 + i

−1 + i −1

)
(

1 1 + i

−1 + i −1

)T

=

(
1 1− i

−1− i −1

)T

=

(
1 −1− i

1− i −1

)
Êàê âèäíî, ìàòðèöà íå ýðìèòîâà.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû 2) íàéä¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:

x =

(
1 + i

2− i

)
, y =

(
3i

1− i

)

(x, y) = XTGY =
(

1 + i 2− i
)( 2 i

−i 1

)(
−3i

1 + i

)
=
(

1 1
)(−3i

1 + i

)
= 1− 2i

Íàéä¼ì íîðìó x.

||x|| =
√
XTGY =

√√√√(1 + i 2− i
)( 2 i

−i 1

)(
1− i
2 + i

)
=
√

1− i+ 2 + i =
√

3
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Ñåìèíàð 7. Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.

Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå.

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

∀x, y ∈ En, λ ∈ R ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ (x+ λy, x+ λy).

Ïî ñâîéñòâàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

(x+ λy, x+ λy) > 0

(x, x) + λ(x, y) + λ(y, x) + λ2(y, y) > 0

(λ2(y, y) + 2λ(x, y) + (x, x) > 0

Íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè äèñêðèìèíàíò ïîëó÷åííîãî êâàäðàòíîãî-

óðàâíåíèÿ îòðèöàòåëåí.
D
4

= (x, y)2 − (x, x)(y, y) 6 0

(x, y) 6
√

(x, x)(y, y)

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.

Ñ ïîìîùüþ íåãî ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå óãëà ìåæäó ýëåìåíòàìè ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà.

cos((x̂, y)) =
(x, y)

||x||||y||
Îïðåäåëåíèå: Ýëåìåíòû x, y ∈ En íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè

(x, y) = 0

Îïðåäåëåíèå: Áàçèñ {ei} â En íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè

(ei, ek) = δik, ãäå δik =

1, i = k

0, i 6= k
-ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå: gik = δik.

Àëãîðèòì îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà

Ïóñòü g1, ...gn íå ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì (ÎÁ). ×òîáû ïîñòîèòü

èç íåãî ÎÁ íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì:

e1 = g1
e2 = g2 − (g2,e1)

(e1,e1)
e1

...

en = gn −
n−1∑
i=1

(gn,ei)
(ei,ei)

ei

Çàäà÷à: Â Pol(2; [−1, 1]) : (f, g) =
1∫
−1
f(x)g(x)dx. Ïîñòîèòü ìåòðè÷åñêèé òå-

çîð è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå

39

https://vk.com/teachinmsu


Êîíñïåêò ïîäãîòîâëåí ñòóäåíòàìè, íå ïðîõîäèë
ïðîô. ðåäàêòóðó è ìîæåò ñîäåðæàòü îøèáêè

ñëåäèòå çà îáíîâëåíèÿìè íà VK.COM/TEACHINMSU

Ðåøåíèå: Äëÿ ïîëèíîìà íå âûøå âòîðîé ñòåïåíè a2x
2+a1x+a0, ai ∈ R áàçèñ

èìååò âèä: g1 = 1, g2 = x, g3 = x2.

Ñîñòàâèì ìåòðè÷åñêèé òåíçîâ â äàííîì áàçèñå. Åñëè îí îêàæåòñÿ åäèíè÷íîé

ìàòðèöåé, òî áàçèñ-îðòîíîðìèðîâàííûé.

G =

(g1, g1) (g1, g2) (g1, g3)

(g2, g1) (g2, g2) (g2, g3)

(g3, g1) (g3, g2) (g3, g3)



(g1, g1) =

1∫
−1

1 · 1dx = 2 (g2, g2) =

1∫
−1

x2dx =
2

3

(g1, g2) =

1∫
−1

1 · xdx = 0 (g2, g3) =

1∫
−1

x · x2dx = 0

(g1, g3) =

1∫
−1

1 · x2dx =
2

3
(g3, g3) =

1∫
−1

x4dx =
2

5

G =

 2 0 2/3

0 2/3 0

2/3 0 2/5


e1 = g1 = 1

e2 = g2 = x

e3 = x2 − 2/3
2
· 1− 0 = x2 − 1

3

Íîðìèðóåì ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

ẽ1 = e1
||e1|| = 1√

2

ẽ2 = e2
||e2|| =

√
3
2
x

ẽ3 = e3
||e3||

||e3||2 =
1∫
−1

(x2 − 1
3
)2dx =

1∫
−1

(x4 − 2
3
x2 + 1

9
)dx = 2

5
− 4

9
+ 2

9
= 8

45

ẽ3 = 3
√
5

2
√
2
(x2 − 1

3
)

Çàäà÷à: Ïðîâåñòè îðòîãîíàëèçàöèþ è ïîñòðîèòü ÎÍÁ, åñëè èñõîäíûé áà-

çèñ:

g1 =


1

−1

0

−1

 , g2 =


0

2

1

1

 , g3 =


1

−2

7

0


Ðåøåíèå:

e1 = g1
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e2 = g2 − (g2,e1)
(e1,e1)

e1 =


0

2

1

1

− −33


1

−1

0

−1

 =


1

1

1

0



e2 = g3 − (g3,e1)
(e1,e1)

e1 − (g3,e2)
(e2,e2)

e2 =


1

−2

7

0

− 3
3


1

−1

0

−1

− 6
3


1

1

1

0

 =


−2

−3

5

1


Íîðìèðóåì áàçèñ.

ẽ1 = e1
||e1|| = e1√

3

ẽ2 = e2
||e2|| = e2√

3

ẽ3 = e3
||e3|| = e3√

19

Ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó

áàçèñó.

Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó çàïèñûâàåòñÿ êàê:

x = ekx
k

Åñëè {ei}-îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ:

(x, ei) = (ekx
k, ei) = xk(ek, ei) = xkδik = xi

Åñëè {ei}-íå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ:

(x, ei) = xk(ek, ei) = xkgik

xk = (gik)
−1(x, ei)

G′ = CTGC

G′−1G′ = E = G′−1CTGC ⇒ C−1 = G′−1CTG⇒ C−1G−1 = G′−1CT ⇒

G′−1 = C−1G−1(CT )−1

Ïîñêîëüêó â ïðåîáðàçîâàíèè G′ ó÷àâñòâóþò äâå îáðàòíûå ìàòðèöû ïåðåõîäà,

òî G′ ÿâëÿåòñÿ äâàæäû êîíòðàâàðèàíòíûì òåíçîðîì.

(gik)
−1 = gik

(x, ei) = xi íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîé êîîðäèíàòîé âåêòîðà x.

xk = gikxi

xi = gikx
k

Îïðåäåëåíèå: Áàçèñ {ek}, â êîòîðîì x ∈ En ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî êîâàðèàíòíûì
êîîðäèíàòàì x = xke

k íàçûâàåòñÿ âçàèìíûì ê áàçèñó {ek}.
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Ñâÿçü ìåæäó áàçèñîì è âçàèìíûì áàçèñîì

xi = xkgik = xk(ek, ei) = (x, ei) = (xke
k, ei) = xk(e

k, ei) = xi ⇒ (ek, ei) = δki

(ek, ei) = δki

Çàäà÷à: Ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå âåêòîðà X =


1

1

1

1

 ïî áàçèñó:

e = {


1

−2

1

3

 ,


2

1

−3

1

 ,


1

−1

0

−1

 ,


0

2

1

1

}

Ðåøåíèå:

Ó÷èòûâàÿ xi = (X, ei), çàïèøåì X â êîâàðèàíòíûõ êîîðäèíàòàõ.

Xi =


3

1

−1

4


Ñîñòàâèì êîâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð.

gik =

(e1, e1) (e1, e2) (e1, e3)

(e2, e1) (e2, e2) (e2, e3)

(e3, e1) (e3, e2) (e3, e3)

 =


15 0 0 0

0 15 0 0

0 0 3 −3

0 0 −3 6


Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà gik èìååò ïðîñòîé âèä, å¼ ìîæíî çàïèñàòü â

áëî÷íîì âèäå: gik =

(
A 0

0 B

)
⇒ (gik)

−1 =

(
A−1 0

0 B−1

)

gik =


1/5 0 0 0

0 1/5 0 0

0 0 2/3 1/3

0 0 1/3 1/3


Ó÷èòûâàÿ xk = gikxi, â êîíòðàâàðèàíòíûõ êîîðäèíàòàõ X çàïèøåòñÿ êàê:

Xk = gik =


1/5

1/5

2/3

1


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Ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó e, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X =
1

5


1

−2

1

3

+
1

15


2

1

−3

1

+
2

3


1

−1

0

−1

+ 1 ·


0

2

1

1


Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå

Îïðåäåëåíèå: Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê ËÏÏ L ⊆ En íàçûâàåòñÿ

ËÏÏ P = L⊥, åñëè ∀x ∈ P, ∀y ∈ L : (x, y) = 0.

Çàäà÷à: Ïîñòðîèòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥ ê L = {


1

−2

1

3

 ,


2

1

−3

1

}
Ðåøåíèå: Íóæíî íàéòè âåêòîðû, îðòîãîíàëüíûå êàæäîìó âåêòîðó èç ëèíåé-

íîé îáîëî÷êè L. Ýòà çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü êàê:(
1 −2 1 3

2 1 −3 1

)
x1

x2

x3

x4

 = θ

(
1 −2 1 3

2 1 −3 1

)
∼

(
1 −2 1 3

0 5 −5 −5

)
∼

(
1 −2 1 3

0 1 −1 −1

)
∼(

1 0 −1 1

0 1 −1 −1

)
Ýëåìåíòû ÔÑÐ ýòîé ìàòðèöû:

1

1

1

0

 ,


−1

1

0

1


Òî åñòü

L⊥ = {


1

1

1

0

 ,


−1

1

0

1

}
Îïðåäåëåíèå: Âåêòîð z ∈ En íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà

x ∈ En íà ËÏÏ P , åñëè z ∈ P è (x− z) ∈ P⊥.
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x

x− z

z

Ðèñ. 7.1: Ðèñóíîê ê çàäà÷å

Çàäà÷à: Íàéòè ïðîåêöèþ Z âåêòîðà X =


1

1

1

1

 íà ËÎ L = {


1

−2

1

3

 ,


2

1

−3

1

}
è íàéòè ïåðåïåíäèêóëÿð (X − Z), îïóùåííûé èç X íà L.

Ðåøåíèå: Ðåøèì çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè.

1-é ñïîñîá:

Ñîñòàâèì ÎÍÁ èç âåêòîðîâ ËÎ g1, g2. Çàìåòèì, ÷òî g1 ⊥ g2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ÎÍÁ îñòàëîñü òîëüêî íîðìèðîâàòü âåêòîðû.

e1 = g1
||g1|| = 1√

15


1

−2

1

3



e2 = g2
||g2|| = 1√

15


2

1

−3

1


Ïîñèòàåì êîîðäèíàòû âåêòîðà Z.

(Z, e1) = 3√
15

(Z, e2) = 1√
15

Z =
3√
15
e1 +

1√
15
e2 =

3

15


1

−2

1

3

+
1

15


2

1

−3

1

 =


1/3

−1/3

0

2/3



X − Z =


1

1

1

1

−


1/3

−1/3

0

2/3

 =


2/3

4/3

1

1/3


2-é ñïîñîá:
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Êàê ðàíåå ìû ïîëó÷èëè:

X =
1

5


1

−2

1

3

+
1

15


2

1

−3

1


︸ ︷︷ ︸

∈L

+
2

3


1

−1

0

−1

+ 1 ·


0

2

1

1


︸ ︷︷ ︸

∈L⊥

=


1/3

−1/3

0

2/3


︸ ︷︷ ︸

Z

+


2/3

4/3

1

1/3


︸ ︷︷ ︸
X−Z
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Ñåìèíàð 8. Îïåðàòîðû â åâêëèäîâûõ è óíèòàðíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ.

Îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð

Îïðåäåëåíèå: Îïåðàòîð P̂ , äåéñòâóþùèé â En íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì

ïðîåêòîðîì íà ËÏÏ P ⊆ En, åñëè ∀ ∈ En : P̂ x = y ∈ P .
Ñâîéñòâà P̂ :

1) imP̂ = P ;

2) P̂ 2 = P̂

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ïóñòü x ∈ P , òîãäà P̂ x = x, P̂ 2 = P̂ (P̂ x) = P̂ x⇒ P̂ 2 = P̂ .

∀y ∈ En : P̂ y = x, x ∈ P ⇒ P̂ 2y = P̂ (P̂ y) = P̂ x = x = P̂ y

3) kerP̂ = P⊥

Äîêàçàòåëüñòâî:

∀y ∈ En : (y − P̂ y) ∈ P⊥

y

y − P̂ y

P̂ y

Ðèñ. 8.1: Ïîÿñíåíèå ê äîêàçàòåëüñòâó

Åñëè y ∈ kerP̂ , òî P̂ y = θ. Òîãäà y ∈ P⊥.
4) kerP̂ ∩ imP̂ = θ

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ïóñòü x ∈ imP̂ è x ∈ kerP̂ ⇒ x ∈ (imP̂ )⊥, íî ïî óñëîâèþ x ∈ imP̂ ⇒ x ⊥ x⇒
x = θ.

Èç ñâîéñòâà 4) è òåîðåìû dimEn = dim(kerP̂ ) + dim(imP̂ )

Òåîðåìà: Ëþáîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ

âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ËÏÏ.

En = kerP̂ ⊕ imP̂

Ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð

Îïðåäåëåíèå: Îïåðàòîð A∗, äåéñòâóþùèé â En, íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæ¼ííûì ê

îïåðàòîðó A, òàêæå äåéñòâóþùåìó â En, åñëè ∀x, y ∈ En : (Ax, y) = (x,A∗y).
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Ñâîéñòâà ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà:

1) A∗ - ëèíåéíûé îïåðàòîð (ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ);

2) (A∗)∗ = A;

Äîêàçàòåëüñòâî:

(x,Ay) = (Ay, x) = (y, A∗x) = (A∗x, y) = (x, (A∗)∗y)

3) (AB)∗ = B∗A∗;

Äîêàçàòåëüñòâî:

((AB)x, y) = (A(Bx), y) = (Bx,A∗y) = (x,B∗(A∗y)) = (x,B∗A∗y).

4) Ìàòðèöà ñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà

(Ax, y) = (x,A∗y)⇒ (AX)TGY = XTG(A∗Y )⇒ XTATGY = XTGA∗Y ⇒

A∗ = G−1ATG

Â ÎÍÁ:

A∗ = AT

Òåîðåìà Ôðåäãîëüìà

Çàäà÷à: Äîêàçàòü, ÷òî imA ⊥ kerA∗

Ðåøåíèå:

1) Ïóñòü B ∈ imA⇒ ∃X ∈ En : B = AX.

2) Ïóñòü Y ∈ kerA∗ ⇒ A∗Y = θ.

(B, Y ) = (AX, Y ) = (X,A∗Y ) = (x, θ) = 0.

Òåîðåìà (Ôðåäãîëüìà): Ñèñòåìà íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé AX = B ñ êâàä-

ðàòíîé ìàòðèöåé A ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåîäíîðîäíîñòü B

îðòîãîíàëüíà ðåøåíèþ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ATX = θ.

Çàäà÷à: A äåéñòâóåò â Pol(n 6 1, [0, 1]), ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäà¼ò-

ñÿ êàê (f, g) =
1∫
0

f(x)g(x)dx:

Ap =

1∫
0

K(x, s)p(s)ds,K(x, s) = x+ 2s

Ïîñòðîèòü ìàòðèöó A∗

Ðåøåíèå:

1-é ñïîñîá(ðåøèòü ñàìîñòîÿòåëüíî):

Ïîñòðîèòü ÎÍÁ. Íàéòè ìàòðèöó A. Â èòîãå A∗ = AT .

2-é ñïîñîá :

Âûáåðåì áàçèñ e1 = 1, e2 = x.
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(Ap, g) =
1∫
0

gdx
1∫
0

K(x, s)p(s)ds =
1∫
0

p(s)ds
1∫
0

K(x, s)g(x)dx = |x → s, s → x| =

1∫
0

p(x)dx
1∫
0

K(s, x)g(s)ds = (p,A∗g)

A∗g =

1∫
0

K(s, x)g(s)ds

Ïîäåéñòâóåì A∗ íà áàçèñ.

A∗e1 =

1∫
0

(s+ 2x) · 1ds =
1

2
+ 2x A∗e2 =

1∫
0

(s+ 2x)sds =
1

3
+ x

Â èòîãå:

A∗ = (A∗e1, A
∗e2) =

(
1/2 1/3

2 1

)
Ïîñòðîèì ìàòðèöó A.

Ae1 =

1∫
0

(x+ 2s) · 1ds = x+ 1 Ae2 =

1∫
0

(x+ 2s)sds =
1

2
x+

2

3

A∗ =

(
1 2/3

1 1/2

)

Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð

Îïðåäåëåíèå: Îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå En íàçûâàåòñÿ ñàìî-

ñîïðÿæ¼ííûì (ñèììåòðè÷íûì), åñëè ∀x, y ∈ En : (Ax, y) = (x,Ay), ò.å. A = A∗.

Ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîãî(ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî) îïåðàòîðà:

1) Ó ñèììåòðè÷íîãî îïåðàòîðà â En ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå è õîòÿ áû îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð;

Äîêàçàòåëüñòâî: Ó ñèììåðè÷íîãî îïåðàòîðà A = A∗ = AT (â ÎÍÁ).

Ðàññìîòðèì ÊÔ A(x), x ∈ En ñ òîé æå ìàòðèöåé. Ïîñòàâèì çàäà÷ó î íàõîæ-

äåíèè ýêñòðåìóìà A(x)
n∑

i,j=1

aijx
ixj ïðè óñëîâèè ||x||2 =

n∑
i=1

(xi)2 = 1. Çàäà÷à áóäåò

èìåòü ðåøåíèå, ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

íà çàìêíóòîì ìíîæåñòâå äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷å-

íèé. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ëàãðàíæà.

L =
n∑

i,j=1

aijx
ixj − λ(

n∑
i=1

(xi)2 − 1)

48

https://vk.com/teachinmsu


Êîíñïåêò ïîäãîòîâëåí ñòóäåíòàìè, íå ïðîõîäèë
ïðîô. ðåäàêòóðó è ìîæåò ñîäåðæàòü îøèáêè

ñëåäèòå çà îáíîâëåíèÿìè íà VK.COM/TEACHINMSU

dL =
n∑

i,j=1

aijx
jdxi +

n∑
i,j=1

ajix
jdxi − λ2

n∑
i=1

xidxi = 0

Ïðèðàâíèâàÿ ê 0 âñå ñëàãàåìûå ïåðåä dxi è ó÷èòûâàÿ, ÷òî aij = aji, ïîëó÷èì:

dxi : 2(
n∑
j=1

aijx
j − λxi) = 0

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû AX − λX = θ.

Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (||x|| = 1), ñëåäîâàòåëüíî óðàâ-

íåíèå det(A− λE) = 0 èìååò õîòÿ áû îäíî âåùåñòâåííîå ðåøåíèå, ò.å. ∃λ ∈ R.
2) Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥1 ê îäíîìåðíîìó ÈÏÏ ñèììåòðè÷íîãî îïåðà-

òîðà A ÿâëÿåòñÿ ÈÏÏ ýòîãî îïåðàòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü x ∈ I1, Ax = λx.

Åñëè y ∈ I⊥1 , ò.å. (y, x) = 0, òî (Ay, x) = (y, Ax) = (y, λx) = λ(y, x) = 0⇒ Ay ∈
I⊥1 .

3) Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñèì-

ìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà, îðòîãîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü x, y ∈ En, Ax = λ1x,Ay = λ2y è λ1 6= λ2.

λ2(x, y) = (x, λ2y) = (x,Ay) = (Ax, y) = λ1(x, y)

Ò.ê. λ1 6= λ2, (x, y) = 0

Ýðìèòîâ îïåðàòîð

Îïðåäåëåíèå: Îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå Un(C), íà-

çûâàåòñÿ ýðìèòîâûì, åñëè (Ax, y) = (x,Ay).

Ñâîéñòâà ýðìèòîâà îïåðàòîðà:

1) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâà îïåðàòîðà âåùåñòâåííû;

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü Ax = λx, A-ýðìèòîâ.

λ(x, x) = (x, λx) = (x,Ax) = (Ax, x) = (λx, x) = λ(x, x)⇒ λ = λ

2) Ìàòðèöà ýðìèòîâà îïåðàòîðà

(Ax, y) = (x,Ay)⇒ (AX)TGY = XTGAY ⇒ XTATGY = XTGAY ⇒

A = G−1ATG

Â ÎÍÁ:

A = AT

Çàäà÷à: Ïîñòðîèòü ÎÍÁ èç ÑÂ ËÎ A:

A =

 2 2 −1

2 −1 2

−1 2 2


Ðåøåíèå:
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det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 2 −1

2 −1− λ 2

−1 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ+ 1)(λ− 2)2 + (λ+ 1) + 8(λ− 2)−

− 8 = (λ + 1)(1 − (λ − 2)2) + 8(λ − 3) = (λ + 1)(1 − λ + 2)(1 + λ − 2) + 8(λ − 3) =

= −(λ2 − 1)(λ− 3) + 8(λ− 3) = (λ− 3)(9− λ2) = 0

λ1,2 = 3 :

(A− λE)X =

−1 2 −1

2 −4 2

−1 2 −1

 ∼
1 −2 1

0 0 0

0 0 0

X = θ

ÔÑÐ ñèñòåìû: 2

1

0

 ,

−1

0

1


λ1,2 = −3 :

(A− λE)X =

 5 2 −1

2 2 2

−1 2 5

 ∼
 0 0 0

1 1 1

−1 2 5

 ∼
0 0 0

1 1 1

0 3 6

 ∼
0 0 0

1 0 −1

0 1 2

X =

= θ

ÔÑÐ ñèñòåìû:  1

−2

1


Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé λ3, îðòîãîíàëåí âåêòîðàì,

ñîîòâåòñòâóþùèì λ1,2.

×òîáû ïîñòðîèòü ÎÍÁ, îðòîãîíàëèçóåì ïîëó÷åííûå âåêòîðû.

e1 =

2

1

0


e2 =

−1

0

1

− −2

5

2

1

0

 =

−1/5

2/5

1

⇒ e2 =

−1

2

5



ẽ1 =
e1
||e1||

=
1√
5

2

1

0

 ẽ2 =
e2
||e2||

=
1√
30

−1

2

5



ẽ3 =
e3
||e3||

=
1√
6

 1

−2

1


Â ïîëó÷åííîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Aẽ =

3 0 0

0 3 0

0 0 −3


Îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð

Îïðåäåëåíèå: Îïåðàòîð Q, äåéñòâóþùèé â En, íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì,

åñëè ∀x, y ∈ En : (x, y) = (Qx,Qy).

Ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà:

1) (x, y) = (Qx,Qy) = (x,Q∗Qy)⇒ Q∗Q = E ⇒ Q−1 = Q∗;

2) Ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà.

(Qx,Qy) = (QX)TG(QY ) = XTQTGQY ⇒

G = QTGQ

Â ÎÍÁ:

QTQ = E

Ñòîëáöû ìàòðèöû îïåðàòîðà Q ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è åäèíè÷íûå (îáðàçóþò

ÎÍÁ).

3) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü x : Qx = λx.

(x, x) = (Qx,Qx) = (λx, λx) = λ2(x, x)⇒ λ = ±1

Îïðåäåëåíèå: Îïåðàòîð U , äåéñòâóþùèé â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå Un(C), íà-

çûâàåòñÿ óíèòàðíûì, åñëè ∀x, y ∈ Un : (x, y) = (Ux, Uy).

Ñâîéñòâà óíèòàðíîãî îïåðàòîðà:

1) Ìàòðèöà óíèòàðíîãî îïåðàòîðà.

XTGY = (x, y) = (Ux, Uy) = (UX)TG(UX) = XTUTGUY ⇒

G = UTGU

Â ÎÍÁ:

UTU ⇒ U−1 = UT

2) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü x : Ux = λx.

(x, x) = (Ux, Ux) = (λx, λx) = λλ∗(x, x) = |λ|2(x, x)⇒ |λ| = 1

Îïðåäåëåíèå: Ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì

Q−1 = QT , íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Îïðåäåëåíèå: Ìàòðèöà ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì

U−1 = UT , íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé.

Ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö:
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1) Â En ïåðåõîä îò îäíîãî ÎÍÁ ê äðóãîìó ÎÍÁ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü {e}, {e′}-ÎÍÁ â En. Òîãäà:

(ei′ , ej′)︸ ︷︷ ︸
=δj
′

i′

= (eic
i
i′ , ejc

j
j′) = cii′c

j
j′(ei, ej) = cii′c

j
j′δ

j
i ⇒ CTC = E

Èç ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî â ÎÍÁ çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ËÎ A çàïèñûâà-

åòñÿ êàê:

A′ = C−1AC = CTAC,

÷òî ñîâïàäàåò ñ çàêîíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ áèëèíåéíûõ ôîðì.

Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Çàäà÷à:Ïðèâåñòè ÊÔ Q ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ.

Q = 2(x1)2 − (x2)2 + 2(x3)2 + 4x1x2 − 2x1x3 + 4x2x3

Ðåøåíèå: Çàïèøåì ìàòðèöó Q.

Q =

 2 2 −1

2 −1 2

−1 2 2


Çàäà÷à î äèàãîíàëèçàöèè îïåðàòîðà ñ òàêîé ìàòðèöåé óæå ðåøàëàñü âûøå. Â îð-

òîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èç âåêòîðîâ

1√
5

2

1

0

 ,
1√
30

−1

2

5

 ,
1√
6

 1

−2

1


ìàòðèöà Q çàïèøåòñÿ êàê:

Q =

3 0 0

0 3 0

0 0 −3


Ìàòðèöà ïåðåõîäà ê äàííîìó áàçèñó:

C =


2√
5
− 1√

30
1√
6

1√
5

2√
30

− 2√
6

0 5√
30

1√
6


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Çàäà÷à: Ïðèâåñòè óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó

âèäó è îïðåäåëèòü òèï ïîâåðõíîñòè.

2(x1)2 − (x2)2 + 2(x3)2 + 4x1x2 − 2x1x3 + 4x2x3 +
√

30x1 +
√

30x2 +
√

30x3 + c = 0

Ðåøåíèå: Êàê âèäíî ïîä÷¼ðêíóòàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ÁÔ èç

ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Ïîäåéñòâóåì íà íåïîä÷¼ðêíóòóþ ÷àñòü ìàòðèöåé ïðåîáðàçî-

âàíèÿ.x1x2
x3

 = C

x′1x′2
x′3

 =


2√
5
− 1√

30
1√
6

1√
5

2√
30

− 2√
6

0 5√
30

1√
6


x′1x′2
x′3

⇒


2√
5
x′1 − 1√

30
x′2 + 1√

6
x′3

1√
5
x′1 + 2√

30
x′2 − 2√

6
x′3

5√
30
x′2 + 1√

6
x′3

√
30x1 +

√
30x2 +

√
30x3 =

√
30(

3√
5
x′1 +

6√
30x′2

) = 3
√

6x′1 + 6x′2

Â èòîãå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå:

3(x1)2 + 3(x2)2 − 3(x3)2 + 3
√

6x′1 + 6x′2 + c = 0

Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò.

3 (x′1 +

√
6

2
)︸ ︷︷ ︸

y1

−9

2
+ (x′2 + 1)2 − 3− 3(x′3)2︸ ︷︷ ︸

y2

+c = 0

3(y1)2 + 3(y2)− 3(x3)2 =
15

2
− c

1) c = 15
2
- êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü;

2) c < 15
2
- îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä;

3) c > 15
2
- äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.

Ïðèâåäåíèå äâóõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

îäíèì íåâûðîæäåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì

Ïóñòü åñòü Q1-ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ÊÔ, Q2-ëþáàÿ ÊÔ.

1) Ïðèâîäèì Q1 ê âèäó Q
′
1 = CTQ1C = E;

2) Ðàññìàòðèâàåì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì Q′1 ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷å-

ñêèì òåíçîðîì. Â ïîëó÷åíîì ÎÍÁ çàïèñûâàåì Q′2;

3) Ïðèìåíÿåì ê Q′2 îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Q
′
1 ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ.

Çàäà÷à: Ïðèâåñòè äâå ÊÔ Q1 è Q2 îäíèì íåâûðîæäåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Q1 = (x1)2 − 2x1x2 + 4(x2)2

Q2 = −4x1x2
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Ðåøåíèå: Îïðåäåëèì, êàêàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé.

Q1 =

(
1 −1

−1 2

)
Q2 =

(
0 −2

−2 0

)

Êàê âèäíî, ïåðâûå äâà ìèíîðà Q1 ïîëîæèòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî Q1 ÿâëÿåòñÿ

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé.

Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò.

Q1 = (x1)2 − 2x1x2 + 4(x2)2 = (x1 − x2)2 + (
√

3x2)2 = (y1)2 + (y2)2(
y1

y2

)
=

(
1 −1

0
√

3

)
︸ ︷︷ ︸

C−1

(
x1

x2

)
⇒ C =

1√
3

(√
3 1

0 1

)

Q′2 = CTQ2C

Q′2 =
1

3

(√
3 0

1 1

)(
0 −2

−2 0

)(√
3 1

0 1

)
=

1

3

(
0 −2

√
3

−2 −2

)(√
3 1

0 1

)
=

=
1

3

(
0 −2

√
3

−2
√

3 −4

)
Ïðèâåä¼ì Q′2 ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

det(Q′2 − λE) =

∣∣∣∣∣ λ −2
√

3

−2
√

3 −4/3− λ

∣∣∣∣∣ = λ(λ+ 4
3
) = λ2 + 4

3
λ− 4

3
= (λ− 2

3
)(λ+ 2) =

0⇒ λ1 = 2
3
, λ2 = −2

Íàéä¼ì ÎÍÁ èç ÑÂ Q′2
λ1 = 2

3
: (

−2
3

−2/
√

3

−2/
√

3 2

)
f1 = θ ∼

(
1
√

3

0 0

)
f1 = θ

ÔÑÐ ñèñòåìû:

e1 =

(
−
√

3

1

)
⇒ ẽ1 =

e1
||e1||

(
−
√

3/2

1/2

)

λ2 = −2 : (
−2 −2/

√
3

−2/
√

3 2
3

)
f2 = θ ∼

(
0 0

−
√

3 1

)
f1 = θ

ÔÑÐ ñèñòåìû:

e2 =

(
1√
3

)
⇒ ẽ2 =

e2
||e2||

(
1/2√
3/2

)
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Çàïèøåì ìàòðèöó ïåðåõîäà Z ê áàçèñó, ãäå Q äèàãîíàëüíà.

Z =

(
−
√

3/2 1/2

1/2
√

3/2

)

Òàêèì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû:

CZ =
1√
3

(
−
√

3/2 1/2

1/2
√

3/2

)(√
3 1

0 1

)
=

(
−1/
√

3 1

1/2
√

3 1/2

)

ìû ïðèâîäèì 2 ÊÔ ê êàíîíè÷íîìó âèäó:

Q′1 =

(
1 0

0 1

)
Q′′2 =

(
2/3 0

0 −2

)

Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà

1) Ó ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî ËÎ A ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì A =

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

.
Ìû ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî â áàçèñå f :

Af = λ1


1 0 . . . 0

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0


︸ ︷︷ ︸

P̂1

+λ2


0 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0


︸ ︷︷ ︸

P̂2

+...+ λn


0 0 . . . 0

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1


︸ ︷︷ ︸

P̂n

A =
n∑
i=1

λiP̂i

Ïðè ïåðåõîäå ê áàçèñó e:

Ae = CAfC
−1

Çàäà÷à: Ïîñòðîèòü ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòî-

ðà. Íàéòè A
1
2 .

A =

(
5 −2

−2 8

)
Ðåøåíèå: Íàéä¼ì ÑÇ è ÑÂ îïåðàòîðà A.

det(A−λE) =

∣∣∣∣∣5− λ −2

−2 8− λ

∣∣∣∣∣ = (λ−8)(λ−5)−4 = λ2−13λ+36 = (λ−4)(λ−9)
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Â áàçèñå ÑÔ:

A =

(
4 0

0 9

)
= 4

(
1 0

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

P̂1f

+9

(
0 0

0 1

)
︸ ︷︷ ︸

P̂2f

Pe = CPfC
−1

λ1 = 4 (
1 −2

−2 4

)
f1 = θ ∼

(
1 −2

0 0

)
f1 = θ

ÔÑÐ ñèñòåìû:

f1 =

(
2

1

)
⇒ f̃1 =

f1
||f1||

=
1√
5

(
2

1

)
λ2 = 9 (

−4 −2

−2 −1

)
f2 = θ ∼

(
2 1

0 0

)
f2 = θ

ÔÑÐ ñèñòåìû:

f2 =

(
1

−2

)
⇒ f̃2 =

f2
||f2||

=
1√
5

(
1

−2

)

Ìàòðèöà ïåðåõîäà:

=
1√
5

(
2 1

1 −2

)

P1e =
1

5

(
2 1

1 −2

)(
1 0

0 0

)(
2 1

1 −2

)
=

1

5

(
4 2

2 1

)

P2e =
1

5

(
2 1

1 −2

)(
0 0

0 1

)(
2 1

1 −2

)
=

1

5

(
1 −2

−2 4

)

Ae =
4

5

(
4 2

2 1

)
+

9

5

(
1 −2

−2 4

)
Íàéä¼ì A

1
2 .

Ae = 4P1 + 9P2 ⇒ A
1
2
e = 2P1 + 3P2

A
1
2 =

2

5

(
4 2

2 1

)
+

3

5

(
1 −2

−2 4

)
=

1

5

(
11 −2

−2 14

)
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Ñåìèíàð 9. Òåíçîðû. Îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè.

Ïîíÿòèå òåíçîðà

Ïóñòü åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L ñ áàçèñîì e è ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L′

ñ áàçèñîì e′. Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó çàïèñûâàåòñÿ êàê:

C = {cii′}, C−1 = {ci′i }, ãäå cii′ci
′
i = δi

′
i .

Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

xi
′
= ci

′

i x
i xi = cii′x

i′

Ïðàâèëà òåíçîðíîé çàïèñè:

1) Â îáîçíà÷åíèè ïðÿìîé ìàòðèöû ïåðåõîäà "øòðèõîâàííûé"èíäåêñ ñòîèò ñíè-

çó, à â îáðàòíîé ìàòðèöå ïåðåõîäà ñâåðõó.

2) Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ íèæíåìó è âåðõíåìó èí-

äåêñàì.

3) Íå ñóììèðóåìûå (íå ïîâòîðÿþùèåñÿ) èíäåêñû çàíèìàþò îäíî è òî æå ïî-

ëîæåíèå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà.

4) Ñóììèðîâàíèå ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà δ:

cii′c
i′

k = δik =

0, i 6= k

1, i = k

Ïðèìåðû:

δki a
i
j = akj , δ

k
i b
i = bk, zkδ

k
j = zj

Îïðåäåëåíèå: p ðàç êîâàðèàíòðûì è q ðàç êîíòðàâàðèàíòíûì òåíçîðîì

Aqp íàçûâàåòñÿ îáúåêò, êîòîðûé ïðî ïåðåõîäå îò áàçèñà e ê áàçèñó e′ ïðåîáðàçóåñÿ

êàê:

A
i′1...i

′
q

j′1...j
′
p

= cj1j′1
...c

jp
j′p
c
i′1
i1
...c

i′q
iq
A
i1...iq
j1...jp

Âåëè÷èíà r = p+ q íàçûâàåòñÿ ðàíãîì òåíçîðà.

Ïðèìåðû:

A1
1-îïåðàòîð â Ln. A

′ = C−1AC, ai
′

j′ = ci
′
i c

j
j′a

i
j

B0
2-áèëèíåéíàÿ ôîðìà. B

′ = CTBC, bi′j′ = cii′c
j
j′bij

Çàäà÷à: Â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàí òåíçîð ðàíãà 3

1) Ñêîëüêî êîìïîíåíò èìååò òåíçîð?

Óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü òåíçîð 3-ãî ðàíãà â âèäå ñõåìû (Ðèñ. 9.1), ãäå êàæäûé

âåðòèêàëüíûé ñëîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó n× n, ãäå n�ðàçìåð ïðîñòðàíñòâà,
à êîë-âî âåðòèêàëüíûõ ñëî¼â ðàâíî n.

Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 4 ñëîÿ ìàòðèö 4 × 4, ò.å. îáùåå êîë-âî êîìïîíåíò

ðàâíî 43 = 64.
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a121

a212

a112

a122

a222a221

a111

a221

Ðèñ. 9.1: Ñõåìà 1 ðàç êîíòðàâàðèàíòíîãî, 2 ðàçà êîâàðèàíòíîãî òåíçîðà â L2.

2) Ñêîëüêî ñëàãàåìûõ âõîäèò â âûðàæåíèå íîâîé êîìïîíåíòû ÷åðåç ñòàðóþ

â çàïèñè çàêîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ðàññìîòðèì òðèæäû êîâàðèàíòíûé (3, 0) òåíçîð. Çàïè-

øåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ai′j′k′ = cii′c
j
j′c

k
k′Aijk

Ïîñêîëüêó i = 1, 4, j = 1, 4, k = 1, 4, êîë-âî ñëàãàåìûõ ðàâíî 4 · 4 · 4 = 64.

Çàäà÷à: Äàíû òåíçîðû aij, ξ
i, bi. Îïðåäåëèì âåëè÷èíû z è d êàê:

zi = aijξ
j di = bja

j
i

Ïîêàçàòü, ÷òî zi � âåêòîð (0,1), di � êîâåêòîð (1,0).

Ðåøåíèå: Çàïèøåì çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ âåëè÷èí.

zi
′
= ai

′

j′ξ
j′ = ci

′
i c

j
j′a

i
jc
j′

j ξ
j = ci

′
i c

j
j′c

j′

j︸︷︷︸
δj
′

j

aijξ
j = ci

′
i a

i
jξ
j = ci

′
i z

i

z ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû ïåðåõîäà, ò.å. z - òåíçîð (0,1).

di′ = bj′a
j′

i′ = cjj′bjc
j′

j c
i
i′a

j
i = cjj′c

j′

j︸︷︷︸
δj
′

j

cii′bja
j
i = cii′di

d ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé ìàòðèöû ïåðåõîäà, ò.å. d - òåíçîð (1,0).

Çàäà÷à: Äàíû òåíçîðû aij a
i
j, ξ

i, ηi, bi. Îïðåäåëèì âåëè÷èíû z è g êàê:

z = aijξ
iηj g = bia

i
jξ
j

Ïîêàçàòü, ÷òî z è g �èíâàðèàíòû.

Ðåøåíèå: Çàïèøåì çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ

z′ = ai′j′ξ
i′ηj

′
= cii′c

j
j′aijc

i′
i ξic

j′

j η
j = cii′c

i′

i︸︷︷︸
δi
′
i

cjj′c
j′

j︸︷︷︸
δj
′

j

aijξiη
j = aijξiη

j

Òàêèì îáðàçîì â ïðåîáðàçîâàíèè z íå ó÷àâñòâóåò ìàòðèöà ïåðåõîäà, ñëåäîâà-

òåëüíî z-èíâàðèàíò. Äëÿ g âñ¼ äåëàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Óòâåðæäåíèå: Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òåíçîðîâ ðàíãà r â LN îáðàçóåò N r-

ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.
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Îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè

Ñëîæåíèå òåíçîðîâ

Ïóñòü a
i1...iq
j1...jp

, b
i1...iq
j1...jp

� êîîðäèíàòû òåíçîðîâ Aqp è B
q
p ñîîòâåòñòâåííî â íåêîòîðîì

áàçèñå e.

Ñóììîé òåíçîðîâ Aqp è Bq
p íàçûâàåòñÿ òåíçîð Zq

p = Aqp + Bq
p, êîîðäèíàòû

êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ êàê:

z
i1...iq
j1...jp

= a
i1...iq
j1...jp

+ b
i1...iq
j1...jp

Òåîðåìà: Zq
p = Aqp +Bq

p - òåíçîð ïîðÿäêà (p, q)

Óìíîæåíèå òåíçîðà íà ÷èñëî

Ïóñòü Aqp çàäàííûé â Ln(K) èìååò â áàçèñå e êîîðäèíàòû a
i1...iq
j1...jp

, à α - ÷èñëî èç

ïîëÿ K.
Ïðîèçâåäåíèåì αAqp íàçûâàåòñÿ îáúåêò, êîòîðûé â ýòîì æå áàçèñå èìååò

êîîðäèíàòû αa
i1...iq
j1...jp

.

Çàäà÷à: Äàíû òåíçîðû îäíî è òîãî æå òèïà.

a =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣1 1

1 1

∣∣∣∣∣1 −1

1 −1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ b =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣3 4

5 7

∣∣∣∣∣2 5

1 3

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

Íàéòè a+ b, b− 2a

Ðåøåíèå:

a+ b =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣1 + 3 1 + 4

1 + 5 1 + 7

∣∣∣∣∣1 + 2 −1 + 5

1 + 1 −1 + 3

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣4 5

6 8

∣∣∣∣∣3 4

2 2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

b− 2a =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣3− 2 4− 2

5− 2 7− 2

∣∣∣∣∣2− 2 5 + 2

1− 2 3 + 2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣1 2

3 5

∣∣∣∣∣ 0 7

−1 5

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

Ïðÿìîå óìíîæåíèå òåíçîðîâ

Ïóñòü äàíû òåíçîðû Aq1p1 è Bq2
p2
, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â íåêîòîðîì áàçèñå e

ðàâíû a
i1...iq1
j1...jp1

è b
i1...iq2
j1...jp2

ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå: Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì A ⊗ B íàçûâàåòñÿ îáúåêò, êîîðäè-

íàòû êîòîðîãî â áàçèñå e âûðàæàþòñÿ êàê:

(A⊗B)
i1...iq1+q2
j1...jp1+p2

= a
i1...iq1
j1...jp1

b
iq1+1...iq1+q2
jp1+1...jp1+p2
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Çàäà÷à: Â íåêîòîðîì áàçèñå e çàäàíû äâà òåíçîðà:

X1
0 =

2

1

0

 Y 1
0 =

−1

0

3


Íàéòè X ⊗ Y .
Ðåøåíèå:

1) Äîêàæåì, ÷òî X1
0 ⊗ Y 1

0 = A2
0.

(X ⊗ Y )i
′j′ = xi

′
yj
′
= ci

′

i x
icj
′

j y
j = ci

′

i c
j′

j x
iyj

Â ïðåîáðàçîâàíèè ó÷àâñòâóþò äâå îáðàòíûå ìàòðèöû ïåðåõîäà, ñëåäîâàòåëüíî

X1
0 ⊗ Y 1

0 = A2
0

X ⊗ Y =

2 · (−1) 2 · 0 2 · 3
1 · (−1) 1 · 0 1 · 3
0 · (−1) 0 · 0 0 · 3

 =

−2 2 6

−1 1 3

0 0 0


Çàäà÷à: Íàéòè Z = A⊗B.

A1
1 =

(
1 2

3 4

)
B1 =

(
−1

1

)
Ðåøåíèå:

zj
′k′

i′ = aj
′

i′ b
k′ = cj

′

j c
i
i′a

j
ic
k′

k b
k = cj

′

j c
i
i′c

k′

k a
j
i b
k ⇒ z-òåíçîð (1,2)

Z2
1 =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣−1 −2

−3 −4

∣∣∣∣∣1 2

3 4

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

Çàäà÷à: Äàíû òåíçîðû X0
1 , Y

1
0 , Z

1
0 . Èìåþò ëè ñìûñë âûðàæåíèÿ:

1) X0
1 ⊗ Y 1

0 + Y 1
0 ⊗ Z1

0

2) X0
1 ⊗ Y 1

0 − 2Y 1
0 ⊗X0

1

Ðåøåíèå:

1) X0
1 ⊗ Y 1

0 + Y 1
0 ⊗ Z1

0 = A1
1 +B2

0 ⇒ íå èìååò ñìûñëà

2) X0
1 ⊗ Y 1

0 − 2Y 1
0 ⊗X0

1 = A1
1 − 2B1

1 ⇒ èìååò ñìûñë

Ñâ¼ðòêà òåíçîðà

Ïóñòü òåíçîð Aqp â íåêîòîðîì áàçèñå e èìååò êîîðäèíàòû a
i1...iq
j1...jp

. Âûäåëèì

êàêîé-ëèáî âåðõíèé im èíäåêñ è êàêîé-ëèáî íèæíèé jk è ñëîæèì êîîðäèíàòû òåí-

çîðà, ó êîòîðîãî im = jk = i. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íàçûâàåòñÿ ñâ¼ðòêîé òåíçîðà.

〈A〉mk = a
i1...iim+1...iq
j1...ijk+1...jp

60

https://vk.com/teachinmsu


Êîíñïåêò ïîäãîòîâëåí ñòóäåíòàìè, íå ïðîõîäèë
ïðîô. ðåäàêòóðó è ìîæåò ñîäåðæàòü îøèáêè

ñëåäèòå çà îáíîâëåíèÿìè íà VK.COM/TEACHINMSU

Òåîðåìà: Ñâ¼ðòêà òåíçîðà ïî èíäåêñàì jk è im - ýòî òåíçîð ïîðÿäêà (p −
1, q − 1)

Çàäà÷à: Óáåäèòåñü, ÷òî ñâ¼ðòêîé òåíçîðà A1
1 â Ln ÿâëÿåòñÿ ñëåä ìàòðèöû

A.

Ðåøåíèå: Çàïèøåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

aj
′

i′ = cj
′

j c
i
i′a

i
i

Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòû ïðè j′ = i′

ai
′

i′ = ci
′

j c
i
i′︸︷︷︸

δij

aji = a11 + ...+ ann

Çàäà÷à: Çàäàí òåíçîð:

A =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣3 4

5 7

∣∣∣∣∣2 5

1 3

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

Íàéòè ñâ¼ðòêè 1) aiji , 2) a
ij
j

Ðåøåíèå:

a211

a122

a121

a111

a222a212

a111

a112

3

2 5

5

1 3

7

Ðèñ. 9.2: Ñõåìà òåíçîðà A

1) aiji =

(
3 + 4

1 + 3

)
=

(
7

4

)
2) aijj =

(
5 + 3

5 + 3

)
=

(
8

8

)

Ñâ¼ðòêà ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ

Ïðèìåðû:

1) Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö (ËÎ)

zjk = aji b
i
k

2) Ïîäú¼ì è îïóñêàíèå èíäåêñà (ñâ¼ðòêà ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì)

B
i2...iq
jj1...jp

= gi1jA
i1...iq
j1...jp

(îïóñêàíèå èíäåêñà)

B
ii1...iq
j2...jp

= gj1iA
i1...iq
j1...jp

(ïîäú¼ì èíäåêñà)

61

https://vk.com/teachinmsu


Êîíñïåêò ïîäãîòîâëåí ñòóäåíòàìè, íå ïðîõîäèë
ïðîô. ðåäàêòóðó è ìîæåò ñîäåðæàòü îøèáêè

ñëåäèòå çà îáíîâëåíèÿìè íà VK.COM/TEACHINMSU

Ñåìèíàð 10. Çíàêîìñòâî ñ òåîðèåé ãðóïï.

Ïîíÿòèå ãðóïïû è ïîäãðóïïû

Îïðåäåëåíèå: Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ G

îïðåäåëåíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ F, åñëè êàæäîé ïàðå a, b ∈ G îäíîçíà÷íî ñòàâèòñÿ

â ñîîòâåòñòâèå c ∈ G.
c = aFb

Îïðåäåëåíèå: Ýëåìåíò u ∈ G íàçûâàåòñÿ ïðàâûì íåéòðàëüíûì ýëåìåí-

òîì, åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ∀a ∈ G : aFu = a

2) ∀a ∈ G,∃y ∈ G : aFy = u

Îïðåäåëåíèå: Ìíîæåñòâî G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè F,

åñëè äëÿ ýëåìåíòîâ G âûïîëíåíû àêñèîìû:

À1) ∀a, b, c ∈ G : (aFb)Fc = aF(bFc) (àññîöèàòèâíîñòü)

À2) Ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïðàâûé íåéòðàëüíûé ýëåìåíò

Îïðåäåëåíèå: ÃðóïïàG íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé (êîììóòàòèâíîé), åñëè ∀a, b ∈
G âûïîëíåíî aFb = bFa

Ïðèìåð 1: G = e ñ îïåðàöèåé eFe = e

Ïðèìåð 2: Ìíîæåñòâî ìàòðèö Am×n îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó îòíîñèòåëüíî

ñëîæåíèÿ.

Ïðèìåð 3: Ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö An×n ñ detA 6= 0 îáðàçóþò íåêîì-

ìóòàòèâíóþ ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ìàòðèö. u = E.

Ïðèìåð 4: Ìíîæåñòâî Z îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ � àáåëåâà ãðóïïà .

u = 0, ∀a ∈ Z : ∃a−1 = −a.
Ïðèìåð 5: Ìíîæåñòâî R îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ � àáåëåâà ãðóïïà.

u = 0, ∀a ∈ R : ∃a−1 = −a
Ïðèìåð 6: Ìíîæåñòâî R\{0} îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíî-

æåíèÿ. u = 1, ∀a ∈ R\{0} : ∃a−1 =
1

a
.

Îïðåäåëåíèå: Ìíîæåñòâî G′ íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè

1) G′ 6= ∅
2) ∀a, b ∈ G′ : aFb ∈ G′

3) ∀a ∈ G′ : a−1 ∈ G′

Óòâåðæäåíèå: Ïîäãðóïïà G′ ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Ãîìîìîðôèçì ãðóïï

Îïðåäåëåíèå: Åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åäèí-

ñòâåííûé y ∈ Y ïî çàêîíó y = F (x), òî ãîâîðèòñÿ, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå F

ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y .
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Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü G,G1 � äâà ìíîæåñòâà, íà êîòîðûõ çàäàíû ñîîòâåòñòâó-

þùèå îïåðàöèè F, ◦. Îòîáðàæåíèå F ìíîæåñòâà G íà ìíîæåñòâî G1 íàçûâàåòñÿ

ãîìîìîðôèçìîì, åñëè ∀x, y ∈ G : F (xFy) = F (x) ◦ F (y).

G1 íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôíûì îáðàçîì G.

Óòâåðæäåíèå: Ãîìîìîðôíûé îáðàç ãðóïïû òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Óòâåðæäåíèå: Ãîìîìîðôíûé îáðàç àáåëåâîé ãðóïïû òàêæå ÿâëÿåòñÿ àáåëå-

âîé ãðóïïîé.

Ïðè ýòîì ãîìîìîðôíûé îáðàç íå àáåëåâîé ãðóïïû íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íå

àáåëåâîé ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå: Âçàèìîîäíîçíà÷íûé ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèç-

ìîì.

Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

Îïðåäåëåíèå:Ïðåîáðàçîâàíèåì ìíîæåñòâàM íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîå îòîá-

ðàæåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà ñàìîãî â ñåáÿ

Îïðåäåëåíèå: Äâèæåíèå � ýòî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè (ïðîñòðàí-

ñòâà), ïðè êîòîðûõ ñîõðàíÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè.

Ïðèìåðû äâèæåíèé:

1) Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà ~b

Ìíîæåñòâî ïåðåíîñîâ îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó

2) Ïîâîðîò â ïëîñêîñòè íà óãîë α

Ìíîæåñòâî ïîâîðîòîâ îáðàçóþò àáåëåâó ãðóïïó

Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå: Ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé íàçûâàåòñÿ ãîìî-

ìîðôèçì ýòîé ãðóïïû â ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñ îïåðà-

öèåé óìíîæåíèÿ.

Ïðèìåð 1: Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ.

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð~b ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó (x, y) âåêòîð

(x′, y′) ïî ïðàâèëó: x′ = x+ b1

y′ = y + b2

Ìàòðèöà ïåðåíîñà â 2D:  1 0 0

b1 1 0

b2 0 1


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 1 0 0

b1 1 0

b2 0 1


1

x

y

 =

 1

x+ b1
y + b2

 =

 1

x′

y′


Ìàòðèöà ïåðåíîñà â 3D: 

1 0 0 0

b1 1 0 0

b2 0 1 0

b2 0 0 1


Ïðèìåð 2: Ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ïîâîðîòà íà ïëîñêîñòè

|OA′| = |OA|
X ′ = |OA′| cos(α + β) = |OA′|(cosα cos β − sinα sin β) = |OA| cos β︸ ︷︷ ︸

x

cosα −

− |OA| sin β︸ ︷︷ ︸
y

sinα = x cosα− y sinα

Y ′ = |OA′| sin(α + β) = |OA′|(sinα cos β + cosα sin β) = |OA| cos β︸ ︷︷ ︸
x

sinα +

+ |OA| sin β︸ ︷︷ ︸
y

cosα = x sinα + y cosα

(
x

y

)
←→

(
x′

y′

)
=

(
x cosα− y sinα

x sinα + y cosα

)
Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ: (

cosα − sinα

sinα cosα

)

X

Y

A

A′

β

α

xx′

y′

y

O

Ðèñ. 10.1: Ïîÿñíåíèå ïðèìåðó 2
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èëè â äðóãîì âàðèàíòå: 1 0 0

0 cosα − sinα

0 sinα cosα


Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿþùåãî ïîâîðîò íà óãîë α, à ïîòîì ïà-

ðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà ~b = {b1, b2} : 1 0 0

b1 cosα − sinα

b2 sinα cosα


Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëëèëåÿ

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

x0 = t x2 = y

x1 = x x3 = z

K

z

y

xO

K ′

x′

y′

−v

Ðèñ. 10.2: Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëëèëåÿ

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëëèëåÿ çàïèñûâàþòñÿ êàê:x′0 = x0, x′1 = x1 − V t = x1 − V x0

x′2 = x2, x′3 = x3

Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ:

G =


1 0 0 0

−V 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëëèëåÿ îáðàçóåò ãðóïïó.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà

Ñîãëàñíî âòîðîìó ïîñòóëàòó Ýéíøòåéíà: "ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå îäèíàêîâà

ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì è â ëþáîé îáëàñòè èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà è îäèíà-

êîâà âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìà ôðîíòà

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (êîòîðûé îáðàçóåò ñâåò) íå ìåíÿåòñÿ. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà

ñâåòîâîãî ïîëÿ äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ:

1

c2
∂2u

∂t2
= ∆u

, ãäå ∆u = ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

Èç ïîñòóëàòà Ýéíøòåéíà ñëåäóåò, ÷òî âèä ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò îäèíàêîâ âî

âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé, ïîëó÷èì âèä

ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

x0 = t x2 = y

x1 = x x3 = z

Â äàííûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå:

∂2u

(∂x0)2
− ∂2u

(∂x1)2
− ∂2u

(∂x2)2
− ∂2u

(∂x3)2
= 0

Âûâåäåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïóñòü Aii′ � ìàòðèöà ïåðåõîäà, A
i′
i � îáðàòíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà. Òîãäà:

xi
′
= Ai

′

i x
i

∂

∂xi′
=

∂

∂xi
∂xi

∂xi′
= Aii′

∂

∂xi

Âåêòîð { ∂
∂x0
, ∂
∂x1
, ∂
∂x2
, ∂
∂x3
} ïðèíÿòî íàçûâàòü ãðàäèåíòîì(∇).

Çàêîí ïðåîáàçîâàíèÿ ãðàäèåíòà:

∇′ = AT∇

Äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ñïðàâåäëèâî:

∂2

∂xi′∂xk′
=

∂

∂xk′
(
∂

∂xi′
) =

∂

∂xk
(Aii′

∂

∂xi
)
∂xk

∂xk′
= Aii′A

k
k′

∂2

∂xi∂xk

Ââåä¼ì ìàòðèöó (ìåòðè÷åñêèé òåíçîð):

g =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


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Ñ ïîìîùüþ äàííîé ìàòðèöû ïåðåïèøåì óðàâíåíèå äëÿ êîìïîíåíò ïîëåé â

âèäå:

gik
∂2u

∂xi∂xk
= 0

Ïîñêîëüêó âèä ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåíå ñèñòåìû îòñ÷¼òà:

gik = gi
′k′

gi
′k′ ∂2u

∂xi′∂xk′
= gi

′k′Aii′A
k
k′

∂2u

∂xi∂xk

gik = gi
′k′Aii′A

k
k′ ⇒ gi

′k′ = gikAi
′

i A
k′

k

Â ìàòðè÷íîì âèäå:

g′ = A−1g(A−1)T ⇒︸︷︷︸
gik=gi′k′

g = A−1g(A−1)T

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà.

Ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Èíòåðâàë.

Ïîñêîëüêó äâàæäû êîíòðàâàðèàíòðûé òåíçîð gik íå âûðîæäåí, äëÿ íåãî ñó-

ùåñòâóåò îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gik = (gik)−1, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî

çàäàòü ïñåâäîñêàðÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(x, y) = gikx
iyk

Ïðîèçâåäåíèå íàçûâàåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðíûì, ïîñêîëüêó ìàòðèöà g íå ÿâëÿåòñÿ

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé.

Îïðåäåëåíèå: Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå çàäàíî ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå íàçûâàåòñÿ ïñåâäîåâêñèäîâûì.

Óòâåðæäåíèå: Ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü

~x = {x0, x1, x2, x3} ~x′ = {x′0, x′1, x′2, x′3}
~y = {y0, y1, y2, y3} ~y′ = {y′0, y′1, y′2, y′3}

(x, y) = gikx
iyk = gikA

i
i′A

k
k′︸ ︷︷ ︸

gik=gi′j′

xi
′
yk
′
= gi′k′x

i′yk
′

Ïóñòü
︷ ︸︸ ︷
M1M2 = {x01 − x02, x11 − x12, x21 − x22, x31 − x32}.
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Âåëè÷èíà S2 = (
︷ ︸︸ ︷
M1M2,

︷ ︸︸ ︷
M1M2) = (x01− x02)2 + (x11− x12)2 + (x21− x22)2 + (x31− x32)2

íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì.

Ïñåâäîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé

Ëîðåíöà:

S ′ = S

×àñòíûé ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà.

Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû îòñ÷¼òà (Ðèñ. 10.2).

Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ:

A =


A0

0′ A0
1′ 0 0

A1
0′ A1

1′ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


gik = Aii′A

k
k′gik

1 = g0′0′ = g00(A
0
0′)

2 + g11(A
1
0′)

2 = (A0
0′)

2 − (A1
0′)

2

0 = g0′1′ = g00A
0
0′A

0
1′ + g11A

1
0′A

1
1′ = A0

0′A
0
1′ − A1

0′A
1
1′

0 = g1′0′ = g00A
0
0′A

0
1′ + g11A

1
1′A

1
0′ = A0

0′A
0
1′ − A1

1′A
1
0′

−1 = g1′1′ = g00(A
0
1′)

2 + g11(A
1
1′)

2 = (A0
1′)

2 − (A1
1′)

2

Ââåä¼ì âåëè÷èíó β =
A1

0′

A0
0′

=
A0

1′

A1
1′
.x0 = ct = A0

0′x
′0

x′ = V t = A1
0′x

0
⇒ A1

0′

A0
0′

=
V

c
= β

Â èòîãå

A(β) =


1√
1−β2

β√
1−β2

0 0

β√
1−β2

1√
1−β2

0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


Ïîêàæåì, ÷òî äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà îáðàçóåò ãðóïïó.

Íóæíî ïîëó÷èòü, ÷òî A(β1)A(β2) = A(β̃), ãäå β̃ =
β1 + β2
1 + β1β2

.

(1 − β2
1)(1 − β2

2) = 1 + β2
1β

2
2 − β2

1 − β2
2 = 1β2

1β
2
2 + 2β1β2 − 2β1β2 − β2

1 − β2
2 =

(1 + β1β2)
2 − (β1 + β2)

2

Ïðè ïåðåìíîæåíèè A(β1) è A(β2) âîçíèêàþò âûðàæåíèÿ:

1 + β1β2√
1− β2

1

√
1− β2

2

=

√
(1 + β1β2)

2

(1 + β1β2)2 − (β1 + β2)2
=

1√
1− β̃2

β1 + β2√
1− β2

1

√
1− β2

2

=

√
(β1 + β2)

2

(1 + β1β2)2 − (β1 + β2)2
=

β̃√
1− β̃2
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Òàêèì îáðàçîì A(β1)A(β2) = A(β̃).
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