
МЕХАНИКА • СЛЕПКОВ АЛЕКСАНДР ИВАНОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ  
ПРОФ. РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ.  
СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU.

ВВЕДЕНИЕ В ФИЗИКУ 
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

БОРИСОВ
АНАТОЛИЙ ВИКТОРОВИЧ

ФИЗФАК МГУ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН 
СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ 
ПРОФ. РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ 

СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ.  
СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ 

НА VK.COM/TEACHINMSU.

ЕСЛИ ВЫ ОБНАРУЖИЛИ 
ОШИБКИ ИЛИ ОПЕЧАТКИ, 
ТО СООБЩИТЕ ОБ ЭТОМ, 
НАПИСАВ СООБЩЕСТВУ 
VK.COM/TEACHINMSU.

ФИЗИЧЕСКИЙ 
ФАКУЛЬТЕТ  
МГУ ИМЕНИ 
М.В. ЛОМОНОСОВА



БЛАГОДАРИМ ЗА ПОДГОТОВКУ КОНСПЕКТА 
СТУДЕНТКУ ФИЗИЧЕСКОГО ФАКУЛЬТЕТА МГУ 

ГОЛОВКО ПОЛИНУ ВАЛЕРЬЕВНУ



ВВЕДЕНИЕ В ФИЗИКУ
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

БОРИСОВ АНАТОЛИЙ ВИКТОРОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Содержание

1 Лекция 1. Элементарные частицы и фундаментальные взаимодей-

ствия 6

1.1 Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Элементарные частицы и фундаментальные взаимодействия . . . . . . 8

1.3 Кварковое строение адронов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 Фейнмановские диаграммы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.5 Мюонная аномалия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2 Лекция 2. Группа Лоренца и её генераторы 23

2.1 Преобразования Лоренца . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2 Группа Лоренца . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3 Генераторы группы Лоренца . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4 Принцип причинности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.5 Алгебра Ли группы Лоренца . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3 Лекция 3. Метод Лагранжа и вариационный принцип в теории

поля. Метод Гамильтона в теории поля 38

3.1 Алгебра Ли группы Лоренца. Продолжение . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2 Метод Лагранжа и вариационный принцип в теории поля . . . . . . . . 40

3.3 Метод Гамильтона в теории поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4 Лекция 4. Симметрии и интегралы движения. Теорема Нётер 48

4.1 Теорема Нётер в механике . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2 Теорема Нётер в механике. Примеры. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.3 Теорема Нётер в теории поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.4 Энергия, импульс и момент импульса поля . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

5 Лекция 5. Энергия, импульс и момент импульса поля. Комплекс-

ное скалярное поле. Глобальные калибровочные преобразования. 59

5.1 Комплексное скалярное поле. Глобальные калибровочные преобразо-

вания. Электрический заряд. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5.2 Глобальные калибровочные преобразования . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3



ВВЕДЕНИЕ В ФИЗИКУ
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

БОРИСОВ АНАТОЛИЙ ВИКТОРОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

6 Лекция 6. Калибровочная группа SU(2). Изоспин. Локальные ка-

либровочные преобразования. Электромагнитное поле как абелево

калибровочное поле. Уравнения Максвелла 69

6.1 Калибровочная группа SU(2). Изоспин . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

6.2 Приложение. Спин электрона в квантовой механике . . . . . . . . . . . 72

6.3 Локальные калибровочные преобразования и калибровочный принцип

введения взаимодействий полей. Электромагнитное поле как абелево

калибровочное поле. Скалярная электродинамика . . . . . . . . . . . . 75

6.4 Уравнения Максвелла . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

7 Лекция 7. Неабелевы калибровочные поля. Неабелево обобщение

скалярной электродинамики 82

7.1 Неабелевы калибровочные поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

7.2 Неабелево обобщение скалярной электродинамики . . . . . . . . . . . . 83

8 Лекция 8. Квантование полей. Частицы как кванты полей 89

8.1 Квантование полей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

8.2 Метод Гамильтона . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

9 Лекция 9. Спонтанное нарушение калибровочной симметрии. Ме-

ханизм Браута-Энглера-Хиггса генерации масс элементарных ча-

стиц. Непрерывная абелева симметрия 99

9.1 Спонтанное нарушение калибровочной симметрии. Механизм Браута-

Энглера-Хиггса генерации масс элементарных частиц . . . . . . . . . . 99

9.2 Непрерывная абелева симметрия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

9.3 Механизм Браута-Энглера-Хиггса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

10 Лекция 10. Группа SL(2,C). 4-мерные спиноры. Инверсия спиноров107

10.1 Группа SL(2,C). Спинорное представление группы Лоренца . . . . . . . 107

10.2 4-мерные спиноры . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

10.3 Инверсия спиноров . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

11 Лекция 11. Уравнение Дирака. Динамические переменные дира-

ковского (спинорного) поля 119

11.1 Уравнение Дирака . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

11.2 Закон преобразования биспиноров . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

4



ВВЕДЕНИЕ В ФИЗИКУ
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

БОРИСОВ АНАТОЛИЙ ВИКТОРОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

11.3 Динамические переменные дираковского (спинорного) поля . . . . . . . 126

12 Лекция 12. Спинорная электродинамика 129

12.1 Группа Пуанкаре . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

12.2 Классификация представлений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

13 Лекция 13. Модель Вайнберга–Салама (ВС). Общая структура

лагранжиана (случай одного поколения лептонов) 138

13.1 Модель Вайнберга–Салама (ВС) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

13.2 Механизм Браута–Энглера–Хиггса в модели Вайнберга–Салама: массы

лептонов и калибровочных бозонов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

13.3 Матрица лептонного смешивания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

13.4 Кварковая модель адронов, сильное взаимодействие . . . . . . . . . . . 150

14 Лекция 14. Квантовая хромодинамика — SU(3)-калибровочная тео-

рия сильного взаимодействия. Асимптотическая свобода и кон-

файнмент. Стандартная модель и ее обобщения 153

14.1 Квантовая хромодинамика — SU(3)-калибровочная теория сильного

взаимодействия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

14.2 Теория сильных взаимодействий . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

14.3 Асимптотическая свобода и конфайнмент . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

14.4 Стандартная модель: преимущества и открытые вопросы . . . . . . . . 165

14.5 Выводы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

5



ВВЕДЕНИЕ В ФИЗИКУ
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

БОРИСОВ АНАТОЛИЙ ВИКТОРОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Лекция 1. Элементарные частицы и

фундаментальные взаимодействия

Введение

Курс «Введение в физику фундаментальных взаимодействий» – это вводный курс

для годового курса «Теория фундаментальных взаимодействий». В этом курсе будут

в рамках классической теории поля обсуждаться те аспекты, которые используются

при построении современной теории фундаментальных взаимодействий: электромаг-

нитных, слабых, сильных. Данная теория носит название «Стандартная Модель». На

самом деле это не модель, а полноценная квантовая теория поля, которая описывает

все три основные типа взаимодействий. Гравитация в стандартной модели не учи-

тывается, так как считается, что три типа взаимодействий развиваются на фоне

пространства Минковского.

Первая лекция – обзор стандартной модели. Будет показано, какие частицы с

точки зрения стандартной модели являются фундаментальными, а также обратим

внимание на фундаментальные взаимодействия между ними. Далее будут обсуж-

даться основные симметрии, которые лежат в основе описания взаимодействий. В

рамках курса считается, что теория должна описывать взаимодействия Лоренц-

инвариантным образом: формулировка основных законов должна быть инвариант-

на относительно выбора инерциальной системы отсчета, поэтому переход от первой

инерциальной системы отсчета ко второй, от второй к третьей, должен быть эквива-

лентен переходу от первой инерциальной системы отсчета к третьей сразу же. От-

сюда видно, что такой переход должен иметь групповую структуру. Из курса общей

физики известно, что для этого необходимо использовать преобразования Лоренца.

Они связывают между собой время и координаты некоторого идеализированного то-

чечного события в двух инерциальных системах отсчета. Поэтому некоторые важные

фундаментальные свойства групп Лоренца тоже будут обсуждаться в рамках курса.

Общая теория групп будет подробно обсуждаться в курсе «Теория групп». Затем бу-

дет обсуждаться, как обобщается метод Лагранжа на теорию поля. С точки зрения

механики, теория поля – это механическая система с бесконечным числом степеней

свободы. Тем не менее основные идеи теоретической механики могут быть обобще-

ны на этот случай. Для этого в рамках курса будет сформулирован вариационный
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принцип в теории поля и методом Лагранжа будет получено уравнение движения.

Будет обсуждаться также метод Гамильтона, его механические основы и примене-

ние в теории поля. Этот метод необходим при переходе к квантовой теории поля.

Далее будет рассматриваться, как из структуры действия, которая сопоставляется

полевой системе, получить интегралы движения. Известно, что в механике существу-

ет теорема Нётер, которая связывает симметрии действия с интегралом движения.

Аналогичная теорема используется и в теории поля. При построении Лагранжиана

взаимодействия будут использоваться токи Нётер. Также в рамках курса будет пока-

зано, как на основе теоремы Нётер ввести понятия, известные из механики: момент,

энергия, импульс. Будут рассматриваться интегралы, которые не имеют механиче-

ского аналога: простейшее скалярное поле, действительное, вещественное, комплекс-

ное. Будет введена фундаментальная величина, не имеющая механического аналога -

электрический заряд. Существуют более широкие немеханические интегралы движе-

ния, которые связаны с некоординатными преобразованиями, их называют внутрен-

ними симметриями полей. Будет совершен переход от Абелевых групп к неабелевым.

Будет введено понятие изоспина, оно будет использовано при построении той части

стандартной модели, которая используется для описания слабых взаимодействий.

Калибровочные группы описываются параметрами, которые не имеют зависимости

от координат. Нужно ввести понятие локальных калибровочных преобразований, их

параметры зависят от координат пространства-времени Минковского. Именно эти

локальные калибровочные преобразования лежат в основе построения фундамен-

тальных взаимодействий в стандартной модели. На примере одной из важнейших

калибровочных теорий, будет рассмотрена скалярная электродинамика. Будет ука-

зана связь калибровочных и материальных полей с квантовыми объектами (частица-

ми). Систематическое изложение будет дано в курсе «Квантовая теория поля». Будет

рассмотрено важнейшее свойство стандартной модели (для описания слабых вза-

имодействий) – спонтанное нарушение локальной калибровочной симметрии. Этот

механизм называется механизмом Браута-Энглера-Хиггса. При таком спонтанном

нарушении симметрии возникает бозон Хиггса, который используется для описа-

ния возникновения масс элементарных частиц. Будет проведен краткий обзор курса

«Теория фундаментальных взаимодействий». Рассмотрим, как развивая идею ло-

кальной калибровочной теории поля, перейти к теории сильных взаимодействий –

квантовая хромодинамика. Понадобится еще одна калибровочная группа – SU(3).

Будут описаны недостатки стандартной теории.
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8. А. В. Смилга. Квантовая теория поля на обед. М., Изд-во МЦНМО, 2019.

Для успешного освоения курса необходимо в течение семестра решать задачи.

Элементарные частицы и фундаментальные взаимодействия

Рис. 1.1. Стандартная модель элементарных частиц

На рисунке 14.18 приведена таблица элементарных (в смысле экспериментатора)
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частиц. Именно они описывают все основные структуры, все другие элементарные

частицы. Протон, нейтрон с точки зрения Стандартной модели, не являются фунда-

ментальными, они являются связанными состояниями этих частиц.

Обычно их делят на две группы. Первая группа - лептоны, частицы вещества

(материи). Вторая группа - кварки. Имеется три поколения кварков и три поколе-

ния лептонов. Поколения содержат пары частиц, то есть три дублета: электронный,

мюонный и тауонный. Между лептонами и кварками (которых тоже три поколения)

есть симметрия. Чертой над символом обозначается античастица к определенной ча-

стице. Как показывает квантовая теория поля, каждой частице ставится в соответ-

ствие частица, несущая противоположный знак электрического заряда. Например,

электрону соответствует равный по массе позитрон.

Кварки u и d, будучи элементарными частицами, образуют при объединении на-

блюдаемые опытным путем протон и нейтрон. Кварки c, s, t и d образуют быстро-

распадающиеся вещества. То есть, стабильное вещество состоит из легких кварков.

В каждой ячейке указаны характеристики элементарных частиц: масса, заряд, спин

(собственный момент импульса).

В физике элементарных частиц принято измерять массы в электрон-вольтах. 1

эВ – это энергия, которую приобретает электрон, проходя разность потенциалов в

1 вольт. Наблюдается иерархия масс при переходе между поколениями: электрон

весит 0.5 МэВ, мюон уже в 200 раз тяжелее. Теория строится таким образом, чтобы

иерархия наблюдалась, однако она никак не объясняется. Для кварков наблюдается

то же самое: самый легкий весит несколько МэВ, а самый тяжелый (шестой t-кварк)

весит 173 ГэВ (примерно такова масса ядра золота).

Еще одна загадка, кроме общей иерархии: масса нейтрино до сих пор точно не из-

мерена. Из экспериментов по осцилляциям нейтрино есть ограничение снизу по массе

(не меньше, чем 0.05 эВ). Считается, что малая масса нейтрино – это указание на то,

что есть физика за пределами Стандартной модели. Лептоны напрямую участвуют в

электромагнитных и слабых взаимодействия. Нейтрино, не имеющие электрическо-

го заряда, участвуют только в слабых взаимодействиях. Кварки участвуют во всех

трех типах.

Взаимодействия между кварками, лептонами осуществляется путем переноса дру-

гих частиц, частиц переносчиков взаимодействия. С точки зрения квантовой теории,

различаем частицы с целым и полуцелым спином. Кварки и лептоны – это фермио-

ны, их спин составляет половину в единицах постоянной Планка. Они подчиняются
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принципу Паули, именно он объясняет стабильность вещества. В Стандартной моде-

ли идея описания взаимодействия в квантовой теории позаимствована из электроди-

намики. Известно, что можно описывать взаимодействия электронов путем обмена

квантами электромагнитного поля (фотонами). Фотон принципиально отличается от

фермионов, потому что его спин равен единице, а также он не имеет массы. Слабые

взаимодействия описываются путем обмена между фермионами тремя слабыми бо-

зонами: Z-бозон (в сто раз тяжелее протона) и W ˘-бозоны. Эти три бозона – кванты

калибровочных полей. Еще одна частица – это глюон. Дальше будет видно, что тре-

буется 8 глюонов. Обмен между ними соответствует сильным взаимодействиям. Еще

одна важная для структуры стандартной модели частица – это бозон Хиггса (пред-

сказана в 1954 году Питером Хиггсом, открыта в 2012 году). У этой частицы нет

спина и электрического заряда, ее масса близка к массе d-кварка.

Итак, фундаментальными частицами считаются лептоны (электрически заряжен-

ный электрон e, мюон µ , тауон τ и соответствующие нейтрино) и кварки (u,d,s,c,b, t)

– это элементарные составляющие материи. Оценим относительные силы взаимодей-

ствия. Пусть есть электромагнитное взаимодействие. Его переносчиком, как извест-

но, является фотон с единичным спином. Если есть обмен частицы массы m, то

эффективный радиус действия – это комптоновская длина волны. Константа связи

лептонов и кварков с фотоном – их электрические заряды (-e – для электрона, мю-

она и тауона; +2e{3 для кварков u, c, t; ´e{3 – для кварков d, s, b); характерная

безразмерная константа – постоянная тонкой структуры:

α “
e2

4π h̄c
»

1
137

» 7 ¨ 10´3 (1.1)

Была использована Хевисайдова система единиц. Для слабого взаимодействия: пере-

носчики – это массивные бозоны со спином 1, электрически заряженные W ˘ (mW “

80.4ГэВ), нейтральный Z (mZ “ 91.2ГэВ). Радиус действия слабого взаимодействия:

rω »
h̄

mW c
» 2 ¨ 10´16cm (1.2)

Вспомним, что размер протона 10´13. Продукты распада все же зафиксировать мож-

но. Константа связи фермионов (лептонов и кварков) с W -бозонами g “ e{sinθW , с

Z-бозонами g “ e{cosθW ; при низких энергиях (E ! mW c2) фундаментальное слабое

взаимодействие сводится к эффективному 4-фермионному (точечному) взаимодей-

ствию (переносчик как бы стягивается в точку), описываемому размерной константой
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Ферми GF “

?
2g2

8m2
W

ph̄cq2 (размерность - обратный квадрат массы), которой отвечает

характерная безразмерная константа:

αF “
GFm2

p

ph̄cq3 » 10´5 (1.3)

Ферми первый построил теорию слабого взаимодействия еще до фундаментальной

теории. Сравним значение с постоянной тонкой структуры: величина постоянной для

слабого взаимодействия получилась на несколько порядков меньше – это доказывает,

что взаимодействие действительно слабое.

Существует еще один гипотетический переносчик взаимодействия – гравитон, без-

массовый бозон со спином 2 (в единицах h̄). Он переносит гравитационное взаимодей-

ствие, причем радиус бесконечен: rg “ 8. Константа связи (гравитационный заряд):
?

GNm, где GN – это ньютоновская гравитационная постоянная, а m – это масса части-

цы. Для протона с массой mp “ 0.938 Гэв имеем безразмерную постоянную (аналог

постоянной тонкой структуры в электродинамике):

αg “
GNm2

p

ph̄cq
» 6 ¨ 10´39 (1.4)

Величина очень мала.

Перейдем к сильному взаимодействию. Переносчиками являются глюоны. Их 8

и они не имеют массы, их спин равен единице. Взаимодействие переносится только

между кварками, лептоны непосредственно в сильном взаимодействии не участвуют.

Радиус действия сильного взаимодействия:

rs » 10´13cm (1.5)

Константа связи кварков с глюонами – их цветной заряд gs (кварки, в отличие

от лептонов, характеризуются дополнительным квантовым числом, условно называ-

емым цветом; каждый кварк может находиться в трех различных цветовых состоя-

ниях). Сами глюоны также несут цветовой заряд и поэтому взаимодействуют друг

с другом. Самодействие глюонов приводит к принципиальному отличию характера

сильного взаимодействия от электромагнитного: с уменьшением расстояния между

кварками сильное взаимодействие уменьшается (это явление называется асимптоти-

ческой свободой), а с увеличением расстояния возрастает так, что кварки не могут

разойтись на расстояние больше, чем rc „ 10´13cm (это явление называется конфай-

нментом, удержанием кварков; то же относится к глюонам). Таким образом, хотя
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глюоны безмассовые (как гравитон и фотон), но их самодействие обеспечивает ко-

нечность радиуса сильного взаимодействия. Эффективная безразмерная константа

связи:

αs “
g2

s
4π h̄c

(1.6)

Она возрастает с ростом расстояния так, что αs 1 при r rc, а при r ÝÑ 0 убывает

αs ÝÑ 0.

Кварковое строение адронов

Конфайнмент приводит к тому, что кварки (глюоны) не существуют в свободном

состоянии (в обычных лабораторных условиях). При высоких плотностях и темпера-

турах кварки и глюоны находились почти в свободном состоянии. По мере эволюции,

кварки и глюоны перестали наблюдаться при обычных условиях. Можно смодели-

ровать условия ранней Вселенной и получить кварк-глюонную плазму, но только

в качестве модели. Сейчас наблюдаются лишь их связанные цветонейтральные со-

стояния – сильновзаимодействующие частицы, адроны (не элементарные частицы,

а связанные состояния). Их можно разделить на два класса – мезоны (целый спин

– бозоны) и барионы (полуцелый спин – фермионы). Согласно кварковой модели,

мезоны состоят из кварка и антикварка (M “ q1q̄2), а барионы – из трех кварков

(M “ q1q2q3). Рассмотрим пример. Мезоны со спином 0:

π
`

“ u,̄π´
“ dū,π0

“
1

?
2

puū ´ dd̄q

Знак минус в последнем выражении – это эффект интерференции.

K`
“ us̄

Барионы со спином 1/2:

p “ uud,n “ ddu,Λ “ uds

Барион со спином 3/2:

∆
``

“ uuu

Интерпретация последнего примера потребовала введения нового квантового числа

– цвета. Стоит отметить, что на расстояниях r ą rc 10´13 см сильное взаимодей-

ствие между нуклонами (протонами и нейтронами) эффектно сводится к обмену

пи-мезонами (пионами) π´,π`,π0 с константой связи gnNN , причем:

g2
nNN

4π h̄c
» 14 (1.7)
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Константа может быть извлечена из экспериментов. Малые параметры (как, напри-

мер, постоянная тонкой структуры) не работают, нельзя работать с теорией возму-

щения. Радиус пион-нуклонного взаимодействия:

rnNN »
h̄

mc
» 1.5 ¨ 10´13 (1.8)

Экспериментаторы умеют измерять зарядовый радиус протона, эффективный раз-

мер протона за счет распределения в нем электрического заряда.

Фейнмановские диаграммы

Рисунки 1.2 иллюстрируют технику квантовой теории поля при описании элек-

тромагнитного взаимодействия. Можно сопоставить конкретным величинам, описы-

вающим процессы электромагнетизма, так называемые диаграммы Фейнмана. Они

описывают элементарные амплитуды и наглядно показывают как устроено взаимо-

действие.

Рис. 1.2. Части фейнмановских диаграмм, описывающие испускание и поглощение

фотона электроном (а), позитроном (в), рождение фотоном пары e`e´ (г), и анни-

гиляцию пары e`e´ в фотон (д). Часть рис. а, отвечающая электромагнитному току

изображена на рис.б

Волнистые линии означают виртуальные частицы, в рассматриваемом случае –

фотон.
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Рис. 1.3. Диаграмма Фейнмана, описывающая упругое рассеяние электрона на про-

тоне

В пределе большой массы протона можно получить вывод известной формулы Ре-

зерфорда, а также ввести понятие сечения рассеяния. Данная величина показывает

плотность потока, количество зарегистрированных в детекторе электронов.

Рис. 1.4. Диаграмма Фейнмана, описывающая неупругое рассеяние электрона на про-

тоне, при котором испускается «тормозной» фотон

Электрон может испустить виртуальный фотон (не наблюдается сам, только его

эффект), отсюда появляются поправки.

На диаграмме, изображенной на 1.4 имеются две виртуальные частицы: не только

виртуальный фотон, но и виртуальный электрон.

На 1.5 изображен процесс аннигиляции электрона и позитрона в пару µ`µ´.

В этом процессе, если рассматривать его в системе центра масс сталкивающихся

частиц, где сумма импульсов электрона и позитрона равна нулю, виртуальный фотон

не переносит импульса, он переносит лишь энергию.
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Рис. 1.5. Диаграммы Фейнмана, описывающие аннигиляцию электрона и позитрона

в два (а) и три (б) фотона

По мере роста энергии, в этом взаимодействии могу участвовать другие частицы

(например, тяжелый Z-бозон).

Рис. 1.6. Диаграмма Фейнмана, описывающая аннигиляцию электрона и позитрона

в пару мюонов

Подведем итог. Электромагнетизм связан с тем, что заряженные частицы испус-

кают фотон. Характерный масштаб α “
1

137
. В нем всегда участвуют заряженные

Рис. 1.7. Три типа взаимодействий стандартной модели

частицы, которые несут электрический заряд. При этом, тип частицы не меняет-

ся. В сильном же взаимодействии имеется испускание глюонов (на 1.7 изображен в

виде пружины). В этом взаимодействии участвуют только кварки. В слабом взаимо-

действии электрон испускает W -бозон и теряет свой заряд (возникает нейтрино). То
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есть меняется тип частицы. Z-бозон – тяжелый аналог фотона. Его может испускать

нейтрино, возникает соответсвующая константа: αW{Z “
1
30

.

Теперь рассмотрим, как качественно возникает принципиальное отличие харак-

тера взаимодействия сильного (за счет обмена глюонами G) взаимодействия. При

описании будет использована неабелева калибровочная группа, принципиальное фи-

зическое отличие – сами переносчики несут так называемый цветовой заряд. На рис.

1.8 видно, что в обмене могут наблюдаться три или даже четыре взаимодействия.

Рис. 1.8. Квантовая хромодинамика

Верхняя левая (кварк-петля) диаграмма на рис. 1.9 приводит к уменьшению эф-

фективного gspQ2q при малом импульсе Q (т.е. на большом расстоянии r 1{Q) из-за

экранирования заряда, аналогично квантовой хромодинамике.

Рис. 1.9. Связи в квантовой хромодинамике. Пунктирная линия – это электродина-

мический аналог. Q – виртуальный перенос импульса (четырехмерного).

Можно рассматривать как аналог кулоновского взаимодействия, но с радиацион-

ными поправками: он может распадаться на кварк-антикварковую пару. Это приво-

дит к уменьшению взаимодействия при увеличении энергии (как в электродинамике).
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Нижние левые (глюонные петли) диаграммы имеют противоположное (антиэкрани-

рование) поведение. Они не имеют аналога в квантовой хромодинамике. Справа –

набросок значений αspQ2q “ g2
s pQ2q{4π и αspQ2q “ e2pQ2q{4π. Связь становится малой

(асимптотически свободной) для |Q| ąą 1 ГэВ и большой при |Q| À 1 ГэВ.

В теории сильных взаимодействий есть конкуренция между эффектом экрани-

ровки (как экранировка электрического заряда) и эффектом антиэкранировки за

счет глюонов, несущих цветовой заряд. Рис. 1.10 иллюстрирует, как из фундамен-

тального взаимодействия между кварками посредством обмена глюонов возникает

эффективное взаимодействие (взаимодействие Юкавы). Рождается пара кварков и

за счет взаимодействия между кварк-антикваром возникает связанное состояние.

Далее возникает обмен π0. Эффективно обмен идет не глюонами, а их связанным

состоянием. Это приводит к большой константе связи.

Рис. 1.10. Эффективное взаимодействие Юкавы, обусловленное обменом кварк-

антикварк с парой qq´, взаимодействующей через обмен глюонами

В реальных экспериментах 60х годов рассматривалось рассеивание элетронных

пучков с высокой энергией на протонах (изображен в виде трех кварков).

Рис. 1.11. Глубокое неупругое рассеяние
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Взаимодействие между лептоном e´ и кварком может быть описано пертурба-

тивно одним фотонным обменом. Однако, распределение кварков в протоне и ад-

ронизация оставшихся и рассеянных кварков в ненаблюдаемые адроны X “ X1 ` X2

являются непертурбативными. Фотон выбивает из протона большую группу адронов

(Х). Это называется «глубоко неупругое рассеяние»(рис.1.12). На рис.1.13 показан

Рис. 1.12. Слева: упругое рассеяние e´ p´ p. Заштрихованный круг представляет эф-

фекты сильных взаимодействий. Справа: глубокое неупругое рассеяние e´ p´X

аналог рождения мюонной пары. Электрон-позитрон рождают кварк-антикварковую

Рис. 1.13. Слева: шарики представляют адронизацию кварков. Справа: поправки

квантовой хромодинамики высшего порядка.

пару, затем они рождают из вакуума кварк-антикварковые пары, на опыте в резуль-

тате вылетают две адронные струи. Эти струи сохраняют информацию о породивших

их частицах. На фундаментальном уровне процесс очень сложный. Этот эффект яв-

ляется непертурбативным. За счет того, что кварк начинает взаимодействовать на

первоначальном этапе, необходимы поправки. При высоких энергиях может родиться

и третья струя, источником которой будет глюон – трехструйное событие.

Реальное производство – рис. 1.14. Воспроизведено по просьбе коллаборации OPAL.

Также показаны возможные диаграммы Фейнмана, соответствующие наблюдаемым

событиям. В случае четырехструйного производства есть также диаграммы, где оба

глюона излучаются из кварков.
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Рис. 1.14. Производство струй при аннигиляции e`e´. a) двухструйное событие б)

трехструйное событие в) четырехструйное событие

Рассмотрим пример слабых распадов адронов рис. 13.2.

n ÝÑ p ` e´
` ν̄e

Рис. 1.15. β - распад нейтрона

p “ uud,n “ udd

Второй пример – рождение uu´ пары из воздуха. Распад странной частицы.

Λ “ uds, p “ uud, pi´ “ ūd

Наблюдаемый процесс:

Λ ÝÑ p ` π
´

Рассмотрим схему, показывающую, как была совершена проверка стандартной

модели (рис.1.17).

Одна из целей создания большого адронного коллайдера – это открытие бозона

Хиггса. в 2012 году был наблюдён процесс, в котором возрождён хиггсовский бозон.
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а) б)

Рис. 1.16. Пример 2

Рис. 1.17. Основные фейнмановские диаграммы высшего порядка, вносящие вклад

в производство бозона Хиггса в (a) слиянии глюонов, (b) векторно-бозонном слия-

нии, (c) хиггс-страхлунге (или связанном производстве с калибровочным бозоном на

уровне дерева от кварк-кваркового взаимодействия), (d) связанном производство с

калибровочным бозоном (на уровне петли от глюон-глюонного взаимодействия), (e)

ассоциированное производство с парой топ-кварков (существует аналогичная диа-

грамма для ассоциированного производства с парой нижних кварков), (f-g) произ-

водство в ассоциации с одним верхним кварком
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Как показывает теория, сам он распадается, но одна из мод его распада – это распад

на два фотона. Как показывает теория, чем тяжелее фермион, тем сильнее взаи-

модействие с бозоном Хиггса. Таким образом, главный механизм рождения показан

на рисунке а. На рис. 1.18 показана ведущая диаграмма Фейнмана ждя рождения

бозона Хиггса. Рис. 1.19 показывает, насколько сильно современная стандартная мо-

Рис. 1.18. Ведущие диаграммы Фейнмана для канала H ÝÑ γγ

дель. В электромагнитном секторе она с высокой точностью предсказывает хорошо

измеренные на опыте магнитные моменты.

Рис. 1.19. Диаграммы Фейнмана для g=2 (a), поправки на излучение низшего поряд-

ка, рассчитанные впервые Шредингером (b), вклад поляризации вакуума, который

является одним из пяти членов четвёртого порядка α2{π2

Мюонная аномалия

Измерение ААМ мюона ограничивается его коротким временем жизни: τµ= 2.197¨10´6

c. Вместо крошечной ловушки Пеннинга для измерения αµ используется прецессия

спина мюона в большом мюонном накопительном кольце. Современное эксперимен-

тальное значение (2021): α
exp
µ “ 1.16592061p41q ¨ 10´3. Вычисление в рамках Стан-

дартной модели дает (2020): αSM
µ “ 1.16591810p43q ¨ 10´3. Разность значений крайне
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мала: α
exp
µ ´ αSM

µ “ p251 ˘ 59q ¨ 10´11. Расхождение между теорией и недавними экс-

периментами на уровне 4.2σ ! Стандартная модель завершена, однако она не полна.

Причина фундаментальная – наблюдаемая в нашей Вселенной плотность энергии не

может быть объяснена плотностью только известной материи (она дает вклад только

4%). 75% – это темная материя, ее природа неизвестна.
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Лекция 2. Группа Лоренца и её генераторы

Преобразования Лоренца

Группы Лоренца играют фундаментальную роль в теоретической физике, по-

скольку все законы природы инварианты относительно выбора система отсчета. Во

всех инерциальных системах отсчета уравнение движения выглядит одинаково. По

этой причине структура группы Лоренца, будучи достаточно сложной, подробно ис-

следована математиками. Рассмотрим только те свойства, которые будут использо-

ваться в курсе.

Преобразования Лоренца связывают две инерциальные системы отсчета. В од-

ной инерциальной системе отсчета происходит идеализированное точечное событие

в момент времени t в точке пространства, которой сопоставляется радиус-вектор

r⃗. Рассматриваем, как связаны между собой время и координаты этого точечного

события в инерциальных системах K и K1. Рассмотрим нерелятивистский случай.

Уравнения Ньютона

mr̈ “ Fpt,r, ŕq (2.1)

инвариантны относительно преобразований Галилея

r ÝÑ r’´Vt (2.2)

отвечающих переходу из одной ИСО K к другой K1 (рис. 2.1). Тут мы считаем, что

система K1 движется с сонаправленными осями к системе K с постоянной скоростью

V. Расстояние между началом систем линейно возрастает со временем:

¯OO1 “ Vt (2.3)

Предполагаем также, что t “ t 1, то есть время абсолютно. Имеем закон сложения

скоростей (следствие из преобразования Галилея):

v “ V`V’v “
dr
dt

v’ “
dr’
dt

(2.4)

Отметим, что v,v’ относятся к разным системам отсчета. Ускорение оказывается

инвариантным относительно выбора инерциальной системы отсчета:

a’ “
v’
dt

“
v
dt

´
V
dt

“
v
dt

“ a (2.5)
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Рис. 2.1. Две инерциальные системы отсчета

Из экспериментов (при сравнительно малых скоростях движения) известно:

m1
“ m,F “ F’ (2.6)

То есть, масса – инвариант, не зависит от системы отсчета. То же относится к силам.

Тогда в инерциальной системе отсчета K1 получаем тот же вид уравнений, что и в

инерциальной системе отсчета K:

m1a’ “ F’ (2.7)

Этим выражается механический принцип относительности Галилея (1632): все ме-

ханические явления протекают одинаково (при одинаковых начальных условиях) во

всех инерциальных системах отсчета. Начальные условия особенно важны в этом

принципе.

Однако при развитии эксперимента оказалось, что принцип нарушается для элек-

тромагнитных явлений. А. Эйнштейн обобщил принцип относительности Галилея,

выдвинув физический принцип относительности (1905), состоящий их двух постула-

тов:

1.Все физические явления протекают одинаково в различных ИСО при одинако-

вых начальных условиях;

2. Cкорость света c в вакууме одинакова во всех ИСО и не зависит от направления

и координат точки наблюдения (изотропность и однородность пространства).
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Замечание 1. Скорость света в вакууме (точное значение!) равна

c “ 299792458
M
C

Почему же она считается точной? Это обусловлено принятым в 1983 году опреде-

лением метра: 1 метр – это длина пути, проходимого светом в вакууме за интервал

времени 1/299792458 секунды.

Замечание 2. 1 секунда – это интервал времени, равный 9192631770 периодам

излучения, соответствующего переходу между двумя сверхтонкими уровнями основ-

ного состояния атома цезия-133 (удобно воспроизводить) в покое при температуре 0

К при отсутствии возмущения внешними полями. Покой крайне важен, поскольку

если измерять в движении, то частота будет зависеть от скорости – эффект Доплера.

Выведем преобразования Лоренца, обеспечивающие выполнение физического прин-

ципа относительности. Будем использовать декартову систему координат. Пусть px,y,z, tq

– координаты и время некоторого физического события, рассматриваемого в ИСО

K. В ИСО K1 это же событие характеризуется px1,y1,z1, t 1q. Найдем преобразования

px,y,z, tq ÝÑ px1,y1,z1, t 1
q

Они должны быть линейными, что следует из однородности пространства и времени.

Рис. 2.2. Две системы отсчета для вывода преобразований Лоренца

При выбранной ориентации осей (рис. 2.2) систем K и K1 плоскости y1 “ 0 и z1 “ 0

совпадают с плоскостями y “ 0 и z “ 0, соответственно. Следовательно y и y1 должны
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обращаться в нуль одновременно независимо от других координат времени t. Это

возможно только, если

y “ ky1,k “ const

Ввиду равноправия систем K и K1 обратное преобразование должно иметь вид

y1
“ ky

Отсюда следует

k “ 1,y “ y,z “ z1

Отсюда вытекают соотношения

x1
“ a1x ` b1t, t 1

“ a2x ` b2t (2.8)

Точка O1 имеет координату x1 “ 0 в системе K1 и x “ Vt в системе K. Это возможно

только при выполнении соотношения

x1
“ Γpx ´Vtq,Γ “ const (2.9)

Аналогично, рассмотрев точку O:

x1
“ Γpx1

´Vt 1
q (2.10)

с тем же коэффициентом Γ в силу равноправия систем K и K1. Для определения Γ

используют второй постулат из ФПО: c “ const. Пусть в момент времени t “ t 1 “ 0

в направлении Ox||O1x1 посылается световой сигнал, регистрируемый в системе K в

точке x в момент времени t, а в K1 – px1, t 1q. Тогда имеем:

x “ ct,x1
“ ct 1 (2.11)

Подставим это в предыдущие формулы преобразований:

x1
“ ct 1

“ Γpct ´Vtq (2.12)

x “ ct “ Γpct 1
´Vt 1

q (2.13)

Перемножив эти соотношения получим (после деления на tt 1):

c2
“ Γ

2
pc2

´V 2
q (2.14)
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Откуда:

Γ “
1

b

1 ´ V 2

c2

(2.15)

Итак, мы получили:

x1
“

x ´Vt
b

1 ´ V 2

c2

,x “
x1 ´Vt 1

b

1 ´ V 2

c2

(2.16)

Формулы преобразования времени найдем, исключив из предыдущих формул x1 и

разрешив получившееся уравнение относительно t 1:

t 1
“

t ´V x{c2
b

1 ´ V 2

c2

(2.17)

Теперь исключим x:

t “
t 1 `V x{c2
b

1 ´ V 2

c2

(2.18)

Итак, преобразование K ÝÑ K1 имеет вид:

x1
“

x ´Vt
b

1 ´ V 2

c2

,y “ y1,z1
“ z, t 1

“
t ´V x{c2
b

1 ´ V 2

c2

(2.19)

Можно заменить β “
V
c

.

Обратное преобразование K1 ÝÑ K получается путем перестановки штрихов и

замены V ÝÑ ´V . Это обусловлено равноправием систем и тем, что K1pKq имеет

скорость Vp-Vq относительно KpK1q.

Полученные преобразования Лоренца можно записать в виде гиперболического

поворота в плоскости px,ctq:

x1
“ xchψ ´ ctshψ,ct 1

“ ´xshψ ` ctchψ (2.20)

Параметр ψ – быстрота (не путать со скоростью), он связан со скоростью V согласно

соотношениям:

thψ “
V
c

“ β ,shψ “
β

a

1 ´ β 2
,chψ “

1
a

1 ´ β 2
“ Γ (2.21)

Теперь обобщим преобразования на тот случай, когда скорость имеет произволь-

ное направление (оси по-прежнему сонаправлены). Пусть направление скорости за-

дается единичным вектором: n “ V{V . Разложим радиус-вектор на продольную и

поперечную компоненты.
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r1
∥ “ Γpr∥ ´Vtq,r1

K “ rK,ct 1
“ Γpct ´

1
c
V ¨ rq (2.22)

Использовано, что

r|| “ pn ¨ rqn,rK “ r´ r∥ “ n ˆ pnˆ rq,n ¨ rK “ 0 (2.23)

Для полного радиус-вектораr
1

“ r1
∥ ` r1

K находим:

r
1

“ Γpr´Vtq ` pΓ ´ 1qnˆ pnˆ rq (2.24)

При малых скоростях повторяем преобразования Галилея. Запишем преобразования

Лоренца для произвольного направления скорости через быстроту ψ :

r
1

“ r` rn ¨ rpchψ ´ 1q ´ ctshψsn,ct 1
“ ctchψ ´n ¨ rshψ,V “ cnthψ (2.25)

Группа Лоренца

Перейдем к математическому оформлению преобразований Лоренца с точки зре-

ния теории групп. Преобразование Лоренца оставляет инвариантным величину c2t2 ´

r:

c2t21
´ x21

´ y21
´ z21

“
1

1 ´ V 2

c2

rpct ´
V
c

xq
2

´ px ´Vtq2
s ´ y2

´ z2
“ c2t2

´ x2
´ y2

´ z2 (2.26)

Известная геометрическая интерпретация – 4-мерное псевдоевклидово пространство

Минковского (1908):

ds2
“ gµνdxµdxν

“ c2dt2
´ dr2 (2.27)

где метрический тензор (в декартовых координатах):

gµν “ diagp1,´1,´1,´1q (2.28)

Использовано эйнштейновское соглашение о суммировании по индексам µ,ν “ 0,1,2,3

и обозначение контравариантных компонент 4-вектора:

xµ
“ px0,x1,x2,x3

q “ pct,x,y,zq “ pct,rq (2.29)

В сокращенных обозначениях запишем, что преобразование Лоренца представляет

собой линейное однородное преобразование в пространстве Минковского:

xµ 1
“ Λ

µ

ν xν (2.30)
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которое сохраняет скалярное произведение:

x ¨ x “ gµνxµxν
“ x1

¨ x1
“ gαβ xα 1xβ

“ gαβ Λ
α
µ xµ

Λ
β

ν xν (2.31)

Хотим, чтобы не было зависимости от осей, как и в трехмерии. Из этого соотношения

следует условие ждя матричных элементов ПЛ:

gαβ Λ
α
µ Λ

β

ν “ gµν (2.32)

Получили первое фундаментальное условие для матричных элементов преобразова-

ний Лоренца. Введем матрицы

g “ pgµνq,Λ “ Λ
µ

ν ,Λ
T

“ pΛ
ν
µq (2.33)

и запишем условие псевдоортогональности (УПО) матриц Лоренца в виде:

Λ
T gΛ “ g (2.34)

ПЛ образуют группу, называемую группой Лоренца (ГЛ), элементы которой псевдо-

ортогональны матрицы Λ:

L “ Λ : Λ
T gΛ “ g (2.35)

Умножив УПО слева на матрицу g´1 “ pgµνq, получим обратную матрицу ПЛ:

Λ
´1

“ g´1
Λ

T g (2.36)

Структура ГЛ такова:

L “ LÒ
` Y LÓ

` Y LÒ
´ Y LÓ

´ (2.37)

LÒ
` “ Λ : detΛ “ `1,Λ0

0 ě `1 (2.38)

LÒ
´ “ Λ : detΛ “ ´1,Λ0

0 ě `1 (2.39)

LÓ
` “ Λ : detΛ “ `1,Λ0

0 ď ´1 (2.40)

LÓ
´ “ Λ : detΛ “ ´1,Λ0

0 ď ´1 (2.41)

detΛ – определитель матрицы.

Классификация ПЛ основана на свойствах матриц Λ, следующих из УПО:

detΛT detgdetΛ “ detg,pdetΛq
2

“ 1,detΛ “ ˘1 (2.42)
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Использовано, что определитель транспонированной матрицы совпадает с определи-

телем исходной. Распишем исходное для матричных элементов условие по компонен-

там:

g00pΛ
0
0q

2
`

3
ÿ

k“1

gkkpΛ
k
0q

2
“ g00 “ 1,gkk “ ´1 (2.43)

pΛ
0
0q

2
ě 1,Λ0

0 ě `1,Λ0
0 ď ´1 (2.44)

Из 4 классов ПЛ только LÒ
` образуют группу, так как содержат единичный эле-

мент I “ diagp1,1,1,1q. Эта подгруппа общей L называется собственной ортохронной

группой Лоренца и обозначается обычно в математике SOp3,1q.

Остальные три класса (не имеют единичного элемента) представимы в виде:

LÓ
` “ ΛT LÒ

`LÒ
´ “ ΛPLÒ

`LÓ
´ “ ΛPT LÒ

` (2.45)

ΛT “ diagp´1,1,1,1q,ΛT x “ p´x0,rq (2.46)

ΛP “ diagp1,´1,´1,´1q,ΛPx “ px0,´rq (2.47)

ΛPT “ ΛPΛT “ diagp´1,´1,´1,´1q,ΛPT x “ p´x0,´rq “ ´x (2.48)

ΛT – обращение времени. ΛP – переход от правой к левой системе координат. ΛPT

– меняет весь радиус-вектор. Эти преобразования играют фундаментальную роль в

физике, показывают, существуют ли обратные процессы.

Группа LÒ
` относится к классу групп Ли, элементы которых являются аналитиче-

скими функциями конечного числа параметров. Эта группа 6-параметрическая, так

как ее любой элемент можно представить в виде произведения

Λ “ ΛRpθnqΛBpθVq (2.49)

где ΛBpθVq – чистое ПЛ (без вращения), называемое бустом, ΛRpθnq – чистое 3-

мерное вращение координатной системы на угол θ вокруг оси, заданной единичным

вектором n.

Элемент группы Ли представляется в виде экспоненты от линейной комбинации

генераторов (образующих) Xa группы:

Λpωq “ expp

6
ÿ

a“1

ω
aXaq,Xa “

BΛpωq

Bωa |ω“1 (2.50)
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Генераторы группы Лоренца

Найдем явный вид генераторов группы LÒ
`, используя УПО. Воспользуемся усло-

вием ортогональности, расписанным по компонентам. Имеем (суммирование по па-

раметрам ωa подразумевается)

gαβ rδ
α
µ ` ω

a
pXaq

α
µ ` Opω

2
qsrδ

β

ν ` ω
b
pXbq

β

ν ` Opω
2
qs “ gµν (2.51)

Отсюда получаем

ω
a
rpXaqνµ ` pXaqµν s “ 0 (2.52)

Параметризация такая, что при ω “ 0,Λ “ 1. Элемент группы Ли может быть вос-

становлен преобразованием в окрестности тождественного. δ – символ Кронекера.

Считается, что

pXaqµν “ gµαpXaq
α
ν (2.53)

Нужно сделать свертку с помощью метрического тензора. Ввиду независимости па-

раметров ωa отсюда следует условие антисимметричности:

pXaqµν “ ´pXaqνµ (2.54)

Индекс a пробегает значения от единицы до шестерки, перебирая частные преоб-

разования в плоскостях. Для удобства введем 2-индексную нумерацию парамеров

(a ÝÑ αβ ) так, что

pXαβ qµν “ ´pXβαqµν (2.55)

Из двух условий антисимметричности по парам индексов следует, что

pXαβ qµν “ Cpgαµgβν ´ gανgβ µq,C “ const (2.56)

Или можно записать:

Xαβ

µ

ν “ Cpδ
µ

α gβν ´ δ
µ

β
gανq (2.57)

Генераторы не зависят от конкретных параметров, а отражают геометрическую сущ-

ность, поэтому используем квадратичные комбинации.

Это должно быть выполнено для любого преобразования, рассмотрим частный

случай. Численный коэффициент C определяем, рассмотрев специальное ПЛ – буст

вдоль оси Ox (с него мы начинали):
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x01

x11

x21

x31

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

chψ ´shψ 0 0

´shψ chψ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x0

x1

x2

x3

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(2.58)
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Отсюда находим соответствующий генератор:
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ´1 0 0

´1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(2.59)

Следовательно,

pX01q
0
1 “ ´1 “ Cδ

0
0 g11,C “ 1 (2.60)

Итак, генераторы Лоренца имеют вид:

Xαβ

µ

ν “ δ
µ

α gβν ´ δ
µ

β
gαν (2.61)

Рассмотрим группу вращений SO(3) 3-мерного евклидова пространства R3 как

подгруппу группы Лоренца LÒ
`. Ее элементы ΛR можно представить в виде:

ΛR “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 R11 R12 R13

0 R21 R22 R23

0 R31 R32 R33

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(2.62)

где R “ pRikq – ортогональная 3х3-матрица: RT R “ 1,detR “ 1.

Найдем генераторы SO(3) прямым расчетом в пространстве R3, рассмотрев пово-

рот радиус-вектора r на малый угол θ вокруг оси n:

r1
“ r` θnˆ r,xk1

“ xk
` θεklmn1xm (2.63)

εklm – известный символ Леви-Чивита.

δxk
“ ω

l
pXlq

k
mxm,ω l

“ θnl,pXlq
k
m “ εklm “ ´εlkm (2.64)

Введем снова 2-индексные обозначения:

Xpq “ εpqlXl,Xl “
1
2

εl pqXpq (2.65)

откуда следует (с учетом известного тождества для ε-символов Леви-Чивита) выра-

жение для матричных элементов генераторов в виде:

Xk
pqm “ ´εpqlεkml “ ´δpkδqm ` δpmδkq (2.66)
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Рис. 2.3. Геометрическая иллюстрация

С учетом

δpk “ δ
k
p,δqm “ ´gqm (2.67)

находим генераторы группы SO(3) в виде:

pXpqq
k
m “ δ

k
pgqm ´ δ

k
q gpm (2.68)

что совпадает по структуре с генераторами группы Лоренца, как и должно быть. Но

тут использовались только пространственные координаты.

Замечание. Конечное вращение имеет вид:

r1
“ rcosθ `npnˆ rqp1 ´ cosθ q ` pnˆ rqsinθ (2.69)

Это легко можно проверить из геометрических соображений (рис. 2.3).

Принцип причинности

Рассмотрим два события А и В. Квадрат интервала между ними в пространстве

Минковского M4:

s2
BA “ pxB ´ x2q

2
“ c2

ptB ´ tAq
2

´ prB ´ rAq
2 (2.70)

так как скалярное произведение 4-векторов определено в виде:

x ¨ y “ gµνxµyν
“ xµyµ “ xµyµ

“ x0y0
´x ¨y (2.71)

Заметим, что для любого 4-вектора имеем:

aµ
“ pa0,aq “ gµνaν ,aµ “ gµνaν

“ pa0,´aq,a0
“ a0,ak “ ´ak (2.72)
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aµ 1
“ Λ

µ

ν aν ,a1
µ “ Λ̃

ν
µaν , Λ̃

ν
µ “ gµαΛ

α

β
gβν , Λ̃ “ gΛg´1

“ pΛ
T

q
´1 (2.73)

Здесь

g´1
“ pgµν

q “ diagp1,´1,´1,´1q,gµαgαν “ δ
µ

ν (2.74)

Классификация 4-интервалов:

1. s2
BA ą 0: времениподобный (существует инерциальная система отсчета, где rB “ rA,

то есть два события происходят в одной точке;

2. s2
BA ă 0: пространственноподобный (существует инерциальная система отсчета, где

tB “ tA), то есть события происходят одновременно;

3. s2
BA “ 0: изотропный, или светоподобный (в любой инерциальной системе отсчета

|rB ´ rA| “ c|tB ´ tA|).

Рис. 2.4. Упрощенная демонстрация 4-интервалов

Если A и В – события, относящиеся к одной частице, движущейся со скоростью

vptq в заданной инерциальной системе отсчета, то

ds2
“ c2dt2

´ dr2
“ c2

p1 ´
v2

c2 qdt2
ą 0 (2.75)

поскольку |v| ă c. Следовательно, для частицы 4- интервал всегда (в любой инерци-

альной системе отсчета) времениподобен.

Рассмотрим, как обеспечивается выполнение принципа причинности. Пусть А –

причина события B. Тогда в инерциальной системе отсчета должно быть x0 “ cptB ´

tAq ą 0. Обозначим разность пространственных координат xk “ xk
B ´ xk

A, тогда имеем

для причинно связанных событий времениподобный интервал (утверждаем):

x2
“ x ¨ x “ px0

q
2

´

3
ÿ

k“1

pxk
q

2
ą 0 (2.76)
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Покажем, что знак x0 – это инвариант преобразований Лоренца (из группы LÒ
`).

Тогда имеем:

x01
“ Λ

0
0x0

`

3
ÿ

k“1

Λ
0
kxk (2.77)

Из условия псевдоортогональности матриц Лоренца следует:

gαβ
Λ

µ

αΛ
ν

β
“ gµν (2.78)

Положим µ “ ν “ 0. Тогда

pΛ
0
0q

2
´

3
ÿ

k“1

pΛ
0
kq

2
“ 1,pΛ

0
0q

2
ą

3
ÿ

k“1

pΛ
0
kq

2 (2.79)

В силу px0q2 ą
3

ř

k“1
px0

kq2 и неравенства Коши-Буняковского

p
ÿ

k

Λ
0
kxk

q
2

ď p
ÿ

k

Λ
0
kq

2
p
ÿ

k

xk
q

2 (2.80)

Получаем

|Λ
0
0x0

| ą |
ÿ

k

Λ
0
kxk

| (2.81)

Отсюда следует, что

sgnx01
“ sgnx0 (2.82)

Это и означает выполнение принципа причинности: в любой инерциальной системе

отсчета событие A происходит раньше события В (причина предшествует следствию).

Алгебра Ли группы Лоренца

Вместо исходных генераторов введем умноженные на мнимую единицу. Генерато-

ры группы образуют базис алгебры Ли. Введем эрмитовы генераторы La “ iXa. Тогда

коммутатор двух генераторов:

rLa,Lbs “ i fabcLc (2.83)

где коэффициенты fabc, антисимметричные по всем трем индексам, называются струк-

турными постоянными группы (структурными постоянными алгебры Ли). Коммута-

тор оказывается линейной комбинацией коммутаторов – важное свойство групп Ли.

Для группы Лоренца имеем

rLµν ,Lρσ s “ igµσ Lνρ ` igνρLµσ ´ igµρLνσ ´ igνσ Lµρ (2.84)
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Умножая строки на столбцы можно получить такую линейную комбинацию. Мат-

ричные элементы имею вид:

pLµνq
α

β
“ ipδ

α
µ gνβ ´ δ

α
ν gµβ q (2.85)

Эти генераторы разделим на генераторы 3-мерных поворотов и бусты:

Jl “
1
2

εl jkL jk,Kl “ L0l (2.86)

Тогда получим:

rJl,J js “ iεl jkJk (2.87)

rKl,K js “ ´iεl jkJk (2.88)

rJl,K js “ iεl jkKk (2.89)

Если совершить два буста вдоль разных направлений, получим в результате допол-

нительный разворот осей – известная задача электродинамики. Чтобы представить

алгебру в виде исходной, введем неэрмитовы операторыБ нелинейно связанные друг

с другом:

Nl “
1
2

pJl ` iKlq,N`
l “

1
2

pJl ´ iKlq (2.90)

Эти операторы независимо подчиняются алгебре Ли группы SU(2):

rNl,N`
j s “ 0 (2.91)

rNl,N js “ iεl jkNk (2.92)

rN`
j ,N

`
j s “ iεl jkN`

k (2.93)

Замечание. Существует гомоморфизм между группами SO(2) и SO(3) – каждому

элементу одной группы однозначно соответствует элемент второй группы.В обрат-

ную сторону – двухзначность. То есть, группа SO(2) более фундаментальна, ее на-

зывают накрывающей. Из теории представлений группы (конкретное пространство,

в котором действуют преобразования из групп) SU(2)(в физике она используется

для описания спина частиц) известно, что операторами Каземира (они коммутруют

со всеми генераторами группы) являются N2 “
3

ř

l“1
N2

l и N`2 “
3

ř

l“1
N`

l 2. Физическая

интерпретация:квадрат момента. Можно показать, что собственные значения могут

быть либо целыми, либо полуцелыми и соответственно равны npn ` 1q,mpm ` 1q, где

n,m “ 0,1{2,1,3{2, ... Они описывают частицы с определенным спином. Например,
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при описании электрона со спином 1/2 используем группу SU(2) и n “ 1{2. Неприво-

димое представление (в этом пространстве представления нельзя выделить инвари-

антных подпространств, в которых действует группа) группы Лоренца определяется

парой чисел pn,mq, а в силу соотношения Jl “ Nl ` N`
l спин представления (описыва-

ющего спиновые состояния частицы) равен n ` m в единицах h̄.

Указанные две группы SU(2) на самом деле не являются независимыми, так как

операция четности переводит одну группу в другую: Jl ÝÑ Jl,Kl ÝÑ ´Kl (аксиальный

и полярный 3-векторы), и операция эрмитова сопряжения переставляет Nl и N`
l .

Группа SO(2) является накрывающей SO(3). На самом деле, скажем, что есть со-

ответствие между преобразованиями в двумерном комплексном пространстве и пре-

образовании в четырехмерном пространстве Минковского. Группа SO(2) – группа

унитарных матриц. Теперь, убирая условия унитарности и оставляя условие еди-

ничности определителя, получаем группу, которая расширяет группу SO(2) – SL2C.

Произвольный элемент такой матрицы можно представить как произведение уни-

тарной марицы на эрмитову. Таким образом, можно сопоставить преобразования из

группы SL2C преобразованию Минковского. Это будем использовать для описания,

например, электронов.
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Лекция 3. Метод Лагранжа и вариационный

принцип в теории поля. Метод Гамильтона в теории

поля

Алгебра Ли группы Лоренца. Продолжение

На прошлой лекции рассмотрели группу Лоренца в пространстве Минковского:

xµ 1
“ Λ

µ

ν xν (3.1)

Поскольку группа Лоренца является группой Ли, то матрицы могут быть представ-

лены в виде экспоненты от линейной комбинации группы, явный вид был получен.

Теперь рассмотрим представление группы не в координатном пространстве, а в про-

странстве полевых функций, заданных на M4:

ua1
px1

q “ Da
bpΛqub

pxq,x1
“ Λx (3.2)

а – число компонент множества координат, геометрические свойства зависят от кон-

кретного поля. Матрица Da
bpΛq определяется исходным преобразованием, она реали-

зует представление группы в пространстве полевых функций. Ее конкретный вид

зависит от того, по какому конкретному представлению группа Лоренца преобра-

зует полевые функции. В простейшем случае скалярного поля (однокомпонентного)

имеем:

φ
1
px1

q “ φpxq (3.3)

Поле после преобразования (со штрихом) как функция преобразованных координат

равняется исходному полю. В этом смысле оно не преобразуется. Для наглядной

интерпретации рассмотрим простой трехмерный случай. Пусть имеется сосуд с жид-

костью, мы можем описывать жидкость, задавая в каждой точке давление, скорость,

другие характеристики. Давление – скалярная функция. Пусть сосуд повернули или

перенесли в другую часть пространства. При этом поле само по себе занимает дру-

гую область, поэтому оно обозначается штрихом. Само значение давления однако в

точке осталось неизменным. Более сложный случай – векторное поле пространства

Минковского. Возвращаемся к частному случаю скалярного поля. Можно выразить

x через обратную матрицу:

φ
1
px1

q “ φpΛxq “ DpΛqφpxq (3.4)
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Форма меняется, аргумент неизменен. В этом смысле понимается скалярность. Груп-

па непрерывных преобразований, поэтому достаточно рассмотреть свойства инфини-

тезимальных преобразований:

φ
1
px1

q “ φpxµ
´

1
2

ω
αβ

pXαβ q
µ

ν xν
q “ φpxq ´

1
2

ω
αβ

pXαβ q
µ

ν xν
Bµφpxq ` Opω

2
q (3.5)

Обозначение для оператора дифференцирования – четырехмерное обобщение опера-

тора набла:

Bµ “
B

Bxµ

Введена 1/2, потому что считаем, что α,β неупорядоченны. Далее разложили в ряд

Тейлора. С учетом явного вида генераторов в координатном представлении (вывели

на лекции №2)

pXαβ q
µ

ν “ δ
µ

α gβν ´ δ
µ

β
gαν (3.6)

получаем генераторы группы Лоренца в пространстве скалярных функций:

Lαβ “ ipxαBβ ´ xβ Bαq (3.7)

По свойству группы Ли для конечных преобразований находим явный вид оператора,

преобразующего скалярное поле:

φ
1
pxq “ expp´

i
2

ω
αβ Lαβ qφpxq (3.8)

Алгебра Ли (коммутатор двух дифференциальных операторов) выглядит так же, как

и первоначальная алгебра, записанная в координатном представлении. Сама алгебра

Ли инвариантна относительно выбора представления, все алгебраические свойства

коммутаторов одинаковы.

Lαβ подчиняется той же алгебре Ли, что и генераторы в исходном представлении

(координатном).

Для группы SO(3) подгруппы группы Лоренца (чистые вращения в евклидовом

пространстве) отсюда получим:

φ
1
prq “ expp´iθn ¨Lqφprq (3.9)

L “ p
1
2

εl jkL jkq “ ´irˆ ∇ (3.10)

θ – это угол поворота вокруг оси, заданной единичным вектором n. Здесь использо-

вались только пространственные индексы. Ввели двухиндексное обозначение, но для
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интерпретации в трехмерном пространстве удобнее сопоставлять векторы этому диф-

ференциальному косо-симметричному оператору. При преобразовании р-четности

вектор L не меняет свой знак, он ведет себя как аксиальный вектор угловой ско-

рости. По своей сути, полученный оператор является оператором момента импульса

(в единицах h̄) частицы в квантовой механике, причем оператор p “ ´ih̄∇ представ-

ляет собой оператор импульса – генератор группы трансляций:

φ
1
prq “ φpr´aq “ expp´

i
h̄
a ¨pqφprq (3.11)

так как в обычных единицах L “ rˆp Мы записали разложение Тейлора и собрали

его в виде экспоненты.

Метод Лагранжа и вариационный принцип в теории поля

Была введена теория поля, которая задается набором функций, преобразующихся

по представлению группы Лоренца. Это было сделано для того, чтобы законы движе-

ния полевых объектов выглядели одинаково во всех инерциальных системах отсчета.

До сих пор, как показывает эксперимент, законы лоренц-инвариантны. Строго гово-

ря, следует различать понятия «лоренц-инвариантность» и «лоренц-коинвариантность».

Форма законов одинакова, но конкретные выражения зависят от выбора системы

отсчета. Записи в терминах полевых функций, которые преобразуются по определн-

ному представлению, одинаковы.

Покажем, что теория поля системы – это обобщение механической системы с ко-

нечным числом степеней свободы. Для наглядности рассмотрим частный случай, а

именно механическую систему – кольцевую цепочку N материальных точек массой

m, связанных пружинками жёсткости k (рис. 3.1). Длина кольца фиксирована. Рас-

смотрим континуальный предел и покажем, что в итоге получим колечко такого же

размера (стержень свернут в кольцо).

Пусть сначала пружинки свободны, в этом состоянии можно задать координаты

точек. Удобнее использовать не абсолютное положение, а отклонение каждой части-

цы от положения равновесия. Лагранжиан системы имеет вид:

L “ T ´U “

N
ÿ

n“1

r
m
2

9u2
n ´

k
2

pun`1 ´ unq
2
s (3.12)

Потенциальная энергия – изменение длины при деформации. Из механики знаем,

что в методе Лагранжа вводится действие, зафиксировав два момента времени. Вари-
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ация действия Srus “
şt2
t1

dtL (вариационная производная) дает уравнения Лагранжа:

δSδun “
BL
Bun

´
d
dt

p
BL
B 9un

q “ 0 (3.13)

или в явном виде (определяется тем, что ограничиваемся лагранжианами, которые

зависят от координат и первых производных по времени):

m:un “ kpun`1 ´ unq ´ kpun ´ un´1q (3.14)

Рис. 3.1. Механическая система

Был использован закон Гука. Сделаем предельный переход к непрерывному рас-

пределению (от дискретной цепочки к сплошному кольцу):

m ÝÑ 0,k ÝÑ 8 (3.15)

так, что

ρ “
m
a

“ const,ε “ ka “ const

Na “ 2πR “ const

N ÝÑ 8, то есть бесконечное число степеней свободы.

Теперь переобозначим координаты механической системы:

unptq “ upt,xnq ÝÑ upt,xq,na ÝÑ x (3.16)
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Тогда

un ´ un´1 ÝÑ upt,xq ´ upt,x ´ aq “ a
Bu
Bx

´
a2

2
B2u
Bx2 ` Opa3

q (3.17)

pun`1 ´ unq ´ pun ´ un´1q ÝÑ a2 B2u
Bx2 , :un ÝÑ

B2u
Bt2 (3.18)

В результате получаем волновое уравнение, описывающее распространение воз-

мущений в сплошной среде (тонком кольце, пренебрегаем толщиной):

ρ
B2u
Bt2 “ ε

B2u
Bx2 (3.19)

или, введя скорость распространения ν “ pε{ρq1{2 получаем одномерное волновое

уравнение
1

ν2
B2u
Bt2 “ ε

B2u
Bx2 (3.20)

ε – это модуль Юнга. Общее решение имеет вид суммы двух импульсов деформации,

бегущих в противоположных направлениях:

upt,xq “ f1px ´ νtq ` f2px ` νtq (3.21)

Перейдем к пределу в лагранжиане:

L “
ÿ

n
p...q ÝÑ

ż

dnp...q “
1
a

ż

dxr
m
2

p
Bu
Bt

q
2

´
k
2

a2
p
Bu
Bx

q
2
s (3.22)

Лагранжиан превращается в функционал. В пределе:

L “

ż

dxL ,L “
ρ

2
p
Bu
Bt

q
2

´
ε

2
p
Bu
Bx

q
2 (3.23)

L – лагранжева плотность. В действие

S “

ż

dt
ż

dxL (3.24)

переменные t и x входят равноправно.

Видно, что волновое уравнение следует из уравнения Лагранжа:

δS
δu

“
BL

Bu
´

B

Bt
p

BL

BpBu{Btq
q ´

B

Bx
p

BL

BpBu{Bxq
q “ 0 (3.25)

так как
BL

Bu
“ 0,

BL

BpBu{Btq
“ ρ

Bu
Bt

,
BL

BpBu{Bxq
“ ´ε

Bu
Bx

(3.26)

Сделаем обобщение на n-мерное пространство (плоское):

S “

ż

D
dnxL pu,

Bu
Bx

,xq,x “ pxµ
q “ px0,x1, ...,xn´1

q,u “ pua
q,a “ 1,N (3.27)
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Рассмотрим вариацию полевых функций:

ua
pxq ÝÑ ua

pxq ` δua
pxq (3.28)

причем на границе области Γ “ BD вариации

δua
|Γ “ 0 (3.29)

N – чисто компонентов функции. Считаем что вариации на границе равны нулю (в

механике это называлось изохронность вариации). Обозначим, как и раньше Bµua “

Bua

Bxµ
. Варьируем действие, производим выкладки для механики, обобщенные на непре-

рывность. С точки зрения механики: теория поля – система с бесконечным числом

степеней свободы.

δS “

ż

dnxp
BL

Bua δua
`

BL

BpBµuaq
q “ (3.30)

δS “

ż

dnxrBµp
BL

BpBµuaq
δua

q ´ δua
Bµp

BL

BpBµuaq
q ` δua BL

Bua s

где учтено, что для вариации формы функции (δx “ 0) имеем δ pBµuaq “ Bµpδuaq,

причем подразумевается суммирование по a и µ . В силу δua|Γ “ 0 получаем
ż

D
dxxBµp

BL

BpBµuaq
δua

q “

ż

Γ

dσµ

BL

BpBµuaqδua “ 0 (3.31)

и вариация действия принимает вид:

δS “

ż

D
dnx

N
ÿ

a“1

δua
r
BL

Bua ´ partialµp
BL

BpBµuaq
qs (3.32)

Потребуем, чтобы на решениях уравнений движения действие было стационарным:

δS “ 0. В механике аналогичный принцип называли принципом наименьшего дей-

ствия, в нашем случае (в теории поля) правильнее называть принцип именно стаци-

онарным. Тогда в силу произвольности области D и независимости вариаций полу-

чаем уравнения Лагранжа в теории поля (в силу знаменитой леммы вариационного

исчисления):
δS
δua “

BL

Bua ´ Bµp
BL

BpBµuaq
q “ 0 (3.33)

Получили обобщение простого примера с цепочкой для N компонент.

Замечание.

Уравнения движения не изменятся, если лагранжиан подвергнуть преобразова-

нию, то есть лагранжиан определен неоднозначно:

L ÝÑ L 1
“ L ` Bµ f µ

pu,xq (3.34)
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Действительно, L 1 дает те же уравнения движения, что и L :

S ÝÑ S1
“ S `

ż

Γ

dσµ f µ (3.35)

δS1
´ δS “

ż

Γ

dσµ

B f µ

Bua δua
“ 0 (3.36)

Метод Гамильтона в теории поля

Рассмотрим метод Гамильтона в теории поля. Квантование (переход от класси-

ческой теории к квантовой) удобнее проводить не в лагранжевой формулировке, а

в гамильтоновой. При переходе от уравнений Лагранжа к уравнениям Гамильтона

в механике фактически удваивается число уравнений движения (координаты и им-

пульсы). Вместо лагранжевых переменных us для каждой s-й материальной точки

введем канонические переменные – координату и импульс:

qs “ us, ps “
BL
B 9qs

(3.37)

Записываем обобщенную энергию (функцию Гамильтона – гамильтониан) цепочки:

Hpp,qq “
ÿ

s
ps 9qs ´ L (3.38)

Для переменных получаются канонические переменные

dqs

dt
“

BH
Bps

,
d ps

dt
“ ´

BH
Bqs

;ps “ 1,Nq (3.39)

Таким образом, получили уравнения Гамильтона, которые описывают движение то-

ченых масс цепочки. Можно получить обратный переход.

По аналогии с механикой можно ввести плотность канонического импульса. Для

этого перейдем к пределу непрерывного распределения массы в цепочке:

a,m ÝÑ 0,N ÝÑ 8;ρ “ m{a ă 8,ε “ ka ă 8 (3.40)

Тогда для канонического импульса получаем:

ps “
B

B 9us

ÿ

s1

1
2

m 9u2
s1 (3.41)

ps “ a
B

B 9us

ÿ

s1

1
2

ρ 9u2
s1 ÝÑ dx

B

BpBu{BtqL
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где dx “ a, а плотность функции Лагранжа определяется:

L “
1
2

ρp
Bu
Bt

q
2

´
1
2

εp
Bu
Bx

q
2 (3.42)

Вместо ps вводим плотность канонического импульса π (в дальнейшем слово «плот-

ность» будет иногда опускаться):

π “
BL

B
Bu
Bt

(3.43)

тогда ps “ dxπ и в пределе для функции Гамильтона найдем

H “
ÿ

s
ps 9qs ´ L ÝÑ

ż

dxpπ
Bu
Bt

´L q “

ż

dxH (3.44)

где H “ π
Bu
Bt

´L – плотность функции Гамильтона (гамильтонова плотность). Ис-

пользуя явный вид для плотности функции Лагранжа, можно записать гамильтонову

плотность как явную функцию канонических переменных:

H “
1
2

p
π2

ρ
` εp

Bu
Bx

q
2
q (3.45)

Стоит отметить, что в данном случае явная зависимость функции H от u отсут-

ствует.

Предположим, что имеется функция переменных x,u,Bu{Bx – лагранжева плот-

ность:

L “ L pt,x,u,
Bu
Bt

,∇uq (3.46)

x – радиус-вектор в трехмерном пространстве.

Совершим переход теперь от старых переменных к новым – каноническим:

t,x,uA,∇uA,
BuA

Bt
ÝÑ t,x,uA,∇uA,πA,∇π

A (3.47)

где πA “
BL

BuA
,t

pA “ 1,2, ..., f q. f – число компонент поля. По аналогии с механикой необ-

ходимо выразить скорости через импульсы. Для этого решим последнее уравнение

относительно uA
,t , то есть определим функциональную зависимость старой перемен-

ной uA
,t от новых переменных:

BuA

Bt
“ f A

px;u,∇u,π,∇πq (3.48)

Такое решение можно найти, если определитель Гессе (гессиан) отличен от нуля:

detp
B2L

BuA
,tBuB

,t
q ‰ 0 (3.49)
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при всех x в области определения uApxq.

Составим теперь производящую функцию преобразования – гамильтонову плот-

ность

H “ πA
BuA

Bt
´L “ H px;u,∇u,π,∇πq (3.50)

Далее берем интеграл от неё по объему:

H “

ż

d3xH “

ż

d3xpπA
BuA

Bt
´L q (3.51)

Он представляет собой функцию Гамильтона системы, заданную как функционал uA

и πA. Поскольку интеграл трехмерный, то функциональные производные для него

записываются в виде:
δH
δπA

“
BH

BπA
´ ∇

BH

B∇πA
(3.52)

δH
δuA

“
BH

BuA
´ ∇

BH

B∇uA
(3.53)

Вот, что означает такая запись:

∇
BH

B∇uA
”

B

Bxk
BH

BuA
,k

(3.54)

Суммирование ведется по значениям k “ 1,2,3.

Получили явный вид H , воспользуемся им для вычисления сначала производной

по πA:
BH

BπA
“

BuA

Bt
` πB

BuB
,t

BπA
´

BL

BuB
,t

BuB
,t

BπA
(3.55)

Вспоминая определение πB:
BH

BπA
“

BuA

Bt
(3.56)

Второе слагаемое в выражении для δH{δπA равно нулю. Таким образом:

δH

δπA
“

BuA

Bt
(3.57)

Мы получили первое каноническое уравнение Гамильтона для поля.

Далее варьируем H по u. Возьмем производную H по uA.

BH

BπA
“ πB

BuB
,t

Bua ´
BL

BuA ´
BL

BuB
,t

uB
,t

BuA “ ´
L

BuA (3.58)

1 и 3 слагаемые взаимоуничтожаются. В то же время честно вычисляем

BH

B∇uA “ πB
BuB

,t

B∇uA ´
BL

B∇uA ´
BL

BuB
,t

BuB
,t

B∇uA

“ ´
BL

B∇uA (3.59)
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Собираем полученные равенства, получаем новый вид вариационных производных:

δH
δuA “ ´

BL

BuA ` ∇
BL

B∇uA (3.60)

L – функционал. Правая часть полученного уравнения представляет собой функци-

ональную производную функции Лагранжа с обратным знаком, поэтому

δH

δπA
“ ´

δL

BuA (3.61)

Это соотношение эквивалентно соответствующему равенству для частных производ-

ных H и L по обобщенным координатам в теории с конечным числом степеней свобо-

ды. На действительных «траекториях» в силу уравнений поля (уравнений Лагранжа)

имеем:
δL
δuA “

B

Bt
BL

BuA
,t

“
BπA

Bt
(3.62)

Поэтому второе уравнение Гамильтона выглядит следующим образом:

δH

δuA
“ ´

BπA

Bt
(3.63)

Таким образом, совершив преобразование переменных

t,x,uA,∇uA,
BuA

Bt
ÝÑ t,x,uA,∇uA,πA,∇π

A

и введя вместо L новую функцию H , которая зависит от канонических переменных,

в силу динамических уравнений, которым подчинялись лагранжевы переменные uA,

были получены канонические уравнения Гамильтона для канонических переменных.

Очевидно, что можно совершить и обратное преобразование.

47



ВВЕДЕНИЕ В ФИЗИКУ
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

БОРИСОВ АНАТОЛИЙ ВИКТОРОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Лекция 4. Симметрии и интегралы движения.

Теорема Нётер

Теорема Нётер в механике

Рассмотрим одну из важнейших теорем, которая широко используется в теории

поля, а именно теорему Нётер. Она связывает симметрии системы (характеристики,

связанные со взаимодействием системы) и интегралы системы.

Сначала вспомним теорему Нётер в механике. Существует общий метод полу-

чения интегралов движения системы, основанный на ее свойствах симметрии. Он

дается теоремой Э. Нётер (впервые доказана в 1918).

Пусть действие системы инвариантно относительно однопараметрического семей-

ства преобразований.

qi ÝÑ q1
ipq, t;ωq “ qi ` ωXipq, tq ` Opω

2
q (4.1)

t ÝÑ t 1
pq, t;ωq “ t ` ωXtpq, tq ` Opω

2
q (4.2)

ω – некоторый малый параметр. То есть

S “

ż t2

t1
dtLpq,

dq
dt

, tq “

ż 1t2

1
1

1dt 1Lpq1,
dq1

dt 1
, t 1

q (4.3)

Если это выполнено, то существует интеграл движения:

Qpq, 9q, tq “

n
ÿ

i“1

piXi ´ HXi, (4.4)

dQ
dt

“ 0pна решениях уравнений движенияq (4.5)

Здесь

pi
BL

B 9qi
,H “

n
ÿ

i“1

pi 9qi ´ L (4.6)

H – это функция Гамильтона. Можно составить комбинацию генераторов и не решать

уравнения напрямую.

Доказательство.

Самое простое – рассмотреть инфинитезимальные преобразования, этого доста-

точно: |ω | ăă 1. Обозначим полную вариацию (новое время и новая форма)

δqi “ q1
ipt

1
q ´ qiptq “ ωXipq, tq,δ t “ t 1

´ t “ ωXtpq, tq (4.7)
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Введем вариацию формы (с чертой)

δqptq “ q1
ptq ´ qptq (4.8)

Тогда выражаем полную вариацию через вариацию формы

δq “ δ ` 9qδ t,δ 9q “ δ 9q ` :qδ t. (4.9)

Добавка берется из разложения времени.

По условию теоремы вращения вариация действия должна быть равной нулю

δS “

ż t1
2

t1
1

dt 1L1
´

ż t2

t1
dtL “ 0 (4.10)

Выразим здесь преобразованные величины через исходные, используя стандартный

переход:

δS “

ż t2

t1
dtrp1 `

d
dt

pδ tqqLpq ` δq ` 9qδ t, 9q ` δ 9q ` :δ t, t ` δ tq ´ Lpq, 9q, tqs (4.11)

δS “

ż t2

t1
dtrL

d
dt

pδ tq `
dL
dt

δ t `
BL
Bq

δq `
BL
B 9q

δ 9qs.

Здесь мы разложили в ряд Тейлора, учитывая только члены первого порядка. Далее

преобразуем подынтегральное выражение с учетом определений импульса и вариа-

ции формы:
BL
B 9q

“ p, 9q “
d
dt

pδqq

выделив полную производную по времени:

δS “

ż t`2

t1
dtr

d
dt

pLδ t ` pδqq ` p
BL
Bq

´ 9pqδqs. (4.12)

Получилось два рода слагаемых. Работаем на классе решений уравнений Лагранжа.

На решениях уравнений Лагранжа

BL
Bq

´ 9p “ 0 (4.13)

Поэтому из условия инвариантности действия δS “ 0 следует:

d
dt

pLδ ` pδqq “ 0. (4.14)

На решениях вариация действия превращается в интеграл от полной производной.

С учетом

δq “ δq ´ 9qδ t,L “ ´p 9q “ ´H (4.15)
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получаем

pδq ´ Hδ t “ const. (4.16)

Подставив сюда

δqi “ ωXi,δ t “ ωXt , (4.17)

окончательно находим:

Q “

n
ÿ

i“1

piXi ´ HXt “ const. (4.18)

Что и требовалось доказать.

Нетрудно сообразить, что теорема имеет очевидное обобщение на случай l-параметрических

преобразований:

ω “ pω
1,ω2, ...,ω l

q

δqi “

l
ÿ

a“1

ω
aX paq

i (4.19)

δ t “

l
ÿ

a“1

ω
aX paq

t

В этом случае имеется l интегралов движения:

Qa “

n
ÿ

i“1

piX
paq

i ´ HX paq
t ,a “ 1, l (4.20)

Замечание.

Пусть действие в исходном смысле не инвариантно

S ÝÑ S1
“

ż t1
2

t1
1

dt 1
rLpq1,

dq1

dt 1
, t 1

q `

l
ÿ

a“1

ω
a d f paqpq1, t 1q

dt 1
s (4.21)

Теорема Нётер справедлива и в таком случае, но с некоторой модицикацией. Тогда

нётеровские интегралы имею вид:

Qa “

n
ÿ

i“1

pX
paq

i ´ HX paq
t ` f paq,a “ 1, l. (4.22)

Теорема Нётер в механике. Примеры.

1. Пусть S “ inv относительно преобразования

q1
1 “ q1 ` ω,q1

i “ qipi ‰ 1q, t 1
“ t. (4.23)
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Тогда

X1,Xi “ 0,Xt “ 0 (4.24)

Следовательно, интеграл движения имеет вид: Q “ p1, то есть это случай цикличе-

ской координаты q1:
BL
Bq1

“ 0.

Общий случай трансляции N-частичной системы на постоянный вектор:

r1
s “ rs ` ωn, |n| “ 1,s “ 1,N. (4.25)

Тогда сохраняется проекция полного импульса на это направление:

Q “ n ¨P,P “

N
ÿ

s“1

ps (4.26)

Если направление n произвольно, то сохраняется вектор P.

2. Пусть S “ inv относительно преобразования

q1
i “ qi, t 1

“ t ` ω (4.27)

Тогда

Xi “ 0,Xt “ 1, (4.28)

и сохраняется обобщенная энергия

H “

n
ÿ

i“1

pi 9qi ´ L. (4.29)

3. Рассмотрим вращение. Пусть S “ inv относительно поворота вокруг оси n:

r1
s “ rs ` ωpnˆ rsq. (4.30)

Тогда сохраняется соответствующа проекция полного момента импульса системы (по

свойству смешанного произведения):

Q “

N
ÿ

s“1

ps ¨ pnˆ rsq “ n ¨L,L “

N
ÿ

s“1

rs ˆps. (4.31)

Если система сферически-симметрична, то полный момент импульса сохраняется.

4. Действие не инвариантно. Рассмотрим важный частный случай. Рассмотрим

движение заряженной частицы в постоянном магнитном поле:

B “ Bez,B “ const. (4.32)
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Малые отклонения должны возвращать частицы на равновесные орбиты. Лагран-

жиан релятивистской частицы, которая движется в этом магнитном поле

L “ ´mc2
b

1 ´ 9r2
{c2 ` e 9r ¨A (4.33)

включает вектор-потенциал (определен неоднозначно), который зависит от выбора

калибровки:

A ÝÑ A1
“ A` ∇ f ,B “ ∇ ˆA “ ∇ ˆA1. (4.34)

То есть, допускается «калибровочное преобразование». Выберем A “ Bxey (линейно

по x, направлено по y). Тогда имеем

L “ ´mc2
b

1 ´ p 9x2 ` 9y2 ` 9z2q{c2 `
e
c

Bx 9y (4.35)

Этот лагранжиан (а с ним и действие) инвариантен относительно сдвигов y,z, t. Им

отвечают 3 интаграла движения:

py “
BL
B 9y

“ γm 9y `
e
c

Bx “ py0, (4.36)

pz “
BL
B 9z

“ γm 9z “ pz0, (4.37)

H “ 9xpx ` 9ypy ` 9zpz ´ L “ γmc2; (4.38)

γ “ p1 ´
v2

c2 q
´1{2,v2

“ 9x2
` 9y2

` 9z2. (4.39)

Отсюда следует, что γ “ const (величина скорости постоянна). Движение вдоль оси

Oz является равномерным:

9z “
pz0

γm
“ vz0,z “ z0 ` vz0t. (4.40)

При выборе такой калибровке, мы не видим некоторые интегралы движения. Однако

существует еще один интеграл движения («скрытый»), который находим, если учесть

преобразование L при сдвиге:

x ÝÑ x1
“ x ` ω (4.41)

Преобразуется последнее слагаемое в лагранжиане:

e
c

Bx 9y “
e
c

Bpx1
´ ωq 9y1

“
e
c

Bx1 9y1
` ω

d
dt

p´
e
c

By1
q. (4.42)

Следовательно, по теореме Нётер существует интеграл

px ´
e
c

By “ γm 9x ´
e
c

By “ Px0. (4.43)
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Замечание.

Этот же интеграл (без нахождения первого интеграла) сразу получается при вы-

боре другой калибровки потенциала в лагранжиане:

A “ ´Byex. (4.44)

Теорема Нётер в теории поля

Рассмотрим теперь теорему Нётер в теории поля. Работаем в пространстве Мин-

ковского. Множитель d4x связан с использованием декартовых координат, поэтому

Якобиана перехода нет (например, в сферических координатах появятся множите-

ли, зависящие от координат). Для краткости будем в дальнейшем опускать индексы,

номерующие компоненты поля. Пусть действие полевой системы

Srus “

ż

D
d4xL pupxq,

Bupxq

Bx
,xq (4.45)

инвариантно относительно непрерывных l-параметрических преобразований коорди-

нат и полевых функций (рассматриваем в окрестности тождественных преобразова-

ний):

x ÝÑ xµ 1
px,ωq “ xµ

` δxµ
` Opω

2
q,

δxµ
“

l
ÿ

i“1

Bxµ 1px,ωq

Bω i |ω“0δω
i;

ua
pxq ÝÑ ua1

px1,ωq “ ua
` δua

pxq ` Opω
2
q,

δua
pxq “

l
ÿ

i“1

Bua1px1px,ωq,ωq

Bω
|ω“0δω

i.

Производная по ω на самом деле полная. То есть

Srus ÝÑ S1
ru1

s “

ż

D1

d4x1L pu1
px1

q,
Bu1px1q

Bx1
,x1

q (4.46)

Если действие инвариантно, тогда существуют токи Нётер Jµ

i pxq (четырехмерные

векторы) такие, что дивергенция таких токов равна нулю

BµJµ

i “ 0. (4.47)

Берем временную компоненту и интегрируем по трехмерному пространству, тогда

получим интегралы движения (нётеровские заряды). В частных случаях это будет

действительно электрическим зарядом.

Qi “

ż

d3xJ0
i ,

dQi

dt
“ 0, i “ 1, l. (4.48)
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Докажем эту теорему (временно опуская очевидные индексы). Как и в механике,

достаточно рассмотреть инфинитезимальные преобразования:

x1
“ x ` δx,u1

px1
q “ upxq ` δupxq,δupxq “ δupxq `

Bu
Bx

δx, (4.49)

где вариация формы функции δupxq “ u1pxq ´ upxq, использованная при выводе урав-

нений Лагранжа (когда δx “ 0). Именно вариацию формы использовали при выво-

де уравнений Лагранжа. Преобразуем элемент 4-объема и производные функций от

новых к старым переменным (равенства справедливы в линейном приближении по

малым параметрам преобразования):

d4x1
“ p1 `

Bpδxq

Bx
qd4 (4.50)

Последнее слагаемое – это на самом деле дивергенция, сумма четырех преобразова-

ний.

Bu1px1q

Bx1
“ p

Bx1

Bx
q

´1 Bu1px1q

Bx
“ p1 ´

Bpδxq

Bx
qr

Bu
Bx

`
Bpδuq

Bx
`

B

Bx
p
Bu
Bx

δxqs “ (4.51)

“
Bupxq

Bx
`

Bpδuq

Bx
` δx

B

Bx
p
Bu
Bx

q.

Находим вариацию действия:

δS “

ż

D1

d4x1L pu1
px1

q,
Bu1px1q

Bx1
,x1

q ´

ż

D
d4xL pupxq,

Bupxq

Bx
,xq “ (4.52)

“

ż

D
d4 B

Bx
rL δx `

BL

BpBu{Bxq
δus ` δur

BL

Bu
Bu ´

B

Bx
p

BL

BpBu{Bxq
qs.

Получили аналог того, что получали в механике. Также явно выскочила вариация

формы. На решениях уравнений Лагранжа выражение во вторых квадратных скоб-

ках обращается в нуль (левая часть уравнения Лагранжа), а по условию теоремы

δS “ 0. Снова получили интеграл от дивергенции. Воспользуемся леммой вариаци-

онного исчисления. Ввиду произвольности области D получаем (восстанавливаем все

индексы):
l

ÿ

i“1

δω
i B

Bxµ
rL

δxµ

δω i `
BL

BpBµuaq

δua

δω i s “ 0. (4.53)

Определим нётеровские токи:

Jµ

i “ ´L
δxµ

δω i ´
BL

BpBµuaq

δua

δω i (4.54)
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Доказали первое утверждение, дали явное определение нётеровских токов. Тогда из

линейной независимости параметров δω i следуют равенства:

BµJµ

i “ 0, i “ 1, l. (4.55)

Выразив вариацию формы функции через полную вариацию согласно δua “ δua ´

pBνuaqδxν , получим нётеровские токи в виде:

Jµ

i “ T µ

ν

δxν

δω i ´
BL

BpBµuaq

δua

δω i . (4.56)

Здесь был введен тензор второго ранга по отношению к преобразованиям Лоренца

T µ

ν “
BL

BpBµuaq

δxν

δω i ´ δ
µ

ν L , (4.57)

который называется «тензором энергии-импульса».

Покажем существование интегралов движения (нётеровских зарядов). Имеем
ż

D
d4xBµJµ

i “

ż

σ

dσµJµ

i “ 0, (4.58)

где в качестве области D для наглядности выбран 4-мерный куб, σ – его 3-мерная

гиперповерхность (рис.4.1). Ограничимся классом решений уравнений Лагранжа та-

ких, что пространственные компоненты токов Jk
i pk “ 1,2,3q достаточно быстро убы-

вают при |r| ÝÑ 8. Тогда с учетом dσ0 “ ˘d3x (верхний(нижний) знак для верхней

(нижней) «крышки» куба, что определяется направлением внешней нормали к ги-

перповерхности) получаем, отодвинув «боковинки» куба на бесконечность:
ż

x0“t2
d3xJ0

i ´

ż

x0“t1
d3xJ0

i “ 0. (4.59)

Ввиду произвольности двух моментов времени эти интегралы не зависят от времени,

то есть являются интегралами движения:

Qi

ż

d3xJ0
i “ const, (4.60)

что и требовалось доказать.

Заряды можно представить в инвариантной форме:

Qi “

ż

Σ

dσµJµ

i , (4.61)

где Σ – пространственноподобная гиперповерхность:

x,y P Σ : px ´ yq
2

ă 0. (4.62)
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Рис. 4.1. Поясняющий рисунок: четырехмерный куб

Замечание.

Нётеровские токи (в отличие от зарядов) определены неоднозначно, а именно к

нётеровскому току можно добавить дивергенцию антисимметричного тензора:

Jµ

i ÝÑ rJµ

i “ Jµ

i ` Bν f µν

i , f µν

i “ ´ f νµ

i . (4.63)

Дивергенция нового (с волной) тока будет совпадать с этой дивергенцией. Тогда

Bµp rJµ

i ´ Jµ

i q “ BµBν f µν

i ” 0; (4.64)

∆Qi “

ż

V
d3xBk f 0k

i “

ż

S
dSnk f 0k

i ÝÑ 0 (4.65)

при удалении поверхности S на бесконечность в предположении, что f 0k
i ÝÑ 0 при

|r| ÝÑ 8.
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Энергия, импульс и момент импульса поля

Определим в теории поля те понятия, которые имеют механический аналог. Рас-

смотрим еще раз нётеровский ток

Jµ

i “ T µ

λ

δxλ

δω i ´
BL

BpBµuaq

δua

δω i , (4.66)

отвечающий инвариантности действия относительно трансляций (сдвигаем все радиус-

векторы на один постоянный вектор):

xµ 1
“ xµ

` ω
µ ,

δxµ

δων
; (4.67)

ua1
px1

q “ ua
pxq,

δua

δων
“ 0. (4.68)

Положив i “ ν , получаем ток в случае группы трансляций:

Jµ

ν “ T µ

ν “
BL

BpBµuaq
Bνua

´ δ
µ

ν L , (4.69)

который называется тензором энергии-импульса. Здесь нётеровским зарядом явля-

ется 4-импульс поля:

Pν
“ pP0,Pq “

ż

d3T 0ν ,

T 00
“

BL

BpB0uaq
B

0ua
´L “ πa 9ua

´L “ H , (4.70)

T 0k
“

BL

BpB0uaq
B0ua.

Здесь T 00 – это плотность энергии, p “ pT 0kq – это плотность импульса. Введены

также канонические импульсы πa “ BL {B 9uap 9ua “ Bua{Btq и плотность гамильтониана

H (сравнить с механикой: pi “ BL{B 9qi,H “ pi 9qi ´ L).

Поэтому энергия поля:

P0
“

ż

d3xT 00
“

ż

d3xH “ H, (4.71)

импульс поля:

P “ ´

ż

d3xπa∇ua (4.72)

минус возникает из-за опускания индексов.

Выясним физический смысл остальных компонент тензора энергии-импульса. По

теореме Нётер имеем:

BµT µν
“ 0. (4.73)
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То есть дивергенция нётеровского тока равна нулю. Проинтегрируем это равенство

по 3-объему V , границей которого является замкнутая поверхность Σ, и используем

теорему Остроградского-Гаусса.

В результате из теоремы Нётер получим при ν “ 0:

d
dt

ż

V
d3xT 00

“ ´

ż

Σ

dΣn ¨ j, j “ pT k0
q. (4.74)

Следовательно, изменение энергии поля в объеме V называется потоком энергии

через его границу Σ (n – единичный вектор внешней нормали в заданной точке по-

верхности Σ), T k0 – k-ая компонента плотности потока энергии j.

Аналогично, положив в теореме Нётер ν “ k “ 1,2,3 (чисто пространственные

величины), получим:
d
dt

ż

V
d3xp “ ´

ż

Σ

dΣq,q “ pnsT sk
q. (4.75)

Слева – скорость изменения импульса, справа – светка чисто пространственных ком-

понент с компонентами нормали. Это значит, что изменение импульса поля в объеме

V вызывается потоком импульса через границу объема V , так что T sk – плотность

потока k-й компоненты импульса, протекающего через элемент поверхности, пер-

пендикулярной к оси Oxs, или компонента тензора плотности потока импульса (в

механике сплошных сред этот тензор с обратным знаком называют также тензором

напряжений).
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Лекция 5. Энергия, импульс и момент импульса

поля. Комплексное скалярное поле. Глобальные

калибровочные преобразования.

В прошлый раз рассмотрели уравнение Лагранжа в теории поля, обобщив ме-

ханическое уравнение, а также метод Гамильтона (им мы пользоваться не будем).

Рассмотрели также важнейшую теорему Нётер.

Пусть действие инвариантно относительно преобразований группы Лоренца LÒ
`:

xµ 1
“ Λ

µ

ν xν
“ xµ

`
1
2

ω
αβ

pXαβ q
µ

ν ` Opω
2
q,

ω
αβ

“ ´ω
βα (5.1)

pXαβ q
µ

pνq
“ δ

µ

α gβν ´ δ
µ

β
gαν “ ´pXβαq

µ

ν .

Условие антисимметричности накладывается, чтобы дважды не считать генераторы.

Соответствующие нётеровские токи образуют тензор 3-го ранга:

Jµ

αβ
“ ´Jµ

βα
“ Lµ

αβ
` Sµ

αβ
, (5.2)

где тензор орбитального момента

Lµ

αβ
“ T µ

λ

δxλ

δωαβ
“ T µ

λ
pXαβ q

λ
ν xν

“ T µ

α xβ ´ T µ

β
xα , (5.3)

тензор спинового момента определяется преобразованиями функций поля (поля долж-

ны преобразовываться по представлению группы Лоренца, действие в полевом про-

странстве)

Sµ

αβ
“ ´

BL

BpBµuaq

δua

δωαβ
“ ´

BL

BpBµuaq
pXαβ q

a
bub, (5.4)

где pXαβ qa
b – это генераторы группы Лоренца в пространстве функций поля (поля

должны преобразовываться по заданному представлению этой группы). Это разбие-

ние аналогично механике твердого тела, тогда можно показать, что полный момент

тела складывается из движения по орбите и вращения его вокруг оси.

В силу теоремы Нётер дивергенция токов Нётер должна обращаться в нуль

BµJµ

αβ
“ BµLµ

αβ
` BµSµ

αβ
“ 0. (5.5)
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В частном случае скалярного поля ϕpxq “ ϕ 1px1q (определение по отношению к группе

Лоренца) имеем pXαβ qa
b “ 0,Sµ

αβ
“ 0, тогда при дополнительном условии трансляци-

онной инвариантности BµT µ

α , получаем с учетом Bµxα “ gµα :

BµLµ

αβ
“ Tβα ´ Tαβ “ 0, (5.6)

то есть для скалярного поля тензор энергии-импульса (ТЭИ) симметричен: T µν “

T νµ . В общем случае полевые функции ua преобразуются по нетривиальному пред-

ставлению группы LÒ
`, генераторы пространства представления отличны от нуля

pXαβ qa
b ‰ 0, и тогда тензор энергии-импульса T µν , называемый каноническим тен-

зором энергии импульса, в общем случае он несимметричен ввиду отличия от нуля

спинового момента Sµ

αβ
‰ 0.

Однако, пользуясь известным произволом в определении нётеровских токов, мож-

но ввести симметричный тензор энергии-импульса θ µν :

θ
µν

“ T µν
` Bλ f µλν

“ θ
νµ , f µλν

“ ´ f λ µν (5.7)

Если бы перешли к криволинейным координатам от декартовых, то мера интегри-

рования содержала бы еще детерминант метрического тензора.

Замечание.

Симметричный тензор энергии-импульса, называемый также метрическим тен-

зором энергии-импульса, может быть получен варьированием действия (используя

произвольные криволинейные координаты в пространстве Минковского) по метрике:

θ
µν

“ ´
2

?
´g

δS
δgµν

, (5.8)

S “

ż

d4x
?

´gL ,g “ detpgµνq.

Тогда тензор момента выражается через него:

Jµ

αβ
“ θ

µ

α xβ ´ θ
µ

β
xα . (5.9)

Интегралы движения в рассматриваемом случае инвариантности действия относи-

тельно преобразований Лоренца образуют антисимметричный тензор 2-го ранга (6

независимых компонент):

Jαβ “ ´

ż

d3xJ0
αβ

“ ´

ż

d3xpL0
αβ

´ S0
αβ

q “ Lµ

αβ
` Sµ

αβ
. (5.10)
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Знак «-» – это просто дань традиции (так легче установить связь с механикой). Неин-

вариантность при преобразовании Лоренза компенсируется неинвариатностью нуле-

вой компоненты. Независимых омпонент 6 – по числу параметров группы Лоренца.

Из них конструируются 2 трехмерных вектора. Пространственные компоненты со-

ставляют аксиальный 3-вектор полного момента импульса J в виде суммы векторов

орбитального L и спинового S моментов:

J “ L`S, (5.11)

J “ p
1
2

εiknJknq,

L “ p
1
2

εiknLknq,

S “ p
1
2

εiknSknq.

Можно показать, что орбитальный момент может быть выражен через плотность

импульса. Покажем, что

L “

ż

d3xrˆp, (5.12)

что является континуальным аналогом момента импульса системы частиц:

L “

N
ÿ

a“1

ra ˆpa. (5.13)

Имеем:

Li “ ´
1
2

ż

d3xεiknL0
kn (5.14)

L0
kn “ T 0

k xn ´ T 0
n xk “ pkxn

´ pnxk,

´
1
2

εiknppkxn
´ pnxk

q “ εiknxk pn
“ prˆpq

i, (5.15)

что и требовалось доказать.

В дальнейшем обычно в качестве тензора энергии-импульса будем использовать

θ µν . Мы рассмотрели орбитальный момент, который состоит из r и p. Рассмотрим

теперь другой трехмерный вектор, используя 5.9, интерпретацию так называемого

лоренцева момента (связан с генераторами буста – переход между системами отсчё-

та):

N “ pJ0kq, (5.16)

J0k “ ´

ż

d3xpθ
0
0 xk ´ θ

0
k x0 “

ż

d3xθ
00xk

´ t
ż

d3xθ
0k. (5.17)
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Обозначим ε “ θ 00 – плотность энергии поля, p “ pθ 0kq – плотность импульса. Уста-

новим соответствие с механикой. Тогда

N “

ż

d3xεr´ tP. (5.18)

Определим радиус-вектор центра масс поля

R “

ş

d3xεt
ş

d3xε
, (5.19)

что является аналогом соответствующего вектора в нерелятивистской механике для

системы частиц:

R “

ř

a mara
ř

a ma
, (5.20)

а при переходе к релятивистcкой механике в этой формуле надо сделать замену

ma ÝÑ εa “ ma{
a

1 ´v2
a. Введем также скорость центра масс полевой конфигурации

по аналогии с обычной механикой

V “
P
E
,E “

ż

d3xε. (5.21)

В результате получаем закон равномерного движения центра масс полевой системы

(предполагается, что она замкнута: сохраняются энергия E и импульс P):

R “ R0 `Vt, (5.22)

где R0 “ N{E. Из инвариантности действия из преобразований Лоренца получили

закон сохранения движения полевой системы.

Комплексное скалярное поле. Глобальные калибровочные

преобразования. Электрический заряд.

Переходим к преобразованию полевых систем, которые не связаны с координат-

ными представлениями – внутренние преобразования. Рассмотрим на примере ска-

лярного поля. Сперва рассмотрим действительное скалярное поле. Используем си-

стему единиц, в которой c “ 1. Лагранжиан вещественного скалярного поля ϕpxq

имеет вид:

L “
1
2

BµϕB
µ

ϕ ´
m2

2
ϕ

2, (5.23)

и при преобразованиях Лоренца

ϕ
1
px1

q “ ϕpxq,x1
“ Λx,ϕ 1

pxq “ ϕpΛ
´1xq. (5.24)
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Уравнения Лагранжа (однокомпонентное поле)

BL

Bϕ
´ Bν

BL

BpBνϕq
“ 0;

BL

Bϕ
“ ´m2

ϕ, (5.25)

`
BL

BpBνϕq
“ B

ν
ϕ,

и в итоге, вычисляя отдельные компоненты, получаем знаменитое уравнение Клей-

на–Гордона:

p˝ ` m2
qϕ “ 0, (5.26)

где оператор Даламбера

˝ “ BµB
µ

“
B2

Bt2 ´ ∇
2. (5.27)

Стороим тензор энергии-импульса. Он является симметричным:

T µν
“

BL

BpBµϕq
B

ν
ϕ ´ gµνL “ B

µ
ϕB

ν
ϕ ´

1
2

gµν
pBαϕB

α
ϕ ´ m2

ϕ
2
q “ T νµ . (5.28)

Отсюда находим энергию поля (плотность энергии положительно определена)

E “ P0
“

ż

d3xT 00,T 00
“

1
2

p
Bϕ

Bt
q

2
`

1
2

p∇ϕq
2

`
m2

2
ϕ

2
ě 0; (5.29)

импульс

P “

ż

d3xp,p “ pt0k
“ 0B0ϕBkϕq “ ´

Bϕ

Bt
∇ϕ; (5.30)

орбитальный момент

L “

ż

d3xrˆp “ ´

ż

d3x
Bϕ

Bt
rˆ ∇ϕ; (5.31)

спиновый момент S “ 0 для скалярного поля, так как δϕ{δωαβ “ 0 (полная вариация

скалярного поля равна нулю).

Перейдем от действительного поля к комплексному. Рассмотрим теперь комплекс-

ное скалярное поле –упорядоченную пару двух вещественных полей ϕ1 и ϕ2:

ϕ “
1

?
2

pϕ1 ` iϕ2q,ϕ˚
“

1
?

2
pϕ1 ´ iϕ2q. (5.32)

Лагранжиан

L “ Bµϕ
˚
B

µ
ϕ ´ m2

ϕ
˚
ϕ (5.33)
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дает уравнения движения:

BL

Bϕ
´ Bν

BL

BpBνϕ˚q
“ 0 ÝÑ p˝ ` m2

qϕ
˚

“ 0; (5.34)

BL

Bϕ˚
´ Bν

BL

BpBνϕ˚q
“ 0 ÝÑ p˝ ` m2

qϕ “ 0. (5.35)

По общей формуле строим тензор энергии-импульса:

T µν
“

BL

BpBµϕq
B

ν
ϕ `

BL

BpBµϕ˚q
B

ν
ϕ ´ gµνL “ (5.36)

“ B
µ

ϕ
˚
B

ν
ϕ ` B

µ
ϕB

ν
ϕ

˚
´ gµν

pBαϕ
˚
B

α
ϕ ´ m2

ϕ
˚
ϕq “ T νµ .

Энергия

E “ P0
“

ż

d3xr
Bϕ˚

Bt
Bϕ2

Bt
` ∇ϕ

˚
¨ ∇ϕ ` m2

ϕ
˚
ϕs; (5.37)

импульс

P “

ż

d3xp,p “ ´p
Bϕ˚

Bt
∇ϕ `

Bϕ

Bt
∇ϕ

˚
q; (5.38)

орбитальный момент

L “ ´

ż

d3xp
Bϕ˚

Bt
rˆ ∇ϕ `

Bϕ

Bt
rˆ ∇ϕ

˚
q; (5.39)

спиновый момент S “ 0.

Получим уравнения Гамильтона и покажем их эквивалентность уравнениям Лагран-

жа.

Напоминание: точка обозначает частную производную по времени. Находим ка-

нонические импульсы:

π “
BL

B 9ϕ
“ 9ϕ˚,π˚

“
BL

B 9ϕ˚
“ 9ϕ. (5.40)

Гамильтониан по общему правилу строится следующим образом:

H “

ż

d3xH,H “ π
˚
π ` ∇ϕ

˚
¨ ∇ϕ ` m2

ϕ
˚
ϕ. (5.41)
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Уравнения Гамильтона
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

9ϕ “
δH
δπ

“
BH
Bπ

“ π˚,

9ϕ˚ “
δH
δπ˚

“
BH
Bπ˚

“ π,

9π “ ´
δH
δϕ

“ ´
BH
Bπ

` ∇ ¨
BH

Bp∇ϕq
“ ´m2ϕ˚ ` ∇2ϕ˚,

9π˚ “ ´
δH
δϕ˚

“ ´
BH
Bπ˚

` ∇ ¨
BH

Bp∇ϕ˚q
“ ´m2ϕ ` ∇2ϕ.

(5.42)

Продифференцируем первое уравнение по времени, получим

9π˚
“ :ϕ “ B

2
{Bt2, (5.43)

которое подставим в четверное уравнение:

B2ϕ

Bt2 “ ´m2
ϕ ` ∇

2
ϕ ÝÑ p˝ ` m2

qϕ “ 0. (5.44)

Аналогично получим второе уравнение Лагранжа:

p˝ ` m2
qϕ

˚
“ 0. (5.45)

На частном примере проверили, что уравнения Гамильтона эквивалентны уравнени-

ям Лагранжа.

Глобальные калибровочные преобразования

Калибровочные преобразования связаны с наличием дополнительной степени сво-

боды. Координаты неизменны, изменяем только функцию. Образуется группа U(1)

(от слова «унитарная»). Лагранжиан и действие комплексного поля инвариантны

относительно некоординатных (внутренних) преобразований, называемых калибро-

вочными:

x ÝÑ x1
“ x,ϕpxq ÝÑ ϕ

1
pxq “ eiω

ϕpxq,ϕ˚
pxq ÝÑ ϕ

˚1
pxq “ e´iω

ϕ
˚
pxq, (5.46)

где ω “ const – вещественное число.
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По теореме Нётер с учетом δxµ{δω “ 0 находим ток (вклад даёт только нетриви-

альное преобразование функции поля):

Jµ
“ ´

BL

BpBµuaq

δua

δω
,u1

“ ϕ,u2
“ ϕ

˚, (5.47)

δϕ

δω
“ iϕ,

δϕ˚

δω
“ ´iϕ˚. (5.48)

В результате

Jµ
“ ipϕ

˚
B

µ
ϕ ´ pB

µ
ϕ

˚
qϕq ” iϕ˚

B
µ ðñ

ϕ. (5.49)

По теореме Нётер дивергенция должна быть нулевой BµJµ “ 0. Проверим:

BµJµ
“ ipϕ

˚ ˝ ϕ ´ p˝ϕ
˚
qϕq “ irϕ˚

p´m2
ϕq ´ p´m2

ϕ
˚
qϕs “ 0, (5.50)

то есть BµJµ обращается в нуль не тождественно, а только на решениях уравнений

Лагранжа, как и должно быть. Нётеровский заряд

Q “ i
ż

d3xpϕ
˚ B2ϕ

Bt2 ´
B2ϕ˚

Bt2 ϕq (5.51)

является интегралом движения. Проверим это прямым вычислением с учетом урав-

нений движения:
dQ
dt

“ i
ż

d3xpϕ
˚ B2ϕ

Bt2 ´
B2ϕ˚

Bt2 ϕq “

“ i
ż

d3xpϕ
˚
p∇

2
ϕ ´ m2

ϕq
B2ϕ

Bt2 ´ p∇
2
ϕ

˚
´ m2

ϕ
˚
qϕq “

“ i
ż

d3x∇ ¨ pϕ
˚
∇ϕ ´ p∇ϕ

˚
qϕq “ ´

ż

dΣn ¨J “ 0,

если |J| ÝÑ 0, при |J| ÝÑ 8. Тут была использована теорема Остроградского-Гаусса.

Рассмотренные преобразования называются глобальными калибровочными пре-

образованиями, так как параметр ω не зависит от координат. Как уже было сказано,

они образуют абелеву группу U(1). Используя матричные обозначения

φ “

˜

ϕ

ϕ˚

¸

φ
1
“

˜

ϕ 1

ϕ˚1

¸

“ Upωqφ “

˜

eiω 0

0 e´iω

¸

“

˜

ϕ

ϕ˚

¸

, (5.52)

получим генератор группы тоже в матричном виде:

X “
dUpωq

dω
|ω“0 ´ iσ3,σ3 “

˜

1 0

0 ´1

¸

. (5.53)
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Эрмитова матрица σ3 (носит название «матрица Паули») обладает следующими

свойствами:

σ
2n
3 “ I,σ2n`1

3 “ σ3pn “ 0,1,2, ...q. (5.54)

Поэтому элементы группы U(1), относящейся к классу групп Ли, представляются в

виде:

Upωq “ eiωσ3 “

8
ÿ

n“0

piωσ3qn

n!
“ Icosω ` iσ3sinω. (5.55)

Лагранжиан также можно представить в матричном виде:

L “
1
2

Bµφ
`

Bµφ ´
m2

2
φ

`
φ , (5.56)

где φ ` “ pϕ˚,ϕq. Соответственно для тока и заряда получаем:

Jµ
“ ipφ

` σ3

2
B

µ
φ ´ pB

µ
φ

`
q
σ3

2
φq, (5.57)

Q “ i
ż

d3xpφ
` σ3

2
Bφ

Bt
´

Bφ `

Bt
σ3

2
φq. (5.58)

Замечание 1.

Можно использовать вещественное представление, введя 2-мерный вектор ϕ “

pϕ1,ϕ2qT . Тогда

L “
1
2

BµϕB
µ

ϕ ´
m2

2
ϕ

2
“

2
ÿ

a“1

p
1
2

BµϕaB
µ

ϕa ´
m2

2
ϕ

2
a q, (5.59)

и калибровочные преобразования образуют группу вращений SO(2) в плоскости (от-

деляем вещественную часть от мнимой):

ϕ
1
“

˜

ϕ 1
1

ϕ 1
2

¸

“ Rpωqϕ “

˜

cosω ´sinω

sinω cosω

¸

“

˜

ϕ1

ϕ2

¸

. (5.60)

Соответственно получим представление в виде скалярного произведения:

Jµ
“

1
2

pϕ ¨ XB
µ

ϕ ´ B
µ

ϕ ¨ Xϕq “ ϕ2B
µ

ϕ1 ´ pB
µ

ϕ2qϕ1, (5.61)

Q “
1
2

ż

d3xpϕ ¨ X
Bϕ

Bt
´

Bϕ

Bt
¨ Xϕq, (5.62)

где генератор группы SO(2) (подгруппа группы SO(3)) имеет вид:

X “
dRpωq

dω
|ω“0 “

˜

0 ´1

1 0

¸

. (5.63)
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Очевидно, что группа SO(2) изоморфна U(1).

Замечание 2.

Абелева группа SO(2) является подгруппой неабелевой группы 3-мерных вра-

щений SO(3). Можно рассмотреть скалярное поле (по группе LÒ
`), лагранжиан и

действие которого инвариантны относительно калибровочной группы SO(3):

ϕ “ pϕ1,ϕ2,ϕ3q ÝÑ ϕ
1
pxq “ Rpω

1,ω2,ω3
qϕpxq, (5.64)

ϕ
1
a “ Rabϕb “ ϕa `

3
ÿ

c“1

ω
c
pXcqabϕb ` Opω

2
q, (5.65)

где R – это ортогональная 3х3-матрица: RT R “ I.

Явный вид генераторов этой группы нам известны:pXcqab “ ´εcab, инфинитези-

мальное преобразование можно записать в векторной форме:

ϕ
1
“ ϕ ` δϕ,δϕ “ ω ˆ ϕ. (5.66)

Лагранжиан, нётеровские ток и заряды имеют вид:

L “
1
2

BµϕB
µ

ϕ ´
m2

2
ϕ

2
“

3
ÿ

a“1

p
1
2

BµϕaB
µ

ϕa ´
m2

2
ϕ

2
a q, (5.67)

J “ pJµ
a q “ pεabcB

µ
ϕbϕcq “ B

µ
ϕ ˆ ϕ, (5.68)

Q “ pQaq “ pεabc

ż

d3x
Bϕb

Bt
ϕcq “

ż

d3x
Bϕ

Bt
ˆ ϕ. (5.69)

Эта конструкция может применяться в реальной физике. Существуют такие части-

цы как пионы (π-мезоны), они несут электрический заряд (кроме одного – π0). С

хорошей степенью точности их массы практически одинаковы. Можно связать свой-

ства сильных взаимодействий с симметрией, которая называется «изоспиновая сим-

метрия». Технически это означает, что мы работаем с компонентами трехмерного

вещественного вектора и из первых двух компонент можно сделать две комплексные

комбинации, которые отвечают заряженным частицам.
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Лекция 6. Калибровочная группа SU(2). Изоспин.

Локальные калибровочные преобразования.

Электромагнитное поле как абелево калибровочное

поле. Уравнения Максвелла

Калибровочная группа SU(2). Изоспин

В прошлый раз обсудили глобальные калибровочные преобразования, образую-

щие абелеву группу, а также обобщение на неабелеву группу. На группу SO(3) можно

смотреть как на присоединенное представление группы SU(2) – есть определенное

соответствие. Фундаментальную роль эта группа играет при рассмотрении Хиггсов-

ского поля.

Рассмотрим упорядоченную пару двух комплексных скалярных полей (двумер-

ный комплексный вектор):

ϕ “

˜

ϕ1

ϕ2

¸

“
1

?
2

¨

˝

ϕ1
p1q

` iϕ1
p2q

ϕ2
p1q

` ϕ2
p2q

˛

‚, (6.1)

где ϕk
pnq

– вещественные поля. Этот вектор в 2-мерном комплексном пространстве C2

(двумерное комплексное пространство) подвергнем унитарному преобразованию U :

ϕ ÝÑ ϕ
1
“ uϕ, (6.2)

UU`
“ I,detU “ 1. (6.3)

Матрица U унитарна, ее определитель равен единице. 2x2-матрицы U образуют фун-

даментальное представление группы SU(2):

U “ exppiωaTaq,a “ 1,2,3; (6.4)

ωa – вещественные параметры (суммирование идет по a), генераторы группы по

традиции записываются в виде Ta “
1
2

τa, где матрицы Паули (W. Pauli)

τ1 “

˜

0 1

1 0

¸

,τ2 “

˜

0 ´i

i 0

¸

,τ3 “

˜

1 0

0 ´1

¸

. (6.5)

Одну из матриц можно сделать диагональной (обычно третью). Паули использо-

вал матрицы для описания спина электрона. Мы работаем с таким понятием как
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«изоспин», аналог спина, преобразование действует во внутреннем групповом про-

странстве. В теории обычного спина матрицы обычно определяются как σ .

Свойства матриц Паули таковы:

τ
2
a “ I,

τaτb “ Iδab ` iεabcτc;
1
2

trpτaτbqδab,

trpτaq “ 0.

δab – символ Кронекера.

Алгебра Ли генераторов:

rTa,Tbs “ iεabcTc. (6.6)

εabc – структурные постоянные в группе SU(2). Присоединенное представление дей-

ствует в 3-мерном вещественном евклидовом пространстве R3 так:

X “ τ ¨ r ÝÑ X 1
“ UXU`

“ τr1,X “ X`,detX 1
“ detpU`UXq “ detX , (6.7)

где r “ px,y,zq – вещественный 3-вектор. Сама по себе матрица X эрмитова. Линей-

ные комбинации эрмитовых матриц тоже эрмитовы При таком преобразовании со-

храняется определитель матрицы. Произведение детерминантов равняется единице.

Свяжем преобразования в C2 с преобразованиями в R3. Имеем:

τax1
a “ UτbxbU`

ÝÑ
1
2

trpτcτaqx1
a “

1
2

trpτcUτbU`
qxb,

1
2

trpτcτaq “ δca, (6.8)

x1
c “ Rcbxb,Rcb “

1
2

ttpτcUτbU`
q ´ ´3х3-матрица поворотов вR3,RT R “ I.

Применили операцию взятия следа (tr). Действительно:

detX “ det

˜

z x ´ iy

x ` iy ´z

¸

“ ´px2
` y2

` z2
q “ ´r2,detX 1

“ ´r21, (6.9)

то есть |r| “ |r1|. Но определитель, как выяснилось, не меняется, что означает, что

при преобразовании квадрат модуля постоянен – чистое вращение в трехмерном про-

странстве. Каждому элементу группы SU(2), заданному унитарными матрицами в

пространстве C2 соответствует ортогональная матрица поворота в R3.

Ранее было показано, что явный вид генераторов группы SO(3):

pXaqbc “ ´εabc,Ta “ iXa “ T `
a . (6.10)
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Их можно рассматривать как генераторы группы SU(2) в присоединенном представ-

лении. По определению в присоединенном представлении матричные элементы мат-

рицы генераторов совпадают со структурными постоянными группы Ли. Это как раз

наш рассматриваемый случай: коммутатор не зависит от выбора представления.

Группа SU(2) является накрывающей для группы SO(3):

˘U P SUp2q ÝÑ R P SOp3q. (6.11)

Рассмотрим лагранжиан скалярного поля, преобразующегося по фундаментальному

представлению группы SU(2) (берем комплексный столбик и строим лагранжиан,

вводя эрмитово сопряженный к нему – получаем строку):

L “ Bµϕ
`

B
µ

ϕ ´ m2
ϕ

`
ϕ,ϕ`

“ pϕ
1˚,ϕ2˚

q. (6.12)

Он инвариантен относительно преобразований SU(2):

L 1
“ Bµϕ

`1
B

µ
ϕ

1
´ m2

ϕ
`1

ϕ
1
“ (6.13)

L 1
“ Bµpϕ

`U`
qB

µ
pUϕq ´ m2

ϕ
`U`Uϕ “ L ,

так как U`U “ I и BµU “ 0,BµU` “ 0 ввиду Bµωa “ 0 (глобальные калибровочные

преобразования).

Согласно теореме Нётер имеем сохраняющиеся токи (параметров три, поэтому

имеется триплет токов):

Jµ
a “ ´

BL

BpBµϕq

δϕ

δωa ´
δϕ`

δωa
BL

BpBµϕ`q
“ ´ (6.14)

B
µ

ϕ
` B

Bωa pI ` iωbTbqϕ ´
B

Bωa ϕ
`

pI ´ iωbTbqB
µ

ϕ “ ipϕ
`TaB

µ
ϕ ´ pB

µ
ϕ

`
qTaϕsq.

Bωb

Bωa “ δab; (6.15)

То есть, возникает ток через генераторы – так и должно быть.

Нётеровские заряды образуют изоспин – 3вектор во внутреннем пространстве:

Ia “

ż

d3xJ0
a “ i

ż

d3xpϕ
` τa

2
Btϕ ´ Btϕ

` τa

2
ϕq. (6.16)

Только на решениях уравнений движения для ϕ и ϕ` имеем:

dIa

dt
“ 0. (6.17)
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Часто используется краткая векторная запись изоспина:

I “ i
ż

d3xϕ
` τ

2
B

ðñ
t ϕ. (6.18)

Вернемся к тому, что уже было рассмотрено, но с точки зрения группы SU(2).

Пусть ϕ преобразуется по присоединенному представлению группы SU(2).

ϕ “

¨

˚

˚

˝

ϕ1

ϕ2

ϕ3

˛

‹

‹

‚

, (6.19)

ϕ
1
k “ Rknϕn,R P SOp3q. (6.20)

ϕ – трехмерный вещественный вектор. Тогда лагранжиан имеет вид

L “
1
2

Bµϕ ¨ B
µ

ϕ ´
m2

2
ϕ

2. (6.21)

Ввиду инвариантности скалярного произведения относительно вращений этот лагран-

жиан также инвариантен. Соответствующие нётеровские токи (k – индекс, связанный

с параметрами группы, µ – лоренцевский индекс):

Jµ

k “ ´
BL

BpBµϕnq

δϕn

δωk “ ´B
µ

ϕn
B

Bωk rϕn ` ω
m

pXmqnsϕss “ (6.22)

“ ´B
µ

ϕnpXkqnsϕs “ εknspB
µ

ϕnqϕs,

можно записать и в 3-векторной форме:

Jµ
“ B

µ
ϕ ˆ ϕ. (6.23)

Нётеровские заряды образуют 3-вектор изоспина во внутреннем пространстве:

I “

ż

d3xJ0
“

ż

d3xBtϕ ˆ ϕ. (6.24)

Приложение. Спин электрона в квантовой механике

В качестве приложения рассмотрим, как описывается спин электрона в кванто-

вой механике. Исходное уравнение Шрёдингера не учитывало спин, но эксперименты

показали его наличие. Спустя год после заложения основ квантовой механики спин

в аппарат механики был введен Паули. Он предложил (постулировал) для описа-

ния электрона уравнение, которое теперь называется уравнением Паули (W. Pauli,

1927):

ih̄
Bψ

Bt
“ Ĥpψ, (6.25)
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Ĥp “
1

2me
p p̂ ´

e
c
Aq

2
` eΦ ´ µ̂ ¨B.

Если частица с зарядом е движется во внешнем электромагнитном поле, то записыва-

ем гамильтониан с помощью векторного и скалярного потенциалов – уравнение Шрё-

дингера. По аналогии с классической электродинамикой, возникает дополнительная

потенциальная энергия. Паулиевский гамильтониан Ĥp отличается от шрёдингеров-

ского добавлением именно слагаемого Ûp “ ´µ̂ ¨ B, описывающего взаимодействие

с магнитным полем B “ ∇ ˆ A (ротор) спинового магнитного момента электрона,

представляемого оператором

µ̂ “ gsŜ “ ´µBσ . (6.26)

То, что такая пропорциональность существует, известно из классической электроди-

намики. Этот оператор введен по аналогии с оператором орбитального магнитного

момента M̂ “ gLL̂.

Как уже обсуждалось выше, волновая функция электрона Ψ в теории Паули

является двухкомпонентной:

Ψ “

˜

Ψ1

Ψ2

¸

. (6.27)

Они называются спинором и преобразуются при поворотах системы координат по

двузначному представлению группы вращений. В частности, при повороте на 2π

двухкомпонентная функция приобретет некоторый множитель, фаза изменится, и

мы получим преобразование

Ψ ÝÑ Ψ
1
“ eiπ

Ψ “ ´Ψ. (6.28)

Спинор преобразуется по двухзначному представлению группы вращения при пово-

роте.

Следовательно, для спинора этот попорот не эквивалентен тождественному пре-

образованию, как это имеет место для скаляра и вектора.

Рассмотрим «вывод» уравнения Паули исходя из математического постулата,

принадлежащий Ричарду Фейнману (R. P. Feynman). Из основного соотношения для

матриц Паули,

σkσn “ δkn ` iεknsσs, (6.29)

следует тождество

pσ ¨aqpσ ¨bq “ a ¨b` iσpaˆbq, (6.30)
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где a,b – это произвольные векторы. Учитывая его, запишем гамильтониан электро-

на в электрическом поле в эквивалентном шрёдингеровскому виде:

Ĥ “
pσ ¨ p̂q2

2me
` eΦ. (6.31)

Получили аналог для электрона, который не взаимодействует с магнитным полем.

Переходим к каноническому импульсу. Введем теперь взаимодействие с магнитным

полем по известному правилу (это, конечно, постулат):

p̂ ÝÑ P̂ “ p̂´
e
c
A. (6.32)

Тогда получим гамильтониан

Ĥp “
pσ ¨ P̂q2

2me
` eΦ (6.33)

который эквивалентен гамильтониану Паули:

ĤF ” ĤP. (6.34)

Действительно, имеем

pσ ¨ P̂q
2

“ P̂2
` iσpP̂ˆ P̂q, (6.35)

где второе слагаемое отлично от нуля ввиду некоммутативности компонент оператора

кинетического импульса P̂:

rP̂n, P̂ks “ r p̂n ´
e
c

An, p̂k ´
e
c

Aks “ ih̄
e
c

pBnAk ´ BkAnq. (6.36)

Перейдем к нетривиальной части доказательства. На основе вышесказанного,

pP̂ˆ P̂qs “ εsnkP̂nP̂k “
1
2

εsnkrP̂n, P̂ks “ ih̄
e
c

εsnkBnAk, (6.37)

или

P̂ˆ P̂ “ ih̄
e
c
B,B “ ∇ ˆA. (6.38)

В результате получаем:
pσ ¨ P̂q2

2me
“

P̂2

2me
´

eh̄
2mec

σ ¨B, (6.39)

то есть приходим в точности к паулиевскому взаимодействию спинового магнитного

момента электрона с магнитным полем. Квантовая электродинамика показывает, что

к магнетону Бора
eh̄

2mec
есть поправка, подтвержденная экспериментами.
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Локальные калибровочные преобразования и калибровочный

принцип введения взаимодействий полей. Электромагнитное

поле как абелево калибровочное поле. Скалярная

электродинамика

До сих пор мы рассматривали конструкцию, которая используется при построе-

нии Стандартной модели. Важную роль играет понятие взаимодействующих полей.

Потребуем инвариантность лагранжиана относительно локальных (теперь парамет-

ры группы зависят от координат) калибровочных преобразований, начнем с ком-

плексного скалярного поля:

ϕ
1
pxq “ eiωpxq

ϕpxq (6.40)

ϕ
˚1

pxq “ e´iωpxq
ϕ

˚
pxq.

В этом случае

Bµϕ
1
“ eiω

pBµϕ ` iBµωq ‰ eiω
Bµϕ. (6.41)

Для обеспечения инвариантности лагранжиана введем ковариантную («длинную»)

производную Dµϕ , обладающую нужным трансформационным свойством:

pDµϕq
1
“ D1

µϕ
1
“ eiωDµϕ. (6.42)

Определяем

Dµ “ Bµ iBµpxq, (6.43)

введя новое 4-векторное поле Bµpxq так, чтобы обеспечить нужный закон преобразо-

вания:

pDµϕq
1
“ pBµ ` iB1

µqeiω
ϕ “ eiω

pBµϕ ` iBµω ` B1
µϕq, (6.44)

откуда

B1
µ “ Bµ ´ Bµω. (6.45)

В результате получаем лагранжиан, инвариантный относительно локальной калиб-

ровочной группы U(1):

L “ pDµϕq
˚Dµϕ ´ m2

ϕ
˚
ϕ. (6.46)

Переопределим векторное поле, введя константу связи e:

Bµ “ eAµ , (6.47)
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и тогда

Dµ “ Bµ ` ieAµpxq, (6.48)

ϕ
1
pxq “ e´ie f pxq

ϕpxq, (6.49)

A1
µpxq “ Aµpxq ` Bµ f pxq, (6.50)

pDµϕq
1
“ e´ie f pxqDµϕ. (6.51)

Добавим к лагранжиану свободного поля Aµpxq:

LA “ ´
1
4

FµνFµν ,Fµν “ BµAν ´ BνAµ , (6.52)

где тензор второго ранга Fµν инвариантен относительно калибровочных преобразова-

ний. Ограничимся зависимостью только от первых производных и поля. В результате

получаем лагранжиан системы взаимодействующих полей ϕ,ϕ˚,Aµ :

L “ pDµϕq
˚Dµϕ ´ m2

ϕ
˚
ϕ ´

1
4

FµνFµν . (6.53)

Получили систему взаимодействующих полей. Взаимодействие проявляется в том,

что в длинную производную входит A. Запишем систему уравнений Лагранжа:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

BL

Bϕ
´ Bµ

BL

BpBµϕq
“ 0,

BL

Bϕ˚
´ Bµ

BL

BpBµϕ˚q
“ 0,

BL

BAµ

´ Bν

BL

BpBνAµq
“ 0.

(6.54)
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Получили систему связанных уравнений. Честно вычисляем соответствующие про-

изводные:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

BL

Bϕ
“ pDµϕq˚pieAµq ´ m2ϕ˚,

BL

Bϕ˚
“ p´ieAµqDµϕ ´ m2ϕ,

BL

BpBµϕq
“ pDµϕq˚,

BL

BpBµϕ˚q
“ Dµϕ,

BL

BpBνAµq
“ ´

1
4

B

BpBνAµq
pFαβ Fαβ q “ ´Fνµ ,

(6.55)

так как
BpBαAβ q

BpBνAµq
“ δ ν

α δ
µ

β
. В результате получаем систему уравнений (первое сопря-

женное со вторым):
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

pD˚
µD˚µ ` m2qϕ˚ “ 0,

pDµDµ ` m2qϕ “ 0,

BνFνµ “ jµ ,

(6.56)

где

jµ
“ ierϕ

˚Dµ
ϕ ´ pDµ

ϕq
˚
ϕs (6.57)

– это нётеровский ток, отвечающий глобальной калибровочной инвариантности лагран-

жиана. Сам лагрнанжиан инвариантен относительно локальных калибровочных пре-

образований.

Воспользуемся свойством антисимметричных тензоров. Определим дуальный тен-

зор с помощью аналога тензора Леви-Чивита (должен содержать четыре разные ком-

поненты):

F̃µν 1
2

ε
µναβ Fαβ ,ε

0123
“ ε0123 “ 1. (6.58)

Дуальный тензор тождественно удовлетворяет уравнению

Bν F̃νµ
“ 0. (6.59)
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С точки зрения лагранжева подхода это тождество. Действительно,

Bν F̃νµ
“

1
2

ε
νµαβ

BνpBαAβ ´ Bβ Aαq “ (6.60)

“ ε
νµαβ

BνBαAβ “
1
2

ε
νµαβ

pBνBα ` BαBνqAβ “ 0.

Уравнения Максвелла

Уравнения
$

&

%

pM1q : BνFνµ “ jµ ,

pM2q : Bν F̃νµ “ 0
(6.61)

образуют систему уравнений Максвелла для электромагнитного поля (J. C. Maxwell,

1860-1865). Первое – динамическое уравнение, второе – следствие того, что поле опи-

сывается с помощью потенциала. Убедимся в том, что их можно привести к знакомой

форме. Запишем из в 3-форме, введя по определению вектор напряжённости элек-

трического поля (см. динамику релятивистской частицы во внешнем поле):

E “ pEk “ F0k “ F0k
q, (6.62)

B “ pBk “ ´
1
2

εksnFsn
q,Fsn “ Fsn

“ ´εsnkBk. (6.63)

Строим вектор из компонент тензора, поэтому индексы можно писать как внизу, так

и вверху. В обратной формуле исчезнет множитель 1/2. Вернемся к определению

дуального тензора, можно записать соотношение, похожее на случай для электриче-

ского

F̃µν “
1
2

εµναβ Fαβ (6.64)

получаем:

F̃0k “ Bk, F̃kn “ εksnEs. (6.65)

Работаем в вакууме, будем использовать хевисайдову систему единиц B “ H. Дуаль-

ное преобразование Fµν ÝÑ ˜Fµν означает

E ÝÑ B,B ÝÑ ´E. (6.66)

Уравнение (M1) распадается на два в 3-форме (скалярное и векторное):

BkFk0
“ j0,B0F0n

` BkFkn
“ jn. (6.67)
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Обозначим j0 “ ρ, j “ p jnq и учтем

BkF0k
“ ∇ ¨E,BkFkn

“ ´εknsBkBs “ p∇ ˆBqn. (6.68)

В результате получаем первую пару уравнений Максвелла:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∇ ¨E “ ρ,

∇ ˆB “ j`
BE
Bt

.

(6.69)

Уже знаем преобразования дуальности, поэтому можем получить вторую пару урав-

нений Максвелла получаем из (М2), использовав те самые преобразованные дуаль-

ности:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∇ ¨B “ 0,

∇ ˆE “ ´
BB
Bt

.

(6.70)

Получили те самые уравнения, которые были получены Максвеллом путем обоб-

щения экспериментальных данных. В общем случае источником магнитного поля

является ток и переменное во времени электрическое поле. У магнитного поля нет

элементарных носителей (закон Кулона). А также нет элементарных носителей маг-

нитного поля («магнитных монополей»). Во многих теориях такие монополи вводят-

ся и считаются существующими. Для выполнения закона сохранения заряда необ-

ходимо добавить ток смещения – догадка Максвелла. Таким образом, мы пришли к

системе уравнений Максвелла не путем обобщения законов, а из фундаментального

общего принципа локальной калибровочной инвариантности. Общая идея принципа

позволяет описывать поля не электромагнитной природы. Этот принцип извлечен

из анализа электродинамики. Система СИ имеет источником «дорелятивистскую»

систему, поэтому в теоретической физике она не используется. В обычной системе
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единиц (хевисайдовой) имеем:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∇ ¨E “ ρ,

∇ ˆB “
1
c
j`

1
c

BE
Bt

.

∇ ¨B “ 0,

∇ ˆE “ ´
1
c

BB
Bt

.

(6.71)

Ранее мы положили c “ 1. Хевисайдова система для статического поля приводит к

исчезновению коэффициента 4π. Этой системой пользуются современные теорети-

ки. Это отвечает лагранжиану LA “ ´
1
4c

FµνFµν и jµ “ pcρ, jq. В гауссовой системе

единиц в этих уравнениях надо сделать замену

ρ ÝÑ 4πρ, j ÝÑ 4πj, (6.72)

что соответствует выбору LA “ ´
1

16πc
FµνFµν .

Предположим, что есть заданный источник. Пусть jµpxq – заданное 4-векторное

поле (источник электромагнитного поля). Тогда уравнения Максвелла следуют из

лагранжиана ( jµpxq не варьируется!):

L “ ´
1
4

FµνFµν
´ jµAµ . (6.73)

Подставив в (М1) Fµν “ BνAµ ´ BµAν , получим

˝Aµ
´ B

µ
pBνAν

q “ jµ (6.74)

при этом (М2) удовлетворяется тождественно, но для решения этот вид неудобен. 4-

потенциал Aµ можно подчинить дополнительному условию (фиксировать калибров-

ку), так как 6.74 инвариантно относительно калибровочных преобразований: Aµ ÝÑ

Aµ 1 “ Aµ ` Bµ f . Обычно используется калибровка Лоренца:

BµAµ
“ 0. (6.75)

Из 6.74, 6.75 получаем уравнение Даламбера для каждой компоненты:

˝Aµ
“ jµ . (6.76)
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Выбор калибровочного условия соответствует тому, что есть остаточная калибровоч-

ная инвариантность.

Замечание.

Условие 6.75 инвариантно относительно ограниченного класса калибровочных

преобразований:

Aµ 1
“ Aµ

` B
µ f0,˝ f0 “ 0. (6.77)

Применив к (M1) оператор Bµ , получим слева нуль ввиду Fνµ “ ´Fµν , но тогда

справа должно быть Bµ jµ “ 0, что означает сохранение электрического заряда. При

этом из 6.76 следует, что скалярное поле ϕ ” BµAµ (четырехмерная дивергенция)

удовлетворяет уравнению

˝ϕ “ 0, (6.78)

которое имеет решение ϕpt,rq “ 0 при специальных начальных условиях:

ϕp0,rq “ 0,
Bϕpt,rq

Bt
|t“0 “ 0 (6.79)

или при граничном условии ϕpt,rq ÝÑ 0 при t ÝÑ 8. Это обеспечивает эквивалент-

ность системы уравнений 6.76 и 6.75 уравнению Максвелла 6.74.
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Лекция 7. Неабелевы калибровочные поля.

Неабелево обобщение скалярной электродинамики

Неабелевы калибровочные поля

В прошлой лекции рассмотрели локальные калибровочные преобразования (пре-

образования, параметры которых зависят от точек пространства Минсковского). Рас-

сматриваем класс теорий поля, в которых лагранжианы зависят от полевых функ-

ций и их первых производных. Как только появляется зависимость от координат,

тогда производная полевой функции уже не будет преобразовываться так, как само

поле (появится производная параметра). Чтобы добиться одинакового закона пре-

образования, потребовалось ввести четырехмерное поле. Попутно добавили новую

константу (e – электрический заряд частиц, которым отвечает комплексное поле).

Ввели систему взаимодействующих полей. Показали, что уравнения для поля (ка-

либровочные) совпадают с уравнениями Максвелла, если ток разбить на плотность

заряда и плотность электрического заряда. Уравнения Максвелла – уравнения для

калибровочного поля, получили их используя калибровочный принцип. Именно он

(обобщенный на неабелевы преобразования) используется для построения современ-

ной теории слабых и сильных взаимодействий.

Обобщим скалярную электродинамику (источник – скалярное комплексное по-

ле). Переходим к неабелевой калибровочной теории поля. Неабелевы калибровочне

поля были введены Янгом и Миллсом (C. N. Yang, R. Mills) в 1954 году. Янг – аме-

риканский физик китайского происхождения. Первоначально эти поля рассматри-

вались как математические конструкции, не было изначально понятно, как можно

их применить. Далее стало понятно, что они нужны для обобщения на неабелеву

теорию, для описания слабых взаимодействий. При построении теории сильных вза-

имодействий оказалось, что нужно расширить калибровочную группу. В результате,

калибровочная группа Стандартной модели – это произведение полупростых групп:

SOp3q ¨ SUp2q ¨Up1q.

Рассмотрим сначала скалярный изодублет: имеем упорядоченную пару двух ком-

плексных полей ϕ1,ϕ2

ϕ “

˜

ϕ1

ϕ2

¸

. (7.1)
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Этот изодублет преобразуется по фундаментальному представлению группы SU(2)

– постулат, который косвенно подтверждается экспериментом. Именно этот ком-

плексный дублет будет описывать хиггсовское поле, квантами которого являются

бозоны Хиггса. Изодублет преобразуется при локальных калибровочных преобразо-

ваниях поля:

ϕ
1
pxq “ Upxqϕpxq, (7.2)

произвольный элемент

Upxq “ exppiωapxq
τa

2
q. (7.3)

τa – матрицы Паули. Если не сказано, то предполагается суммирование по a. Ло-

кализуем калибровочную группу – добавим зависимость от координаты. Начинаем

процедуру обобщения. Лагранжиан свободного поля (нет новых полей)

L “ Bµϕ
`

B
µ

ϕ ´ m2
ϕ

`
ϕ (7.4)

не инвариантен относительно глобальной симметрии. Закон преобразования выгля-

дит следующим образом:

Bµϕ
`1

B
µ

“ rBµpϕ
`U`

qrB
µ

pUϕqs “ (7.5)

“ Bµϕ
`

B
µ

ϕ ` pBµϕ
`

qpU`
B

µUqϕ ´ ϕ
`

pU`
B

µUqBµϕ ` ϕ
`

pBµU`
qpB

µUqϕ,

причем из условия

U`U “ I (7.6)

следует

pBµU`
qU `U`

BµU “ 0. (7.7)

Неабелево обобщение скалярной электродинамики

Используем калибровочный принцип, обобщая его на неабелевую электродина-

мику. По аналогии с абелевой электродинамикой введем «длинную» (ковариантную

относительно ЛКП) производную:

Dµϕ “ pBµ ` ig
τa

2
W a

µ pxqqϕ, (7.8)

где W a
µ – триплет неабелевых калибровочных полей (иногда называют полями Янга-

Миллса). Теперь появились нетривиальные генераторы группы. Коэффициенты –

неабелевы калибровочные поля, автоматически они имеют два индекса. Нижний –
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индекс Лоренца, верхний – внутренние преобразования. Должна выполняться ко-

вариантность (не в смысле Лоренца). Их закон преобразования относительно ЛКП

выводим из требования:

pDµϕq
1
” D1

µϕ
1
“ UpDµϕq. (7.9)

Удобнее работать с матричным представлением. Введем матричное 2х2 поле

Wµpxq “ W a
µ pxq

τa

2
. (7.10)

Ставим в соответствие трехмерному вектору матрицу, которая конструируется из

свертки компонент этого вещественного вектора с генераторами группы. Теперь это

компоненты вектора в трехмерном вещественном внутреннем пространстве. Тогда

pDµϕq
1
“ pBµ ` igW 1

µqUϕ “ UpBµ ` igWµqϕ. (7.11)

Отсюда после честного дифференцирования получаем три слагаемых

pBµUqϕ `UBµϕ ` igW 1
µUϕ “ UBµϕ ` igUWµϕ, (7.12)

1
ig

U´1
pBµUqϕ `U´1W 1

µUϕ “ Wµϕ. (7.13)

Сразу видно, что некоторые члены взаимоуничтожаются.

ϕ – произвольный вектор, значит получили операторное равенство:

Wµ “ U´1W 1
µU ´

i
g

U´1
pBµUq, (7.14)

или же в более удобном виде получаем

W 1
µ “ UWµU´1

`
i
g

pBµUqU´1. (7.15)

Для инфинитезимальных (бесконечно малых) преобразований (разложим по ма-

лым параметрам)(|ωa| ăă 1):

U » I ´ iωaTa,Ta “
τa

2
, (7.16)

W 1
µ » p1 ´ iωaTaqWµpI ` iωbTbq `

i
g

p´ipBµω
a
qTaqpI ` ω

bTbq “ (7.17)

“ Wµ ` irWµ ,Ωs `
1
g

pBµω
a
qTa,

свертка генераторов с параметрами – это Ω. Рассмотрим её подробнее.

Ω “ ω
bTb, rWµ ,Ωs “ ω

bW a
µ rTa,Tbs “ iωbW a

µ εabcTc “ ´iεcbaω
bW a

µ Tc, (7.18)
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W 10
µ Tc “ W c

µTc ` εcbaω
bWµTc `

1
g

pBµω
c
qTc (7.19)

Введем 3-векторы во внутреннем (групповом) пространстве:

W⃗µ “ pW a
µ q, ω⃗ “ pω

a
q. (7.20)

Ответ был очевиден заранее – закон вращения трехмерного вектора (бесконечно ма-

лый поворот) + добавка, связанная с калибровочной природой вектора.Калибровочное

поле преобразуется по присоединенному представлению, так как εcba – матричные

элементы генераторов той же группы SU(2) в присоединенном представлении. Тогда

W⃗µ

1
“ W⃗µ ` ω⃗ ˆW⃗µ `

1
g

Bµ ω⃗, (7.21)

где ω⃗ ˆW⃗µ – вращение. Обобщаем электродинамику. По аналогии с абелевой элек-

тродинамикой введем тензор поля:

Wµν “ W a
µνTa “ DµWν ´ DνWµ “ (7.22)

“ pBµ ` igWµqWν ´ pBν ´ igWνqWµ “

“ BµWν ´ BνWµ ` igrWµ ,Wν s,

где коммутатор, отличный от нуля записывается в виде

rWµ ,Wν s “ W b
µW 0

ν rTb,Tcs “ iεabcTaW b
µW c

ν , (7.23)

отсюда после разложения по генераторам получаем, что тензор (напряженности)

поля включает квадратичную комбинацию, которая явно зависит от структурной

постоянной

W a
µν “ BµW a

ν ´ BνW a
µ ´ gεabcW b

µW c
ν (7.24)

или

W⃗µν “ BµW⃗ν ´ grW⃗µ ˆW⃗ν s. (7.25)

g – это константа связи. Ее знак определяется конвекцией. Мы будем использовать

ее со знаком «+». Заметим, что сама алгебра Ли может быть представлена на языке

коммутаторов

rDµ ,Dν sϕ “ rBµ ` igWµ ,Bν ` igWν sϕ “ (7.26)

“ igpBµWν ´ BνW`muq ´ g2
rWµ ,Wν sϕ “ igWµνϕ.

rDµ ,Dν s “ igWµν . (7.27)
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Это выражение получено ввиду произвольности ϕ . Конечно, это можно проверить

и для абелевой группы. Значит, получили нетривиальное неабелево обобщение. По-

скольку

pDµϕq
1
“ UDµϕ, (7.28)

то подставляя явное выражение получаем

prDµ ,Dν sϕq
1
“ UrDµ ,Dν sϕ, (7.29)

отсюда

igW 1
µνUϕ “ UigWµνϕ (7.30)

значит

W 1
µν “ UWµνU´1, (7.31)

или для б.м. ЛКП получаем ЧИСТОЕ вращение:

W⃗ 1
µν “ W⃗µν ` ω⃗ ˆW⃗µν . (7.32)

Лагранжиан введем по аналогии с электродинамикой (добавляя неабелевый индекс

a)

LW “ ´
1
4

W a
µνW aµ

“ ´
1
2

trpWµνW µν
q, (7.33)

так как по свойству следа

1
2

trpτaτbq “ δab “ 2trpTaTbq, (7.34)

тут мы учли, что под знаком следа можно делать циклическую перестановку. Обес-

печили калибровочную инвариантность лагранжиана. Видим, что идет свертка на-

пряженностей полей, но сами напряженности содержат квадратичные слагаемые в

отличие от абелевой теории. Коммутатор генераторов отличен от нуля. Это приводит

к тому, что расписав лагранжиан, увидим, что появляются слагаемые кубичные по

полям, а также квартичные. Можно разбить на две части: свободные (квадратичные

части) и слагаемые, которые обеспечивают самодействие полей (неквадратичные:

кубичные и квартичные).

LW “ ´
1
4

pBµW a
ν ´ BνW a

µ ´ gϕabcW b
µW c

ν qˆ (7.35)

ˆpB
µW aν

´ B
νW aµ

´ gεabcW dµW cν
q “ L

p f reeq

W `L
pintq

W ,

L
p f reeq

W “ ´
1
4

pBµW a
ν ´ BνW a

µ qpB
µW aν

´ B
νW aµ

q, (7.36)
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L
pintq

W “ gεabcpBµW a
ν qW bµW cν

`
g2

4
εabcεadeW b

µW c
νW aµW eν , (7.37)

причем

εabcεade “ δbdδce ` δbcδcd. (7.38)

Иначе

L
pintq

W “ ´
1
4

pBµW⃗ν ´ BνW⃗µq ¨ pB
µW⃗ ν

´ B
νW⃗ µ

q` (7.39)

В квантовой теории поля L
pintq

W отвечают диаграммы Фейнмана вида:

Рис. 7.1. Диаграммы Фейнмана

Они обусловлены нелинейными членами в W a
µν , связанными с тем, что калибро-

вочная группа SU(2) неабелева:

rTa,Tbs “ iεabcTc. (7.40)

Посмотрим, как выглядят уравнения движения неабелевых калибровочных полей:

BLW

BW aµ
´ Bν

BLW

BpBνW aµq
“ 0, (7.41)

откуда вычисляем производные (первое слагаемое напоминает электродинамику –

линейное слагаемое)

B
νW a

µν ` gεabcW b
µνW cν

a “ 0 (7.42)

или

Dν
abW b

µν “ 0, (7.43)
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где

Dν
ab “ δabB

ν
` gεabcW cν

“ δabB
ν

` igptcqabW cν . (7.44)

W a преобразуется по векторному представлению. ptcqab “ ´iεcab – генератор группы

SU(2) в присоединенном представлении.

Лагранжиан неабелевого обобщения скалярной электродинамики – системы вза-

имодействующих полей: скалярного изодублета Ψ и триплета калибровочных полей

W a
µ имеет вид:

L “ pDµϕq
`

pDµ
ϕq ´ m2

ϕ
`

ϕ ´
1
4

W a
µνW µν

“ (7.45)

“ rϕ
`

pBµ ´ ig
τa

2
W a

µ qspBµ ` ig
τb

2
W bµ

qϕ´

´mϕ `
ϕ ´

1
4

pBµW a
ν ´ BνW a

µ ´ gεabcW b
µW c

ν q ˆ pB
µW aν

´ B
νW aµ

´ gεadcW dµW cν
q,

где ϕ`B ” Bµϕ`. Обычная производная была заменена на ковариантную.

Взаимодействие поля ϕ с W a
µ pa “ 1,2,3q характеризуется одной и той же констан-

той связи g. Это следствие неабелевой калибровочной группы SU(2):

rTa,Tbs “ iεabcTc ÝÑ rλTa,Tbs “ ´εabcλTc, (7.46)

откуда λ 2 “ λ , а значит λ “ 1, то есть масштаб (нормировка) генераторов одина-

ков. Универсальность проверяется экспериментально. Пусть есть процесс слабого

взаимодействия – регулируется некий распад (обмен W -бозонами). Константа связи

соответствующей присутствует во всех распадах, она будет одна и та же.
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Лекция 8. Квантование полей. Частицы как кванты

полей

Квантование полей

Рассмотрим, как возникают частицы как кванты поля, описанного с квантовой

точки зрения.

Для простоты рассмотрим вещественное (действительное) скалярное поле ϕpxq,x “

pt ,⃗rq – четырехмерный вектор. Лагранжиан такого поля уже хорошо известен:

L “
1
2

BµϕB
µ

ϕ ´
m2

2
ϕ

2. (8.1)

Уравнение движения неоднократно выписывали

BL

Bϕ
´ Bν

BL

BpBνϕq
“ 0. (8.2)

Из него следует следующее равенство (уравнение Клейна-Гордона):

p˝ ` m2
qϕ “ 0, (8.3)

где оператор Даламбера имеет вид:

˝ “ BµB
µ

“
B2

Bt2 ´ ∇⃗
2. (8.4)

Используем систему единиц, где c “ 1. Если хотим, чтобы масса сходилась по размер-

ности, то нужно добавить в знаменатель постоянную Планка в квадрате и в числи-

тель скорость света в квадрате. Но мы работаем в другой системе единиц. Пока что

рассматриваем классическую теорию поля. Покажем, что нашу систему можно пред-

ставить в виде бесконечного набора осцилляторов, которые уже хорошо известны из

классической и квантовой механики.

Общее решение можно найти, например, методом разделения переменных:

ϕpt ,⃗rq “

ż

d3krAp⃗kqe´ik¨x
` A˚

p⃗kqeik¨x
s, (8.5)

скалярное произведение волнового вектора и пространственного вектора:

k ¨ x “ kµxµ “ ωt ´ k⃗ ¨ x⃗, (8.6)
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еще должна быть зависимость частоты от волнового вектора (дисперсия)

ω “ ω p⃗kq “

a

k⃗`m2, (8.7)

то есть k2 “ kµk˚ “ m2.

Для наглядности интерпретации (особенно в статистической физике) в дальней-

шем удобно рассматривать поля в конечном (макроскопически большом) объема

V “ L3, наложим периодические граничные условия по координатам:

ϕpt ,⃗rq “ ϕpt ,⃗r ` L⃗nq, (8.8)

где единичный вектор – тройка целых чисел

n⃗ “ pn1,n2,n3q,nZ “ 0,˘1,˘2, ...

Тогда из-за условия периодичности спектр становится дискретным:

k⃗ “
2π

L
n⃗. (8.9)

Этот прием был известен уже в квантовой механике. Физический смысл имеют

те частицы, которые имеют ограниченную норму. Квадрат модуля – плотность ве-

роятности обнаружить в определенной точке частицу. Сами по себе плоские волны

интерпретируются как описывающие состояние частицы с определенным импульсом

p⃗ “ h̄⃗k. Вводят иногда волновые пакеты, но Борн предложил более наглядную про-

цедуру, описанную выше. Потом, конечно, устремим L к бесконечности.

Таким образом, уравнение может быть записано в виде трехкратной суммы. Име-

ем в виду, что сумма идет по всем значениям n.

ϕpt ,⃗rq “
ÿ

k⃗

rA⃗ke´ik¨x
` A˚

k⃗
eik¨x

s, (8.10)

где
ÿ

k⃗

“

8
ÿ

n1“´8

8
ÿ

n2“´8

8
ÿ

n3“´8

. (8.11)

Запишем энергию поля

P0
“ ε “

ż

T 00d3x, (8.12)

где T 00 – компонента тензора энергии-импульса, имеет смысл плотности энергии

(получали при рассмотрении теоремы Нётер).

T pµq
“ B

µ
ϕB

ν
ϕ ´ gµνL , (8.13)
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T 00
“

1
2

p
Bϕ

Bt
q

2
`

1
2

p⃗∇ϕq
2

`
m2

2
ϕ

2. (8.14)

Выразим ε через динамические переменные A⃗k и A˚

k⃗
(заметим, что A˚

k⃗
“ A

´⃗k в силу

вещественности поля ϕpt ,⃗rq “ ϕ˚pt ,⃗rq). Имеем
ż

d3xp
Bϕ

Bt
q

2
“

ÿ

k⃗,⃗k1

ż

d3xp´ωω
1
qp´A⃗ke´ikx

` A˚

k⃗
eikx

q ˆ p´A⃗k1e´ik1x
` A˚

k⃗
eik1x

q. (8.15)

Используем интеграл:
ż

V
d3xe´ipk`k1q¨x

“ e´ipω`ω 1qt
ˆ

ż

V
d3xeip⃗k`⃗k1q⃗r

“ (8.16)

“ Ve´2iωt
δ⃗k1´⃗k,

где δ⃗k1´⃗k – δn1
1´n1

ˆ δn1
2´n2

ˆ δn1
3´n3

, так как

ż L

0
dxexpr

2πi
L

pn1
1 ` n1qxs “ Lδn1

1´n1
,2ω

ż

dy “

ż

dz. (8.17)

Тогда для возникнет куб
ż

d3xp
Bϕ

Bt
q

2
“ V

ÿ

k⃗

p´ω
2
qrA⃗kA

´⃗ke´2iωt
` A˚

k⃗
A˚

k⃗
e2iωt

´ A⃗kA˚

k⃗
´ A˚

k⃗
A⃗ks, (8.18)

аналогично получим
ż

d3xp∇ϕq
2

“ V
ÿ

k⃗

p`⃗k2
qrA⃗kA

´⃗ke´2iωt
` A˚

k⃗
A˚

k⃗
e2iωt

` A⃗kA˚

k⃗
` A˚

k⃗
A⃗ks, (8.19)

ż

d3xm2
ϕ

2
“ V

ÿ

k⃗

m2
rA⃗kA

´⃗ke´2iωt
` A˚

k⃗
A˚

k⃗
e2iωt

` A⃗kA˚

k⃗
` A˚

k⃗
A⃗ks. (8.20)

Видим явную зависимость от времени. С учетом

´ω
2

` k⃗2
` m2

“ 0 (8.21)

получаем:

ε “ V
ÿ

k⃗

ω
2
pA⃗kA˚

k⃗
` A˚

k⃗
A⃗kq. (8.22)

Из-за закона дисперсии теперь нельзя считать ω независимой. Зависимость от вре-

мени в каждом из трех слагаемых сокращает друг друга. Так и должно быть.
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Метод Гамильтона

Перейдем теперь от метода Лагранжа к методу Гамильтона, используя аналогич-

но с классической механикой. Пока работаем в пределах классической теории поля.

BL
Bqk

´
d
dt

BL
B 9qk

“ 0, (8.23)

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

9qk “
BH
Bpk

,

9pk “ ´
BH
Bqk

.

(8.24)

Точка – это производная по времени.

Hpq, p, tq “
ÿ

k

pk 9qk ´ Lpq, 9q, tq| 9q,q,p,t , (8.25)

pi “
BL
B 9qk

(8.26)

при условии 9q “ fkpq, p, tq

detp
B2L

B 9qkB 9q j
q ‰ 0. (8.27)

В теории поля имеем уравнения Гамильтона:
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

Bϕ

Bt
“

δH
δπ

,

Bπ

Bt
“ ´

δH
δϕ

.

(8.28)

Теория поля – континуальный аналог механики. Справа стоят вариационные от

функционала производные (не частные). Здесь функционал (гамильтониан)

Hrϕ,πs “

ż

H d3x, (8.29)

ϕ – координата поля. Функционал стоится по известному в теории поля правилу.

Гамильтонова плотность:

H “ π 9ϕ ´L | 9ϕpϕ,∇ϕ,πq, (8.30)

π “ ´
BL

B 9ϕ
, 9ϕ “

Bϕ

Bt
. (8.31)
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Проверим, что из уравнения Лагранжа p˝ ` m2qϕ “ 0 следует система двух урав-

нений Гамильтона. Имеем расписанный подробно лагранжиан

L “
1
2

p
Bϕ

Bt
q

2
´

1
2

p⃗∇ϕq
2

´
m2

2
ϕ

2, (8.32)

уравнение Лагранжа
BL

Bϕ
´

B

Bt
BL

B
Bϕ

Bt

´ Bk
BL

BpBkϕq
“ 0 (8.33)

причем

∇⃗ “ p
B

Bxk q “ pBkq,k “ 1,2,3; (8.34)

π “
BL

Bϕ
“ 9ϕ. (8.35)

Теперь строим гамильтониан

H “
Bϕ

Bt
¨

Bϕ

Bt
´L “

1
2

π
2

`
1
2

p⃗∇ϕq
2

`
m2

2
ϕ

2. (8.36)

В итоге получаем гамильтониан

Hrϕ,πs “

ż

d3xr
1
2

π
2

`
1
2

p⃗∇ϕq
2

`
m2

2
ϕ

2
s. (8.37)

Теперь вставляем это в уравнения Гамильтона.

δH
δπ

“
BH

Bπ
“ π (8.38)

так как H не зависит от ∇⃗π.

δH
δϕ

“
BH

Bϕ
´ Bkp

BH

BpBkϕq
q “ rBkp

BH

BpBkϕq
q “ ∇⃗ ¨

BH

Bp∇ϕq
s “ m2

ϕ ´ ∇⃗
2
ϕ. (8.39)

Получаем систему уравнений Гамильтона:
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

9ϕ
δH
δπ

“ π,

9π “ ´
δH
δϕ

“ ´m2ϕ ` ∇⃗ϕ

(8.40)

Поскольку :ϕ “ 9π:
:ϕ “ ´m2

ϕ ` ∇⃗
2
ϕ “ 0, (8.41)

B2ϕ

Bt2 ´ ∇⃗
2
ϕ “ 0, (8.42)
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получаем уравнение Лагранжа

p˝ ` m2
qϕ “ 0. (8.43)

Действительно, воспроизвели уравнение Лагранжа. Делаем логический скачок. Пе-

реходим к каноническому квантованию. Используем аналогично с квантовой меха-

никой, где канонические коммутаторные соотношения имеют вид:

rq̂k, p̂ks “ ih̄δkl Î, (8.44)

где q̂k, p̂k – операторы координаты и импульса.

В теории поля постулируем канонические коммутаторные соотношения в теории

поля (q̂k ÝÑ ϕpt ,⃗rq), p p̂l ÝÑ π̂pt ,⃗r1qq, δkl ÝÑ δ p3qp⃗r ´ r⃗1q:

CCR : rϕ̂pt ,⃗rq, π̂pt ,⃗r1
qs “ iδ p3q

p⃗r ´ r⃗1
q. (8.45)

Данное уравнение записано в системе единиц h̄ “ c “ 1.

ϕ̂pt ,⃗rq “
ÿ

k⃗

pÂ⃗ke´ik¨x
` Â`

k⃗
eik¨x

q, (8.46)

где ϕ̂ “ ϕ̂` – эрмитов оператор, действующий в некотором пространстве векторов со-

стояний квантовой системы. «+» обозначает эрмитово сопряжение. Из CCR получим

коммутационные соотношения для операторов Â⃗k, Â
`

k⃗
.

r
ÿ

k⃗

pÂ⃗ke´ik¨x
` Â`

k⃗
eik¨x

q,
ÿ

k⃗1

iωp´Âk⃗1e
´ik1¨x1

` Â`

k⃗1
eik1¨x

qs “ (8.47)

ÿ

k⃗,⃗k1

iω 1
p´rÂ⃗k, Âk⃗1se

´ik¨x´ik1¨x1

` rÂ`

k⃗
, Â`

k⃗1
seik¨x`ik1¨x1

rÂ⃗k, Â
`

k⃗1
se´ik¨x`ik1¨x1

` p´rÂ`

k⃗
, Âk⃗1sqeik¨x´ik1¨x1

q,

где k ¨ x “ ´⃗k ¨ r⃗,k1 ¨ x1 “ ωt ´ k⃗1 ¨ r⃗1. Мы должны получить правую часть R (CCR):

R “ iδ p3q
p⃗r ´ r⃗1

q, (8.48)

которая не зависит от времени t. Это возможно только при условиях:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

rÂ⃗k, Âk⃗1s “ 0,

rÂ`

k⃗
, Âk⃗1s

` “ 0,

rÂ⃗k, Â
`

k⃗1
s “ C⃗kδ⃗k,⃗k1 .

(8.49)

Здесь C⃗k подлежит определению. Для этого используем условие полноты
ÿ

k⃗

ϕ⃗kp⃗rqϕ
˚

k⃗
p⃗r1

q “ δ
p3q

p⃗r ´ r⃗1
q, (8.50)
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Сама по себе дельта-функция – ядро единичного оператора. На функциональном

языке имеет место формальное представление дельта-функции.

ϕ⃗kp⃗rq “
1

?
V

ei¨⃗k¨⃗r (8.51)

Плоские волны должны удовлетворять условию:
ż

d3xϕ
˚

k⃗
p⃗rqϕ⃗kp⃗rq “ δ

p3q

k⃗,⃗k1
. (8.52)

То есть, учитывая, что волны плоские и вспоминая условие полноты:

ÿ

k⃗

e˘i⃗kp⃗r´⃗r1q
“ V δ

p3q
p⃗r ´ r⃗1

q, (8.53)

следовательно

i
ÿ

k⃗

ωC⃗kV rei⃗kp⃗r´⃗r1q
` e´i⃗kp⃗r´⃗r1q

s “ iδ p3q
p⃗r ´ r⃗1

q, (8.54)

откуда получаем:

2ωVC⃗k “ 1. (8.55)

Введем для известных операторов переходный коэффициент:
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

Â⃗k “
â⃗k

2ωV
,

Â`

k⃗
“

â`

k⃗
2ωV

.

(8.56)

Тогда можно записать более простые коммутационные соотношения:

ϕ̂pt ,⃗rq “
ÿ

k⃗

1
?

2ωX
râ⃗ke´ik¨x

` â`k⃗eik¨x
s, (8.57)

râ⃗k, â
`

k⃗1
s “ δ⃗k,⃗k1 , (8.58)

râ`

k⃗
, â`

k⃗1
s “ râ⃗k, â⃗k1s “ 0. (8.59)

Это и есть каноническое квантование.

Применим его, чтобы записать более понятные нам величины в этих терминах.

Напишем, как выглядит гамильтониан (оператор энергии).

Ĥ “ P̂0
“

1
2

ÿ

k⃗

ω⃗kpâ`

k⃗
â⃗k ` â`

k⃗
â⃗kq “

ÿ

k⃗

ω⃗kpâ`

k⃗
â⃗k `

1
2

q “
ÿ

k⃗

Ĥ⃗k, (8.60)
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Ĥ⃗k “ ω⃗kpâ`

k⃗
â⃗k `

1
2

q. (8.61)

Гамильтониан квантового поля представим в виде суммы (бесконечной) гармониче-

ских квантовых осцилляторов H⃗k с частотой ω⃗k. Спектр осциллятора эквидистант-

ный.

Из квантовой механики известно, что собственные значения оператора N⃗k “ â`

k⃗
â⃗k “

N̂`

k⃗
равны

n⃗k “ 0,1,2, .... (8.62)

Потому спектр Ĥ таков:

En⃗k
“

ÿ

k⃗

ω⃗kpn⃗k `
1
2

q. (8.63)

Собственные векторы Ĥ⃗k:

|n⃗k ą“

pâ`k⃗qn⃗k
a

n⃗k!
|0⃗k ą, (8.64)

где |0⃗k ą – это основное состояние (n⃗k “ 0):

â⃗k|0⃗k “ 0; (8.65)

Известные результаты из квантовой механики:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

â⃗k|n⃗k ą“
?n⃗k|n⃗k ´ 1 ą,

â`

k⃗
|n⃗k “

a

n⃗k ` 1|n⃗k ` 1 ą

(8.66)

â – оператор уничтожения, â` – оператор рождения. В квантовой теории поля ис-

пользуется интерпретация в терминах частиц-квантов поля.

Состояние с минимальной энергией (вакуум) – вообще нет частиц ни с какой

энергией:

|0 ą“
ź

k⃗

|0⃗k ą, â⃗k|0 ą“ 0. (8.67)

1-частичное состояние:

|1⃗k ą ´â`

k⃗
|0 ą, (8.68)

содержит одну частицу с энергией ωk “
?

k2 ` m2 и импульсом k⃗, 2-частичное состо-

яние:

|1⃗k1⃗k ą“ â`

k⃗
1â`

k⃗
|0 ą, (8.69)
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содержит две частицы с энергиями и импульсом ω⃗k ,⃗k и ω 1

k⃗
,⃗k1 соответственно.

Импульс k⃗ состояния |1⃗k ą следует из представления оператора 4-импульса поля:

P̂˚
“ pĤ, ˆ⃗Pq “

ÿ

k⃗

kµ
pâ`

k⃗
â⃗k `

1
2

q, (8.70)

где kµ “ pωk ,⃗kq – 4-импульс частицы; â`

k⃗
– оператор рождения частицы с 4-импульсом

kµ ; â⃗k – оператор уничтожения такой же частицы. Это видно из квантовомеханиче-

ских соотношений. Энергия определена с точностью до константы, будем считать,

что энергия вакуума не является нулевой. Технически это сводится к тому, что ис-

чезает
1
2

(переопределяем начало отсчета энергии). Появляется оператор 4-импульса

системы.

Волновая функция частицы – это матричный элемент оператора Φpt,rq между

1-частичным соотношением и вакуумом:

ă 0|ϕ̂pt,rq|1⃗k ą“
1

2ω⃗kV
e´iω⃗kt`i⃗k¨⃗r (8.71)

Используем с точки зрения квантовой теории поля.

Замечания.

1.

Ep⃗ “ h̄ω⃗k, (8.72)

p⃗ “ h̄⃗k; (8.73)

Уравнение Клейна-Гордона:

p˝ ` p
mc2

h̄
q

2
qϕpt,rq “ 0,˝ “

1
c2

B2

Bt2 ∇⃗
2. (8.74)

2. Аналогично можно рассмотреть комплексное скалярное поле:

L “ Bµϕ
˚
B

µ
ϕ ´ m2

ϕ
˚
ϕ. (8.75)

Процедура квантования приводит к появлению двух типов операторов: â⃗k, â
`

k⃗
, b̂⃗k, b̂

`

k⃗
.

Тогда
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

ϕ̂pt ,⃗rq “
ř

k⃗

p
1

i
a

2ω⃗kV
pâ⃗ke´ikx ` b̂`

k⃗
eikxqq,

ϕ̂`pt ,⃗rq “
ř

k⃗

p
1

a

2ω⃗kV
pâ`

k⃗
eikx ` b̂`

k⃗
e´ikxqq,

(8.76)
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$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

râ⃗k, â
`

k⃗1
s “ δ⃗k,⃗k1,

rb̂⃗k, b̂
`

k⃗1
s “ δ⃗k,⃗k1,

ra,as “ rb,bs “ ra`,bs “ ra,b`s “ 0.

(8.77)

В этом случае

P̂˚
“

ÿ

k⃗

kµ
pâ⃗kâ`

k⃗
` b̂⃗kb̂`

k⃗
` 1q. (8.78)

Здесь â⃗k, â
`

k⃗
относятся к частицам, а b̂⃗k, b̂

`

k⃗
относятся к античастицам, которые от-

личаются от частиц знаком электрического заряда. Масса таких частиц одинакова.

Такая интерпретация следует из представления электрического заряда в виде:

Q̂ “ i
ż

d3xpϕ̂ `
Bϕ̂

Bt
´

Bϕ̂`

Bt
ϕ̂q “

ÿ

k⃗

pâ`

k⃗
â⃗k ´ b̂`

k⃗
b̂⃗k ´ 1q (8.79)

Для состояний с 1 частицей (античастицей)
$

&

%

|1a
k⃗

ą“ â`

k⃗
|0 ą,

|1b
k⃗

ą“ b̂`

k⃗
|0 ą

(8.80)

имеем
$

&

%

Q̂|1a
k⃗

ą“ |1a
k⃗

ą,

Q̂|1b
k⃗

ą“ ´|1b
k⃗

ą

(8.81)

Можно ввести систему взаимодействующих полей.

Основы квантовой теории поля излагаются в спецкурсе профессора В.Ч. Жуков-

ского.
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Лекция 9. Спонтанное нарушение калибровочной

симметрии. Механизм Браута-Энглера-Хиггса

генерации масс элементарных частиц. Непрерывная

абелева симметрия

Спонтанное нарушение калибровочной симметрии. Механизм

Браута-Энглера-Хиггса генерации масс элементарных частиц

Обсудим важный аспект теории поля, который используется для построения Стан-

дартной модели – спонтанное нарушение калибровочной симметрии. Это использу-

ется для генерации масс элементарных частиц. Первоначально Стандартная модель

использует безмассовые частицы, а масса генерируется за счет того, что частицы

движутся в вакууме (заполнен хиггсовским конденсатом).

Введение в лагранжиан массового слагаемого калибровочных бозонов типа
1
2

m2
WW a

µW aµ

(µ – индекс Лоренца) явно нарушает калибровочную инвариантность. Это пример

явного нарушения симметрии лагранжиана, который первоначально включал в себя

только безмассовые частицы.

Другой случай: лагранжиан симметричен, а физический вакуум несимметричен.

Тогда говорят, что симметрия спонтанно нарушена. Симметрия вакуума не отра-

жается на симметрии решений. С этим примером уже встречались в классической

механике. Часто встречаемся в макроскопической физике.

Покажем, что если лагранжиан обладает точной непрерывной глобальной сим-

метрией, не являющейся симметрией основного состояния (вакуума), то ее спонтан-

ное нарушение приводит к появлению безмассовых скалярных бозонов (так называе-

мая теорема Голдстоуна). Применим это к физике частиц. Если нарушена локальная

калибровочная симметрия, то безмассовые калибровочные бозоны и безмассовые гол-

дстоуны (по имени предсказавшего их ученого), объединясь друг с другом, исчезают

из физического сектора, образуя массивные векторные бозоны (они наблюдаемы экс-

периментально). Это явление называется механизмом Браута-Энглера-Хиггса (1964).

Г. Тоофт (G. ’t Hooft, 1971) показал, что калибровочные теории перенормиру-

емы даже в случае спонтанного нарушения симметрии (СНС). После этого стало

возможным вычислять радиационные поправки с высокой точностью.
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Сначала рассмотрим случай дискретной симметрии на примере скалярного веще-

ственного поля с самодействием:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

L “
1
2

BaϕBaϕ ´V pϕq,

V pϕq “ ´
1
2

µϕ2 `
1
4

λϕ4,

λ ą 0.

(9.1)

V pϕq – потенциал. Включение квартичного слагаемого означает, что частицы между

собой взаимодействуют. Если λ ă 0, то теория не может описывать реальный мир.

Лагранжиан имеет дискретную симметрию:

ϕ ÝÑ ϕ
1
“ ´ϕ. (9.2)

Плотность энергии:

H “
1
2

pBtϕq
2

`
1
2

p∇ϕq
2

`V pϕq. (9.3)

Минимум энергии при µ ą 0 достигается на решениях
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

ϕ “ ˘ν ,

ν “
µ1{2

λ {2 .

(9.4)

Замечание.

Пространства Фока, построенные на разных вакуумах, говоря на математиче-

ском языке, ортогональны друг другу. Поэтому нельзя построить теорию на основе

суперпозиции двух вакуумов.

Рассмотрим возбуждения над вакуумом:

ϕpxq “ ν ` hpxq. (9.5)

Здесь ν – это константа. Тогда лагранжиан (опускаем const):

L “
1
2

BαhB
αh ´ µh2

´ λνh3
´

1
4

λh4. (9.6)

Отсюда видно, что поле hpxq описывает частницы с массой

mh “
a

2µ “
?

2λν . (9.7)

Масса частицы определяется вакуумными характеристиками и самодействием.
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Рис. 9.1. Вид потенциала при различных значениях µ

Непрерывная абелева симметрия

Рассмотрим теперь двухкомпонентное поле.
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’
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’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

L “
1
2

pBϕ1q2 `
1
2

pBϕ2q2 ´V pϕ2q,

ϕ2 “ ϕ2
1 ` ϕ2

2 ,

V pϕ2q “ ´
µ

2
ϕ2 `

λ

4
ϕ4.

(9.8)

Имеем SO(2)-симметрию лагранжиана:
˜

ϕ 1
1

ϕ 1
2

¸

“

˜

cosθ sinθ

´sinθ cosθ

¸˜

ϕ1

ϕ2

¸

. (9.9)

При µ ą 0 минимум, определяемый из условий равенства нулю первых производ-

ных
BV
Bϕ1

“
BV
Bϕ2

“ 0, (9.10)

достигается при

ϕ
2
1 ` ϕ

2
2 “ ν

2,ν “
a

µ{λ . (9.11)
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Рис. 9.2. Исследуемая поверхность

Имеется бесконечное чисто вырожденных вакуумов. Выберем для определенности:

ă 0|ϕ1|0 ą“ ν ,ă 0|ϕ2|0 ą“ 0. (9.12)

При этом симметрия SO(2) рассматриваемой поверхности нарушается.

Положим

ϕ1 “ ν ` h, (9.13)

ϕ2 “ φ . (9.14)

Тогда лагранжиан принимает вид:

L “
1
2

rpBhq
2

` pBφq
2
s ´ µh2

´ λνhph2
` φ

2
q ´

1
4

λ ph2
` φ

2
q

2. (9.15)

Следовательно, поле h отвечает частицам с массой mh “
?

2µ , поле φ – безмассовым

голдстоуновским бозонам. Безмассовая частица – колебания с нулевой частотой.
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Рис. 9.3. Исследуемая поверхность – мексиканская шляпа. Шарик иллюстрирует ме-

ханическую модель: он скатывается, если поверхность неустойчива

Механизм Браута-Энглера-Хиггса

Рассмотрим теперь более реалистичную ситуацию. Сперва – абелев случай.
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’

’

’

’
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’

’

’

’

’
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’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

L “ pDαϕq˚Dαϕ ` µϕ˚ϕ ´ λ pϕ˚ϕq2 ´
1
4

Fαβ Fαβ ,

ϕ “
1

?
2

pϕ1 ` iϕ2q,

Dαϕ “ pBα ` ieAαqϕ,

Fαβ “ BαAβ ´ Bβ Aα .

(9.16)

Имеем U(1)-симметрию:
$

&

%

ϕ 1pxq “ eieωpxq,

A1
αpxq “ Aαpxq ` Bαωpxq.

(9.17)

При µ ą 0 минимум V pϕ˚ϕq достигается при

|ϕ | “
ν

?
2
,ν “

?
µ

?
λ
. (9.18)

После спонтанного нарушения симметрии представим поле в виде, удобном для ин-

терпретации:

ϕpxq “
1

?
2

pν ` hpxqqexpp
i
ν

ξ q. (9.19)
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Раз есть два декартовых поля, то можно их выразить через два других поля, между

ними есть связь. Далее воспользуемся локальной калибровочной инвариантностью

лагранжиана:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

ϕ ÝÑ ϕ 1 “ expp´
i
ν

ξ qϕ “
1

?
2

pν ` hq,

Aα ÝÑ A1
α “ Aα `

1
eν

Bαξ ” Bα ,

Dαϕ ÝÑ D1
αϕ 1 “ pBα ` ieA1

αqϕ 1 “
1

?
2

pBαh ` ieBαpν ` hqq.

(9.20)

Вместо исходных полей ставим калибровочно преобразованные – основная идея.

Лагранжиан принимает вид:

L “
1
2

BµhB
µh `

e2

2
pν ` hq

2BµBµ
`

1
2

λν
2
pν ` hq

2
´

1
4

λ pν ` hq
4

´
1
4

BµνBµν
“ L0 `L1.

(9.21)

L0 – лагранжиан свободных полей, L1 – лагранжиан взаимодействия.
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&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

L0 “
1
2

BµhBµh ´
1
2

m2
hh2 ´

1
4

BµνBµν `
1
2

m2
BBµBµ ,

mh “
?

2λν ,

mB “ |e|ν ;

L1 “
1
2

e2hp2ν ` hqBµBµ ´ λν2h3 ´
1
4

λh4.

(9.22)

Итак, L0 – это лагранжиан свободных массивных частиц: скалярного бозона с мас-

сой mh и векторного бозона с массой mB. Массовое слагаемое находилось в кинети-

ческой энергии исходного лагранжиана. Лагранжиан L1 описывает взаимодействие

этих бозонов друг с другом, а также самодействие скалярных бозонов. После гол-

дстоуновских бозонов ξ исчезло из лагранжиана, перейдя в продольную компоненту

массивного калибровочного поля Bµ . Эта модель используется для описания явления

сверхпроводимости.

Теперь рассмотрим неабелев случай спонтанного нарушения симметрии. Выбе-

рем калибровочную группу SU(2) и скалярный комплексный дублет ϕ “ pϕ1,ϕ2qT .
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Каждое из полей само по себе тоже комплексное. Лагранжиан инвариантен теперь

относительно группы SU(2):
$
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’

’
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’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

L “ pDµϕq`Dµϕ ´V pϕ`ϕq ´
1
4

W a
µνW aµν ,

Dµϕ “ pBµ ` igTaW a
µ qϕ,Ta “

τa

2
,

W a
µν “ BµW a

ν ´ BνW a
µ ´ gεabcW b

µW c
ν ,

V pϕ`ϕq “ ´µϕ`ϕ ` λ pϕ`ϕq2.

(9.23)

Потенциал модифицировали так, чтобы стало возможным спонтанное нарушение

симметрии. Выбираем параметризацию дублета в виде:

ϕpxq “
1

?
2

expp
i
ν

ξ
a
pxqTaq

˜

0

ν ` Hpxq

¸

. (9.24)

В экспоненте теперь три параметра, а не один как раньше. Переходим к унитарной

калибровке:
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’

’

’

’
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’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

ϕ ÝÑ ϕ 1 “ Uϕ “
1

?
2

¨

˝

0

ν ` Hpxq

˛

‚,

Wµ ÝÑ W 1
µ “ UWµU´1 `

i
g

pBµUqU´1,

Dµϕ ÝÑ D1
µϕ 1 “ UDµϕ,

U “ expp´
i
ν

ξ apxqTaq.

(9.25)

В итоге получаем лагранжиан в унитарной калибровке (в преобразованных полях,

но штрихи опускаем!):

L “ pDµϕq
`Dµ

ϕ `
1
2

λν
2
pν ` Hq

2
´

1
4

λ pν ` Hq
4

´
1
4

W a
µνW aµν . (9.26)
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Здесь первый член (кинетический) содержит слагаемое
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

Lm “ ϕ
`
0 p´igTaW a

µ qpigTbW bµqϕ0,

ϕ0 “
1

?
2

¨

˝

0

ν

˛

‚

. (9.27)

С учетом свойства генераторов SU(2),

TaTb “
1
4

τaτb “
1
4

pδabI ` iεabcτcq, (9.28)

воспользовавшись известным свойством матриц Паули, получаем

g2

8
p0.νq

˜

0

ν

¸

δabW a
µW bµ

“
1
2

p
gν

2
q

2W a
µW aµ . (9.29)

Под квадратом стоит масса калибровочного бозона. Эта формула в точности совпа-

дает с той, которая используется в полномасштабной Стандартной модели. Отсюда

следует, что триплет полей W a
µ отвечает векторным калибровочным бозонам с массой

mW “
1
2

gν . (9.30)

ВЫВОД: калибровочная симметрия SU(2) полностью нарушена, все 3 первона-

чально безмассовых калибровочных поля стали массивными, 3 голдстоуновских бо-

зона при этом исчезли, но осталась 1 массивная частица – хиггсовский бозон.

Число степеней свободы при этом, конечно, не изменилось:

10 “ 4pскалq ` 3 ˆ 2pвектq “ 1pскалq ` 3 ˆ 3pвектq, (9.31)

где скал – скалярные поля, вект – векторные поля.

Замечание.

Способ спонтанного нарушения симметрии не произволен, а зависит от структу-

ры теории, в частности от типа представления, которому принадлежит мультиплет

скалярных полей.
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Лекция 10. Группа SL(2,C). 4-мерные спиноры.

Инверсия спиноров

Группа SL(2,C). Спинорное представление группы Лоренца

Поговорим о группе SL(2,C). Эта группа – специальное линейное преобразование

в двумерном линейном пространстве. Эта группа важна для приложений в Стан-

дартной модели. Фундаментальное представление этой группы действует в двумер-

ном комплексном пространстве. Соответствующие объекты, которые подвергаются

преобразованию этой группы, являются спинорами. Покажем, что группа SL(2,C)

гомоморфна группе Лоренца, затем придем, исходя из естественных требований, к

уравнению Дирака. С математической точки зрения спиноры более элементарные

объекты, чем тензоры. Главная цель сегодня – ввести уравнение Дирака, чтобы опи-

сать необходимые понятия Стандартной модели. Рассмотрим группу комплексных

матриц (8 упорядоченных действительных чисел):

A “

˜

α β

γ δ

¸

, (10.1)

Матрица комплексна, но не произвольна, условие унитарности накладывать не бу-

дем.

detA “ αδ ´ γβ “ 1. (10.2)

Число независимых параметров равно 4 ˆ 2 ´ 2 “ 6. Как и в группе Лоренца. Мно-

жество матриц A действительно образует группу SL(2,C).

Задача. Покажите это.

Так как detA ‰ 0, то существует обратная матрица:

A “

˜

δ ´β

´γ α

¸

. (10.3)

Фундаментальное (спинорное) представление группы в 2-метрном комплексном про-

странстве C2:

aα 1
“ Aα

β
aβ . (10.4)

В литературе принято несколько систем обозначения. Мы будем называть спиноры

латинскими буквами, чтобы не перегружать запись. К греческим буквам вернемся
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позже. Важная роль принадлежит матрице C P SLp2,Cq:

C “ pε
αβ

q “

˜

0 ´1

1 0

¸

“ ´C`
“ ´C´1. (10.5)

В Стандартной модели такая матрица используется как матрица зарядового сопря-

жения. Легко проверить, что матрица антиэрмитова и она совпадает со своей обрат-

ной матрицей.

Задача. В качестве упражнения, покажите, что обратная матрица может быть

получена путем преобразования подобия

A´1
“ C´1ATC. (10.6)

Введем базисные матрицы (набор из четырех матриц):

σµ “ pσ0,σq,σ0 “ I. (10.7)

Разложение по базису произвольной комплексной 2х2-матрицы:

B “ Bpµqσµ “

˜

Bp0q ` Bp3q Bp1q ´ iBp2q

Bp1q ` iBp2q Bp0q ´ Bp3q

¸

, (10.8)

где комплексные числа

Bpµq “
1
2

trpσµBq. (10.9)

С учетом соотношения
1
2

trpσµσνq “ δµν (10.10)

получаем

detB “ B2
p0q ´

3
ÿ

k“1

B2
pkq. (10.11)

Для унимодулярной матрицы A имеем:

detA “ A2
p0q ´

3
ÿ

k“1

A2
pkq “ 1. (10.12)

Установим соответствие:

xµ
ÝÑ X “ xµ

σµ “

˜

x0 ` x3 x1 ´ ix2

x1 ` ix2 x0 ´ x3

¸

, (10.13)

xµ
“

1
2

trpσµXq. (10.14)
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Свойства матрицы X :
$

’

&

’

%

X` “ X ,

detX “ px0q2 ´
ř

x
pxkq2 “ x2

0 ´x2 “ xµxµ “ x ¨ x.
(10.15)

Рассмотрим представление группы в пространстве именно матриц X (убедимся, что

это представление высшей размерности), установим закон преобразования:

X ÝÑ X 1
“ AXA`,A P SLp2,Cq. (10.16)

При этом условие унитарности сохраняется
$

&

%

X`1 “ X 1,

detX 1 “ detX
(10.17)

ввиду

detA`
“ detA “ 1. (10.18)

Следовательно, сохраняется равенство x1 ¨ x1 “ x ¨ x, и установлено соответствие

между группами SL(2,C) и SO(1,3):

X ÝÑ X 1
ùñ xµ

ÝÑ xµ 1
“ Λ

µ

ν xν . (10.19)

Коэффициенты выражаются через след:

xµ 1
“

1
2

trpσµX 1
q,X 1

“ σνxν 1. (10.20)

Следовательно,

Λ
µ

ν pAq “
1
2

trpσµAσνA`
q “ Λ

µ

ν p´Aq, (10.21)

˘A P SLp2,Cq ÝÑ ΛpAq P SOp1,3q.

Определим матрицы
$

&

%

Λµν “ gµλ Λ
µ

ν trpσ̃µAσνA`q,

pσ̃µ “ pσ0,´σq “ C´1σT
µ C.

(10.22)

Задача. Покажите справедливость соотношений:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

σµ σ̃ν ` σν σ̃µ “ 2gµν ,

1
2

trpσµ σ̃νq “ gµν ,

gµνpσµqi jpσ̃νqkn “ 2δinδ jk.

(10.23)
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используя эти соотношения, нетрудно проверить, что

ΛµνpAq P LÒ
`. (10.24)

В частности,

Λ
0
0 “

1
2

trpAA`
q ě 1. (10.25)

Определим матрицы

X̃ “ σ̃µxµ
“ C´1

σ
T
µ Cxµ , (10.26)

Так как в силу σ`
µ “ σµ имеем σT

µ “ σ˚
µ ,X

˚ “ σ˚xµ “ σT
µ xµ . С учетом

A´1
“ C´1ATC (10.27)

получаем закон преобразования

X̃ 1
“ pA´1

q
`X̃A´1, (10.28)

то есть X ÝÑ X̃ означает A ÝÑ pA´1q`.

Замечание.

В группе SUp2q P SLp2,Cq имеем

A`
ÝÑ pA´1

q
`

“ A ùñ X̃ „ X . (10.29)

Далее находим:

pXỸ q
1
“ ApXỸ qA´1. (10.30)

Имеем:
1
2

trpXỸ q
µyµ

¨
1
2

trpσµσνq “ gµνxµyν
“ xy. (10.31)

Общий вид матрицы A:

A “ UH,UU`
“ I,H “ H`. (10.32)

Действительно,

A`A “ HU`UH “ H2
ùñ U “ AH´1

“ ApA`Aq
´1{2. (10.33)

Покажем, что A “ H означает буст (чистое преобразование Лоренца), A “ H соот-

ветствует пространственному вращению.

Пусть

A “ H “ Hpµqσµ , (10.34)
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Hpµq “ pHpµqq
˚.

Ввиду

detA “ detH “ 1 “ H2
p0q ´

ÿ

k

H2
pkq “ 1 (10.35)

можно выбрать параметризованные коэффициенты разложения
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Hp0q “ ch
ω

2
,

Hpkq “ nksh
ω

2
,

ř

k
n2

k “ 1,

n “ pnkq,

|n| “ 1.

(10.36)

H “ σ0ch ´ pσ ¨nqsh
ω

2
“ expr´

ω

2
pn ¨ σqs. (10.37)

Задача. Покажите, что если сделать такой закон преобразования

X 1
“ HXH`

ùñ xµ 1
“ Λ

µ

ν xν , (10.38)

то
˜

x01

x1

¸

“

˜

x0chω ´ pn ¨xshωq

x´nx0shω `npn ¨xqpchω ´ 1q

¸

. (10.39)

Следовательно, это описывает буст со скоростью V “ nthω . Если A “ U P SUp2q уни-

тарная матрица, то упражнение покажет, что

U “ expp´i
θ

2
n ¨ σq, (10.40)

˜

x01

x1

¸

“

˜

x0

xcosθ `nˆxsinθ `npn ¨xqp1 ´ cosθ q

¸

. (10.41)

Буква θ – угол поворота. Общее преобразование Лоренца включает буст и вращение:

A “ expr
1
2

pω ` iθ q ¨ σ s, (10.42)

где ω,θ – произвольные вещественные векторы. Матрица содержит информацию для

пространства Минковского.
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4-мерные спиноры

Перейдем теперь к интерпретации всего обсужденного ранее на компонентном

языке. Нужно ввести ковариантные и контравариантные спиноры. Сделаем это сле-

дующим образом:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

aα “ Aα

β
aβ ,

aαpA´1T q
β

αaβ ,

A´1T “ C´1AC.

(10.43)

Эти спиноры преобразуются по унитарно эквивалентным представлениям, так как

соответствующие матрицы связаны преобразованиями подобия. Связь между ними

такова:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

aα “ εαβ aβ ,

aα “ εαβ aβ .

(10.44)

Инвариант преобразований (следствие условия detA “ 1):

aαbα
“ εαβ aαbβ

“ inv. (10.45)

Роль метрического тензора в этом случае играет εαβ . Рассмотрим преобразования,

генерированные комплексно сопряженной матрицей (тоже элемент группы SL(2,C))
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

A ÝÑ A˚,

detA˚ “ 1 ùñ A˚ P SLp2,Cq,

a˚1 “ A˚α

β
a˚β .

(10.46)

Обозначим

a 9α
„ a˚α . (10.47)

a 9α – пунктирный спинор, он преобразуется так же, как и a˚α :

a 9α 1
“ A˚ 9α

9β
a

9β
“ a

9β A` 9α
9β
. (10.48)

Операция A ÝÑ A˚ нелинейная, и поэтому законы преобразования пунктирного и

непунктирного (исходного) спиноров различны. Но в группе SU(2) имеем A´1 “

A`´1T “ A˚, и тогда a 9α „ a˚α .
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Введем ковариантный пунктирный спинор:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

a1
9α

“ pA´1`q
9β

9α
a 9β

;

a 9α “ ε
9α 9β a 9β

,

a 9α “ ε
9α 9β

a
9β .

(10.49)

Замечание.

Индексы α и 9α алгебраически независимы, и по ним нельзя производить свертку,

иначе будет нарушена математическая конструкция.

Вернемся к закону преобразования матриц X :
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

X 1 “ AXA`,

A “ pAα

β
q,

A` “ pA` 9β

9α
q.

(10.50)

Поэтому, если явно указать индексы, получим:

AXA`
ÝÑ Aα

β
Xβ 9λ A` 9τ

9λ
. (10.51)

Итак, с индексной точки зрения

X “ pXα 9β
q “

˜

X1 91 X1 92

X2 91 X2 92

¸

“ σµxµ
“

˜

x0 ` x3 x1 ´ ix2

x1 ` ix2 x0 ´ x3

¸

. (10.52)

Можно проверить, что Xα 9β „ aαb
9β . Ввиду Xα 9β “ pσµxµqα 9β имеем:

σµ “ pσ
α 9β
µ q. (10.53)

Тогда

σ̃µ “ pσ0,´σq “ C´1
σ

T
µ C ùñ ε 9λ 9β

σ
9βα

µ p´εατq “ ε 9λ 9β
ετασ

9βα

µ “ pσ̃µq 9λτ
. (10.54)

Итак,

σ̃µ “ ppσ̃µq 9αβ q. (10.55)
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Следовательно,

X̃ “ ppσ̃µq 9αβ xµ
q “ pX 9αβ q “

˜

x0 ´ x3 ´x1 ` ix2

´x1 ´ ix2 x0 ` x3

¸

. (10.56)

Условие полноты в новых обозначениях:

gµνpσµq
α 9β

pσ̃νq 9λτ
“ 2δ

α
τ δ

9β

9λ
. (10.57)

С учетом X 9αβ „ Xβ 9α (ввиду алгебраической независимости пунктирных и непунк-

тирных индексов) получаем связь спинорных компонент с компонентами 4-вектора:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

X1 91 “ X2 92 “ x0 ` x3,

X1 92 “ ´X1 92 “ x1 ´ ix2,

X2 91 “ ´X921 “ x1 ` ix2,

X2 92 “ X911 “ x0 ´ x3.

(10.58)

В тензорных обозначениях снова можем записать:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

xµ “
1
2

pσµqα 9β X 9βα
“

1
2

trpσµ X̃q “
1
2

trpσµ σ̃νqxν “ gµνxν ;

Xα 9β “ pσµqα 9β xµ ,

X 9αβ “ pσ̃µq 9αβ xµ .

(10.59)

Заметим, что мы можем сворачивать по компонентам (по индексам пунктирным или

непунктирным).
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1
2

X 9αβ Xβ 9α “
1
2

trpXX̃q “ x ¨ x ” x2,

X
α 9β

X
9βγ “ δ α

γ x2.

(10.60)

Можно обобщить рассмотренный ранг (1,1) на ранг pk,kq. Общее правило: симмет-

ричный спинор aα1...αk,
9β1... 9βk ранга pk,kq эквивалентен симметричному неприводимому

(операции сверток по паре индексов дает тензор ранга нуль – нельзя выделить ин-

вариантные подпространства) тензору 4-тензору T µ1...µk ранга k.
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Инверсия спиноров

Рассмотрим важную для физических приложений операцию, а именно инверсию

(замену на ´ – пространственная компонента меняет знак на противоположный).

Самый простой пример – полярные векторы (например, векторный потенциал элек-

тромагнитного поля) и аксиальные векторы (например, вектор угловой скорости,

вектор спина в квантовой механике).

Pxµ
“ xµ 1

“ px0,´xq. (10.61)

Поговорим о пространстве Минковского. Пусть имеется буст (переход от инерциаль-

ной системы К к инерциальной системе К’)

ΛpVq P LÒ
`,PΛpVq “ Λp´VqP. (10.62)

В пространстве спиноров
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

ApVq “ expp´
ω

2
n ¨ σq,

Ap´Vq “ pA´1q`,

PpApVqaq “ pA´1q`pPaq.

(10.63)

С учетом

aα 1
“ Aα

β
,b1

9α
“ pA´1`

q
9β

9α
b 9β

(10.64)

получаем

Paα
„ b 9α . (10.65)

Определим инверсию так:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

Paα “ ib 9α ,

Paα “ ´ib 9α ,

Pb 9α “ iaα ,

Pb 9α “ ´iaα .

(10.66)

Отсюда следует:

P2aα
“ iPb 9α “ i2aα

“ ´aα . (10.67)
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Двойное применение Р вернет вектор в свое исходное состояние, но на спинорном

языке это не так. Итак,

P2
“ ´1. (10.68)

Проверим, что это определение в пространстве Минковского дает

Pxµ
“ px0,´xq. (10.69)

Используем установленную ранее связь спиноров и 4-векторов:

x0
“

1
2

pX1 91
` X2 92

q „ a1b 91
` a2b 92

ÝÑ ib 91p´ia1q ` ib 92p´ia2q “ (10.70)

“ b 91a1 ` b 92a2 „
1
2

pX1 91
` X2 92

q “ x0
ùñ Px0

“ x0.

Стрелка (ÝÑ) обозначает, что получится, если применить операцию инверсии. При

действии операции инверсии в пространстве Миковского x0 переходит в x0. Далее

для пространственных компонент:

x1
“

1
2

pX1 92
`X2 91

q „ a1b 92
`a2b 91

ÝÑ ib 91p´ia2q` ib 92p´ia1q „
1
2

pX1 92 `X2 91q “ ´x1
ô Px1

“ x1,Px “ ´x.

(10.71)

Для x2,x3 будет то же самое.

Переходим к физике. Рассмотрим объект, который состоит из четырех спиноров,

то есть определим 4-спинор (биспинор, так как конструируется из пары спиноров):

Ψ “

˜

a
9b

¸

“

˜

aα

b 9α

¸

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1

a2

b 91

b 92

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (10.72)

С точки зрения математики, мы сделали прямую сумму. Само по себе пространство

биспиноров инвариантно относительно преобразований из группы SL(2,C) и инверсии

(преобразования Р-четности). Нужно строить теорию так, чтобы она содержала ин-

вариантные относительно Р-четности преобразования. Построим динамику, предпо-

лагая, что рассматриваемый объект соответствует некой волновой функцией. Нужно

связать a и b. Постулируем инвариантную относительно этих преобразований систе-

му уравнений:

pα 9β b 9β
“ maα

p1q, (10.73)

p
9βαaα

“ mb 9β
p2q, (10.74)
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где m “ const. Пока что нет прямого физического смысла. Покажем, что есть такая

Pp1q “ p2q,Pp2q “ p1q (10.75)

инвариантность. Имеем:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

Paα “ ib 9α ,

Pb 9α “ iaα ,

pα 9β „ aαb
9β ÝÑ ib 9αp´iaβ q „ p 9αβ ,

p 9βα
ÝÑ pβ 9α .

(10.76)

Тогда
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Pppα 9β b 9β
q “ mpPaαq ÝÑ p 9αβ iaβ “ mib 9α ÝÑ Pp1q “ p2q,

Ppp 9βα
aαq “ pβ 9α ib 9α ,

Pb 9β
“ iaβ ÝÑ Pp2q “ p1q.

(10.77)

Это и означает инвариантность. Положим
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

pα 9β “ σ
α 9β
µ pµ ,

p 9βα
“ pσ̃µq 9βα

pµ ,

pµ “ iBµ “ i
B

Bxµ

“ pi
B

Bt
,´i∇q.

(10.78)

Получили «оператор импульса». Получаем систему уравнений Дирака (P. A. M.

Dirac, 1928):
$

&

%

ma “ ipσµBµqb, ,

mb “ ipσ̃µBµqa.
(10.79)

Можно записать компактно в виде одного уравнения. Уравнение Дирака в биспи-

норной форме:

piγµB
µ

´ mqΨ “ 0, (10.80)

Ψ “

˜

aα

b 9α

¸

, (10.81)

γµ “

˜

0 σµ

σ̃µ 0

¸

. (10.82)
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Дирак писал изначально уравнения в гамильтоновой форме. Это уравнение можно

применять и в случае, когда m “ 0.
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Лекция 11. Уравнение Дирака. Динамические

переменные дираковского (спинорного) поля

Уравнение Дирака

На прошлой лекции сформулировали уравнение Дирака. Ранее они обозначались

как a,b. Теперь заменим эти обозначения на традиционные ξ ,η . По своим свойствам

относительно группы SL(2,C) первый спинор – контравариантный непунктирный

спинор, второй спинор уже пунктирный. Уравнение Дирака в биспинорной форме:

piγµB
µ

´ mqΨ “ 0, (11.1)

Ψ “

˜

ξ

η ,

¸

(11.2)

ξ “ pξ
α

q “

˜

ξ 1

ξ 2

¸

, (11.3)

η “ pη 9αq “

˜

η 91

η 92

¸

; (11.4)

γµ “

˜

0 σµ

σ̃µ 0

¸

. (11.5)

µ – индекс Лоренца, он пробегает значения 0,1,2,3. Уравнение не должно противоре-

чить уравнению Клейна-ГордонаБ которое было установлено ранее. Проверим это.

Применим 11.1 к оператору iγµBµ ` m с учетом 11.5:

piγνB
ν

` mqpiγµB
µ

´ mq “ ´γνB
ν
γµB

µ
´ m2

“ ´
1
2

pγνγµ ` γµγνqB
ν
B

µ
´ m2, (11.6)

возникла комбинация вторых производных. Хотим, чтобы дифференциальный опе-

ратор превратился в оператор Даламбера. Можно учесть симметрию и переписать

уравнение. Честный вид антикоммутатора:

γνγµ ` γµγν ” γµ ,γν “

˜

0 σµ

σ̃µ 0

¸

“

˜

0 σν

σ̃ν 0

¸

`

˜

0 σν

σ̃ν 0

¸˜

0 σµ

σ̃µ 0

¸

“ (11.7)

“

˜

σµ σ̃ν 0

0 σ̃µσν

¸

`

˜

σν σ̃µ 0

0 σ̃νσµ

¸

“

˜

σµ σ̃ν ` σν σ̃µ 0

0 σ̃µσν ` σ̃νσµ

¸

,
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и с учетом σµ σ̃ν ` σν σ̃µ “ 2gµν I (см. предыдущую лекцию) получаем

γµγν ` γνγµ “ 2gµν I, (11.8)

где I “ diagp1,1,1,1q – единичная матрица 4х4 (в дальнейшем единичные матрицы

опускаем, как это сделано в 11.1).

В результате из уравнений Дирака 11.1 в качестве следствия получаем уравнение

Клейна-Гордона:

p˝ ` m2
qΨ “ 0. (11.9)

Следовательно, этому уравнению удовлетворяет и любая компонента биспинора:
$

&

%

p˝ ` m2qξ α “ 0,

p˝ ` m2qη 9α “ 0.
(11.10)

Рассмотрим плоскую волну (волну де Бройля), аналог того, что делалось в реля-

тивистской механике:

Ψ “ Ψ0expp´iεt ` ip ¨xq. (11.11)

Ψ0 – это постоянный биспинор. Будем считать, что это некое частное волновое реше-

ние уравнения Клейна-Гордона. Подставив 11.11 в 11.8, получим с учетом ˝ “ B2
t ´∇2:

´ε
2

`p2
` m2

“ 0 ÝÑ ε “ ˘
a

m2 `p2, (11.12)

где знак плюс отвечает частицам (квантовомеханическая интерпретация), а знак ми-

нус изначально вызывал затруднения. Отрицательное решение можно интерпретиро-

вать как решение, относящееся к античастицам, это и использовал Дирак. Он пред-

положил, что имеется два спектра уравнения Дирака, а также применил известный

принцип Паули. Тут использовали оптический закон дисперсии.

Введем гамма-матрицы с верхними индексами:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

γµ “ gµνγν “ pγ0,γq,

γ0 “ γ0 “

¨

˝

0 I

I 0

˛

‚,γ “ pγkq “

¨

˝

0 ´σ

σ 0

˛

‚.

(11.13)

Заметим, что всюду при записи матриц 4х4 в блочном виде через матрицы 2х2 символ

«0» означает 2х2-марицу diag(0,0).
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Из антикоммутатора гамма-матриц 11.8 следует:
$

&

%

pγµq2 “ gµµ I ùñ pγ0q2 “ I,

pγkq2 “ ´I.
(11.14)

Компонентная запись уравнения Дирака 11.1 через диспинорные индексы:

piγµ

abBµ ´ mδabqΨb “ 0,a,b “ 1,2,3,4; (11.15)

Ψ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Ψ1

Ψ2

Ψ3

Ψ4,

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(11.16)

Ψ
T

“ pΨ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4q, (11.17)

Ψ
`

“ pΨ
˚
q

T
“ pΨ

˚
1,Ψ

˚
2,Ψ

˚
3,Ψ

˚
4q. (11.18)

Биспинор Ψ и матрицы γµ определены с точностью до унитарного преобразования

(лемма Паули):
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Ψ ÝÑ Ψ1 “ V Ψ,

γµ ÝÑ γµ 1 “ V γµV ´1,

VV ` “ I;

(11.19)

piγ ¨ B ´ mqΨ “ 0 ÝÑ piγ 1
¨ B ´ mqΨ

1
“ 0. (11.20)

Исходное представление (спинорное) называется вейлевским (H. Weyl), в котором

имеем:
$

&

%

pγ0q` “ γ0,

γ` “ ´γ ùñ pγµq` “ γ0γµγ0
(11.21)

(это свойство инвариатно относительно унитарных преобразований – достоинство

леммы Паули).

Применим к уравнению Дирака эрмитово сопряжение:

Ψ
`

p´ipγ
µ

q
`

B
ÐÝ
µ ´ mq “ 0. (11.22)

Введем дираковское сопряжение:
$

&

%

γµ “ γ0γµ`γ0,

Ψ “ Ψ`γ0.
(11.23)
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Тогда для дираковски сопряженной функции получаем уравнение:

Ψpiγ ¨ B
ÐÝ

` mq “ 0. (11.24)

Здесь
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Ψ “ pη`,ξ `q,

η` “ pη˚
9α
q „ pηαq,

ξ ` “ pξ α˚q „ pξ
9αq.

(11.25)

Учитывая
$

&

%

Pξ α “ iη 9α ,

Pη 9α “ iξ α ,
(11.26)

находим закон преобразования биспинора при инверсии:
$

&

%

PΨ “ iγ0Ψ,

PΨ “ ´iΨγ0.
(11.27)

Введем дираковское представление, которое чаще встречается в литературе:

ΨD “

˜

ϕ

χ

¸

“
1

?
2

˜

ξ ` η

ξ ´ η

¸

“ V ΨW “
1

?
2

˜

I I

I ´I

¸˜

ξ

η

¸

. (11.28)

Тогда в D-представлении γD “ V γWV ´1, или

γ
0

“

˜

I 0

0 ´I

¸

, (11.29)

γ “

˜

0 σ

´σ 0

¸

. (11.30)

Запишем систему уравнений для дираковских спиноров:
$

&

%

p0ϕ ´ pσ ¨pqχ “ mϕ,

´p0χ ` pσ ¨pqϕ “ mχ.
(11.31)

Отсюда

χ “
pσ ¨pq

p0 ` m
ϕ, (11.32)

и в нерелятивистском пределе (p ÝÑ 0, p0 ÝÑ m) имеем χ ÝÑ 0, то есть ξ » η в

W-представлении.
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Инверсия в D-представлении дает
$

&

%

pϕ “ iϕ,

P “ ´iχ,
(11.33)

так как Pξ ÝÑ iη ,Pη “ iξ . При пространственных вращениях дираковские спиноры

также не смешиваются:
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

ϕ 1 “ Uϕ “
1

?
2

pξ 1 ` η 1q,

χ 1 “ Uχ “
1

?
2

pξ 1 ´ η 1q.

(11.34)

Действительно,
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ξ α 1 “ Uα

β
ξ β ,

η 1
9α

“ pU´1`q
9β

9α
η 9β

,

(11.35)

но U´1`U ÝÑ ξ α „ η 9α при A “ U P SUp2q Ă SLp2,Cq. При пространственно-временных

преобразованиях ϕ,χ смешиваются, так как A´1` ‰ A.

Закон преобразования биспиноров

Для чистых бустов имеем разные законы преобразования:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

ξ 1 “ expp
ω

2
ν ¨ σq,

η 1 “ expp´
ω

2
ν ¨ σq;

V “ νthω,

|ν | “ 1.

(11.36)

Здесь учтено, что
$

&

%

ξ 1 “ Aξ ,

η 1 “ A´1`η .
(11.37)
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Для биспинора получаем закон преобразования:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Ψ1 “

¨

˝

ξ 1

η 1

˛

‚“ expp
ω

2
ν ¨ αqΨ,

α “ γ0γ “

¨

˝

σ 0

0 ´σ

˛

‚.

(11.38)

В дираковском (стандартном) представлении имеем:

α “

˜

0 σ

σ 0

¸

. (11.39)

Для пространственных вращений в стандартном представлении получаем:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Ψ1 “

¨

˝

ξ 1

η 1

˛

‚“ expp´i
θ

2
n ¨ Σq,

Σ “

¨

˝

σ 0

0 σ

˛

‚.

(11.40)

Введем матрицы

σ
µν

“
i
2

pγµγ
ν

´ γ
ν
γ

µ
q “

i
2

rγ
µ ,γν

s “ ´σ
νµ . (11.41)

Объект антисимметричный. Тогда
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

σ0k “ iγ0γk “ iαk,

Σk “
1
2

εk jnσ jn,

σ jn “ ε jnkΣk.

(11.42)
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В результате получаем закон преобразования биспинора (объединяя два закона):
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Ψ1px1q “ DpΛpωqqΨpxq,

DpΛpωqq “ expp´
i
4

ωµνσ µνq,

ωµν “ ´ωνµ ,

xµ 1 “ Λ
µ

ν xν .

(11.43)

Задача.

Покажите, что

Ψ
1
px1

q “ ΨpxqD´1
pΛq, (11.44)

так что

Ψ
1
px1

qΨ
1
px1

q “ ΨpxqΨpxq, (11.45)

то есть ведет себя как скалярная функция.

С учетом соотношений x “ Λ´1x1 и
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ΨpΛ´1xq “ p´
i
2

ωµνLµνqΨpxq,

Lµν “ ipxµBν ´ xνBµq,

(11.46)

получаем:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Ψ1pxq “ expp´
i
2

ωµνJµνqΨpxq,

Jµν “ Lµν ` Sµν ,

Sµν “
1
2

σ µν .

(11.47)

Для пространственных вращений имеем:

1
2

ωknJkn
“

1
2

ωknε
knsJs “ ω

sJs “ θn ¨J, (11.48)
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и мы получаем
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Ψ1pt,rq “ expp´iθn ¨JqΨpt,rq,

J “ L`S;

L “ rˆp “ ´irˆ ∇,

S “
1
2

Σ.

(11.49)

В релятивистской квантовой механике биспинорное поле Ψpxq является волновой

функцией электрона, а J,L,S – это операторы полного, орбитального и спинового

моментов электрона (в единицах h̄), соответственно.

Уравнение Дирака при этом можно представить в гамильтоновой форме, обоб-

щающей уравнение Шрёдингера (в обычной системе единиц):
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

ih̄BtΨ “ HDΨ,

HD “ cα ¨p` βmc2,

p “ ´ih̄∇,

α “ γ0γ,

β “ γ0,

αβ “ ´βα.

(11.50)

Использовали стандартные обозначения.

Динамические переменные дираковского (спинорного) поля

Будем использовать аппарат теории поля, для построения динамических пере-

менных. Запишем уравнения Дирака для Ψ и Ψ:
$

&

%

piγµBµ ´ mqΨ “ 0,

ΨpiγµBµ ´ mq “ 0.
(11.51)

Они следуют из лагранжиана

L “
i
2

ΨB
µ

B
ÐÑ
µ Ψ ´ mΨΨ. (11.52)
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Учитывая допустимое преобразование лагранжиана:

L “ L 1
“ L ` Bµ f µ

pΨ,Ψ,xq, (11.53)

в дальнейшем будем использовать эквивалентный лагранжиан (асимметричная за-

пись)

L “ Ψpiγµ
Bµ ´ mqΨ. (11.54)

Заметим, что на решениях уравнений движения L “ 0, что будем использовать при

постоении нётеровских токов.

Тензор энергии-импульса

T µν
“

BL

BpBµΨq
B

ν
Ψ “ Ψiγµ

B
ν
Ψ, (11.55)

откуда следует 4-импульс поля
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Pν “
ş

d3xT oν “
ş

d3xΨ`iBνΨ,

P0 “ H “
ş

d3xΨ`iBtΨ “
ş

d3xΨ`HDΨ,

P “ pPkq “
ş

d3xΨ`p´i∇qΨ.

(11.56)

Далее, из инвариантности лагранжиана относительно глобальных калибровочных

преобразований:
$

&

%

Ψ1pxq “ eiωΨpxq,

Ψ
1
pxq “ e´iωΨpxq,

(11.57)

получаем нётеровский ток
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

jµ “ ´
BL

BpBµΨq

δΨ

δω
“ ´Ψiγµ iΨ “ ΨγµΨ,

Bµ jµ “ 0pна решениях уравнения Дирака!q.

(11.58)

Следовательно, электрический заряд
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Q “
ş

d3x j0 “
ş

d3xΨ`Ψ,

dQ
dt

“ 0.

(11.59)
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Закон сохранения заряда в квантовой механике интерпретируется как сохранение

вероятности:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

d
dt

ş

V d3xρ “ ´
ű

Σ
dΣn ¨ j,

ρ “ Ψ`Ψpплотность вероятностиq,

j “ Ψ`αΨpплотность потока вероятностиq.

(11.60)

Тензор орбитального момента:

Lµ

αβ
“ T µ

α xβ ´ T µ

β
xα . (11.61)

Согласно общей формуле (см. теорему Нётер) 3-вектор орбитального момента

L “ p´
1
2

εk jn

ż

d3xL0
jnq “

ż

d3xrˆp “

ż

d3xΨ
`

p´irˆ ∇qΨ. (11.62)

Тензор спинового момента

Sµ

αβ
“ ´

BL
BpBµΨq

δΨ

δωαβ
“ ´

1
2

Ψγ
µ

σαβ Ψ, (11.63)

откуда 3-вектор спина

S “ p´
1
2

εk jn

ż

d3xS0
jnq “

ż

d3xΨ
` 1

2
ΣΨ. (11.64)

α,β – это индексы Лоренца, пробегают значения 0,1,2,3.
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Лекция 12. Спинорная электродинамика

Лагранжиан, описывающий взаимодействие спинорного поля с электромагнит-

ным полем имеет вид:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

L “ ΨiγµDµΨ ´
1
4

FµνFµν “ LΨ `LA `LI,

Dµ “ Bµ ` ieAµ ,

Fµν “ BµAν ´ BνAµ ;

LΨ “ ΨiγµBµΨ ´ mΨΨ,

LA “
1
4

FµνFµν ,

LI “ ´e jµAµ “ ´eΨγµΨAµ .

(12.1)

К дираковскому лагранжиану добавляем длинную производную. Лагранжиан инва-

риантен относительно локальных калибровочных преобразований:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Ψ1pxq “ eieωpxqΨpxq,

Ψ
1
pxq “ e´ieωpxqΨpxq,

A1
µpxq “ Aµpxq ´ Bµωpxq.

(12.2)

Уравнения движения:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

piγµDµ ´ mqΨ “ 0,

ΨpiγµD˚ÐÝ
µ ´ mq “ 0,

BµFµν “ e jµ .

(12.3)

129



ВВЕДЕНИЕ В ФИЗИКУ
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

БОРИСОВ АНАТОЛИЙ ВИКТОРОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Группа Пуанкаре

Рассмотрим неоднородную группу Лоренца – группу Пуанкаре. Она оставляет

инвариантным расстояние между двумя точками в метрике Минковского.
$

&

%

xµ 1 “ Λ
µ

ν xν ` aµ ,

px ´ yq2 “ gµνpxµ ´ yµqpxν ´ yνq “ inv.
(12.4)

Общая группа Пуанкаре (ср. с группой Лоренца) может быть разложена на четыре

класса:

P “ PÒ
` Y PPÒ

` Y T PÒ
` Y PT PÒ

`. (12.5)

Рассмотрим группу PÒ
` (собственная группа Пуанкаре):

• элемент (a,Λ);

• закон умножения элементов pa2,Λ2q ˝ pa1,Λ1q “ pΛ2a1 ` a2Λ2Λ1q, pa,Λq “ pa, Iq ˝

p0,Λq;

• единица (единичный элемент) E “ p0, Iq;

• обратный элемент pa,Λq´1 “ p´Λ´1a,Λ´1q.

a – вектор сдвига.

Элемент группы (a,Λ) задается 10 параметрами (3 буста, 3 поворота и 4-вектор).

Соответствующие генераторы: Jµν (лоренцевы повороты) и Pµ (трансляции).

Алгебра генераторов:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

rJµν ,Jαβ s “ gµαJνβ ` gνβ Jµα ´ gµβ Jνα ´ gναJµβ ,

rPµ ,Pν s “ 0,

rJµν ,Pα s “ ipgναPµ ´ gµαPνq.

(12.6)

Трансляции между собой коммутируют.

В пространстве биспиноров имеем:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Jµν “ ipxµBν ´ xνBµq `
1
2

σ µν ,

Pµ “ iBµ .

(12.7)
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Алгебру генераторов группы LÒ
` можно представить в виде:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

rK˘
k ,K˘

n s “ iεkn jK˘
j ,

rK`
k ,K´

n s “ 0;

K˘ “
1
2

pJ˘ iNq,

J “ p
1
2

εkn jJn jq,

N “ pJ0kq.

(12.8)

Собственные значения операторов Казамира K˘2 (они коммутируют со всеми гене-

раторами группы LÒ
` и поэтому кратны единичному оператору в заданном представ-

лении) имеют вид:

j1p j1 ` 1q, j2p j2 ` 1q, ji “ 0,
1
2
,
3
2
,2, ... (12.9)

Спин частицы, соответствующей полю, преобразующемуся по заданному представ-

лению равен j “ j1 ` j2. Произвольное представление задается парой p j1, j2q.
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Классификация представлений

Имеем следующую классификацию представлений:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

p0,0q ÝÑ ϕpскалярq,

p
1
2
,0q ÝÑ ξ αpвейлевский спинорq,

p0,
1
2

q ÝÑ η 9α ,

p
1
2
,0q ‘ p0,

1
2

q ÝÑ Ψ “ pξ α ,η 9αqT pдираковский биспинорq,

p
1
2
,0q ‘ p0,

1
2

q “ p
1
2
,
1
2

q ÝÑ Aµp4-векторq,

p
1
2
,0q ‘ p

1
2
,0q “ p0,0q ‘ p1,0q ÝÑ

скаляр и антисимметричный самодуальный тензорpBµν “ B̃µνq,

p0,
1
2

q ‘ p0,
1
2

q “ p0,0q ‘ p0,1q ÝÑ

скаляр и антисимметричный антисамодуальный тензорpBµν “ ´B̃µνq,

p0,1q ‘ p1,0q ÝÑ Fµνpантисимметричный тензорq.

Все интересующие нас структуры высших рангов можно сконструировать из вейлев-

ских спиноров. В дальнейших курсах по суперсимметрии это будет использоваться.

Физически частицы с любым спином можно составить из частиц со спином
1
2
.

Вернемся к вейлевскому представлению. В физике элементарных частиц исполь-
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зуются обычно другие обозначения:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Ψ “ ΨR ` ΨL,

ΨR “

¨

˝

ξ α

0

˛

‚“
1 ` γ5

2
Ψ “

¨

˝

ϕR

0

˛

‚,

ΨL “

¨

˝

0

η˝α

˛

‚“
1 ´ γ5

2
Ψ “

¨

˝

0

ϕL

˛

‚,

(12.10)

где введена новая матрица (мы не перешли в пятимерное пространство, это истори-

чески сложившееся название):

γ
5

“ iγ0
γ

1
γ

2
γ

3
“

i
4!

εµνλργ
µ

γ γ
λ

γ
ρ , (12.11)

причем свойства матрицы таковы:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

pγ5q2 “ I,

γ5` “ γ5,

trγ5 “ 0,

γ5γµ ` γµγ5 “ 0.

(12.12)

Эта матрица антикоммутирует со всеми γ . В вейлевском представлении (в спинор-

ном) явный вид таков:

γ
5

“

˜

I 0

0 ´I

¸

, (12.13)

PR “
1 ` γ5

2
“

˜

I 0

0 0

¸

, (12.14)

PL “
1 ´ γ5

2
“

˜

0 0

0 I

¸

. (12.15)

В дираковском (стандартном) представлении:

γ
5

“

˜

0 I

I 0

¸

. (12.16)
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Для безмассовых частиц (m “ 0) уравнение Дирака распадается на два независимых

уравнения для вейлевских спиноров:
$

&

%

pp0 ` σ ¨pqϕLppq “ 0,

pp0 ´ σ ¨pqϕRppq “ 0.
(12.17)

С учетом p0 “ |p| “” p (при m “ 0) получаем:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

ĥϕR “ ϕR,

ĥϕL “ ´ϕL,

ĥ ” σ ¨n,

n “
p
p
,

|n| “ 1.

(12.18)

Оператор ĥ называется спиральностью (термин взят из оптики), и вейлевские спи-

норы – собственные векторы этого оператора, отвечающие собственным значениям

h “ `1 (правый вейлевский спинор ϕR) и h “ ´1 (левый вейлевский спинор ϕL).

При m ‰ 0 уравнение Дирака pγ ¨ p ´ mqΨ “ 0 эквивалентно системе уравнений

(следует учесть соотношение γ5Σ “ α):
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

pΣ ¨nqΨR “
p0

p
ΦR ´

m
p

βΦL,

pΣ ¨nqΨL “ ´
p0

p
ΦL `

m
p

βΦR.

(12.19)

Связка возникает из-за того, что масса отлична от нуля. Это будет активно использо-

ваться в Стандартной модели. Заметим, что правые и левые компоненты биспинора

являются собственными векторами оператора киральности γ5:
$

&

%

γ5ΨR “ `ΨR,

γ5ΨL “ ´ΨL.
(12.20)
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Подчеркнем, что спиральность и киральность совпадают только в безмассовом пре-

деле. Спиральность – интеграл движения: rΣ ¨ p,HDs “ 0, а киральность является

интегралом движения только в безмассовом пределе: rγ5,HDs “ mrγ5,γ0s ‰ 0.

Замечание

Лагранжиан дираковского поля можно представить в виде:

L “ ΨLiγµ
BµΨL ` ΨRiγµ

BµΨR ´ mpΨLΨR ` ΦRΨLq, (12.21)

откуда следует система уравнений:
$

&

%

iγµBµΦR ´ mΦL “ 0,

iγµBµΨL ´ mΨR “ 0.
(12.22)

По аналогии с группой Лоренца предъявим явный вид генераторов группы Пуан-

каре. Построим из 10 генераторов группы Пуанкаре Jµν ,Pµ операторы Каземира, по

собственным значениям которых классифицируются неприводимые представления

этой группы.

Задача

Покажите, что оператор P2 “ PµPµ является оператором Каземира (его с. з. –

квадрат массы):
$

&

%

rP2,Jµν s “ 0,

rP2,Pµ s “ 0.
(12.23)

Из компонент Jµν нельзя составить инвариант. Эту проблему разрешили Паули и

Любанский. Оказалось, что существует единственная комбинация Jµν ,Pλ , которая

коммутирует с Pµ . Определим псевдовектор (аксиальный вектор, меняет знак при

инверсии) Паули-Любанского:
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’
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%

W µ “
1
2

εµνλρJνµPρ ,

WµPµ “ 0,

rWµ ,Pν s “ 0.

(12.24)

Задача
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Покажите, что W 2 “ WµW µ является оператором Каземира:
$

&

%

rW 2,Jµν s “ 0,

rW 2,Pλ s “ 0.
(12.25)

Указание: сначала получите формулу

W 2
“

1
2

JµνJµνP2
´ JµρJνρPµPν . (12.26)

Пусть P2 “ m2 ą 0, тогда есть физический интерес. Тогда

W 2
“ ´m2sps ` 1q,s “ 0,

1
2
,1, ...pспинq. (12.27)

Перейдём в систему покоя. Это значит, что при Pµ “ pm,0q имеем

W 2
“ ´m2

pJ2
12 ` J2

23 ` J2
31q “ ´m2J2, (12.28)

где J2 – квадрат момента импульса в системе покоя частицы, то есть квадрат соб-

ственного момента, спина.

При P2 “ 0 имеем W 2 “ 0. В силу WµPµ “ 0 имеем

W µ
“ λPµ , (12.29)

где λ – спиральность. Это выражение выражает тот факт, что электромагнитные

волны поперечны.

Заметим также, что при m2 ě 0 оператор знака энергии

ε “
P0

|P0|
“ inv (12.30)

относительно преобразований из группы PÒ
`.

Вывод : неприводимое представление группы Пуанкаре характеризуется массой m,

спином s, знаком энергии ε “ ˘1pm2 ě 0q. Есть и случаи, когда масса отрицательна,

но они довольно экзотичны.

Задача

Показать, что на решениях уравнения Дирака

piγµ
Bµ ´ mqΨ “ 0. (12.31)
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справедливо соотношение
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W 2Ψ “ ´
1
2

p
1
2

` 1qm2Ψ,

W µ “
1
2

εµνλρJνµPρ ,

Jνµ “ xν pλ ´ xλ pν `
1
2

σνλ ,

pρ “ iBρ .

(12.32)

Это значит, что спин электрона равен s “
1
2
.

Замечание

Стоит поговорить о техническом замечании. Можно показать, что произвольная

4х4-матрица (содержит 16 комплексных чисел) может быть разложена по 16 базис-

ным матрицам, с которыми мы уже имели дело:

I,γ5,γµ ,γµ
γ

5,σ µν . (12.33)

Соответствующие билинейные формы, составленные из двух биспиноров,
$
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%

S “ Ψ1Ψ2,

P “ Ψ1γ5Ψ2,

V µ “ Ψ1γµΨ2,

Aµ “ Ψ1γµγ5Ψ2,

T µν “ Ψ1σ µνΨ2

(12.34)

по отношению к группе Лоренца являются, соответственно, скаляром, псевдоскаля-

ром (меняет знак при применении к нему операции инерции), вектором, аксиальным

вектором и тензором.
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Лекция 13. Модель Вайнберга–Салама (ВС). Общая

структура лагранжиана (случай одного поколения

лептонов)

На прошлой лекции было рассмотрено дираковское поле. Именно кванты дира-

ковского поля дают нам лептоны, известно три поколения лептонов. Имеется также

три поколения кварков. Все основные инструменты и идеи, которые заложены в

построении Стандартной модели, мы обсудили. Соберем их воедино и обсудим, как

устроена модель Вайнберга–Салама – часть Стандартной модели, которая описывает

электромагнитные и слабые взаимодействия лептонов. Пока что обсудим структуру

Лагранжиана, ограничившись одним поколением лептонов. Далее сделаем обобще-

ние на три поколения (то, что их три доказано экспериментально.)

Модель Вайнберга–Салама (ВС)

Из феноменологии слабых взаимодействий следует, что в качестве калибровочной

группы следует взять группу SU(2)xU(1), причем группа SU(2) отвечает триплет

векторных калибровочных полей W a
µ pa “ 1,2,3q (нижний индекс – индекс Лоренца),

группе U(1) – абелева группа, ей сопоставляется синглет Bµ .

Ограничимся сначала одним лептонным поколением pνe,eq. Первоначально фер-

мионы (нейтрино и электрон) не имеют массы. Поэтому лагранжиан в отсутствие

массы выглядит очень просто:

L “ Ψiγµ
BµΨ (13.1)

Как обсудили в прошлый раз, поле можно представить в виде суммы независимых

левых и правых компонент, которые преобразуются по разному по отношению к

группе SU(2).

ΨR,L “
1 ˘ γ5

2
Ψ (13.2)

γ5 – матрица, определенная на прошлой лекции. Иногда она определяется в литера-

туре другим знаком, стоит обращать на это особое внимание. Левая и правая ком-

поненты существуют независимо.

LΨ “ ΨRiγBΨR ` ΨLiγBΨL. (13.3)
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Постулируем, оперируя экспериментальными данными, что левые компоненты об-

разуют дублет – изоспинор относительно группы SU(2), то есть преобразуется по

фундаментальному представлению группы SU(2).
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L “

¨

˝

νeL

eL

˛

‚

изоспин I “
1
2
,

νeL ÝÑ I3 “ `
1
2
,

eL ÝÑ I3 “ ´
1
2
,

(13.4)

а правые компоненты мы считаем синглетами, что означает, что они вообще не пре-

образуются под действием группы SU(2).
$

&

%

Rl “ peR,νeRq,

l “ e,ν .
(13.5)

Такая асимметрия заложена с самого начала, чтобы объяснить экспериментально на-

блюдаемое нарушение четности в слабых взаимодействиях. Индекс l формирует так

называемые флейверы. Здесь введен необходимый элемент νeR с учетом возможной

ненулевой массы νe. Это расширенная Стандартная модель.

Генераторы группы SU(2)xU(1) – проекции изоспина Ta “
τa

2
pa “ 1,2,3q и гипер-

заряд Y , который упорядочивает фермионы по электрическому заряду Q так, что:

Q “ I3 `
1
2

Y. (13.6)

Данная формула является аналогом формулы, которая в начале 60х годов была из-

вестна в теории сильных взаимодействий.
1
2

введена по традиции, иногда в литера-

туре этот множитель опускается.

Лагранжиан

L “ RiγBR ` iLiγBL (13.7)
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инвариантен относительно преобразований группы SU(2):
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L ÝÑ e
´

i
2

τ⃗ θ⃗L
,

R ÝÑ R.

(13.8)

Видно, что синглеты вообще не преобразуются. В таком случае связь Q и I3 такова:
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L : Ql “ Il
3 ´

1
2
,

l “ νeL,eL;

R : Q “ I3 ´ 1 pдляeRq

Q “ I3 “ 0 pдляνRq.

(13.9)

L инвариантен также относительно группы U(1).
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L ÝÑ eiα ,

L “

¨

˝

eiαν

eiαe

˛

‚

eR ÝÑ eiβ eR,

νR ÝÑ eiγνR,

(13.10)

причем α,β ,γ – различные числа.

Замечание Капустина

U(1), которая действует как подгруппа SU(2), действует иначе:

e´iτ3θ

˜

ν

e

¸

“

˜

e´iθ ν

eiθ e

¸

(13.11)
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То есть ν и e приобретают разные фазы.

U(1) симметрия приводит к заряду, который не совпадает с электрическим заря-

дом, Qe “ 1, а Qν “ 0.

Учитывая это различие Вайнберг использовал формулу, приведенную выше. Груп-

повая структура позволяет произвольно выбрать гиперзаряд, то есть он не кванту-

ется. Квантование заряда, с теоретической точки зрения, не выполняется автомати-

чески ввиду абелевости. Поэтому нужно выйти за рамки Стандартной модели.

Из сравнения 13.6 и 13.9 находим предписание для гиперзарядов:
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Y L “ ´1,

Y peRq “ ´2,

Y pνRq “ 0.

(13.12)

Как увидим позже, после необходимого спонтанного нарушения симметрии (появле-

ние массы), возникает остаточная симметрия, связанная с электрическим зарядом.

SUp2qL ˆUp1qY ÝÑ Up1qQ (13.13)

Механизм спонтанного нарушения симметрии обеспечивается введением дублета ска-

лярных комплексных хиггсовских полей.

ϕ “

˜

ϕ`

ϕ0

¸

“
1

?
2

˜

ϕ3 ` iϕ4

ϕ1 ` iϕ2

¸

, (13.14)

ϕk – вещественное. Причем k “ 1,2,3,4. Далее подводим графический итог. Все необ-

ходимые поля изобразим точками на плоскости pI3,Y q.

По оси абсцисс – третья компонента изоспина, по оси ординат – гиперзаряд. Воз-

никает триплет полей. Посередине поле B. Далее располагается лептонный дублет и

одинокий электронный дублет.

Лагранжиан модели ВС запишем в виде:

L “ LG `Ll `Lϕ `Llϕ . (13.15)

LG – чисто калибровочные поля; Ll – лептонные поля (включено взаимодействие

с калибровочными полями); Lϕ – скалярный дублет; Llϕ – лагранжиан взаимодей-

ствия лептонов с хиггсовским полем. Постулировали представление для полей. Здесь

лагранжиан калибровочных полей (триплет W a
µ и синглет Bµ):

LG “ ´
1
4

pBµW a
ν ´ BνW a

µ ` gεabcW b
µW c

ν q
2

´
1
4

pBµBν ´ BνBµq
2. (13.16)
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Рис. 13.1. Плоскость (I3,Y )

Знак в скобках зависит от того, как определена длинная производная.

Лагранжиан лептонов, которые взаимодействуют с калибровочными полями стро-

им с учетом того, что ковариантная (длинная) производная имеет вид

DµΨ “ pBµ ` igTaW a
µ ` ig1Y

2
BµqΨ. (13.17)

g1 – новая константа связи. Тогда с учетом диаграммы pI3,Y q имеем:

Ll “ Liγµ
pBµ ` ig

τ⃗

2
W⃗µ ´

i
2

g1BµqL ` eRiγµ
pBµ ´ ig1BµqeR ` νRiγµ

BµνR. (13.18)

Лагранжиан хиггсовских скаляров, взаимодействующих с калибровочными поля-

ми:

Lϕ “ |pBµ ` ig
τ⃗

2
W⃗µ `

i
2

g1Bµqϕ |
2

` µϕ
`

ϕ ´ λ pϕ
`

ϕq
2, (13.19)

где µ ą 0,λ ą 0 – некие положительные параметры. Это следует из 13.6.

Лагранжиан юкавское взаимодействия (нет производных):

Llϕ “ ´ fepeRrϕ
`Ls ` rLϕseRq ´ fνpνRrϕ

`
c Ls ` rLϕcsνRq. (13.20)

ϕ
1
“ uϕ ÝÑ ϕ

c1
“ uϕ

c (13.21)
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Здесь введено:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

ϕc “ iτ2ϕ˚ “

¨

˝

ϕ
0

´ϕ0,

˛

‚

pϕcqk “ εklϕ
˚l

(13.22)

Введение связано с тем, что нейтрино не имеет электрического заряда, а электриче-

ски нейтрально в отличие от eR.

Лагранжиан модели ВС содержит 6 параметров (в рассматриваемом случае од-

ного поколения).
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

g,g1 ´связь между калибровочными бозонами;

fe, fνe ´юкавские связи с хиггсами;

µ,λ ´самодействие мюонов.

(13.23)

Механизм Браута–Энглера–Хиггса в модели

Вайнберга–Салама: массы лептонов и калибровочных бозонов

Расширим описание механизма Браута-Энглера-Хиггса. Применим его к лепто-

нам. Сначала все безмассовое, она возникает при двух механизмах.

Системе выгодно находиться в состоянии с минимальной потенциальной энергии.

Минимум потенциал Хиггса достигает при

|ϕ |
2

“ ϕ
`

ϕ “
µ

2λ
“

v2

2
ą 0. (13.24)

ϕv “
1

?
2

˜

0

v

¸

(13.25)

Можно применить оператор электрического заряда и получить нуль:

Qϕv “ pI3 `
1
2

Y qϕv “
1

?
2

r
τ3

2
`

1
2

1s

˜

0

v

¸

“ 0,Yϕ “ `1 (13.26)

то есть ϕv – инвариант. После спонтанного нарушения симметрии запишем поле,

параметризуя его так:

ϕpxq “ exppi
τa

2
ξ a

v
pxqq

1
?

2

˜

0

v ` ηpxq

¸

(13.27)
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причем exppi
τa

2
ξ a

v
pxqq “ U´1. Фактически получили аналог того, как число можно

написать через аргумент и фазу. Пользуясь локальной калибровочной инвариант-

ностью, можно сделать локальные калибровочные преобразования. То есть сейчас

переходим к унитарной калибровке.
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

ϕ ÝÑ ϕ 1 “ Uϕ
1

?
2

¨

˝

0

v ` ηpxq

˛

‚

L ÝÑ L1 “ UL,

R ÝÑ R1 “ R,

τ⃗

2
W⃗ 1

µ “ U
τ⃗

2
W⃗µU´1 ´

i
g

pBµUqU´1,

B1
µ “ Bµ .

(13.28)

За счет сдвига две независимые поляризации приобрели третью. Итак, вакуум ϕv –

инвариант подгруппы Up1qQ. Она имеет N1 “ 1 параметров. Исходная группа SUp2qL ˆ

Up1qY имеет N “ 4 параметра. Нарушенную часть полной группы характеризует

N ´ N1 “ 4 ´ 1 “ 3 параметра. Под действием соответствующих преобразований ϕv

изменяется. Итак, в унитарной калибровке останется одно скалярное хиггсовское по-

ле ηpxq. В этой унитарной (верхняя компонента занулилась) калибровке получаем

лагранжиан взаимодействия лептонов с калибровочными бозонами

Llϕ “ ´
fe

?
2

pv ` ηqpeReL ` eLeRq ´
fν

?
2

pv ` ηqpνRνL ` νLνRq. (13.29)

Спонтанное нарушение симметрии дает массу полям, происходит смешивание левых

и правых компонент, что отсутствовало в безмассовом случае. Появилась нужная

нам скалярная комбинация. С учетом

ΨRΨL ` ΨLΨR “ ΨΨ (13.30)

находим

Llϕ “ ´meepxqepxq ´ mννpxqνpxq ´
fe

?
2

epxqηpxqepxq ´
fν

?
2

νpxqηpxqνpxq, (13.31)
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где возникает масса лептонов:
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

me “ fe
v

?
2
,

mν “ fν

v
?

2

(13.32)

и взаимодействия с хиггсом ηpxq.

Аналогично возникает Lϕ с учетом
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

|Bµϕ |2 “
1
2

pBµηq2,

|⃗τW⃗µϕ |2 “
1
2

W⃗ 2
µ pv ` ηq2.

(13.33)

У калибровочного поля возникает массовое слагаемое. Причем τaτb “ δab ` iεabcτc.
$

&

%

pBµϕ`q⃗τW⃗µϕ ´э.с. “ 0,

p⃗τW⃗µϕq`pBµϕq `э.с. “ pv ` ηq2W 3
µ Bµ .

(13.34)

В итоге, если отбросить константу:

Lϕ “
1
2

pBµηq
2

´ µη
2

´ λvη
3

´
1
4

λη
4

`
1
8

pv ` ηq
2
rg2

`W⃗ 2
µ ` g21B2

µ ´ 2gg1BµW 3
µ s. (13.35)

Отсюда видно, что масса хиггса η равна

mH “
?

2λν . (13.36)

Диагонализируем калибровочную часть rg2 ` W⃗ 2
µ ` g21B2

µ ´ 2gg1BµW 3
µ s, введя новые

поля Aµ ,Zµ :
$

&

%

Aµ “ BµcosθW `W 3
µ sinθW ,

Zµ “ ´BµsinθW `W 3
µ cosθW .

(13.37)

Угол Вайнберга (слабого смешивания – в западной литературе) θW выберем так:
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

tgθW “
g1

g
,

sinθW “
g1

a

g2 ` g21
.

(13.38)

145



ВВЕДЕНИЕ В ФИЗИКУ
ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ

БОРИСОВ АНАТОЛИЙ ВИКТОРОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Тогда

g2
pW 3

µ q
2

` g21B2
µ ´ 2gg1BµW 3

W “ rgW 3
µ ´ g1Bµ s

2
“ pg2

` g21
qZ2

µ . (13.39)

В итоге

LH “
1
2

pBµHq
2

´
1
2

m2
HH2

´λvη
3

´
1
4

λH4
`

1
8

pv`Hq
2
r2g2W `

µ W ´µ
`pg2

`g21
qZ2

µ s, (13.40)

где W ˘
µ “

1
?

2
pW 1

µ ¯ iW 2
µ q, хиггсовское поле –

1
2

pBµHq2 ´
1
2

m2
HH2 ´λvη3 ´

1
4

λH4. Отсюда

получаем массы калибровочных бозонов:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

mW “
1
2

gv,

mz “
1
2

pg2 ` g21q1{2v “
mW

cosθW
,

mA “ 0.

(13.41)

Лагранжиан калибровочных полей LG приобретает вид

LG “ ´
1
4

pBµAν ´ BνAµq
2

´
1
4

pBµZν ´ BνZµq
2

´
1
2

|DµW `
ν ´ DνW `

µ |
2
´ (13.42)

´iepBµAν ´BνAµqW `µW ´ν
´BνAµqW `µW ´ν

´g2cos2
pθW qrpW `

µ W ´µ
qpZνZνq´pW `µZµqpW ´νZνqs`

`igcosθW pBµZν ´BνZµqpW `µW ´ν
q`

i
2

gcosθW rpDµW `
ν ´DνW `

µ qpW ´µZν
´W ´νZµ

q´э.с.s

причем iepBµAν ´ BνAµqW `µW ´ν – аномальный магнитный момент W-бозона; Dµ “

Bµ ` ieAµ – это говорит о том, что взаимодействие обычное, подобно взаимодействию

заряженных частиц с электромагнитным полем.

Матрица лептонного смешивания

Учтем теперь, что поколений на самом деле 3. Первое предположение, что необ-

ходимо просто ввести сумму, но эксперимент показывает, что должно быть смеши-

вание. Возникает недиагональное взаимодействие, нужно установить связь между

поколениями.

LlH “ ´yl
αβ

L1

αϕ
1
βR ´ yν

αβ
L1

α ϕ̃ν
1
βR `э.с. (13.43)

Возникает целая матрица юкавских связей. Стоит учесть, что α,β “ e,µ,τ , ϕ̃ “ ϕc В

унитарной калибровке

LlH “ ´
1

?
2

pv ` Hqrl
1

LY ll1
R ` ν

1
LY ν

ν
1
Rs `э.с. (13.44)
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’
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’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

l1
L “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

e1
L

µ 1
L

τ 1
L

˛

‹

‹

‹

‹

‚

l1
R “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

e1
R

µ 1
R

τ 1
R

˛

‹

‹

‹

‹

‚

ν 1
L “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

ν 1
eL

ν 1
µL

ν 1
τL

˛

‹

‹

‹

‹

‚

ν 1
R “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

ν 1
eR

ν 1
µR

ν 1
τR

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(13.45)
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Диагонализация путем биунитарного преобразования. Крест означает эрмитово со-

пряжение.
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’
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’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

1
?

2
V `l

L Y lV l
R “

Ml

v
,

Ml “ diagpme,mµ ,mτq,

lL “ V `l
L l1

L “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

eL

µL

τL

˛

‹

‹

‹

‹

‚

lR “ V `l
R l1

R “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

eR

µR

τR

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(13.46)

То же самое для нейтринного слагаемого:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’
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’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

1
?

2
V `ν

L Y νV ν
R “

Mν

v
,

Ml “ diagpm1,m2,m3q,

nL “ V `ν

L ν 1
L “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

ν1L

ν2L

ν3L

˛

‹

‹

‹

‹

‚

nR “ V `ν

R ν 1
R “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

ν1R

ν2R

ν3R

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(13.47)

Лагранжиан взаимодействия приобретает такой вид:

LlH “
´1
?

2
p1 `

H
v

qrlRMllR ` nLMνnRs `э.с., (13.48)
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а также введем некоторые переобозначения:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

lα “ lαL ` lαR,

le “ e,

lµ “ µ,

lτ “ τ,

νk “ νkL ` ν,pk “ 1,2,3q.

(13.49)

Получаем массовые слагаемые в лагранжиане:

LlH “ ´
ÿ

α“e,µ,τ
mα lα lα´ „

3
k“1 mkνkνk ´

1
v

ÿ

α

mα lα lαH ´
1
v

ÿ

k

νkνkH (13.50)

Константа взаимодействия хиггса с лептонами – m{v. Это соотношение было экспе-

риментально подтверждено. Лептонный слабый заряженный ток:
$

&

%

jc
λ

“ ν
1
Lγλ l1

L “ nLV `ν

L γλV l
LlL “ nLu`γλ lL,

u` “ V `ν

L V l
L,

(13.51)

λ – индекс Лоренца. Матрица, наблюдаемая на опыте:

u ” uPMNS “ V `l
L V ν

L (13.52)

Левые флейворные нейтринные поля:

νL “ unL “ V `l
L ν

1
L “

¨

˚

˚

˝

νeL

νµL

ντL

˛

‹

‹

‚

. (13.53)

jc
λ

“ νLγλ lL “
ÿ

α“e,µ,τ
ναLγλ lαL (13.54)

Параметризация:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Sab “ sinθab,

cab “ cosθab;

0 ď θab ď
π

2
,

δ13 P p0,2πq ´ ´СР-нарушающая фаза.

(13.55)
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Кварковая модель адронов, сильное взаимодействие

Кратко рассмотрим сильное взаимодействие. Знаем, что наблюдаемые частицы,

участвующие в сильном взаимодействии (протон, нейтрон, ряд других частиц), клас-

сифицируются по группам симметрии. Если есть фундаментальное представление

группы SU(3), то должны существовать мультиплеты частиц одинаковой массы, с

одинаковым спином и с одинаковой пространственной четностью. Такие группы име-

ют размерности 1 (синглет, флейворная симметрия), 8 (октет) и 10 (декуплет). Но

фундаментальное представление группы – триплет. Представления 1,8 и 10, реально

наблюдаемые в природе, можно построить, как известно из теории групп, устраивая

произведение Кронекера триплетного представления. Это фундаментальные объек-

ты – кварки. У них должны быть дробные заряды. Наблюдаемые частицы разде-

лены на частицы с целым и полуцелым спином. Эти кварки, как фундаментальные

объекты, есть кирпичики, из которых состоят адроны. Затем их существование бы-

ло косвенно доказано. Считается, что фундаментальными частицами, из которых

составлены сильно взаимодействующие частицы – кварки, которых 6 штук (как и

антикварков). Теория для трех поколений лептонов была перенесена на построение

слабых взаимодействий кварков.

С этой точки зрения, процессы распада сильно взаимодействующих частиц, вы-

глядят как распады кварков внутри наблюдаемых частиц. Нейтрон, с точки зрения

кварковой модели, состоит из кварка u и двух d- кварков. d-кварк переходит в u-

кварк, появляется 2 u-кварка и 1 d-кварк, поэтому получаем на выходе протон. W

распадается, поэтому мы видим электрон и антинейтрино.

Рис. 13.2. β - распад нейтрона
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Более сложый процесс включает себя процесс рождения из кварков. Кварки u и

d входят в один дублет. Хорошо известная Λ-частица включает в себя третий кварк

из второго поколения. Она распадется на протон и пион (состоит из кварка и ан-

тикварка). Однако s-кварк не входит в состав конечных частиц. Это означает, что

s-кварк из второго поколения должен перейти в первое, превратившись в u-кварк.

Снова образуется протон.

а) б)

Рис. 13.3. Пример 2

W может распасться на антикварк и d, которые из одного поколения. Он образует

связанное состояние – пион. Смешивание возникло впервые в кварковом секторе.

Слабый кварковый ток строится по аналогии с лептонным. Левые компоненты

объединяются в слабые изодублеты.
˜

u,

d1,

¸

L

,

˜

c,

s1,

¸

L

,

˜

t,

b1,

¸

L

. (13.56)

Штрихи обозначают смешивание.
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где V – это матрица смешивания, ее размерность 3х3. Она определяется 4 парамет-

рами и является унитарной матрицей.

Матрица Кабиббо-Кобаяси-Маскавы – это 3х3 матрица. Она может быть парамет-

ризована тремя углами смешивания и фазой. Из множества возможных соглашений,

стандартным стало:

VCKM “

¨

˚

˚

˝

1 0 0

0 c23 s23

0 ´s23 c23

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

c13 0 s13e´iδ

0 1 0

´s13eiδ 0 c13
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‹

‹

‚
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˚
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c12 s12 0
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0 0 1

˛

‹

‹

‚

“ (13.58)
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“

¨

˚

˚

˝

c12c13 s12c13 s13e´iδ

´s12c23 ´ c12s23s13eiδ c12c23 ´ s12s23s13eiδ s23c13

s12s23 ´ c12c23s13eiδ ´c12s23 ´ s12c23s13eiδ c23c13

˛

‹

‹

‚

причем si j “ sinθi j,ci j “ cosθi j,δ – фаза, ответственная за явления, нарушающие СР.
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Лекция 14. Квантовая хромодинамика —

SU(3)-калибровочная теория сильного

взаимодействия. Асимптотическая свобода и

конфайнмент. Стандартная модель и ее обобщения

Квантовая хромодинамика — SU(3)-калибровочная теория

сильного взаимодействия

На прошлой лекции кратко обсудили, как устроен теория электрослабых взаи-

модействий. Важную часть Стандартной модели составляет теория сильных взаимо-

действий. Эта теория называется квантовой хромодинамикой. Обсудим, как открыва-

лись элементарные частицы, характеристики которых можно найти в справочниках:

масса, спин, электрический заряд, моды распада (для нестабильных частиц).

Рис. 14.1. Временная шкала 1890 г. - 1920 г.

Физика элементарных частиц фактически началась в конце 19 века, когда Томсон

открыл электрон. На шкале времени отмечено это событие.

Рис. 14.2. Временная шкала 1920 г. - 1950 г.

Через 30 лет было понято, что состав простейшего атома водорода, его ядро –

элементарная частица (протон).
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Рис. 14.3. Временная шкала 1950 г. - 1960 г.

Тогда появилась вторая элементарная частица. Позже в опытах Чедвика была

открыта частица, которая похожа на протон, но является электрически нейтраль-

ной. Так возникла нейтрон-протонная модель ядра. Идея была впервые высказана

профессором Д.Д. Иваненко. Параллельно развивалась и теория. В 1928 году Ди-

рак получил свое знаменитое уравнение и пришел к выводу, что существует еще и

позитрон. Затем в конце 30х годов был открыт тяжелый аналог электрона, сегодня

мы называем его мюоном (по современной терменологии лептон). Он нестабилен и

распадается довольно быстро.

Техника эксперимента вильно продвинулась в послевоенное время. Стали откры-

вать различные фермионы и бозоны. Позже было открыто нейтрино. В дальней-

шем появилось много других частиц, сегодня их несколько сотен. Как же привести

в порядок все эти элементарные частицы? Можно объединить частицы с пример-

но одинаковой массой и одинаковым спином, они группируются в синглеты, октеты

(группы из 8 частиц) и декуплеты. Было замечено, что если расположить частицы

на плоскости изоспин-гиперзаряд, то образуются правильные фигуры. Математики

подсказали физикам, что изображение на плоскости – мультиплет группы SU(3).

Возникла идея, что на самом деле, эти частицы, объединенные вместе – частицы не

элементарные, а состоящие из фундаментальных частиц, которые принято называть

кварками. Главный вопрос – можно ли придать кваркам физический смысл? Первое

время считалось, что это всего лишь удобный математический аппарат. Позже стало

понятно, что частицы на самом деле существуют в природе.

В середине 60х годов стали рассеивать электроны высоких энергий на протоне.

Обнаружили некую странность. По этим данным глубокого неупругого рассеивания

(электрон при высокой передаче импульса разбивает протон) выяснилось, что се-
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чение такого рассеивания ведет себя с ростом передачи импульса медленнее, чем

если бы это был шарик (так считалось раньше). Оказалось, что доступные энер-

гии соответствуют энергиям меньше, чем 10´13. В процессе взаимодействия они не

успевают провзаимодействовать между собой. Это и было косвенное доказательство

существования кварков. Оказалось, что при большой передаче импульса, внутри,

за счет квантовополевых процессов, рождаются кварк-антикварковые пары. Можно

Рис. 14.4. Временная шкала 1970 г. - 1990 г.

найти функции распределения партонов из совокупности экспериментальных дан-

ных, тем самым вычислить уносимый импульс. Оказалось, что они дают половину

импульса. Высказано предположение, что другую половину уносят другие состав-

ляющие, которые не взаимодействуют с фотоном. Это есть переносчики сильного

взаимодействия между кварками. Позже их назовут глюонами (название произошло

от английского слова «клей»).

Загадку сильного взаимодействия удалось решить путем создания калибровочной

теории сильного взаимодействия. Была обобщена эталонна калибровочная теория –

квантовая электродинамика, потребовалось неабелево обобщение. Кварки уже были

введены с точки зрения теории электрослабых взаимодействий. Нужно, чтобы тео-

рии были согласованы, то есть число поколений кварков должно быть равно числу

лептонных поколений. Однако тогда было известно только три кварка. Анализ распа-

дов показал, что требуется s-кварку партнер, который сегодня известен как c-кварк.

В процессе изучения экспериментальных данных, была обнаружена новая частица,

необычные свойства которой могли быть объяснены только тем, что она состоит из c

и анти-с кварков.Так возник еще один четвертый кварк (charm). Разные уровни да-

ют мезоны разной массы. Требовалось три поколения кварков, как мы знаем. Позже
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были открыты 5 (bottom) с массой 10 ГэВ и 6 (top) кварки. Таким образом, была

подтверждена 6-кварковая схема.

Рис. 14.5. Временная шкала 1990 г. - 2010 г.

К моменту открытия t-кварка, была не открыта только предсказанная ранее ча-

стица – бозон Хиггса. Она открыта в 2012 году на Большом Адронном Коллайде-

ре. Сегодня основные усилия экспериментаторов направлены на то, чтоюы найти

отклонения от Стандартной Модели – указание на существование новой физики.

Некоторые отклонения были найдены, несмотря на прекрасное совпадение теории с

экспериментом.

Теория сильных взаимодействий

Переходим к обсуждению того, как устроена теория сильных взаимодействий.

Кварки несут дробные заряды, причем
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Qu,c,t “ `
2
3
,

Qd,s,b “ ´
1
3

(14.1)

Три кварковых состояния образуют барионы:

|B ą“ |q1,q2,q3 ą . (14.2)
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Барионы являются фермионами, они подчиняются статистике Ферми-Дирака и прин-

ципу Паули (фундаментальный принцип, объясняет, почему вещество стабильно). Их

волновая функция антисимметрична.

Мезоны рассматриваются как связанные состояния кварков и антикварков:

|M ą“ |q1,q2,q3 ą . (14.3)

На тот момент возникла трудность в интерпретации в рамках кварковой модели –

как учесть барионы со спином 3/2? Была открыта новая частица с таким спином.

Имеется 3 u-кварка в одинаковом спиновом состоянии. Они обладают симметричным

положением в пространстве, спином и флейвором. Возникло противоречие между

спином и статистикой. Значит, нужно ввести новое дополнительное квантовое число

– цвет a P 1,2,3.

|∆
``

ą“ |uaubuc ą (14.4)

Волновая функция полностью антисимметрична по индексу а. Эта характеристика

была подложена в основу квантовой хромодинамики. 1 постулат: адронная материя

состоит из кварков. 2 постулат: адронная вещество, составленное из цветовых квар-

ков, должно представлять собой синглет по отношению к группе цвета.

С учетом нового квантового числа и будем строить теорию. По цвету нужно про-

суммировать. Группа унитарных 3x3 матриц должна иметь detU “ ˘1. Генераторы

выбирают в виде матриц Геллмана:
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В матрицах Геллмана можно заметить матрицы Паули. Строим генераторы группы

SU(3), учитывая, что группу SU(2) можно вложить в нее тремя способами. Нор-

мировку используют такую же, как и в группе SU(2). Большие буквы – групповой

индекс. Определим tA
ab “

1
2

λ A
ab.

Эта группа неабелева, поэтому алгебра Ли задается коммутатором генератора.

rtA, tB
s “ i fABCtC (14.13)

(Анти-)кварковые поля в (анти-)триплетном представлении:

r3 b 3 “ 8 b 1,3 b 3 b 3 “ 10 b 8 b 8 b 1s (14.14)

Строим теорию, которая по цвету обладает симметрией. Раз матрица унитарная, то

она может быть представления в виде U “ expiαAtA.

Нужно ввести глюонные калибровочные поля. Переносчики должны преобразо-

вываться по присоединенному представлению группы SU(3). Используем фундамен-

тальные принципы, которые уже были заложены ранее. Должна сохраняться ин-

вариантность LQCD относительно локального относительно SUp3qC калибровочного

преобразования. Кварковые поля в фундаментальном взаимодействии:

Ψqpxq ÝÑ UpxqΨqpxq “ exppiαApxqtA
qΨqpxq, (14.15)
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где индекс q нумерует кварки. Глюонное калибровочное поле в сопряженном пред-

ставлении:

AA
µpxqtA

ÝÑ UpxqAA
µpxqtAU´1

pxq `
i

gs
pBµUpxqqU´1

pxq. (14.16)

В отличие от электрослабой теории, не рассматриваем спонтанное нарушение цвето-

вой группы.

Вводим лагранжиан свободного дираковского поля. Обозначим кварковые поля

Ψa
q, где a – это цветовой индекс, который пробегает значения 1, 2, 3.

L f reeDirac “q Ψ
a
qoδabγ

µ
BµΨ

b
q ´ mqΨ

a
qΨ

a
q, (14.17)

причем q P pu,d,s,c,b, tq. Биспинор сам по себе содержит 4 индекса.

Чисто глюонная часть нам уже известна. Обозначим глюонные поля как AA
µ , где

A P 1, ...,8.

LpureGluon “
1
4

FA
µνFAµν , (14.18)

где

FA
µν “ BµAA

ν ´ BνAA
µ ´ gs fABCAB

µAC
ν . (14.19)

То есть, коммутатор генераторов нетривиальный.

Объединение кварков с глюонами: минимальная связь кварков с глюонами, со-

гласующаяся с локальной калибровочной инвариантностью

Linteraction “
ÿ

q
gsΨ

a
qγ

µtA
abAA

µΨ
b
q, (14.20)

где g2
s “ 4πα .

Полный (классический) лагранжиан квантовой хромодинамики:

LQCD “ L f reeDirac `Linteraction `LpureGluon “ (14.21)

“
ÿ

q
Ψ

a
qpiδabγ

µ
Bµ ` gsγ

µtA
abAA

µqΨ
b
q ´ mqΨ

a
qΨ

a
q ´

1
4

FA
µνFAµν

“

“
ÿ

q
Ψ

a
qpiγµ

pDµqab ´ δabmqqΨ
b
q ´

1
4

FA
µνFAµν ,

где pDµqab “ δabBµ ´ igstA
abAA

µ – длинная производная. При реальном квантовании воз-

никает дополнительное осложнение. Оно же встречается в электродинамики. Потен-

циал содержит лишние степени свободы. Технически каждой скорости потенциала
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должен отвечать свой импульс, поэтому дополнительные степени свободы необходи-

мо исключить. Формально вводятся вспомогательные поля. Оставим пока в таком

виде.

piD ´ mq⊮qΨq “ 0,DµFA
µν “ gs

ÿ

q
ΨqtA

γνΨq (14.22)

Универсальность связи кваркового поля с глюонами регулируется константой gs,

причем развязка происходит при gs ÝÑ 0.

Рис. 14.6. Диаграммы взаимодействия

L Ą Ψ
a
qp´igsγ

µtA
abAA

µqΨ
b
q ´ gs f ABC

pBµAA
νqABµACν

´
1
4

g2
s f XAB f XCDAAµABνAC

µAD
ν (14.23)

Правила Фейнмана: испускание глюона изменяет цвет кварка; глюон несет цвет и

антицвет; испускание глюона изменяет глюонный цвет. На самом деле, константа

связи зависит от переданного импульса. Необходимо указывать масштаб измерения

αs. Правая часть – β -функция.
$

’

&

’

%

dαspµ2q

dlnµ2 “ β pαspµ2qq,

β pαsq “ ´α2
s pb0 ` b1αs ` b2α2

s ` ...q,

(14.24)

причем
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

b0 “
11CA ´ 2n f

12π
,

b1 “
17C2

A ´ 5CAn f ´ 3CFn f

24π2 “
153 ´ 19n f

24π2 .

(14.25)

То есть, есть зависимость от числа флейверов и цвета. Оказалось, что есть 3 цвета

и 6 флейверов. Обычно масштаб выбирается с учетом массы Z-бозона.
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Рис. 14.7. Правила Фейнмана

Асимптотическая свобода и конфайнмент

В первом приближении имеем обмен одним глюоном, затем из-за виртуальных

пар кварков и антикварков и самодействия, возникает новая поправка. В результате

можно переопределить заряд.

Рис. 14.8. Бегущая константа

Эксперимент подтверждает предсказание о бегущей константе.

Наблюдается размерная регуляризация. Главное, что было установлено экспери-

ментально – явление ослабления связи (асимптотическая свобода). Если двигаться

на малых q, то константа становится порядка единицы, что означает сильную связь.

Это явление в неабелевой калибровочной теории в группе SU(3) было открыто в 1973
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Рис. 14.9. Экспериментальные данные

году. Возрастание эффективного заряда при больших q объясняет явление «конфай-

нмент».

Может произойти рождение пары кварк-антикварк. На малых расстояниях воз-

никает много кварковых пар, позже они образовывают наблюдаемые адроны. Можно

наблюдать как минимум 2 адронные струи. Можно показать, что средний заряд ад-

ронов несет информацию о заряде кварков.

Рис. 14.10. Рождение пары pp

Известно, что кварки не имеют единичного заряда, они могут излучаться в трех

возможных числовых комбинациях, разные кварки имеют разную массу.
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Рис. 14.11. Механизм e` ` e´ ÝÑ q ` q

Вспомним полное поперечное сечение для образования µ-образной пары:

σ “
π

3
p
hcα

E
q

2, (14.26)

σµ`µ´ “
π

3
p
hcα

E
q

2
ùñ σqi,qi “ 3Q2

i ˆ σµ`µ´ (14.27)

Рис. 14.12. Экспериментальные данные, которые подтверждают теорию

Теперь рассмотрим соотношение

R “

ř

i σqi,qi

σµ`µ´

“ 3 ˆ
ÿ

Q2
i . (14.28)
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Какие кварки мы можем получить, зависит от энергии:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

?
s ă 2mc „ 3.7GeV,R “ 3 ˆ pp2{3q2 ` p1{3q2 ` p1{3q2q “ 2;

?
s ă 2mb ùñ 10.6GeV,R “ 3 ˆ pp2{3q2 ` p1{3q2 ` p1{3q2 ` p2{3q2q “ 10{3;

?
s ă 2mt „ 330GeV,R “ 3 ˆ pp2{3q2 ` p1{3q2 ` p1{3q2 ` p2{3q2 ` p1{3q2q “ 11{3.

(14.29)

Радиационные поправки здесь не учитываются. Однако этого уже достаточно,

чтобы сравнить теорию с экспериментом. Видим ступенчатое поведение, как и долж-

но быть.

На самом деле, когда рассматриваем реальный процесс столкновения протонов,

знаем, что каждый из них состоит из множества партонов. На малых расстояниях

игра идем между кварками и глюонами, далее они излучают, образуют пары, из них

образуются кластеры – связанные состояния в виде наблюдаемых частиц.

Рис. 14.13. Столкновение протонов

При высокой энергии партоны начального и конечного состояний излучают дру-

гие партоны – каскадный процесс, напоминающий так называемые ливни. В конце

концов адронизируются партоны с очень низкой энергией.

Протон изображен как связанное состояние, он состоит из кварков. Происходит

процесс адронизации, далее видим, что идут бесцветные объекты. Нужно уметь вы-

делять нужный сигнал.

В области низких энергий работают с потенциальными моделями, чтобы рассчи-

тать спектр связанных состояний. Однако есть запаздывание, для маленьких масс

теория работает плохо. Квантовая хромодинамика, в отличие от теории электросла-

бых взаимодействий (фигурируют поля наблюдаемых частиц), строится на основе
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Рис. 14.14. Протон-протонное столкновение на LHC

фундаментальных частиц, которые не наблюдаются в эксперименте. Она объясняет,

как возникают наблюдаемые на опыте частицы из частиц, которые наблюдаются в

лабораториях только косвенно. На ранних этапах эволюции Вселенной была фаза

деконфайнмента (кварк-глюонная плазма, может быть получена в малом объеме на

короткое время на Коллайдере): кварки и глюоны существовали в свободном состо-

янии. Позже произошло остывание и фазовый переход в фазу конфайнмента.

Стандартная модель: преимущества и открытые вопросы

Стандартная модель – это математически непротиворечивая теория. Она сов-

местима почти со всеми экспериментальными результатами. Современные расчеты

согласуются с экспериментальными измерениями примерно до 10´12. Расхождение

однако существует, поэтому ожидается уточнение. Первый этап уточнения был уже

получен. Возможно, это указание на новую физику (за пределами Стандартной мо-

дели).

Есть однако и вопросы, на которые Стандартная модель ответить пока не может.

Вот главные из них:

• Почему существует три семейства кварков и лептонов? Мы это постулируем, но

вполне возможно, что нам не хватает энергии, чтобы получить более тяжелые
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частицы.

• Почему одно семейство состоит из Q,uR,dR,er?

• Почему электрический заряд квантуется?

• Почему локальная калибровочная группа SUp3qC ˆ SUp2qL ˆUp1qY ? Последние

две спонтанно нарушаются, поэтому образуются массы.

• Почему пространство-время четырёхмерно? Можно предположить, что мы жи-

вем на четырехмерной гиперповерхности, которая помещена в пространство

более высокой размерности.

• Почему существует 26 свободных параметров?

• Каково происхождение кварковых и лептонных масс и их смешений?

• Каково происхождение CP-симметрии?

• Каково происхождение асимметрии материи и антиматерии?

• Какова природа темной материи?

• Какова роль гравитации? Стандартная модель ее не включает. Гравитацию учи-

тывают как классическое внешнее поле (в экспериментах практически плоское).

Но возле, например, черных дыр нужно использовать искривленное простран-

ство. Однако пока непонятно, как квантовать гравитацию.

• Почему электрослабая шкала (100 ГэВ) pΛQCDq намного ниже шкалы Планка

(1019 ГэВ)? Что же в промежутке? Пока неизвестно.

Первое, что можно сделать – понизить число параметров, вложить группы в одну

группу SU(5). Тогда кварки и лептоны будут входить в один мультиплет. Если рас-

ширить теорию, то в игру вступают новые взаимодействия. Второе – унификация

констант связи Стандартной модели. Константы связи при нулевой энергии сильно

различаются:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

αelectromagtetism „
1

137
αweak „

1
30

αstrong „ 1

(14.30)
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Рис. 14.15. Причины появления бегучести

Сила зависит от энергии, обусловленной квантовыми поправками.

По-видимому, в более общей теории, все взаимодействия выглядели едино. По ме-

ре снижения энергии, они разошлись. Если хотим, чтобы теория обладала свойством

объединения, требуется группа SU(5).

Рис. 14.16. Соотношение констант связи

Выводы

Стандартная модель строилась при тесном взаимодействии с экспериментом. Она

основана на принципе симметрии (относительность, калибровочная инвариантность).

Модель согласуется с квантовой механикой и является наиболее проверенной теорией

всех времен. Она лишь страдает от некоторых ограничений и открытых вопросов.

Например, природа массы нейтрино еще неизвестна.

Теории, выходящие за рамки Стандартной модели, строятся на основе различ-

ных теоретических идей. Эти идеи Великого объединения находятся в постоянной

эволюции.
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Рис. 14.17. Состав Вселенной

Стандартная модель проверена, но она не является окончательной теорией. Наша

Вселенная устроена так, что Стандартная модель не может ее объяснить.

Рис. 14.18. Расширение Стандартной модели. Внизу указано то, что еще не открыто

Если будем учитывать радиационные поправки к хиггсовскому потенциалу, то

может случиться так, то на больших значениях поля вакуум оказывается нестабиль-

ным, он может разрушиться. Сейчас мы находимся в метастабильном состоянии. Од-

нако оценки показывают, что время жизни этого состояния гораздо больше времени

жизни нашей Вселенной.
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