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Ëåêöèÿ 1. Линейная пуассонова геометрия

Ââåäåíèå

Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ êóðñà ðåêîìåíäóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî èçó÷èòü îñíîâû 
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îïèøåì îáúåêòû èçó÷åíèÿ äàííîãî êóðñà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîãîîáðàçèå, â êàæäîé åãî òî÷êå îïðåäåëåíî êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî (ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, îáúåêò ëèíåéíîé àëãåáðû). Ââå-
äÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ãëàäêî 
çàâèñèò îò òî÷êè p, ïîëó÷èì ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå.

Â ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ââîäèòñÿ êî-
ñîñèììåòðè÷íàÿ íåâûðîæäåííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà. Ïîëó÷àåì 2-ôîðìó w íà ìíî-
ãîîáðàçèè, íà êîòîðóþ íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå çàìêíóòîñòè (dw =
0 - ýòî óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè, áëàãîäàðÿ íåìó âûïîëíåíà òåîðåìà Äàðáó, è â
îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ìîæíî âûáðàòü "õîðîøèå" êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ ôîð-
ìà ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó).

Â íàøåì êóðñå ñíà÷àëà áóäóò ðàññìîòðåíû ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, à çà-
òåì ôîðìû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè; íàëîæèì íà ïîñëåäíèå íåêî-
òîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò èíòåãðèðîâàòü òàêóþ ñòðóêòóðó.
Ýòî áóäóò ïóàññîíîâû ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïîñëå ýòîãî ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è äâå êîñîñèììåòðè÷íûå áèëè-
íåéíûå ôîðìû íà íåì è èçó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé äèôôåðåíöàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèé
îáúåêò. Ýòî áóäåò ïàðà ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà.

Ýòè îáúåêòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåò-
ðèè, íî â íàøåì êóðñå îíè áóäóò ðàññìîòðåíû â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì èíòåãðèðóåìûõ
ñèñòåì è áèãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Êîíå÷íî, ìû íå ñìîæåì ðàññìîòðåòü âñå âîïðî-
ñû, êàñàþùèåñÿ ýòèõ îáúåêòîâ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ìû áóäåì èçó÷àòü òî, êàê ìîæíî
ïðîèíòåãðèðîâàòü áèãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì áèãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó:

v = {x, H1}A = {x, H2}B
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Ýòî íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïîëå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì îòíîñèòåëüíî äâóõ
ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà. Ìû õîòèì ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå áóäóò â áè-èíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî îáåèõ ýòèõ ñêîáîê.
Ïóñòü V - êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, ò.å.

V = Kn,

è B - êîñîñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V

B : V × V → K.

Êîñîñèììåòðè÷íîñòü:
B(u, v) = −B(v, u)

Áèëèíåéíîñòü:

B(u+ v, w) = B(u,w) +B(v, w), B(λu, v) = λB(u, v)

B(u, v + w) = B(u, v) +B(u,w), B(u, λv) = λB(u, v)

Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u, v, w ∈ V è êîíñòàíòû λ ∈ K.

Îáû÷íî ìû ñ÷èòàåì K = R èëè K = C, ò.å.

V = Rn èëè V = Cn

Çàìå÷àíèå 1.1. Ïî÷òè âñå óòâåðæäåíèÿ (ïî ëèíåéíîé àëãåáðå) âåðíûå äëÿ C,
âåðíû è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ K ñ charK = 0.

Ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé charK 6= 2.

Åñëè charK = 2, òî ïîíÿòèå êîñîñèììåòðè÷íîñòè áåññìûñëåííî. Íóæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü àëüòåðíèðîâàííûå ôîðìû:

w(v, v) = 0 ∀v ∈ V.

Ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî ëþáàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà

B : V × V → K

çàäàåò äâà ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿ

B1 : V → V ∗, B2 : V → V ∗

ïî ôîðìóëàì
B1(u)(v) := B(u, v), B1(u)(v) := B(v, u).

Îòîáðàæåíèÿ B1 è B2 ÷àñòî îáîçíà÷àþò ÷åðåç

B1(u) = B(u, ·), B2(u) = B(·, u).
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Äëÿ êîñîñèììåòðè÷íûõ ôîðì B2 = −B1, ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
îòîáðàæåíèå B2. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü

Bv := B2v.

Îáðàòíî, ëþáîå îòîáðàæåíèå
A : V → V ∗

çàäàåò áèëèíåéíóþ ôîðìó
B : V × V → K

ïî ôîðìóëå
B(u, v) =< u,Av > . (1.1)

Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò çíà÷åíèå êîâåêòîðà Av íà âåêòîðå u.

Èòàê, äàíî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì çàäàíà êîñîñèììåòðè÷íàÿ áèëè-
íåéíàÿ ôîðìà. (V,B) - ïðîñòðàíñòâî ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé. Ìû èçó÷èì
ñëåäóþùèå âîïðîñû:
1. Êàíîíè÷åñêèé âèä äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû B;
2. Ðàçëè÷íûå âèäû ïîäïðîñòðàíñòâ U ⊂ (V,B);
3. Óñòðîéñòâî ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(V,B).

Ëèíåéíàÿ ïóàññîíîâà ãåîìåòðèÿ - ò.å. ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà (V,B) - ëåãêî ñâî-
äèòñÿ ê ñèìïëåêòè÷åñêîìó ñëó÷àþ, êîãäà kerB = 0.
Ëèíåéíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ õîðîøî îïèñàíà â
D. McDu� and D. Salamon. "Introduction to symmetric topology"
A. Cannas da Silva. "Lectures on symplectic geometry".

Ëèíåéíàÿ òåîðåìà Äàðáó

Òåîðåìà 1.1. (Ëèíåéíàÿ òåîðåìà Äàðáó)
Äëÿ ëþáîé êîñîñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé ôîðìû B íà êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå V íàéäåòñÿ òàêîé áàçèñ

e1, . . . , ek, f1, . . . , fk, g1, . . . , gn−2k,

â êîòîðîì ìàòðèöà ôîðìû B èìååò âèä 0 Ek 0
−Ek 0 0

0 0 0

 , (1.2)

ãäå Ek - åäèíè÷íàÿ (k × k)- ìàòðèöà

Ìàòðèöà (2) - êàíîíè÷åñêèé âèä ôîðìû B.
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Èíîãäà êàíîíè÷åñêèì âèäîì ìàòðèöû B íàçûâàþò åãî âèä â áàçèñå

e1, f1, . . . , ek, fk, g1, . . . , gn−2k.

Ìàòðèöà B ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

 0 Ek 0
−Ek 0 0

0 0 0

→



0 1
−1 0

..
.

0 1
−1 0

0
..
.

0


(1.3)

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ áèëèíåéíûìè ôîðìàìè:

1) ßäðî ôîðìû B:
ker(B) = {u B(u, v) = 0, ∀v ∈ V }.

2) Ðàíã ôîðìû B:
rkB = dim kerB.

Òàêæå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç rankB.

3) Êîðàíã ôîðìû B
corankB = dimV − rkB.

Åñëè

B =

 0 Ek 0
−Ek 0 0

0 0 0n−2k

 ,

òî
rkB = 2k, corankB = n− 2k.

Ñëåäñòâèå 1.1. Êàíîíè÷åñêèé âèä ôîðìû B îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìíîæåñòâà X, Y ⊂ V êîñîîðòîãîíàëüíû (èëè îòðîãîíàëüíû
îòíîñèòåëüíî ôîðìû B), åñëè

B(u, v) = 0,∀u ∈ X, ∀v ∈ Y.

Îáîçíà÷åíèå: X ⊥ Y èëè X ⊥B Y .

Îïðåäåëåíèå 1.2. Êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó W :

W⊥ = {v B(u, v) = 0 ∀u ∈ W}

Óâåðæäåíèå 1.1. Ñâîéñòâà (êîñî)îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ:
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1)
dimW⊥ = dimV − dimW + dim(W ∩ kerB) (4)

2)
(W⊥)⊥ = W + kerB (5)

3)
W ∩W⊥ = ker(B|W ) (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ e1, . . . , ek â W ∩ kerB è
äîïîëíèì åãî äî áàçèñà e1, . . . , ek+l ïðîñòðàíñòâà W .
W⊥ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

B(e1, v) = 0
..
.

B(ek+l, v) = 0

.

Ïî îïðåäåëåíèþ B(u, v) = 0 äëÿ ëþáîãî v ⇔ u ∈ kerB. Ïîýòîìó ïåðâûå k
ñòðîê ðàâíû íóëþ, à îñòàëüíûå ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ïîëó÷àåì dimV − dim(W ∩ kerB) óðâíåíèé â dimV - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

2) Î÷åâèäíî, ÷òî W + kerB ⊥ W⊥, ïîýòîìó W + kerB ⊂ (W⊥)⊥.

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ ðàâíû.

Î÷åâèäíî, ÷òî kerB ⊂ W⊥, ïîýòîìó

dim(W⊥)⊥ = dimV − dimW⊥ + dim kerB =

= dimV − (dimV − dimW + dim(W ∩ kerB)) + dim kerB =

= dimW + dim kerB − dim(W ∩ kerB) = dim(W + kerB).

3) Î÷åâèäíî:
v ∈ W ∩W⊥ ⇔ v ∈ W, v ⊥ W ⇔ v ∈ kerB|W .

Äîêàçàòåëüñòâî. ëèíåéíîé òåîðåìû Äàðáó.

Íàì áóäåò óäîáíåå ïðèâîäèòü ìàòðèöó ê âèäó (3).

Èíäóêöèÿ ïî dimV .
Ïîêàæåì, êàê âûäåëèòü îäèí áëîê.

B →

 0 1 0
−1 0 0
0 0 ∗


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Õîòèì íàéòè òàêèå âåêòîðà e1 è f1 ÷òî (e1, f1) = 1.
Áåðåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, íå ëåæàùèé â ÿäðå:

e1 ∈ B, e1 /∈ kerB.

Ñóùåñòâóåò âåêòîð v òàêîé ÷òî B(e1, v) 6= 0.

Íîðìèðóåì:

f1 =
v

B(e1, v)
⇒ B(e1, f1) = 1.

Ïîëàãàåì U =< e1, f1 >.
Òîãäà V = U ⊕ U⊥ è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ áàçèñà â ïîäïðîñòðàíñòâå U⊥.

Òèïû ïîäïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ (V,B) íàçûâàåòñÿ
èçîòðîïíûì, åñëè W ⊂ W⊥

êîèçîòðîïíûì, åñëè W ⊃ W⊥

ëàãðàíæåâûì, åñëè W = W⊥

ñèìïëåêòè÷åñêèì, åñëè W ∩W⊥ = ∅

Óïðàæíåíèå 1.1. Äâà ïðîñòðàíñòâà V1, V2 ⊂ (V,B) ëåæàò â îäíîé îðáèòå Aut(V,B)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò ñëåäóþùèå òðè ÷èñëà:

dimVi, dim(Vi ∩ kerB), dim(kerB|Vi).

Ïî ñóòè, òà æå ñàìàÿ çàäà÷à:

Óïðàæíåíèå 1.2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W ⊂ (V,B) ñóùå-
ñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöû ôîðìû

B =


0 Ek
−Ek 0

0 Ei
−Ei 0

0 0
0 0

 ,

à ïîäïðîñòðàíñòâî W ñîîòâåòñòâóåò âûäåëåííîìó â ìàòðèöå áëîêó.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì, åñ-
ëè íà íåì çàäàíà íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà w.

Îáû÷íî òåîðåìîé Äàðáó íàçûâàþò òåðåìó íèæå (ýêâèâàëåíòíóþ óæå äîêàçàí-
íîé). Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ â îáùåì ñëó÷àå îáå ýòè òåîðåìû áóäåì íàçûâàòü òåîðåìîé
Äàðáó.
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Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü (V 2n, w) - ëèíåéíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òîãäà
â íåì ñóùåñòâóåò áàçèñ

e1, . . . , en, f1, . . . , fn,

â êîòîðîì ìàòðèöà ôîðìû w èìååò âèä

Ω =

(
0 En
−En 0

)
.

Òàêîé áàçèñ íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì (èëè êàíîíè÷åñêèì).
Ñîîòâåòñòâóþùèå (ëèíåéíûå) êîîðäèíàòû x1, . . . , xn, y1, . . . , yn òîæå íàçûâàþòñÿ ñèì-
ïëåêòè÷åñêèìè.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïðîñòðàíñòâî ñ êîñîñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìîé (V,B)
áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûì ïóàññîíîâêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Â îáùåì ñëó÷àå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ñèìïëåêòè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ÿäðà.
Òàêèì ñïîñîáîì ëèíåéíàÿ ïóàññîíîâà ãåîìåòðèÿ ñâîäèòñÿ ê ñèìïëåêòè÷åñêîé: íóæ-
íî äîáàâèòü ÿäðî è ïîñìîòðåòü ÷òî ïîëó÷èòñÿ.

(V,B) = (W 2k, w) + kerB

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : V → V â ëèíåéíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (V,w) íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòîìîðôèçìîì, åñëè

w(Au,Av) = w(u, v). (7)

Åñëè ôèêñèðîâàí ñèìïëåêòè÷åñêèé áàçèñ V 2n, òî óñëîâèå (7) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

ATΩ2nA = Ω2n, Ω2n =

(
0 En
−En 0

)
(8)

Ãðóïïà ñèìïëåêòîìîðôèçìîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sp(V,w) èëè Sp(2n,K).
Ïîñëåäíåå ÷àùå îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ìàòðèö A, óäîâëåòâîðÿþùèõ (7).

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïóàññîíîâà ïðîñòðàíñòâà Aut(V,B)
ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : V → V , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

B(Au,Av) = B(u, v), ∀u, v ∈ V.

Èçó÷åíèå ãðóïïû Aut(V,B) ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê ñèìïëåêòè÷åñêîìó ñëó÷àþ.

Óïðàæíåíèå 1.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè

B =

(
Ω2k 0
0 0r

)
, Ω2k =

(
0 Ek
−Ek 0

)
,

òî A ∈ Aut(V,B) òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà

A =

(
X 0
Y Z

)
,

ãäå X = Sp(2k,K), Y ∈Mat2k×r(K), Z ∈ GL(r, 2K).
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Óâåðæäåíèå 1.2. Ïóñòü A - ëèíåéíûé ñèìïëåêòè÷åñêèé îïåðàòîð. Òîãäà

1)
detA = 1.

2) Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (λ) = det(A− λE) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèþ

P (λ) = λ2nP (
1

λ
).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè λ - ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A, òî
1

λ
- òîæå ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå.

3) Åñëè vλ è vµ - ñîáñòâåííûå âåêòîðà, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ
è µ òàêèì, ÷òî λµ 6= 1, òî w(vλ, vµ) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ìàòðèöà ëþáîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðàòîðà óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ

ATΩA = Ω,

ïîýòîìó detA = ±1.
Îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1, ò.ê. ëþáîé ñèìïëåêòè÷åñêèé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò îðè-
åíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà, çàäàííóþ ôîðìîé îáúåìà

τ = w ∧ . . . ∧ w︸ ︷︷ ︸
n

.

Êðàòêî íàïîìíèì, ïî÷åìó w ∧ . . . ∧ w︸ ︷︷ ︸
n

- ôîðìà îáúåìà.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåíçîðíîãî àíàëèçà:
Áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V - ýòî òåíçîð òèïà (0, 2) íà V .
Êîñîñèììåòðè÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà íà V - ýòî 2-ôîðìà íà V . Ïîýòîìó èõ
ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå

B =
∑
i<j

Bijdx
i ∧ dxj.

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà k-ôîðì íà n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå dim∧k(V n) =
Ck
n. Åñëè k = n, òî dim∧n(V n) = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî íàéòè îäèí ýëåìåíò â ïðîñòðàíñòâå ∧n(V n) - îäíó
ôîðìó ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, è âñå ôîðìû áóäóò åé ïðîïîðöèîíàëüíû.

Îäíî èç òàêèõ îòîáðàæåíèé - îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, òîãäà âñå äðóãèå ôîðìû
åé ïðîïîðöèîíàëüíû.

Ω(u1, . . . , un) =

∣∣∣∣∣∣
u1

1 . . . un1

..
.

..
.

u1
n . . . unn

∣∣∣∣∣∣
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Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
dxi ∧ dxj = dxi ⊗ dxj − dxj ⊗ dxi.

Áîëåå îáùå, âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ∧ ôîðì îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî

α1 ∧ α2 ∧ . . . ∧ αk(v1, . . . , vk) := det(< αj, vj >) =

=

∣∣∣∣∣∣
< α1, v1 > . . . < α1, vk >

..
.

..
.

< αk, v1 > . . . < αk, vk >

∣∣∣∣∣∣ .
Â ñèìïëåêòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîð-
ìà èìååò âèä

w =
n∑
i=1

dxi ∧ dyi.

Óïðàæíåíèå 1.4. Ïðîâåðèòü, ÷òî

w ∧ . . . ∧ w︸ ︷︷ ︸
n

= n!dx1 ∧ dy1 ∧ . . . ∧ dxn ∧ dyn.

Òàêèì îáðàçîì, ýòî âûðàæåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé ôîðìîé
îáúåìà.

2) Äåéñòâèòåëüíî,

P (λ) = det(A− λE) = det(Ω−1(AT )−1Ω− λΩ−1Ω) =

= det((AT )−1 − λ) = det(A−1 − λ) = (−λ)2n detA det(A− 1

λ
E)

3) Ïóñòü λµ 6= 1 è
Avλ = λvλ, Avµ = µvµ.

Ïîêàæåì, ÷òî
w(vλ, vµ) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî,
w(vλ, vµ) = w(Avλ, Avµ) = λµw(vλ, vµ)

îòêóäà w(vλ, vµ) = 0.

Ïðèìåð (åãî ñîäåðæàíèå ñòàíåò ïîíÿòíî ïîçæå)
Ïóñòü n = 2 è A ∈ Sp(4,R).
Ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A ðàçëè÷íû è íå ðàâíû 0.

λ ∈ σ(A) ⇒ λ, λ−1, λ, λ
−1 ∈ σ(A).

Âîçìîæíûå ñïåêòðû σ(A):
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1) eα, e−α, eβ, e−β

2) eα, e−α, eiβ, e−iβ

3) eiα, e−iα, eiβ, e−iβ

4) eα+iβ, eα−iβ, e−α+iβ, e−α−iβ,

ãäå α, β ∈ R.

Çàìå÷àíèå 1.2. Ýòè 4 òèïà ñïåêòðà ñîîòâåòñâóþò 4 òèïàì íåâûðîæäåííûõ
îñîáåííîñòåé (òèïà öåíòð, öåíòð-ñåäëî, ñåäëî-ñåäëî è ôîêóñ-ôîêóñ ñîîòâåòñòâåí-
íî) â òåîðèè íåâûðîæäåííûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Ìîæíî ïîñìîòðåòü íà Sp(2n) êàê íà ãðóïïó Ëè.

Sp(2n) êàê ãðóïïà Ëè. Àëãåáðà Ëè sp(2n)

Ãðóïïà Ëè G = ãðóïïà ñî ñòðóêòóðîé ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñòðóêòóðû ñîãëàñîâàíû: ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ è âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà

G×G → G, x, y → xy

G → G x→ x−1

äîëæíû áûòü ãëàäêèìè îòîáðàæåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Àëãåáðà Ëè - ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V , ñíàáæåííîå êî-
ñîñèììåòðè÷íîé áèëèíåéíîé îïåðàöèåé

[·, ·] : V × V → V,

óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó ßêîáè

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå g = TeG ê ëþáîé ãðóïïå Ëè G îáëàäàåò g
åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé àëãåáðû Ëè.

Äëÿ ìàòðè÷íûõ àëãåáð Ëè G ⊂ GL(n) ñòðóêòóðà àëãåáðû Ëè íà TeGL(n) =
Matn×n çàäàåòñÿ ñòàíäàðòíûì êîììóòàòîðîì

[A,B] = AB −BA.

Ñòðóêòóðà àëãåáëû Ëè: ïóñòü G - ãðóïïà Ëè, âîçüìåì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê
G â åäèíèöå TEG = g - ýòî è áóäåò àëãåáðà Ëè. Òàì ìîæíî íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì
îáðàçîì îïðåäåëèòü ñêîáêó [·, ·].
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Ïðèìåð

SL(n,R) ⊂Matn×n(R)

detA = 1, áåðåì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå - ýòî òîæå íåêîòîðîå ìíîæå-
ñòâî ìàòðèö. Ìîæíî çàäàòü êîììóòàòîð äâóõ ìàòðèö êàê [A,B] = AB −BA.

Îáîçíà÷èì TESL(n) = sl(n) - êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê SL(n) â åäèíèöå, àë-
ãåáðà Ëè.

Óïðàæíåíèå 1: sl(n) - ýòî ìíîæåñòâî ìàòðèö, ó êîòîðûõ ñëåä ðàâåí íóëþ.

Óïðàæíåíèå 2: êîììóòàòîð äâóõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì åñòü ìàòðèöà ñ íóëå-
âûì ñëåäîì. (Ýòî âåðíî, ò.ê. trAB = trBA.)

Ñèìïëåêòè÷åñêèå îïåðàòîðû îáðàçóþò ãðóïïó Sp(V,w).
Sp(V,w) = Sp(2n,R) - ëèíåéíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà 1.3. 1) Sp(2n,R) - ñâÿçíàÿ íåêîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè ðàçìåðíîñòè n(2n+
1).

2) Sp(2n,R) äèôôåîìîðôíà U(n)× Rn(n+1).

Íàïîìíèì, ÷òî óíèòàðíàÿ ãðóïïà U(n) - ýòî ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ
óíèòàðíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ò.å.

U(n) = {A ∈Matn×n(C) AA
T

= E}.

Ëåììà 1.1. Àëãåáðà Ëè sp(V,w) ãðóïïû Sp(V,w) ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé X : V → V òàêèõ, ÷òî

w(Xu, v) + w(u,Xv) = 0, ∀u, v ∈ V.

Â ñèìïëåêòè÷åñêîì áàçèñå

sp(2n,R =

{(
X1 X2

X3 −X − 1T

)
XT

2 = X2, X
T
2 = X2

}
Ñëåäñòâèå 1.2.

dimSp(2n,R) = dim sp(2n,R) = n(2n+ 1)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîé ýëåìåíò x ∈ sp(2n,R) óäîâåëòâîðÿåò òîæäåñòâó

w(Xu, v) + w(u,Xv) = 0, ∀u, v ∈ V.

Ýòî äîêàçûâåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì òîæäåñòâà

w(A(t)u,A(t)v) = w(u, v)

äëÿ ñåìåéñòâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ A(t) ∈ Sp(2n,R).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè

w(Xu, v) + w(u,Xv) = 0, ∀u, v ∈ V,

òî âñå îïåðàòîðû

exp(tX) = E + tX +
t2X2

2
+ . . .

ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè. Ïî ñâîéñòâó ýêñïîíåíòû

d

dt
exp(tX) = Xexp(tX),

ïîýòîìó
d

dt
w(A(t)u,A(t)v) = 0.

Â ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè äàëåêî èäóùåé ÿâëÿåòñÿ èäåÿ î òîì, ÷òî ëþáîå
ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

(R2n,
∑
i

dxi ∧ dyi)

ÿâëÿåòñÿ îâåùåñòâëåíèåì óíèòàðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà

(Cn,
∑
j

zjzj).

Â ýòîì öèêëå ëåêöèé íàì íå ïîòðåáóåòÿ ýòîò ôàêò, íî åãî ñòîèò èìåòü â âèäó.
Óïðàæíåíèå:

Ëåììà 1.2.

Sp(2n) ∩O(2n) = Sp(2n) ∩GL(n,C) = O(2n) ∩GL(n,C) = U(n).

Äèôôåîìîðôèçì Sp(2n,R) ≈ U(n) × Rn(n+1) ýòî ïî ñóòè òåîðåìà î ïîëÿðíîì
ðàçëîæåíèè ñèìïëåêòè÷åñêîãî îïåðàòîðà.
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Ëåììà 1.3. Ëþáóþ ìàòðèöó A ∈ Sp(2n,R) ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå A = PQ, ãäå
P - ñèìïëåêòè÷åñêàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà:

p ∈ Sp(2n), P T = P, P > 0.

Q - îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Q ∈ Sp(2n,R), QT = Q−1.

Ìàòðèöà P = (AAT )1/2 íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåìó óòâåð-
æäåíèþ:

Óâåðæäåíèå 1.3. Åñëè P = P T ∈ Sp(2n,R) - ñèììåòðèÿíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííàÿ ìàòðèöà, òî

Pα = Sp(2n,R)

äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ α > 0.

Sp(2n) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà U(n), ïîýòîìó ó íèõ ñîâïàäàþò âñå ãîìîòî-
ïè÷åñêèå ãðóïïû è ãðóïïû (êî)ãîìîëîãèé.

Ñëåäñòâèå 1.3. Ôóíàìåíòàëüíûå ãðóïïû Sp(2n) è U(n) èçîìîðôíû Z.

π1(Sp(2n)) ≈ π1(U(n)) ≈ Z.

Äåòåðìèíàíò
det : U(n)→ S1

óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì

π1(Sp(2n)) ≈ π1(U(n)) ≈ Z.

Ãîìîòîïè÷åñêèå ñâîéñòâà U(n) òàêæå èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, Äóáðîâèí-Íîâèêîâ-
Ôîìåíêî, òîì 3)

Ìíîæåñòâî âñåõ ëàãðàíæåâûõ ïðîñòðàíñòâ îáðàçóåò ëàãðàíæåâ ãðàññìàíèàí L(n).

Ëåììà 1.4. Ëàãðàíæåâ ãðàññìàíèàí L(n) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì n(n+ 1)/2 - ìåðíûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì ãðàññìàíèàíà Gr(n, V 2n).

Ëþáûå äâà ëàãðàíæåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïåðåâåñòè äðóã â äðóãà ñèì-
ïëåêòè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ýòî äåéñòâèå çàäàåò íà L(n) ñòðóêòóðó îäíîðîä-
íîãî ïðîñòðàíñòâà

L(n) = U(n)/O(n)

Â òåîðèè ãðóïï Ëè:

1) Îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî - ìíîæåñòâî M âìåñòå ñ çàäàííûì íà íåì òðàíçè-
òèâíûì äåéñòâèåì ãðóïïû Ëè G.
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2) Äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû Ëè H ãðóïïû Ëè G ìíîæåñòâî ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ

M = G/H

îáëàäàåò åäèíñòâåííîé ñòðóêòóðîé ãëàäîãî ìíîãîîáðàçèÿ ò.÷. M áóäåò îäíî-
ðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G

g(hH) = (gh)H, g, h ∈ G.

Ìîæíî èññëåäîâàòü òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðàññìàíèàíà.

Ñëåäñòâèå 1.4. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ëàãðàíæåâà ãðàññìàíèàíà èçîìîðôíà
ìíîæåñòâó öåëûõ ÷èñåë

π1(L(n)) ≈ Z.

Ñ ýòîãî ôàêòà íà÷èíàåòñÿ òåîðèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ èíäåêñîì Ìàñëîâà.
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Ëåêöèÿ 2. Теорема Жордана-Кронекера
Èçó÷èì ãåîìåòðèþ êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V íàä ïîëåì K, íà 

êîòîðîì çàäàíà ïàðà êîñîñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôîðì A, B:

A, B : V × V → K,
A(u, v) = −A(v, u), A(λ1u1 + λ2u2, v) = λ1A(u1, v1) + λ2A(u2, v),

B(u, v) = −B(v, u), B(λ1u1 + λ2u2, v) = λ1B(u1, v) + λ2B(u2, v).

Ãîâîðÿò, ÷òî íà V çàäàí ïó÷îê (ò.å. îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî) áèëèíåéíûõ 
ôîðì

P = {Aλ, λ ∈ K}
ãäå

Aλ = A + λB, λ ∈ K, è A∞ = B.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïàðàìåòð λ ëåæèò â

K = KP1 = K ∪ {∞}.
Çàìå÷àíèå 2.3. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîëå K àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî,
char K = 0.
Ìîæíî ñ÷èòàòü K = C.

Åäèíñòâåííîå èñêëþ÷åíèå - ñëó÷àé K = R, åãî ìû ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

Òåîðåìà Æîðäàíà-Êðîíåêåðà

Òåîðåìà 2.4. (Æîðäàíà-Êðîíåêåðà)
Ïóñòü A è B - äâå êîñîñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôîðìû íà êîíå÷íîìåðíîì âåê-
òîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì K. Åñëè ïîëå K àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî 
ñóùåñòâóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì ìàòðèöû îáåèõ ôîðì A è B îäíî-
âðåìííî ïðèâîäÿòñÿ ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó:

A =


A1

A2

..
.

Ak

 B =


B1

B2

..
.

Bk


ïðè ýòîì êàæäàÿ ïàðà ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêîâ Ai è Bi èìååò îäèí èç ñëåäóþ-
ùèõ âèäîâ:

1) Æîðäàíîâ áëîê ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ∈ K

Ai =



λ 1
0 λ ..

.

..
.

1
λ

−λ
−1 −λ

..
.

..
.

0
−1 −λ


Bi =



1
0 1

..
.

1
−1

−1
..
.

0
−1


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2) Æîðäàíîâ áëîê ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ∞

Ai =



1
0 1

..
.

1
−1

−1
..
.

0
−1


Bi =



0 1
0 0 ..

.

..
.

1
0

0
−1 0

..
.

..
.

0
−1 0


3) Êðîíåêåðîâ áëîê

Ai =



1 0
0 ..

.
..
.

1 0
−1
0 ..

.

..
. −1 0

0


Bi =



0 1
0 ..

.
..
.

0 1
0
−1 ..

.

..
.

0 0
−1


Êàæäûé êðîíåêåðîâ áëîê - ýòî (2ki + 1)× (2ki + 1) áëîê, ãäå ki ≥ 0. Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè ki = 0, òî Ai è Bi - ýòî äâå 1× 1 íóëåâûå ìàòðèöû

Ai = (0), Bi = (0).

Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ Æîðäàíà-Êðîíåêåðà

Âíà÷àëå äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 2.5. Òèïû áëîêîâ â ðàçëîæåíèè ÆÊ îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåñòàíîâêè.

Ââåäåì èíâàðèàíòû.
Ïóñòü P = {A+ λB} - ïó÷îê êîñîñèììåòðè÷íûõ ôîðì íà V .

1) Ðàíã ïó÷êà P :
rankP = max

λ∈K
rankAλ.

2) (Êîëè÷åñòâî êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ) ðàâíî êîðàíãó ïó÷êà:

corankP = dimV − rankP

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì îäèí êðîíåêåðîâ áëîê è ñóììó
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ker(A+ λB) =< (0, . . . , 0 | (−1)kλk, . . . ,−λ, 1) >

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ôîðìà Aλ â ïó÷êå ðåãóëÿðíàÿ, åñëè

rkAλ = rkP.

Çàìå÷àíèå 2.4. Êîëè÷åñòâî æîðäàíîâûõ áëîêîâ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ðàâ-
íî

1

2
(rkP − rkA−λ).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íóæíî áðàòü ôîðìó A−λ = A− λB.
Ýòî âåðíî è äëÿ λ =∞, íóæíî âçÿòü A−∞ = B.

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì Æîðäàíîâ áëîê è ðàçíîñòü

A− λB =



0 1
0 0 ..

.

..
.

1
0

0
−1 0

..
.

..
.

0
−1 0


corankP = 0, corankA−λ = 2.

Ïóñòü P = {A+ λB} - ïó÷îê êîñîñèììåòðè÷íûõ ôîðì íà V .

1) ßäåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

K =
∑

λ - ðåãóë.

ker(A+ λB).

Ýòî ñóììà "áîëüøèõ ÷àñòåé" êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ.
Åñëè â ðàçëîæåíèè Æîðäàíà-Êðîíåêåðà êðîíåêåðîâû áëîêè èìåþò ðàçìåð
(2ki + 1)× (2ki + 1), òî

dimL =
N∑
i=1

ki
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2) Ìàíòèéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî = âåêòîðû, îðòîãîíàëüíûå ÿäåðíîìó ïîäïðîñòàðí-
ñòâó K îòíîñèòåëüíî âñåõ ôîðì A+ λB:

M = K⊥.

Ýòî ñóììà âñåõ æîðäàíîâûõ áëîêîâ.
Êàê ñëåäñòâèå, M/K = ñóììà âñåõ æîðäàíîâûõ áëîêîâ.

Òèïû æîðäàíîâûõ áëîêîâ â ðàçëîæåíèè ÆÊ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Åñëè B íåâûðîæäåíà
kerB = 0,

òî ÆÊ ðàçëîæåíèå A+ λB âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ÆÍÔ îïåðàòîðà ðåêóðñèè

P = B−1A.

Ó îïåðàòîðà ðåêóðñèè êàæäûé æîðäàíîâ áëîê âñòðå÷àåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ðàç. Åñëè
ýòè æîðäàíîâû áëîêè ðàçáèòü ïî ïàðàì, ïîëó÷èì òèïû æîðäàíîâûõ áëîêîâ äëÿ
ïàðû ôîðì.
Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü ñóììó æîðäàíîâûõ áëîêîâM/K. Íà íèõ ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìà B íåâûðîæäåíà. (Åñëè ýòî íå òàê, òî ìîæíî çàìåíèòü ôîðìó
íà ïîäõîäÿùóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ.)

Òèïû êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ â ðàçëîæåíèè ÆÊ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîëèíîìèàëüíûå ðåøåíèÿ ñòåïåíè k:

(A− λB)v(λ) = 0, v(λ) = v0 + v1λ+ . . .+ vkλ
k.

Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå öåïî÷êè

Bvk = 0,
Bvk−1 = Avk,

. . .
Av0 = 0.

Âåêòîðû vi (èç âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ ðåøåíèé ñòåïåíè ≤ k) ïîðîæäàþò ïîäïðî-
ñòðàíñòâà Vk:

0 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vk ⊂ . . .

Ïðè ýòîì
V0 = kerA ∩ kerB, VN = V.

Ïðîñòðàíñòâî Vk - ýòî ñóììà "áîëüøèõ ÷àñòåé" êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ ðàçìåðà íå
áîëåå (2k + 1)× (2k + 1).
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Äëÿ îäíîãî êðîíåêåðîâà (2k + 1)× (2k + 1) áëîêà

A− λB =



1 −λ
0 ..

.
..
.

1 −λ
−1
−λ ..

.

..
. −1 0
−λ


Óðàâíåíèå (A − λB)v(λ) = 0 èìååò åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè) ðåøåíèå

v(λ) = (0, . . . , 0 | λk, . . . , λ, 1)

Äëÿ æîðäàíîâûõ áëîêîâ óðàâíåíèå (A− λB)v(λ) = 0 íå èìååò ðåøåíèÿ.
Ðåøåíèÿ äëÿ êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ ïîðîæäàþò ker(A+ λB) (êàê ìîäóëü íàä K[λ]).

Ðàçìåðû êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç dimVk.
Ïóñòü kl - êîëè÷åñòâî êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ ðàçìåðà (2l + 1)× (2l + 1). Òîãäà

dimVk =
∑
l≤k

kl(l + 1).

Îòêóäà

kl =
1

l + 1
(dimVl − dimVl−1), k0 = dimV0.

Óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ÆÊ äîêàçàíî.

Äîêçàòåëüñòâî òåîðåìû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà.

Êîíãðóýíòíîòü.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà ìîæíî íàéòè â ðàáîòå
R.C. Thompson "Pencils of complex and real symmetric and skew matrices"
îïèðàþùåéñÿ íà
F.R. Gantmacher "Theory of matrices".
Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî îñíîâíóþ èäåþ äîêàçàòåëüñòâà.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå K = C. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî
ïîëÿ äîêàçàòåëüñòâî òî÷íî òàêîå æå.

Ïóñòü A1, A2, B1, B2 ∈Matn×n(C) - ñèììåòðè÷íûå èëè êîñîñèììåòðè÷íûå ìàòðè-
öû. Ïðè ýòîì
Ìàòðèöû A1, A2 ëèáî îáå ñèììåòðè÷íûå, ëèáî îáå êîñîñèììåòðè÷íûå:

AT2 = ε1A1, ε1 = ±1.

Ìàòðèöû B1, B2 òîæå ëèáî îáå ñèììåòðè÷íûå, ëèáî îáå êîñîñèììåòðè÷íûå:

BT
2 = ε2B1, ε2 = ±1.
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Òåîðåìà 2.6. Ïó÷êè Ai+λBi êîíãðóýíòíû, ò.å. ñóùåñòâóåò C ∈Matn×n(C) ò.÷.

A2 + λB2 = C(A1 + λB1)CT

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïó÷êè Ai+λBi ñòðîãî ýâèâàëåíòíû, ò.å. ñóùåñòâóþò
P,Q ∈Matn×n(C) ò.÷.

A2 + λB2 = P (A1 + λB1)Q.

Î÷åâèäíî, óñëîâèå êîíãðóýíòíîñòè ñèëüíåå óñëîâèÿ ñòðîãîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. òåîðåìû 2.6.
Îáîçíà÷èì Λi = Ai + λBi. Óñëîâèå êîíãðóýíòíîñòè:

Λ2 = PΛ1Q. (2.1)

Òðàíñïîíèðóåì åãî:
ΛT

2 = QTΛT
1 P

T .

Òàê êàê Ai, Bi ëèáî ñèììåòðè÷íûå, ëèáî êîñîñèììåòðè÷íûå, ïîëó÷àåì

Λ2 = QTΛ1P
T . (2.2)

Èç (2.1), (2.2) ïîëó÷àåì
PΛ1Q = QTΛ1P

T .

Ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî:
Λ1Q(P T )−1 = P−1QTΛ1

Îáîçíà÷èì U = Q(P T )−1, òîãäà

Λ1U = UTΛ1.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ìàòðèöû S = f(U), ÿâëÿþùåéñÿ ïîëèíîìîì îò U , ò.÷. |S| 6= 0
âûïîëíåíî

Λ1S = STΛ1. (2.3)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.3) â (2.1), ïîëó÷àåì

Λ2 = PSTΛ1S
−1Q.

Ìû õîòèì íàéòè òàêîå S = f(U), ÷òîáû âûðàæåíèå Λ2 = PSTΛ1S
−1Q ñòàëî óñëî-

âèåì êîíãðóýíòíîñòè, ò.å. ÷òîáû

(PST )T = S−1Q.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî S2 = U.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü: â êà÷åñòâå f(λ) ìîæíî âçÿòü èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí

√
λ

íà ñïåêòðå U . Ó ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè
√
λ åñòü îäíîçíà÷íàÿ âåòâü íà σ(U), ò.ê.

|U | 6= 0.
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Òåîðåìà Æîðäàíà-Êðîíåêåðà äëÿ ëèíåéíûõ

îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 2.7. Ðàññìîòðèì äâà êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà U è V íàä
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì K ñ charK = 0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé

A,B : U → V

ñóùåñòâóþò áàçèñû U è V , â êîòîðûõ ìàòðèöû ïó÷êà P = {A + λB} èìåþò
áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä:

A+ λB =


0m,n

A1 + λB1

..
.

Ak + λBk

 , (2.4)

ãäå 0m,n - ýòî íóëåâàÿ m×n ìàòðèöà, à êàæäàÿ ïàðà áëîêîâ Ai, Bi èìååò îäèí èç
ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1) Æîðäàíîâ áëîê ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ0 ∈ C

Ai =


λ0 1

λ0 ..
.

..
.

1
λ0

 , Bi =


1

1
..
.

1


2) Æîðäàíîâ áëîê ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ∞

Ai =


1

1
..
.

1

 , Bi =


0 1

0 ..
.

..
.

1
0


3) Ãîðèçîíòàëüíûé êðîíåêåðîâ áëîê

Ai =

0 1
..
.

..
.

0 1

 , Bi =

1 0
..
.

..
.

1 0


4) Âåðòèêàëüíûé êðîíåêåðîâ áëîê

Ai =


0
1 ..

.

..
.

0
1

 , Bi =


1
0 ..

.

..
.

1
0


Çàìå÷àíèå 2.5. 1) Êîëè÷åñòâî è òèïû æîðäàíîâûõ áëîêîâ â ðàçëîæåíèè ÆÊ

îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè.
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2) Íóëåâîé áëîê 0m,n ðàññìàòðèâåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå
m âåðòèêàëüíûõ 1× 0 êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ è
n ãîðèçîíòàëüíûõ 0× 1 êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ.

Ïóñòü A+ λB - ïó÷îê ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö.
Ââåäåì íåñêîëüêî èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ðàçëîæåíèå ÆÊ
ïó÷êà A+ λB:

1) Ìèíèìàëüíûå èíäåêñû ñòîëáöîâ.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(A+ λB)x(λ) = 0. (2.5)

Âîçüìåì ôóíäàìåíòàëüíûé ðÿä ðåøåíèé x1(λ), . . . , xp(λ) óðàâíåíèÿ (2.5). À
èìåííî, âîçüìåì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøå-
íèé ò.÷.
ñòåïåíü ε1 ðåøåíèÿ x1(λ) ìèíèìàëüíî âîçìîæíà,
ñòåïåíü ε2 ≥ ε1 ðåøåíèÿ x2(λ) ìèíèìàëüíî âîçìîæíà ñðåäè âñåõ ðåøåíèé ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ ñ x1(λ),
è ò.ä.

Ñòåïåíè ε1 ≤ ε2 ≤ . . . ≤ εp ýòî ìèíèìàëüíûå èíäåêñû ñòîëáöîâ ïó÷êà A+ λB.

2) Ìèíèìàëüíûå èíäåêñû ñòðîê.
Îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ìèíèìàëüíûì èíäåêñàì ñòîëáöîâ, íî íóæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü óðàâíåíèå

(AT + λBT )y(λ) = 0. (2.6)

Ìèíèìàëüíûå èíäåêñû ñòðîê

η1 ≤ η2 ≤ . . . ≤ ηq

ïó÷êà A + λB - ýòî ñòåïåíè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðÿäà ðåøåíèé y1(λ), . . . , yq(λ)
óðàâíåíèÿ (2.6).

3) Ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè.
Ïóñòü rank(A+ λB) = r.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dj(λ, µ) ÍÎÄ âñåõ ìèíîðîâ j-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû µA+ λB.
Èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû ïó÷êà A+ λB - ýòî ÷èñëà

i1(λ, µ) =
Dr(λ, µ)

Dr−1(λ, µ)
, . . . , ir(λ, µ) =

D1(λ, µ)

D0(λ, µ)
= D1(λ, µ).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé ñëåäóþùèé èíâàðèàíòíûé ìíîãî÷ëåí - äå-
ëèòåëü ïðåäûäóùåãî:

is+1(λ, µ) | is(λ, µ).
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Ðàçëîæèì èíâàðèàíòíûå ìíîãî÷ëåíû íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè

i1 = (φ1)c1 . . . (φs)
cs

i2 = (φ1)d1 . . . (φs)
ds

. . .
ir = (φ1)l1 . . . (φs)

ls

(2.7)

Ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè ïó÷êà A+ λB - ýòî âñå îòëè÷íûå îò åäèíèöû ìíîãî-
÷ëåíû ñðåäè

(φ1)c1 , . . . , (φs)
ls

â ðàçëîæåíèè (2.7).

Ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. Ãàíòìàõåð "Òåîðèÿ ìàòðèö" )

Óâåðæäåíèå 2.4. Ýëåìåíòðàíûå äåëèòåëè êâàçèäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû

C(λ) =

(
A(λ) 0

0 B(λ)

)
ñóòü îáúåäèíåíèå ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé A(λ) è ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé B(λ).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

1) Êàæäîìó ìèíèìàëüíîìó èíäåêñó ñòîëáöîâ ε ñîîòâåòñòâóåò ãîðèçîíòàëüíûé

ε× (ε+ 1)

êðîíåêåðîâ áëîê.

2) Êàæäîìó ìèíèìàëüíîìó èíäåêñó ñòðîê η ñîîòâåòñòâóåò âåðòèêàëüíûé

(η + 1)× η

êðîíåêåðîâ áëîê.

3) Êàæäîìó æîðäàíîâó m ×m áëîêó ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ0 ñîîòâåòñâóåò
ýëåìåíòàðíûé äåëèòåëü

(λ+ λ0µ)m.

Òåîðåìà 2.8. (Êðîíåêåð)
Äâà ïðîèçâîëüíûõ ïó÷êà ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö A1 + λB1 è A2 + λB2 (îäíîãî è
òîãî æå ðàçìåðà) ñòðîãî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ó íèõ ñîâïàäàþò âñå ìèíèìàëüíûå èíäåêñû (ñòðîê è ñòîëáöîâ)
è îäíè è òå æå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè.

ÒåîðåìàÆÊ äëÿ êîñîñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ ôîðì ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû
ÆÊ äëÿ îïåðàòîðîâ:
Èç-çà êîñèñèììåòðè÷íîñòè ìèíèìàëüíûå èíäåêñû ñòðîê = ìèíèìàëüíûå èíäåêñû
ñòîëáöîâ.
Ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè - êâàäðàòû, ïîñêîëüêó ó êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ÷åò-
íûé ðàíã è îïðåäåëåí êîðåíü èç îïðåäåëèòåëÿ (ïôàôôèàí).
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Ïôàôôèàí.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Ïôàôôèàí êîñîñèììåòð÷íîé ìàòðèöû A - ýòî ìíîãî÷ëåí îò
åå ýëåìåíòîâ Pf(A) ò.÷.

Pf 2(A) = detA.

Äëÿ íå÷åòíîãî n îïðåäåëèòåëü è ïôàôôèàí êîñîñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû n × n
ðàâíû 0. Äëÿ êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ðàçìåðà 2n × 2n ïôàôôèàí - ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n.

Ïðèìåðû

1)

A =

(
0 a
−a 0

)
, detA = a2, Pf(A) = a.

2)

A =


0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0

 , detA = (af − be+ dc)2, Pf(A) = af − be+ dc

Ôîðìóëû äëÿ ïôàôôèàíà

Ðàññìîòðèì áèâåêòîð

w =
∑
i<j

aijei ∧ ej.

Òîãäà
1

n!
w∧n = Pf(A)e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ e2n.

ßâíàÿ ôîðìóëà:

Pf(A) =
1

2nn!

∑
σ∈S2n

sgn(σ)
n∏
i=1

aσ(2i−1),σ(2i).

Çàìå÷àíèå 2.6. Êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû A + λB ëåæàò â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ
K[λ], à íå â ïîëå. Òåì íå ìåíåå, îïðåäåëèòåëü è ïôàôôèàí - ìíîãî÷ëåíû îò ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû. Ïîýòîìó âñå ôîðìóëû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íàä C.

Óâåðæäåíèå 2.5. ×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïôàôôèàíà äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî Pf(CACT ) = detC · Pf(A) äëÿ ëþáîé ìàòðèöû C ïîðÿäêà n,
âû÷èñëèòü åãî äëÿ ìàòðèöû A â êàíîíè÷åñêîì âèäå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè çàìåíå áàçèñà

(e1, . . . , em) = (e′1, . . . , e
′
m)C
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ìàòðèöû ìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó
A′ = CACT ,

à ôîðìû îáúåìà ïî ôîðìóëå

e1 ∧ . . . ∧ em = (detC)e′1 ∧ . . . ∧ e′m.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

w∧m = m!Pf(A)e1 ∧ . . . ∧ em = m!Pf(A′)e′1 ∧ . . . ∧ e′m,

÷òî äîêàçûâàåò ôîìóëó.
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Ëåêöèÿ 3. Билагранжев грассманиан
Óâåðæäåíèå 3.6. Îïåðàòîð P (ðåêóðñèâíûé îïåðàòîð) ñàìîñîïðÿæåí îòíîñè-
òåëüíî îáåèõ ôîðì A è B:

A(Pu, v) = A(u, Pv), B(Pu, v) = B(u, Pv).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà P . Ïóñòü kerB = 0.
Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü P = B−1A : V → V .
Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî îïåðàòîð ñî ñâîéñòâîì B(u, Pv) = A(u, v).

Ïî êîñîñèììåòðè÷íîñòè B(u, Pv) = A(u, v) = −A(v, u) = −B(v, Pu) = B(Pu, v).
Èòàê, ïîëó÷àåì óñëîâèå ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà P îòíîñèòåëüíî ôîðìû B.

Ñàìîñîïðÿæåííîñòü îòíîñèòåëüíî A:

A(u, Pv) = −A(Pv, u) = −B(Pv, Pu) = B(Pu, Pv) = A(Pu, v)

Ïîëó÷èëè óñëîâèå ñàìîìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà P îòíîñèòåëüíî ôîðìû A.

Òîãäà òåîðåìó Æîðäàíà-Êðîíåêåðà ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü äëÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííîãî îïåðàòîðà íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà Æîðäàíà-Êðîíåêåðà äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 3.9. Äëÿ ëþáîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà P â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå (V 2n, B) íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì K ñóùåñòâóåò áàçèñ, â
êîòîðîì ìàòðèöû îïåðàòîðà P è ôîðìû B áëî÷íî-äèàãîíàëüíû:

P =


P1

P2

..
.

Pk

 , B =


B1

B2

..
.

Bk


è êàæäàÿ ïàðà áëîêîâ Pi è Bi èìååò âèä

Pi =



λ
1 λ

..
.

..
.

0
1 λ

λ 1
λ ..

.

0 ..
.

1
λ


Bi =



1
1

0 ..
.

1
−1

−1
..
.

0
−1


Çàìå÷àíèå 3.7. Ðàçëîæåíèå ÆÊ çàâèñèò ëèøü îò ÆÍÔ îïåðàòîðà ðåêóðñèè
P .
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Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ïîëÿ K (íå îáÿçàòåëüíî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî) ýêâèâà-
ëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð P â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (V,B) ïðè-
âîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

2) Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà P ïðèíàäëåæàò ïîëþ K:

σ(P ) ⊂ K,

3) Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà P ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíî-
æèòåëè íàä ïîëåì K:

det(P − λE) =
∏
j

(λj − λ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ÆÊ â ñèìïëåêòè÷åñêîì ñëó÷àå íàìíîãî ïðîùå.
Øàã 1. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî V â ïðÿìóþ ñóììó êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

îïåðàòîðà P
V = ⊕λ∈KV λ.

Çäåñü
V λ = {v ∈ V | (P − λE)Nv = 0},

ãäå N äîñòàòî÷íî áîëüøîå.

Óâåðæäåíèå 3.7. Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùèå ðàçíûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî ôîðìû B:

V λ ⊥B V µ, λ 6= µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè λ 6= µ, òî îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà (P − λE) íà V µ ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííûì îïåðàòîðîì.
Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V µ ñóùåñòâóåò âåêòîð w = (P − λE)−1v ∈ V µ.
Äëÿ ëþáûõ eλ ∈ V λ, eµ ∈ V µ èìååì

B(eλ, eµ) = B(eλ, (P − λE)(P − λE)−1eµ) = B((P − λE)eλ, (P − λE)−1eµ) = . . . =

= . . . = B((P − λE)meλ, (P − λE)−meµ) = 0.

Çàìå÷àíèå 3.8. Êîðíåâûå ïîæïðîñòðàíñòâà P îðòîãîíàëüíû, äàæå åñëè

σ(P ) * K

Ýòî ëåãêî ïîêàçàòü, âçÿâ àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå K.
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Ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà: äëÿ êàæäîãî λ ∈ K ðàññìîòðèì
îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà P − λE íà ñîîòâåòñòâóþùåå êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî V λ.

Øàã 2. Ïóñòü òåïåü P - íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð

Pm = 0, Pm−1 6= 0.

Âûäåëèì îäèí áëîê.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð e1 ∈ V òàêîé, ÷òî Pm−1e1 6= 0. Ïîëîæèì ei =
P i−1e1.
Ñóùåñòâóåò âåêòîð fn ∈ V òàêîé ÷òî

B(ei, fn) = δin.

Ïîëîæèì fi = P n−ifn.
Òîãäà âåêòîðà ei, fj îáðàçóþò áàçèñ æîðäàíîâà áëîêà.

Â áàçèñå ei, fj ìàòðèöû îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà P è ôîðìû B íà ïîäïðîñòðàíñòâî
< ei.fj > ðàâíû

P =



0
1 0

..
.

..
.

1 0
0 1

0 ..
.

..
.

1
0


, B =

(
0 E
−E 0

)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
B(ei, ej) = 0, B(fi, fj) = 0.

Óâåðæäåíèå 3.8. Ïóñòü P - ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ñèìïëåêòè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (V,w). Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V ïîäïðîñòðàíñòâî

< v, Pv, . . . , PNv, . . . >

èçîòðîïíî.

Ñóùåñòâîâàíèå âåêòîðà fn ò.÷.

B(ei, fn) = δin

ëåãêî ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ äâóõ ïðîñòûõ óòâåðæäåíèé èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

Óâåðæäåíèå 3.9. Ëþáîå èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ëàãðàíæåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå.

Óâåðæäåíèå 3.10. Ëþáîé áàçèñ e1, . . . , en ëàãðàíæåâà ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ (V,w)
ìîæíî ðàñøèðèòü äî ñèìïëåêòè÷åñêîãî áàçèñà ei, fj ïðîñòðàíñòâà (V,w):

w(ei, fj) = δij.

Òåîðåìà î ïðèâåäåíèè ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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Âåùåñòâåííàÿ òåîðåìà Æîðäàíà-Êðîíåêåðà.

Òåîðåìà 3.10. Ëþáûå äâå êîñîñèììåòðè÷åñêèå áèëèíåéíûå ôîðìû A è B íà âåùå-
ñòâåííîì êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ìîæíî îäíîâðåìåííî ïðè-
âåñòè ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó, ïðè ýòîì êàæäûé áëîê áóäåò

1) ëèáî êðîíåêåðîâûì áëîêîì,

2) ëèáî æîðäàíîâûì áëîêîì ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ∈ R ∪ {∞},

3) ëèáî âåùåñòâåííûì æîðäàíîâûì áëîêîì ñ êîìïëåêñíûì ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì λ = α + iβ:

A =



Λ E
Λ ..

.

0 ..
.

E
Λ

−Λ
−E −Λ

..
.

..
.

0
−E −Λ


B =



E
E

0 ..
.

E
−E

−E
..
.

0
−E


Çäåñü Λ è E - ýòî 2× 2 ìàòðèöû Λ =

(
α −β
β α

)
è E =

(
1 0
0 1

)
.

Äîêàæåì âåùåñòâåííóþ òåîðåìó Æîðäàíà-Êðîíåêåðà â ñëó÷àå, êîãäà

1) ôîðìà B íåâûðîæäåíà
kerB = 0,

2) è ó îïåðàòîðà ðåêóðñèè P åñòü òîëüêî îäíà ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

α± iβ.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî

1) Êîìïëåêñèôèöèðîâàòü ïðîñòðàíñòâî

V C = V ⊗ C

2) Ïðèìåíèòü êîìïëåêñíóþ òåîðåìó Æîðäàíà-Êðîíåêåðà.

Óêàçàíèå 1. Åñëè e1 + iê1, . . . , en + iên, f1 + if̂1, . . . , fn + if̂n - áàçèñ êîìïëåêñíîãî
æîðäàíîâà áëîêà ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ = α + iβ, òî áàçèñ ñîîòâåòñòâóþùåãî
âåùåñòâåííîãî æîðäàíîâà áëîêà:

√
2e1,

√
2ê1, . . .

√
2en,

√
2ên,

√
2f1, −

√
2f̂1, . . .

√
2fn, −

√
2f̂n,

Óêàçàíèå 2. Âåêòîðû ej + iêj è fk + if̂k îðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû âåêòîðàì el − êl è
fm − f̂m, òàê êàê îíè ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâàì îïåðà-
òîðà P = B−1A.
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Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè

Óâåðæäåíèå 3.11. Â êàæäîì êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå îïåðàòîðà P , ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ïàðå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé α±iβ, ñóùåñòâó-
åò êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J , ñàìîñîïðÿæåííàÿ îòíîñèòåëüíî A è B.

Ýòà êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J - ïîëóïðîñòàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà
P − αE

β
.

Íàïîìèíàíèå èç êóðñà àëãåáðû:
Ëèíåéíûé îïåðàòîð A ïîëóïðîñò, åñëè ó ëþáîãî A-èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâ
åñòü äîïîëíèòåëüíîå A-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Åñëè ïîëå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî ïîëóïðîñòûå îïåðàòîðû ñóòü äèàãîíàëèçè-
ðóåìûå.
Îïåðàòîð N íèëüïîòåíòåí, åñëè Nk = 0 äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N.

Àääèòèâíîå ðàçëîæåíèå Æîðäàíà-Øåâàëëå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A:

A = S +N,

ãäå S - ïîëóïðîñòîé, à N - íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð, è [S,N ] = 0.

Åñëè ïîëå ñîâåðøåííî, òî
àääèòèâíîå ðàçëîæåíèå Æîðäàíà-Øåâàëëå îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî
S è N ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò A áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.

Ëþáîå ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè (â ÷àñòíîñòè, ïîëÿ R è C) è ëþáîå êîíå÷íîå
ïîëå ñîâåðøåííû.

Äëÿ îäíîãî âåùåñòâåííîãî æîðäàíîâà áëîêà:

P =



Λ
E Λ

..
.

..
.

0
E Λ

Λ E
Λ ..

.

..
.

E
Λ


, Λ =

(
α −β
β α

)
.
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Êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà

J =



J0

J0

..
.

0
J0

J0

J0

0 ..
.

J0


, J0 =

Λ− αE
β

=

(
0 −1
1 0

)
.

Çàìå÷àíèå 3.9. J ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, ò.å. J2 = −E, òàê êàê

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì
P − αE

β
ðàâåí (t2 + 1)n.

Îïåðàòîð J ñàìîñîïðÿæåí, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò P .

Ñõåìà âòîðîãî äîêàçàòåëüñòâà:

Ïðîäîëæèòü ôîðìû A è B äî êîìïëåêñíûõ áèëèíåéíûõ ôîðì íà V :

AC(u, v) = A(u, v)− iA(u, Jv), BC(u, v) = B(u, v)− iB(u, Jv).

Ïðèìåíèòü êîìïëåêñíóþ òåîðåìó Æîðäàíà-Êðîíåêåðà.

Óêàçàíèå. Åñëè e1, . . . , en, f1, . . . , fn - áàçèñ êîìïëåêñíîãî æîðäàíîâà áëîêà ñ ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì λ = αiβ, òî áàçèñ ñîîòâåòñòâóþùåãî âåùåñòâåííîãî áëîêà:

e1, −Je1, . . . , en, −Jen, f1, Jf1, . . . , fn, Jfn.

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ.

Àëãåáðà Ëè ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ îïèñàíà â
P. Zhang "Algebraic Properties of Compatible Poisson Structures" .

Îòìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ C ∈ Aut(V,A,B) çàäàþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè

CTAC = A, CTBC = B.

Ñîòâåòñòâóþùàÿ àëãåáðà Ëè çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

CTA+ AC = 0, CTB +BC = 0,

êîòîðûå íåñëîæíî ðåøèòü.

Òåîðåìà 3.11. (P. Zhang)
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî (V,A,B) ñîñòîèò èç
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1) êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ ðàçìåðà (2ki + 1)× (2ki + 1), ãäå i = 1, . . . , q è

1 ≤ k1 ≤ . . . ≤ kq,

ïðè ýòîì êðàòíîñòè êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ ðàâíû m1, . . . ,ml;

2) æîðäàíîâûõ áëîêîâ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λs, ãäå s = 1, . . . , p, à ïîëîâèíû
ðàçìåðîâ ðàâíû

k1(λ1), . . . , ks1(λ1)
. . .

k1(λp), . . . , ksp(λp),

ãäå k1(λt) ≥ k2(λt) ≥ . . . ≥ kst(λt).
Òîãäà

dimAut(V,A,B) =

p∑
t=1

(
st∑
j=1

(2q + 4j − 1)kj(λt)

)
+

q∑
j=1

(2kj+1)+
1

2

l∑
i=1

mi(mi−1).

Çàìå÷àíèå 3.10. Îáùèé îòâåò äëÿ Aut(V,A,B) èëè aut(V,A,B) ëåãêî ïîëó÷àåò-
ñÿ, åñëè ïîñ÷èòàòü èõ äëÿ ñóììû äâóõ áëîêîâ.

Òàêæå íàõîæäåíèå Aut(V,A,B) óïðîùàåòñÿ, åñëè ïîìíèòü, ÷òî Aut(V,A,B) ñî-
õðàíÿåò:

1) âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, â ÷àñòíîñòè:
ÿäåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî K,
ìàíòèéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî M ,
ÿäðà âñåõ ôîðì kerAλ;

2) îïåðàòîð ðåêóðñèè P (íà ñóììå æîðäàíîâûõ áëîêîâ M/K);

3) è ñîîòíîøåíèå
Au = Bv.

Ïóñòü e1, . . . , ek, f0, . . . , fk - êàíîíè÷åñêèé áàçèñ êðîíåêåðîâà k-áëîêà.
Òîãäà â áàçèñå ek, . . . , e1, fk, . . . , f0 ìàòðèöû ôîðì A è B èìåþò âèä

A =



1 0
0 . .

.
. .
.

1 0
−1

. .
.

0
−1 . .

.
0

0


B =



0 1
0 . .

.
. .
.

0 1
0

. .
. −1

0 . .
.

0
−1


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Òîãäà ýëåìåíòû Aut(V,A,B) èìåþò âèä

1
λ

..
.

1
λ

bk+1 . . . b2k λ

bk ..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

bk+1 ..
.

b1 . . . bk λ


, bi ∈ K, λ ∈ K∗.

Ñëåäñòâèå 3.5. Äëÿ îäíîãî êðîíåêåðîâà áëîêà (V,A,B) ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V
ÿâëÿåòñÿ Aut(V,A,B)-èíâàðèàíòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ëèáî îíî ñîäåðæèò ÿäåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî K ⊂ U ,
ëèáî îíî ñîäåðæèòñÿ â íåì K ⊃ U .

Ïóñòü òåïåðü ïðîñòðàíñòâî (V,A,B) ñîñòîèò èç q êðîíåêåðîâûõ p−áëîêîâ

A =



Eq 0
0 . .

.
. .
.

Eq 0
−Eq

. .
.

0 0
−Eq . .

.

0


B =



0 Eq
0 . .

.
. .
.

0 Eq
0

. .
. −Eq 0

0 . .
.

−Eq


Òîãäà ýëåìåíòû Aut(V,A,B) èìåþò âèä

Λ−T

..
.

..
.

Λ−T

Dk+1 . . . . . . D2k Λ

Dk ..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

D2 ..
.

Dk+1 ..
.

D1 D2 . . . Dk Λ


,

ãäå Λ ∈ GL(q,K), à ìàòðèöû Di = ΛSi, ãäå Si - ïðîèçâîëüíûå ñèììåòðè÷íûå q × q
ìàòðèöû.

Ïóñòü (V,A,B) - ñóììà l æîðäàíîâûõ áëîêîâ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 0. Ïåðå-
ñòàâèì áàçèñ, ÷òîáû

P =


0
Id2l ..

.

..
.

..
.

Id2l 0

 B =


Ω2l

. .
.

. .
.

Ω2l

 , Ω2l =

(
0 Idl
−Idl 0

)
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Òîãäà Aut(V,A,B) ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ âèäà
A1

A2 A1

..
.

..
.

..
.

An An−1 . . . A1

 ,

ãäå A1 ∈ Sp(2l,K), è ìàòðèöû Bi = A−1
1 Ai óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

BT
2 Ω2l + Ω2lB2 = 0,

. . .
BT
nΩ2l +BT

n−1Ω2lB2 + . . .+BT
2 Ω2lBn−1 + Ω2lBn = 0.

Çàìå÷àíèå 3.11. Äëÿ ñóììû l îäèíàêîâûõ æîðäàíîâûõ áëîêîâ Sp(2l,K) - ïîëó-
ïðîñòàÿ ÷àñòü ãðóïïû Aut(V,A,B):

Aut(V,A,B) ≈ Sp(2l,K)×H,

ãäå H - ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà.
Ýòî íå ñëó÷àéíî - íà ïðîñòðàíñòâå V/Nn−1 ìîæíî çàäàòü êîñîñèììåòðè÷åñêóþ
áèëèíåéíóþ ôîðìó ïî ôîðìóëå

Bn−1(u, v) = B(u,Nn−1v),

ãäå N = P − λE - íèëüïîòåíòíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà ðåêóðñèè.

Òàê ìû ïîëó÷àåì èíâàðèàíòíî îïðåäåëåííîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ðàç-
ìåðíîñòè 2l.

Òåîðåìà 3.12. (P. Zhang)
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî (V,A,B) ñîñòîèò èç li æîðäàíîâûõ ki-áëîêîâ ñ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì 0, ãäå i = 1, . . . , N è k1 > k2 > . . . > kN .
Ðàññìîòðèì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì ìàòðèöû îïåðàòîðà P = B−1A è
ôîðìû B èìåþò âèä

P =

P1

..
.

PN

 , B =

B1

..
.

BN

 ,

ïðð ýòîì áëîêè Pi è Bi ðàâíû

Pi =


0
E2li ..

.

..
.

..
.

E2li 0

 Bi =


Q2li

. .
.

. .
.

Q2li

 ,

ãäå Q2s =

(
0 Es
−Es 0

)
, à Es - ýòî åäèíè÷íàÿ s× s ìàòðèöà.
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Òîãäà àëãåáðà Ëè ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(V,A,B) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ
âèäà 

C1,1
1

C1,1
2 C1,1

1

..
.

..
.

..
.

C1,2
1 . . .

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

C1,1
n . . . . . . . . . C1,1

1 C1,2
m . . . C1,2

1

C2,1
1 C2,2

1

..
.

..
.

..
.

..
.

. . .

C2,1
m C2,1

1 C2,2
m . . . C2,2

1

. . . . . . . . .


ãäå Ci,j

s - ýòî li × lj ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

(Ci,j
s )TQ2lj +Q2liC

i,j
s = 0.

Â ÷àñòíîñòè ýëåìåíòû äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ Ci,i
s äîëæíû ëåæàòü â ñèìïëåêòè-

÷åñêîé ãðóïïå Ëè sp(2li,K), òàê êàê

(Ci,i
s )TQ2li +Q2liC

i,i
s = 0.

Òèïû ïîäïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 3.11. Ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ (V,A+ λB) íàçûâàåòñÿ
èíâàðèàíòíûì, åñëè îíî Aut(V,A,B)-èíâàðèàíòíî;
áè-èçîòðîïíûì, åñëè îíî èçîòðîïíî îòíîñèòåëüíî âñåõ ôîðì ïó÷êà A+ λB;
ìàêñèìàëüíî áè-èçîòðîïíûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì áîëüøåì áè-
èçîòðîïíîì ïîäïðîñòðàíñòâå;
áèëàãðàíæåâûì, åñëè îíî ìàêñèìàëüíî èçîòðîïíî îòíîñèòåëüíî ïî÷òè âñåõ ôîðì
ïó÷êà A+ λB;
äîïóñòèìûì, åñëè AU = BU .

Òåîðåìà 3.13. Ïóñòü P - íèëüïîòåíòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð íà ñèì-
ïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (V,B).
Òîãäà ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ V èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû àâòî-
ìîðôèçìîâ Aut(V,B, P ) èìååò âèä

W = ⊕(kerP ki ∩ ImP li).

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå îãðàíè÷èâàåò êîëè÷åñòâî è òèïû ñëàãàåìûõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V k
j ñóììó âñåõ æîðäàíîâûõ áëîêîâ âûñîòû (ðîâíî) k;

Äàëåå îáîçíà÷èì ÷åðåç Um(V k
j ) ïîäïðîñòðàíñòâî V k

j , ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ
âûñîòû m.
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Çàìå÷àíèå 3.12. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî (V,B, P ) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé æîðäàíîâûõ
áëîêîâ âûñîòû k1, . . . , kN , ãäå k1 > k2 > . . . > kN .
Òîãäà ëþáîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò âèä

Um1(V k1
j )⊕ . . .⊕ Umn(V kN

j ),

ãäå
0 ≤ m1 −m2 ≤ k1 − k2

. . .
0 ≤ mN−1 −mN ≤ kN−1 − kN .

Óâåðæäåíèå 3.12. Ëþáîå áèëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî - ìàêñèìàëüíî áè-èçîòðîïíî.

Ìàêñèìàëüíî áè-èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ (V, P ) áèëàãðàíæåâî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

dimL = dimV − 1

2
rankP.

Îïðåäåëåíèå 3.12. Áèëàãðàíæåâ ãðàññìàíèàí BLG(V, P ) = ìíîæåñòâî âñåõ áè-
ëàãðàíæåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ýòî ïîäìíîæåñòâî Ãðàññìàíèàíà Grk(V )).

Áèëàãðàíæåâ ãðàññìàíèàí BLG(V, P ) íèêîãäà íå ïóñò (ìîæíî âçÿòü "ïîëîâèíû
áëîêîâ" â ÆÊ ðàçëîæåíèè).

Ðàññìîòðèì ÿäåðíîå ïðîñòðàíñòâî

K =
∑

k−ðåãóë.

kerAλ.

K - áè-èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî (ò.å. èçîòðîïíîå äëÿ âñåõ ôîðì Aλ)
â êðîíåêåðîâîì ñëó÷àå K - åäèíñòâåííîå áèëàãðàíæåâî ïðîñòðàíñòâî.

Áèëèãðàíæèàí íå çàâèñèò îò êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ.

Òåîðåìà 3.14. Ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ (V, P ) áèëàãðàíæåâî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà
L ñîäåðæèò ÿäåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî K
L/K áèëàãðàíæåâî â M/K.

Îòìåòèì, ÷òî
K ⊂ L ⊂M.

Ðàññìîòðèì æîðäàíîâ ñëó÷àé. Ïóñòü kerB = 0. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð ðåêóðñèè

P = B−1A.

Òåîðåìà 3.15. Åñëè ôîðìà B íåâûðîæäåíà, òî ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ (V, P )
áèëàãðàíæåâî ⇔ L ëàãðàíæåâî îòíîñèòåëüíî B è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
P = B−1A:

PL ⊂ L.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Ïóñòü L ëàãðàíæåâî îòíîñèòåëüíî B è P -èíâàðèàíòíî. Ïî
îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà ðåêóðñèè P

A(u, v) = B(u, Pv).

Ïîýòîìó L èçîòðîïíî îòíîñèòåëüíî âñåõ ôîðì A+ λB è

dimL =
1

2
dimV.

Ñëåäîâàòåëüíî L áèëàãðàíæåâî.

(⇒) Ïóñòü L áèëàãðàíæåâî.
Òîãäà L ëàãðàíæåâî (ò.å. ìàêñèìàëüíî èçîòðîïíî) îòíîñèòåëüíî B è äëÿ ëþáûõ
u, v ∈ L

B(u, Pv) = A(u, v) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Pv ∈ L, ò.å. L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî P .

Ëþáîå èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî ïðîäîëæàåòñÿ äî áèëàãðàíæåâà.
Íå ëþáîå áè-èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî ïðîäîëæàåòñÿ äî áèëàãðàíæåâà.

Òåîðåìà 3.16. Áè-èçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà U ⊂ (V,A,B), êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ
â íåêîòîðîì áèëàãðàíæåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì

1) Åñëè ôîðìà B íåâûðîæäåíà è P = B−1A, òî U ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî
äî áèëàãðàíæåâà ïîäïðîñòðàíñòâà⇔ P -èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî UP ,
ïîðîæäåííîå U , áè-èçîòðîïíî.

2) Â îáùåì ñëó÷àå U ìîæåò áûòü ðàñøèðåíî äî áèëàãðàíæåâà ïîäïðîñòðàí-
ñòâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
U ñîäåðæèòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå-ìàíòèè M .
Ïîäïðîñòðàíñòâî U/(U ∩K) áè-èçîòðîïíî â M/K.

Ïðîñòðàíñòâî V ðàñïàäàåòñÿ â ñóììó êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ P

V = ⊕λVλ,

êîòîðûå îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî P .

Òåîðåìà 3.17. Â æîðäàíîâîì ñëó÷àå ëþáîå áèëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂
(V, P ) åñòü ïðÿìàÿ ñóììà áèëàãðàíæåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Lλ â êîðíåâûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâàõ Vλ:

L = ⊕λLλ.

Òåîðåìà 3.18. Åñëè (V,A+ λB) ñîñòîèò èç îäíîãî æîðäàíîâà áëîêà ñ ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì 0, òî äëÿ ëþáîãî ëàãðàíæåâà ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ (V,A + λB)
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ñóùåñòâóåò áàçèñ e1, . . . , en, f1, . . . , fn, â êîòîðîì ìàòðèöû A è B êàê â òåîðåìå
ÆÊ:

A =



0 1
0 0 ..

.

..
.

1
0

0
−1 0 0

..
.

..
.

−1 0


B =



1
0 1

..
.

1
−1

−1 0
..
.

−1


,

(3.1)
à áèëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî L èìååò âèä

L =< es, es+1, . . . , en, f1, . . . , fs−1 > (3.2)

ãäå s ≤ n
2
. Áîëåå òîãî, ÷èñëî s îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Ïóñòü N - íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð íà V . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
Âåêòîð v èìååò âûñîòó m, åñëè

Nmv = 0, Nm−1v 6= 0.

Ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V èìååò âûñîòó m, åñëè m - ìàêñèìóì âûñîò âåêòîðîâ â U .

Äëÿ æîðäàíîâà áëîêà â êà÷åñòâå N ìû áåðåì íèëüïîòåíòíóþ ÷àñòü îïåðàòîðà
ðåêóðñèè N = P − λE.
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Ïîìåñòèì áàçèñ â òàáëèöó

e1 f1

e2 fn−1

..
.

..
.

en−1 f2

en f1

Òîãäà áèëàãðàíæåâû ïîäïðîñòðàíñòâà èìåþò âèä

e1

e2

e3

..
.

en−1

en

,

e2

e3

..
.

en−1

en f1

,

e3
..
.

en−1 f2

en f1

, . . .

en−1
2

en+1
2

fn−1
2

..
.

..
.

en f1

èëè

en
2

fn
2

..
.

..
.

en f1

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) Âûñîòà L ìàêñèìàëüíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò e1 ∈ L âûñîòû n.
Ïîñòðîèì áàçèñ æîðäàíîâà áëîêà. Ïîëîæèì ei = N i−1e1.
Âûáåðåì ïîèçâîëüíûé fn ∈ V ò.÷.

B(ei, fn) = δin, i = 1, . . . , n.

Ïîëîæèì fn−i = N ifn.
Òàê êàê N ñàìîñîïðÿæåí (îòíîñèòåëüíî B).

B(ei, fj) = B(ei, N
n−jei, fn) = B(Nn−jei, fn) = B(en−j+1, fn) = δij.

Ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî âåêòîðû e1, . . . , en, f1, . . . , fn îáðàçóþò áàçèñ æîðäàíîâà
áëîêà.
L èìååò òðåáóåìûé âèä

L =< e1, . . . , en >,

ïîñêîëüêó L èìååò ðàçìåðíîñòü n è P -èíâàðèàíòíî.

2) Âûñîòà L íå ìàêñèìàëüíà.
Âîçüìåì ìàêñèìàëüíîå s òàêîå ÷òî L ⊂ ImN s. Ïåðåõîäÿ ê îðòîãîíàëüíûì
äîïîëíåíèÿì, ïîëó÷àåì, ÷òî L ⊃ kerN s.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé e1 òàêîé ÷òî âåêòîð N se1 = es+1 ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì
íàèáîëüøåé âûñîòû â L. Ïîñòðîèì áàçèñ ÆÊ e1, . . . , en, f1, . . . , fn êàê íà øàãå
1.
Ïðîñòðàíñòâî L èìååò òðåáóäåìûé âèä

L =< es, es+1, . . . , en, f1, . . . , fs−1 >,

ïîòîìó ÷òî îíî ñîäåðæèò kerN s, es è P -èíâàðèàíòíî.
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Îïðåäåëåíèå 3.13. Ïóñòü P - æîðäàíîâ ïó÷îê íà V . Áèëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàí-
ñòâî L ⊂ BLG(V, P ) ðàçëîæèìî, åñëè ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå V â ïðÿìóþ ñóììó
æîðäàíîâûõ áëîêîâ

V = J1 ⊕ . . .⊕ JN ,

ò.÷. áèëàãðàíæåâî ïðîñòðàíñòâî òîæå ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

L = L1 ⊕ . . .⊕ LN ,

ãäå êàæäîå Li = L ∩ Ji - áèëàãðàíæåâî â Ji.

Íå âñå áèëàãðàíæåâû ïðîñòðàíñòâà ðàçëîæèìû.

Ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì ñóììó æîðäàíîâûõ 1- è 3- áëîêîâ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 0

(V, P ) = J0,2 ⊕ J0,6.

Òîãäà â áàçèñå ei,j, fi,j ÆÊ ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâî

L =< e1,3, f1,1, e1,2 + e2,1, f1,2 − f2,1 >

áèàëãðàíæåâî, íî íå ðàçëîæèìî. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî L + kerP/ kerP
äâóìåðíî, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ ðàçëîæèìûõ ïðîñòðàíñòâ.

Êîëè÷åñòâî îðáèò Aut(V, P ) â BLG(V, P ) ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì.
Íàïðèìåð ýòî òàê äëÿ ñóììû æîðäàíîâûõ 1-, 3-, . . . , 2n+ 1-áëîêîâ ïðè n > 5:

(V, P ) = J0,2 ⊕ . . .⊕ J0,4n+2.

Ðàññìîòðèì áèëàãðàíæåâû ïîäïðîñòðàíñòâàBLGU(V ), ñîäåðæàùèåAut(V, P )-èíâàðèàíòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî

U =
n−1∑
i=1

(kerP i∩ ∈ P i) (3.3)

Â ÆÊ áàçèñå
U = ⊕ni=2 < ei,2i−1, . . . , ei,i+1, fi,1, . . . , fi,i−1 > (3.4)

Òàê êàê U áè-èçîòðîïíî

U⊥ = U ⊕
n⊕
i=1

< ei,i, fi,i > (3.5)

Ñ îäíîé ñòîðîíû dimBLGU(V ) âåëèêà.

dimBLGU(V ) = dimBLG U⊥/U.

Îäíà èç ôîðì =0, ïîýòîìó áèëàãðàíæåâû â U = ëàãðàíæåâû â U⊥/U . Ïîýòîìó

dimBLGU(V ) = dim Λ(n) =
n(n+ 1)

2
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû ãðóïïà Aut(V, P ) äåéñòâóåò íà dimBLGU(V ) êàê ìàëåíüêàÿ ãðóï-
ïà, òàê êàê îíà ñîõðàíÿåò âñå ïîäïðîñòðàíñòâà

< ei,i, fi,i >

â U⊥/U . Ïîëó÷àåì ïîäãðóïïó â ïðîèçâåäåíèè n ñèìïëåêòè÷åñêèõ ãðóïï:

dim

Sp(2)× . . .× Sp(2)︸ ︷︷ ︸
n

 = 3n.

Òåîðåìà 3.19. Äëÿ îäíîãî æîðäàíîâà áëîêà J0,2n ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 0:

1) áèëàãðàíæåâ ãðàññìàíèàí ðàñïàäàåòñÿ íà dn
2
e îðáèò äåéñòâèÿ Aut(J0,2n);

2) òîëüêî îäíà îðáèòà îòêðûòà. Áèëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî L îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ (ò.å. ïðèíàäëåæèò îòêðûòîé îðáèòå Aut(J0,2n)) ⇔ ñóùåñòâóåò
âåêòîð v ìàêñèìàëüíîé âûñîòû ò.÷.

L =< v, Pv, . . . , P n−1v >

3) îòêðûòàÿ îðáèòà èìååò ðàçìåðíîñòü n è èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó
ñóììû n− 1 ðàññëîåíèé ãèïåðïëîñêîñòåé O(1) íàä KP 1 = Λ(1).

Åñëè âåêòîð èìååò âèä

v = p1e1 + . . . pnen + q1f1 + . . .+ qnfn,

òî ñîîòâåòâóþùåå áèëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî ïîðîæäàåòñÿ ñòðîêàìèp1 . . . pn q1 . . . qn

..
.

..
.

..
.

. .
.

p1 qn


Íåñëîæíî ïîñòðîèòü àòëàñ èç äâóõ êàðò, äëÿ êîòîðûõ p1 6= 0 èëè qn 6= 0.

Òåîðåìà 3.20. Aut(V, P )-èíâàðèàíòíûå áèëàãðàíæåâû ïîäïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâó-
þò ⇔ ðàçìåðíîñòè âñåõ æîðäàíîâûõ áëîêîâ äåëÿòñÿ íà 4.

Áîëåå òîãî, ýòî èíâàðèàíòíîå áèëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî åäèíñòâåííî -
ýòî ñóììà
ÿäåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà K
è ïîäïðîñòðàíñòâ

ker(P − λE)2k

äëÿ êàæäîãî æîðäàíîâà 4k × 4k áëîêà ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ (è îïåðàòîðîì
ðåêóðñèè P íà íåì).
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Ëåêöèÿ 4. Пуассоновы многообразия

Ïóàññîíîâû ìíîãîáðàçèÿ. Áèâåêòîð Ïóàññîíà.

Ïóñòü M - ãëàäêîå îäíîìåðíîå âåùåñòâåííîå ìíîãîîáðàçèå.

Ñîãëàøåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ:

C∞ - ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé íà M .
Êîñîñèììåòðè÷íûå òåíçîðû òèïà (k, 0) íàçûâàåì k-âåêòîðàìè.
Âûïîëíåíî ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ Ýíøòåéíà (ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ
âåðõíèì è íèæíèì èíäåêñàì). Íàïðèìåð,

df =
∂f

∂x1
dx1 + . . .+

∂f

∂xn
dxn =

∂f

∂xi
dxi.

Ïîäðîáíåå î ïóàññîíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ:

J.-P. Dufour, N.T. Zung "Poisson structures and their normal forms"
Cannas da Silva, A. Weinstein "Geometric models for noncommunicative algebras"

Îïðåäåëåíèå 4.14. Ñêîáêîé Ïóàññîíà íà ìíîãîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ êîñîñèì-
ìåòðè÷íîå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

{·, ·} : C∞(M)× C∞(M),

f, g → {f, g}

óäîâëåòâîðÿþùåå òîæäåñòâó Ëåéáíèöà

{fg, h} = f{g, h}+ {f, h}g

è òîæäåñòâó ßêîáè

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

Áèëèíåéíîñòü çäåñü îçíà÷àåò R-áèëèíåéíîñòü:

{cf, g} = c{f, g}, {f + g, h} = {f, h}+ {g, h}

äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f, g, h ∈ C∞(M) è ëþáîãî ñêàëÿðà c ∈ R.

Ìû íàïèñàëè óñëîâèå ëèíåéíîñòè ëèøü ïî îäíîìó àðãóìåíòó. Îíî ýêâèâàëåíòíî
áèëèíåéíîñòè èç-çà êîñîñèììåòðè÷íîñòè

{f, g} = −{g, f}.

Îïðåäåëåíèå 4.15. Ìíîãîîáðàçèå M , ñíàáæåííîå ñêîáêîé Ïóàññîíà {·, ·}, íàçû-
âàåòñÿ ïóàññîíîâûì ìíîãîîáðàçèåì.
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Àíàëèòè÷åñêèå è ãîëîìîðôèíûå ñêîáêè Ïóàññîíà îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Åñëè K 6= R, òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïóàññîíîâû àëãåáðû (îá ýòîì ïîçæå).

Ïðèìåð

Íà ëþáîì ìíîãîáðàçèè M ìîæíî ââåñòè íóëåâóþ ñêîáêó Ïóàññîíà:

{f, g} = 0, ∀f, g ∈ C∞(M).

Óâåðæäåíèå 4.13. Äëÿ ëþáîãî áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

{·, ·} : C∞(M)× C∞(M)→ C∞(M)

óäîâëåòâîðÿþùåãî òîæäåñòâó Ëåéáíèöà

{fg, h} = f{g, h}+ {f, h}g

ñóùåñòâóåò òàêîå òåíçîðíîå ïîëå òèïà (0, 2) Aij íà ìíîãîîáðàçèè M , ÷òî

{f, g} = Aij ∂f
∂xi

∂g

∂xj
. (4.1)

Ëþáàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà {·, ·} çàäàåòñÿ íåêîòîðûì áèâåêòîðîì Ïóàññîíà

A =
∑
i<j

Aij
∂

∂xi
∧ ∂

∂xi
.

À èìåííî, äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f è g âûïîëíåíî

{f, g} = Aij
∂f

∂xi
∂g

∂xi
.

Ñêîáêó Ïóàññîíà ñ áèâåêòîðîì A òàêæå îáîçíà÷àþò ÷åðåç {, }A.

Äëÿ äîêçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 4.13 âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Àäàìàðà

Ëåììà 4.5. Àäàìàðà
Ïóñòü f : Rn → R - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåííàÿ â âûïóêëîé îêðåñòíîñòè U
òî÷êè 0 ∈ Rn.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ãëàäêèå ôóíêöèè

g1, . . . , gn : Rn → R,

îïðåäåëåííûå â U , ÷òî äëÿ âñåõ x = (x1, . . . , xn) ∈ U èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x1, . . . , xn) = f(0) +
n∑
i=1

xigi(x
1, . . . , xn), gi(0) =

∂f

∂xi
(0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà Àäàìàðà äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Íüþòîíà-
Ëåéáíèöà:

f(x)− f(0) =

∫ 1

0

df(tx)

dt
dt =

∫ 1

0

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(tx)dt =

n∑
i=1

xigi(x),

gi(x) :=

∫ 1

0

∂f

∂xi
(tx)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. (ñóùåñòâîâàíèå áèâåêòîðà Ïóàññîíà)
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó p ∈M . Ïóñòü (x1, . . . , xn) - ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû
â îêðåñòíîñòè p.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p - íà÷àëî êîîðäèíàò. Îáùèé ñëó÷àé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äîêàæåì, ÷òî â òî÷êå p

{f, g} =
∂f

∂xi
{xi, g}.

{f(0), g} = f(0){1, g} = 0, ïîòîìó ÷òî ïî òîæäåñòâó Ëåéáíèöà

{1, g} = {1 · 1, g} = {1, g}+ {1, g}.

Ñêîáêà ñî âòîðûì ñëàãàåìûì äàåò íóæíîå âûðàæåíèå:{
xi
∂f

∂xi
(0), g

}
=
∂f

∂xi
(0){xi, g}.

Ñêîáêà ñ òðåòüèì ñëàãàåìûì òîæå ðàâíà íóëþ (â òî÷êå p):

{xixjhij, g} = xi{xjhij, g}+ xjhij{xi, g} = 0.

Óïðàæíåíèå 4.5. Ïîêàçàòü, ÷òî òåíçîðíîå ïîëå Aij ÿâëÿåòñÿ áèâåêòîðîì Ïóàñ-
ñîíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
êîñîñèììåòðè÷íî Aij = −Aji.
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó∑

öèêë. i,j,k

Ais∂A
jk

∂xs
= 0. (4.2)

Òîæäåñòâî (4.2) - ýòî çàïèñàííîå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ òîæäåñòâî ßêîáè.

Óïðàæíåíèå 4.6. Ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùèå áèâåêòîðíûå ïîëÿ çàäàþò ñêîáêó
Ïóàññîíà.
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1) Áèâåêòîðíîå ïîëå

A =
k∑
i=1

∂

∂x2i−1
∧ ∂

∂x2i

íà R2n(x1, . . . , xn) (è, êàê ñëåäñòâèå, ëþáîé áèâåêòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè).

2) Ëþáîå áèâåêòîðíîå ïîëå

A = f(x, y)
∂

∂x
∧ ∂

∂y

íà R2(x, y).

Äàëåå ìû óêàæåì áîëåå ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû ïðîâåðêè òîæäåñòâà ßêîáè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå òàêæå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ëåììû Àäàìàðà.

Óâåðæäåíèå 4.14. R-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

Π : C∞(M)× . . .× C∞(M)︸ ︷︷ ︸
k

→ C∞(M)

çàäàåò k-âåêòîð Πi1,...,ik ïî ôîðìóëå

Π(f1, . . . , fn) = Πi1,...,ik
∂f1

∂xi1
. . .

∂fk
∂xik

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Π êîñîñèììåòðè÷íî è óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó
Ëåéáíèöà:

Π(fg, f2, . . . , fk) = fΠ(g, f2, . . . , fk) + gΠ(f, f2, . . . , fk).

Èñïîëüçóÿ ýòî óòâåðæäåíèå, ëåãêî ïîêàçàòü ñëåäóþùåå.

Óïðàæíåíèå 4.7. Ïóñòü Π - áèâåêòîðíîå ïîëå íà M . Çàäàäèì "ñêîáêó Ïóàññîíà"
ïî ôîðìóëå:

{f, g} := Πij ∂f

∂xi
∂g

∂xj
.

Ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

Λ(f, g, h) = {{f, g}, h}+ {{g, h}, f}+ {{h, f}, g}

îïðåäåëÿåò 3-âåêòîð íà M .

3-âåêòîðíîå ïîëå Λ íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàòîðîì.

Óïðàæíåíèå 4.8. Ïðîâåðèòü, ÷òî â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

Λijk =
∑
i<j<k

( ∑
öèêë. i,j,k

∂Aij

∂xs
Ask
)

∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
∧ ∂

∂xk
.
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Ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ.

Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ êàê äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð.

Îïðåäåëåíèå 4.16. Ïóñòü M - ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, òîãäà âåêòîðíîå ïîëå v íà
íåì - ýòî R-ëèíåéíûé îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé

v : C∞(M)→ C∞(M),

f → v(f),

óäîâëåòâîðÿþùèé òîæäåñòâó Ëåéáíèöà

v(fg) = fv(g) + v(f)g.

Ïðè ïîìîùè ëåììû Àäàìàðà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ
(x1, . . . , xn) ëþáîé òàêîé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð èìååò âèä

v = vi
∂

∂xi
.

Íà ôóíêöèè f ∈ C∞(M) îí äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

v(f) = vi
∂f

∂xi
.

Äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè H íà ïóàññîíîâñêîì ìíîãîîáðàçèè (M, {, }) îòîáðà-
æåíèå

vH : f → {f,H}
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó Ëåéáíèöà.

Ïîýòîìó vH ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì íà M .

Îïðåäåëåíèå 4.17. Âåêòîðíîå ïîëå

vH = {·, H},

íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì ñ ãàìèëüòîíèàíîì H.

Åñëè ñêîáêà Ïóàññîíà çàäàåòñÿ áèâåêòîðíûì ïîëåì

A =
∑
i<j

Aij ∂
∂xi
∧ ∂

∂xj
,

òî êîîðäèíàòû ãàìèëüòîíîâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ðàâíû

viH = Aij ∂H
∂xj

.

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáëà Ëè - ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V , ñíàáæåííîå êîñîñèì-
ìåòðè÷íîé áèëèíåéíîé îïåðàöèåé

[·, ·] : V × V → V,

(íàçûâàåìîé êîììóòàòîðîì èëè ñêîáêîé Ëè) óäîâëåòâîðÿþùåé òîæäåñòâó ßêîáè

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.
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1) Äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâî V ìíîæåñòâî åãî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé End(V ) ÿâëÿåòñÿ àãåáðîé Ëè, ãäå ñêîáêà Ëè - ýòî êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ

[A,B] := AB −BA.

2) Ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé V ect(M) îáðàçóþò àëãåáðó Ëè
îòíîñèòåëüíî êîììóòàòîðà âåêòîðíûõ ïîëåé

[u, v](f) := u(v(f))− v(u(f)).

3) Ëþáàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà {, } çàäàåò íà C∞(M) ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè.

Ïóñòü (M,A) - ïóàññîíîâî ìíîãîîáðàçèå.

Óâåðæäåíèå 4.15. Îòîáðàæåíèå

f → −vf

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç àëãåáðû Ëè ãëàäêèõ ôóíêöèé C∞(M) â àëãåáðó Ëè
âåêòîðíûõ ïîëåé V ect(M).
Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáûõ f, g ∈ C∞(M) âûïîëíåíî

[vf , vg] = −v{f,g}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäñòâèå èç òîæäåñòâà ßêîáè:

[vf , vg](h) = {f, {g, h}} − {g, {f, h}} = {{f, g}, h} = −v{f,g}(h).

Ïîä÷åðêíåì, f → vf - ýòî àíòèãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè.

Çàìå÷àíèå 4.13. Â íåêîòîðûõ ñòàòüÿõ è ó÷åáíèêàõ íåêîòîðûå ôîðìóëû ïèøóò
ñ äðóãèì çíàêîì. Ýòî ñòàíäàðíòíàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé (è ïóàññî-
íîâîé) ãåîìåòðèè.

Ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü V - êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Óâåðæäåíèå 4.16. Åñëè G = (gij) - íåâûðîæäåííûé òåíçîð òèïà (0, 2) íà V , òî
ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû G−1 = (gij), çàäàâàåìûå ôîðìóëîé∑

k

gikgkj = δij,

îáðàçóþò òåíçîð òèïà (0, 2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òåíçîð òèïà (0, 2) - ýòî áèëèíåéíàÿ ôîðìà

G : V → V ∗.

Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
G−1 : V ∗ → V

ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé íà V ∗, ò.å. òåíçîðîì òèïà (0, 2).
Çäåñü V ∗∗ = V , ò.ê. V êîíå÷íîìåðíî.

Îïðåäåëåíèå 4.18. Ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (M,w) - ýòî ìíîãîîáðàçèå ñ
çàäàííîé íà íåì íåâûðîæäåííîé çàìêíóòîé 2-ôîðìîé w.

Ñèìïëåêòè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ âñåãäà ÷åòíîìåðíû

dimM = 2n,

ò.ê. 2-ôîðìû íà êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ âûðîæäåíû.

Ôîðìà w íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà M2n.
Óñëîâèÿ íà w:

1) Çàìêíóòîñòü:
dw = 0.

2) Íåâûðîæäåííîñòü - ôîðìà
w ∧ . . . ∧ w︸ ︷︷ ︸

n

íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íè â êàêîé òî÷êå x ∈M .

Ïîêàæåì, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñóòü íåâûðîæäåííàÿ ïóàññîíîâà ñòðóê-
òóðà.
Ïóñòü w - íåâûðîæäåííàÿ 2-ôîðìà.

Îïðåäåëèì ñêîáêó Ïóàññîíà ïî ôîðìóëå

{f, g} = Ωij ∂f

∂xi
∂g

∂xj
, ãäå Ωijwjk = δik. (4.3)

Óâåðæäåíèå 4.17. Íåâûðîæäåííàÿ 2-ôîðìà w çàìêíóòà

dw = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñêîáêà (4.3) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ßêîáè

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.
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Òàê æå êàê è íà ïóàññîíîâñêîì ìíîãîîáðàçèè, ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ H íà
ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, w) çàäàåò âåêòîðíîå ïîëå ïî ôîðìóëå

XH = w−1dH.

Ýêâèâàëåíòíî, XH ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé

w(u,XH) = u(H).

Ïîëå XH íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì ñ ãàìèëüòîíèàíîì H.
Ýòî ïîëå òàêæå èíîãäà íàçûâàþò êîñûì ãðàäèåíòîì è îáîçíà÷àþò sgradH.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé.

Óâåðæäåíèå 4.18. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f è g íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè
(M,w) âûïîëíåíî òîæäåñòâî:

w(vf , vg) = vf (g) = −{f, g}

Çàìå÷àíèå 4.14. Â îáùåì ñëó÷àå, äèôôåðåíöèàë k-ôîðìû η çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå

dw(v0, . . . , vk) =
∑
i

(−1)ivi(w(v0, . . . , v̂i, . . . , vk))+

+
∑
i<j

(−1)i+jw([vi, vj], v0, . . . , v̂i, . . . , v̂j, . . . , vk)

Ýòó ôîðìóëó ëåãêî ïðîâåðèòü:

1) îáå ÷àñòè âûðàæåíèÿ êîñîñèììåòðè÷íû è C∞(M) - ëèíåéíû ïî àðãóìåíòàì
vi,

2) ôîðìóëà âûïîëíåíà äëÿ áàçèñíûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ vj =
∂

∂xj
.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ñèìïëåêòè÷åñêèå ñòðóêòóðû ñóòü íåâûðîæäåííûå ïóàññîíîâû.)

Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé äëÿ dw.

dw(v1, v2, v3) = v1w(v2, v3) + w(v1, [v2, v3]) + v2w(v3, v1)+

+w(v2, [v3, v1]) + v3w(v1, v2) + w(v3, [v1, v2]).

Ðàâåíñòâî dw = 0 äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé:

v1 = vf , v2 = vg, v3 = vh. (4.4)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî dw = 0 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ∈M .
Â òî÷êå x äèôôåðåíöèàë dw çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ vi â ýòîé òî÷êå.
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È ìû âñåãäà ìîæåì äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ (4.4) â îäíîé òî÷êå x.

Ïðîâåðèì, ÷òî "çàìêíóòîñòü ïåðåõîäèò â òîæäåñòâî ßêîáè" .
Äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç Σöèêë. áóäåì îáîçíà÷àòü ñóììó ïî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå
f, g è h,

0 = dw(vf , vg, vh) = Σöèêë.[vf (w(vg, vh)) + w(vf , [vg, vh])] =

= Σöèêë.[−vf ({g, h})−vg(vh(f))+vh(vg(f))] = Σöèêë.[{f, {g, h}}−vg(vh(f))+vh(vg(f))] =

= 3({f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}}).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ëåêöèÿ 5. Примеры пуассоновых мноообразий

Ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñêîáêè Ïóàññîíà íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V n.
Âàæíåéøèå ïðèìåðû ñêîáîê Ïóàññîíà:

1) Ñêîáêè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:∑
i<j

Aij
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
.

Ëþáîé òàêîé áèâåêòîð - áèâåêòîð Ïóàññîíà.

2) Ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà (ëèíåéíàÿ ñêîáêà):

∑
i<j

(∑
k

Ck
ijxk

)
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
.

Êîãäà ëèíåéíûé áèâåêòîð çàäàåò ñêîáêó Ïóàññîíà?

Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà

∑
i<j

(∑
k

Ck
ijxk

)
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj

çàäàåò íà ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ôóíêöèé V ∗ ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè

{xi, xj} = Ck
ijxk.

Âåðíî è îáðàòíîå (ëèíåéíûå ñêîáêè Ïóàññîíà è àëãåáðû Ëè ñóòü îäíî è òî æå).

Óâåðæäåíèå 5.19. Íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå g ê ëþáîé êîíå÷íîìåðíîé àë-
ãåáðå Ëè g ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ëèíåéíàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà, çàäàííà ôîðìó-
ëîé

{f, g}(x) =< x, [df |x , dg|x] > . (5.1)

Â ôîðìóëå (5.1):
x ∈ g∗.
f, g - ôóíêöèè íà g.
ìû îòîæäåñòâëÿåì (g∗)∗ = g è ðàññìàòðèâàåì äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé df, dg êàê
ýëåìåíòû g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ e1, . . . , en - ïðîèçâîëüíûé áàçèñ
g.
Ïóñòü
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1) x1, . . . , xn - ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû íà g∗.

2) Ck
g - ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû g:

[ei, ej] = Ck
ijek.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â êîîðäèíàòàõ ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà èìååò âèä

< x, [df |x , dg|x] >=
∑
i,j

(∑
k

Ck
ijxk

)
∂f

∂xi

∂g

∂xj
.

Ýòà ñêîáêà çàäàåòñÿ áèâåêòîðîì, ïîýòîìó äëÿ íåå îñòàåòñÿ ëèøü ïðîâåðèòü òîæäå-
ñòâî ßêîáè.
Åãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Äëÿ íèõ

{xi, xj} = Ck
ijxk

è òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà è äëÿ àëãåáðû g - îäíî è òî æå óðàâ-
íåíèå Ck

ij.

Òåîðåìà Äàðáó-Âàéíøòåéíà.

Òåîðåìà 5.21. (Äàðáó-Âàéíøòåéíà)
Â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ïóàññîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ Mn ñóùåñòâóþò
ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

p1, . . . , pm, q1, . . . , qm, s1, . . . , sk, (2m+ k = n),

â êîòîðûõ ñêîáêà Ïóàññîíà èìååò âèä

{pi, qj} = δij, {si, sj} = φij(s1, . . . , sk),

ãäå âñå ôóíêöèè φij îáðàùàþòñÿ â íîëü â òî÷êå x.
Âñå îñòàëüíûå ïîïàðíûå ñêîáêè êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ðàâíû íóëþ.

Èíûìè ñëîâàìè, áèâåêòîð Ïóàññîíà èìååò âèä

A =
∞∑
i=1

∂

∂pi
∧ ∂

∂qi
+
∑
i<j

φij(s)
∂

∂si
∧ ∂

∂si
.

Ìàòðèöà áèâåêòîðà Ïóàññîíà â òåîðåìå Äàðáó-Âàéíøòåéíà 0 Em 0
−Em 0 0

0 0 Φ(s)

 .

Ïðè ýòîì Φ(s(x)) = 0.

Ïîêàæåì, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Äàðáó-Âàéíøòåéíà, ÷òî ëþáîå ïóàññîíîâî ìíîãîîá-
ðàçèå ðàñïàäàåòñÿ â äèçúþíêòâíîå îáúåäèíåíèå ñèìïëåêòè÷åñêèõ.
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Ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû.

Ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ XH íà ïóàññîíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (Mn,A) çàìå-
òàþò ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû.

Îïðåäåëåíèå 5.19. Äâå òî÷êè íà ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè íàçîâåì ýêâèâàëåíò-
íûìè, åñëè èõ ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé èç îòðåçêîâ ôàçîâûõ êðèâûõ ãàìèëüòî-
íîâûõ ïîëåé.
Êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ äðóã äðóãó òî÷åê íàçûâàþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè ëèñòà-
ìè ïóàññîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû Äàðáó-Âàéíøòåéíà.

Òåîðåìà 5.22. Êàæäûé ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò F ïóàññîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (M,Π)
- ýòî ïîãðóæåííîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.
Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ëèñòàõ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

w(Xf , Xg) = −{f, g}.

Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà Π ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè ñòðóêòó-
ðàìè íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòàõ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â êîîðäèíàòàõ (pi, qi, si) ìàòðèöà áèâåêòîðà Ïóàññîíà - êàê
â òåîðåìå Äàðáó-Âàéíøòåéíà: 0 Em 0

−Em 0 0
0 0 Φ(s)

 , Φ(s(x)) = 0,

òî ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ñ ãàìèëüòîíèàíîì H â òî÷êå x èìååò âèä(
∂H

∂q
,−∂H

∂p
, 0

)
.

Ëîêàëüíî ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò Fs ïðîõîäÿùèé ÷åðåç x:

si = 0.

Ðàçáåðåì íåêñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Àëãåáðà Ëè sl(2,R). Â áàçèñå

h =

(
1 0
0 −1

)
e+ f =

(
0 1
1 0

)
e− f =

(
0 1
−1 0

)
âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

[h, e+ f ] = 2(e− f), [h, e− f ] = 2(e+ f), [e+ f, e− f ] = −2h.

Ïîýòîìó â áàçèñå h, e+ f, e− f ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû èìåþò âèä

C12
3 = 2, C13

2 = 2, C23
1 = −2.
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Ñêîáêà Ïóàññîíà-Ëè â òîì æå áàçèñå h, e+ f, e− f ðàâíà

Aij =

 0 2z 2y
−2z 0 −2x
−2y 2x 0


Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

rkA =

{
0, â òî÷êå (0, 0, 0),

2, â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Óâåðæäåíèå 5.20. Ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ íà sl(2,R)
ñîõðàíÿþò ôóíêöèþ

f(x, y, z) = x2 + y2 − z2.

Óêàçàíèå: df ∈ kerAij.

Îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ:

1) Òî÷êà (0, 0, 0)

2) Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ïîâåðõíîñòè x2 + y2 − z2 = const âñå íà÷àëà êîîðäèíàò.

Àëãåáðà Ëè so(3,R)
so(3,R) ñîñòîèò èç êîñîñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö 3× 3.
Â áàçèñå

e1 =

 1 0 0
−1 0 0
0 0 0

 , e2 =

0 0 −1
0 0 1
0 −1 0


âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

[ei, ej] = εijkek.

Ïîýòîìó â áàçèñå e1, e2, e3 ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòñû èìåþò âèä

C12
3 = 1, C13

2 = −1, C23
1 = 1

Ñêîáêà Ïóàññîíà-Ëè ðàâíà

Aij =

 0 z −y
−z 0 x
y −x 0


Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

rkA =

{
0, â òî÷êå (0, 0, 0),

2, â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ - ñôåðû

x2 + y2 + z2 = const

(Âêëþ÷àÿ òî÷êó (0, 0, 0)).
Ïðèìåðû ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé:
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1) Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå (T ∗M,w0).

2) Êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ, â ÷àñòíîñòè

Ëèíåéíîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî (Cn), h(z) =
1

2

n∑
i=1

zizi).

Êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CPn.

3) Ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû ïóàññîíîâûõ ìíîãîîáðàçèé
îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïîäðîáíåå î ïðèìåðàõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ìîæíî ïðî÷èòàòü â
D. McDu� and D. Salamon "Introduction to symplectic toplogy"
A. Cannas da Silva "Lectures on symplectic geometry"

Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå.

Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T ∗B ê ëþáîìó ãëàäêîìó ìíîãîîáðàçèþ Bn îáëàäàåò
åñòåñòâåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ pi, q
i, ãäå

qi - êîîðäèíàòû íà áàçèñå B,
pi - äâîéñòâåííûå êîîðäèíàòû â ñëîå (ò.å. ýòî êîâåêòîðà â áàçèñå dqi).
êàíîíè÷åñêàÿ 2-ôîðìà èìååò âèä

w0 =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi.

Ôîðìó w0 òàêæå íàçûâàþò 1-ôîðìîé Ëèóâèëëÿ.
Êàíîíè÷åñêàÿ 2-ôîðìà íà T ∗B - ýòî äèôôåðåíöèàë êàíîíè÷åñêîé 1-ôîðìû

w0 = dγ0.

Òî, ÷òî w0 èìååò âèä
∑
i

dpi ∧ dqi ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 5.9. Ïîêàçàòü, ÷òî â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ pi, q
i êàíîíè÷åñêàÿ

1-ôîðìà γ0 èìååò âèä

γ0 =
n∑
i=1

pidq
i.

Îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G íà åå êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå g:

Ad : G→ GL(g)

Adgx = de(ρ(g))(x)
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îïðåäåëÿåòñÿ êàê äèôôåðåíöèàë â åäèíèöå äåéñòâèÿ ãðóïïû G.

ρ(g) : G→ Diff G

ρ(g) : h→ ghg−1

Ñîïðÿæåííîå ê íåìó äåéñòâèå íà êîàëãåáðå - êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå:

Ad∗ : G→ GL(g∗),

< x,Ad∗(g)(ξ) >=< Ad(g−1)x, ξ > .

Äèôôåðåíöèàëû Ad è Ad∗ â åäèíèöå e ∈ G çàäàþò
ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g íà ñåáå

ad = deAd : g→ GL(g)

è êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g íà ñâîåì äâîéñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå

ad∗ = deAd
∗ :→ GL(g∗).

Ïðèñîåäèíåííîå è êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ àá-
ñòðàêòíîé àëãåáðû Ëè:
ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè êîììóòàòîðà

adx(y) = [x, y]

êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå - äâîéñòâåííîå ê ïðèñîåäèíåííîìó

< x, ad∗x(ξ) >= − < ady(x), ξ >

Óïðàæíåíèå 5.10. Îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Ëè G -
ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà íà g∗.

Ïóñòü G - ãðóïïà Ëè, g∗ - ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîàëãåáðà. ξ ∈ g∗ - ïðîèçâîëüíàÿ
òî÷êà â íåé.
Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà ξ ∈ g∗ ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðáèòà êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ

Oξ = {Ad∗gξ | g ∈ G}

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì (ïîãðóæåííûì) ìíîãîîáðàçèåì.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê îðáèòå:

TξOξ = {ad∗xξ | x ∈ g}

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà Oξ (ôîðìà Êèðèëëîâà) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþ-
ùåé ôîðìóëå:

w(ad∗a1(ξ), ad
∗
a2

(ξ)) = ξ([a1, a2]).
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Àëãåáðà Ïóàññîíà.

Îïðåäåëåíèå 5.20. Àëãåáðà Ïóàññîíà - ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî F íàä ïîëåì
K, ñíàáæåííîå äâóìÿ îïåðàöèÿìè: óìíîæåíèå è ñêîáêà Ïóàññîíà {, } - óäîâëåòâî-
ðÿþùèì ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) (F , ·) - ýòî àññîöèàòèâíàÿ K-ëãåáðà;

2) (F , {, }) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè (ò.å. {, } êîñîñèììåòðè÷íà è óäîâëåòâîðÿåò
òîæäåñòâó ßêîáè);

3) Âûïîëíåíî òîæäåñòâî Ëåéáíèöà (ò.å. {x, ·} ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíè-
åì):

{x, y · z} = {x, y}+ y · {x, z}.

Ïóñòü } - ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì K.

Òîãäà ìû ìîæåì ââåñòè ñòðóêòóðó ïóàññîíîâîé àëãåáðû íà àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ
K[g∗], îïðåäåëèâ åå íà ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ ïî ôîðìóëå

{xi, xj} = ckijxk,

è ôîðìàëüíî ïðîäîëæèâ íà îñòàëüíûå ïîëèíîìû ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà.

Îïðåäåëåíèå 5.21. Ïóñòü (M, {, }M) è (N, {, }N) - ïóàññîíîâû ìíîãîîáðàçèÿ. Îòîá-
ðàæåíèå

φ : M → N

íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâûì ìîðôèçìîì ëè ïóàññîíîâûì îòîáðàæåíèåì, åñëè

φ∗ : C∞(N)→ C∞(M)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Ëè îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêîáîê Ïóàñ-
ñîíà.

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáûõ f, g ∈ C∞(N) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâî

{φ∗f, φ∗g}M = φ∗{f, g}N .

Îòîáðàæåíèå ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

f : (M1, w1)→ (M2, w2)

íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòîìîðôèçìîì, åñëè

f ∗w2 = w1.

Óïðàæíåíèå 5.11. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ëþáîé ñèìïëåêòîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì ìîðôèçìîì, íî íå íàîáî-
ðîò.
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2) Ëþáîé ïóàññîíîâ ìîðôèçì èç ïóàññîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (Nm,A) â ñèìïëåêòè-
÷åñêîå (M2n, w) ÿâëÿåòñÿ ñóáìåðñèåé.

3) Ïîãðóæåíèå ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì ìîðôèçìîì.

Óïðàæíåíèå 5.12. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà

f : N → N,

èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

f ∗ : T ∗N → T ∗N

ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì ìîðôèçìîì (è ñîõðàíÿåò 1-ôîðìó Ëèóâèëëÿ).

Óïðàæíåíèå 5.13. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Ëè

f : 〈 → }

äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå
f ∗ : }∗ → 〈∗

ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì ìîðôèçìîì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîé ïîäàëãåáðû 〈 ⊂ }
ïóàññîíîâûì ìîðôèçìîì ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèÿ

pr : }∗ → 〈∗.

Óïðàæíåíèå 5.14. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè îòîáðàæåíèå
ëåâîãî ñäâèãà

L : T ∗G→ }∗

ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì.

Îòîáðàæåíèå ïðàâîãî ñäâèãà ÿâëÿåòñÿ àíòè-ïóàññîíîâûì (íóæíî èçìåíèòü çíàê
ó ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà, ÷òîáû îí ñòàë ïóàññîíîâûì).

Âåêòîðíûå ïîëÿ X = X i ∂

∂xi
äåéñòâóþò íà ôóíêöèÿõ è äðóãèõ âåêòîðíûõ ïîëÿõ

ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ îïåðàöèé.

1) Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèÿ

X(f) = X i ∂f

∂xi
.

2) Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé

[X, Y ]i = X i∂Y
i

∂xj
− Y j ∂X

i

∂xj
.

Êðàòêî îáñóäèì äâà ñïîñîáà ïðîäîëæèòü ýòè îïåðàöèè - ïðîèçâîäíóþ Ëè è ñêîáêó
Ñõîóòåíà.
Ìû äàäèì èõ àëãåáðàè÷åêîå îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 5.22. Ïðîèçâîäíàÿ Ëè âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ v - ýòî îòîáðàæåíèå,
ñîïîñòàâëÿþùåå ëþáîìó òåíçîðó òèïà (p, q) òåíçîð òèïà (p, q)

Lv : T pq (M)→ T pq (M).

è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f
Lvf = v(f),

2) äëÿ ëþáîãî àåêòîðíîãî ïîëÿ u

Lvu = [v, u],

3) äëÿ ëþáûõ 1-ôîðìû α è âåêòîðíîãî ïîëÿ u

Lv < α, u >=< Lvα, u > + < α,Lvu >,

4) ïðîèçâîäíàÿ Ëè òåíçîðîíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà:

Lv(S ⊗ T ) = (LvS)⊗ T + S ⊗ (LvT )

Ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå v îïðåäåëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïó (ëîêàëüíûõ)
äèôôåîìîðôèçìîâ φt ò.÷.

v =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φt.

Ýòà ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü òåíçîðíûå ïîëÿ âäîëü ïóòåé.

Ïîñòðîèì îäíîïàðàìåòðè÷åêîå ñåìåéñòâî òåíçîðíûõ ïîëåé φ∗−tT .
Ïðîèçâîäíàÿ Ëè - ïðîèçâîäíàÿ ïî ïàðàìåòðó ýòîãî ñåìåéñòâà òåíçîðíûõ ïîëåé:

LvT =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗−tT.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X =
∂

∂xk
ïðîèçâîäíàÿ Ëè

ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé îïåðàöèåé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé:

L ∂

∂xk
T ij =

∂T ij
∂xk

.

Âåêòîðíîå ïîëå X íà ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M,Π) íàçûâàåòñÿ ïóàññîíîâûì
âåêòîðíûì ïîëåì, åñëè

LXΠ = 0.

Âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
òîæäåñòâî

{Xf, g}+ {f,Xg} = X{f, g}.
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Ïóñòü A - ýòî a-âåêòîð, à B - ýòî b-âåêòîð. Òîãäà èõ ñêîáêà Ñõîóòåíà [A,B] - ýòî
(a+ b− 1)-âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ôîðìàëüíî îáîçíà÷èì ζi =
∂

∂xi
è áóäåì îáîçíà÷àòü ζi ∧ ζj ÷åðåç ζiζj. Òîãäà

A =
∑

i1<...<ia

Ai1...iaζi1 . . . ζia , B =
∑

i1<...<ib

Bi1...ibζi1 . . . ζib .

Ïîëîæèì
∂ζi−1 . . . ζip

∂ζik
= (−1)p−kζi1 . . . ζ̂ik . . . ζip ,

ãäå "øëÿïêà" îçíà÷àåò îñòóòñòâèå ñîìíîæèòåëÿ.

Êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé òîãäà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

[X, Y ] =
∑
i

∂X

∂ζi

∂Y

∂xi
−
∑
i

∂Y

∂ζi

∂X

∂xi
.

Îïðåäåëåíèå 5.23. Ñêîáêà Ñõîóòåíà a-âåêòîðà è b-âåêòîðà B - ýòî (a+ b− 1)-
âåêòîð [A,B], îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

[A,B] =
∑
i

∂A

∂ζi

∂B

∂xi
− (−1)(a−1)(b−1)

∑
i

∂B

∂ζi

∂A

∂xi
.

Óïðàæíåíèå 5.15. Ïîêàçàòü, ÷òî ñêîáêà Ñõîóòåíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè (äëÿ ëþáûõ a-âåêòîðíîãî ïîëÿ A, b-âåêòîðàíîãî ïîëÿ B è c-âåêòîðíîãî
ïîëÿ C).

1) Ãðàäóèðîâàííàÿ êîñîêîììóòàòè÷íîñòü:

[A,B] = −(−1)(a−1)(b−1)[B,A].

2) Ãðàäóèðîâàííîå ïðàâèëî Ëåéáíèöà:

[A,B ∧ C] = [A,B] ∧ C + (−1)(a−1)bB ∧ [A,C],

[A ∧B,C] = A ∧ [B,C] + (−1)(c−1)b[A,C] ∧B.

3) Ãðàäóèðîâàííîå òîæäåñòâî ßêîáè:

(−1)(a−1)(c−1)[A, [B,C]] + (−1)(b−1)(c−1)[B, [C,A]] + (−1)(c−1)(b−1)[C, [A,B]] = 0.

4) Åñëè X - âåêòîðíîå ïîëå, òî

[X,B] = LXB.

Óïðàæíåíèå 5.16. Ïîêàçàòü, ÷òî ñêîáêà Ñõîóòåíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ñâîéñòâàìè 1)-4).
Òàêæå âûâåñòè èç ýòèõ ñâîéñòâ, ÷òî îíà íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàò.
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Ïóñòü A è B - äâà áèâåêòîðíûõ ïîëÿ. Òîãäà

[A,B] =
∑
s

∂A

∂ζs

∂B

∂xs
+
∑
s

∂B

∂ζs

∂A

∂xs
=

= 2
∑
s

(
Aks

∂Bij

∂xs
+Bks∂A

ij

∂xs

)
ζiζjζk.

Ñëåäñòâèå 5.6. Áèâåêòîð Π ÿâëÿåòñÿ áèâåêòîðîì Ïóàññîíà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà

[Π,Π] = 0.
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Ëåêöèÿ 6. Гамильтоновы действия

Ïóàññîíîâû êîãîìîëîãèè.
Ïóàññîíîâû êîãîìîëîãèè ïîäðîáíåå îïèñàíû â

J.-P. Dufour, N.T. Zung "Poisson structures and their normal forms" .

Íàïîìíèì, ÷òî
Ñêîáêà Ñõîóòåíà a-âåêòîðà A è b-âåêòîðà B - ýòî (a + b − 1)-âåêòîð [A, B].
Π - áèâåêòîð Ïóàññîíà, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [Π, Π] = 0.

Óâåðæäåíèå 6.21. Åñëè Π - áèâåêòîð Ïóàññîíà, òî äëÿ ëþáîãî ïîëèâåêòîðíîãî 
ïîëÿ A âûïîëíåíî

[Π, [Π, A]] = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì ãðàäóèðîâàííîå òîæäåñòâî ßêîáè:

(−1)(a−1)(c−1)[A, [B, C]] + (−1)(b−1)(a−1)[B, [C, A]] + (−1)(c−1)(b−1)[C, [A, B]] = 0.

Âîçüìåì B = C = Π. Òîãäà b = c = 2, è

(−1)(a−1)[A, [Π, Π]] + (−1)(a−1)[Π, [Π, A]] − [Π, [A, Π]] = 0.

Äàëåå, ñêîáêà Ñõîóòåíà (ãðàäóèðîâàííî) êîñîêîììóòàòèâíà:

[A, B] = −(−1)(a−1)(b−1)[B, A].
Ïîýòîìó

[A,Π] = −(−1)a−1[Π, A].

Ïîëó÷àåì, ÷òî
2[Π, [A,Π]] = (−1)(a−1)[A, [Π,Π]] = 0,

ïîñêîëüêó [Π,Π] = 0.

Îáîçíà÷èì:
Vk(M) - ïðîñòðàíñòâî k-âåêòîðíûõ ïîëåé íà M (ýòî êîñîñèììåòðè÷íûå òåíçîðíûå
ïîëÿ òèïà (k, 0)).
δ = δΠ : Vk → Vk+1(M) ðåçóëüòàò ñêîáêè ïîëèâåêòîðà ñ áèâåêòîðîì Π:

δΠ(A) = [Π, A].

Êîãîìîëîãèè ýòîãî êîìïëåêñà íàçûâàþòñÿ ïóàññîíîâûìè êîãîìîëîãèÿìè:

Hk
Π(M) = ker δkΠ/ Im δk−1

Π ,

ãäå
δnΠ : Vn(M)→ Vn+1(M).

Ýòè êîãîìîëîãèè òàêæå íàçûâàþò êîãîìîëîãèÿìè Ëèõíåðîâè÷à-Ïóàññîíà è îáîçíà-
÷àþò Hk(M,Π) èëè Hk

LP (M,Π).

Èíòåðïðåòàöèÿ íåêîòîðûõ ïóàññîíîâûõ êîãîìîëîãèé:

66

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

1) Íóëåâûå êîãîìîëîãèè H0
Π(M) - ýòî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f ∈ C∞(M) òàêèõ,

÷òî
[Π, f ] = 0.

Ýòî ôóíêöèè Êàçèìèðà ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû Π, èõ òàêæå ìîæíî çàäàòü
óñëîâèåì

{f, g} = 0, ∀g ∈ C∞(M).

Óïðàæíåíèå 6.17. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) Ôóíêöèè Êàçèìèðà íà ñâÿçíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè - ýòî
êîíñòàíòû.

á) Ôóíêöèè Êàçèìèðà íà ïðîèçâîëüíîì ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè - ýòî
(ãëàäêèå) ôóíêöèè, ïîñòîÿííûå íà êàæäîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå.

2) Ïåðâûå êîãîìîëîãèè H1
Π(M) - ýòî ôàêòîð

ïðîñòðàíñòâà ïóàññîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé [Π, X] = 0, ò.å. âåêòîðíûõ ïîëåé
X, ñîõðàíÿþùèõ ñêîáêó Ïóàññîíà

[Π, X] = −LXΠ;

ïî ïðîñòðàíñòâó ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé

Xf = [Π, f ].

3) Âòîðûå êîãîìîëîãèè H2
Π(M) - ýòî ôàêòîð

ïðîñòðàíñòâà áèâåêòîðîâ Λ ò.÷. :

[Π,Λ] = 0;

ïî ïðîñòðàíñòâó òî÷íûõ ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð

[Π, X] = −LXΠ,

ò.å. ïî âñåâîçìîæíûì ïðîèçâîäíûì Ëè ñêîáêè Π.

Ïàðà ñêîáîð Ïóàññîíà A è B íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, åñëè

[A,B] = 0.

Óïðàæíåíèå 6.18. Ïóñòü A è B - ñêîáêè Ïóàññîíà.
Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A è B ñîãëàñîâàíû,

2) A+B ÿâëÿåòñÿ ñêîáêîé Ïóàññîíà,

3) ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè µA + λB
òîæå ñêîáêà Ïóàññîíà.
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Ïóàññîíîâû êîãîìîëîãèè âîçíèêàþò êàê ïðåïÿòñòâèÿ ê (ôîðìàëüíîìó) ïðèâåäå-
íèþ ïóàññîíîâûõ ñòðóêòóð ê íîðìàëüíîé ôîðìå.

Íàïðèìåð, åñëè ñêîáêè Π è Λ ñîãëàñîâàíû, òî

[Π + εΛ,Π + εΛ] = ε2[Λ,Λ] = 0(modε)2.

Ïîäðîáíåå ñì. J.-P. Dufour, N.T. Zung "Poisson structures and their normal forms" .

Äëÿ ïóàññîíîâûõ êîãîìîëîãèé òàêæå âåðíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 6.23. (Ìàéåðà-Âüåòîðèñà)
Ïóñòü M = U ∪ V , ãäå U, V - îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ìíîãîîáðàçèÿ M .
Òîãäà êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîöåïåé

0 −→ V∗(U ∪ V )
i∗−→ V∗(U)⊕ V∗(V )

j∗−→ V∗(U ∩ V ) −→ 0

ãäå
i∗(w) = (Λ|U , Λ|V ), j∗(Λ1,Λ2) = (Λ1 − Λ2)|U∩V ,

ïîðîæäàåò äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé:

. . . −→ H i(U ∪ V )
i∗−→ H i(U)⊕H i(V )

j∗−→

ji∗−→ H i(U ∩ V ) −→ H i+1(M) −→ . . . (6.1)

Íà ñèìïëåêòè÷åñêèõì ìíîãîîáðàçèÿõ ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü ïîëèâåêòîðû è
äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ïðè ïîìîùè ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Óïðàæíåíèå 6.19. Íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, w) ïóàññîíîâû êî-
ãîìîëîãèè èçîìîðôíû êîãîìîëîãèÿì äå Ðàìà.

Â öåëîì, âû÷èñëåíèå ïóàññîíîâûõ êîãîìîëîãèé - äîâîëüíî ñëîæíàÿ çàäà÷à.

Ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì íà ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè
(M,A) íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå ïîëå

vH = AdH.

Ôóíêöèÿ H íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì âåêòîðíîãî ïîëÿ vH .

Àíàëîãè÷íî íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, w) ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå
ïîëå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

vH = w−1dH.

Ïîëå vH íàçûâàþò êîñûì ãðàäèåíòîì è îáîçíà÷àþò sgradH.
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Âåêòîðíîå ïîëå v íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, w) íàçûâàåòñÿ ñèì-
ïëåêòè÷åñêèì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó:

Lvw = 0.

Ëþáîå ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì: ýòî ñëå-
äóåò èç òîæäåñòâà Ëåéáíèöà:

Lvw = iv(dw) + d(ivw)

Áîëåå òîãî, èç òîæäåñòâà Ëåéáíèöà âèäíî:

âåêòîðíîå ïîëå v ↔ 1-ôîðìà ivw
ñèìïëåêòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå ↔ çàìêíóòàÿ 1-ôîðìà

ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå ↔ òî÷íàÿ 1-ôîðìà

Òàêèì îáðàçîì ëþáîå ãàìèëüòîíîâî ïîëå - ëîêàëüíî ñèìïëåêò÷åñêîå.

Óâåðæäåíèå 6.22. Åñëè H1
DeRham(M2n) = 0, òî âñå ñèìïëåêòè÷åñêèå âåêòîðíûå

ïîëÿ ãàìèëüòîíîâû.

Åñëè H1(M) 6= 0, òî íå âñå ñèìïëåêòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ãàìèëüòîíîâû:
Ïðèìåð.

Íà òîðå
(T2, dφ1 ∧ dφ2),

ãäå φ1, φ2 ∈ R/Z âåêòîðíîå ïîëå
∂

∂φ1

ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì, íî íå ãàìèëüòîíîâûì.

Òåîðåìà 6.24. Åñëè âåêòîðíîå ïîëå v íà ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè (N,A)

1) ñîõðàíÿåò ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó

LvA = 0

2) êàñàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ,

òî îíî (ëîêàëüíî) ãàìèëüòîíîâî

v = AdH

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ (M,A) ïîñòîÿííîãî ðàíãà.

Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Äàðáó-Âàéíøòåéíà.

Çàäà÷à. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïóàññîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (Mn, A) è âåêòîðíîãî ïîëÿ
v íà M ò.÷.
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1) ïîëå v ñîõðàíÿåò ñêîáêó Ïóàññîíà LvA = 0

2) ïîëå v êàñàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ;

3) ïîëå v íå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì.

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà.

Â îáîèõ ïðèìåðàõ ïóàññîíîâî ìíîãîîáðàçèå (Mn, A) - ýòî ïëîñêîñòü R2 ñî ñêîáêîé
Ïóàññîíà

A = (x2 + y2)
∂

∂x
∧ ∂

∂y
.

Âíå îñîáîé òî÷êè x = 0, y = 0 âåêòîðíîå ïîëå v èìååò âèä

v = sgrad f,

ãäå ôóíêöèÿ f ïî òåì èëè èíûì ïðè÷èíàì íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà â òî÷êó (0, 0).

Ïðèìåð 1. Îñîáåííîñòü â íóëå.
Âåêòîðíîå ïîëå v = (y,−x). Ãàìèëüòîíèàí èìååò îñîáåííîñòü â íóëå:

f =
1

2
ln(x2 + y2) + C.

Ïðèìåð 2. Íåòðèâèàëüíàÿ ìîíîäðîìèÿ.
Âåêòîðíîå ïîëå v = (y,−x). Ãàìèëüòîíèàí ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé:

f = arctan
(y
x

)
+ πk.

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ýòî ïðîñòî óãîë

f(ρ, φ) = φ.

Îáà âåêòîðíûõ ïîëÿ íåãàìèëüòîíîâû, ò.ê. ãàìèëüòîíèàí (íà êàæäîì ñèìïëåêòè-
÷åñêîì ëèñòå) îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.

Íàïîìíèì, ÷òî ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà íà êîàëãåáðå Ëè èìååò âèä

{f, g} = {x, [df, dg]}

Òåîðåìà 6.25. Âåêòîðíîå ïîëå v, ñîõðàíÿþùåå ñêîáêó Ëè-Ïóàññîíà íà äâîéñòâåí-
íîì ïðîñòðàíñòâå g∗ ê àëãåáðå Ëè g, áóäåò ãàìèëüòîíîâûì â ñëåäóþùèõ äâóõ
ñëó÷àÿõ:

1) g - ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè, v - àíàëèòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå;

2) g - êîìïàêòíàÿ ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè, v - ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå.

Ýòî ñëåäóåò èç ôàêòîâ î êîãîìîëîãèÿõ àëãåáð Ëè (ñì. ëåììû Óàéòõåäà).
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Óïðàæíåíèå 6.20. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå íà so(3,R)
êàñàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ.

Óêàçàíèå: Ó ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ ðàçíûå îáúåìû.

Óïðàæíåíèå 6.21. Ðàññìîòðèì ñêîáêó Ëè-Ïóàññîíà A äëÿ àëãåáðû Ëè sl(2,R).
Ïîñòðîèòü ñëåäóþùèå ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ v, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïóàññîíîâû-
ìè

LvA = 0,

íî ïðè ýòîì

1) ëèáî íå êàñàþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ;

2) ëèáî êàñàþòñÿ âñåõ ëèñòîâ, íî íå ÿâëÿþòñÿ íà íèõ ãàìèëüòîíîâûìè.

Ïåðåéäåì òåïåðü îò âåêòîðíûõ ïîëåé ê äåéñòâèþ ãðóïï.

Ñèìïëåêòè÷åñêîå äåéñòâèå ãðóïïû ËèG íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2n, w)
- ýòî ãîìîìîðôèçì

G→ Symp(M2n, w)

(òàêîé, ÷òî G×M - ãëàäêîå îòîáðàæåíèå).

Ïóñòü äàëåå:
(M2n, w) - ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.
G - ãðóïïà Ëè.
g - àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè G.
g∗ - äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê àëãåáðå Ëè g.
ρ : G→ Symp(M2n, w) - ñèìïëåêòè÷åñêîå äåéñòâèå.
Ëþáîå äåéñòâèå ãðóïïû Ëè

ρ : G→ Diff(M)

ïîðîæäàåò ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè

ρ∗ : g→ V ect(M),

êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ýëåìåíòó àëãåáðû Ëè g âåêòîðíîå ïîëå íà ìíîãîîá-
ðàçèè M (èíôèíèòåçèìàëüíîå äåéñòâèå).
Ôîðìàëüíî:

ρ∗(v) x =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ρ(exp(tv)) ◦ x)

Ñêîáêà Ëè íà V ect(M) â ôîðìóëå ãîìîìîðôèçìà

ρ∗([x, y]g) = [ρ∗(x), ρ∗(y)]V ect

- êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ñèìïëåêòè÷åñêîå äåéñòâèå ãàìèëüòîíîâî, åñëè îíî ïðîäîëæâåòñÿ äî (àíòè)ãîìîìîðôèçìîâ
àëãåáð Ëè.
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Ãàìèëüòîíîâû äåéñòâèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.24. Ñèìïëåêòè÷åñêîå äåéñòâèå ρ : G → Symp(M2n, w) íàçûâà-
åòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

µ∗ : g→ C∞(M),

òàêîå, ÷òî

1) µ∗(v) - ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ρ∗(v) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
v ∈ g;

2) µ∗ - àíòèãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè:

µ∗([u, v]) = −{µ∗(u), µ∗(v)},

ãäå {, } - ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè âåêòîðíîå ïîëå v ãàìèëüòîíîâî, òî ãàìèëüòîíèàí H îïðåäåëåí
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîíñòàíòû (ïåðâîîáðàçíàÿ òî÷íîé 1-ôîðìû
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ôóíêöèè â îäíîé òî÷êå).
Íàïîìíèì, ÷òî

sgrad{Hx, Hy} = −[sgradHx, sgradHy]

Ïîýòîìó äëÿ äâóõ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ g ðàçíîñòü

Hx,y − {Hx, Hy} = c(x, y) = const

ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé.

Óïðàæíåíèå 6.22. Ïðîâåðèòü, ÷òî

c([x, y], z) + c([y, z], x) + c([z, x], y) = 0

äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ g.

Êàæäàÿ òî÷êà x0 ∈M ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòîáðàæåíèå

C∞(M)→ R,

(ò.å. êàæäàÿ òî÷êà - ýòî ôóíêöèîíàë íà c∞(M)).
Ôóíêöèÿ f(x) ïðè ýòîì ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åå çíà÷åíèå â òî÷êå x0

f(x)→ f(x0)

Ïîýòîìó, åñëè åñòü îòîáðàæåíèå µ∗ : g → C∞(M), òî âîçíèêàåò äâîéñòâåííîå
îòîáðàæåíèå

µ : (M2n, w)→ g∗

çàäàííîå ôîðìóëîé
< µ(x), v >:= µ∗(v)(x)
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Îïðåäåëåíèå 6.25. Ñèìïëåêòè÷åñêîå äåéñòâèå ρ : G → Symp(M2n, w) íàçûâà-
åòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

µ : (M2n, w)→ g∗,

òàêîå, ÷òî

1) Äëÿ ëþáîãî v ∈ g ôóíêöèÿ Hv : (M2n, w)→ R, îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå

Hv(x) :=< µ(x), v >

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ρ∗(v);

2) Îòîáðàæåíèå µ ýêâèâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ρ ãðóïïû G íà ìíî-
ãîîáðàçèè (M2n, w) àíòèýêâèâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî êîïðèñîåäèíåííîãî äåé-
ñòâèÿ Ad∗ ãðóïïû G íà êîàãëåáðå g∗:

µ ◦ ρg = −Ad∗g ◦ µ, ∀g ∈ G

Íàáîð (M,w,G, µ) íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì G-ïðîñòðàíñòâîì.

Óïðàæíåíèå 6.23. Êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ρ = Ad∗ - ýòî ãàìèëüòîíîâî
äåéñòâèå ãðóïïû Ëè G íà îðáèòå êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

Oε = {Ad∗g(ξ) | g ∈ G}.

Ôóíêöèè ãàìèëüòîíà, ñîîòâåòñòâóþùèå x ∈ g - ñîîòâåñòâóþùèå ëèíåéíûå ôóíê-
öèè íà g∗:

Hx = x.

Ïóñòü G - ñâÿçíàÿ ãðóïïà Ëè, ρ : g → Symp(M2n, w) - åå ñèìïëåêòè÷åñêîå
äåéñòâèå.
Õîòèì ïîíÿòü, êîãäà ýòî äåéñòâèå áóäåò ãàìèëüòîíîâî.
Èíûìè ñëîâàìè, ìû èùåì òàêîå îòîáðàæåíèå µ∗ : g → C∞(M), ÷òî ñëåäóþùàÿ
äèàãðàììà áóäåò êîììóòàòèâíà

Ïîëîæèì

Ck = Λkg∗ = k-öåïè íà g = êîñîñèììåòðè÷íûå
k-ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ g× . . .× g︸ ︷︷ ︸

k

→ R.
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Ãðàíè÷íûé îïåðàòîð δ : Ck → Ck+1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

δc(v0, . . . , vk) =
∑
i<j

(−1)i+jc([vi, vj], v0m. . . , v̂i, . . . , vk)

Óïðàæíåíèå 6.24. δ2 = 0 èëè èíûìè ñëîâàìè ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷íà

C0 δ−→ C1 δ−→ C2 δ−→ C2 δ−→ . . .
δ−→ Cn δ−→ . . .

Òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï

C0 δ−→ C1 δ−→ C2 δ−→ C2 δ−→ . . .
δ−→ Cn δ−→ . . .

ïîðîæäàåò ãðóïïû êîãîìîëîãèé

Hk(g,R) :=
ker δ : Ck → Ck+1

Im δ : Ck−1 → Ck
,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîãîìîëîãèÿìè àëãåáð Ëè èëè êîãîìîëîãèÿìè Øåâàëüå.

Òåîðåìà 6.26. Åñëè g - êîãîìîëîãèè àëãåáðû Ëè êîìïàêòíîé ñâÿçíîé ãðóïïû Ëè
G, òî

Hk(g,R) = Hk
deRham(G)

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ â îñíîâíîì ãðóïïû H1(g,R) è H2(g,R).
Îïèøåì èõ ïîäðîáíåå.

1) H1(g,R).
Â äàííîì ñëó÷àå, 1-öåïè - ýòî ýëåìåíòû c ∈ g∗.

δc(u, v) = −c([u, v]),

ïîýòîìó δc = 0⇔ c|[g,g] = 0.
Ïîëó÷àåì, ÷òî

H1(g,R) = Ann[g, g] ⊂ g∗

2) H2(g,R).
Â äàííîì ñëó÷àå, 2-öåïè - ýòî êîñîñèììåòðè÷íûå áèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
c : g× g→ R.

δc(u, v, w) = −c([u, v], w) + c([u,w], v)− c([v, w], u),

ïðè ýòîì c = δb ⇔ c(u, v) = δb(u, v) = −b([u, v]).

Òåîðåìà 6.27. Êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè G ïîëóïðîñòà ⇔ åå àëãåáðà ñîâïàäàåò ñî
ñâîèì êîììóòàíòîì g′ = g.

Ëåììà 6.6. (Ëåììû Óàéòõåäà)
Ïóñòü G - êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà Ëè. Òîãäà

G− ïîëóïðîñòà ⇔ H1(g,R) = H2(g,R) = 0.
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Òåîðåìà 6.28. Åñëè H1(g,R) = H2(g,R) = 0, òî ëþáîå ñèìïëåêòè÷åñêîå äåéñòâèå
ãðóïïû Ëè G ñ êàñàòåëüíîé àëãåáðîé g ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì.

Óâåðæäåíèå 6.23. Êîììóòàòîð ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïîëåé - ãàìèëüòîíîâî âåê-
òîðíîå ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ïîëå - ëîêàëüíî ãàìèëüòîíîâî.
[Xf , Xg] = −X{f,g}.
Ñêîáêà {f, g} íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðèáàâëåíèè êîíñòàíò ê f, g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Êîììóòàòîð ñèìïëåêòè÷åñêèú ïîëåé - ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå. H1(g,R) =
0 ⇒ g = [g, g].
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå âåêòîðíûå ïîëÿ ρ∗(v) ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè.
Ïîñòðîèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

µ̂ : g→ C∞(M)

(âûáåðåì ãàìèëüòîíèàíû H1, . . . , Hn äëÿ áàçèñà e1, . . . , en àëãåáðû Ëè g). Èñïðàâèì
µ̂ äî ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Ëè, èñïîëüçóÿ H2(g,R) = 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè
c(u, v) = H [u,v] + {Hu, Hv}.

Ñîîòâåòñâóþùèå ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ ðàâíû, ïîýòîìó (äëÿ êàæäîé êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè M) ïîýòîìó c(u, v) = const ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, c(u, v) çàäàåò 2-öåïü íà g. Èç-çà òîæäåñòâà ßêîáè îíà ÿâëÿåòñÿ
êîöåïüþ 4(δc = 0).

H2(g,R) = 0⇒ c = δb äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ g∗.
Òåïåðü "èñïðàâëÿåì" µ̂∗. Ïîëàãàåì

µ∗(u) = µ̂∗ + b(u).

µ∗ ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Ëè

µ∗([u, v]) = H [u,v] + b([u, v]) = {Hu, Hv} = {µ∗(u), µ∗(v)}

Ïóñòü G - êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè.

Òåîðåìà 6.29. Ïóñòü H1(g,R) = 0 ⇒ îòîáðàæåíèå ìîìåíòà ãàìèëüòîíîâà
G-äåéñòâèÿ íà îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ1 è µ2 - äâà îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà. µ1(u) è µ2(u) - ãàìèëü-
òîíèàíû îäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ⇒ µ1(u) − µ2(u) = c(u) (ëîêàëüíî) ïîñòîÿííàÿ
ôóíêöèÿ.
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Ïîëó÷àåì 1-öåïü c : g→ R.
Îäíàêî, µ1(u) è µ2(u) - ãîìîìîðôèçìû àëãåáð Ëè, ïîýòîìó c([u, v]) = 0, ïîýòîìó

c ∈ Ann[g, g] = {0}

Â îáùåì ñëó÷àå µ′ = µ+ c, ãäå c ∈ Ann[g, g] (ò.å. îòîáðàæåíèå ìîìåíòà îïðåäåëåíî
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ýëåìåíòà èç àííóëÿòîðà êîììóòàòîðà).

Èòàê, áûëè ðàññìîòðåíû â íåêîòîðîì ñìûñëå äâà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ñëó÷àÿ - ñèìïëåêòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ïîëóïðîñòûõ è êîììóòàòèâíûõ ãðóïï Ëè.
Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå:

1) G - ïîëóïðîñòà. Ëþáîå ñèìïëåêòè÷åñêîå äåéñòâèå ãàìèëüòîíîâî. Îòîáðàæåíèå
ìîìåíòà îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.

2) G - êîììóòàòèâíà. Íå âñå ñèìïëåêòè÷åñêèå äåéñòâèÿ ãàìèëüòîíîâû. Îòîáðà-
æåíèå ìîìåíòà îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîíñòàíòû c ∈ g∗.

Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 6.26. Ãàìèëüòîíîâà ññòåìà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ãàìèëüòîíè-
àíîì H - ýòî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, çàäàííàÿ ãàìèëüòîíîâûì âåêòîðíûì ïîëåì
vH , ò.å. ñèñòåìà

ẋi = (w−1)
∂H

∂xj

Â ñèìïëåêòè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (pi, qi) ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà
ṗj = −∂H

∂qj

q̇j =
∂H

∂pj

Ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ v íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ẋ = v.

Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
ñ ãàìèëüòîíèàíîì H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sgradH(f) = {f,H} = 0

Ãàìèëüòîíèàí âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì äëÿ ñâîåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-
ìû (ò.å. ñêîáêà Ïóàññîíà êîñîñèììåòðè÷íà) {H,H} = 0. Îáû÷íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
ãàìèëüòîíèàíà â ôèçèêå è ìåõàíèêå - ýíåðãèÿ ñèñòåìû.

Äâå ôóíêöèè f, g íà ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè êîììóòèðóþò èëè íàõîäÿòñÿ â
èíâîëþöèè, åñëè {f, g} = 0.
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Ôóíêöèè, êîììóòèðóþùèå ñ ëþáîé äðóãîé ôóíêöèåé íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè
Êàçèìèðà (èëè, íåìíîãî íåôîðìàëüíî, Êàçèìèðàìè) ñêîáêè Ïóàññîíà. Êàçèìèðû
- âñåäà ïåðâûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâûõ ñèñèòåì.

Ó íåâûðîæäåííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà (ò.å. ó ñêîáîê Ïóàññîíà, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñèìïëåêòè÷åñêèì ñòðóêòóðàì) íåòðèâèàëüíûõ Êàçèìèðîâ íåò (ò.å. åäèíñòâåííûå
ôóíêöèè Êàçèìèðà - êîíñòàðíòû).

Òåîðåìà 6.30. ßêîáè
Åñëè f è g - ïåðâûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (íà ïðîèçâîëüíîì ïóàñ-
ñîíîâîì ìíîãîîáðàçèè), òî èõ ñêîáêà Ïóàññîíà {f, g} - òîæå ïåðâûé èíòåãðàë
ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà ßêîáè:

{f, g} = 0
{g, h} = 0

⇒ {{f, g}, h} = 0.

Îïðåäåëåíèå 6.27. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ẋ = XM2n, w) íàçûâàåòñÿ èíòåãðè-
ðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóþò èíòåãðàëû f1, . . . , fn ò.÷.
Îíè ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, ò.å. ïî÷òè âñþäó

df1 ∧ . . . ∧ dfn 6= 0.

Ôóíêöèè fi íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè:

[Xfi , Xfj ] = 0.

Âñå âåêòîðíûå ïîëÿ Xfj ïîëíû. (èíîãäà ýòî óñëîâèå îïóñêàþò)

Îòîáðàæåíèå
F = (f1, . . . , fn) : (M2n, w)→ Rn

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìîìåíòà.

Òåîðåìà 6.31. Ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü ðåãóëÿðíîãî óðîâíÿ F−1 îòîá-
ðàæåíèÿ ìîìåíòà F : (M2n, w)→ Rn äèôôåîìîðôíà òîðó Tn.

Â îêðåñòíîñòè ýòîé ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë: à
èìåííî, ñóùåñòâóþò òàêèå êîîðäèíàòû si íà áàçå è êîîðäèíàòû φi( mod 1) íà

ñëîå T, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èìååò âèä w =
n∑
i=1

dφi ∧ dsi.
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Çäåñü Ox - ýòî îêðåñòíîñòü òî÷êè x, äåéñòâèÿ si - ýòî êîîðäèíàòû íà äèñêå Dn,
óãëû φi( mod 1) - ýòî êîîðäèíàòû íà òîðå Tn, à π1 - ýòî òðèâèàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà
ïåðâûé ñîìíîæèòåëü Dn.

Ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.28. Ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå

π : (M2n, w)→ Bn

íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâûì ðàññëîåíèåì, åñëè
òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî (M2n, w) ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì,
êàæäûé ñëîé Fn ÿâëÿòåñÿ ëàãðàíæåâû ïîäìíîãîîáðàçèåì, ò.å.

dimF n =
1

2
dimM2n, w|Fn ≡ 0.

Ïðèìåðû Ëàãðàíæåâûõ ðàññëîåíèé

1) Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå.
Ëþáîå êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå

π0 : (T ∗B,w0)→ Bn,

ñíàáæåííîå êàíîíè÷åñêîé 2-ôîðìîé w0 =
∑
i

dpi ∧ dqi ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì

ðàññëîåíèåì.

2) Ïîäêðó÷åííîå ëàãðàíæåâî ðàññëîåíèå.
Äëÿ ëþáîãî ëàãðàíæåâà ðàññëîåíèÿ π : (M2n, w)→ Bn ðàññëîåíèå

π : (M2n, w + π∗φ)→ Bn

ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì.

3) Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà. Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà ëþáîé èíòåãðèðóåìîé ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìû çàäàåò ëàãðàíæåâî ðàññëîåíèå ñ îñîáåííîñòÿìè.

Ïóàññîíîâî äåéñòâèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî.
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Óâåðæäåíèå 6.24. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ëàãðàíæåâî ðàññëîåíèå

π : (M2n, w)→ Bn.

Åñëè α1, . . . , αn - ïðîèçâîëüíûé áàçèñ T ∗xB, òî âåêòîðíûå ïîëÿ

vαi = w−1(π∗αi)

ÿâëÿþòñÿ n ïîïàðíî êîììóòèðóþùèìè âåêòîðíûûìè ïîëÿìè íà ñëîå F n
x .

1) Âåêòîðíîå ïîëå vα êàñàåòñÿ ñëîÿ Fx, òàê êàê îãðàíè÷åíèå ôîðìû w íà êàæäûé
ñëîé Fx ðàâíî íóëþ.

Îòîáðàæåíèå α → vα èçîìîðôíî îòîáðàæàåò T
∗
xB íà Tx(Fx) òàê êàê ðàçìåð-

íîñòè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàþò, è ó îòîáðàæåíèÿ α→ vα íåò ÿäðà.

Âåêòîðíûå ïîëÿ vα íå èìåþò íóëåé, ò.å. vα(x) 6= 0, òàê êàê ôîðìà w íåâûðîæ-
äåíà.

2) Âåêòîðíûå ïîëÿ vα è vβ êîììóòèðóþò, òàê êàê

[vα, vβ] = −Xw(vα,vβ) = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òàê êàê ñëîé ëàãðàíæåâ.

Äîãîâîðåííîñòè:
Ñëîè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ëàãðàíæåâûõ ðàññëîåíèé ñâÿçíû.
Ïóàññîíîâî äåéñòâèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî (ò.å. âñå ïîëÿ vα ïîëíû).

Ñëåäñòâèÿ:
Ñëîè ðàññëîåíèÿ äèôôåîìîðôíû Tk × Rn−k.
Â ÷àñòíîñòè, êîìïàêòíûå ñëîè äèôôåîìîðôíû òîðó Tn.

Îïðåäåëåíèå 6.29. Ïîñëîéíîå äåéñòâèå T ∗B íà (M2n, w), ïðè êîòîðîì êîâåêòîð
α äåéñòâóåò êàê ñäâèã çà åäèíè÷íîå âðåìÿ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ

vα = w−1(π∗, α),

ìû áóäåì íàçûâàòü ïóàññîíîâûì äåéñòâèåì.

ßäðî èçîòðîïèè ïóàññîíîâà äåéñòâèÿ - ðåøåòêà íà áàçèñå.

Îïðåäåëåíèå 6.30. Ðåøåòêîé ðàíãà k íà ìíîãîîáðàçèè Bn ìû áóäåì íàçûâàòü
ïîäðàññëîåíèå P êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗B òàêîå, ÷òî

1) Êàæäûé ñëîé Px ðåøåòêè P ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé T ∗xB ïî ñëîæåíèþ.
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2) Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Bn ñóùåñòâóþò òàêèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû x1, . . . , xn,
÷òî ðåøåòêà P ïîðîæäàåòñÿ (â êàæäîì êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå êàê
ïîäãðóïïà ïî ñëîæåíèþ) êîâåêòîðàìè dx1, . . . , dxk.

Îïðåäåëåíèå 6.31. Àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ - ýòî ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, íà êî-
òîðûõ çàäàíà ïëîñêàÿ ñâÿçíîñòü (áåç êðó÷åíèÿ).

Íà ìíîãîîáðàçèèMn çàäàíà àôôèííàÿ ñòðóêòóðà, åñëè ñóùåñòâóåò àòëàñ (Uα, φα),
ó êîòîðîãî âñå ôóíêöèè ñêëåéêè φ−1

β φγ ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

x→ Ax+~b

ñ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé A, ò.å. âñå ôóíêöèè ñêëåéêè φ−1
β φγ ëåæàò â ãðóïïå

GLn(Z) λ Rn ⊂ Affn

Óâåðæäåíèå 6.25. Ìíîãîîáðàçèå Bn ìîæåò ñëóæèòü áàçîé ëàãðàíæåâà ðàññëî-
åíèÿ

π : (M2n, w)→ Bn

ñ êîìïàêòíûì òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì (M2n, w) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Bn ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì àôôôèííûì ìíîãîîáðàçèåì.

Öåëî÷èñëåííàÿ àôôèííàÿ ñòðóêòóðà è ðåøåòêà (ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà) - ýòî îä-
íî è òî æå. (Ðåøåòêà ïîðîæäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëàìè ëîêàëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ
àôôèííûõ êîîðäèíàò dxi.)

Ëåììà 6.7. Ïóñòü P - ýòî ðåøåòêà íà ìíîãîîáðàçèè Bn. Òîãäà

1) Ôàêòîðêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå

π0 : (T ∗B/P,w0)→ Bn

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííûì ëàãðàíæåâûì ðàññëîåíèåì. Ñèìïëåêòè-
÷åñêàÿ ñòðóêòóðà w0 èíäóöèðóåòñÿ êàíîíè÷åñêîé 2-ôîðìîé íà êîêàñàòåëü-
íîì ðàññëîåíèè.

2) Äëÿ ëþáîãî ñå÷åíèÿ
α : Bn → T ∗/P

äèôôåðåíöèàë dα ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé 2-ôîðìîé íà Bn (äèôôå-
ðåíöèàë dα íå çàâèñèò îò âûáîðà ëîêàëüíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ ôîðìû α).

Îïðåäåëåíèå 6.32. Ïóñòü πi : (M2n
i , wi) → Bn - äâà ëàãðàíæåâûõ ðàññëîåíèÿ

íàä îäíîé è òîé æå áàçîé Bn. Ïîñëîéíûé ñèìïëåêòîìîðôèçì f : (M2n
1 , w1) →

(M2n
2 , w2) òîæäåñòâåííûé íà áàçå íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:
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Òåîðåìà 6.32. Åñëè ëàãðàíæåâî ðàññëîåíèå

π : (M2n, w)→ Bn

ñ ðåøåòêîé P äîïóñêàåò ëàãðàíæåâî ñå÷åíèå

s : Bn →M2n,

òî îíî ëàãðàíæåâî ýêâèâàëåíòíî ôàêòîðêîêàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ

π0 : (T ∗B/P,w0)→ Bn.

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ëèóâèëëÿ.
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Ëåêöèÿ 7. Невырожденные особенности

Íåâûðîæäåííûå îñîáåííîñòè.

Ïîäðîáíåå î íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòÿõ:
A.V. Bolsinov, A.A. Oshemkov, "Singularities of integrable Hamiltonian systems"
À.Â. Áîëñèíîâ, À.Ò. Ôîìåíêî "Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Ãåîìåòðèÿ,
òîïîëîãèÿ, êëàññèôèêàöèÿ" .

Ïóñòü (M2n, w) - ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.
Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f : (M2n, w)→ R îïðåäåëÿåò â êàæäîé ñâîåé êðèòè÷åñêîé òî÷êå x

df |x = 0

ëèíåéíûé îïåðàòîð
Af : (TxM

2n, w)→ (TxM
2n, w),

çàäàííûé ôîðìóëîé
Af = w−1d2f.

Óâåðæäåíèå 7.26. Ïîñòðîåííûé îïåðàòîð

Af = w−1d2f

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñèìïëåêòè÷åñêîé àëãåáðû Ëè sp(TxM
2n, w).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöû îïåðàòîðîâ èç sp(TxM
2n, w) çàäàþòñÿ óñëîâèåì

ΩA+ ATΩ = 0 ⇔ (ΩA)T = ΩA,

ãäå Ω - ìàòðèöû w.
Ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ Af , ïîñêîëüêó ΩAf = d2f - ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.

Óâåðæäåíèå 7.27. Îòîáðàæåíèå f → Af - ýòî ãîìîìîðôèçì àëãåáð Ëè: åñëè
df |x = 0 è dg|x = 0, òî

[Af , Ag] = A{f,g}.

Ðàññìîòðèì îñîáóþ òî÷êó x ∈ (M2n, w) ðàíãà 0 îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà F =
(f1, . . . , fn) (ò.å. dfi|x = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n).
Ôóíêöèè f1, . . . , fn êîììóòèðóþò, ïîýòîìó ñîîòâåòñâóþùèå îïåðàòîðû Af1 . . . Afn
ïîðîæäàþò íåêîòîðóþ êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó hx ⊂ sp(TxM).

Îïðåäåëåíèå 7.33. Îñîáàÿ òî÷êà x ∈ (M2n, w) ðàíãà 0 íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåí-
íîé îñîáîé òî÷êîé (ðàíãà 0), åñëè hx ⊂ sp(TxM) - ïîäàëãåáðà Êàðòàíà.

Ïîäàëãåáðà Êàðòàíà h àëãåáðû Ëè g - ýòî íèëüïîòåíòíàÿ ïîäàëãåáðà, ñîâïàäàþ-
ùàÿ ñî ñâîèì íîðìàëèçàòîðîì (åñëè [X, Y ] ∈ 〈 äëÿ âñåõ Y ∈ h, òî X ∈ h).

Òåîðåìà Óèëüÿìñîíà êëàññèôèöèðóåò âñå ïîäàëãåáðû Êàðòàíà àëãåáðû sp(2n,R)
ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ. Ïðè åå ôîðìóëèðîâêå èñïîëüçóåì òî, ÷òî îòîáðàæå-
íèå f → Af îòîæäåñòâëÿåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ àëãåáðó Ëè sp(2n,R) è àëãåáðó Ëè

êâàäðàòè÷íûõ ôîðì íà ëèíåéíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R2n,
n∑
i=1

dpi∧dqi).
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Òåîðåìà 7.33. (òåîðåìà Óèëüÿìñîíà)
Äëÿ ëþáîé ïîäàëãåáðû Êàðòàíà h ⊂ sp(2n,R) ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå êîîðäèíàòû
p1, . . . , pn, q1, . . . , qn ëèíåéíîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (R2n) òàêèå, ÷òî

w =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi, è ñëåäóþùèå n êâàäðàòè÷íûõ ïîëèíîìîâ îáðàçóþò áàçèñ â h:

1) fj(p, q) = p2
j + q2

j (ýëëèïòè÷åñêèé òèï) j = 1, . . . , ke

2) fj(p, q) = p2
j − q2

j (ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï) j = ke + 1, . . . , ke + kh

3) fj(p, q) = pjqj + pj+1qj+1 fj+1(p, q) = pjqj+1 − pj+1qj (ôîêóñ-ôîêóñ)
j = ke + kh + 1, ke + kh + 3, . . . , ke + kh + 2kf = n

Ïîäàëãåáðû, ñîîòâåòñâóþùèå ðàçíûì òðîéêàì (ke, kh, kf ) íå ñîïðÿæåíû.

Â îáùåì ñëó÷àå, îñîáàÿ òî÷êà x ∈ (M2n, w) ðàíãà r íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé,
åñëè îíà ïåðåõîäèò â íåâûðîæäåííóþ îñîáóþ òî÷êó ðàíãà 0 ïîñëå ðåäóêöèè ïî
ãàìèëüòîíîâó äåéñòâèþ. Ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:
Áåðåì Lx = TxOx ⊂ TxM

2n - êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê îðáèòå ãàìèëüòîíîâà
äåéñòâèÿ.
L⊥x - êîñîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê Lx.
Íà L⊥x /Lx èíäóöèðóåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (ôóíêöèè fi êîììóòèðóþò).
Stx äåéñòâóåò íà L

⊥
x .

Îòîáðàæåíèå Stx → sp(L⊥x /Lx) çàäàåò íåêîòîðóþ êîììóòàòèâíóþ ïîäàëãåáðó h ⊂
sp(L⊥x /Lx).

Îïðåäåëåíèå 7.34. Îñîáàÿ òî÷êà x ∈ (M2n, w) ðàíãà r íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåí-
íîé îñîáîé òî÷êîé (ðàíãà r), åñëè hx ⊂ sp(L⊥x /Lx) - ïîäàëãåáðà Êàðòàíà.

Ëîêàëüíîå óñòðîéñòâî ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè îñîáåííîñòè ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì åå êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû (ò.å. òðîéêîé ÷èñåë (ke, kh, kf )).

Òåîðåìà 7.34. Âñÿêîå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé îñîáîé
òî÷êîé òèïà (ke, kh, kf ) è ðàíãà r ëîêàëüíî ñèìïëåêòîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäå-
íèþ ke ýêçåìïëÿðîâ ñëîåíèÿ Lell, kh ýêçåìïëÿðîâ ñëîåíèÿ Lhyp, kf ýêçåìïëÿðîâ ñëî-
åíèÿ Lfoc è r = n− ke − kh − 2kf ýêçåìïëÿðîâ ñëîåíèÿ Lreg, ãäå

1) Ñëîåíèå Lell - ýòî ñëîåíèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ â (R2, dp ∧ dq), ïîðîæäåííîå
ôóíêöèåé p2 + q2.

2) Ñëîåíèå Lhyp - ýòî ñëîåíèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ â (R2, dp ∧ dq), ïîðîæäåííîå
ôóíêöèåé p2 − q2.

3) Ñëîåíèå Lfoc - ýòî ñëîåíèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ â (R4, dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2),
ïîðîæäåííîå äâóìÿ êîììóòèðóþùèìè ôóíêöèÿìè p1q1 + p2q2, p1q2 − q1p2.

4) Ñëîåíèå Lreg - ýòî ñëîåíèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ â (R2, dp ∧ dq), ïîðîæäåííîå
ôóíêöèåé p.
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Ïåðåéäåì ê ïîëóëîêàëüíîìó óñòðîéñòâó îñîáåííîñòåé (ò.å. îá óñòðîéñòâå ñëîåíèÿ
Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè îñîáîãî ñëîÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà).

Íà÷íåì ñ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.
Ïóñòü äàëåå âñå îñîáåííîñòè èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (M2, w,H) ÿâ-
ëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè (èíûìè ñëîâàìè, H - ôóíêöèÿ Ìîðñà íà M2).

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå íåâûðîæäåííûå îñîáåííîñòè ôóíêöèè H íà (M2n, w) = ìîð-
ñîâñêèå îñîáåííîñòè H.

Ëåììà 7.8. (Ëåììà Äàðáó-Ìîðñà)
Äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè x ôóíêöèè H íà äâóìåðíîì ñèì-
ïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè (M2, w) ñóùåñòâóþò òàêèå ëîêàëüíûå ñèìïëåêòè÷å-
ñêèå êîîðäèíàòû p, q, ÷òî ôóíêöèÿ H çàâèñèò ëèáî îò p2 + q2, ëèáî òîëüêî îò
pq:

H = H(p2, q2) (ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé),
H = H(pq) (ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëó÷àé).

Îïðåäåëåíèå 7.35. Àòîì (èëè 2-àòîì) - ýòî ðîñòîê ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà îñî-
áîì ñëîå.

Ò.å. äâå îñîáåííîñòè (ðàññìàòðèâàåìûå ñ ïîëóëîêàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ) ñîîò-
âåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå àòîìó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðûå èõ
îêðåñòíîñòè ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíû.

Êîëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê â îñîáîì ñëîå íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ àòîìà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì èç òåîðèè Ìîðñà.

Óâåðæäåíèå 7.28. Ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà àòîìà ñëîæíîñòè 1 - ýëëèïòè÷åñêèé
(àòîì À) è ãèïåðáîëè÷åñêèé (àòîì B). Âñå àòîìû áîëüøåé ñëîæíîñòè - ãèïåðáî-
ëè÷åñêèå, ò.å. âñå èõ îñîáûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè îñîáûìè òî÷êàìè.

Åñòü àëãîðèòì äëÿ îïèñàíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ àòîìîâ.

Òåîðåìà 7.35. Äëÿ k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 êîëè÷åñòâî àòîìîâ ñëîæíîñòè k ðàâíî
2, 4, 10, 58, 322, 3044, 33917 ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî âñå àòîìû, êðîìå A è B íå ñòàáèëüíû. Âñå ãèïåðáîëè÷åñêèå àòîìû
ðàñïàäàþòñÿ íà àòîìû B ïðè ìàëîì øåâåëåíèè (ôóíêöèè Ìàðñà ïëîòíû â ïðî-
ñòðàíñòâå âñåõ ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìû ñ 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Íà÷íåì ñ îñîáåííîñòåé ñëîæíîñòè 1. Åñòü äâà òèïà òàêèõ îñîáåííîñòåé:

1) Ýëëèïòè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü.
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2) Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü.

Óâåðæäåíèå 7.29. Â ðàçìåðíîñòè 4 ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà, ñ òî÷íîñòüþ äî
ëèóâèëëåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè, ýëëèïòè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü ðàíãà 1, è îíà ÿâëÿåò-
ñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ýëëèïòè÷åñêîãî àòîìà Vell è ðåãóëÿðíîãî ñëîåíèÿ Vreg
(ò.å. ïðîñòî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ D1 × S1).

Êëàññèôèêàöèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ðàíãà 1 áûëà îïèñàíà À.Ò. Ôîìåí-
êî è Õ. Öèøàíãîì. Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé èìè ðåçóëüòàò, ïåðåôîðìóëèðîâàâ
åãî â òåðìèíàõ ïî÷òè ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé.

Òåîðåìà 7.36. Â ðàçìåðíîñòè 4 ëþáàÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü ðàíãà 1 ëè-
óâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà îñîáåííîñòè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ:

1) ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Vhyp × Vreg;

2) ôàêòîð ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Vhyp × Vreg ïî äåéñòâèþ ãðóïïû Z2 îïðåäåëåí-
íîãî ôîðìóëîé

(x, s, φ→ (τ(x), s, φ+ π),

ãäå x ∈ Vhyp, (φ, s) - êîîðäèíàòû äåéñòâèå-óãîë íà Vreg, à τ - ýòî èíâîëþ-
öèÿ Vhyp → Vhyp, íåïîäâèæäíûå òî÷êè êîòîðîé - ýòî íåêîòîðûå âåðøèíû
ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòîìà Vhyp.

Òåîðåìà 7.37. Ïóñòü x - íåâûðîæäåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ðàíãà 0 èíòåãðèðóåìîé ãà-
ìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (M4, w,H, f). Ïóñòü âñå (M4, w,H, f) - âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîå.
Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ M4 ñóùåñòâóþò êîîðäèíàòû (p1, q1, p2, q2), â êî-
òîðûõ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èìååò âèä w = dp1∧dq1 +dp2∧dq2, à ôóíêöèè
H è f èìåþò âèä:

1) ñëó÷àé öåíòð-öåíòð:
H = H(p2

1 + q2
1, p

2
2 + q2

2),

f = f(p2
1 + q2

1, p
2
2 + q2

2);

2) ñëó÷àé öåíòð-ñåäëî:
H = H(p1q1, p

2
2 + q2

2),

f = f(p1q1, p
2
2 + q2

2);

3) ñëó÷àé ñåäëî-ñåäëî:
H = H(p1q1, p2q2),

f = f(p1q1, p2q2);

4) ñëó÷àé ôîêóñ-ôîêóñ:
H = H(p2

1 + q2
1, p

2
2 − q2

2),

f = f(p2
1 + q2

1, p
2
2 − q2

2).

Îá îêðåñòíîñòè ñëîÿ, ñîäåðæàùåãî îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0, ìîæíî ñêàçàòü
ñëåäþóùåå:
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1) Îñîáåííîñòü òèïà öåíòð-öåíòð òîëüêî îäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè).
Îíà ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ àòîìîâ A.

2) Ëþáàÿ îñîáåííîñòü òèïà öåíòð-ñåäëî ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà ïðÿìîìó ïðî-
èçâåäåíèþ ñåäëîâîãî àòîìà è ýëëèïòè÷åñêîãî àòîìà A.

3) Ñóùåñòâóåò ðîâíî 4 îñîáåííîñòè òèïà ñåäëî-ñåäëî ñëîæíîñòè 1 (ò.å. ñîäåð-
æàùèå ðîâíî ðîâíî îäíó îñîáóþ òî÷êó íà ñëîå). Ýòè îñîáåííîñòè ïîëíîñòüþ
ðàçëè÷àþòñÿ ñâîèìè êðóãîâûìè ìîëåêóëàìè.

4) Îñîáåííîñòü òèïà ôîêóñ-ôîêóñ ñëîæíîñòè 1 ðîâíî îäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî ëè-
óâèëëåâîé C0-ýêâèâàëåíñòíîñòè).

Ñóùåñòâóåò 4 îñîáåííîñòè òèïà ñåäëî-ñåäëî ñëîæíîñòè 1:

1) îñîáåííîñòü òèïà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

B ×B

2) îñîáåííîñòü òèïà ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(B × C2)/Z2.

Â ýòîì ïîëóïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ãðóïïà Z2 äåéñòâóåò íà êàæäîì èç ñîìíî-
æèòåëåé êàê öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.

3) îñîáåííîñòü òèïà ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(B ×D1)/Z2.

Â ýòîì ïîëóïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ãðóïïà Z2 äåéñòâóåò íà êàæäîì èç ñîìíî-
æèòåëåé êàê öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.

4) îñîáåííîñòü òèïà (C2 × C2)/(Z2 × Z2):
îäíà ïîðîæäàþùàÿ Z2 × Z2 äåéñòâóåò òàê: íà 1 ñëàãàåìîì êàê ñèììåòðèÿ îò-
íîñèòåëüíî îñè x, íà 2 ñëàãàåìîì - ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè z, à
âòîðàÿ ïîðîæäàþùàÿ Z2 × Z2, íàîáîðîò, íà 1 ñëàãàåìîì - ñèììåòðè÷íàÿ îò-
íîñèòåëüíî îñè z, íà 2 ñëàãàåìîì - ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè x.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ÷åòûðåõìåðíóþ îñîáåííîñòü òèïà ôîêóñ-ôîêóñ. Ðàñ-
ñìîòðèì R4 ñî ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé w0 = dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2

è äâå ôóíêöèè
f1 = p1q1 + p2q2

f2 = p1q2 − p2q1

Ñðàçó æå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óâåðæäåíèå 7.30. Îñîáàÿ òî÷êà òèïà ôîêóñ-ôîêóñ ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñî-
áîé òî÷êîé.
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Îñîáåííîñòü òèïà ôîêóñ-ôîêóñ ìîæíî êîìïëåêñèôèöèðîâàòü. Ââåäåì êîìïëåêñ-
íûå êîîðäèíàòû

p = p1 − ip2

q = q1 + iq2

Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èìååò âèä

w = Re(dp ∧ dq),

à îòîáðàæåíèå ìîìåíòà F = f + if2 çàäàíî ôîðìóëîé

F = pq.

Â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

Óâåðæäåíèå 7.31. Â øàðîâîé îêðåñòíîñòè ÷åòûðåõìåðíîé îñîáåííîñòè òèïà
ôîêóñ-ôîêóñ èç òåîðåìû Ýëèàññîíà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Îñîáûé ñëîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêà-
þùèõñÿ äèñêîâ.

2) Íåîñîáûé ñëîé - öèëèíäð.

Â îáùåì ñëó÷àå ôîêóñíàÿ îñîáåííîñòü (ò.å. îêðåñòíîñòü ñëîÿ, ñîäåðæàùåãî òîëüêî
ôîêóñíûå îñîáûå) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì îñîáûõ òî÷åê â ñëîå.

Òåîðåìà 7.38. (V.S. Matveev, Nguyen Tien Zung)
Ôîêóñíûå îñîáåííîñòè ðàâíîé ñëîæíîñòè ïîëóëîêàëüíî ëèóâèëëåâî C0-ýêâèâàëåíòíû.

Òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû îòñóòñòâóþò, íî åñòü äèôôåðåíöèàëüíûå è ñèìïëåê-
òè÷åñêèå èíâàðèàíòû.

Ñëîé ôîêóñíîé îñîáåííîñòè - ýòî òîð ñ ïåðåòÿæêàìè
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Òåîðåìà 7.39. (V.S. Matveev, Nguyen Tien Zung)
Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè äëÿ ôîêóñíîé îñîáåííîñòè ñëîæíîñòè k èìååò âèä(

1 k
0 1

)
Åñëè (M2k

1 , w1, f1, . . . , fk) è (M2l
2 , w2, g1, . . . , gl) - äâå ÈÃÑ, òî

(M2k
1 ×M2l

2 , w1 × w2, f1, . . . , fk, g1, . . . , gl)

òîæå ÈÃÑ. Ýòî ñèñòåìà òèïà ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.
Òî÷êà (x1, x2) - îñîáàÿ ⇔ õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê x1, x2 êðèòè÷åñêàÿ.
Ðàíã òî÷êè (x1, x2) - ñóììó ðàíãîâ òî÷åê x1 è x2.
Îñîáàÿ òî÷êà (x1, x2) - íåâûðîæäåíà ⇔ îáå òî÷êè x1, x2 íåâûðîæäåíû (èëè íåîñî-
áû).

Ïðèìåð.

1) Ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ îêðåñòíîñòü òîðà Ëèóâèëëÿ â ñèñòåìå ñ n ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû ëèóâèëëåâà ýêâèâàëåíòíà ïðîèçâåäåíèþ n òðèâèàëüíûõ ñèñòåì ñ îäíîé
ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

2) Ïî òåîðåìå Ýëèàññîíà îêðåñòíîñòü ëþáîé íåâûðîæäåííîé òî÷êè ðàñïàäàåòñÿ
â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå áàçîâûõ íåâûðîæäåííûõ îñîáåííîñòåé.

Îñîáåííîñòü òèïà ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ - ýòî ôàêòîð îñîáåííîñòè òèïà
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ

U = V1 × . . .× Vm
ïî äåéñòâèþ ãðóïïû G, óäîâëåòâîðÿþùåìó ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) Ãðóïïà G äåéñòâóåò íà êàæäîì ñîìíîæèòåëå Vi ñèìïëåêòîìîðôèçìàìè

ψi : G→ Symp(Vi),

ñîõðàíÿþùèìè ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ íà íèõ.

2) Äåéñòâèå G íà ïðîèçâåäåíèè V1 × . . .× Vm ñâîáîäíî.

ψ(g)(x1, . . . , xm) = (ψ1(g)(x1), . . . , ψm(g)(xm))

Òàê êàê äåéñòâèå ñâîáîäíî, ôàêòîð U\G - ýòî ìíîãîîáðàçèå.

Òàê êàê äåéñòâèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå è ñîõðàíÿþò ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, íà ôàêòîðå
U\G èíäóöèðóåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà è ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ.

Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííóþ îñîáåííîñòü ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà (M2n, w).
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Ïóñòü L - îñîáûé ñëîé ñëîåíèÿ Ëèóâèëëÿ, ΣL - áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îêðåñò-
íîñòè ýòîãî ñëîÿ.
Ïóñòü xj - òî÷êè ìèíèìàëüíîãî ðàíãà r íà L.

Ýòè òî÷êè îáðàçóþò îäèí èëè íåñêîëüêî êðèòè÷åñêèõ òîðîâ ðàãìåðíîñòè r.
Äëÿ êàæäîãî òîðà ðàññìîòðèì èõ ìàëûå îêðåñòíîñòè è ñîîòâåòñâóþùèå áèôóðêà-
öèîííûå äèàãðàììû Σxj .

Ãîâîðÿò, ÷òî íåâûðîæäåííàÿ îñîáåííîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåðàñùåïëÿåìî-
ñòè, åñëè âñå áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû Σxj ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è ñîâïàäàþò
ñî âñåé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé:

ΣL = Σxj

Òåîðåìà 7.40. (Nguyen Tien Zung)
Ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ îñîáåííîñòü, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåðàñùåïëÿ-
åìîñòè ëèóâèëëåâî ýêâèâàëåíòíà îñîáåííîñòè òèïà ïî÷òè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ñî ñëàãàåìûìè îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:

1) ýëëèïòè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü Vell îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû (ò.å. àòîì A);

2) ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü Vhyp ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû;

3) ôîêóñíàÿ îñîáåííîñòü Vfoc ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû;

4) òðèâèàëüíîå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ Vreg áåç îñîáåííîñòåé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâî-
áîäû (ò.å. ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå D1 × S1).

Ýëëèïòè÷åñêèå îñîáåííîñòè âîçíèêàþò â ñëåäóþùèõ èçâåñòíûõ òåîðåìàõ (ïîêà
êðàòêàÿ, íåñòðîãàÿ ôîðìóëèðîâêà):

1) Atiyah-Guillemiin-Sternberg: îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà - âûïóêëûé ìíîãî-
ãðàííèê.

2) Delzant: ãàìèüòîíîâû Tn äåéñòâèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ ñâîèì îáðàçîì îòîáðà-
æåíèÿ ìîìåíòà.

Òåîðåìà 7.41. (Àòüÿ, Ãèéåìèí, Ñòåðíáåðã)
Äëÿ ãàìèëüòîíîâà äåéñòâèÿ òîðà Tk íà êîìïàêòíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîá-
ðàçèè (M2n, w).

1) Ïðîîîáðàç ëþáîé òî÷êè ξ ∈ g∗ ' Rn ïðè îòîáðàæåíèè ìîìåíòà µ−1(ξ) ñâÿçåí
(èëè ïóñò).

2) Îáðàç µ(M) åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

3) Îáðàç µ(P ) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé êîíå÷íîãî íàáîðà òî÷åê, ÿâëÿþùèõ-
ñÿ îáðàçàìè âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äåéñòâèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 7.36. Òîðè÷åñêîå (ñèìïëåêòè÷åñêîå) ìíîãîîáðàçèå - ýòî ñâÿçíîå
êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå (M2n, w), íà êîòîðîì çàäàíî ýôôåêòèâíîå ãàìèëüòîíîâî
äåéñòâèå òîðà Tn.

Äåéñòâèå ýôôåêòèâíî, åñëè ó îòîáðàæåíèÿ

ρ : Tn → Symp(M,w)

íåò ÿäðà ker ρ = e.
Âàæíî, ÷òî

dimTn =
1

2
dim(M2n, w)

Îïðåäåëåíèå 7.37. Ìíîãîãðàííèê Äåëüçàíòà - ýòî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â Rn

ò.÷.

1) Â êàæäîé âåðøèíå ñõîäèòñÿ ðîâíî n ðåáåð.

2) Êàæäîå ðåáðî ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ðåøåòêè Zn ⊂ Rn.

3) Äëÿ êàæäîé âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà âåêòîðà, èäóùèå âäîëü ðåáåð, ñõîäÿùèõ-
ñÿ ê âåðøèíå ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî îíè îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè.

Òåîðåìà 7.42. 1) Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì Äåëüçàíòà.

2) Êàæäîìó ìíîãîãðàííèêó Äåëüçàíòà ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíî òîðè÷å-
ñêîå ìíîãîîáðàçèå.

Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ
äî àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé ëèíåéíîé ÷àñòè:

~x→ A~x+~b, A ∈ GL(n,Z), ~b ∈ Rn

Ïðèìåð

Òîð T2 äåéñòâóåò íà CP2:

(eiΘ1 , eiΘ2) ◦ (z0 : z1 : z2) = (z0 : eiΘ1z1 : eiΘ2z2)

Ïðîâåðèòü, ÷òî äåéñòâèå ìîæíî çàäàòü ïàðîé ãàìèëüòîíèàíîâ

H1 =
|z1|2

|z0|2 + |z1|2 + |z2|2
, H1 =

|z2|2

|z0|2 + |z1|2 + |z2|2

Íåïîäâèæíûå òî÷êè äåéñòâèÿ:

(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)

Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà - íàòÿíóòûé íà íèõ òðåóãîëüíèê.
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Çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ.

Òåîðåìà 7.43. (J.J. Duistermaat (1980))
Åñëè ëàãðàíæåâî ðàññëîåíèå

π : (M2n, w)→ Bn

ñ ðåøåòêîé P äîïóñêàåò ëàãðàíæåâî ñå÷åíèå

s : Bn →M2n,

òî îíî ëàãðàíæåâî ýêâèâàëåíòíî ôàêòîðêàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ

π0 : (T ∗B/P,w0)→ Bn.

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ëèóâèëëÿ.

Òåîðåìà 7.44. (J.J. Duistermaat (1980))
Ëàãðàíæåâû ðàññëîåíèÿ π : (M2n, w) → Bn ñ ðåøåòêîé P êëàññèôèöèðóþòñÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî ëàãðàíæåâîé ýêâèâàëåíòíîñòè ñâîèì ëàãðàíæåâûì êëàññîì ×åðíà

[σ] ∈ H1(B,ΛT ∗B/P ).

Çäåñü ΛT ∗B/P - ïó÷îê ëàãðàíæåâûõ ñå÷åíèé T ∗B/P (ïó÷îê çàìêíóòûõ ðåøåò-
÷àòûõ 1-ôîðì íà Bn).
H1(B,ΛT ∗B/P ) - êîãîìîëîãèè ×åõà ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïó÷êå ΛT ∗B/P .

Ãîâîðÿò, ÷òî íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàí ïó÷îê O ñî çíà÷åíèÿìè â
ïðîñòðàíñòâå ñå÷åíèé íåêîòîðîãî ðàññëîåíèÿ, åñëè êàæäîìó îòêðûòîìó ïîäìíîæå-
ñòâó U ⊂ X ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ ñå÷åíèé O(U) ðàññëî-
åíèÿ íàä U òàêèì îáðàçîì, ÷òî:
åñëè V ⊂ U è s ∈ O(U), òî s|V ∈ O(V );
åñëè U = ∪αUα è s - òàêîå ñå÷åíèå íà U , ÷òî s|Uα ∈ O(Uα), òî s ∈ O(U).

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà.

Ýòî âñå ðàâíî, ÷òî ñêàçàòü, ÷òî ðàññëîåíèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ ñâîèìè ôóíêöèÿìè
ñêëåéêè.
Ïóñòü {Uα} - ïîêðûòèåBn ò.÷. íàä êàæäûì ýëåìåíòîì ïîêðûòèÿ ñóùåñòâóåò ëàãðàí-
æåâî ñå÷åíèå sα : Uα → (M2n, w).
Íàáîð ôóíêöèé ñêëååê {σαβ = sβs

−1
α } îáðàçóþò êîöèêë (ôóíêöèè σαβ - ýòî ñå÷åíèÿ

ΛT ∗B/P ).
Ñîîòâåòñòâóþùé êëàññ 1-êîãîìîëãèé ×åõà [σ] ∈ H1(B,ΛT ∗B/P ) - èñêîìûé.

Êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ:

0 −→ ΛT ∗B/P
i−→ T ∗B/P

d−→ Λ2B −→ 0

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äëèííàÿ òî÷íàÿ êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

. . . −→ H0(B, T ∗B/P )
d−→ H0(B,Λ2B)

δ−→ H1(B,ΛT ∗B/P )

i−→ H1(B, T ∗B/P )
d−→ H1(B,Λ2B) −→ . . .
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Óâåðæäåíèå 7.32. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå åñòåñòâåííûå èçîìîðôèçìû:

1) H1(B, T ∗B/P ) = H2(B,P )

2) H1(B,Λ2B) = H3(B,R)

1) Ôàêòîð H0(B,Λ2B)/H0(B, T ∗B/P ) = H2(B,R)/H2
P (B) - ýòî íåòðèâèàëüíûå

ïîäêðó÷èâàíèÿ.

2) Êëàññ ãðóïïû H1(B, T ∗B/P ) = H2(B,P ) - ýòî ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ ñå-
÷åíèÿ.

3) Êëàññ ãðóïïû H1(B,Λ2B) = H3(B,R) - ýòî ïðåïÿòñòâèå ê ïîñòðîåíèþ ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû (êëàññ [ψ] ∈ H3(B,R) ïî÷òè ëàãðàíæåâà ðàññëîåíèÿ
π : (M2n, η)→ Bn, ãäå dη = π∗ψ).

Îïðåäåëåíèå 7.38. Ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå π : (M2n, η) → Bn ìû
áóäåì íàçûâàòü ïî÷òè ëàãðàíæåâûì ðàññëîåíèåì, åñëè íà òîòàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå M2n çàäàíà 2-ôîðìà η, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåì óñëîâèÿì:

1) dη = π∗ψ äëÿ íåêîòîðîé 3-1îðìû íà áàçå Bn.

2) Ôîðìà η íåâûðîæäåíà.

3) Îãðàíè÷åíèå ôîðìû η íà êàæäûé ñëîé òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ η|Fx ≡ 0.

Ïî÷òè ëàãðàíæåâî ðàññëîåíèå àâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
dη = 0.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÈÃÑ

F = (F1, . . . , Fn) : (M2n, w)→ Rn.

Îòîáðàæåíèå F ñîáñòâåííîå (ò.å. ïðîîîáðàç ∀ êîìïàêòà - êîìïàêò).

Ïðîñòðàíñòâî (M2n, w) ðàçáèâàåòñÿ íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ
F :

π : (M2n, w,L)→ B

L - ñîîòâåñòâóþùåå îñîáîå ëàãðàíæåâî ñëîåíèå.
B - áàçà èëè ïðîñòðàíñòâî îðáèò.

Äâå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè/ñèìïëåêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè ⇔ ∃
ãîìåîìîðôèçì/ñèìïëåêòîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé ñëîåíèÿ.

Äâå ÈÃÑ
pi : (M2n

i , wi,Li)→ Oi, i = 1, 2

ãðóáî òîïîëîãè÷åñêè/ñèìïëåòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçì
áàç φ : O1 → O2, ïîêðûòèÿ Ui áàçû O1 è ñóùåñòâóþò ïîñëîéíûå ãîìåîìîðôèç-
ìû/ñèìïëåêòîìîðôèçìû

92

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

ò.÷. äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Ui ∩ Uj "ôóíêöèè ñêëåéêè" ψ−1
i ψj òîæäåñòâåííî äåé-

ñòâóþò íà
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïïàõ ñòàðòîâ ñëîÿ p−1

1 (x)
ïåðâûõ ãîìîëîãèÿõ H1(p−1

1 (x),Z).

Ïó÷îê ëîêàëüíûõ ñèìïëåêòîìîðôèçìîâ ñèñòåìû As: îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó
U áàçû ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñèìïëåêòîìîðôèçìû p−1(U), êîòîðûå òîæäåñòâåííî äåé-
ñòâóþò íà
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïïàõ ñòðàòîâ ñëîÿ p−1

1 (x)
ïåðâûõ ãîìîëîãèÿõ H1(p−1

1 (x),Z)

Ôóíêöèè ñêëåéêè ψ−1
i ψj çàäàþò ëàãðàíæåâ êëàññ ×åðíà µL ∈ H1(As).

Òåîðåìà 7.45. (N.T. Zung)
Åñëè ó äâóõ ãðóáî ñèìïëåêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíî-
âûõ ñèñòåì ñîâïàäàþò ëàãðàíæåâû êëàññû ×åðíà (ïî îòíîøåíèþ ê îáùåé "ýòà-
ëîííîé" ñèñòåìå), òî îíè ñèìïëåêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Àíàëîã ðåøåòêè: ïó÷îê àôôèííîé ìîíîäðîìèèR - îòêðûòîìó ìíîæåñòâó U ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ñèìïëåêòè÷åñêèõ S1-äåéñòâèé íà (π−1(U), w), ñîõðàíÿþùèõ
êàæäûé ñëîé L.

Ôîðìà β íà (M2n,L) ìû áóäåì íàçûâàòü áàçîâîé, åñë äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
X íà M2n, êàñàþùåãîñÿ L âûïîëíåíî

iXβ = iXdβ = 0

Äèôôåðåíöèàë áàçîâîé ôîðìû - áàçîâàÿ ôîðìà.

Z1 - ïó÷îê çàìêíóòûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì.

Êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïó÷êîâ:

0 −→ R −→ Z1 −→ As = Z1/R −→ 0

Ñîîòåòñòâóþùàÿ äëèííàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãè÷åñêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü:

. . . −→ H1(O,R) −→ H1(B,Z1) −→ H1(O,As)

−→ H2(O,R) −→ H2(O,Z1) −→ . . .

Óâåðæäåíèå 7.33. H i(O,Z1) = H i+1(O,R)
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Ëåêöèÿ 8. Геометрия Нийенхейса
Ýòà ëåêöèÿ ïðèìåðíî ñëåäóåò ðàáîòå A.V. Bolsinov, A. Yu. Konyaev, V.S. Matveev, 

"Nijenhuis Geometry"

Òåíçîð Íèéåíõåéñà. Ñâîéñòâà.
Ïóñòü P - òåíçîðíîå ïîëå òèïà (1, 1) (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëå ýíäîìîðôèçìîâ) 

íà ìíîãîîáðàçèè M .

Îïðåäåëåíèå 8.39. Òåíçîð Íèéåíõåéñà NP ïîëÿ ýíäîìîðôèçìîâ P - ýòî òåíçîð-
íîå ïîëå òèïà (1, 2), çàäàâàåìîå ôîðìóëîé

NP (v, w) = P 2[v, w] + [P v, P w] − P [P v, w] − P [v, P w]

Îïåðàòîðû Íèéåíõåéñà - ýòî òåíçîðíûå ïîëÿ P òèïà (1, 1) ñ íóëåâûì òåíçîðîì 
Íèéåíõåéñà NP = 0.

Ìíîãîîáðàçèå M , íà êîòîðîì çàäàí îïåðàòîð Íèéåíõåéñà íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðà-
çèåì Íèéåíõåéñà.

Óïðàæíåíèå 8.25. Ïðîâåðèòü, ÷òî NP äåéñòâèòåëüíî çàäàåò òåíçîð òèïà (1, 2).

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

NP : V ect(M)× V ect(M)→ V ect(M)

ÿâëÿåòñÿ C∞(M) ëèíåéíûì ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.

Óïðàæíåíèå 8.26. Ïðîâåðèòü, ÷òî â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

(NP )ijk = P l
j

∂Lij
∂xl
− P l

k

∂Lij
∂xl
− P i

l

∂P l
k

∂xj
+ P i

l

∂P l
j

∂xk
.

Ïàðà ñêîáîê Ïóàññîíà A è B ñîãëàñîâàíû, åñëè A+ B - ñíîâà ñêîáêà Ïóàññîíà.

Óâåðæäåíèå 8.34. Íåâûðîæäåííûå ñêîáêè Ïóàññîíà A è B òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñâÿçûâàþùèé èõ îïåðàòîð ðåêóðñèè

P = AB−1, Px : TxM → TxM

íèéåíõåéñîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ∇ - ñèììåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü, òî

[u, v] = ∇uv −∇vu

Óâåðæäåíèå 8.35.

NP (u, v) = (P∇uP −∇PuP )v − (P∇vP −∇PvP )u.
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Óâåðæäåíèå 8.36. Ðàññìîòðèì òåíçîð Íèéåíõåéñà NP êàê îòîáðàæåíèå, ñîïî-
ñòàâëÿþùåå âåêòîðíîìó ïîëþ ýíäîìîðôèçìîâ:

NP : u = NP (u, ·).

Òîãäà
NP : u→ PLuP − LPuP,

ãäå ÷åðåç Lv îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ Ëè âäîëü ïîëÿ v.

Óâåðæäåíèå 8.37. Ðàññìîòðèì òåíçîð Íèéåíõåéñà NP êàê îòîáðàæåíèå, ñîïî-
ñòàâëÿþùåå 1-ôîðìå 2-ôîðìó:

NP : α→ β = α(NP (·, ·)).

Òîãäà
β(·, ·) = d(P ∗2)(·, ·) + dα(P ·, P ·)− d(P ∗α)(P ·, ·)− d(P ∗α)(·, P ·), (8.1)

Óâåðæäåíèå 8.38. Ïóñòü P - îïåðàòîð Íèéåíõåéñà.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà p(t) ∈ K[t] ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè îïåðàòîð
p(P ) òîæå ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Íèéåíõåéñà:

NP = 0 ⇒ Np(P ) = 0.

Óâåðæäåíèå 8.39. Òàêæå

d(trLk) = k(L∗)k−1d trL, (8.2)

è áîëåå îáùå
d(tr p(L)) = p′(L)∗d trL, (8.3)

ãäå L∗ : T ∗qM → T ∗qM îáîçíà÷àåò äâîéñòâåííûé îïåðàòîð ê L è p′(·) îáîçíà÷àåò
ïðîèçâîäíóþ p(·).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå NL = 0 çàïèøåì â âèäå

LLξL = LLξL.

Îòñþäà
(Lp(L)ξ − p(L)Lξ)L = 0.

Îáîçíà÷èì
D = Lp(L)ξ − p(L)Lξ.

Òîãäà
D(Ln) = D(Ln−1)L+ Ln−1D(L).

Ïîýòîìó
(Lp(L)ξ − p(L)Lξ)p(L) = 0,

ò.å. Np(L) = 0.
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×òîáû äîêàçàòü
d(trLk) = k(L∗)k−1d trL, (8.4)

èñïîëüçóåì
LLnξL = LnLξL, (8.5)

ãäå n = k − 1. Ïîëó÷àåì

LLk−1ξ trL = tr(LLk−1ξL) = tr(Lk−1LξL) =
1

k
trLξLk =

1

k
Lξ trLk,

÷òî ýêâèâàëåíòíî òðåáóåìîìó.

Óâåðæäåíèå 8.40. Åñëè L - îïåðàòîð Íèéåíõåéñà, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
ξ

L∗(dχ(t))− t · dχ(t) = χ(t) · d trL, (8.6)

χ(t) = det(t · Id − L) - õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãîë÷åí îïåðàòîðà L (à t ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê ôîðìàëüíûé ïàðàìåòð).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

L∗d(detL) = detL · d trL. (8.7)

è ïîäñòàâèòü â ýòó ôîðìóëó t · Id− L âìåñòî L.

Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà L (íå îáÿçàòåëüíî Íèéåíõåéñîâà) è
âåêòîðíîãî ïîëÿ η âûïîëíåíî

Lη detL = tr(L̂LηL), (8.8)

ãäå L̂ - êîìàòðèöà L (ò.å. L̂L = detL · Id).

Ïîñêîëüêó L íèéåíõåéñîâ îïåðàòîð, LLξL = LLξL. Îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü â (8.7)
η = Lξ:

LLξ detL = tr(L̂LLξL) = tr(L̂LLξL) = detL · trLξL = detL · Lξ trL,

Óâåðæäåíèå 8.41. Ïóñòü L - îïåðàòîð Íèéåíõåéñà è λ(x) - ãëàäêîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå L, ò.å. ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

det(L− λ(x) · Id) ≡ 0

Òîãäà äèôôåðåíöèàë dλ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

(L− λ(x))∗dλ(x) = 0. (8.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ òî÷åê p ∈M ò.÷.
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1) â èõ ìàëîé îêðåñòíîñòè êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L ïîñòî-
ÿííû (òàêèå òî÷êè âñþäó ïëîòíû),

2) dλ(p) 6= 0 (èíà÷å òîæäåñòâî òðèâèàëüíî),

3) λ(p) = 0 (èíà÷å çàìåíèì L→ L− λ(p)Id).

Âûáåðåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû x1, . . . , xn ò.÷.

dλ(x) = xn.

Òîãäà
detL = xknf(x), f(p) 6= 0.

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
L∗dxn = 0.

Çíàåì, ÷òî
L∗(d detL) = detL · d trL.

Ïîäñòàâëÿÿ detL = xknf(x), ïîëó÷àåì:

L∗(kf(x)dxn + xndf(x)) = xnf(x) · d trR

Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî L∗dxn = 0 ïîëó÷àåòñÿ, ïîñêîëüêó λ(p) = xn(p) = 0 è f(p) 6=
0.

Óïðàæíåíèå 8.27. Ïóñòü ξ = ξ(x) - ãëàäêîå ñîáñòâåííîå âåêòîðíîå ïîëå îïåðà-
òîðà Íèéåíõåéñà L ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ(x), ò.å.

(L− λ · Id)ξ(x) = 0.

Òîãäà
(L− λ · Id)LξL = 0.

Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü LLξL− LLξL = 0.

Óâåðæäåíèå 8.42. Ïóñòü λ(x) - ãëàäêîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Íèéåí-
õåéñà L ñ (ëîêàëüíî) ïîñòîÿííîé êðàòíîñòüþ.
Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå

Im(L− λ(x) · Id)

ãëàäêîå è èíòåãðèðóåìîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãëàäêîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ - îáùèé ôàêò.
Èíòåãðèðóåìîñòü ImL ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôðîáåíèóñà.

Äåéñòâèòåëüíî,

L2[u, v] + [Lu, Lv]− L[Lu, v]− L[u, Lv] = 0,

îòêóäà
[Lu, Lv] = L([Lu, v] + [u, Lv]− L[u, v]) ∈ ImL.
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Äàëåå, îáîçíà÷èì Lλ = L− λ(x) · Id. Òîãäà:

[Lλu, Lλv] = [Lu, Lv] + [λu, λv]− [Lu, λv]− [λu, Lv] =

= L[Lu, v] + L[u, Lv]− L2[u, v] + λ2[u, v] + λdλ(u)v−

−λdλ(v)u− λ[Lu, v]− dλ(Lu)v − λ[u, Lv] + dλ(Lv)u =

= Lλ[Lu, v] + Lλ[u, Lv]− Lλ(L+ λId)[u, v]− dλ(Lvu)v + dλ(Lλv)u.

Ïî ðàíåå äîêàçàííîìó ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ èñ÷åçàþò.
Îòêóäà

[Lλu, Lλv] = Lλ([Lu, v] + [u, Lv]− (L+ λId)[u, v]) ∈ ImLλ.

Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Óïðàæíåíèå 8.28. Â óñëîâèÿõ ïðîøëîãî óòâåðæäåíèÿ, ïóñòü âñå ðàñïðåäåëåíèÿ

Im(L− λ(x) · Id)k, k ∈ N,

ïîñòîÿííîãî ðàíãà.
Òîãäà ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãëàäêèå è èíòåãðèðóåìû.

Åñëè λ = λ(x) - åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå L â òî÷êå x, òî ñóùåñòâó-
þò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ ó L âåðõíå-òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà (ñ λ íà
äèàãîíàëè).

Óâåðæäåíèå 8.43. Ïóñòü L - îïåðàòîð Íèéåíõåíñà.
Òîãäà åñëè u, v ∈ kerL, òî [u, v] ∈ kerL2.
Àíàëîãè÷íî, åñëè

u, v ∈ ker(L− λ(x) · Id),

òî
[u, v] ∈ ker(L− λ(x) · Id)2,

ãäå λ(x) - ãëàäêàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Lu = 0 è Lv = 0, òî

0 = NL(u, v) = L2[u, v]− L[Lu, v]− L[u, Lv] + [Lu, Lv] = L2[u, v].

Ïóñòü Lu = λu è Lv = λv. Òîãäà

0 = L2[u, v] + [λu, λv]− L[λu, v]− L[u, Lv] =

= L2[u, v] + λ2[u, v] + λdλ(u)v − λdλ(v)u− λL[u, v] + dλ(v)Lu− λL[u, v]− dλ(u)Lv =

= L2[u, v]− 2λL[u, v] + λ2[u, v] = (L− λ · Id)2[u, v].

Òî åñòü, [u, v] ∈ kerL2
λ.
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Òèïû òî÷åê.

Òî÷êà p ∈ M íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè â îáùåì ïîëîæåíèè (èëè àëãåáðàè÷åñêè
îáùåé), åñëè â åå îêðåñòíîñòè ïîñòîÿíåí àëãåáðàè÷åñêèé òèï (ò.å. õàðàêòåðèñòèêà
Ñåãðå) îïåðàòîðà L, ò.å. ïîñòîÿííû

1) êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λi,

2) ðàçìåðû æîðäàíîâûõ áëîêîâ, ñîîòâåòñòâóùèõ êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷å-
íèþ λi

(Ñàìè çíà÷åíèÿ λi íå ó÷èòûâàþòñÿ.)

Òî÷êà p ∈M íàçûâàåòñÿ gl-ðåãóëÿðíîé, åñëè â åå îêðåñòíîñòè êàæäîìó ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí æîðäàíîâ áëîê.
Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî GL(n) - îðáèòà îïåðàòîðà

O(L(p)) = {XL(p)X−1 | X ∈ GL(n)}

èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü.

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

χP (x)(t) = det(t · Id− P (x)) =
n∑
k=0

tkσn−k(x)

Òî÷êà p ∈M íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíî íåâûðîæäåííîé, åñëè äèôôåðåíöèàëû
êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

dσ1(x), . . . , dσn(x)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû â ýòîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 8.40. Òî÷êà p ∈M íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñêàëÿðíîãî òèïà, åñëè

L(p) = λ · Id, λ ∈ R.

Ëîêàëüíîå óñòðîéñòâî îïðåðàòîðîâ Íèéåíõåéñà.

Òåîðåìà 8.46. Ïóñòü L - îïåðàòîð Íèéåíõåéñà.
Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ∈ M åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàçëàãà-
åòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âçàèìíî-ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ

χL(T ) = χ1(t)χ2(t), ÍÎÄ(χ1(t), χ2(t)) = 1.

Òîãäà îáà ðàñïðåäåëåíèÿ
Di = kerχi(L)

èíòåãðèðóåìû.
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Áîëåå òîãî, â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, . . . , xr, yr+1, . . . , yn) (ãäå D1 ïî-
ðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè ∂xi, à D2 ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè ∂yj) îïåðàòîð L èìååò
áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä:

L(x, y) =

(
L1(x) 0

0 L2(y)

)
, (8.10)

ãäå r× r ìàòðèöà L1 çàâèñèò òîëüêî îò x-êîîðäèíàò, à (n− r)× (n− r) ìàòðèöà
L2 çàâèñèò òîëüêî îò y-êîîðäèíàò.

Äðóãèìè ñëîâàìè, L ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó îïåðàòîðîâ Íèéåíõåéñà:

L(x, y) = L1(x)⊕ L2(y).

Ïðèìåíÿÿ ýòó òåîðåìó äëÿ ðàçëîæåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà íåïðè-
âîäèìûå ìíîæèòåëè, ïîëó÷àåì:

Òåîðåìà 8.47. Ïóñòü ñïåêòð L â òî÷êå p ∈M ñîñòîèò èç

1) k âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, . . . , λk ñ êðàòíîñòÿìè m1, . . . ,mk

ñîîòâåòñòâåííî è

2) s ïàð êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé µ1, µ1, . . . , µs, µs ñ êðàò-
íîñòÿìè l1, . . . , ls.

Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ∈M ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

x1 = (x1
1, . . . , x

m1
1 ), . . . , xk = (x1

k, . . . , x
mk
k ), u1 = (u1

1, . . . , u
2l1
1 ), . . . , us = (u1

s, . . . , u
2ls
s ),

â êîòîðûõ L ïðèíèìàåò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä

L =


L1(x1)

..
.

Lk(xk)
LC

1 (u1)
..
.

LC
s (us)


ãäå êàæäûé áëîê çàâèñèò òîëüêî îò ñâîåé ãðóïïû ïåðåìåííûõ è ÿâëÿåòñÿ îïåðàòî-
ðîì Íèéåíõåéñà îòíîñèòåëüíî íèõ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäûé îïåðàòîð Íèéåíõåéñà L ëîêàëüíî ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿ-
ìóþ ñóììó îïåðàòîðîâ Íèéåíõåéñà

L = L1 ⊕ L2 ⊕ . . .

êàæäûé èç êîòîðûõ â òî÷êå p ∈ M èìååò ëèáî îäíî âåùåñòâåííîå, ëèáî ïàðó
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
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Ñëåäñòâèå 8.7. Ïðåäûäóùàÿ òåîðåìà äàåò êàíîíè÷åñêèé âèä äëÿ ïîëóïðîñòûõ
îïåðàòîðîâ â îêðåñòíîñòè àëãåáðàè÷åñêè îáùåé òî÷êè, ò.å. äëÿ
îïåðàòîðîâ, êîòîðûå äèàãîíàëèçèðóþòñÿ íàä C,
ó êîòîðûõ êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëîêàëüíî ïîñòîÿííû.

Ãëàâíîå - äîêàçàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Di = kerχi(L) èíòåãðèðóåìû.
Òîãäà ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû
(x, y), â êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèå D1 çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè x, à ðàñïðåäåëåíèå D2 -
êîîðäèíàòàìè y, è

L(x, y) =

(
L1(x, y) 0

0 L2(x, y)

)
(8.11)

Óïðàæíåíèå 8.29. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè NL = 0 è L èìååò âèä (8.11), òî L1 =
L1(x) è L2 = L2(y).

Çàìå÷àíèå 8.15. Ïîä÷åðêíåì - ïðåäûäóùèå äâå òåîðåìû âåðíû â îêðåñòíîñòè
ëþáîé òî÷êè.

Òåîðåìà 8.48. Ïóñòü σ1, . . . , σn - êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-
íà:

χ(t) = det(t · Id− L) = tn + σ1t
n−1 + σ2t

n−2 + . . .+ σn−1t+ σn

îïåðàòîðà Íèéåíõåéñà L.
Òîãäà â ëþáûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x1, . . . , xn âûïîëíåíî

J(x)L(x) = Sχ(x)J(x), ãäå Sχ(x) =


−σ1(x) 1
−σ2(x) 0 1

..
.

..
.

..
.

..
.

−σn−1(x) 0 . . . 0 1
−σn(x) 0 . . . 0 0

 (8.12)

è J(x) - ìàòðèöà ßêîáè íàáîðà ôóíêöèé σ1, . . . , σn îò x1, . . . , xn.

gl-ðåãóëÿðíûå íèéåíõåéñîâû îïåðàòîðû.

Â ðàáîòå
A.V. Bolsinov, A.Yu. Konyaev, V.S. Matveev, "Nijnehuis Geometry III: gl-regular Nijenhuis
operators"
äîêàçàíû òåîðåìû î ïðèâåäåíèè gl-ðåãóëÿðíûõ íèéåíõåéñîâûõ îïåðàòîðîâ ê ïåðâîé
è âòîðîé ñîïðîâîæäàþùèì ôîðìàì.
Òàêæå òàì îïèñàíû íîðìàëüíûå ôîðìû â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê â ðàçìåðíîñòè
äâà è íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðåïÿòñòâèÿ ê ñóùåñòâîâàíèþ gl-ðåãóëÿðíûõ íèé-
åíõåéñîâûõ îïåðàòîðîâ íà çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòÿõ.

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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1) GL(n,R)-îðáèòà îïðåàòîðà L

O(L) = {PLP−1 | P ∈ GL(n,R)} ⊂ gl(n,R)

èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü.

2) Îïåðàòîðû ld, L, . . . , Ln−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

3) Êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ L ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí æîðäàíîâ áëîê
(âêëþ÷àÿ êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ).

4) Ìèíèìàëüíûé ïîëèíîì L ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

χL(λ) = det(λ · Id− L) = λn − c1λ
n−1 − . . .− cn.

5) L ýêâèâàëåíòíà ïåðâîé ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöå
c1 1 0 . . . 0

c2 0 1 ..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

0
cn−1 0 . . . 0 1
cn 0 . . . 0 0

 ,

6) L ýêâèâàëåíòíà âòîðîé ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöå
0 1 0 . . . 0

0 0 1 ..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

0
0 0 . . . 0 0
cn cn−1 . . . c2 c1

 ,

ãäå ci - êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà χL(λ).

Òåîðåìà 8.49. Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèå gl-ðåãóëÿðíûå îïåðàòîð
L ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì

χL(λ) = det(λ · Id− L) = λn − f1λ
n−1 − . . .− fn,

ãäå n ≥ 2, â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p ∈M .
Òîãäà ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) L - îïåðàòîð Íèéåíõåéñà.

2) Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò x = (x1, . . . , xn), â êîòîðîé L
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

L1(x) =


f1 1 0 . . . 0

f2 0 1 ..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

0
fn−1 0 . . . 0 1
fn 0 . . . 0 0

 , (8.13)
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ãäå fi = fi(x) - êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà â ýòîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò.
Ýòè êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå ÓÐ×Ï:

∂fi
∂xj

= fi
∂f1

∂xj+1
+
∂fi+1

∂xj+1
,

∂fn
∂xj

= fn
∂f1

∂xj+1
. (8.14)

äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n− 1.

3) Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò x = (x1, . . . , xn), â êîòîðîé L
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

L2(x) =


0 1 0 . . . 0

0 0 1 ..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

0
0 0 . . . 0 1
fn fn−1 . . . f2 f1

 , (8.15)

ãäå fi = fi(x) - êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà â ýòîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò.
Ýòè êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå ÓÐ×Ï, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

dw = 0, d(L∗w) = 0, (8.16)

ãäå w = fndx
1 + . . .+ f1dx

n.

Òåîðåìà 8.50. Äëÿ ëþáûõ n âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé v1(t), . . . , vn(t),
îïðåäåëåííûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

r(λ, t) = λn − v1(t)λn−1 − v2(t)λn−2 − . . .− vn−1(t)λ− vn(t)

è ìàòðè÷íîå ñîîòíîøåíèå
r(L,M) = 0,

ãäå M = x1Ln−1 + x2Ln−2 + . . . + xn−1L + xnId è L - gl-ðåãóëÿðíàÿ n× n ìàòðèöà.
Òîãäà

1) Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè êîýôôèöèåíòû f1, . . . , fn õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ïîëèíîìà L îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ â îêðåñòíîñòè x = 0 èç ýòî-
ãî ìàòðè÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ êàê âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îò
x1, . . . , xn.

2) Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè f1(x), . . . , fn(x) - ýòî ðåøåíèÿ

∂fi
∂xj

= fi
∂f1

∂xj+1
+
∂fi+1

∂xj+1
,
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∂fn
∂xj

= fn
∂f1

∂xj+1
, (8.17)

óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

f1(0, . . . , 0, xn) = v1(xn),
f2(0, . . . , 0, xn) = v2(xn),

. . .
fn(0, . . . , 0, xn) = vn(xn).

(8.18)

Òåîðåìà 8.51. Ïóñòü σ1, . . . , σn - êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-
íà:

χ(t) = det(t · Id− L) = tn + σ1t
n−1 + σ2t

n−2 + . . .+ σn−1t+ σn

îïåðàòîðà Íèéåíõåéñà L. Òîãäà â ëþáûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x1, . . . , xn âûïîë-
íåíî

J(x)L(x) = Sχ(x)J(x), ãäå Sχ(x) =


−σ1(x) 1
−σ2(x)0 1

..
.

..
.

..
.

..
.

−σn−1(x) 0 . . . 0 1
−σn(x) 0 . . . 0 0

 (8.19)

è J(x) - ìàòðèöà ßêîáè íàáîðà ôóíêöèé σ1, . . . , σn îò x1, . . . , xn.

Ñëåäñòâèå 8.8. Åñëè ôóíêöèè σ1, . . . , σn ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû â îêðåñòíî-
ñòè ò. p ∈ M , òî L îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî íèì â îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè ïî ôîðìóëå

L(x) = J−1Sχ(x)J(x).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î âîññòàíîâëåíèè îïåðòîðà Íèéåíõåéñà ïî åãî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîìó ìíîãî÷ëåíó, ïîëó÷àåì:

Òåîðåìà 8.52. Ïóñòü L - îïåðàòîð íèéåíõåéñà íà Mn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L äèô-
ôåðåíöèàëüíî íåâûðîæäåí â òî÷êå p ∈ M è ÷òî äèôôåðåíöèàëû êîýôôèöèåíòîâ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà dσ1, . . . , dσn ëèíåéíî íåçàâèñèìû â òî÷êå p.
Òîãäà ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû x1, . . . , xn, â êîòîðûõ

L =


x1 1
x2 0 1

..
.

..
.

..
.

..
.

xn−1 0 . . . 0 1
xn 0 . . . 0 0

 (8.20)

Óïðàæíåíèå 8.30. Îáîáùèòü ïðåäûäóùóþ òåîðåìó, ðàçëîæèâ ëîêàëüíî îïåðà-
òîð îïåðàòîð Íèéåíõåéñà â ïðÿìóþ ñóììó, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì õà-
ðàêòåðèòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè.
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Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

L∗(dχ(t)) = −χ(t) · dσ1 + t · dχ(t)

è îíî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðâîé ñòåïåíè â ôîðìóëå
èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óâåðæäåíèå 8.44. Åñëè L - îïåðàòîð Íèéåíõåéñà, òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
ξ

L∗(dχ(t))− t · dχ(t) = χ(t) · d trL, (8.21)

χ(t) = det(t · Id − L) - õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà L (à t ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê ôîðìàëüíûé ïàðàìåòð).

Óïðàæíåíèå 8.31. Åñëè L äèôôåðåíöèàëüíî-íåâûðîæäåííûé îïåðàòîð íà ïî÷òè
âñåì M , òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) L - îïåðàòîð Íèéåíõåéñà;

2) d(trLk) = k(L∗)k−1d trL äëÿ k = 2, . . . , n+ 1;

3) L∗(dχ(t))− t · dχ(t) = χ(t) · d trL.

Íåêîòîðûå äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû.

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû Íèéåíõåéñà ñîîòâåòñòâóþò ëåâîñèììåòðè÷åñêèì àëãåáðàì.
Â ðàáîòå

A.Yu. Konyaev, "Nijenhuis geometry II: Left-symmetric algebras and linearization
problem for Nijenhuis operators"

êëàññèôèöèðîâàíû ýòè àëãåáðû ðàçìåðíîñòè 2 è èçó÷åíà ïðîáëåìà ëèíåàðèçàöèè
â îêðåñòíîñòè òî÷åê ñêàëÿðíîãî òèïà.

Â ðàáîòå

A.V. Bolsinov, A.Yu. Konyaev, V.S. Matveev, "Applications of Nijenhuis geometry:
Nondegenerate singular points of Poisson-Nijenhuis structures"

äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá óñòðîéñòâå ñòðóêòóð Ïóàññîíà-Íèéåíõåéñà â îêðåñò-
íîñòè îñîáûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 8.53. Ïóñòü (w,P ) - âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ïóàññîíà-
Íèéåíõåéñà íà M2n.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå p ∈ M2n äèôôåðåíöèàëû d trP, . . . , d trP n ëèíåéíî
íåçàâèñèìû.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû x1, . . . , xn, p1, . . . , pn, â êîòîðûõ w =∑
i

dxi ∧ dpi, à L çàäàåòñÿ ìàòðèöåé(
A 0n
S AT

)
, (8.22)
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ãäå

A =


−x1 1 0 . . . 0

−x2 0 1 ..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

0

−xn−1 ..
.

..
.

1
−xn 0 . . . . . . 0

 , S =


0 −p2 −p3 . . . −pn
p2 0 0 . . . 0

p3 0 ..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

pn 0 0 . . . 0

 (8.23)
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Ëåêöèÿ 9. Согласованные скобки Пуассона

Ñîãëàñîâàííûå ñêîáêè Ïóàññîíà.
Îïðåäåëåíèå 9.41. Äâå ñêîáêè Ïóàññîíà A è B íàçûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, åñëè 
ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè αA + βB òîæå 
ÿâëÿåòñÿ ñêîáêîé Ïóàññîíà.

Ïàðó ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà òàêæå íàçûâàþò áèãàìèëüòîíîâîé ñòðóê-
òóðîé.

Çàìå÷àíèå 9.16. Ñêîáêè Ïóàññîíà A è B ñîãëàñîâàíû ⇔ A + B òîæå ÿâëÿåòñÿ 
ñêîáêîé Ïóàññîíà.

Óâåðæäåíèå 9.45. Åñëè A - íåâûðîæäåííàÿ ñêîáêà Ïóàññîíà, òî ïàðà ñêîáîê 
Ïóàññîíà A è B ñîãëàñîâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâåí íóëþ òåíçîð Íèé-
åíõåéñà îïåðàòîðà ðåêóðñèè P = BA−1:

NP = 0

Ïóñòü g - êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè, à g∗ - ñîîòâåòñòâóþùåå äâîéñòâåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Íà êîàëãåáðå Ëè g∗ ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå ñêîáêè Ïóàññîíà:

1) Ëèíåéíàÿ ñêîáêà (ñêîáêà Ëè-Ïóàññîíà):

{f, g}(x) :=< x, [df |x, dg|x] >,

2) Ïîñòîÿííàÿ ñêîáêà (ñêîáêà ñ çàìîðîæåííûì àðãóìåíòîì). Ôèêñèðóåì a ∈ g.
Òîãäà

{f, g}a(x) :=< a, [df |x, dg|x] > .

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü êàíîíè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì (g∗)∗ = g.
Ñêîáêà {, }a ñîãëàñîâàíà ñî ñêîáêîé Ëè-Ïóàññîíà {, } äëÿ ëþáîãî a ∈ g∗.
Èíîãäà ïó÷îê {, }+ λ{, }a íàçûâàþò ïó÷êîì "ñäâèãà àðãóìåíòà" .

Ïóñòü A è B - ñîãëàñîâàííûå ñêîáêè Ïóàññîíà íà ìíîãîîáðàçèè M .

1) ×åðåç Aλ, ãäå λ ∈ K̂ = K ∪ {∞} ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñêîáêó A + λB, åñëè
λ ∈ K èëè B, åñëè λ = {∞}. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî {A + λB} ìû
áóäåì íàçûâàòü ïóñêîì ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà.

2) Ðàíã ñêîáêè Ïóàññîíà A, çàäàííîé íà ìíîãîîáðàçèè M , ðàâåí

max
x∈M

(rkA(x))

Ðàíãîì ïó÷êà ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà {A+ λB} íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

max
λ∈K̂

(rkAλ)
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3) Ñêîáêà Aλ èç ïó÷êà íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé (â òî÷êå x), åñëè

rkA(x) = max
λ∈K̂

rk{A+ λB}(x)

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ẋ = v íà ìíîãîîáðàçèè M , íà êîòîðîì çàäàíû äâå ñîãëà-
ñîâàííûå ñêîáêè Ïóàññîíà A è B íàçûâàþò áèãàìèëüòîíîâîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
ãàìèëüòîíîâîé ñðàçó îòíîñèòåëüíî îáîèõ ñêîáîê Ïóàññîíà è ëþáîé èõ íåòðèâèàëü-
íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.

Èíòåãðèðóåìîñòü ìíîãèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì áèãàìèëüòî-
íîâîé ñòðóêòóðû:

1) F. Magri, "A Simple Model of the Integrable Hamiltonian Equation"

2) Ìèùåíêî À.Ñ., Ôîìåíêî À.Ò. "Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íà êîíå÷íîìåðíûõ ãðóïïàõ
Ëè"

3) À.Ñ. Ìèùåíêî, À.Ò. Ôîìåíêî, "Îáîáùåííûé ìåòîä Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ
ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì"

"Ñëîâàðèê" : Ëèíåéíàÿ àëãåáðà ↔ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà ↔ ñêîáêà Ïóàññîíà

ßäðî êîñîñèììåòðè÷íîé ôîðìû ↔ ôóíêöèè Êàçèìèðà
Ïó÷îê êîñîñèììåòðè÷íûõ ôîðì ↔ ñîãëàñîâàííûå ñêîáêè Ïóàññîíà
Èçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà ↔ ñåìåéñòâà êîììóòèðóþùèõ ôóíêöèé

Ìàêñèìàëüíî èçîòðîïíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ↔ èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû
Áèëàãðàíæåâû ïîäïðîñòðàíñòâà ↔ ïîëíûå ñâîéñòâà ôóêíöèé â áèèíâîëþöèè.

Òåîðåìà Òóðèýëÿ.

Ïåðåéäåì ê êðàòêîìó îïèñàíèþ ëîêàëüíîãî óñòðîéñòâà (íåâûðîæäåííûõ) áèãà-
ìèëüòîíîâûõ ñòðóêòóð.

Ðåçóëüòàòû î ëîêàëüíîì óñòðîéñòâå ïàðû ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà:

I.S. Zakharevich, "Kronecker webs, bihamiltonian structures, and the method of
argument translation"

A. Panasyuk, "Veronese webs for bihamiltonian structures of higher corank, Poisson
geometry"

F.J. Turiel, "Classi�cation locale simultanee de deux formes symplectiques
compatibles"

F.J. Turiel, "On the local theory of Veronese webs"
F.J. Turiel, "The local product theorem for bihamiltonian structures"

Ïóñòü M - âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå.
Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå K = R âñå ãëàäêîå (êëàññà C∞).
Â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå K = C âñå êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêîå (â ÷àñòíîñòè âñå 2-
ôîðìû - ýòî (2,0)-ôîðìû).
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Îïðåäåëåíèå 9.42. Ïàðó äèôôåðåíöèàëüíûõ 2-ôîðì (w0, w1) íà ìíîãîîáðàçèè M
ìû áóäåì íàçûâàòü ñîãëàñîâàííûìè, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Ôîðìà w0 íåâûðîæäåíà.

2) Îáå ôîðìû w0 è w1 çàìêíóòû

dw0 = 0, dw1 = 0

3) Òåíçîð Íèéåíõåéñà ïîëÿ ýíäîìîðôèçìîâ P = w−1
0 w1 ðàâåí íóëþ

NP = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî òåíçîð ÍèéåíõåéñàNP ïîëÿ ýíäîìîðôèçìîâ P çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

NP (X, Y ) = [PX,PY ]− P [PX, Y ]− P [X,PY ] + P 2[X, Y ].

Îïðåäåëåíèå 9.43. Ïóñòü (w0, w1) - ïàðà ñîãëñîâàííûõ 2-ôîðì íà ìíîãîîáðàçèè
M . Òî÷êó x0 ∈ M ìû áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíîé, åñëè â íåêîòîðîé åå îêðåñòíî-
ñòè Ox0 ïîñòîÿííû ñëåäóþùèå èíâàðèàíòû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà:

1) êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λi îïåðàòîðîâ Px : TxM →
TxM ,

2) êîëè÷åñòâî è ðàçìåðû æîðäàíîâûõ áëîêîâ, îòâå÷àþùèõ êàæäîìó ñîáñòâåí-
íîìó çíà÷åíèþ λi.

Ðåãóëÿðíûå òî÷êè ìîæíî òàêæå îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàïîìíèì, ÷òî
ëîêàëüíûì ðåïåðîì íàçûâàåòñÿ íàáîð âåêòîðíûõ ïîëåé, çàäàííûõ â îêðåñòíîñòè
íåêîòîðîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ, è ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ â êàæäîé òî÷êå ýòîé îêðåñò-
íîñòè.

Çàìå÷àíèå 9.17. Òî÷êà x0 ∈M ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíûé ðåïåð v1(x), . . . , vn(x) òàêîé,
÷òî ìàòðèöû îáåèõ ôîðì w0 è w1 èìåþò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, êàê â òåîðåìå
Æîðäàíà-Êðîíåêåðà

A =


A1

A2

..
.

Ak

 , B =


B1

B2

..
.

Bk

 ,

íî êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λi(x) çàâèñèò îò òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ:

Ai =

(
0 J(λi(x))

−JT (λi(x)) 0

)
, Bi =

(
0 E
−E 0

)
Ëîêàëüíîå óñòðîéñòâî íåâûðîæäåííûõ áèãàìèëüòîíîâûõ ñòðóêòóð â îêðåñòíîñòè

ðåãóëÿðíîé òî÷êè áûëî îïèñàíî Òóðèýëåì â
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F.J. Turiel, "Classi�cation locale simultanee de deux formes symplectiques
compatibles"

À èìåííî, â ðàáîòå îïèñàíà ñòðóêòóðà ñîãëàñîâàííûõ 2-ôîðì â îêðåñòíîñòè òàêèõ
ðåãóëÿðíûõ òî÷åê x0 ∈ (M,w0, w1), ÷òî êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ëèáî ïîñòîÿí-
íî, ëèáî íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0:

λi ≡ const, èëè dλi(x) 6= 0.

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû ïîçâîëÿþò ñâåñòè çàäà÷ó ê ñëó÷àþ îäíîãî ñîáñòâåííî-
ãî çíà÷åíèÿ â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå èëè ê ñëó÷àþ îäíîãî âåùåñòâåííîãî èëè äâóõ
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ çíà÷åíèé â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 9.54. (Turiel, 1994)
Ïóñòü (w0, w1) - ïàðà ñîãëàñîâàííûõ 2-ôîðì íà ìíîãîîáðàçèè M .
Òîãäà ó ëþáîé ðåãóëÿðíîé òî÷êè x0 ∈ (M,w0, w1) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ox
èçîìîðôíàÿ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìíîãîîáðàçèé, ñ çàäàííûìè íà íèõ ïàðàìè ìî-
ãëàñîâàííûõ 2-ôîðì:

(Ox,w0, w1) =
∏

(Oix,w0,i, w1,i),

ãäå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êàæäîé ïàðû ôîðì (w0,i, w1,i) íåðàçëîæèì.

Ýòà òåîðåìà âåðíà íå òîëüêî äëÿ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê (ýòî ôàêò ïðî îïåðàòîð Íèé-
åíõåéñà).

Ñëó÷àé ïîñòîÿííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Îïðåäåëåíèå 9.44. Íåâûðîæäåííóþ áèãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó (w0, w1) ìû áó-
äåì íàçûâàòü ïëîñêîé â òî÷êå x ∈ M , åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ëîêàëüíûå êî-
îðäèíàòû â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, â êîòîðûõ ìàòðèöû îáåèõ ôîðì w0 è w1

çàïèñûâàþòñÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà 9.55. (Turiel, 1994)
Íåâûðîæäåííàÿ áèãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà (w0, w1) ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x ∈ M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà x ðåãóëÿðíà è âñå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííû.

Îïðåäåëåíèå 9.45. Ïàðó íåâûðîæäåííûõ áèãàìèëüòîíîâûõ ñòðóêòóð (M ′, w′0, w
′
1)

è (M ′′, w′′0 , w
′′
1) ìû áóäåì íàçûâàòü èçîìîðôíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-

ùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì f : M ′ →M ′′ òàêîé, ÷òî f ∗w′′1 = w′1 è f
∗w′′2 = w′2.

Òåîðåìà 9.56. (Turiel, 1994)
Ðààñìîòðèì ïàðó ôîðì (w′0, w

′
1) è (w′′0 , w

′′
1) íà ìíîãîîáðàçèÿõ M ′ è M ′′, òàêèå, ÷òî

êàæäîé ïàðå ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíî ñîáñòâåííîå íåïîñòîÿííîå çíà÷åíèå áåç
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
Òîãäà ðåãóëÿðíûå òî÷êè x′ ∈ M ′ è x′′ ∈ M ′′ èìåþò èçîìîðôíûå îêðåñòíîñòè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçëîæåíèÿ Æîðäàíà-Êðîíåêåðà ïàð ôîðì (w′0, w

′
1)

è (w′′0 , w
′′
1) â ýòèõ òî÷êàõ ñîâïàäàåò (ò.å. ñîñòîèò èç îäíîãî è òîãî æå íàáîðà

æîðäàíîâûõ áëîêîâ).
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Íå âñå èíâàðèàíòû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà ìîæíî ðåàëèçîâàòü íåïëîñêèìè ñîãëà-
ñîâàííûìè 2-ôîðìàìè.

Òåîðåìà 9.57. (Turiel, 1994)
Ïóñòü (w0, w1) - ïàðà ñîãëàñîâàííûõ 2-ôîðì íà ìíîãîîáðàçèè M ñ îäíèì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì λ, êîòîðîå íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà M .
Òîãäà äëÿ ëþáîé ðåãóëÿðíîé òî÷êè x ∈M â ðàçëîæåíèè Æîðäàíà-Êðîíåêåðà ñîîò-
âåòñòâóþùåãî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà (Tx0M,w0, w1) íàèáîëüøèé æîðäàíîâ
áëîê âñåãäà (ñòðîãî) áîëüøå, ÷åì îñòàëüíûå æîðäàíîâû áëîêè.

Òåîðåìà 9.58. Ïóñòü w0 è w1 - ñîãëàñîâàííûå 2-ôîðìû íà ìíîãîîáðàçèè Mn, à
x0 ∈Mn - ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà.
Ïóñòü äàëåå ó ïîëÿ ýíäîìîðôèçìîâ P = w−1

0 w1 òîëüêî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λ è dλ|x0 6= 0. Ïóñòü ðàçëîæåíèå Æîðäàíà-Êðîíåêåðà ïàðû ôîðì w0 è w1 â òî÷êå
x0 ñîñòîèò èç æîðäàíîâûõ k1 + 1, k2, . . . , kn áëîêîâ, ãäå k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ kn.
Òîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîäèíàòû

(x1
1, . . . , x

k1
1 , y

1
1, . . . , y

k1
1 , x

2
2, . . . , . . . , y

kn
n , z, λ)

òàêèå, ÷òî

w0 =

(
n∑
s=1

ks∑
i=1

dxis ∧ dyis

)
+ dz ∧ dλ

w1 = λw0 +

(
n∑
s=1

ks∑
i=1

dxis ∧ dyi+1
s

)
+ α ∧ dλ+ dy1

1 ∧ dλ,

ãäå

α =
n∑
s=1

ks∑
i=1

(i+
1

2
)yisdx

i
s + (i− 1

2
)xisdy

i
s.

Èíûìè ñëîâàìè, ìàòðèöû ôîðì èìåþò âèä:

w0 =



0 Ek1
−Ek1 0

..
.

0 Ekn
−Ekn 0

0 1
−1 0



w1 =



0 Jk1(λ) 0 α1

−JTk1(λ) 0 β1 + δ

..
.

..
.

..
.

0 Jkn(λ) 0 αn
−JTkn(λ) 0 0 βn

0 0 . . . 0 0 0 λ
−αT1 −βT1 − δT . . . −αTn −βTn −λ 0


,

111

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

ãäå

αs =


3
2
y1
s

5
2
y2
s

..
.

(ks + 1
2
)ykss

 , βs =


1
2
x1
s

3
2
x2
s

..
.

(ks − 1
2
)xkss

 , δ =


1
0

..
.

0


Çàìå÷àíèå 9.18. 1) Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà - ýòî ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå λ. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî
∂

∂z
- ýòî ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå

ïîëå ñ ãàìèëüòîíèàíîì ±λ îòíîñèòåëüíî ôîðìû w0. (Çíàê ± çàâèñèò îò
ñîãëàøåíèÿ î çíàêàõ ïðè îïðåäåëåíèè ãàìèëüòîíîâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.)

2) Ñëàãàåìîå α ∧ dλ íóæíî, ÷òîáû ôîðìà w1 áûëà çàìêíóòà.

3) Ñëàãàåìîå dy1
1∧dλ íóæíî, ÷òîáû èíâàðèàíòû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x0 áûëè ïîñòîÿííû.

Äðóãîé âèä ôîðì (îäíà ôîðìà - ëèíåéíàÿ, äðóãàÿ - ïîñòîÿííàÿ) îïèñàí â

Oliver, P.J., "Canonical forms and integrability of biHamiltonian systems"

Òàêæå òàì îïèñàíû áèãàìèëüòîíèàíû.

Èíòåãðèðóåìîñòü èíâàðèàíòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ïîäïðîñòðàíñòâî W ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V , íà êîòîðîì çàäàíû äâå êîñîñèì-
ìåòðè÷íûå áèëèíåéíûå ôîðìû A è B, ìû áóäåì íàçûâàòü èíâàðèàíòíûì, åñëè îíî
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû áèñèìïëåêòîìîðôèçìîâ BSp(V,A,B),
ò.å. ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ V , ñîõðàíÿþùèõ îáå ôîðìû A è B.

Ðàñïðåäåëåíèå ṽ íà ìíîãîîáðàçèè M , íà êîòîðîì çäàíà ïàðà ñîãëàñîâàííûõ 2-
ôîðì (w0, w1) ìû áóäåì íàçûâàòü èíâàðèàíòíûì, åñëè êàæäîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ṽx ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî êàñàòåëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà TxM .

Èíâàðèàíòíûå ðàñïðåäåëíèÿ èíòåãðèðóåìû?
Ýòîò âîïðîñ áûë ïîñòàâëåí ðàíåå â ðàáîòå

Áîëñèíîâ À.Â., Èçîñèìîâ À.Ì., Êîíÿåâ À.Þ., Îøåìêîâ À.À. "Àëãåáðà è
òîïîëîãèÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Òðóäû ñåìèíàðà ïî

âåêòîðíîìó è òåíçîðíîìó àíàëèçó."

Ýòîò âîïðîñ ñâÿçàí ñ èçó÷åíèåì áèãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è ëîêàëüíîãî óñòðîéñòâà
ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà.

Òåîðåìà 9.59. Ïóñòü P - íèëüïîòåíòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð íà ñèì-
ïëåêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (V,B).
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Òîãäà ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ V èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû àâòî-
ìîðôèçìîâ Aut(V,B, P ) èìååò âèä

W = ⊕(kerP kj ∩ ImP li).

Ñëåäñòâèå 9.9. Åñëè ïðîñòðàíñòâî (V,B, P ) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé æîðäàíîâûõ áëî-
êîâ îäíîé è òîé æå âûñîòû k, òî èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà - ýòî â òî÷-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà

kerP i = ImP k−i

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ è
èõ âèäû.

Çàìå÷àíèå 9.19. Ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ âèäà kerP ki∩ImRli ìîæíî òàêæå îïè-
ñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V k

J ñóììó âñåõ æîðäàíîâûõ áëîêîâ âû-
ñîòû (ðîâíî) k. Äàëåå îáîçíà÷èì ÷åðåç Um(V k

J ), ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ âû-
ñîòû m.
Ïóñòü ïðîòðàíñòâî (V,B, P ) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé æîðäàíîâûõ áëîêîâ âûñîòû k1, . . . , kN ,
ãäå k1 > k2 > . . . > kN .
Òîãäà ëþáîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èìååò âèä:

Um1(V k1
J )⊕ . . .⊕ UmN (V kN

J ),

ãäå
0 ≤ m1 −m2 ≤ k1 − k2

. . .

0 ≤ mN−1 −mN ≤ kN−1 − kN
Òåîðåìà 9.60. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå ðàñïàäàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

(M,w0, w1) = (M ′, w′0, w
′
1)× (M ′′, w′′0 , w

′′
1),

ãäå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû χ′ è χ′′ ïàð ôîðì (w′0, w
′
1) è (w′′0 , w

′′
1) âçàèìíî-

ïðîñòû â êàæäîé òî÷êå M .
Òîãäà ëþáîå èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà M - ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå èíâàðèàíò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé íà M ′ è M ′′:

F = F ′ × F ′′

Ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé èíòåãðèðóåìî ⇔ êàæäîå ñëàãàåìîå èíòåãðèðó-
åìî.

Òåîðåìà 9.61. Ðàññìîòðèì ïàðó ñîãëàñîâàííûõ ôîðì w0, w1 íà M ñ îäíèì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì λ. Ïóñòü x0 - ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà M .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå x0 ðàçìåðû æîðäàíîâûõ êëåòîê îïåðàòîðà ðåêóðñèè
P = w−1

0 w1 ðàâíû

(k1 + 1), (k1 + 1), k2, k2, . . . , kn, kn,

ãäå
k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ kn.

Òîãäà
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1) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü x0, â êîòîðîé âñå èíâàðèàíòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ,
êðîìå, ìîæåò áûòü,

ker(P − λE)ki ,

ãäå i > 1, ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè;

2) ðàñïðåäåëåíèÿ ker(P − λE)ki, ãäå i > 1, èíòåãðèðóåìû â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ = const â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì. Äîñòàòî÷íî
íàéòè ëîêàëüíûé ðåïåð

e0
1, e

1
1, . . . , e

k1
1 , f

0
1 , . . . , f

k1
1 , e1

2, . . . , e
kn
n , f

1
n, . . . , f

kn
n (9.1)

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 â êîòîðîì ìàòðèöû ôîðì w0 è w1 ñîñòîÿò èç æîðäàíîâûõ
áëîêîâ, ïîñëå ÷åãî ÿâíî íàéòè êàæäîå èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå è ïðîâåðòü åãî
èíâîëþòèâíîñòü.

Áàçèñ ìåíüøèõ (k2, . . . , kn) æîðäàíîâûõ áëîêîâ:

e1
i =

∂

∂x1
i

−
(ki + 1

2
)ykii

(1
2
x1

1 + 1)

∂

∂yki1

,

esi = (P − λE)s−1e1
i =

∂

∂xsi
−

(ki + 1
2
)ykii

(1
2
x1

1 + 1)

∂

∂yki−s+1
1

+ αsi
∂

∂z
,

fkii =
∂

∂y1
i

−
1
2
x1
i

(1
2
x1

1 + 1)

∂

∂yki1

,

f si = (P − λE)ki−sfkii =
∂

∂ysi
−

1
2
x1
i

(1
2
x1

1 + 1)

∂

∂ys1
+ βsi

∂

∂z
,

ãäå

αsi = (s− 1

2
)ys−1
i −

(ki + 1
2
)ykii

(1
2
x1

1 + 1)
((ki − s+

3

2
)xki−s+2

1 + δki+1
s )

βsi = (s+
1

2
)xs+1

i −
1
2
x1
i

(1
2
x1

1 + 1)
((s+

1

2
)xs+1

1 + δs0)

Áàçèñ íàèáîëüøåãî (k1 + 1)-áëîêà:

e0
1 = − ∂

∂λ
+

n∑
s=1

(
ks∑
j=1

−(j +
1

2
)xj+1

s

∂

∂xjs
+ (j − 1

2
)yj−1
s

∂

∂yjs

)

esi = (P − λE)se0
i

fk11 =
1

(1
2
x1

1 + 1)

∂

∂yk11

,
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f s1 = (P − λE)k1−sfk11 =
1

(1
2
x1

1 + 1)

∂

∂ys1
+ βs1

∂

∂z
,

f 0
1 =

∂

∂z
ãäå

βs1 =
1

1
2
x1

1 + 1
((s+

1

2
)xs+1

1 + δs0)

Ëåììà 9.9. Â ñëó÷àå îäíîãî íåïîñòîÿííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ â îïèñàíííûõ
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà èìåþò âèä

Um1+1(V k1+1
j )⊕ . . .⊕ UmN (V kN

J ) =<
∂

∂z
,
∂

∂y1
1

, . . . ,
∂

∂ym1
1

, ek11 , . . . , e
k1−m1
1 > ⊕ (9.2)

N⊕
s=2

<
∂

∂xkss
, . . . ,

∂

∂xks−ms+2
s

,
∂

∂xks−ms+1
s

−
(ks + 1

2
)ykss

(1
2
x1

1 + 1)

∂

∂yms1

, (9.3)

∂

∂y1
s

, . . . ,
∂

∂yms−1
s

,
∂

∂ymss
−

1
2
x1
s

(1
2
x1

1 + 1)

∂

∂yms1

> (9.4)

Ïóñòü w0, w1 - ïàðà ñîãëàñîâàííûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Çàäà÷à. Êàêèå èíâàðèàíòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåãðèðóåìû?
Ðàíåå îáñóæäàëèñü ðàñïðåäåëåíèÿ, èíâàðèàíòíûå â êàæäîé òî÷êå. Çäåñü âîïðîñ
ïðî àâòîìîðôèçìû ïó÷êà Aut(A+ λB) èëè ëîêàëüíûé àâòîìîðôèçì.
Íå êàæäûé àâòîìîðôèçì â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò ïðîäëæàòüñÿ äî ëî-
êàëüíîãî àâòìîðôèçìà.

Ãèïîòåçà. Ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî âûãëÿæåòü òàê: λ - ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (èí-
âàðèàíòíî) + ”dλ” è âñå, ÷òî "îíî ïîðîæäàåò" .
Ò.å. ê îòâåòó äëÿ èíâàðèàíòíûõ ïîòî÷å÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé íóæíî äîáàâèòü ðàñïðå-
äåëåíèå, ïîðîæäåííîå êàæäûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, è âñå, ÷òî îíî ïîðîæäàåò.
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Ëåêöèÿ 10 . Кронекеровы пучки
Êðîíåêåðîâû ïó÷êè.

Îïðåäåëåíèå 10.46. Ïó÷îê ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà A+λB íà M ìû áóäåì 
íàçûâàòü

1) æîðäàíîâûì (ñîîòâåòñòâåííî êðîíåêåðîâûì), åñëè â êàæäîé òî÷êå x ∈ M
ðàçëîæåíèå Æîðäàíà-Êðîíåêåðà A(x) +λB(x) ñîñòîèò ëèøü èç æîðäàíîâûõ
(ñîîòâåòñòâåííî êðîíåêåðîâûõ) áëîêîâ.

2) ïëîñêèì, åñëè â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ó áèâåêòîðîâ A è B ïîñòî-
ÿííûå êîýôôèöèåíòû.

Íàïîìèíàíèå
Æîðäàíîâ áëîê(

0 Jλ
−JTλ 0

) (
0 E
−E 0

)
Êðîíåêåðîâ áëîê

1 0
0 ..

.
..
.

1 0
−1
0 ..

.

..
. −1 0

0





0 1
0 ..

.
..
.

0 1
0
−1 ..

.

..
.

0 0
−1


Êîãäà íà êîàëãåáðå Ëè g∗ ïó÷îê "ñäâèãà àðãóìåíòà"

{, }+ λ{, },

ïëîñêèé?

Åñëè g - ïðîñòàÿ, òî ïó÷îê ïëîñêèé, ýòî äîêàçàíî â:

A. Panasyuk, "Veronese webs for bihamiltonian structures of higher corank" .

I. Zakharevich, "Kronecker webs, bihamiltonian structures, and the method of
argument translation" .

Èâàðèàíòû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà äëÿ ïàðû áèëèíåéíûõ ôîðì (A,B) íà ëèíåéíîì
ïðîñòðàâíñòâå V :

1) êîëè÷åñòâî è ðàçìåðû êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ,

2) êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λi,
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3) êîëè÷åñòâî è ðàçìåðû æîðäàíîâûõ áëîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó ñîá-
ñòåííîìó çíà÷åíèþ λi.

Óêàçàíèå. Êàêèå èíâàðèàíòû ÆÊ ó ïàðû ôîðì (A,B) íà V n (íàä ïîëåì K) â
îáùåì ïîëîæåíèè? Ïîêàçàòü ñëåäóþùåå.

1) Åñëè n = 2k, òî ýòî k æîðäàíîâûõ áëîêîâ 2 × 2 ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè.
Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îïåðàòîð ðåêóðñèè P = B−1A äèàãîíàëèçèðóåì,
è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ "ìàêñèìàëüíî ðàçëè÷íû" ,ò.å. èäóò ïàðàìè.

2) Åñëè n = 2k + 1, òî ýòî îäèí êðîíåêåðîâ (2k + 1)× (2k + 1) áëîê.
Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

dim kerA+ λB = 1, ∀λ ∈ K ∪ {∞}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïó÷îê A+ λB íà íå÷åòíîìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M2n+1 â ïî-
ëîæåíèè â òî÷êå x ∈ M2n+1, åñëè íà T ∗xM

2n+1 ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå ÆÊ
ñîñòîèò èç îäíîãî êðîíåêåðîâà áëîêà.

Îïÿòü æå, ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

dim kerA(x) + λB(x) = 1, ∀λ ∈ R ∪ {∞}.

Ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè 3.

Â ðàçìåðíîñòè 3 ëîêàëüíî åñòü òðè âèäà ïëîñêèõ ïó÷êîâ:

1) A = B = 0.

2) A = λB, ãäå λ = const.

3) A+ λB - êðîíåêåðîâ ïó÷îê ðàíãà 2.

Ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ òðèâèàëüíû, ðàññìîòðèì òðåòèé.

3-ñåòè

Îïðåäåëåíèå 10.47. 3-ñåòüþ íà ïëîñêîñòè R2 íàçîâåì òðè ñåìåéñòâà ãëàäêèõ
êðèâûõ, ò.÷.

1) ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðîõîäèò ðîâíî îäíà êðèâàÿ èç êàæäîãî ñåìåéñòâà.

2) Êðèâûå èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

3-ñåòü íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè îíà äèôôåîìîðôíà ñåòè, çàäàííîé òðåìÿ
ñåìåéñòâàìè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Òðèâèàëüíûå 3-ñåòè òàêæå íàçûâàþòñÿ ãåêñàãîíàëüíûìè, ïîòîìó ÷òî ýòî 3-ñåòè,
äëÿ êîòîðûõ ëþáîé øåñòèóãîëüíèê ABCDEFG êàê íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå çàìêíóò
(äëÿ ëþáûõ òî÷åê O è A).
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Òåîðåìà 10.62. (Áëÿøêå)
3-ñåòü òðèâèàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ãåêñàãîíàëüíà.

Äàëåå, îïðåäåëèì êðèâèçíó 3-ñåòè.

Ïóñòü êðèâûå â 3-ñåòè çàäàþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè f1, f2 è f3. Ïóñòü

ε = f3(A)− f3(O).

Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

f3(G)− f3(G) = kε3 + . . .

k çàâèñèò îò âûáîðà f3, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåîäíîçíà÷íîñòè, ââåäåì ôîðìó êðè-
âèçíû Áëÿøêå

θ = k
∂f3

∂f1

∂f3

∂f2

df1 ∧ f2.

Òåîðåìà 10.63. (Áëÿøêå)
3-ñåòü òðèâèàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ôîðìà êðèâèçíû ðàâíà íóëþ.

Ñåòè Âåðîíåçå

Ðàññìîòðèì ïó÷îê A+λB íàM3 â îáùåì ïîëîæåíèè. Ôèêñèðóåì ìàëóþ øàðîâóþ
îêðåñòíîñòü U ⊂M3.
Ïóñòü ëîêàëüíî f, g, h - ôóíêöèè Êàçèìèðà äëÿ A, B è A+ B.

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç òåîðåìû ÆÊ:

1) df, dg è dh ïîïàðíî ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

2) íî âñå âìåñòå df, dg è dh ëèíåéíî çàâèñèìû
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â êàæäîé òî÷êå x ∈M3.

Òàêèì îáðàçîì, h - ôóíêöèÿ îò f è g.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

π = (f, g) :→ R2

Îáðàçû ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ f, g è h îáðàçóþò 3-ñåòü W (A,B).

W (A,B) íàçûâàåòñÿ áèãàìèëüòîíîâîé ðåäóêöèåé ïó÷êà A+ λB.

Òåîðåìà 10.64. Ïó÷îê A+ λB îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïëîñêèé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà åñòü W (A,B) òðèâèàëüíà.

Ýòà òåîðåìà âåðíà â ëþáîé ðàçìåðíîñòè, íå òîëüêî 3.

Â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå ýòà òåîðåìà äîêàçàíà â

I. Gelfand and I. Zakharevich, "Webs, Veronese curves, and bihamiltonian systems"

J.M. Gelfand and I. Zakharevich, "On the local geometry of a bi-Hamiltonian
structure"

Â ãëàäêîì ñëó÷àå ýòà òåîðåìà äîêàçàíà â

F.J. Turiel, "C∞ - equivalence entre tissus de Veronese et structures bihamiltoniennes"

Äëÿ ïó÷êà A+ λB íà M3 ôîðìà

Θ(A,B) = π∗(θ),

ãäå ∴ - êðèâèçíà Áëÿøêå ñåòè W (A,B) íàçûâàåòñÿ ôîðìîé êðèâèçíû.

Òåîðåìà 10.65. (À.Ì. Èçîñèìîâ)
Ïóñòü A+ λB - ïó÷îê îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M3.
Òîãäà â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ x, y, z âûïîëíåíî

θ(A,B) = 2
∑
öèêë.

({
z,

div(sgradB z)

∆z

}
A

)
−
({

z,
div(sgradA z)

∆z

}
B

)
dx ∧ dy,

ãäå

1) ñóììà áåðåòñÿ ïî öèêëè÷åñêèì ïåðåñòàíîâêàì x, y, z;

2) sgradA z è sgradB z - ãàìèëüòîíîâû âåêòîðíûå ïîëÿ Adz è Bdz ñîîòâåòñòâåí-
íî.

3) div V - ýòî äèâåðãåíöèÿ Σ
∂V i

∂xi

4) ∆z èìååò âèä

∆z =

∣∣∣∣{z, x}A {z, x}B
{z, y}A {z, y}B

∣∣∣∣ ,
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5) åñëè ∆x, ∆y èëè ∆z îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå
îïóñêàþòñÿ.

Òåîðåìà 10.66. (À.Ì. Èçîñèìîâ)
Ïóñòü P - ïó÷îê îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà M3.
Òîãäà

1) Ëîêàëüíî ñóùåñòâóåò (íå åäèíñòâåííàÿ) ñîãëàñîâàííàÿ ñ ïó÷êîì ñâÿçíîñòü
∇ áåç êðó÷åíèÿ, ò.å.

∇Aλ = 0, ∀Aλ ∈ P .

2) Äëÿ ëþáîé òàêîé ñâÿçíîñòè ∇

Θ(P) = −4AltRic∇.

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðèìàíîâà ñëó÷àÿ òåíçîð Ðèò÷è íå îáÿçàòåëüíî ñèì-
ìåòðè÷åí.

Îòìåòèì, ÷òî ïî ïåðâîìó òîæäåñòâó Áüÿíêè

AltRic =
1

2
trR,

ãäå R - òåíçîð êðèâèçíû Ðèìàíà.
Ïîýòîìó

Θ(P)(X, Y ) = −2 trR(X, Y ).

Ïðèìåðû.

Ëèåâ ïó÷îê - ýòî ïó÷îê ñîãëàñîâàííûõ ñòðóêòóð àëãåáð Ëè.
Åìó ñîîòâåòñòâóåò ïó÷îê ëèíåéíûõ ñêîáîê Ïóàññîíà, ò.å. ïó÷îê ñêîáîê Ëè-Ïóàññîíà.
Ðàññìîòðèì ïó÷îê ñêîáîê Ëè-Ïóàññîíà A+ λB íà V ∗.
Íàïðèìåð, ïîäîáíûå ïó÷êè âîçíèêàþò äëÿ âîë÷êîâ Ìàíàêîâà è Êëåáøà.
Óñëîâèå ïëîñêîñòè ëèåâûõ ïó÷êîâ:

θ(P) = 2
∑
öèêë.

({
z,

tr(adB z)

∆z

}
A

)
−
({

z,
tr(adA z)

∆z

}
B

)
dx ∧ dy,

ãäå

1) x, y, z ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áàçèñ â V (è ëèíåéíûå êîîðäèíàòû íà V ),

2)

∆z =

∣∣∣∣{z, x}A {z, x}B
{z, y}A {z, y}B

∣∣∣∣ ,
3) adA z è adB z - îïåðàòîðû ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ A è B ñîîòâåò-

ñòâåííî.
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Ïðèìåð. Åñëè A - ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè, òî ëþáîé ëèíåéíûé ïó÷îê A+ λB -
ïëîñêèé.

Äåéñòâèòåëüíî,
A+ εB ïîëóïðîñòû äëÿ ìàëûõ ε,
êðèâèçíà îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîñêîëüêó tr adg z = tr adA+λB w = 0 äëÿ ëþáîãî w ∈ V .

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì äâå ñîãëàñîâàííûå ñêîáêè:

1) ëèíåéíóþ ñêîáêó A (îíà ñîîòâåòñòâóåò àëãåðå Ëè g)

2) è ïîñòîÿííóþ B (îíà ñîîòâåòñâóåò 2-êîöèêëó àëãåáðû g).

Â ÷àñòíîñòè, ñþäà âõîäÿò ïó÷îê "ñäâèãà àðãóìåíòà" (êîãäà B ñîîòâåòñâóåò ôèê-
ñèðîâàííîìó ýëåìåíòó a ∈ g∗).

Óñëîâèå ïëîñêîñòè ýòèõ ïó÷êîâ P(g,B):

θ(P) = 2
∑
öèêë.

A(z,∆z) tr(ad z)

∆2
z

dx ∧ dy,

ãäå

1) x, y, z ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áàçèñ â g (è ëèíåéíûå êîîðäèíàòû íà g∗);

2) ad z - îïåðàòîð ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ g.

3)

∆z =

∣∣∣∣[z, x] B(z, x)
[z, y] B(z, y)

∣∣∣∣
1) Åñëè g ïîëóïðîñòà, òî äëÿ tr adw = 0 ëþáîãî w ∈ g. Ïîýòîìó ïó÷îê P(g,A)

ïëîñêèé äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé ñêîáêè A.

2) Ïðèìåð íåïëîñêîãî ëèíåéíîãî ïó÷êà (íà 5-ìåðíîé àëãåáðå Ëè) îïèñàí â

A. Konyaev, "Algebraic and geometric properties of system obtained by the
argument translation method"
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Ëåêöèÿ 11 . Общий случай
Ïëîñêèå êðîíåêåðîâû ïó÷êè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïó÷îê A + λB íà íå÷åòíîìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M2n+1 â ïî-

ëîæåíèè â òî÷êå x ∈ M2n+1, åñëè íà T ∗xM
2n+1 ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå ÆÊ

ñîñòîèò èç îäíîãî êðîíåêåðîâà áëîêà.

Îïÿòü æå, ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

dim kerA(x) + λB(x) = 1, ∀λ ∈ R ∪ {∞}.

Òåîðåìà 11.67. Ïóñòü ïó÷îê A+ λB - â îáùåì ïîëîæåíèè â òî÷êå x ∈M2n+1.

Òîãäà ïó÷îê A + λB ïëîñêèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò ïîëèíîì fλ ñòåïåíè n òàêîé ÷òî ïðè êàæäîì λ ∈ R âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå:

1) fλ - ôóíêöèÿ Êàçèìèðà ñêîáêè A+ λB, ò.å.

(A+ λB)dfλ = 0,

2) dfλ 6= 0.

Â ñëåäóþùåé ðàáîòå îïèñàí äðóãîé (áîëåå ýôôåêòèâíûé íà ïðàêòèêå) êðèòåðèé
ïëîñêîñòè ïó÷êà â îáùåì ïîëîæåíèè - ÷åðåç èíâàðèàíòûå ïëîòíîñòè.

A.M. Izosimov, "Flat bi-Hamiltonian structures and invariant densities"

Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå â

I.M. Gelfand and I. Zakharevich, "Webs, Lenard schemes, and the local geometry of
bi-Hamiltonian Toda and Lax structures"

F.J. Turiel, "C∞− equivalenceentretissusdeV eroneseetstructuresbihamiltoniennes" .

Ïëîòíîñòü íà ìíîãîîáðàçèè Mn - ýòî n-ôîðìà, íå îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü íè â
îäíîé òî÷êå.

Ïëîòíîñòü w íà ïóàññîíîâñêîì ìíîãîîáðàçèèMn ìû íàçîâåì èíâàðèàíòíîé, åñëè
îíà ñîõðàíÿåòñÿ âñåìè ãàìèëüòîíîâûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè.

Ïóàññîíîâî ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå äîïóñêàåò èíâàðèàíòíóþ ïëîòíîñòü, ìû íàçî-
âåì óíèìîäóëÿðíûì.

Óïðàæíåíèå 11.32. Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå ïóàññîíîâî ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî óíè-
ìîäóëÿðíî â îêðåñíîñòè òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
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Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Äàðáó-Âàéíøòåéíà.

Íåñëîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå:

Óâåðæäåíèå 11.46. Ïóñòü A - ñêîáêà Ïóàññîíà íà ìíîãîîáðàçèè Mn.
È ïóñòü (x1, . . . , xn) - ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè z ∈M .
Òîãäà ïëîòíîñòü

w = ρ(x1, . . . , xn)dx1 ∧ . . . ∧ dxn,

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

n∑
j=1

(
Aij ∂ log ρ

∂xj
+
∂Aij

∂xj

)
= 0.

Íà ñàìîì äåëå, ýòî óñëîâèå íà öèêë íàèáîëüøåé ðàçìåðíîñòè â ïóàññîíîâûõ ãî-
ìîëîãèÿõ.
Îíî òàêæå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

d(A ∗ w) = 0,

ãäå çâåçäî÷êà îáîçíà÷àåò ñâåðòêó.

Ïëîòíîñòü w áè-èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî áèãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðû A+ λB,
åñëè îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî A è îòíîñèòåëüíî B.

Áèãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà óíèìîäóëÿðíà, åñëè äëÿ íåå ñóùåñòâóåò áè-èíâàðèàíòíàÿ
ïëîòíîñòü.

Òåîðåìà 11.68. Ïóñòü ïó÷îê A+ λB - â îáùåì ïîëîæåíèè â òî÷êå x ∈M2n+1.

Òîãäà ïó÷îê A+λB ïëîñêèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí óíèìîäóëÿðíûé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x.

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

n∑
j=1

(
Aijαj +

∂Aij

∂xj

)
= 0,

n∑
j=1

(
Bijαj +

∂Bij

∂xj

)
= 0.

Ïðè ýòîì,

1) åñëè ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, òî îíî åäèíñòâåííî;

2) ïó÷îê A+ λB óíèìîäóëÿðíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàìêíóò 1-ôîðìà

α =
2n+1∑
i=1

αidx
i,
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3) áèèíâàðèàíòíàÿ ïëîòíîñòü ïðè ýòîì çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

w = exp

 z∫
z0

α

 dx1 ∧ . . . ∧ dx2n+1.

Â ñëåäóþùåé ðàáîòå áûë ïîëó÷åí êðèòåðèé ïëîñêîñòè ïó÷êîâ, êîòîðûé ýêâèâà-
ëåíòåí ðàíåå îïèñàííîìó êðèòåðèþ ÷åðåç ïëîòíîñòè.

F.-J. Turiel. "Flatness of generic poisson pairs in odd dimension" .

Òåîðåìà 11.69. Ïóñòü ïó÷îê A + λB - â îáùåì ïîëîæåíèè â òî÷êå x ∈ M2n+1.
Òîãäà ïó÷îê A+ λB ïëîñêèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò 1-ôîðìà λ ò.÷. äëÿ ëþáîé ïëîòíîñòè Ω âûïîëíåíî:

d(A ∗ Ω) = λ ∧ (A ∗ Ω),

d(B ∗ Ω) = λ ∧ (B ∗ Ω).

Äîêàæåì êðèòåðèé ÷åðåç ïëîòíîñòü. Âíà÷àëå äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óâåðæäåíèå 11.47. Ïóñòü A - ñêîáêà Ïóàññîíà ðàíãà 2n íà (2n+1)-ìåðíîì ìíî-
ãîîáðàçèè M2n+1.
Ïóñòü ïëîòíîñòü w èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî A.

Ðàññìîòðèì 1-ôîðìó α, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñâåðòêå w ñ n-òîé âíåøíåé
ñòåïåíüþ A:

α = w ∗ ΛnA.

Òîãäà
dα = 0, è Aα = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ëîêàëüíî.
Ïî òåîðåìå Äàðáó-Âàéíøòåéíà ëîêàëüíî êîîðäèíàòû (x1, . . . , x2n+1), â êîòîðûõ

A =
n∑
i=1

∂

∂xi
∧ ∂

∂xn+i
.

Ïóñòü
w = ρ(x1, . . . , x2n+1)dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

Åñëè w èíâàðèàíòíà, òî ρ çàâèñèò òîëüêî îò x2n+1:

w = ρ(x2n+1)dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

Îòêóäà
α = w ∗ ΛnA = const · ρ(x2n+1)dx2n+1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11.69.

Â îäíó ñòîðîíó. Î÷åâèäíî, ÷òî ïëîñêèé ïó÷îê óíèìîäóëÿðåí.
Äîñòàòî÷íî âçÿòü ôîðìó w = dx1 ∧ . . . ∧ dx2n+1 â ïîäõîäÿùèõ êîîðäèíàòàõ.

Â äðóãóþ ñòîðîíó. Ïóñòü ïó÷îê óíèìîäóëÿðåí - ïëîòíîñòü w èíâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî A è B.
Ïîëîæèì

αλ = w ∗ Λn(A+ λB).

Ýòà ôîðìà - ïîëèíîì ñòåïåíè n ïî λ.

Ïî ðàíåå äîêàçàííîìó
dαλ = 0, è Aλαλ = 0.

Êðîìå òîãî, αλ 6= 0 äëÿ ëþáîãî λ ∈ R, ïîñêîëüêó dim kerAλ = 1.
Ïîýòîìó ïîëàãàÿ

Fλ(z) =

z∫
z0

αz,

ìû ïîëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé Êàçèìèðà.
Ïî ðàíåå èçâåñòíîìó êðèòåðèþ (÷åðåç ôóíêöèè Êàçèìèðà) ïó÷îê ïëîñêèé.

Ñìåøàííûé ñëó÷àé.

Ðàñïðåäåëåíèå íà ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ôóíêöèé Êàçèìèðà:

F = ∩λ−îáù. ïîë. Im(A+ λB)

1) F èíâîëþòèâíî (â ëþáîé òî÷êå!) êàê ïåðåñå÷åíèå èíâîëþòèâíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé.

2) Åñëè Aµ ðåãóëÿðíî, òî F ⊂ ImAµ. Ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå wµ|F êîððåêòíî îïðå-
äåëåíî îãðàíè÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû wµ â ImAµ.

3)

F = Ann(
⊕

λ−îáù. ïîë.

ker(A+ λB))

Ëîêàëüíî - ýòî ðàññëîåíèå íà îðáèòû äåéñòâèÿ ôóíêöèé Êàçèìèðà.

G = Aµ(
⊕

λ−gener

kerAλ)

äëÿ ëþáîãî µ ∈ K.
Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì Aµ êàê îòîáðàæåíèå

Aµ(x) : T ∗xM → TxM.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âûòåêàþò èç òåîðåìû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà.
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1) Ðàñïðåäåëåíèå G íå çàâèñèò îò µ.

2) G = Ann(
⊕

λ−îáù. ïîë. ker(A+ λB)⊕ (Æîðäàíîâû áëîêè))

3) G = kerwµ|F .

4) G èíâîëþòèâíî (â êàæäîé òî÷êå).

Òåîðåìà 11.70. Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ òî÷êó x0 ∈ (M,A,B) ïàðû ñîãëàñîâàí-
íûõ ñêîáîê Ïóàññîíà A è B.
Ïóñòü λ1, . . . , λn - ñîîòâåñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñêîáîê.

Òîãäà åñëè
dim < dλ1, . . . , aλn >= dim < aλ1|F , . . . , dλn|F >,

ãäå
F = ∩λ- gen Im(A+ λB),

òî ó òî÷êè y0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, êîòîðàÿ ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèç-
âåäåíèå ñèìïëåêòè÷åñêîé è êðîíåêåðîâîé áèãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðû ïî êðàéíå
ìåðå â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1) Êîìïëåêñíî èëè âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèé.

2) Ãëàäêèé âåùåñòâåííûé, åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûå.

Çàìå÷àíèå 11.20. Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî íå òîëüêî äëÿ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê (íà-
ïðèìåð, ðàçìåðû êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ ìîãóò ìåíÿòüñÿ).

Ðàññìîòðèì ñêîáêè Ïóàññîíà A,B íà ìíîãîáðàçèè M .
Ïóñòü âñå êðîíåêåðîâû áëîêè òðèâèàëüíû è ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òîëüêî îäíî λ.
Òîãäà âîçìîæíû 3 ñëó÷àÿ.

1) λ ïîñòîÿííî.
Òîãäà ïó÷îê ïëîñêèé. (È, î÷åâèäíî, ðàñùåïèì.)

2) λ íå ïîñòîÿííî, íî ïîñòîÿííî íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòàõ.

Òîãäà ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöû ñêîáîê A è B òàêèå æå, êàê è â
òåîðåìå Æîðäàíà-Êðîíåêåðà, íî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ çàâèñÿò îò ëèñòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. A, B − λA - ïàðà ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà ñ îäíèì
ïîñòîÿííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

(Ïó÷îê, î÷åâèäíî, íå ðàñùåïèì.)

3) λ íå ïîñòîÿííî íà ëèñòàõ.

Òîãäà ïó÷îê ðàñùåïëÿåòñÿ. Ëîêàëüíîå óñòðîéñòâî çàäàåòñÿ òåîðåìîé Òóðèýëÿ.
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Ðåçóëüòàòû î ëîêàëüíîì óñòðîéòâå ïàðû ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà â ñìå-
øàííîì ñëó÷àå:

F.J. Turiel, "The local product theorem for bihamiltonian strucrutes"
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Ëåêöèÿ 12 . Невырожденные особенности и 
бигамильтоновы системы

Íåâûðîæäåííûå îñîáåííîñòè è áèãàìèëüòîíîâû

ñèñòåìû.

Bolsinov, A.V.; Oshemkov, A.A. "Singularities of integrable Hamiltonian systems"

Bolsinov, A.V.; Oshemkov, A.A. "Bi-Hamiltonian structures and singularities of
integrable systems"

Bolsinov, A.V.; Borisov, A.V.; Mamaev, I.S. "Topology and stability of integrable
systems"

Bolsinov, A.V.; Izosimov A.M. "Singularities of bi-Hamiltonian systems"

Izosimov A.M. "Stability in bihamiltonian systems and multidimensional rigid body"

Îïðåäåëåíèå 12.48. Ïóñòü P = A+ λB - ïó÷îê ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
ẋ = v

íàçûâàåòñÿ áèãàìèëüòîíîâîé, åñëè îíà ãàìèëüòîíîâà îòíîñèòåëüíî âñåõ ñêîáîê
Aλ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

FP = { àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ôóêíöèÿìè Êàçèìèðà ðåãóëÿðíûõ ñêîáîê Aλ }

Ñâîéñòâà FP :

1) Âñå ôóêíöèè èç FP - ïåðâûå èíòåãðàëû áèãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

2) Ôóíêöèè èç FP ïîïàðíî êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé îòíîñèòåëüíî ëþáîé ñêîá-
êè èç ïó÷êà

f, g ∈ FP ⇒ {f, g}λ = 0 ∀λ.

Ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû ÆÊ.

Òåîðåìà 12.71. FP ïîëíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïó÷îê P êðîíåêåðîâ.

Ýòî òîæå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû ÆÊ.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî P - êðîíåêåðîâ ïó÷îê.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ëàãðàíæåâîãî ðàññëîåíèÿ, çàäàííîãî FP :

SP = {x ∈M | dim dFF íå ìàêñèìàëüíà}.

Ðàññìîòðèì òî÷êè, ãäå ïàäàåò ðàíã êàæäîé ñêîáêè

Sλ = {x ∈M | rankAλ < rankP .
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Òåîðåìà 12.72. SP = ∪λ∈CSλ.

Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Äàðáó-Âàéíøòåéíà.

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåàðèçàöèÿ ñêîáêè Ïóàññîíà A - ýòî àëãåáðà Ëè gA íà kerA(x),
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè ξ, η ∈ kerA(x) è

f, g ∈ C∞(M), df = ξ, dg = η,

òî ïî îïðåäåëåíèþ
[ξ, η] = d{f, g}(x) ∈ kerA(x).

Òåîðåìà 12.73. x ∈ M - ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ FP òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ÿäðà âñåõ ôîðì ïîëîæåíèÿ ñîâïàäàþò:

kerAλ(x) = kerA− µ(x), λ, µ− îáù. ïîë.

Ïóñòü P = {A+ λB} - ïó÷îê ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê íà M .
Ôèêñèðóåì x ∈M, λ 6= 0 è ðàññìîòðèì kerAλ(x).
Íà kerAλ(x) çàäàíû äâå ñòðóêòóðû:

1) ñòðóêòóðà àëãåáðû Ëè gλ = gAλ - ëèíåàðèçàöèÿ ñêîáêè A,

2) áèëèíåéíàÿ ôîðìà - îãðàíè÷åíèå ôîðìû B íà kerAλ(x).

Óâåðæäåíèå 12.48. Ýòè äâå ñêîáêè Ïóàññîíà ñîãëàñîâàíû.

Ñîîòâåòñòâóþùèé ïó÷îê
dλP(x)

íàçûâàåòñÿ λ-ëèíåàðèçàöèåé ïó÷êà P â òî÷êå x ∈M .

Êîãäà êîãëàñîâàíû ëèíåéíàÿ è ïîñòîÿííàÿ ñêîáêè Ïóàññîíà?

Aij = skijxk, Bij = const.

Ïîñòîÿííàÿ ñêîáêà íå ñîãëàñîâàíà ñî ñêîáêîé Ëè-Ïóàññîíà íà àëãåáðå Ëè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ 2-êîöèêëîì, ò.å.

B([ξ, η], ζ) +B([η, ζ], ξ) +B([ζ, ξ], η) = 0

Ðàññìîòðèì ïàðó (g, B):

1) g - àëãåáðà Ëè,

2) B - 2-êîöèêë íà g.

Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé ïó÷îê ñêîáîê Ïóàññîíà ÷åðåç Pg,B.

Ïîñòðîèì ïî P = Pg,B ïó÷îê êîììóòèðóþùèõ ôóíêöèé FP .
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1) Ïó÷îê Pg,B ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëíûì, åñëè P ïîëíî.

2) Ïîëíûé ïó÷îê Pg,B ìû áóäåì íàçûâàòü íåâûðîæäåííûìè, åñëè 0 ∈ g∗ - íåâû-
ðîæäåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ïó÷êà FP .

Íàøà öåëü - îïèñàòü âñå íåâûðîæäåííûå ïó÷êè Pg,B.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïó÷êà P - êîãäà äëÿ àëãåáðû FP òî÷êà x ∈ SP
íåâûðîæäåíà?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ(x) çíà÷åíèÿ λi äëÿ êîòîðûõ ðàíã A+ λiB.

Òåîðåìà 12.74. Òî÷êà x íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî
λi ∈ Λ(x):

1) λi-ëèíåàðèçàöèÿ ïó÷êà P íåâûðîæäåíà,

2) êîðàíã λi-ëèíåàðèçàöèè ðàâåí corankP.

Òèï Âèëüÿìñîíà òî÷êè x = "ñóììà" òèïîâ äëÿ âñåõ λi-ëèíåàëèçàöèé.

Òåîðåìà 12.75. (À.Ì. Èçîñèìîâ)
Êîìïëåêñíûé ñëó÷àé.
Ëèíåéíûé ïó÷îê Pg,B íåâûðîæäåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

g ' (
⊕

so(3,C))⊕ ((
⊕
D)/h0)⊕ (

⊕
C),

ãäå
D - ýòî áðèëëèàíòîâàÿ àëãåáðà Ëè.
h0 - ýòî êîììóòàòèâíûé èäåàë, ëåæàùèé â öåíòðå

⊕
D.

kerB - ýòî êàðòàíîâñêàÿ ïîäàëãåáðà g.

Îïðåäåëåíèå 12.49. Áðèëëèàíòîâàÿ àëãåáðà Ëè - ýòî 4-ìåðíàÿ (êîìïëåêñíàÿ)
àëãåáðà ñ ïîðîæäàþùèìè e, f, g, h, ñâÿçàííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[t, e] = f, [t, f ] = −e, [e, f ] = h, [h,D] = 0.

D - ýòî íåòðèâèàëüíîå ðàñøèðåíèå e(2,C).

Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå D:

αe+ βf + θ + γh →


0 α β 2γ
0 0 −θ β
0 θ 0 −α
0 0 0 0


Ôóíêöèè Êàçèìèðà:

F1 = f 2 + e2 + 2th, F2 = h.
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Òåîðåìà 12.76. (À.Ì. Èçîñèìîâ)
Âåùåñòâåííûé ñëó÷àé.
Ëèíåéíûé ïó÷îê Pg,B íåâûðîæäåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

g = (
⊕

so(3,R))⊕ (
⊕

sl(2,R))⊕ (
⊕

so(3,C))⊕

((
⊕

gell)⊕ (
⊕

ghyp)⊕ (
⊕

gfoc)/h0)⊕ (
⊕

R)),

ãäå

1) gell è ghyp - ýòî íåòðèâèàëüíûå öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ e(2) è e(1, 1) (ýòî
âåùåñòâåííûå ôîðìû D),

2) gfoc ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè,

3) h0 - ýòî êîììóòàòèâíûé èäåàë, ëåæàùèé â öåíòðå ñóììû,

4) kerB - ýòî êàðòàíîâñêàÿ ïîäàëãåáðà g.

Òèï îñîáåííîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì ýëëèïòè÷åñêèõ, ãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ è ôîêóñíûõ êîìïîíåíò â óêàçàííîé ñóììå.

Òåîðåìà 12.77. (òåîðåìà Ýëèàññîíà)
Âñÿêîå ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â îêðåñòíîñòè íåâûðîæäåííîé îñîáîé òî÷êè òèïà (ke, kh, kf )
è ðàíãà 0 ëîêàëüíî ñèìïëåêòîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ke ýêçåìïëÿðîâ ñëî-
åíèÿ Lell, kh ýêçåìïëÿðîâ ñëîåíèÿ Lhyp, kf ýêçåìïëÿðîâ ñëîåíèÿ Lfoc, ãäå

1) Lell - ñëîåíèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ â (R2, dp ∧ dq), ïîðîæäåííîå ôóíêöèåé

p2 + q2.

2) Lhyp - ñëîåíèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ â (R2, dp ∧ dq, ïîðîæäåííîå ôóíêöèåé

p2 − q2.

3) Lfoc - ñëîåíèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ â (R4, dp1 ∧ dq1 + dp2 ∧ dq2, ïîðîæäåííîå
äâóìÿ êîììóòèðóþùèìè ôóíêöèÿìè

p1q1 + p2q2, p1q2 − q1p2.

Ðàññìîòðèì âðàùåíèå 2n-ìåðíîãî òâåðäîãî òåëà.
Ïóñòü

1) R2n =
⊕n

i=1 Vi - ðàçëîæåíèå R2n â 2-ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííûå
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè òåíçîðà èíåðöèè J ,

2) wi - óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòÿõ Vi,

3) Ji è J
′
i - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ J , ñîîòâåòñòâóþùèå Vi (ýòî ãëàâíûå ìîìåíòû

èíåðöèè).
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

y = fi(x) =
(x− J2

i )(x− J ′i
2)

wi(Ji + J ′i)
2

,

êîòîðàÿ çàäàåò ïàðàáîëó íà ïëîñêîñòè (x, y).
Îáúåäèíåíèå ýòèõ ïàðàáîë - ýòî ïàðàáîëè÷åñêàÿ äèàãðàììà P âðàùåíèÿ.

Òåîðåìà 12.78. 1) Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå) X ∈ so(n)
íåâûðîæäåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðàáîëè÷åñêàÿ äèàãðàììà P íà-
õîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.

2) Åñëè P â îáùåì ïîëîæåíèè, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ïåðåñå÷åíèÿ âåùåñòâåííû è ðàñïîëîæåíû â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè.
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Ëåêöèÿ 13 . Инварианты Жордана-Кронекера
Alexey Bolsinov, Pumei Zhang, "Jordan-Kronecker invariants of �nite-dimensional Lie 

algebras"

Èíâàðèàíòû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà.

Íàïîìèíàíèå:

Òåîðåìà 13.79. (òåîðåìà Æîðäàíà-Êðîíåêåðà)
Äëÿ ëþáûõ äâóõ êîñîñèììåòðè÷åñêèõ áèëèíåéíûõ ôîðì A,B íà êîíå÷íîìåðíîì
êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò áàçèñ V , â êîòîðîì ìàòðèöû
A è B îäíîâðåìåííî ïðèâîäÿòñÿ ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó:

A =


A1

A2

..
.

An

 B =


B1

B2

..
.

Bn


ïðè ýòîì êàæäàÿ ïàðà ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêîâ Ai è Bi èìååò îäèí èç ñëåäóþ-
ùèõ âèäîâ:

1) Æîðäàíîâ áëîê ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ ∈ C ∪ {∞}

Ai =



λ 1
0 λ ..

.

..
.

1
λ

−λ
−1 −λ

..
.

..
.

0
−1 −λ


Bi =



1
0 1

..
.

1
−1

−1
..
.

0
−1


2) Êðîíåêåðîâ áëîê

Ai =



1 0
0 ..

.
..
.

1 0
−1
0 ..

.

..
. −1 0

0


Bi =



0 1
0 ..

.
..
.

0 1
0
−1 ..

.

..
.

0 0
−1


Äëÿ ïó÷êà P = {A+ λB}:

1) Åñëè êðîíåêåðîâû áëîêè èìåþò ðàçìåðû (2ki − 1)× (2ki − 1), òî ki ìû áóäåì
íàçûâàòü Êðîíåêåðîâûìè èíäåêñàìè ïó÷êà P .
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2) ×èñëà −λi èç æîðäàíîâûõ áëîêîâ íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè
ïó÷êà P .

Ñäåëàâ çàìåíó áàçèñà â ïó÷êå ìîæíî âñåãäà äîáèòüñÿ, ÷òîáû ôîðìà B áûëà ðåãó-
ëÿðíà.

Îïðåäåëåíèå 13.50. ÈíâàðèàíòàìèÆîðäàíà-Êðîíåêåðà ïàðû ñîãëàñîâàííûõ ñêî-
áîê Ïóàññîíà ìû áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùèé íàáîð äèñêðåòíûõ èíâàðèàíòîâ:

1) êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé æîðäàíîâûõ áëîêîâ,

2) êîëè÷åñòâî è ðàçìåðû æîðäàíîâûõ áëîêîâ äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷å-
íèÿ,

3) êîëè÷åñòâî è ðàçìåðû êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ.

Ïóñòü g - (êîíå÷íîìåðíàÿ) àëãåáðà Ëè, à ckij - åå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû.
Ìû ïîëó÷àåì ïàðó ôîðì:

Ax = (ckijxk), Aa = (ckijak) (13.1)

äëÿ ëþáûõ x, a ∈ g∗.

Îïðåäåëåíèå 13.51. Èâàðèàíòû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà àëãåáðû Ëè g - ýòî èíâàðè-
àíòû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà äëÿ ïàðû (x, a) ∈ g∗ × g∗ îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîìïëåêñíûå àëãåáðû Ëè.

Ìíîãèå ôàêòû, âåðíûå íàä C, âåðíû è íàä R.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñêîáîê Ax è Aa ýòè èíâàðèàíòû îäíè è òå æå äëÿ òî÷åê x è
ïàðàìåòðîâ a îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Âîïðîñ. Èíâàðèàíòû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà àëãåáð Ëè:
1. Êàêèìè îíè ìîãóò áûòü?
2. Êàêèå îíè ó èçâåñòíûõ àëãåáð Ëè?

Ñâîéñòâà èíâàðèàíòîâ.

"Ñëîâàðèê" : Ëèíåéíàÿ àëãåáðà ↔ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ
Êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà ↔ ñêîáêà Ïóàññîíà

ßäðî ñîñîèììåòðè÷íîé ôîðìû ↔ ôóíêöèè Êàçèìèðà
Ïó÷îê êîñîñèììåòðè÷íûõ ôîðì ↔ ñîãëàñîâàííûå ñêîáêè Ïóàññîíà
Èçîòðîïíûå ïðîñòðàíñòâà ↔ ñåìåéñòâà êîììóòèðóþùèõ ôóíêöèé

Ìàêñèìàëüíî èçîòðîïíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ↔ èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû
Áëèãðàíæåâû ïîäïðîñòðàíñòâà ↔ ïîëíûå ñåìåéñòâà ôóíêöèé â áèèíâîëþöèè.

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà
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Óâåðæäåíèå 13.49. Äëÿ ëþáîé ïàðû áèëèíåéíûõ ôîðì A,B íà êîìïëåêñíîì ëè-
íåéíîì ïðîñòðàíñòâå V ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) P = {A + λB} - êðîíåêåðîâ ïó÷îê, ò.å. â ðàçëîæåíèè ÆÊ ïàðû ôîðì A,B
íåò æîðäàíîâûõ áëîêîâ;

2) ðàíã âñåõ ôîðì ïó÷êà ïîñòîÿíåí:

rkAλ = rkP , ∀λ ∈ C ∪ {∞},

3) ÿäåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî K ⊂ V áèëàãàíæåâî;

4) åñòü òîëüêî îäíî áèëàãðàíæåâî ïîäïðîñòðàíñòâî.

Óâåðæäåíèå 13.50. Ïóñòü P = {A+λB} - ïó÷îê êîñîñèììåòðè÷íûõ áèëèíåéíûõ
ôîðì, è µ 6= 0
Òîãäà:

1) Êîëè÷åñòâî æîðäàíîâûõ áëîêîâ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì µ ðàâíî

1

2
(dim ker(A+ µB)− corankP)

2) Êîëè÷åñòâî íåòðèâèàëüíûõ æîðäàíîâûõ áëîêîâ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì µ
ðàâíî

1

2

(
corank

(
Aker(A+µB)

)
− corankP

)
.

(Òðèâèàëüíûå æîðäàíîâû áëîêè - ýòî 2× 2 áëîêè.)

Àëãåáðû Ëè

Ïóñòü g - êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè íàä ïîëåì C, à g∗ - åå äâîéñòâåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 13.52. Àííóëÿòîð ýëåìåíòà a ∈ g∗:

Ann a = {ξ ∈ g | ad∗ξa = 0}.

Çàìåòèì, ÷òî
Ann a = kerAa.

Äëÿ ðåãóëÿðíîãî a ∈ g∗ àííóëÿòîð Ann a ïîðîæäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ëîêàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (= ôóíêöèé Êàçèìèðà ñêîáêè Ëè-
Ïóàññîíà).

Îïðåäåëåíèå 13.53. Èíäåêñ àëãåáðû Ëè g:

ind g = min
x∈g∗

dim Annx.
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Èíäåêñ - ýòî êîðàçìåðíîñòü îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ

ind g = codimOred

Àëãåáðû Ëè, ó êîòîðûõ ind g = 0, íàçûâàþòñÿ Ôðîáåíèóñîâûìè.

Êðîíåêåðîâû èíäåêñû

Óâåðæäåíèå 13.51. Ïóñòü P = {Ax+λa} ïó÷îê îáùåãî ïîëîæåíèÿ, x, a ∈ g∗.
Òîãäà:

1) êîëè÷åñòâî êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ â ðàçëîæåíèè ÆÊ ïó÷êà P ðàâíà èíäåêñó
àëãåáðû Ëè g,

2) êîëè÷åñòâî òðèâèàëüíûõ êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ â ðàçëîæåíèè ÆÊ ïó÷êà P íå
ìåíüøå ðàçìåðíîñòè öåíòðà àëãåáðû Ëè g,

3) êîëè÷åñòâî àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ â àëãåáðå ñäâèãîâ Fa ðàâ-
íî ñóììå êðîíåêåðîâûõ èíäåêñîâ ki àëãåáðû Ëè g, ò.å.

tr degFa =

ind g∑
i=1

ki.

Òåîðåìà 13.80. (À.Ñ. Âîðîíöîâ)
Ïóñòü

1) f1(x), . . . , fs(x) ∈ P (g) - àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå Ad∗-èíâàðèàíòíûå ìíî-
ãî÷ëåíû, s = ind g,

2) mi = deg fi - èõ ñòåïåíè, óäîâëåòâîðÿþùèå m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ ms.

Òîãäà
mi ≥ ki,

ãäå k1 ≤ k2 ≤ . . . ≤ ks - êðîíåêåðîâû èíäåêñû àëãåáðû g.
Áîëåå òîãî, åñëè àëãåáðà g êðîíåêåðîâà òèïà, è

s∑
i=1

deg fi =
1

2
(dim g + ind g),

òî òîãäà
deg fi = ki.

Æîðäàíîâû áëîêè

Îñîáîå ìíîæåñòâî Sing ⊂ g∗ ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê y ∈ g∗ äëÿ êîòîðûõ

corankAy > ind g.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî îáúåäèíåíèå âñåõ îðáèò êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
íå ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè

Sing = {y ∈ g∗ | dim Ann(y) > ind g}.
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Óâåðæäåíèå 13.52. Ó àëãåáðû Ëè g ñóùåñòâóþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà λα
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

codim Sing = 1.

Äëÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè codim Sing = 3.

Sing - àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå âñåõ êîìïîíåíò êî-
ðàçìåðíîñòè 1, íàçîâåì åãî Sing0. Òîãäà Sing0 çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì:

Sing0 = {f(x) = 0}

Ìíîãî÷ëåí f(x) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà ckij.

Ïàäååíèå ðàíãà⇔ ðàâåíñòâó íóëþ íåêîòîðûõ ìèíîðîâ⇔ âñå íåîáõîäèìûå ïôôà-
ôèàíû îáðàùàþòñÿ â íîëü

f(x) = ÍÎÄ(Pf Ci1,...,i2k , 1 ≤ i1 < i2 < . . . < i2k ≤ dim g)

Ðàçëîæèì f(x) â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ

f(x) = f1(x)s1 . . . fm(x)sm

Ðàññìîòðèì ðåäóöèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí

fred(x) = f1(x) . . . fm(x)

Óâåðæäåíèå 13.53. 1) Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë λα
àëãåáðû Ëè g ðàâíî ñòåïåíè fred(x). Ñòåïåíü f(x) ðàâíà êîëè÷åñòâó õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

2) Ðàçëîæåíèå f(x) íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ðàçáèâàåò ñîáñòâåííûå ÷èñ-
ëà íà m ñåìåéñòâ Λi. Â êàæäîì ñåìåéñòâå deg(fi(x)) õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
÷èñåë, êàæäîå èç íèõ ñ êðàòíîñòüþ si.

Äëÿ ôðîáåíèóñîâûõ àëãåáð Ëè (ind g = 0) ìíîæåñòâî Sing îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì
ìíîãî÷ëåíîì

f(x) = PfAx =
√

det(ckijxk).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) = fred(x)⇔ ðàçìåðíîñòü deg f =
1

2
dim g ðàâíà ãåîìåòðè-

÷åñêîé ðàçìåðíîñòè Sing (êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé îáùåãî
ïîëîæåíèÿ x+ λa ⊂ Sing).

Óâåðæäåíèå 13.54. Ïóñòü g - Ôðîáåíèóñîâà àëãåáðà Ëè è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðàç-
ìåðíîñòü Sing ⊂ g∗ ðàâíà 1

2
dim g.

Òîãäà ïó÷îê îáùåãî ïîëîæåíèÿ Ax + λAa äèàãîíàëèçèðóåì (ò.å. íå èìååò æîðäà-
íîâûõ áëîêîâ ðàçìåðà áîëüøå ÷åì 2× 2) è âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû.
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Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ ÆÊ.

Åñëè g - ïîëóïðîñòà, òî â àëãåáðå ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ñóùåñòâóåò åñòå-
ñòâåííûé áàçèñ f1, . . . , fk ñî ñâîéñòâîì

s∑
i=1

deg fi =
1

2
(dim g + ind g),

îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàåò ðàíåå äîêàçàííîå À. Ïàíàñþêîì óòâåðæäåíèå

ki = deg fi

×èñëà ei = deg fi − 1 èçâåñòíû êàê ýêñïîíåíòû ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè g.

Ïîëóïðîñòûå àëãåáðû Ëè - êðîíåêåðîâà òèïà è èõ êðîíåêåðîâû èíäåêñû

k1, . . . , kn, s = ind g

ðàâíû ki = ei + 1 = deg fi è èìåþò ñëåäóþùèé âèä

• An : 2; 3; 4; . . . ; n+ 1;

• Bn : 2; 4; 6; . . . ; 2n;

• Cn : 2; 4; 6; . . . ; 2n;

• Dn : 2; 4; 6; . . . ; 2n− 2;

• G2 : 2; 6;

• F4 : 2; 6; 8; 12;

• E6 : 2; 5; 6; 8; 9; 12;

• E7 : 2; 6; 8; 10; 12; 14; 18;

• E8 : 2; 8; 12; 14; 18; 20; 24; 30.

Ïîëóïðÿìûå ñóììû g⊕ρ V , ãäå g ïðîñòà è ïðåäñòàâëåíèå ρ : g→ End(V ) íåïðè-
âîäèìî, êðîíåêåðîâ òèïà (ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî codim Sing ≥ 2).

Ó e(n) = so(n) + Rn èíâàðèàíòû ÆÊ òàêèå æå, êàê è äëÿ so(n+ 1).

Ó sl(n) + Rn îäèí êðîíåêåðîâ áëîê ðàçìåðà dim g (ò.ê. îäèí èíâàðèàíò íóæíîé
ñòåïåíè).

Äëÿ ïîëóïðÿìûõ ñóìì g ⊕ (Rn)k ñ ïðîñòîé àëãåáðîé Ëè ïî ñòàíäàðòíîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ èíâàðèàíòû ÆÊ áûëè âû÷èñëåíû Ê.Ñ. Âîðóøèëîâûì:

Âîðóøèëîâ Ê.Ñ., "Èíâàðèàíòû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà äëÿ ïîëóïðÿìûõ ñóìì âèäà
sl(n) + (Rn)k è gl(n) + (Rn)k "
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Äëÿ àëãåáðû Ëè âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö tn ðàçìåðà n × n èíâàðèàíòû ÆÊ
ìîãóò áûòü íàéäåíû ïðè ïîìîùè ðåçóëüòàòîâ À. Àðõàíãåëüñêîãî.

À.À. Àðõàíãåëüñêèé, "Âïîëíå èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íà ãðóïïå
òðåóãîëüíûõ ìàòðèö"

• Åñëè n íå÷åòíî, òî tn ñìåøàííîãî òèïà, êðîíåêåðîâèíäåêñû ðàâíû

1; 3; 5; . . . ; n− 1

è åùå åñòü
n

2
ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Êðîíåêåðîâû èíäåêñû íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè èíâàðèàíòîâ êîïðèñîåäèíåííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ, æîðäàíîâû - èç óñòðîéñòâà îñîáîãî ìíîæåñòâà Sing (çàäàåòñÿ

íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè
n

2
).

• Åñëè n ÷åòíî, òî tn êðîíåêåðîâà òèïà è êðîíåêåðîâû èíäåêñû ðàâíû

1; 3; 5; . . . ; n.

• Èíâàðèàíòû ìàëîìåðíûõ àëãåáð Ëè (deg ≤ 5) âû÷èñëåíû â

Zhang P., "Algebraic Aspects of Compatible Poisson Structures"

• Àëãåáðà Ëè aff(n) = gl(n) + Rn2
òîæå æîðäàíîâîãî òèïà, ó íåå n ðàçëè÷íûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàçìåðû áëîêîâ:

1, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n−2

, 4

Óâåðæäåíèå 13.55. Ïðÿìîé ñóììå àëãåáð Ëè g1⊕g2 ñîîòâåòñòâóåò îáúåäèíåíèå
èíâàðèàíòîâ Æîðäàíà-Êðîíåêåðà.

Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîäàëãåáð g1 è g2 íóæíî ñ÷èòàòü ðàçíûìè.

Óâåðæäåíèå 13.56. Îäèí ðîíåêåðîâ (2k + 1)× (2k + 1) áëîê ìîæíî ðåàëèçîâàòü
ïðè ïîìîùè àëãåáðû Ëè ñ áàçèñîì

e1, . . . , ek, f0, . . . , fk

è êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

[ei, fi−1] = −fi−1,

[ei, fi] = fi.
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Ðåàëèçàöèÿ èíâàðèàíòîâ.

Óâåðæäåíèå 13.57. Íàáîð èç æîðäàíîâûõ n1 + 1, . . . , nm áëîêîâ, ãäå ni > nj ïðè
i < j, ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè àëãåáðû Ëè ñ áàçèñîì

e0, f0, e
i
j, f

i
j , ãäå i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , nm

è êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

[eij, f
i
j ] = eij−k.

Ïðè ýòîì ìû ôîðìàëüíî ñ÷èòàåì ei0 = e0, f
i
0 = f0 äëÿ âñåõ i.

Òàêæå ñì.

Oliver, P.J., "Canonical forms and integrability of diHamiltonian systems"

ÂîïðîñÊàêèå åñòü ïðåïÿòñòâèÿ ê ðåàëèçàöèè "ñìåøàííûõ" èíâàðèàíòîâÆîðäàíà-
Êðîíåêåðà?

Èíâàðèàíòû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà:

1) Ìû ìîæåì ðåëèçîâàòü ëþáîé êðîíåêåðîâ áëîê;

2) Ðàññìîòðèì íàáîð æîðäàíîûõ áëîêîâ ðàçìåðà

1

2
ðàçìåðà : n1 + 1, n2, . . . , nk,

ãäå ni ≤ nj, i > j.
Çäåñü åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åíèå - ÷òîáû ñàìûé áîëüøîé áëîê (ðàçìåðà n1 +1)
áûë ñòðîãî áîëüøå îñòàëüíûõ. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Òóðèýëÿ î êàíîíè÷å-
ñêîì âèäå ñîãëàñîâàííûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð.

Åñëè òåïåðü ñàìûé áîëüøîé áëîê íåñòðîãî áîëüøå îñòàëüíûõ, òî, ñêîðåå âñå-
ãî, òåîðåìà Òóðèýëÿ î ðàñùåïëåíèè áóäåò äàâàòü íåêîòîðîå ïðåïÿòñòâèå ê
ðåàëèçàöèè.
Íàïðèìåð, ýòî ñëó÷àé îäíîãî êðîíåêåðîâà áëîêà è æîðäàíîâûõ áëîêîâ ðàçìå-
ðà 2× 2 ñ êðàòíîñòÿìè:

2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
λ1

, . . . , 2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
λs

+êðîíåêåðîâ áëîê (13.2)

Òåì íå ìåíåå, ñëó÷àè òàêîé ðåàëèçàöèè âîçìîæíû, îíè áûëè îïèñàíû ñ ðàáî-
òàõ Ê.Ñ. Âîðóøèëîâà.

Ðàññìîòðèì
gl(n)⊕ (Rn)k

sl(n)⊕ (Rn)k
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è ïóñòü n = k ·m. Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùèé îòâåò.

Ôàêòè÷åñêè, ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðóþ ìàòðèöó è íåêîòîðûå âåêòîðà

(A, u1, . . . , uk)

Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü íåêîòîðóþ åñòåñòâåííóþ ôêóíêöèþ∣∣∣∣∣∣∣
..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

u1 . . . uk Au1 . . . Auk . . . Amuk

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

∣∣∣∣∣∣∣ = f

Îêàçûâààåòñÿ, äëÿ ñëó÷àÿ sl(n) ýòî áóäåò åäèíñòâåííûé èíâàðèàíò êîïðèñî-
åäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è õàðàêðåòèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.
Êðîíåêåðîâ áëîê áóäåò îäèí, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ áóäóò ôóíêöèÿìè îò
ôóíêöèé Êàçèìèðà. Ýòî ñëó÷àé, êîãäà íåò ðàñùåïëåíèÿ â òåîðåìå Òóðèýëÿ,
ïîýòîìó èìåííî â ýòîì ñëó÷àå áóäåò íàáîð æîðäàíîâûõ áëîêîâ 2×2 â íóæíîì
êîëè÷åñòâå è îäèí êðîíåêåðîâ áëîê (13.2).

Â ñëó÷àå gl(n) æîðäàíîâû áëîêè ðàçìåðà

2, . . . , 2, 4

áóäóò ñîîòâåñòâîâàòü êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.

141

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ëåêöèÿ 14 . Инварианты Жордана-Кронекера 
представлений

Èíâàðèàíòû ÆÊ ïðåäñòàâëåíèé.

Alexey Bolsinov, Anton Izosimov, Ivan Kozlov, "Jordan-Kronecker invariants of Lie
algebra representations and degrees of invariant polynomials"

Òåîðåìà 14.81. Ðàññìîòðèì äâà êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà U è V
íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì K ñ charK = 0.
Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

A,B : U → V

ñóùåñòâóþò áàçèñû U è V , â êîòîðûõ ìàòðèöû ïó÷êà P = {A + λB} èìåþò
áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä:

A+ λB =


0m,n

A1 + λB1

..
.

Ak + λBk

 , (14.1)

ãäå 0m,n - ýòî íóëåâàÿ m × n-ìàòðèöà, à êàæäàÿ ïàðà áëîêîâ Ai, Bi èìååò îäèí
èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1) Æîðäàíîâ áëîê ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ0 ∈ C

Ai =


λ0 1

λ0 ..
.

..
.

1
λ0

 , Bi =


−1

−1
..
.

−1


2) Æîðäàíîâ áëîê ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ∞

Ai =


1

1
..
.

1

 , Bi =


0 −1

0 ..
.

..
. −1
−1

 .

3) Ãîðèçîíòàëüíûé êðîíåêåðîâ áëîê

Ai =

0 1
..
.

..
.

0 1

 , Bi =

−1 0
..
.

..
.

−1 0


4) Âåðòèêàëüíûé êðîíåêåðîâ áëîê

Ai =


0
1 ..

.

..
.

0
1

 , Bi =


−1
0 ..

.

..
. −1

0

 .
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Çàìå÷àíèå 14.21. 1) Êîëè÷åñòâî è òèïû æîðäàíîâûõ áëîêîâ â ðàçëîæåíèè
ÆÊ îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè.

2) Íóëåâîé áëîê 0m,n ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå

• m âåðòèêàëüíûõ 1× 0 êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ è

• n ãîðèçîíòàëüíûõ 0× 1 áëîêîâ.

Ïóñòü P = {A+ λB} - ïó÷îê ìàòðèö. Ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

• Ãîðèçîíòàëüíûå èíäåêñû h1, . . . , hp - ýòî äëèíû (ò.å. êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ) ãî-
ðèçîíòàëüíûõ êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ;

• Âåðòèêàëüíûå èíäåêñû v1, . . . , vq - ýòî âûñîòû (ò.å. êîëè÷åñòâî ñòðîê) âåðòè-
êàëüíûõ êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Ëè g â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V :

ρ : g→ gl(V )

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ V îïðåäåëåí îïåðàòîð

Rx : g→ V,

Rx(ξ) = ρ(ξ)x.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïó÷îê Ra + λRb äëÿ ïàðû (a, b) ∈ V × V îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 14.54. Èíâàðèàíòû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà ïðåäñòàâëåíèÿ ρ : g →
gl(V ) - ýòî

• êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé æîðäàíîâûõ áëîêîâ,

• êîëè÷åñòâî è ðàçìåðû æîðäàíîâûõ áëîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ,

• ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå êðîíåêåðîâû èíäåêñû

äëÿ ïó÷êà Ra + λRb = Ra+λb îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Èíòåðïðåòàöèÿ Æê èíâàðèàíòîâ.

Æîðäàíîâû áëîêè

Òî÷êó a ∈ V íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè

dim Sta ≤ dim Stx, ∀x ∈ V.

Íåðåãóëÿðíûå òî÷êè íàçûâàþòñÿ îñîáûìè. Ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç

Sing ⊂ V.
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Óâåðæäåíèå 14.58. 1) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ æîðäàíîâûõ áëîêîâ Ra+λb - ýòî
â òî÷íîñòè òå çíà÷åíèÿ λ ∈ C, äëÿ êîòîðûõ ïðÿìàÿ a+λb ïåðåñåêàåò Sing.

Â ÷àñòíîñòè, â ðàçëîæåíèè ÆÊ åñòü æîðäàíîâû áëîêè ñ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a - îñîáàÿ.

2) Ó ïó÷êà Ra+λRb îáùåãî ïîëîæåíèÿ íåò æîðäàíîâûõ áëîêîâ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

codim Sing ≥ 2.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Rx è âîçüìåì âñå åå íåíóëåâûå ìèíîðû ðàçìåðà r × r, ãäå
r = dimOreg.
Ïîëó÷àåì ïîëèíîìû

p1(x), . . . , pN(x)

íà V .
Òîãäà Sing ⊂ V çàäàåòñÿ

pi(x) = 0, i = 1, . . . , N.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
codim Sing = 1.

Òîãäà
pi(x) = pρ(x)hi(x).

Ïîýòîìó Sing = Sing0 ∪ Sing1, ãäå

Sing0 = {pρ(x) = 0} and Sing! = {hi(x) = 0, i = 1, . . . , N}. (14.2)

Ïðåäëîæåíèå 14.1. Ñòåïåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîëóèíâàðèàíòà pρ ðàâíà ñóììå
ðàçìåðîâ æîðäàíîâûõ áëîêîâ äëÿ ïó÷êà Ra+λb îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Êðîíåêåðîâû áëîêè

Ïðåäëîæåíèå 14.2. 1) Êîëè÷åñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ èíäåêñîâ nh(ρ) ðàâíî

dim Streg .

2) Êîëè÷åñòâî âåðòèêàëüíûõ èíäåêñîâ nv(ρ) ðàâíî

codimOreg.

• Êîëè÷åñòâî òðèâèàëüíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ ðàâíî

dim(StX ∩ StA).

• Êîëè÷åñòâî òðèâèàëüíûõ âåðòèêàëüíûõ êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ ðàâíî

codim(ImRX + ImRA).
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Óâåðæäåíèå 14.59. Ïóñòü A - ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò ïó÷êà P = {A+ λB}, ò.å.

rkA = rkP .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî u0 ∈ kerA ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ

{u0, . . . , ul ∈ U}

òàêèõ, ÷òî âûðàæåíèå

u(λ) =
l∑

j=0

ujλ
j

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(A+ λB)u(λ) = 0. (14.3)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîãî u0 ∈ kerA∗ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ

{u0, . . . , ul ∈ V ∗}

òàêèõ, ÷òî âûðàæåíèå

u(λ) =
l∑

j=0

ujλ
j

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(A+ λB)∗u(λ) = 0. (14.4)

Êðîíåêåðîâû èíäåêñû è àëãåáðà èíâàðèàíòîâ

Òåîðåìà 14.82. (Íèæíèå îöåíêè ñòåïåíåé èíâàðèàíòîâ)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

f1, . . . , fm

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå èíâàðèàíòíûå ïîëèíîìû ρ, è

deg f1 ≤ . . . ≤ deg fm.

Ïóñòü òàêæå
v1(ρ) ≤ . . . ≤ vq(ρ)

ñóòü âåðòèêàëüíûå èíäåêñû ρ.
Òîãäà

deg fi ≥ vi(ρ) (14.5)

äëÿ i = 1, . . . ,m.

Äëÿ êîïðèñîåäèíåííûõ ïðåäñòàâëåíèé àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí À.Ñ.
Âîðîíöîâûì.
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Òåîðåìà 14.83. (Î ìíîæåñòâå, ãäå èíâàðèàíòû ñòàíîâÿòñÿ çàâèñèìûìè)
Ïóñòü

f1, f2, . . . , fq

ïîëíûé íàáîð àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ

ρ : g→ gl(V ),

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) Ñòåïåíè fi ðàâíû âåðòèêàëüíûì èíäåêñàì ρ:

deg fi = vi(ρ).

2) Ñóììà ñòåïåíåé fi ðàâíà îáùåìó âåðòèêàëüíîìó èíäåêñó ïðåäñòàâëåíèÿ ρ:∑
deg fi =

∑
vi(ρ).

3) Ìíîæåñòâî, ãäå f1, . . . , fq çàâèñèìû èìååò êîðàçìåðíîñòü ≥ 2 â V .

4) Ìíîæåñòâî, ãäå f1, . . . , fq çàâèñèìû ñîäåðæèòñÿ â Sing, ò.å. â êîìïîíåíòàõ
êîðàçìåðíîñòè ≥ 2 ìíîæåñòâà îñîáûõ òî÷åê ïðåäñòàâëåíèÿ ρ â V .

Òåîðåìà 14.84. (Î ïîëèíîìèàëüíîñòè àëãåáðû èíâàðèàíòîâ)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

f1, f2, . . . , fq

ïîëíûé íàáîð àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûõ èíâàðèàííûõ ïîëèíîìîâ ïðåäñòàâëåíèÿ

ρ : g→ gl(V ),

Òîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå:

1) Åñëè ñòåïåíè fi ðàâíû âåðòèêàëüíûì èíäåêñàì:

deg fi = vi(ρ)

(ýêâèâàëåíòíî,
∑

deg fi =
∑
vi(ρ)), òî àëãåáðà C[V ]g ïîëèíîìèàëüíûõ èí-

âàðèàíòîâ ρ ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ f1, f2, . . . , fq (ò.å. ýòî ïîëèíîìèàëüíàÿ
àëãåáðà).

2) Íàîáîðîò, åñëè àëãåáðà C[V ]} ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ρ ñâîáîäíî ïî-
ðîæäàåòñÿ f1, f2, . . . , fq, è, êðîìå òîãî, ρ íå èìååò ñîáñòâåííûõ ïîëóèíâà-
ðèàíòîâ (ò.å. ëþáîé ïîëóèíâàðèàíò ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì), òî ñòåïåíè fi
ðàâíû âåðòèêàëüíûì èíäåêñàì.

ρ íå èìååò ñîáñòâåííûõ ïîëóèíâàðèàíòîâ, åñëè àëãåáðà Ëè ñîâåðøåííà, ò.å. åñëè
îíà ñîâïàäàåò ñî ñâîèì êîììóòàíòîì:

g = [g, g].

Â ÷àñòíîñòè, ýòî òàê äëÿ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè.
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Âû÷èñëåíèå èíâàðèàíòîâ ÆÊ.

Ñóììà ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé gl(n)

Ðàññìîòðèì ñóììó m ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé gl(n)

ρ⊕m : gl(V )→ gl(V ⊕m)

Â ýòîì áàçèñå ýòî ïðîñòî ïðàâûå óìíîæåíèÿ:

RX : Matn×n →Matn×m

Y → Y X (14.6)

Ïðåäëîæåíèå 14.3. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå

X,A ∈Matn×m.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ N ðàçëîæåíèå ÆÊ ïðàâîãî óìíîæåíèÿ íà X è A

RX , RA : Matk×n →Matk×m (14.7)

ïîëó÷àåòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ ÆÊ XT è AT , åñëè êàæäûé áëîê âçÿòü k ðàç.

Ëåììà 14.10. Äëÿ ëþáîé ïàðû ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

X,A : Wm → V n

îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñóùåñòâóþò áàçèñû V n è Wm ò.÷. X è A çàäàþòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè n×m ìàòðèöàìè.

• Åñëè m < n:

X =

(
Im
0

)
, A =

(
0
Im

)
(14.8)

• Åñëè n = m:

X =

λ1

..
.

λn

 , A =

1
..
.

1

 (14.9)

ãäå λi ðàçëè÷íûå ÷èñëà.

• Åñëè m > n
X =

(
In 0

)
, A =

(
0 In

)
(14.10)

Ýòè ïàðû ìàòðèö â îáùåì ïîëîæåíèè è äëÿ àëãåáð sl(n), so(n) è sp(n).
Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ

C ∈ GL(n), D ∈ GL(m)

ÆÊ ðàçëîæåíèÿ ïó÷êîâ

RX + λRA, è RCXD + λRCAD
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ñîâïàäàþò.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ëèíåéíûå àâòîìîðôèçìû

φ : g→ g, ψ : Matn×m →Matn×m

(êîòîðûå íå îáÿçàíû áûòü àâòîìîðôèçìàìè àëãåáð Ëè) ò.÷. ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà
êîììóòàòèâíà:

• Äëÿ sl(n):
φ(Y ) = C−1Y C, ψ(Z) = CZD.

• Äëÿ so(n) è sp(n)

φ(Y ) = C∗Y C, ψ(Z) = (C∗)−1ZD,

ãäå C∗ = CT äëÿ so(n) è sp(n) îáñóæäàåòñÿ äàëåå.

ÆÊ èíâàðèàíòû ñóììû m ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé gl(n):

1) Ñëó÷àé m < n. Ïîäåëèì m íà n−m ñ îñòàòêîì:

m = q(n−m) + r, q, r ∈ Z, 0 ≤< m− n. (14.11)

Áóäóò ñëåäóþùèå n(n−m) ãîðèçîíòàëüíûõ êðîíåêåðîâûõ èíäåêñîâ:

q + 1, . . . , q + 1︸ ︷︷ ︸
n(n−m−r)

, q + 2, . . . , q + 2︸ ︷︷ ︸
nr

.

2) Ñëó÷àé n = m.
Áóäåò n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò n æîðäà-
íîâûõ 1× 1 áëîêîâ:

Jλ1,1, . . . , Jλ1,n, Jλ2,1, . . . , Jλn,n.

3) Ñëó÷àé m > n.
Ïîäåëèì n(m− n) âåðòèêàëüíûõ êðîíåêåðîâûõ èíäåêñîâ:

q + 1, . . . , q + 1︸ ︷︷ ︸
n(n−m−r)

, q + 2, . . . , q + 2︸ ︷︷ ︸
nr

.
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Ó ñóììû ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé gl(n) íåò ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ
(åñòü ðàöèîíàëüíûå èíâàðèàíòû - îòíîøåíèå îïðåäåëèòåëåé ìèíîðîâ), ïîýòîìó òåî-
ðåìû î ñâÿçè êðîíåêåðîâûõ èíäåêñîâ è àëãåáðû èíâàðèàíòîâ íå äàþò èíôîðìàöèè.

Ñóììà ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé sl(n)

Òåîðåìà 14.85. Èíâàðèàíòû ÆÊ äëÿ ñóììû m ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé
sl(n) ñëåäóþùèå:

1) Åñëè m < n, òî áóäåò n(n − m) − 1 ãîðèçîíòàëüíûõ êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ
"ìàêñèìàëüíî ðàâíîãî ðàçìåðà" .

2) Åñëè m > n, òî áóäåò n(n−m)+1 âåðòèêàëüíûõ êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ "ìàê-
ñèìëüíî ðàâíîãî ðàçìåðà" .

3) Åñëè m = n, òî èíâàðèàíòû ÆÊ ñîñòîÿÿò èç

• n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåñòâó-
åò n− 1 æîðäàíîâ 1× 1 áëîê:

Jλ1,1, . . . , Jλ1,n−1, Jλ2,1, . . . , Jλn,n−1.

• è îäèí âåðòèêàëüíûé (n− 1)× n êðîíåêåðîâ áëîê

η1 = n

Óïðàæíåíèå 14.33. Ïóñòü

ρ : sl(n)→ gl(Matn×m)

ñóììà m ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé sl(n) è X ∈Matn×m.
Òîãäà:

1) Åñëè m < n, òî àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ρ òðèâèàëüíà.

2) Åñëè m = n, òî àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ detX.

3) Åñëè m = n+ 1, òî àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñÿ n× n ìèíî-
ðàìè X.

4) Åñëè m > n+ 1, òî àëãåáðà èíâàðèàíòîâ íå ñâîáîäíî ïîðîæäåíà.

Ñóììà ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé so(n) è sp(n)

Äëÿ àëãåáðû Ëè sp(n) ìû âñåãäà ñ÷èòàåì, ÷òî n ÷åòíî n = 2k.

Òî, ÷òî ìû îáîçí÷àåì çà sp(n) ÷àñòî îáîçíà÷àþò ÷åðåç sp(2k):
ýòî n× n ìàòðèöû X, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

XTΩ + ΩX = 0, Ω =

(
0 In

2

−In
2

0

)
(14.13)
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Äóãèìè ñëîâàìè, ýëåìåíòû sp(n) èìåþò âèä

X = Ω−1S,

ãäå S ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.

Â ñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ

ε =

{
1, g = sp(n),

−1, g = so(n).

Òåîðåìà 14.86. ÆÊ èíâàðèíòû ñóììû m ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé so(n) è
sp(n) ñëåäóþùèå:

1) Åñëè m < n è êàê ðàíåå
n = q(n−m) + r,

òî ðàçëîæåíèå ÆÊ ñîñòîèò èç

• (n−m)(n−m+ ε)

2
ãîðèçîíòàëüíûõ èíäåêñîâ:

2q + 1, . . . , 2q + 1︸ ︷︷ ︸
(n−m−r)(n−m−r+ε)

2

, 2q + 2, . . . , 2q + 2︸ ︷︷ ︸
(n−m−r)r

, 2q + 3, . . . , 2q + 3︸ ︷︷ ︸
r(r+ε)

2

• m(m− ε)
2

âåðòèêàëüíûõ èíäåêñîâ

vi = 2.

2) Åñëè m = n.

• Â ñëó÷àå so(n)
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

• Â ñëó÷àå sp(n)

2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n(n−1)

2

+ n æîðäàíîâûõ 1× 1 áëîêîâ

3) Åñëè m > n, òî ÆÊ èíâàðèàíòû ñîñòîÿò èç n(m − n) +
n(n− ε)

2
âåðòè-

êàëüíûõ èíäåñîâ:
1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
(m−n−ε)n

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
n(n+ε)

2
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Óïðàæíåíèå 14.34. Ïóñòü

ρ : so(n)→ gl(Matn×m)

ñóììà m ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé so(n) è X ∈Matn×m.
Òîãäà:

1) Åñëè m < n, òî àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ñâîáîäíî ïîðîæëàåòñÿ
m(m+ 1)

2
âíóòðåííèìè ïðîèçâåäåíèÿìè ñòîëáöîâ X.

2) Åñëè m ≥ n, òî àëãåáðà èíâàðèàíòîâ íå ñâîáîäíî ïîðîæäåíà.

Ïðè m ≥ n àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ïîðîæäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ñòîëáöîâ è n× n
ìèíîðàìè.

Óïðàæíåíèå 14.35. Ïóñòü

ρ : sp(n)→ gl(Matn×m)

ñóììà m ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé sp(n) è X ∈Matn×m.
Òîãäà

1) Åñëè m ≤ n + 1, òî àëãåáðà èíâàðèàíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ ñâîáîäíî ïîðîæ-

äàåòñÿ
m(m− 1)

2
ñèìïëåêòè÷åñêèìè ïðîèçâåäåíèÿìè ñòîëáöîâ X.

2) Åñëè m > n+ 1, òî àëãåáðà èíâàðèàíòîâ íå ñâîáîäíî ïîðîæäåíà.

Â ñèìïëåêòè÷åêîì ñëó÷àå ìèíîðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèìïëåòè÷åñêèå ïðîèçâå-
äåíèÿ ïðè ïîìîùè Ïôàôôèàíà.
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Ëåêöèÿ 15 . Обобщенная гипотеза Мищенко-Фоменко
Áîëñèíîâ À.Â., Èçîñèìîâ À.Ì., Êîíÿåâ À.Þ., Îøåìêîâ À.À. "Àëãåáðà è 

òîïîëîãèÿ èíðåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Òðóäû ñåìèíàðà ïî 
âåêòîðíîìó è òåíçîðíîìó àíàëèçó" Òîì 28 - ñ.119-191, 2012.

A. Bolsinov, V. Matveev, E. Miranda, S. Tabachnikov, "Open Problems, Questions,
and Challenges in Finite-Dimensional Integrable Systems"

Ìàòåðèàëû íà ñàéòå:

http://dfgm.math.msu.su/zadachi.php

Â ÷àñòíîñòè, À.Â. Áîëñèíîâ, À.À. Îøåìêîâ

1) Èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû íà àëãåáðàõ Ëè è îñîáåííîñòè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà

2) Òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ èí-
òåãðèðóåìûõ ñèñòåì

ÇÀÄÀ×È

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà.

Ðàçëîæåíèå ÆÊ:

1) Êàê ìîæåò ìåíÿòüñÿ ðàçëîæåíèå ÆÊ ïðè èçìåíåíèè ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà íà 1?

Â ÷àñòíîñòè, êàêèå ìîãóò áûòü ðàçëîæåíèÿ ÆÊ äëÿ ãèïåðïðîñòðàíñòâ

U ⊂ (V,A,B), dimU = dimV − 1?

Êàêèå ðàçëîæåíèÿ ÆÊ ó ãèïåðïðîñòðàíñòâà îáùåãî ïîëîæåíèÿ?

2) Êàê ìîæåò ìåíÿòüñÿ ðàçëîæåíèå ÆÊ ïðè äåôîðìàöèè ïó÷êà Aε + λBε?

Êàêèå òèïè÷íûå ïåðåñòðîéêè?

Ïîäïðîñòðàíñòâà:

1) Êàê óñòðîåíû äîïóñòèìûå ïîäïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìûå óñëîâèåì

AU = BU?

2) Êîãäà äâà ïîäïðîñòðàíñòâà U1, U2 ⊂ (V,A,B) ëåæàò â îäíîé îðáèòåAut(V,A,B)?
Ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

• dimUi = 1,
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• codimUi = 1.

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ:

1) ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü àâòîìîðôèçìû, ïåðåâîäÿùèå âåñü ïó÷îê
P â ñåáÿ, à íå ïàðó ôîðì â ïàðó ôîðì?

2) Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà Aut(V,A,B)?

Áèëàãðàíæèàí:

1) Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà BLG(V,A,B)?

2) BLG(V,A,B) - àëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ãðàññìàíèàíà. Âåðíî ëè, ÷òî
ðàçëîæèìûå ïîäïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò (åäèíåñòâåííóþ) íåïðèâîäèìóþ êîì-
ïîíåíòó ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè?

Áèãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû.

Çàäà÷à. Ëþáàÿ ëè áèãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ëîêàëüíî áèèíòåãðèðóåìà?

Çàäà÷à. Ëþáîé ëè êëàññ áèëãðàíæåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ëîêàëüíî ðåàëèçóåì áè-
èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé?

Ò.å. ïóñòü åñòü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

v = Adf = Bdg = Aλdfλ,

êîòîðàÿ ãàìèëüòîíîâà îòíîñèòåëüíî ïàðû ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ïóàññîíà.
Â òàêîì ñëó÷àå èìååì èíòåãðàëû

fλ1 , . . . , f
λ
i −

êàçèìèðû Aλ. Èõ ìîæíî îáúåäèíèòü, è òî, ÷òî ìû ïîëó÷èì, áóäåò ñîîòâåñòâîâàòü
ÿäåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó â êàæäîé òî÷êå îáùåãî ïîëîæåíèÿ

F = {àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ fλj }

Ýòà àëãåáðà êîììóòàòèâíà.

Íàáîð ôóíêöèé â áèèíâîëþöèè F áóäåò ïîëîí ⇔ ïó÷îê A+ λB êðîíåêåðîâ.

Ó íàñ åñòü áèãàìèëüòîíîâîñòü, õîòèì ïîëó÷èòü áèèíòåãðèðóåìîñòü:
Ëþáûå äâå ôóíêöèè èç ýòîãî ïó÷êà îòíîñèòåëüíî ëþáîé ñêîáêè áóäóò äàâàòü 0
{f, g}µ = 0 + ïîëíûé íàáîð â áèèíâîëþöèè.

"Ïðèÿòíûé" âèä ôîðì (îäíà ôîðìà - ëèíåéíàÿ, äðóãàÿ - ïîñòîÿííàÿ) îïèñàí â

Oliver, P.J., "Canonical forms and integrability of biHamiltonian systems" , p.177-187
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Òàêæå òàì îïèñàíû áèãàìèëüòîíèàíû.

Êàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ ïó÷-
êà {P = A+ λB} ?

Ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå èíâàðèàíòíû â êàæäîé òî÷êå, îïèñàíû â

È.Ê. Êîçëîâ, "Èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ íåâûðîæäåííûõ áèãàìèëüòîíîâûõ
ñòðóêòóð" , ñòð. 91-111

Èíâàðèàíòû ÆÊ.

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü èíâàðèàíòû ÆÊ äëÿ ñëåäóþùèõ êëàññîâ àëãåáð Ëè:

1) Ïîëóïðÿìûå ñóììû g+ρ V ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè g è êîììóòàòèâíîãî èäå-
àëà V ,

2) Áîðåëåâñêèå ïîäàëãåáðû ïðîñòûõ àëãåáð Ëè,

3) Ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäàëãåáðû ïðîñòûõ àëãåáð Ëè,

4) Öåíòðàëèçàòîðû ñèíãóëÿðíûõ ýëåìåíòîâ a ∈ g äëÿ ïðîñòûõ àëãåáð Ëè g,

5) Àëãåáû Ëè ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé.

Ñì.

Alexey Bolsinov, Pumei Zhang, "Jordan-Kronecker invariants of �nite-dimensional Lie
algebras"

Ïðî ïîëóïðÿìûå ñóììû g⊕ (Rn)k ñ ïðîñòîé àëãåáðîé Ëè ïî ñòàíäàðòíîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ èíâàðèàíòû ÆÊ ñì. ðåçóëüòàòû:

Âîðóøèëîâ Ê.Ñ.á "Èíâàðèàíòû Æîðäàíà-Êðîíåêåðà äëÿ ïîëóïðÿìûõ ñóìì âèäà
sl(n)⊕ (Rn)k è gl(n)⊕ (Rn)k" , ñòð. 3-18

Ãèïîòåçà.Íå ñóùåñòâóåò àëãåáðû Ëè, ó êîòîðîé èíâàðèàíòûÆîðäàíà-Êðîíåêåðà

• îäèí êðîíåêåðîâ (2k + 1)× (2k + 1) áëîê, ãäå k > 1,

• è ìíîãî N > k ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,

• ãäå i-òîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåñòâóåò ìíîãî ni æîðäàíîâûõ 2 × 2
áëîêîâ.

Èäåÿ:
Ïî òåîðåìàì Òóðèýëÿ (ñèìïëåêòè÷åñêèé è ñìåøàííûé ñëó÷àè) ëîêàëüíî íå áóäåò
ðàñùåïëåíèÿ.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi áóäóò ôóíêöèÿìè îò ôóíêöèé Êàçèìèðà (ò.å. dλi áóäóò
ëåæàòü â ÿäåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå).

"Íå ïîìåñòÿòñÿ" ?
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Èíâàðèàíòû ÆÊ ïðåäñòàâëåíèé.

Êàê ýôôåêòèâíî ñ÷èòàòü ðàçìåðû ãîðèçîíòàëüíûõ Êðîíåêåðîâûõ áëîêîâ?
Ñâÿçàíî ëè ýòî ñ òåì, êàê óñòðîåíî ðàññëîåíèå ñòàáèëèçàòîðîâ?

1) Áûëè âû÷èñëåíû ÆÊ èíâàðèàíòû ñóììû ñòàíàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé gl(n)
äëÿ ëþáîé ïàðû (X,A) ∈Matn×m.

Ìîæíî ëè ñäåëàòü òî æå ñàìîå äëÿ sl(n)?
À òàêæå so(n) è sp(n)?

2) ×òî ïðîèñõîäèò ñ ÆÊ èíâàðèàíòàìè ïðè îãðàíè÷åíèè ïðåäñòàâëåíèÿ ñ gl(n)
íà sl(n)?

Áîëåå îáùèé âîïðîñ - ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ÆÊ èíâàðèàíòàìè ïðè îãðàíè÷åíèè
íà ïîäëãåáðó êîðàçìåðíîñòè 1?

Ìîæíî ïðîäîëæèòü âû÷èñëåíèÿ ÆÊ èíâàðèàíòîâ.
Àëãåáðû, äëÿ êîòîðûõ ýòî åùå ìîæíî ñäåëàòü:

1) Âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû (b(n)).

2) Ñòðîãî âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû (n(n)).

3) Äàëüøå èäóò áîðåëåâñêèå ïîäàëãåáðû è ðàçëè÷íûå áëî÷íî-òðåóãîëüíûå ìàò-
ðèöû.

Äåéñòâèå ñîïðÿæåíèåì íà ïàðàõ ôîðì.
Çäåñü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ãðóïïû:

• gl(n)

• sl(n)

• o(n)

• sp(n)

è ò.ä. À òàêæå ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå òèïû ôîðì:

• Ïàðà ñèììåòðè÷íûõ ôîðì.

• Ïàðà êîñîñèììåòðè÷íûõ ôîðì.

• Ñèììåòðè÷íàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà.

• Ïàðà ïðîèçâîëüíûõ áèëèíåéíûõ ôîðì.
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Â ïåðâûõ òðåõ ñëó÷àÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû Ãàíòìàõåðà (+ Òîìïñî-
íà) î êàíîíè÷åñêîì âèäå.

Âî âòîðîì ìîæíî ïîïðîáîâàòü ïîñìîòðåòü íà êîëè÷åñòâî îðáèò (ïðèâåäÿ ê êà-
íîíè÷åñêîìó âèäó îäíó ôîðìó â îáùåì ïîëîæåíèè - åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïàðó: ñèììåòðè÷íàÿ + êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà), êîëè÷åñòâî òðèâèàëüíûõ áëîêîâ
è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîáðàæåíèÿìè ñèììåòðè÷íîñòè.

Îáîáùåííàÿ ãèïîòåçà Ìèùåíêî-Ôîìåíêî.

Ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà:

• Åñëè f è g - èíâàðèàíòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, òî ôóíêöèè f(x+
λa) è g(x+ µa) êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî ñêîáîê {} è {}a.

• Ðàññìàòðèâàåì èíâàðèàíòû f è áåðåì èõ ñäâèãè f(x + λa) - ýòî â òî÷íîñòè
ôóíêöèè Êàçèìèðà ñêîáêè {}+ {}a.

• Ñäâèãè èíâàðèíòîâ îáðàçóþò ïîäàëãåáðó Fa.

Òåîðåìà 15.87. (À.Ñ. Ìèùåíêî, À.Ò. Ôîìåíêî)
Åñëè a - ðåãóëÿðíûé ýëåìåíò ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè g, òî

1) Ôóíêöèè Fa ïîïàðíî êîììóòèðóþò îòíîñèòåëüíî ñêîáîê {} è {}a.

2) Åñëè àëãåáðà Ëè g ïîëóïðîñòà, òî ñåìåéñòâî Fa ïîëíî, ò.å. îíî ñîäåðæèò

1

2
(dim g + ind g)

íåçàâèñèìûõ ïîëèíîìîâ.

• Àííóëÿòîð ýëìåíòà a ∈ g∗ = ñîîòâåòñòâóþùèé ñòàáèëèçàòîð äëÿ êîïðèñîåäè-
íåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

Ann a = {ξ ∈ g | ad∗ξ(a) = 0}

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñêîáêè Ëè-Ïóàññîíà Ann a = kerAa.

• Èíäåêñ àëãåáðû Ëè g = êîðàçìåðíîñòü ðåãóëÿðíîé îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ

ind g = min
x∈g∗

dim Annx

Òàêæå èíäåêñ = êîëè÷åñòâî ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ (ëîêàëüíî) èíâàðè-
àíòîâ êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Òåîðåìà 15.88. (Ãèïîòåçà Ìèùåíêî-Ôîìåíêî)
Íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå g∗ ê ëþáîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå Ëè g ñóùåñòâó-
åò ïîëíîå ñåìåéñòâî F êîììóòèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé ïîëèíîìîâ.
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Äîêàçàíà Ñ.Ò. Ñàäýòîâûì â 2004 ãîäó.

Sadetov S.T., "A proof of the Mishchenko-Fomenko conjecture"

Òåîðåìà 15.89. (Îáîáùåííàÿ ãèïîòåçà ìåòîäà ñäâèãà àðãóìåíòà)
Íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå g∗ ê ëþáîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðå Ëè g ñóùåñòâó-
åò ïîëíîå ñåìåéñòâî Ga ïîëèíîìîâ â áèèíâîëþöèè, ò.å. â èíâîëþöèè îòíîñèòåëü-
íî äâóõ ñêîáîê {, } è {}a.

Âåðíà ëè ýòà ãèïîòåçà?

Ìåòîä ñäâèãà àðãóìåíòà ðàáîòàåò, ïîòîìó ÷òî â êðîíåêåðîâîì ñëó÷àå áèëàãðàí-
æåâî ïîäïðîñòðàíñòâî åäèíñòâåííî.

Q: Ñîîòâåñòâóåò ëè âûäåëåííîìó áèëàãðàíæåâó ïîäïðîñòðàíñòâó åñòåñòâåííûé
íàáîð ïîëèíîìîâ â áèèíâîëþöèè?
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