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1 Ëåêöèÿ 1

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðî èíâàðèàíòû óçëîâ

Îïðåäåëåíèå 1 Ãëàäêèì óçëîì íàçûâàåòñÿ îáðàç ãëàäêîãî âëîæåíèÿ S1 â R3 (èëè
S3). Çàöåïëåíèåì íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ óçëîâ. Äâà çàöåïëåíèÿ
íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè åñëè èìååòñÿ èçîòîïèÿ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà,
ïåðåâîäÿùàÿ îäíî çàöåïëåíèå â äðóãîå. Äàëåå ÷àñòî ïîä çàöåïëåíèåì èëè óçëîì áó-
äåò ïîíèìàòüñÿ êëàññ òàêèõ îáúåêòîâ.

Çàìå÷àíèå 1 Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî äîïîëíåíèÿ ê ýêâèâà-
ëåíòíûì çàöåïëåíèÿì ãîìåîìîðôíû. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.

Çàìå÷àíèå 2 Èìåþò ìåñòî òàêæå òåîðèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ óçëîâ è òåîðèÿ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ óçëîâ. Åñëè ïåðâàÿ ñèòóàöèÿ áëèçêà ê ãëàäêîé, òî âî âòîðîé âîçíè-
êàþò òàê íàçûâàåìûå äèêèå óçëû è ìû íå áóäåì èõ ðàññìàòðèâàòü.

1.2 Äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ è òåîðåìà Ðåéäåìåéñòåðà

Îñíîâíîé èñòî÷íèê [1].

Îïðåäåëåíèå 2 Äèàãðàììîé çàöåïëåíèÿ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåê-
öèÿ çàöåïëåíèÿ íà ïëîñêîñòü â R3, ïðè êîòîðîé

1. äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ íå âûðîæäàåòñÿ,

2. êîëè÷åñòâî ïðîîáðàçîâ êàæäîé òî÷êè íå ïðåâûøàåò ÷èñëà 2,

3. ìíîæåñòâî äâîéíûõ òî÷åê êîíå÷íî.

Òåîðåìà 1 (Ðåéäåìåéñòåð) Äâå äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóþò ýêâèâàëåíòíûì çà-
öåïëåíèÿì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé êî-
íå÷íûì íàáîðîì äâèæåíèé èç ñïèñêà íèæå è îáúåìëþùåé èçîòîïèåé R2.
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1.3 Ãðóïïà êîñ

Îïðåäåëåíèå 3 Ãðóïïîé êîñ Bn íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà êîíôèãóðà-
öèîííîãî ïðîñòðàíòñòâà n íåñîâïàäàþùèõ òî÷åê íà C

Bn ' π1 ({Cn\∆} /Sn) .

Çäåñü ∆ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî {(z1, . . . , zn)|zi = zj äëÿ íåêîòîðûõ i 6= j} .

Çàìå÷àíèå 3 Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êîñó êàê íàáîð ãëàäêèõ ìîíîòîííûõ íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ â R3, ñîåäèíÿþùèõ äâà íàáîðà n òî÷åê íà äâóõ ãîðèçîíòàëü-
íûõ ïëîñêîñòÿõ. Ìîíîòîííîé íàçîâåì êðèâóþ, âûñîòà òî÷êè êîòîðîé îòíîñèòåëü-
íî âûáðàííîãî âåðòèêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ â R3 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé ïà-
ðàìåòðà íà êðèâîé.

Àðòèí ïðåäëîæèë àëãåáðàè÷åñêîå îïèñàíèå Bn â âèäå îáðàçóþùèõ σ1, . . . , σn−1 è
ñîîòíîøåíèé

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 äëÿ 1 ≤ i ≤ n− 2,

σiσj = σjσi åñëè |i− j| ≥ 2

Ïðèìåð 1 Ãðóïïà B3 ñ ãåíåðàòîðàìè x, y è ñîîòíîøåíèåì xyx = yxy èçîìîðôíà
ãðóïïå ñ äâóìÿ ãåíåðàòîðàìè a, b è ñîîòíîøåíèåì a2 = b3. Èçîìîðôèçì çàäàåò-
ñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì a = xyx, b = xy. Â äàííîé ãðóïïå âûðàæåíèå (xy)3 îêàçûâàåòñÿ
öåíòðàëüíûì. Ãðóïïîâóþ àëãåáðó äàííîé ãðóïïû ìîæíî íàçûâàòü íåêîììóòàòèâ-
íîé êàñïèäàëüíîé êðèâîé ðîäà 1.

Ãðóïïà êîñ äîïóñêàåò ãîìîìîðôèçì â ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Sn, â êîòîðîé äîïîë-
íèòåëüíî ê ñîîòíîøåíèÿì Àðòèíà èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå σ2

i = 1.
Âàæíîé â êîíòåêñòå èçó÷åíèÿ óçëîâ ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ êîñû, êîòîðàÿ

ñîñòîèò â îòîæäåñòâëåíèè íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ òî÷åê.

Òåîðåìà 2 (Àëåêñàíäåð) Îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êîñå åå çàìûêàíèå, ñþ-
ðüåêòèâíî.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü êîñû, äàþùèå ýêâèâàëåíòíûå óçëû, ðàññìîòðèì èíäóêòèâ-
íûé ïðåäåë ãðóïï êîñ

B = limn→∞Bn

ïî åñòåñòâåííîìó âëîæåíèþ Bn → Bn+m, îïðåäåëÿåìîìó îòîáðàæåíèåì ãåíåðàòîðîâ
σi → σi äëÿ i = 1, . . . , n − 1. Äàííàÿ ãðóïïà îáëàäàåò åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèåé
{Bn}.
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Îïðåäåëåíèå 4 Ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ìàðêîâà íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ â ãðóïïå B

1. b 7→ aba−1,

2. b 7→ bσn, ãäå b ∈ Bn.

Òåîðåìà 3 (Ìàðêîâ) Çàìûêàíèÿ äâóõ êîñ èçîòîïíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îäíó ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîé êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðåîáðàçîâàíèé Ìàðêîâà.

1.4 Òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ

1.5 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äîïîëíåíèÿ

Ðàññìîòðèì åùå îäèí âàæíûé èíâàðèàíò çàöåïëåíèÿ - ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó äî-
ïîëíåíèÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó çàöåïëåíèþ. Äëÿ åå îïèñàíèÿ â òåðìèíàõ ãåíåðàòîðîâ
è ñîîòíîøåíèé íåîáõîäèìî âûáðàòü îðèåíòàöèþ íà çàöåïëåíèè, êàæäîìó ñåãìåíòó
äèàãðàììû ñîïîñòàâèòü ãåíåðàòîð, òîãäà ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êàæäîé äâîéíîé òî÷êè
áóäóò èìåòü âèä (â ýòîé ôîðìå îíè íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Âèðòèíãåðà):

Ïðèìåð 2 Îïèøåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó äîïîëíåíèÿ ê òðèëèñòíèêó. Ââåäåì
ãåíåðàòîðû ãðóïïû â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè íà ðèñóíêå:

g1

g2

Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ:

g3 = g−1
2 g1g2

g1 = g−1
3 g2g3

g2 = g−1
1 g3g1

Çàìåòèì, ÷òî îäíî èç íèõ ëèøíåå, òî åñòü âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå
äâà. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îñòàâèòü äâà ãåíåðàòîðà g1, g2 è îäíî ñîîòíîøåíèå
g−1

1 g−1
2 g−1

1 g2g1g2 = 1. Äàííàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà B3.
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1.6 Çàäà÷à î 2-óçëàõ

Îïðåäåëåíèå 5 2-óçëîì íàçîâåì êëàññ èçîòîïèé âëîæåíèé S2 ↪→ R4.

Ïðèìåð 3 Ïðèìåðàìè íåòðèâèàëüíûõ 2-óçëîâ ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå
çàêðó÷åííûå-ïîâåðíóòûå óçëû Çèìàíà (twisted-spun knots). Îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ
ñëåäóþùåé êàðòèíêîé:

Ðèñ. 1: 2-óçåë Çèìàíà

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñ 1-óçëàìè, ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì ðàáîòû ñ ýòèìè òîïî-
ëîãè÷åñêèìè îáúåêòàìè îêàçûâàåòñÿ äèàãðàììà óçëà, òî åñòü òàêàÿ ïðîåêöèÿ 2-óçëà
íà R3, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îñîáîé ïîâåðõíîñòüþ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà òèïû îñîáåí-
íîñòåé. Äîïóñêàþòñÿ òîëüêî îñîáåííîñòè òèïà äâîéíàÿ òî÷êà (òî÷íåå äóãà äâîéíûõ
òî÷åê), òðîéíàÿ òî÷êà è òî÷êà âåòâëåíèÿ (èëè òî÷êà Óèòíè).

Ðèñ. 2: Òèïû îñîáûõ òî÷åê

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êîé Óèòíè íàçûâàåòñÿ òî÷êà, îêðåñòíîñòü êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ
ê âèäó ïàðàìåòðèçîâàííîé ïîâåðõíîñòè

x = uv

y = u

z = v2.

Èíûìè ñëîâàìè, ýòî ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ëîêàëüíî çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì:

x2 = y2z.

Òàêèì îáðàçîì, äèàãðàììà 2-óçëà ýòî îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü, îñîáûå òî÷êè êîòîðîé îð-
ãàíèçîâàíû â ãðàô, ðåáðà êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äóãè äâîéíûõ òî÷åê, à âåð-
øèíû - òðîéíûå òî÷êè è òî÷êè Óèòíè. Ïðè ýòîì òðîéíûå òî÷êè èìåþò âàëåíòíîñòü
6, à òî÷êè Óèòíè - âàëåíòíîñòü 1.

6



1.7 Òåîðåìà Ðîçìàíà

Òåîðåìà 4 (1998) Äâå äèàãðàììû îòâå÷àþò ýêâèâàëåíòíûì 2-óçëàì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ äâèæåíèé èç ïåðå÷íÿ íèæå è îáúåìëþùåé èçîòîïèåé äèàãðàììû â R3.

1 2 3

Ðèñ. 3: Äâèæåíèÿ 1-3

4 5 6

Ðèñ. 4: Äâèæåíèÿ 4-6

Ðèñ. 5: Äâèæåíèå 7

1.8 Ïîëèíîì Äæîíñà

Â îñíîâíîì ìàòåðèàë ýòîé ëåêöèè èçëàãàåòñÿ ïî èñòî÷íèêàì [2].

Îïðåäåëåíèå 6 Ñêîáêîé Êàóôôìàíà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ îò äèàãðàììû íåîðè-
åíòèðîâàííîãî óçëà â ïîëèíîìû Ëîðàíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îò ôîðìàëüíîé

7



ïåðåìåííîé A, òî åñòü îòîáðàæåíèå D →< D >∈ Z[A−1, A] óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì:

<© > = 1

< D t© > = −(A2 + A−2) < D >

< > = A < > +A−1 < >

Â ýòîì îïðåäåëåíèè ïîä © ïîíèìàåòñÿ äèàãðàììà òðèâèàëüíîãî óçëà, t îïåðàöèÿ
íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ, çíàêè è ñîîòâåòñòâóþò äâóì âîçìîæíûì ðàçðåøåíèÿì
ïåðåñå÷åíèÿ. Äàííîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì, òàê êàê ïîçâîëÿåò âû-
÷èñëÿòü ñêîáêó ðåêóððåíòíî ïî ïàðàìåòðó êîëè÷åñòâà äâîéíûõ òî÷åê íà äèàãðàììå.

Ëåììà 1 Åñëè äèàãðàììà ìåíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì äâèæåíèÿ Ðåéäåìåéñòåðà òè-
ïà 1, òî ñêîáêà ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

< >= −A3 < >, < >= −A−3 < >,

äâèæåíèÿ òèïà 2 è 3 ïðè ýòîì íå ìåíÿþò ñêîáêè Êàóôôìàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ïåðâîãî äâèæåíèÿ.

< >= A < > +A−1 < >= (−A(A2 + A−2) + A−1) < >

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëåíî íà êàðòèíêå

�

Îïðåäåëåíèå 7 Äëÿ äèàãðàììû D îðèåíòèðîâàííîãî óçëà ââåäåì âåëè÷èíó ω(D),
íàçûâàåìóþ ÷èñëîì çàêðó÷åííîñòè, ðàâíóþ ÷èñëó ïåðåñå÷åíèé ñî çíàêîì. Ïðè ýòîì
çíàê îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîãëàøåíèÿ:

Òåîðåìà 5 Ïóñòü D äèàãðàììà îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ L. Òîãäà âûðàæåíèå

(−A)−3ω(D) < D >

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 8 Ïîëèíîìîì Äæîíñà V (L) îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ L íàçû-
âàåòñÿ ïîëèíîì Ëîðàíà îò t1/2 c öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé:

V (L) =
(
(−A)−3ω(D) < D >

)
t1/2=A−2 ∈ Z[t−1/2, t1/2],

ãäå D - íåêîòîðàÿ äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ L.

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïîëèíîì Äæîíñà, êàê ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâå îðèåíòèðîâàí-
íûõ çàöåïëåíèé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1. V (òðèâèàëüíûé óçåë) = 1,

2. Åñëè òðè îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèÿ L+, L− è L0 îòëè÷àþòñÿ ëîêàëüíî,
êàê ïîêàçàíî íà êàðòèíêå,

òî èõ çíà÷åíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

t−1V (L+)− tV (L−) + (t−1/2 − t1/2)V (L0) = 0,

3. Åñëè K1 è K2 äâà óçëà, òî âåðíî ðàâåíñòâî V (K1 +K2) = V (K1)V (K2).

1.9 Ïîëèíîì Àëåêñàíäåðà

Ïðèâåäåì çäåñü îïðåäåëåíèå åùå îäíîãî âàæíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî èíâàðèàíòà óç-
ëîâ. Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ äàííîãî ïîëèíîìà. Ðàññìîòðèì äèà-
ãðàììó îðèåíòèðîâàííîãî óçëà ñ n ïåðåñå÷åíèÿìè. Íà äèàãðàììå èìååòñÿ n + 2 îá-
ëàñòè, ðàñêðàñèì ýòè îáëàñòè ñèìâîëàìè 0, 1,−1, t−1 èñõîäÿ èç ëîêàëüíîãî ïðàâèëà
â îêðåñòíîñòè äâîéíîé òî÷êè, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå:

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîé ñïîñîá ñîãëàñîâàí. Îí ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìàòðèöó �èí-
öèäåíòíîñòè� äâîéíûõ òî÷åê è îáëàñòåé ðàçìåðà n × (n + 2). Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ
ïîëèíîìà ñëåäóþùåå:

• Óäàëèì ëþáûå äâà ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñìåæíûì îáëàñòÿì.

• Ó îñòàâøåéñÿ ìàòðèöû âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü.

• Ðàçäåëèì ïîëèíîì íà ìëàäøóþ ñòåïåíü t.

• Ðàçäåëèì ïîëèíîì íà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò.

Íàïðèìåð, äëÿ òðèëèñòíèêà ïîëó÷èì t2 − t+ 1.
Äàííûé ñïîñîá èìååò èñêëþ÷èòåëüíî ãîìîëîãè÷åñêîå îïèñàíèå.
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2 Ëåêöèÿ 2

2.1 Êâàíäëû

Îïðåäåëåíèå 9 (Ìàòâååâ 1982) Ìíîæåñòâî X ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé (a, b) 7→
a ∗ b íàçûâàåòñÿ êâàíäëîì (èëè äèñòðèáóòèâíûì ãðóïïîèäîì) åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

i) ∀a ∈ X a ∗ a = a

ii) ∀a, b ∈ X ∃!c ∈ X : c ∗ b = a

iii) ∀a, b, c ∈ X (a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ (b ∗ c)

Çàìå÷àíèå 4 Ìîæíî àññîöèèðîâàòü äàííûå àêñèîìû ñ òðåìÿ äâèæåíèÿ Ðåéäå-
ìåéñòåðà.

Ïðèìåð 4 Ãðóïïîâûì êâàíäëîì íàçûâàåòñÿ êâàíäë íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ
ãðóïïû G ñ îïåðàöèåé a ∗ b = b−nabn äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ n.

Ïðèìåð 5 Êâàíäëîì Àëåêñàíäåðà íàçûâàåòñÿ Λ-ìîäóëü M , ãäå Λ = Z[t, t−1], ñ îïå-
ðàöèåé a ∗ b = ta+ (1− t)b.

Ïðèìåð 6 Êâàíäëîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî èç òðåõ ýëåìåíòîâ {a, b, c} ñ îïåðàöèåé

a ∗ b = c

b ∗ c = a

c ∗ a = b

Ýòîò êâàíäë òàêæå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íå÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê â S3 îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ.

Â ðàáîòå [3] îïðåäåëÿþòñÿ êîãîìîëîãèè êâàíäëîâ, ìû çäåñü âîñïðîèçâåäåì ýòó
êîíñòðóêöèþ.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì êîìïëåêñ CR
n (X) êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñâîáîä-

íûìè àáåëåâûìè ãðóïïàìè, ïîðîæäåííûìè íàáîðàìè èç n ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X
(x1, . . . , xn). Äèôôåðåíöèàë ∂n : CR

n (X)→ CR
n−1(X) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

∂n(x1, . . . , xn) =
n∑
i=2

(−1)i{(x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

− (x1 ∗ xi, x2 ∗ xi, . . . , xi−1 ∗ xi, xi+1, . . . , xn)}

Ðàññìîòðèì òàêæå ïîäêîìïëåêñ CD
n (X), êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïîðîæäåíû íàáî-

ðàìè n ýëåìåíòîâ (x1, . . . , xn) òàêèõ, ÷òî xi = xi+1 äëÿ íåêîòîðîãî i è n ≥ 2. Ñîá-
ñòâåííî, ãîìîëîãèè è êîãîìîëîãèè êâàíäëà ñî çíà÷åíèÿìè â ãðóïïå G îïðåäåëÿþòñÿ
íà ôàêòîð-êîìïëåêñå CQ

n (X) = CR
n (X)/CD

n (X) ñ èíäóöèðîâàííûì äèôôåðåíöèàëîì:

CQ
∗ (X,G) = CQ

∗ (X)⊗G, ∂ = ∂ ⊗ id
C∗Q(X,G) = Hom(CQ

∗ (X), G), δ = Hom(∂, id)
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2.2 Êâàíäëû è èíâàðèàíòíû 1-óçëîâ

Ðàññìîòðèì êâàíäë X è 2-êîöèêë φ : X ×X → A ñî çíà÷åíèÿìè â àáåëåâîé ãðóïïå
A, òî åñòü îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå

φ(a, b)φ(a ∗ b, c) = φ(a, c)φ(a ∗ c, b ∗ c)
φ(a, a) = 1

äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé a, b, c ∈ X. Çäåñü äëÿ óäîáñòâà ïðèíÿòû ìóëüòèïëèêàòèâíûå îáî-
çíà÷åíèÿ â ãðóïïå. Ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü âûðàæåíèÿ â ãðóïïå è ñîîòâåòñòâóþùåì
ãðóïïîâîì êîëüöå. Èìååòñÿ óäîáíîå ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå óñëîâèÿ êîöèêëà:

Ðàññìîòðèì äèàãðàììóD óçëà k : S1 → R3. Âûáåðåì òàêæå ðàñêðàñêó äèàãðàììû
ýëåìåíòàìè êâàíäëàX òàê, ÷òîáû â îêðåñòíîñòè êàæäîãî ïåðåñå÷åíèÿ τ âûïîëíÿëîñü
ñîîòíîøåíèå

â êîòîðîì ïðèìåíåíèå ýëåìåíòà y âûïîëíÿåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè ïî îòíîøåíèþ ê îðèåíòàöèè ðåáðà, ðàñêðàøåííîãî y (ýòîò ñïîñîá íå çàâèñèò
îò îðèåíòàöèè íèæíåãî ðåáðà). Îïðåäåëèì òàêæå çíàê äâîéíîé òî÷êè σ(τ), êàê îðè-
åíòàöèþ ïàðû âåðõíåãî è íèæíåãî ðåáðà â ýòîé òî÷êå. Çíàê ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
Áîëüöìàíîâñêèé âåñ â äâîéíîé òî÷êå, êàê φσ(τ)(x, y) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì âûøå.

Îïðåäåëåíèå 10 Ñòàòñóììîé, àññîöèèðîâàííîé ñ äèàãðàììîé óçëà D è 2-
êîöèêëîì φ íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

Z(D,φ) =
∑
C

∏
τ

φσ(τ)(x, y)
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Òåîðåìà 6 Â ïðåäïîëîæåíèÿõ âûøå ñòàòñóììà Z(D,φ) èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì óçëà, êðîìå òî-
ãî, îíà çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà êîöèêëà φ. Ïðè âûáîðå òðèâèàëüíîãî êîöèêëà
ñòàòñóììà äàåò êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê äèàãðàììû.

Äîêàçàòåëüñòâî
Äîêàæåì ñíà÷àëà èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî äâèæåíèé Ðåéäåìåéñòåðà.

• I-å äâèæåíèå Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ëîêàëüíûé ôðàãìåíò äèàãðàììû
äî è ïîñëå äâèæåíèÿ.

a a

a

a

Çàìåòèì, ÷òî èìååòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ïðîñòðàíñòâ ðàñêðà-
ñîê äâóõ äèàãðàìì. Êðîìå òîãî, â ñèëó îäíîãî èç óñëîâèé êîöèêëà φ(a, a) = 1
íà äèàãðàììå ñ äîïîëíèòåëüíîé òðîéíîé òî÷êîé ýòà òî÷êà èìååò òðèâèàëüíûé
âêëàä â îáùóþ ñòàòñóììó.

• II-å äâèæåíèå Ðàññìîòðèì äèàãðàììó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó äâèæåíèþ.

a

b

b*a

b’

b

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó 2-é àêñèîìû êâàíäëà b′ = b. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, êàê
è â ïåðâîì ñëó÷àå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ïðîñòðàíñòâ ðàñêðàñîê
äèàãðàììû ýëåìåíòàìè êâàíäëà. Îáðàòèì òåïåðü âíèìàíèå íà âêëàä â ñòàò-
ñóììó îáåèõ ñòîðîí äâèæåíèÿ. Íà ëåâîé äèàãðàììå èìåþòñÿ äâå äîïîëíèòåëü-
íûå äâîéíûå òî÷êè, íî èõ âêëàä áóäåò òðèâèàëüíûì â ñèëó ðàçíîé îðèåíòàöèè
φ(a, b)φ(a, b)−1.

• III-å äâèæåíèå Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî 3-ãî äâè-
æåíèÿ ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äèàãðàììó ñî âñåìè òðîéíûìè òî÷êàìè, îðè-
åíòèðîâàííûìè ïîëîæèòåëüíî (âñå êîñû èäóò ñíèçó ââåðõ), è óáåäèì-
ñÿ â íàëè÷èè âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ïðîñòðàíñòâ ðàñêðàñîê.
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a bc

ab*a(c*a)*(b*a)

b*a

c*a

bc

b
c*b

ab*a(c*b)*a

a

Äåéñòâèòåëüíî, ðàñêðàñêè äèàãðàììû âíå îáëàñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîâïàäàþò
â ñèëó òðåòüåé àêñèîìû êâàíäëà. Íàéäåì âêëàä ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé â îáùóþ
ñòàòñóììó:

φ(b, a)φ(c, a)φ(c ∗ a, c ∗ a) = φ(c, b)φ(c ∗ b, a)φ(b, a),

ãäå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò óñëîâèÿ êîöèêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè â ñëó÷àå äðóãèõ îðèåíòàöèé âûòåêàåò èç òðþêà
Êàóôìàíà, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî òðåòüå äâèæåíèå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê
ñòàíäàðòíîé îðèåíòàöèè çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2-õ äâèæåíèé.

Äîêàæåì òåïåðü ôàêò, ÷òî ñòàòñóììà çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà êîãîìîëîãèé 2-
êîöèêëà. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êîãðàíèöó â êà÷åñòâå êîöèêëà φ(x, y) = ψ(x)ψ(x∗
y)−1. Ðàññìîòðèì äâå ñîñåäíèå äâîéíûå òî÷êè ñ îáùèì íèæíèì ðåáðîì. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü äâå âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè
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x

у

z

x*y

(x*y)*z

x

y

z

x*y

(x*y)*1/z

Âåðõíåå ðåáðî ïðàâîé êàðòèíêè ðàñêðàøåíî öâåòîì w, òàêèì ÷òî w ∗ z = x ∗ y.
Òàêîé öâåò ñóùåñòâóåò â ñèëó 2-é àêñèîìû êâàíäëà. Âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèÿ
Áîëüöìàíîâñêèõ âåñîâ â ýòèõ äâóõ òî÷êàõ. Äëÿ êàðòèíêè ñëåâà ïîëó÷èì:

ψ(x)ψ(x ∗ y)−1ψ(x ∗ y)ψ(w)−1

Çàìåòèì, ÷òî âêëàä ñðåäíåãî ðåáðà ñîêðàòèòñÿ. Äëÿ êàðòèíêè ñïðàâà âêëàä
ñðåäíåãî ðåáðà òîæå ñîêðàùàåòñÿ

ψ(x)ψ(x ∗ y)−1ψ(w)−1ψ(w ∗ z)

â ñèëó ðàçëè÷íîé îðèåíòàöèè äâîéíûõ òî÷åê è îïðåäåëåíèÿ öâåòà w.

�

Ïðèìåð 7 Êîëè÷åñòâî òðåõöâåòíûõ ðàñêðàñîê óçëà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âû÷èñ-
ëèòü èíâàðèàíò, îïèñàííûé â ýòîì ðàçäåëå, äëÿ êâàíäëà èç ïðèìåðà 6 è òðè-
âèàëüíîãî êîöèêëà.

2.3 Êâàíäëû è èíâàðèàíòû 2-óçëîâ

Îïðåäåëåíèå êâàíäëîâ è èõ êîãîìîëîãèé ïîçâîëÿåò ïðåäúÿâèòü ñëåäóþùóþ êîí-
ñòðóêöèþ äëÿ èíâàðèàíòîâ 2-óçëîâ. Îáîçíà÷èì çà L ìíîæåñòâî 2-ëèñòîâ äèàãðàììû
ïîñëå ðàçðåçàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 11 Ðàñêðàñêîé C äèàãðàììû D 2-óçëà ýëåìåíòàìè êâàíäëà Q íàçû-
âàåòñÿ îòîáðàæåíèå C : L→ Q óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ ñîãëàñîâàííîñòè â
îêðåñòíîñòè äóãè äâîéíîé òî÷êè è â îêðåñòíîñòè òðîéíîé òî÷êè, ïðåäñòàâëåííîå
íà ðèñóíêå íèæå

Óñëîâèå 3-êîöèêëà θ ∈ Z3
Q(Q,A) â äàííîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

θ(p, r, s)× θ(p ∗ r, q ∗ r, s)× θ(p, q, r) = θ(p ∗ q, r, s)× θ(p, q, s)× θ(p ∗ s, q ∗ s, r ∗ s)

Êàê è â ñëó÷àå ñ 2-êîöèêëîì, ýòî óñëîâèå èìååò óäîáíóþ ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðå-
òàöèþ íà ðèñóíêàõ 7 è 8.

Ñîïîñòàâèì òðîéíîé òî÷êå äèàãðàììû τ Áîëüöìàíîâñêèé âåñ

B(τ, C) = θ(x, y, z)ε(τ)
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Ðèñ. 6: Ðàñêðàñêà

ãäå ε(τ)çíàê òðîéíîé òî÷êè τ , x, y, z - öâåòà âåðõíåãî, ñðåäíåãî è íèæíåãî ëèñòîâ èñ-
õîäÿùåãî îêòàíòà, òî åñòü îêòàíòà, îòðèöàòåëüíîãî äëÿ íîðìàëåé âñåõ ëèñòîâ. Çíàê
ε(τ) îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé íîðìàëåé. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàòñóììà çàäàåòñÿ âûðà-
æåíèåì

S(D, θ,A) =
∑
C

∏
τ

B(τ, C). (1)

Òåîðåìà 7 (Carter,... 03) Ñòàòñóììà 1 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âñåõ äâèæå-
íèé Ðîçìàíà, òî åñòü îïðåäåëÿåò èíâàðèàíò 2-óçëà.

Íàìåòèì çäåñü îñíîâíûå ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî òðåáóþò ðàñ-
ñìîòðåíèÿ òîëüêî äâèæåíèÿ Ðîçìàíà, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò òðîéíûå òî÷êè. Â íà-
øåì ñïèñêå ýòî äâèæåíèÿ 3, 6 è 7. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì íàèáîëåå ñëîæíîå
äâèæåíèå - äâèæåíèå 4. Íèæå ïðåäñòàâëåíû äâà âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ëè-
ñòîâ äâèæåíèÿ:

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå 3. Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ äâå òðîéíûå òî÷êè ðàçíûõ
çíàêîâ. Ñîâïàäàþò ïðîñòðàíñòâà ðàñêðàñîê è âåñà â ýòèõ òðîéíûõ òî÷êàõ êîìïåí-
ñèðóþò äðóã äðóãà. Â ñëó÷àå 6-ãî äâèæåíèÿ çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ëèñòû, ñîäåðæà-
ùèå òî÷êó âåòâëåíèÿ, èìåþò îäèíàêîâóþ ðàñêðàñêó (ýòî ñëåäóåò èç àêñèîì êâàíä-
ëîâ. Èç ýòîãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî âåñ òðîéíîé òî÷êè áóäåò òðèâèàëüíûì
θ(x, x, y) = θ(x, y, y) = 1.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê 7-ìó äâèæåíèþ Ðîçìàíà. Ñëîæíîñòü çäåñü ñîñòàâëÿåò ìíî-
æåñòâî âàðèàíòîâ çíàêîâ òðîéíûõ òî÷åê è ïîðÿäêîâ ëèñòîâ íà äèàãðàììå. Äîêàæåì
ñíà÷àëà èíâàðèàíòíîñòü ñòàòñóììû â îäíîé èç êîíôèãóðàöèé, à çàòåì ïðèìåíèì
îáîáùåíèå òðþêà Òóðàåâà â ðàçìåðíîñòè 4. Ôàêòè÷åñêè, èíâàðèàíòíîñòü îòíîñè-
òåëüíî 7-ãî äâèæåíèÿ ñòàíäàðòíîé êîíôèãóðàöèè äîêàçûâàåòñÿ ãðàôè÷åñêè 7 è 8.
Äàëåå ìû áóäåì òðàíñôîðìèðîâàòü ïðîèçâîëüíûå êîíôèãóðàöèè ñ 7-ûì äâèæåíèåì
ê ñòàíäàðòíîé ïóòåì äîáàâëåíèÿ èëè óäàëåíèÿ ñîêðàùàþùèõñÿ ïàð òðîéíûõ òî÷åê.

3 Ëåêöèÿ 3

3.1 Àëãåáðû Õîïôà

ßçûê àëãåáð Õîïôà îêàçàëñÿ èñêëþ÷èòåëüíî óäîáíûì ïðè îïèñàíèè öåëîãî êëàñ-
ñà êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìû. Äåôîðìèðîâàííàÿ òåíçîðíàÿ ñòðóêòóðà íà
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Ðèñ. 7: Ëåâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ íà 3-êîöèêë

êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé îêàçàëàñü ñâÿçàííîé ñ äåôîðìàöèåé ïðîñòðàíñòâà ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ íà ãðóïïå, ïðåäîñòàâëÿþùåé íîâûå ïðèìåðû êîììóòèðóþùèõ
ñåìåéñòâ.

Áóäåì çàäàâàòü àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó A íàä ïîëåì k ñ ïîìîùüþ ïàðû îòîáðà-
æåíèé µ : A⊗ A→ A è η : k → A. Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå êîàëãåáðû,
äâîéñòâåííîãî îáúåêòà äëÿ àññîöèàòèâíîé àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå 12 Êîàëãåáðîé íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ òðîéêà (C,∆, ε) ãäå C - k-
ïðîñòðàíñòâî, è íàáîð ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ∆ : C → C ⊗ C, ε : C → k òàêèõ
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Ðèñ. 8: Ïðàâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ íà 3-êîöèêë

÷òî ñëåäóþùèå äèàãðàììû êîììóòàòèâíû

C
∆−−−→ C ⊗ Cy∆

yid⊗∆

C ⊗ C ∆⊗id−−−→ C ⊗ C ⊗ C17



k ⊗ C ε⊗id←−−− C ⊗ C id⊗ε−−−→ C ⊗ kxid x∆

xid
C

id←−−− C
id−−−→ C

Êîàëãåáðà íàçûâàåòñÿ êîêîììóòàòèâíîé åñëè êîììóòàòèâíà äèàãðàììà:

C
∆−−−→ C ⊗ Cy∆

yid
C ⊗ C τ−−−→ C ⊗ C

ãäå τ îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè òåíçîðíûõ êîìïîíåíò.

Ïðèìåð 8 Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ îò 4-õ ïåðåìåííûõ {a, b, c, d}.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íèæå íà ãåíåðàòîðàõ çàäàåò ñòðóêòóðó
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êîàëãåáðû íà äàííîì ïðîñòðàíñòâå:

∆a = a⊗ a+ b⊗ c
∆b = a⊗ b+ b⊗ d
∆c = c⊗ a+ d⊗ c
∆d = c⊗ b+ d⊗ d

Îïðåäåëåíèå 13 Íàáîð äàííûõ (H,µ, η,∆, ε) íàçûâàåòñÿ áèàëãåáðîé, åñëè H ñ ïðè-
âåäåííûìè îòîáðàæåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé è êîàëãåáðîé îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì
îòîáðàæåíèÿ ∆ è ε ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè àëãåáð.

Îïðåäåëåíèå 14 Àëãåáðîé Õîïôà íàçûâàåòñÿ áèàëãåáðà (H,µ, ν,∆, ε) ñ àíòèïî-
äîì, òî åñòü òàêèì ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì

S : H → H

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì:∑
x1S(x2) =

∑
S(x1)x2 = ε(x)1 ∀x ∈ H.

Ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Õîïôà íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì áèàëãåáð, êîììóòèðóþùèé
ñ äåéñòâèåì àíòèïîäà.

Îïðåäåëåíèå 15 Êîìîäóëüíîé àëãåáðîé A íàä áèàëãåáðîé H íàçûâàåòñÿ àëãåáðà
A íà ïðîñòðàíñòâå êîòîðîé îïðåäåëåíî êîäåéñòâèå áèàëãåáðû, òî åñòü ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå:

∆A : A→ H ⊗ A

äëÿ êîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ µA : A ⊗ A → A è ηA : k → A ÿâëÿþòñÿ ìîðôèçìàìè
H-êîìîäóëåé.

Îïðåäåëåíèå 16 Ìîäóëüíîé àëãåáðîé A íàä áèàëãåáðîé H íàçûâàåòñÿ àëãåáðà A
íà ïðîñòðàíñòâå êîòîðîé îïðåäåëåíî äåéñòâèå áèàëãåáðû, òî åñòü ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå:

∆A : A→ H ⊗ A

äëÿ êîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ µA : A ⊗ A → A è ηA : k → A ÿâëÿþòñÿ ìîðôèçìàìè
H-êîìîäóëåé.

Çàìå÷àíèå 5 Êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé íàä áèàëãåáðîé ñíàáæàåòñÿ ñòðóêòóðîé
òåíçîðíîé êàòåãîðèè. Äåéñòâèòåëüíî, òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìîäóëåé V1⊗V2

åñòåñòâåííî îñíàùåíî ñòðóêòóðîé ìîäóëÿ ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ êîóìíîæåíèÿ:

ρ(h)(v1 ⊗ v2) = h1(v1)⊗ h2(v2).
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3.2 Ñèììåòðèè êâàíòîâîé ïëîñêîñòè

Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà ôóíêöèé íà ãðóïïå GL(2) èëè SL(2) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé
Õîïôà è àôôèííàÿ ïëîñêîñòü A = K[x, y] åñòåñòâåííûì îáðàçîì îêàçûâàåòñÿ êî-
ìîäóëüíîé àëãåáðîé íàä äàííûìè àëãåáðàìè. Êîäåéñòâèå â ýòîì ñëó÷àå çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

∆A

(
x
y

)
=

(
a b
c d

)
⊗
(
x
y

)
.

Ðàññìîòðèì òàêæå àëãåáðó ëè sl2 è åå óíèâåðñàëüíóþ îáåðòûâàþùóþ U(sl2). Îêà-
çûâàåòñÿ, àôôèííàÿ ïëîñêîñòü A = K[x, y] ÿâëÿåòñÿ ìîäóëüíîé àëãåáðîé íàä U(sl2),
ãäå äåéñòâèå çàäàíî òàê:

eP = x∂yP, fP = y∂xP, hP = x∂xP − y∂yP.

Çäåñü P - ìíîãî÷ëåí èç A = K[x, y]. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ sl2 ðåàëèçóþòñÿ,
êàê ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè.

Ýòè äâå àëãåáðû Õîïôà îêàçûâàþòñÿ äâîéñòâåííûìè, ïðè÷åì äâîéñòâåííîñòü çà-
äàåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ψ : M(2)→ (U(sl2))∗ êàê ìàòðè÷íûå êîýôôèöèåíòû
â ôóíäàìåíòàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè V (1/2).

Êâàíòîâûå ãðóïïû, òàê æå êàê è êëàññè÷åñêèå, îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè ñ ñèì-
ìåòðèÿìè íåêîòîðûõ îáúåêòîâ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàíòîâóþ ïëîñêîñòü, êî-
òîðàÿ îïèñûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé

Kq[x, y] = K[x, y]/xy − qyx.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîäîáíîãî ðîäà ïîñòðîåíèé ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò àê-
òèâíî ôîðìèðóþùåéñÿ îáëàñòè íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè.

Ðàññìîòðèì àëãåáðó

Mq(2) = K[a, b, c, d]/Jq

ãäå Jq - äâóñòîðîííèé èäåàë, ïîðîæäåííûé ñîîòíîøåíèÿìè

ba = qab; db = qbd; ca = qac;

dc = qcd; bc = cb; ad− da = (q−1 − q)bc.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ(
x′

y′

)
=

(
a b
c d

)(
x
y

) (
x′′

y′′

)
=

(
a c
b d

)(
x
y

)
çàäàþò �ãîìîìîðôèçìû� êâàíòîâîé ïëîñêîñòè. Â äàííîé àëãåáðå èìååòñÿ ñïåöèàëü-
íûé ýëåìåíò detq = ad − q−1bc = da − qbc íàçûâàåìûé êâàíòîâûì äåòåðìèíàíòîì.
Ñîáñòâåííî, ëèíåéíàÿ è ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êâàíòîâûå ãðóïïû îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

GLq(2) = Mq(2)[t]/tdetq − 1; SLq(2) = Mq(2)/detq − 1 = GLq(2)/t− 1.

Ëåììà 2 Íà êâàíòîâîé ïëîñêîñòè A = Kq[x, y] èìåþòñÿ åäèíñòâåííûå ñòðóêòó-
ðû Mq(2) è SLq(2)-êîìîäóëüíîé àëãåáðû, òàêèå ÷òî

∆A

(
x
y

)
=

(
a b
c d

)
⊗
(
x
y

)
.
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3.3 Ñòðóêòóðà Uq(sl2).

Ïóñòü q 6= ±1. Ââåäåì ñòàíäàðòíûå q-îáîçíà÷åíèÿ:

[n] =
qn − q−1

q − q−1

[k]! = [1] . . . [k][
n
k

]
=

[n]!

[k]![n− k]!

Îïðåäåëåíèå 17 Êâàíòîâîé óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðîé Uq(sl2) íàçû-
âàåòñÿ àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ãåíåðàòîðàìè {X, Y,K,K−1} è ñîîòíîøåíèÿìè

KK−1 = K−1K = 1

KXK−1 = q2X, KYK−1 = q−2Y,

XY − Y X = (K −K−1)/(q − q−1).

Ñòðóêòóðà êîàëãåáðû îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

∆(X) = 1⊗X +X ⊗K; ∆(Y ) = K−1 ⊗ Y + Y ⊗ 1;

∆(K) = K ⊗K : ∆(K−1) = K−1 ⊗K−1;

ε(X) = ε(Y ) = 0; ε(K) = ε(K−1) = 1;

S(X) = −XK−1; S(Y ) = −KY ; S(K) = K−1; S(K−1) = K.

Àíòèïîä óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

S2(u) = KuK−1.

Ïðåäëîæåíèå 2 Uq(sl2) è SLq(2) ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè àëãåáðàìè Õîïôà.

Çàìå÷àíèå 6 Îïèñàíèå öåíòðà Uq(sl2) ñòðîèòñÿ íà êîíñòðóêöèè êâàäðàòè÷íîãî
ýëåìåíòà Êàçèìèðà

Cq = XY +
q−1K + qK−1

(q − q−1)2
= Y X +

qK + q−1K−1

(q − q−1)2
.

Â ñëó÷àå, êîãäà q íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç åäèíèöû

Z(Uq(sl2)) = K[Cq].

Çàìå÷àíèå 7 Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé Uq(sl2) äëÿ q íå ðàâíîãî êîðíþ èç åäèíèöû
óñòðîåíà àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîé U(sl2), êîíå÷íî-ìåðíûå íåïðèâîäèìûå ìîäóëè ÿâ-
ëÿþòñÿ ìîäóëÿìè ñòàðøåãî âåñà εqn, ãäå ε = ±1. Êëàññ èçîìîðôèçìîâ ìîäóëÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ òîëüêî ñòàðøèì âåñîì. Â êîðíÿõ èç åäèíèöû ïîÿâëÿþòñÿ äðóãèå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ â ìëàäøèõ ðàçìåðíîñòÿõ â âèäó òîãî, ÷òî âûðàñòàåò öåíòð àëãåáðû.

Ïðîñòîé ìîäóëü ñòðîèòñÿ êàê ôàêòîð-ìîäóëü ìîäóëÿ Âåðìà. Ââåäåì ñòàðøèé âåê-
òîð v âåñà λ è âåêòîðû vp = ([p]!)−1Y pv äëÿ p > 0. Òîãäà äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ íà
ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì ýòèìè âåêòîðàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëàìè:

Kvp = λq−2pvp; Xvp =
q−(p−1)λ− qp−1λ−1

q − q−1
vp−1; Y vp−1 = [p]vp.
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3.4 Óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà

Óðàâíåíèåì ßíãà-Áàêñòåðà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå íà ýëåìåíò R ∈ End(Cn)⊗2

R12R13R23 = R23R13R12 ∈ End(Cn)⊗3 (2)

ãäå èíäåêñû îáîçíà÷àþò êîìïîíåíòû òðîéíîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, â êîòîðûõ
ðàñïîëàãàþòñÿ êîìïîíåíòû R. Åñëè R ïðåäñòàâèòü â âèäå R =

∑
iR

1
i ⊗ R2

i òî R13

áóäåò âûðàæåíèåì âèäà

R13 =
∑
i

R1
i ⊗ 1⊗R2

i .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå R = R̃P ãäå P - ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè â òåíçîðíîì êâàä-
ðàòå, óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ ãðóïïû êîñ

R̃12R̃23R̃12 = R̃23R̃12R̃23

Óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà èìååò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ ñïëåòåí-
íûõ áèàëãåáð.

Îïðåäåëåíèå 18 Áèàëãáðà (H,µ, η,∆, ε) íàçûâàåòñÿ êâàçèêîêîììóòàòèâíîé, åñëè
ñóùåñòâóåò îáðàòèìûé ýëåìåíò R ∈ H⊗H òàêîé ÷òî ∀x ∈ H âûïîëíåíî ∆op(x) =
R∆(x)R−1. R-ìàòðèöà â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé.

Îïðåäåëåíèå 19 Êâàçèêîêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ñïëåòåííîé (èëè
êâàçèòðåóãîëüíîé â òåðìèíîëîãèè Äðèíôåëüäà) åñëè R óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèÿì

(∆⊗ id)R = R13R23,

(id⊗∆)R = R13R12.

Ïðåäëîæåíèå 3 Åñëè H - ñïëåòåííàÿ áèàëãåáðà, òî R óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
ßíãà-Áàêñòåðà. Êðîìå ýòîãî êâàäðàò àíòèïîäà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì àâòîìîð-
ôèçìîì.

R12R13R23 = R12(∆⊗ id)(R) = (∆op ⊗ id)(R)R12

= (τ ⊗ id)(R)R12 = (τ ⊗ id)(R13R23)R12 = R23R13R12.

3.5 Äóáëü Äðèíôåëüäà

Îïðåäåëåíèå 20 Êâàíòîâûì äóáëåì Äðèíôåëüäà D(H) àëãåáðû Õîïôà H íàçû-
âàåòñÿ áèñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå H è Hop, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ íà âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå Hop ⊗H, ñ åäèíèöåé 1× 1, êîóìíîæåíèåì è êîåäèíèöåé:

ε(f ⊗ a) = ε(a)f(1);

∆(f ⊗ a) =
∑

(f1 ⊗ a1)⊗ (f2 ⊗ a2);

óìíîæåíèåì:

(f ⊗ a)(g ⊗ b) =
∑

fg(S−1(a3) ∗ a1)⊗ a2b

ãäå g(S−1(a3) ∗ a1) îáîçíà÷àåò ýëåìåíò Hop, òî åñòü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

x 7→ g(S−1(a3)xa1)

22



Çàìå÷àíèå 8 Àëãåáðû H è Hop ÿâëÿþòñÿ ïîäàëãåáðàìè Õîïôà â äóáëå, âëîæåíèÿ
çàäàþòñÿ åñòåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè:

iH(a) = 1⊗ a; iHop(f) = f ⊗ 1.

Îòîæäåñòâèì ïðîñòðàíñòâà H⊗Hop è End(H), ðàññìàòðèâàÿ ïîïîëíåíèå òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, åñëè íåîáõîäèìî. Òîãäà óíèâåðñàëüíàÿ R-ìàòðèöà îïðåäåëÿåòñÿ, êàê

R = (iH ⊗ iHop)IdH ∈ D(H)⊗D(H).

Ïðè âûáîðå áàçèñà {ei} â H è äâîéñòâåííîãî áàçèñà {ei} â Hop óíèâåðñàëüíàÿ R-
ìàòðèöà ïðèîáðåòàåò âèä

R =
∑
i

(1⊗ ei)⊗ (ei ⊗ 1).

Òåîðåìà 8 Â ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ àëãåáðà Õîïôà D(H) ñ ýëåìåíòîì
R ÿâëÿåòñÿ ñïëåòåííîé.

Ïðîèëëþñòðèðóåì äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ñòðóêòóðíîãî óðàâíåíèÿ, à èìåííî (∆⊗
id)R = R13R23. Â îïðåäåëåíèè âûøå, ýòî òîæäåñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:∑

i

1⊗ (ei)1 ⊗ 1⊗ (ei)2 ⊗ ei ⊗ 1 =
∑
i,j

1⊗ ei ⊗ 1⊗ ej ⊗ eiej ⊗ 1.

Ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî 2, 4, 5-ûå òåíçîðíûå êîìïîíåíòû è ïðèìåíÿÿ èõ ê ýëåìåíòó
f ⊗ g ⊗ a ïîëó÷èì â ëåâîé ÷àñòè:∑

i

f((ei)1)g((ei)2)ei(a) =
∑
i

fg(ei)e
i(a) = fg(a).

Â ïðàâîé ÷àñòè àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì:∑
ij

f(ei)g(ej)e
iej(a) =

∑
ij

f(ei)g(ej)e
i(a1)ej(a2) =

∑
f(a1)g(a2) = fg(a).

Îïðåäåëåíèå 21 Êâàíòîâîé àëãåáðîé Äðèíôåëüäà-Äæèìáî Uh(sl2) íàçûâàåòñÿ
àëãåáðà, òîïîëîãè÷åñêè ïîðîæäåííàÿ îáðàçóþùèìè X, Y,H ñ ñîîòíîøåíèÿìè:

[H,E] = 2E, [H,F ] = −2F ;

[E,F ] =
sh(hH/2)

sh(h/2)
.

Çàìå÷àíèå 9 Èìååò ìåñòî ãîìîìîðôèçì àëãåáð i : Uh → Uq äëÿ êîòîðîãî

i(E) = XehH/4; i(F ) = e−hH/4Y, i(K) = ehH/2;

i(K−1) = e−hH/2; i(q) = eh/2.

Òåîðåìà 9 Óíèâåðñàëüíîé R-ìàòðèöåé àëãåáðû Uh(sl2) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò

Rh = e
h(H⊗H)

4

(∑
i≥0

(q − q−1)i

[i]q!
qi(i−1)/2(Ei ⊗ F i)

)
∈ Uh⊗̃Uh.

Çàìå÷àíèå 10 Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ñòðîèòñÿ íà ïîñòðîåíèè ãîìîìîð-
ôèçìà èç äóáëÿ Äðèíôåëüäà ïîäàëãåáðû Bh ⊂ Uh, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè E,H, â
àëãåáðó Uh.

Äàëåå íà ïðèìåðå ßíãèàíà ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ "îáðàòíîé"êîíñòðóêöèåé, à èìåííî
ñ êîíñòðóêöèåé àëãåáð Õîïôà ïî ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, íàçûâàåìîé
êîíñòðóêöèåé Ðåøåòèõèíà-Òàõòàäæÿíà-Ôàääååâà.
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3.6 ßíãèàí

Äàííàÿ àëãåáðà Õîïôà áûëà ïîñòðîåíà â ðàáîòå [4] è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â çàäà-
÷å îïèñàíèÿ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà. Y (g) ïðåæäå âñåãî

ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè t
(k)
ij (â äàííîì ðàçäåëå

i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,∞). Ñîîòíîøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

T (u, h) ∈ Y (gln)⊗ End(Cn)[[u−1, h]],

èìåþùåé âèä

T (u, h) =
∑
i,j

Eij ⊗ tij(u, h), tij(u, h) = δij +
∑
k

t
(k)
ij h

ku−k,

ãäå Eij - ìàòðè÷íûå åäèíèöû â End(Cn). Ñîîòíîøåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
R-ìàòðèöû ßíãà

R(u) = 1− h

u

∑
i,j

Eij ⊗ Eji

è ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä

R(z − u, h)T1(z, h)T2(u, h) = T2(u, h)T1(z, h)R(z − u, h). (3)

Îáå ÷àñòè òîæäåñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýëåìåíòû

End(Cn)⊗2 ⊗ Y (gln)[[z−1, z, u−1, u, h]],

ïðè ýòîì ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ 1
z−u â âûðàæåíèè äëÿ R-ìàòðèöû ðàñêëàäûâàåòñÿ

â ðÿä

1

z − u
=
∞∑
l=0

ul

zl+1
.

Â îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

T1(z, h) =
∑
i,j

Eij ⊗ 1⊗ tij(z, h), T2(u, h) =
∑
i,j

1⊗ Eij ⊗ tij(u, h).

ßíãèàí ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Õîïôà, êîóìíîæåíèå â êîòîðîé çàäàíî â òåðìèíàõ ïðî-
èçâîäÿùåé ôóíêöèè ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

(id⊗∆)T (z, h) = T 1(z, h)T 2(z, h),

ãäå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

T 1(z, h) =
∑
i,j

Eij ⊗ tij(z, h)⊗ 1, T 2(z, h) =
∑
i,j

Eij ⊗ 1⊗ tij(z, h).
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3.7
”
Ïðåäñòàâëåíèå âû÷èñëåíèÿ“

Íàïîìíèì êîíñòðóêöèþ òàê íàçûâàåìîãî ãîìîìîðôèçìà
”
âû÷èñëåíèÿ“ ρ : Y (gln)→

U(gln). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ ïî u, h ñî çíà÷åíèÿìè â
End(Cn)⊗ U(g)

Tev(u, h) = 1 +
h

u

∑
i,j

Eij ⊗ eij
def
= : 1 +

hΦ

u
, (4)

ãäå eij - ãåíåðàòîðû g. Tev(u, h) óäîâëåòâîðÿåò RTT ñîîòíîøåíèþ (3), ñëåäîâàòåëüíî

îòîáðàæåíèå {t
(1)
ij 7→ eij; t

(k)
ij 7→ 0 ïðè k > 1} îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì àëãåáð.

Ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå U(g)⊗N [[h, h−1]] è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ
(4) äëÿ îòîáðàæåíèÿ âû÷èñëåíèÿ â l-þ êîìïîíåíòó ðàññìàòðèâàåìîãî òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ T lev(u−zl, h). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà êîìïëåêñíûõ
÷èñåë (z1, . . . , zN),âûðàæåíèå

Tα(u, h) = T 1
ev(u− z1, h)T 2

ev(u− z2, h) . . . T kev(u− zN , h), (5)

ÿâëÿþùååñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé îò u è h ñî çíà÷åíèÿìè â End(Cn) ⊗ U(g)⊗N ,
îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì ρα : Y (g) → U(g)⊗N [[h, h−1]], à èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùàÿ

Ëåììà 3 Îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ãåíåðàòîðó ßíãèàíà t
(k)
ij ij-é

ìàòðè÷íûé ýëåìåíò êîýôôèöèåíòà ðàçëîæåíèÿ Tα(u, h)h−k â u =∞ ïðè u−k, îïðå-
äåëÿåò ãîìîìîðôèçì àëãåáð

ρα : Y (g)→ U(g)⊗N [[h, h−1]].

Äàííàÿ ëåììà ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîìîðôèçìà êîóìíîæåíèÿ è ãîìîìîð-
ôèçìà âû÷èñëåíèÿ.

4 Ëåêöèÿ *

4.1 Ïîäàëãåáðà Áåòå

Äàííàÿ ïîäàëãåáðà òåñíî ñâÿçàíà ñ Êâàíòîâûì Ìåòîäîì Îáðàòíîé Çàäà÷è (ÊÌÎÇ)
[?, ?, ?], à èìåííî åå ãåíåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûìè èíòåãðàëàìè äëÿ XXX ìî-
äåëè Ãåéçåíáåðãà [?, ?]. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ îïèñàíèå ïîäàëãåáðû Áåòå ðàáîòû [?]
(ðàçäåë 2.14): ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîçíà÷íóþ n × n-ìàòðèöó C è T (u, h) - ïðî-
èçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ãåíåðàòîðîâ ßíãèàíà Y (g). Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå An
äëÿ ìàòðèöû àíòèñèììåòðèçàòîðà â ïðîñòðàíñòâå (Cn)⊗n è ñëåäóþùèå ýëåìåíòû
End(Cn)⊗n ⊗ Y (g)[[u, u−1, h]]

Tm(u, h) =
∑
ij

1⊗ . . .⊗ 1⊗
m

Eij ⊗1⊗ . . .⊗ 1⊗ tij(u, h).

Îêàçûâàåòñÿ [?] (ðàçäåë 2.14), ÷òî âûðàæåíèÿ âèäà

τk(u, h) = TrAnT1(u, h)T2(u− h, h) . . . Tk(u− h(k − 1), h)Ck+1 . . . Cn (6)

ïðè k = 1, . . . n, íàçûâàåìûå ãåíåðàòîðàìè Áåòå, ïîðîæäàþò êîììóòàòèâíîå ñåìåé-
ñòâî â Y (g)[[u, u−1, h]] â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

[τi(u, h), τj(v, h)] = 0.
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Êðîìå òîãî, äàííîå ñåìåéñòâî ìàêñèìàëüíî åñëè ìàòðèöà C èìååò ïðîñòîé ñïåêòð.
Ñëåä â âûðàæåíèè 6 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìàòðè÷íûì êîìïîíåíòàì End(Cn)⊗n, à ðàçëî-
æåíèå â ðÿä äëÿ Tm(u− h(m− 1), h) âû÷èñëÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè u =∞, íàïðèìåð

1

u− h
=

∞∑
m=0

hm

um+1
,

4.2 Êîììóòàòèâíîñòü ïîäàëãåáðû Áåòå

Äîêàçàòåëüñòâî êîììóòàòèâíîñòè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êîììóòà-
òèâíîñòè èíâàðèàíòíûõ ïîëèíîìîâ íà ãðóïïå â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå. Îäíàêî, òåõ-
íèêà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ, íå ñìîòðÿ íà òî,
÷òî îñòàåòñÿ â îñíîâíîì êîìáèíàòîðíîé. Ìû ñëåäóåì çäåñü ðàáîòå ... Ðàññìîòðèì
áîëåå ïîäðîáíî îïåðàòîð àíòèñèììåòðèçàöèè An ∈ End(Cn)⊗k, â ÷àñòíîñòè ÿâëÿþ-
ùèéñÿ ïðîåêòîðîì A2

n = An.

Ïðåäëîæåíèå 4

k!(k − 1)! . . . 1!Ak =
←∏

1≤p<k

(
←∏

p<q≤k

Rpq(q − p)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ìû îñòàâëÿåì ñëóøàòåëÿì. Äàäèì ëèøü óêàçàíèå, ÷òî åãî ìîæíî
ïðîâîäèòü ïî èíäóêöèè, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî àíòèñèììåòðè-
çàòîðà â ãðóïïîâîé àëãåáðå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû.

Â ÷àñòíîñòè, èç óòâåðæäåíèÿ âûøå ñëåäóåò:

Ak ⊗ 1T1(u− 1) . . . Tk(u− k) = Tk(u− k) . . . T1(u− 1)Ak ⊗ 1.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Fk(Cn) ∈ End(Cn)⊗k

Fk(Cn) = {X ∈ End(Cn)⊗k|AkX = AkXAk}.

Çàìåòèì, ÷òî

T1(u− 1) . . . Tk(u− k) ∈ Fk(Cn)⊗ Y (gln)[[u−1]].

Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü êàê φk îòîáðàæåíèå Fk(Cn) → End(∧kCn) îïðåäåëÿåìîå
ôîðìóëîé:

φk(X) = AkX.

Òåïåðü ïðèñòóïèì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó. Çàìåòèì, ÷òî

AnT1(u− 1) . . . Tn(u− 1) = Anτn(u).

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû

T̂ (u) = T−1(u)

â òåðìèíàõ êîòîðîé ãåíåðàòîðû ïîäàëãåáðû Áåòå áóäóò âûðàæàòüñÿ ôîðìóëàìè:

τk(u) = τn(u)TrAnT̂n(u− n) . . . T̂k+1(u− k − 1)Ck+1 . . . Cn.
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Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ:

τ̂k(u) = TrArT̂k(u− k) . . . T̂1(u− 1)C1 . . . Ck.

Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî êîììóòàòèâíîñòè [τ̂k(u), τ̂l(v)] = 0. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé ýëåìåíò:

P (u) =
→∏

1≤p≤k

(
←∏

k<q≤k+l

Rpq(u− p+ q)

)

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì:

Ak ⊗ 1P (u) =
←∏

1≤p≤k

(
←∏

k<q≤k+l

Rpq(u− p+ q)

)

1⊗ AlP (u) =
→∏

1≤p≤k

(
→∏

k<q≤k+l

Rpq(u− p+ q)

)
.

Â ÷àñòíîñòè âåðíî P (u) ∈ Fk(Cn)⊗Fl(Cn). Ðàññìîòðèì òàêæå îáðàç P â End(∧kCn)⊗
End(∧lCn)

P̄ (u) = φk ⊗ φl(P (u)) = Ak ⊗ AlP (u)

ÿâëÿþùèéñÿ îáðàòèìûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ïðè îáùåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà u.
Çàìåòèì, ÷òî

P (u− v)⊗ 1T1(u− 1) . . . Tk(u− k)Tk+1(v − 1) . . . Tk+l(v − l) = Tk+1(v − 1) . . . Tk+l(v − l)T1(u− 1) . . . Tk(u− k)P (u− v)⊗ 1.

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ

K(u) = φk ⊗ φl ⊗ 1(T̂k(u− k) . . . T̂1(u− 1))

L(u) = φk ⊗ φl ⊗ 1(T̂k+l(u− l) . . . T̂k+1(u− 1))

W = ∧kC ⊗ ∧lC ⊗ 1.

Òîãäà

B̂k(u)B̂l(v) = tr ⊗ 1(K(u)L(v)W )

Ïîëüçóÿñü êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè ïîëó÷èì

K(u)L(v)WP̄ (u− v)⊗ 1 = K(u)L(v)P̄ (u− v)⊗ 1W

= P̄ (u− v)⊗ 1L(v)K(u)W

Äàëåå, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî P̄ îáðàòèì ïðè îáùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ïîä ñëåäîì
ïîëó÷èì òðåáóåìîå òîæäåñòâî.

5 Ëåêöèÿ 4

5.1 Ïàðàäèãìà ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè

Îñíîâíîé èñòî÷íèê [10].
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Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà â íåêîòîðîì ñìûñëå çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæå-
íèåì ìåæäó êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêîé, òåðìîäèíàìèêîé è êâàíòîâîé ôèçèêîé. Öåí-
òðàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ñðåäíåãî ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñëîæ-
íûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ îïèñàíû çàêîíû ýëåìåíòàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö.
Íàèáîëåå ÿðêî ýòî îáëàñòü ïðîÿâèëàñü ïðè îïèñàíèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, òî åñòü
ïîâåäåíèÿ âåùåñòâà ïðè ñìåíå ôàçû, íà ÷òî áûëà êàòåãîðè÷åñêè íåñïîñîáíà êëàññè-
÷åñêàÿ òåðìîäèíàìèêà.

Ïîñòàðàåìñÿ ôîðìàëèçîâàòü ïîëîæåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Â åå îñíîâå ëå-
æèò êîíöåïöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà, ïðåäëîæåííàÿ â 1902 ãîäó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñèñòåìà ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé S è ôóíêöèåé ýíåðãèè ñîñòîÿíèÿ E(s) íàçûâàå-
ìîé òàêæå ãàìèëüòîíèàíîì. Ñîãëàñíî ãèïîòåçå Ãèááñà, âåðîÿòíîñòü íàéòè ñèñòåìó â
ñîñòîÿíèè s ïðîïîðöèîíàëüíà âûðàæåíèþ

exp[−E(s)/κT ]

ãäå κ - êîíñòàíòà Áîëüöìàíà, T - òåìïåðàòóðà âíåøíåé ñðåäû. Äëÿ íàõîæäåíèå ñîá-
ñòâåííî âåðîÿòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ïî âñåì
ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû

Z =
∑
s

exp[−E(s)/κT ].

Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

P (s) =
1

Z
exp[−E(s)/κT ].

Âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû îêàçûâàåòñÿ ñâîåãî ðîäà ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-
öèåé ìíîãèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Íàïðèìåð, çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè, òî
åñòü ñðåäíåé ýíåðãèè ñèñòåìû âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

< E >= κT 2∂T (lnZ).

Ýíòðîïèÿ âûðàæàåòñÿ òàê:

S = −κ
∑
s

P (s) lnP (s) = κ lnZ+ < E > /T = ∂T (κT lnZ) = −∂TF

ãäå F íàçûâàþò ñâîáîäíîé ýíåðãèåé, îíà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé:

F =< E > −TS = −κT lnZ

5.2 Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë è êðèòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ

Äàëåå ìû â îñíîâíîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ÷àñòèö ñî ñïèíîì íà íåêîòî-
ðîé ðåøåòêå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì σ = ±1, à
ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ çàâèñèò îò ýòèõ çíà÷åíèé

E(σ) = E0(σ) + E1(σ)

ãäå E0 - âêëàä ìåæìîëåêóëÿðíûõ ñèë, à E1(σ) = −H
∑

i σi - îïèñûâàåò âçàèìîäåé-
ñòâèå ÷àñòèö ñ âíåøíèì ïîëåì H.
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Â ñèòóàöèè, êîãäà åñòü ñåìåéñòâî ìîäåëåé ðàçíîãî ðàçìåðà, íàïðèìåð ðåøåòêà ñ
N ÷àñòèöàìè, ðàññìàòðèâàþò ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà. Â ýòîì
ñëó÷àå âû÷èñëÿþò ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ íà óçåë ðåøåòêè

f(T ) = −κT lim
N→∞

1

N
lnZN(T )

Òàêæå îïðåäåëÿþò ïðèâåäåííóþ íà îäèí óçåë ðåøåòêè âíóòðåííþþ ýíåðãèþ è òåï-
ëîåìêîñòü

u(T ) = −T 2∂T (f(T )/T )

C(T ) = ∂Tu(T )

Êðèòè÷åñêèì íàçûâàåòñÿ ïîâåäåíèå, íàïðèìåð, åñëè òåïëîåìêîñòü èñïûòûâàåò ñêà-
÷îê ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè Tc:

C(T ) ∼ (T − Tc)−α ïðè T → T+
c

C(T ) ∼ (Tc − T )−α
′
ïðè T → T−c

Äëÿ ñïèíîâûõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàþò òàêæå âåëè÷èíó íàìàãíè÷åííîñòè:

M(H,T ) =
1

N
<
∑
i

σi >=
1

NZN

∑
σ

∑
i

σi exp

{
−(E0(σ)−H

∑
i

σi)/κT

}
Äèôôåðåíöèðóÿ ïî H ïîëó÷èì:

lim
N→∞

M(H,T ) = −∂Hf(H,T )

Ââåäåì åùå îäíî âàæíîå ñåìåéñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñòàòèñòè÷åñêèõ
ìîäåëåé - êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñïèíîâ:

gij =< σiσj > − < σi >< σj >

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè çàâèñÿò òîëüêî îò âåêòîðà â ïðî-
ñòðàíñòâå, ñîåäèíÿþùåãî ëîêàöèè ðàññìàòðèâàåìûõ ÷àñòèö, à òàêæå, ÷òî âíå êðèòè-
÷åñêèõ òî÷åê ýòè ôóíêöèè óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì äëèíû ýòîãî âåêòîðà:

g(xv) ∼ x−τe−x/ξ ïðè x→∞.

ãäå v - íåêîòîðûé âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, ξ - êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà â íàïðàâëåíèè
v. Â ÷àñòíîñòè äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà äåìîíñòðèðóåò
ïðèíöèïèàëüíî ðàçíîå ïîâåäåíèå ïðè íèçêèõ è âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ. Áóêâàëüíî â
êðèòè÷åñêîé òî÷êå êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîé, à êîððåëÿöèîí-
íàÿ ôóíêöèÿ çàòóõàåò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó

gc(r) ∼ r−d+2−η

5.3 Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà

Â îáùåì ñëó÷àå ìîäåëü Èçèíãà îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîì âçàè-
ìîäåéñòâèÿ:

E0(σ) = −J
∑
i,j

σiσj
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ãäå ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî ïàðàì ñîñåäíèõ óçëîâ ðåøåòêè. Äëÿ îäíîìåðíîé
ðåøåòêè ñîñåäíèìè íàçûâàþòñÿ ïàðû i, i+ 1.

Ïðè ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè J ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé ñîîòâåòñòâóåò
îäèíàêîâûì ïîëîæåíèÿì ñïèíîâ âî âñåõ òî÷êàõ. Òàêîå ïîâåäåíèå îáû÷íî íàçûâàåòñÿ
ôåððîìàãíèòíûì. Ïðè îòðèöàòåëüíîì J ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ àíòèôåððîìàãíèòíîé.

Îãðàíè÷èìñÿ ïîêà îäíîìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé Èçèíãà

E(σ) = −J
N∑
j=1

σjσj+1 −H
N∑
j=1

σj

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî σN+1 = σ1. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå:

ZN =
∑
σ

exp

{
K

N∑
j=1

σjσj+1 + h

N∑
j=1

σj

}
(7)

ãäå K = J/κT, h = H/κT. Êëþ÷åâûì â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè îêàçûâàåòñÿ ðàçëî-
æåíèå ñòàòñóììû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ:

ZN =
∑
σ

N∏
i=1

V (σi, σi+1)

ãäå V (σ, σ′) = exp(Kσσ′ + h/2(σ + σ′)). Áëàãîäàðÿ òàêîìó ðàçëîæåíèþ ñòàòñóììó
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ZN = TrV N

ãäå

V =

(
V (+,+) V (+,−)
V (−,+) V (−,−)

)
=

(
eK+h e−K

e−K eK−h

)
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ òðàíñôåðìàòðèöåé ìîäåëè. Ïóñòü λ1 > λ2 ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû V . Òîãäà ñòàòñóììà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÿâíî:

ZN = λN1 + λN2

Ïðåäåë ñâîáîäíîé ýíåðãèè íà óçåë ðåøåòêè ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåí:

f(H,T ) = −κT lnλ1 = −κT ln(eK chh+
√
e2K sh2 h+ e−2K)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî h ïîëó÷àåì

M(H,T ) =
eK shh√

e2K sh2 h+ e−2K

Îáå ôóíêöèè îêàçûâàþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè è íå èìåþò ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïðè ïîëî-
æèòåëüíûõ òåìïåðàòóðàõ. Îòìåòèì òàêæå âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé äëèíû

ξ = 1/ ln(λ1/λ2)
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5.4 Äâóìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà, 8-è âåðøèííàÿ ìîäåëü

Ñîâðåìåííûé àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ñòàòèñòè÷åñêèì ìîäåëÿì ñâÿçàí ñ èíòåðïðå-
òàöèåé ïîñëåäíèõ, êàê âåðøèííûõ ìîäåëåé. Ïðèâåäåì ýòó êîíñòðóêöèþ äëÿ äâóìåð-
íîé àíèçîòðîïíîé ìîäåëè Èçèíãà. Ýòà ìîäåëü çàäàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H(σ) =
∑
ij

(K1σijσi+1j +K2σijσij+1)

Çäåñü êîíñòàíòû K1 è K2 îòâå÷àþò âçàèìîäåéñòâèþ â ãîðèçîíòàëüíîì è âåðòèêàëü-
íîì íàïðàâëåíèè. Çàìåòèì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå îòíîñèòñÿ ê ðåáðàì ðåøåòêè, ìîæíî
ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå σij = ±1 îòíîñÿùèåñÿ ê ðåáðàì. Ýòè ïåðåìåííûå íå ÿâëÿ-
þòñÿ íåçàâèñèìûìè, íà ðàñêðàñêè ðåáåð êâàäðàòíîé ÿ÷åéêè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøå-

íèÿ: σ1σ2σ3σ4 = 1. Ýôôåêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ ïåðåõîä ê äâîéñòâåííîé ðåøåòêå

Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â âåðøèíå äâîéñòâåííîé ðåøåòêè äîïóñòèìûå ðàñêðàñêè
ïåðå÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùåé ñõåìîé, ãäå çàêðàøåííîå ðåáðî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ
−1

Ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñòàòè-
ñòè÷åñêàÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñëåäà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ââåäåì ìàòðèöó
4 × 4, êîòîðóþ ìû áóäåò èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð â End(C2 ⊗ C2)
ñ íåíóëåâûìè ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè:

R++
++ = 1, R−−−− = e−2K1−2K2

R+−
+− = e−2K1 , R−+

−+ = e−2K2

R−+
+− = R+−

−+ = e−K1−K2 , R−−++ = R++
−− = e−K1−K2

Çäåñü ± ìàðêèðóþò äâà áàçèñíûõ âåêòîðà â C2. Â ýòîé ìîäåëè ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ
êîíôèãóðàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âåðøèííûõ âåñîâ∏

x

Rβxνx
αxµx
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Ðèñ. 9: Âåðøèííûå êîíôèãóðàöèè

ãäå èíäåêñû îïðåäåëåíû ðèñóíêîì
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà òîãäà îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

Z =
∏
x

R(x)

Ââåäåì ïîíÿòèå òðàíñôåðìàòðèöû. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèå H(α) äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâà C2 àññîöèèðîâàííîãî ñ êîíêðåòíûì ðåáðîì ðåøåòêè. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

R(x) : H(αx)⊗H(µx)→ H(βx)⊗H(νx).

Òðàíñôåðìàòðèöà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îïåðàòîð

T : H(α1)⊗ . . .⊗H(αn)→ H(β1)⊗ . . .⊗H(βn)

äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

T βα =
∑
ν

∏
Rβ1ν2
α1ν1

Rβ2ν3
α2ν2

. . . Rβnν1
αnνn .

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü ýòó ìàòðèöó ãðàôè÷åñêè:
Çíà÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû òàêè îáðàçîì ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì

Z = TrTm.

Ýòî êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó íåêîòîðûìè ìîäåëÿ-
ìè ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè è òî÷íî-ðåøàåìûìè êâàíòîâûìè ðåøåò÷àòûìè ìîäåëÿìè
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òèïà XXZ ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà. Ñîáñòâåííî, ñâÿçü óñòàíàâëèâàåòñÿ, åñëè èíòåðïðå-
òèðîâàòü òðàíñôåðìàòðèöó, êàê îïåðàòîð â êâàíòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû. Òî-
ãäà ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ñïåêòðà ýòîãî îïåðàòîðà, òî åñòü çàäà÷è îïèñàíèÿ
÷èñòûõ ñîñòîÿíèé è óðîâíåé ýíåðãèè, ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

Tψi = λiψi

òîãäà

Z =
2n∑
i=1

λmi

Â ÷àñòíîñòè, âîïðîñû òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà ñâîäÿòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñòàðøèõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òðàíñôåðìàòðèöû.

6 Ëåêöèÿ 5

6.1 Ìîäåëü ëüäà

Ýòà ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî 6-è âåðøèííûõ ìîäåëåé, òî åñòü ìîäåëåé,
äëÿ êîòîðûõ òîëüêî 6 èç êîíôèãóðàöèé íà ðèñ. 9 ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøåííûìè.

Ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè ëüäà, ìîäåëè ñåãíåòîýëåêòðèêà
äèãèäðîôîñôàòà êàëèÿ, à òàêæå äëÿ òàê íàçûâàåìîé F-ìîäåëè. Îòëè÷èÿ ñîñòîÿò â
âûáîðå âåñîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíôèãóðàöèé.

6.2 Ìîäåëü ëüäà è ìàãíåòèê Ãåéçåíáåðãà

Ìîäåëü ëüäà èìååò ïðåäñòàâëåíèå ñòàòñóììû ñ ïîìîùüþ òðàíñôåðìàòðèöû

T = Tr0R01 . . . R0N
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ãäå R îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

R =


a

b c
c b

a


Ìû èíòåðïðåòèðóåì ýòó ìàòðèöó, êàê îïåðàòîð â òåíçîðíîì êâàäðàòå C2 ⊗ C2. Ïðè
ýòîì ïåðâàÿ ïàðà èíäåêñîâ îòâå÷àåò çà âûáîð áëîêà 2× 2 â îáùåé ìàòðèöå, à âòîðàÿ
- çà íóìåðàöèþ ýëåìåíòîâ âíóòðè áëîêà. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
ìàòðèö Ïàóëè

σx =

(
0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
σ+ =

(
0 1
0 0

)
σ− =

(
0 0
1 0

)
âûðàæåíèå äëÿ R-ìàòðèöû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

R =

(
w0 + w1σ

z cσ−

cσ+ w0 − w1σ
z

)
Äëÿ íàñ â äàëüíåéøåì áóäåò âàæíà ñïåöèàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ìàòðè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ R-ìàòðèöû

a = sh(u+ η)

b = sh(u)

c = sh(η)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè R-ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
ßíãà-Áàêñòåðà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì

R12(u)R13(v)R23(v − u) = R23(v − u)R13(v)R12(u).

Äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ áåç ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà,
ðåøåíèÿ êîòîðîãî çàäàþò ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû êîñ.

Öåëü ýòîãî ïàðàãðàôà â óñòàíîâëåíèè ñâÿçè ìåæäó ìîäåëüþ ëüäà è ìîäåëüþ
Ãåéçåíáåðãà. Êâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí XYZ-ìîäåëè â òåðìèíàõ ìàòðèö Ïàóëè èìååò
âèä:

HXY Z =
∑
i

(Jxσ
x
i σ

x
i+1 + Jyσ

y
i σ

y
i+1 + Jzσ

z
i σ

z
i+1).

Èìååòñÿ â âèäó îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå C2 ⊗ . . .⊗C2. Â ñëó÷àå Jx =
Jy 6= Jz öåïî÷êà íàçûâàåòñÿ XXZ.

Ëåììà 4 Äëÿ ïîäõîäÿùåãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ãàìèëüòîíèàí XXZ öåïî÷êè Ãåé-
çåíáåðãà ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà ñ âûðàæåíèåì T−1(0)Ṫ (0)
â êîòîðîì ïðîèçâîäíàÿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïî ïàðàìåòðó u.
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Âû÷èñëèì êîìïîíåíòû ýòîãî âûðàæåíèÿ. Â íà÷àëå îáðàòèì âíèìàíèå íà óïðîùåíèå
íåêîòîðûõ âûðàæåíèé â òî÷êå u = 0.

R(0) = sh(η)


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 Ṙ(0) =


ch(η) 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 ch(η)

 (8)

R-ìàòðèöà ïðîïîðöèîíàëüíà ìàòðèöå ïåðåñòàíîâêè è èìååò ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå
êîýôôèöèåíòû:

Rβν
αγ = sh(η)δναδ

β
γ .

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ òðàíñôåðìàòðèöû ïðèîáðåòàåò âèä:

T (0) = Rν2β1
ν1α1

Rν3β2
ν2α2

. . . Rν1βN
νNαN

= (sh η)Nδβ1ν1 δ
ν2
α1
δβ2ν2 δν3α2

δβ3ν3 δ
ν2
α3
. . . δβNνN δ

ν1
αN

= (sh η)Nδβ2α1
δβ3α2

. . . δβ1αN .

Òàêîé îïåðàòîð äåéñòâóåò íà ðàçëîæèìûõ âåêòîðàõ â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ïî
ôîðìóëå:

T (0)v1 ⊗ . . .⊗ vN−1 ⊗ vN = (sh η)Nv2 ⊗ . . .⊗ vN ⊗ v1.

Ëåãêî âû÷èñëèòü îáðàòíûé îïåðàòîð äëÿ T (0) :

T−1(0) = (sh η)−Nδβ1α2
δβ2α3

. . . δβNα1
.

Òåïåðü âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ:

d

du
T (0) =

∑
i

Tr0R01(0) . . . R0i−1(0)Ṙ0i(0)R0i+1(0) . . . R0N(0)

= (sh η)N−1
∑
i

δβ2α1
. . . δβi−1

αi−2
Ṙβi+1βi
αi−1αi

δβi+2
αi+1

. . . δβ1αN

T−1(0)
d

du
T (0) =

1

sh η

∑
i

δα1
γ2
. . . δαNγ1 δ

β2
α1
. . . δβi−1

αi−2
Ṙβi+1βi
αi−1αi

δβi+2
αi+1

. . . δβ1αN

=
1

sh η

∑
i

δβ1γ1 . . . δ
βi−1
γi−1

Ṙβi+1βi
γiγi+1

δβi+2
γi+2

. . . δβNγN

=
∑
i

R−1
ii+1(0)

d

du
Rii+1(0)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî

R−1(0)Ṙ(0) =
1

sh η


ch η

0 1
1 0

ch η

 =
1

2 sh η
(σx1σ

x
2 + σy1σ

y
2 + ch η(I1I2 + σz1σ

z
2))
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6.3 Êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâÿçü äâóõ ìîäåëåé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ãîðàçäî øèðå. À èìåííî,
òðàíñôåðìàòðèöà ïîðîæäàåò öåëîå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ ãàìèëü-
òîíèàíîì ìîäåëè XXZ è ìåæäó ñîáîé. Ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðû, ëåæàùåé â îñíîâå êâàíòîâîãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è è òåîðèè
êâàíòîâûõ ãðóïï. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàê íàçûâàåìóþ ìàòðèöó ìîíîäðîìèè

L0(u) = R01(u) . . . R0N(u)

Ýòî îïåðàòîð â ïðîñòàíñòâå C2⊗ (C2)⊗N . Óäîáíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü òàêîå âûðàæå-
íèå ãðàôè÷åñêè:

Ñòðåëêè íà äèàãðàììå óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.
Âåðíî ñëåäóþùåå T (u) = Tr0L(u). Ïðèâåäåì çäåñü óäîáíîå äëÿ íàñ ãðàôè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì:

Ëåììà 5 Ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùåå ñâîéñòâî:

R00′(u− v)L0(u)L0′(v) = L0′(v)L0(u)R00′(u− v). (9)

Ïðèâåäåì çäåñü ãðàôè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà. Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñõåìîé:

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà ïîëó÷èì ïîñëå ïåðâîãî øà-
ãà
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È ïîñëå N ïðèìåíåíèé óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà ïîëó÷èì:
Ðàññìàòðèâàÿ ñëåä ïî âñïîìîãàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâàì 0, 0′ ïîëó÷èì ñòðóêòóðíîå

óðàâíåíèå

[T (u), T (v)] = 0,

êîòîðîå âëå÷åò, ÷òî T (u) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé öåëîãî ñåìåéñòâà êîì-
ìóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, â êîòîðîì òàêæå ñîäåðæèòñÿ ãàìèëüòîíèàí XXZ ìîäåëè
Ãåéçåíáåðãà.

6.4 Àëãåáðàè÷åñêèé àíçàö Áåòå

Ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñâåñòè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ
ñîáñòâåííîãî áàçèñà äëÿ ãàìèëüòîíèàíà ìîäåëè XXZ ñâåñòè ê çàäà÷å äèàãîíàëèçà-
öèè ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ T (u). Âñïîìíèì åùå ðàç ïðî ìàòðèöó ìîíîäðîìèè L(u),
êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ìàòðèöó 2× 2 ñ êîýôôèöèåíòàìè â êâàíòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå (C2)⊗N.

L0(u) =

(
L+

+(u) L−+(u)
L+
−(u) L−−(u)

)
=

(
A(u) B(u)
C(u) D(u)

)
.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ òðàíñôåðìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé

T (u) = Tr0L(u) = A(u) +D(u).

Ïåðåïèøåì òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (26) â âèäå êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé íà êîýô-
ôèöèåíòû ìàòðèöû ìîíîäðîìèè:

[B(u), B(v)] = 0

b(v − u)A(u)B(v) = a(v − u)B(v)A(u)− c(v − u)B(u)A(v)

b(u− v)D(u)B(v) = a(u− v)B(v)D(u)− c(u− v)B(u)D(v)

ãäå

a(u) = sh(η − u), b(u) = sh(u), c(u) = sh(η).
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Íàïîìíèì åùå ðàç âûðàæåíèå äëÿ R-ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìó ýêçåìïëÿðó
êâàíòîâîãî ïðîñòðàíñòâà:

R =

(
a+b

2
+ a−b

2
σz cσ−

cσ+ a+b
2
− a−b

2
σz

)
=

(
α(u) β
γ δ(u)

)
.

Çàìåòèì òîãäà, ÷òî â i-îé êîïèè êâàíòîâîãî ïðîñòðàíñòâà âåêòîð

ei =

(
1
0

)
îáëàäàåò ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè

R0iei =

 a

(
1
0

)
c

(
0
1

)
0 b

(
1
0

)


Äàëåå çàìåòèì, ÷òî ëåãêî ïîñ÷èòàòü íåêîòîðûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äåéñòâèÿ ìàò-
ðèöû ìîíîäðîìèè íà âåêòîð

ψ0 =

(
1
0

)
⊗ . . .⊗

(
1
0

)
,

à èìåííî:

L(u)ψ0 =

(
aNψ0 ∗

0 bNψ0

)
.

Ýòî âûðàæåíèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå:
A(u)ψ0 = aN(u)ψ0,

D(u)ψ0 = bN(u)ψ0,

C(u)ψ0 = 0.

Â ÷àñòíîñòè, ïî áàíàëüíûì ïðè÷èíàì äàííûé âåêòîð îêàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ
òðàíñôåðìàòðèöû. Íàçîâåì åãî âàêóóìíûì. Áóäåì èñêàòü îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû â ñïåöèàëüíîì âèäå:

ψ(v1, . . . , vm) = B(v1) . . . B(vm)ψ0.

C ïîìîùüþ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé íà ýëåìåíòû òðàíñôåðìàòðèöû îïðåäå-
ëèì óñëîâèÿ íà ñîáñòâåííûé âåêòîð:

(A(u) +D(u))B(v1) . . . B(vm)ψ0 =(
aN(u)

m∏
i=1

sh(η + u− vi)
sh(vi − u)

+ bN(u)
m∏
i=1

sh(η − u+ vi)

sh(u− vi)

)
B(v1) . . . B(vm)ψ0

+
m∑
i=1

ΛiB(u)
∏
j 6=i

B(vj)ψ0

ãäå Λi çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè:

Λi =
c(u− vi)
b(u− vi)

(
aN(vi)

∏
j 6=i

a(vj − vi)
b(vj − vi)

− bN(vi)
∏
j 6=i

a(vi − vj)
b(vi − vj)

)
.
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Òåõíîëîãèÿ âû÷èñëåíèÿ Λi òàêîâà: âû÷èñëèì Λ1. Åùå ðàç ïåðåïèøåì êîììóòàöèîí-
íûå ñîîòíîøåíèÿ:

A(u)B(u) =
a(v − u)

b(v − u)
B(v)A(u)− c(v − u)

b(v − u)
B(u)A(v).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Λm ïðè ïðîíîñå A(u) +D(u) ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå ïðè êîììóòèðîâà-
íèè A(u) +D(u) ñ B(v1) áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî âòîðîé ÷ëåí, à ïðè äàëüíåéøåì
êîììóòèðîâàíèè A(v1) + D(v1) áóäåì íàîáîðîò èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íóæíîå âûðàæåíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ çà-
ìåòèì ÷òî â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ B(vi) ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ äîëæåí
áûòü ñèììåòðè÷íûì ïî ïåðåìåííûì v1, . . . vm è ñëåäîâàòåëüíî îñòàëüíûå êîýôôèöè-
åíòû áóäóò ïîëó÷àòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà Λi = 0, i = 1 . . . ,m íîñèò íàçâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
Áåòå è â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä:

∏
j 6=i

sh(vi − vj + η)

sh(vi − vj − η)
= −

(
sh(vi)

sh(η − vi)

)N
.

6.5 Óðàâíåíèÿ Áåòå â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäåë â ñåêòîðå c < a+b. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû R-ìàòðèöû
ïàðàìåòðèçóþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè è óðàâíåíèÿ Áåòå ïðèíèìàþò
âèä: (

sin(vi)

sin(η − vi)

)N
=
∏
j 6=i

sin(vi − vj + η)

sin(vi − vj − η)

Ïî ñîîáðàæåíèÿì êîîðäèíàòíîãî àíçàöà Áåòå äåëàþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ:

1. Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè |zi| = |b(vi)/a(vi)| = 1 èç ÷åãî ñëåäóåò vi = η/2 + iui.

2. Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ui ñãóùàþòñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå, îáðàçóÿ
íåïðåðûâíûå çîíû áåç äûðîê è èçîëèðîâàííûõ çíà÷åíèé.

3. Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå Sz/N → 0.

Ïðîëîãàðèôìèðóåì óðàâíåíèÿ Áåòå

Np(ui) = 2πIi +
∑
j

θ(ui − uj),

ãäå

eip(u) =
sin(η/2 + iu)

sin(η/2− iu)
, eiθ(u) =

sin(η + iu)

sin(η − iu)
.

Çàìå÷àíèå 11 Äàëåå äåëàåòñÿ äîïóùåíèå, ÷òî Ii = i.

Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè èìååì:

p(ui+1)− p(ui) =
2π

N
+

1

N

∑
j

(θ(ui+1 − uj)− θ(ui − uj)).
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Â ïðåäåëå N →∞ ïîëó÷èì

p′(u) = 2πρ(u) +

∫ uF

−uF
dwθ′(u− w)ρ(w),

ãäå ρ(u) = limN→∞(N(ui+1−ui))−1 - ïëîòíîñòü êîðíåé â îêðåñòíîñòè òî÷êè u. Äàííîå
óðàâíåíèå ëåãêî ðåøèòü, ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïîëîæèì

ρ(u) =

∫
dkρke

iku, p′(u) =

∫
dkpke

iku, θ′(u) =

∫
dkθke

iku.

Òîãäà

ρk = pk/2π − θkρk,

èëè

ρk =
1

4π ch(1
2
ηk)

.

Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Òàêæå ïîëüçóÿñü ïðåîáðàçîâàíèåì Ôó-

ðüå äëÿ êîíâîëþöèè ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè:

7 Ëåêöèÿ 6

Îñíîâíûå ìàòåðèàëû äëÿ ëåêöèè [5], [6], [7].

7.1 Èíâàðèàíò ëåíòî÷íûõ ãðàôîâ Òóðàåâà-Ðåøåòèõèíà

Â îñíîâå êîíñòðóêöèè ëåæèò ïîíÿòèå ðàñêðàñêè ëåíòî÷íîãî ãðàôà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ëåíòû ãðàôà ðàñêðàøèâàþòñÿ ìîäóëÿìè íàä êâàçèòðåóãîëüíîé àëãåáðîé Õîïôà
H, à âåðøèíû ñïëåòàþùèìè îïåðàòîðàìè ìåæäó âõîäÿùèìè ìîäóëÿìè. Êàòåãîðèÿ
H-ðàñêðàøåííûõ ëåíòî÷íûõ ãðàôîâ îêàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîé ñïëåòåííîé òî÷íîé ìî-
íîèäàëüíîé êàòåãîðèåé. Ïðè âûïîëíåíèè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé òèïà Ìàðêîâà
ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ôóíêòîð èç êàòåãîðèè H-ðàñêðàøåííûõ ëåíòî÷íûõ ãðàôîâ â
êàòåãîðèþ H-ìîäóëåé. Äëÿ H = Uq(SL2) ýòîò ôóíêòîð îáîáùàåò êîíñòðóêöèþ ïî-
ëèíîìà Äæîíñà çàöåïëåíèÿ.

Ââåäåì ñíà÷àëà ïîíÿòèå, áëèçêîå ê ïðåäñòàâëåíèÿì óíèâåðñàëüíîé R-ìàòðèöû.
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Îïðåäåëåíèå 22 σ = ({Vi}, {RViVj}) - ñîâîêóïíîñòü âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ Vi è
ýíäîìîðôèçìîâ RViVj : Vi⊗Vj → Vi⊗Vj íàçûâàåòñÿ ñèììåòðèåé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà

RViVjRViVkRVjVk = RVjVkRViVkRViVj

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîäêàòåãîðèþ, ïîðîæäåííóþ ñèììåòðèåé â êàòåãîðèè V ect -
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 23 Áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðèþ íåâûðîæäåííîé, åñëè âñå ìàòðèöû
RViVj è (RViVj)t1 íåâûðîæäåíû (çäåñü ïîä t1 ïîíèìàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèå ïî ïåðâîé
òåíçîðíîé êîìïîíåíòå. Áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðèþ çàìêíóòîé, åñëè âìåñòå ñ
êàæäûì ïðîñòðàíñòâîì V îíà ñîäåðæèò äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî V ∗.

Çàìå÷àíèå 12 Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ ñèììåòðèÿ ìîæåò áûòü
ðàñøèðåíà äî çàìêíóòîé, åñëè îïðåäåëèòü îïåðàòîðû íà äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ïî ôîðìóëàì:

RV ∗i Vj =
((
RViVj

)−1
)t1

, RViV
∗
j =

((
RViVj

)t2)−1

,

RV ∗i V
∗
j =

(
RViVj

)t1t2
.

Áóäåì ðàçëè÷àòü ëåíòî÷íûå ãðàôû êàê ïîâåðõíîñòè è êàê ãðàôû ñ öèêëè÷åñêèì
ïîðÿäêîì ðåáåð â âåðøèíàõ.

Ëåíòîé R3 íàçûâàåòñÿ îáðàç êâàäðàòà [0, 1] × [0, 1] ïðè âëîæåíèè â R3. Îáðàçû
îòðåçêîâ 0 × [0, 1] è 1 × [0, 1] íàçûâàþòñÿ åå îñíîâàíèÿìè, à ëèíèÿ [0, 1] × 1/2 îñüþ
ëåíòû. Êîëüöîì â R3 íàçûâàåòñÿ îáðàç öèëèíäðà S1× [0, 1], åãî îñüþ - îáðàç îêðóæ-
íîñòè S1×1/2. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îðèåíòèðîâàííûå ëåíòû è êîëüöà. Îíè íàçûâàþòñÿ
íàïðàâëåííûìè, åñëè íà èõ îñè âûáðàíî íàïðàâëåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâàíèå, ê
êîòîðîìó íàïðàâëåíà îñü íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, à âòîðîå - íà÷àëüíûì.

Îïðåäåëåíèå 24 Îäíîðîäíîé (k, l)-ëåíòî÷íîé ñâÿçêîé íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ñåìåé-
ñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ íàïðàâëåííûõ îðèåíòèðîâàííûõ ëåíò è êîëåö, ëå-
æàùèõ â R2× [0, 1] è ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ ïëîñêîñòÿìè R2× 0 è R2× 1 ïî îñíîâàíèÿì
ëåíò, ñîñòîÿùèì èç íàáîðà îòðåçêîâ [2i − 1, 2i] × 0 × 0 è [2j − 1, 2j] × 0 × 1 äëÿ
i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , l. Êðîìå ýòîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû âáëèçè îñíîâàíèÿ ëåíòû
áûëè îáðàùåíû áåëûìè ñòîðîíàìè ââåðõ.

Çàìå÷àíèå 13 Ñ êàæäîé ëåíòî÷íîé ñâÿçêîé t àññîöèèðóåòñÿ íàáîð çíàêîâ ε(t) =
(ε1, . . . , εk), ν(t) = (ν1, . . . , νl), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè íà-
÷àëüíîå îñíîâàíèå ëåæèò íà ëèñòå R2×0 èëè êîíå÷íîå îñíîâàíèå ëåæèò íà ëèñòå
R2 × 1 òî åãî çíàê +, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå −. Òàêæå ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êîýô-
ôèöèåíò êðó÷åíèÿ êàæäîé ëåíòû, êàê êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ ëåâîãî êðàÿ ëåíòû
çà ïðàâûé.

Îïðåäåëåíèå 25 Êàòåãîðèåé ëåíòî÷íûõ ñâÿçîê OT ′ íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ, îáú-
åêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ε = (ε1, . . . , εk), εi = ±.
Ìîðôèçìàìè êàòåãîðèè íàçûâàþòñÿ ëåíòî÷íûå ñâÿçêè t : ε → ν. Ïóñòàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îáúåêòîì â ñìûñëå ìîíîèäàëüíîé êàòåãî-
ðèè, òîæäåñòâåííûì ìîðôèçìîì ε → ε íàçûâàåòñÿ ñâÿçêà áåç êîëåö, ñîñòîÿùàÿ
èç íåçàóçëåííûõ, íåçàöåïëåííûõ ëåíò ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè êðó÷åíèÿ.
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Çàìå÷àíèå 14 Îïðåäåëèì òàêæå êàòåãîðèþ êðàøåíûõ ëåíòî÷íûõ ñâÿçîê
OT ′(X ), îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íàáîðû ((X1, ε1), . . . , (Xk, εk)), Xi ∈ X . Ìîð-
ôèçìàìè áóäóò êðàøåííûå ëåíòî÷íûå ñâÿçêè, êàæäàÿ ëåíòà è êîëüöà êîòîðûõ
ðàñêðàøåíû îäíèì öâåòîì èç ìíîæåñòâà X .

Òåîðåìà 10 (Ðåøåòèõèí 93) Ìîðôèçìû êàòåãîðèè OT ′(X ) ïîðîæäåíû íàáîðîì
íà ðèñóíêå 10 â ñìûñëå îïåðàöèé â ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèè. Ñîîòíîøåíèÿ íà ýòè
ãåíåðàòîðû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 11

Ðèñ. 10: Ãåíåðàòîðû

Ðèñ. 11: Ñîîòíîøåíèÿ

Ñäåëàåì åùå îäíî âàæíîå âñïîìîãàòåëüíîå ïîñòðîåíèå. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó:

wV = tr2tr3

(
RV V

12 P23

((
RV ∗V

23

)−1
)t2)

è ãëàâíûé êâàäðàòíûé êîðåíü èç íåå v = w1/2. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 11 Îòîáðàæåíèå

G : OT ′(X )→ V ect
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êîòîðîå äåéñòâóåò íà îáúåêòàõ, ïåðåâîäÿ íàáîð ((X1, ε1), . . . , (Xk, εk)) â âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî Xε1

1 ⊗ . . .⊗X
εk
k , äåéñòâóåò íà ìîðôèçìàõ ïî ôîðìóëàì:

G(τ1) = α, α : X∗ ⊗X → C, f ⊗ x 7→ (f, x),

G(τ2) = β, β : C→ X ⊗X∗, 1 7→ ei ⊗ ei,
G(τ3) = PXYRXY , G(τ4) =

(
RXY

)−1
PXY , G(τ5) = PXY ∗RXY ∗ ,

G(τ6) =
(
RY ∗X

)−1
PXY ∗ , G(τ7) = vX , G(τ8) = v−1

X ,

äëÿ êîòîðîãî, êðîìå òîãî, âåðíî:

G(t⊗ t′) = G(t)⊗G(t′)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì èç êàòåãîðèè OT ′(X ) â êàòåãîðèþ V ect.

Çàìå÷àíèå 15 Äàííûé ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ èçîòîïè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, òàê êàê
ñàìè ñâÿçêè îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïèè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ (0, 0) -
ñâÿçîê, òî åñòü äëÿ ëåíòî÷íûõ óçëîâ, äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðåäîñòàâëÿåò èíâàðè-
àíò óçëà.

7.2 Êâàäðàòíûé êîðåíü êîíñòðóêöèè

Áóäåì äîêàçûâàòü êîððåêòíîñòü êîíñòðóêöèè äëÿ êàòåãîðèè ñ áîëåå ïðîñòîé ñèñòå-
ìîé ñîîòíîøåíèé íà îáðàçóþùèå, â ÷àñòíîñòè, áóäåò ðàçðåøåíî ðàñïëåòàòü îäíó
ïåòëþ, êàê â 1-ì äâèæåíèè Ðåéäåìåéñòåðà, ïðè ýòîì çàðàáàòûâàÿ íåòðèâèàëüíîå çà-
êðó÷èâàíèå. Ìû çàìåíèëè äâèæåíèå 6 íà åãî �êâàäðàòíûé êîðåíü� Ýòî ñîîòâåñòâóåò

äâèæåíèþ íà ðèñóíêå:

Äîêàçàòåëüñòâî ôóíêòîðèàëüíîñòè äëÿ äâèæåíèé 1-5 âïîëíå î÷åâèäíû, îíè îáåñ-
ïå÷èâàþòñÿ óðàâíåíèåì ßíãà-Áàêñòåðà è ñïîñîáîì âûáîðà îïåðàòîðà â äâîéíîé òî÷-
êå â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèé. Íîâûé àíàëîã äâèæåíèÿ 6 ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì
ôóíêòîðà íà îïåðàöèè çàêðó÷èâàíèÿ. Äîêàæåì ïåðâîå íåòðèâèàëüíîå ñîîòíîøåíèå
äëÿ ôóíêòîðà,

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé:
Àëãåáðàè÷åñêè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèþ

Sp13,23R24R12 = Sp13,23R24R14R
−1
34 R12 = Sp13,23R24R14R12R

−1
34

= Sp13,23R12R14R24R
−1
34 = Sp13,23R12R14.
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7.3 Àëüòåðíàòèâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

Â ýòîé ÷àñòè äëÿ íàñ áóäóò âàæíû ñâîéñòâà êâàçè-òðåóãîëüíîé àëãåáðû Õîïôà A.
Íàïîìíèì, ÷òî ýòà ñòðóêòóðà ïðåæäå âñåãî ñâÿçàíà ñ R-ìàòðèöåé

R =
∑
i

αi ⊗ βi,

êîòîðàÿ ðåøàåò óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà

R12R13R23 = R23R13R12,

êðîìå òîãî, âåðíî

(∆⊗ 1)R = R13R23.

Íî òåïåðü äëÿ íàñ áóäåò âàæíà òàêæå ñòðóêòóðà àíòèïîäà. Â ÷àñòíîñòè, âåðíî:

(ε⊗ id)R = (id⊗ ε)R = 1,

(s⊗ id)R = (id⊗ s−1)R = R−1

(s⊗ s)R = R

Êðîìå ýòîãî, ââåäåì ýëåìåíò

u =
∑

s(βi)αi.

Ýòîò ýëåìåíò óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì

s2(a) = uau−1 ∀a ∈ A
us(u) ∈ Z(A)

∆(u) = (R21R12)−1(u⊗ u) = (u⊗ u)(R21R12)−1

×óòü áîëåå îáùåå ïîíÿòèå ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì:

Îïðåäåëåíèå 26 Ëåíòî÷íîé àëãåáðîé Õîïôà íàçûâàåòñÿ íàáîð (A,R, v) òàêîé
÷òî (A,R) - êâàçèòðåóãîëüíàÿ àëãåáðà Õîïôà, v ∈ Z(A) òàêîé öåíòðàëüíûé ýëå-
ìåíò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

v2 = us(u), s(v) = v, ε(v) = 1, ∆(v) = (R21R12)−1.
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Ðèñ. 12: Ãåíåðàòîðû êàòåãîðèè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ãåíåðàòîðîâ â êàòåãîðèè ëåíòî÷íûõ ñâÿ-
çîê:

Â êàòåãîðèè ëåíòî÷íûõ ñâÿçîê äàííûå ãåíåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèÿì:

Òåîðåìà 12 Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð F èç êàòåãîðèè
îäíîðîäíûõ êðàøåíûõ ëåíòî÷íûõ ñâÿçîê â êàòåãîðèþ ïðåäñòàâëåíèé ëåíòî÷íîé àë-
ãåáðû Õîïôà (A,R, v), îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

1. F - ñîõðàíÿåò òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå;

2. äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî A-ìîäóëÿ V ôóíêòîð ïåðåâîäèò îáúåêò (V, ε) â V ε,
ãäå V 1 = V, à V −1 = V ∗.
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3. F ïåðåâîäèò ãåíåðàòîðû ìîðôèçìîâ êàòåãîðèè 12 ïåðåâîäÿòñÿ

(x, y) 7→ y(x) : V ⊗ V ∗ → k

(y, x) 7→ y(v−1ux) : V ∗ ⊗ V → k

XV,W x⊗ y 7→
∑
i

βiy ⊗ αix : V ⊗W → W ⊗ V

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå

R =
∑
i

αi ⊗ βi
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Äîêàçàòåëüñòâî
Â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ 1 è 2. Èç íèõ îäíîçíà÷íî âîññòàíàâ-

ëèâàåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêòîðà íà ìîðôèçìàõ Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïåðâîìó ñîîòâåò-

, .

ñòâóåò âûðàæåíèå

1→
∑
i,j

f ji e
i ⊗ ej

Äâèæåíèþ 2 ýòîì ñëó÷àå äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü âûðàæåíèå:

ek → ek ⊗ f ji ei ⊗ ej → f ji e
i(ek)ej = f jkej = ek.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî f ji = δij. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîðôèçìó
ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð

1→ u−1vei ⊗ ei.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè ôóíêòîðà ïî îòíîøåíèþ ê 1-ìó äâèæåíèþ
Ðåéäåìåéñòåðà ïðèâåäåì çäåñü îäèí ñþæåò, èìåþùèé îòíîøåíèå ê ñòðóêòóðíîé òåî-
ðèè êâàíòîâûõ ãðóïï. Îí êàñàåòñÿ ïîñòðîåíèÿ öåíòðà êâàíòîâûõ ãðóïï, â îñíîâíîì
ìû áóäåò èñïîëüçîâàòü ðàáîòó [8].

Íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ñîîòíîøåíèé, âûïîëíÿþùèõñÿ â êâàçèòðåóãîëüíûõ
àëãåáðàõ Õîïôà:

Ëåììà 6 Ïóñòü b ∈ A ⊗ A òàêîé, ÷òî ∀a ∈ A, [∆(a), b] = 0. Ïóñòü êðîìå òîãî
λ ∈ A∗ ôóíêöèîíàë, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

λ(xy) = λ(yS2(x)).

Òîãäà

(id⊗ λ)(b) ∈ Z(A).

Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî

x(id⊗ λ)(b) = (id⊗ λ)(b)x.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

(id⊗ λ)(x⊗ 1b) = (id⊗ λ)(x⊗ 1b).

Ñäåëàåì íåñêîëüêî ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèé: ïóñòü ∆x =
∑

i yi ⊗ zi. Òîãäà∑
i

∆(yi)⊗ zi =
∑
i

yi ⊗∆(zi) = (∆⊗ id)∆x = (id⊗∆)∆x.
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Ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà îïåðàöèþ (1⊗m)(1⊗1⊗S). Ñîãëàñíî ñâîéñòâó
àíòèïîäà ïîëó÷èì:∑

i

∆(yi)(1⊗ S(zi)) =
∑
i

yi ⊗ ε(zi)1 = x⊗ 1.

Àíàëîãè÷íî íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ∆op.

1⊗ x = (S−1(zi)⊗ 1)∆opyi = (m⊗ 1)(S−1 ⊗ 1⊗ 1)(zi ⊗∆opyi)

= (m⊗ 1)(S−1 ⊗ 1⊗ 1)(∆opzi ⊗ yi) = 1⊗ ε(S−1zi)yi = 1⊗ x.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî:

x⊗ 1 = (1⊗ S−1(zi))∆yi.

Ïðè âûâîäå ìû èñïîëüçîâàëè íåñêîëüêî òîæäåñòâ äëÿ a = S(b):

∆opS(b) = (S ⊗ S)∆(b)

m(S−1 ⊗ 1)∆opa = m(S−1 × 1)∆opS(b) = m(S−1 ⊗ 1)(S ⊗ S)∆b

= m(1⊗ S∆b) = ε(S−1a)1.

SS−1ε(S−1zi)yi = SS−1(yiε(S
−1zi) = S(S−1(yi)ε(S

−1zi))

= S(m(ε⊗ 1)(S−1zi ⊗ S−1yi) = S(b) = a.

Ïîëüçóÿñü ýòèìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷èì:

(1⊗ λ)((x⊗ 1)b) = (1⊗ λ)(1⊗ S−1(zi)∆(yi)b) = (1⊗ λ)(1⊗ S−1(zi)b∆(yi))

= (1⊗ λ)(b∆(yi)1⊗ S(zi)) = (1⊗ λ)(b(x⊗ 1)).

7.4 Èíâàðèàíò ñâÿçîê

Îïðåäåëåíèå 27 Ñâÿçêîé íàçûâàåòñÿ êëàññ èçîòîïèé îðèåíòèðîâàííûõ 1-
ïîäìíîãîîáðàçèé t ⊂ R2 × [0, 1] òàêîãî, ÷òî åãî ãðàíèöà

∂t = ∪ki=1(i, 0, 0) ∪ ∪lj=1(j, 0, 1) ⊂ R2 × 0 ∪ R2 × 1

êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû t ïåðåñåêàëî òðàíñâåðñàëüíî R2 × 0 ∪ R2 × 1. Äëÿ
êàæäîãî òàêîãî îáúåêòà áóäåì ôèêñèðîâàòü íàáîð çíàêîâ âõîæäåíèÿ êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà â ãðàíè÷íóþ òî÷êó.

Çàìå÷àíèå 16 Â îòëè÷èå îò êîñ çäåñü äîïóñêàþòñÿ ëèíèè, êîòîðûå ñîåäèíÿþò
òî÷êè òîëüêî íà âåðõíåì èëè íèæíåì ëèñòå, êàê íàïðèìåð íà ðèñóíêå íèæå:
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Îïðåäåëåíèå 28 Êàòåãîðèåé îðèåíòèðîâàííûõ ñâÿçîê OT íàçûâàåòñÿ êàòåãî-
ðèÿ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
çíàêîâ (ε1, . . . , εn), à ìîðôèçìàìè îáúåêòà ε â îáúåêò ε′ ÿâëÿþòñÿ ñâÿçêè ñ îñíî-
âàíèåì ε è âåðøèíîé ε′. Òîæäåñòâåííûì ìîðôèçìîì OT íàçûâàåòñÿ íåçàóçëåííàÿ
íåçàöåïëåííàÿ ñâÿçêà, òîæäåñòâåííûì îáúåêòîì â ñìûñëå ìîíîèäàëüíîé êàòåãî-
ðèè íàçûâàåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Çàìå÷àíèå 17 Äåéñòâèòåëüíî íà äàííîé êàòåãîðèè ìîæåò áûòü ââåäåíà î÷åâèä-
íàÿ ñòðóêòóðà ìîíîèäàëüíîé êàòåãîðèè ïî ïðàâèëó: ε⊗ ν = (ε1, . . . , εk, ν1, . . . , νl), à
ñâÿçêà t⊗ t′ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðèïèñûâàíèÿ ñâÿçêè t′ ñïðàâà îò t.

Òàêæå êàê â ñëó÷àå ëåíòî÷íûõ ñâÿçîê, ìîðôèçìû äàííîé êàòåãîðèè ìîãóò áûòü
çàäàíû ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðîâ

è ñîîòíîøåíèé

Êàê è â ñëó÷àå ëåíòî÷íûõ ñâÿçîê èìååò ìåñòî ìîðôèçì èç êàòåãîðèè îðèåíòèðî-
âàííûõ ñâÿçîê â êàòåãîðèþ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Îí çàäàåòñÿ òåîðåìîé:

Òåîðåìà 13 Îòîáðàæåíèå F , îïðåäåëåííîå íà îáúåêòàõ, êàê

F ((X1, ε1), . . . , (Xn, εn)) = Xε1
1 ⊗ . . .⊗Xεn

n
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à íà ìîðôèçìàõ çàäàâàåìîå ñîîòíîøåíèÿìè:

F (eX) = IX

F (εX) = IX∗

F (τ1) = αX , αX : X∗ ⊗X → C, f ⊗ x 7→ (f, g),

F (τ2) = βX , βX : C→ X ⊗X∗, 1 7→ ei ⊗ ei,
F (τ3) = PXYRXY (ν−1

X ⊗ 1), F (τ4) =
(
RY X

)−1
PXY (1⊗ νY ),

F (τ5) = PXY ∗RXY ∗(ν−1
X ⊗ 1), F (τ6) =

(
RY ∗X

)−1
PXY ∗(1⊗ νY ∗),

F (t⊗ t′) = F (t)⊗ F (t′),

ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì ðàññìàòðèâàåìûõ êàòåãîðèé.

7.5 Ïðèìåð äëÿ Uh(sl2)

Öåëü ýòîãî ïàðàãðàôà â ñïåöèàëèçàöèè êîíñòðóêöèè íà ñëó÷àé R-ìàòðèöû äëÿ ñåðèè
A. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èíâàðèàíò çàöåïëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ èíâàðèàíòîì
Äæîíñà-Êîíâåÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñîãëàñíî ðàçäåëó 6 [5] ïðè âûáîðå 2-ìåðíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ Uq(sl2) ïîëó÷åííûé èíâàðèàíò ñîâïàäàåò áóêâàëüíî ñ ïîëèíîìîì Äæîíñà ïî
ïåðåìåííîé q = exp(h/2).

Åùå ðàç íàïîìíèì îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé V j

Uh(sl2). Îíè ïàðàìåòðèçóþòñÿ ïîëóöåëûìè ÷èñëàìè j = 0, 1/2, 1, 3/2, . . . . Ïðè ýòîì
ðàçìåðíîñòü dimV j = 2j+ 1. Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå {ejm} ãäå m = −j, . . . , j äåéñòâèå
ãåíåðàòîðîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëàìè:

ρj(X±)ejm = ([j ∓m]q[j ±m+ 1]q)
1/2ejm±1,

ρj(H)ejm = 2mejm.

Îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ óíèâåðñàëüíîé R-ìàòðèöû òàêîâà:

R = exp

(
h

4
H ×H

)∑
i≥0

(1− e−h)i

[i]q
exp

(
i
h

4
(H ⊗ 1− 1⊗H)

)
(X+)i ⊗ (X−)i.

Îíà ñïåöèàëèçèðóåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè j = 1/2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R = exp

(
h

4
H ×H

)(
1 + (1− e−h) exp

(
h

4
(H ⊗ 1− 1⊗H)

)
X+ ⊗X−

)
.

Âû÷èñëèì îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè, íàïîìíèì, ÷òî áàçèñîì
â íåì ÿâëÿåòñÿ íàáîð {e1/2, e−1/2}:

exp

(
h

4
H ×H

)
e1/2 ⊗ e1/2 = q1/2e1/2 ⊗ e1/2

exp

(
h

4
H ×H

)
e1/2 ⊗ e−1/2 = q−1/2e−1/2 ⊗ e1/2

exp

(
h

4
H ×H

)
e−1/2 ⊗ e1/2 = q−1/2e−1/2 ⊗ e1/2

exp

(
h

4
H ×H

)
e−1/2 ⊗ e−1/2 = q1/2e−1/2 ⊗ e−1/2
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Âûïèøåì òàêæå åäèíñòâåííûé ÷ëåí ñ íåòðèâèàëüíûì äåéñòâèåì ïîâûøàþùèõ è
ïîíèæàþùèõ îïåðàòîðîâ

Re−1/2 ⊗ e1/2 = e−h/4e−1/2 ⊗ e1/2 + (1− q−2)e−h/4eh/2e1/2 ⊗ e−1/2

Ýòè ôîðìóëû çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ìàòðèöû

R =


q1/2 0 0 0
0 q−1/2 q1/2 − q−3/2 0
0 0 q−1/2 0
0 0 0 q1/2


Äëÿ óäîáñòâà äîìíîæèì åå íà q1/2, ïîëó÷èì ìàòðèöó

S =


q 0 0 0
0 1 q − q−1 0
0 0 1 0
0 0 0 q


Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó ïåðåñòàíîâêè ïîëó÷èì

R̃ = P12S12 =


q 0 0 0
0 0 1 0
0 1 q − q−1 0
0 0 0 q


Ðàññìîòðèì òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ êâàäðàòîì àíòèïîäà.

Â äàííîì ñëó÷àå

v = u exp(−h/2H).

Ýëåìåíòó u−1v ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð â ïðåäñòàâëåíèè:

A = ρ1/2(exp(−h/2H) =

(
q 0
0 q−1

)
.

Ñâÿçêàì

ñîîòâåòñòâóþò âûðàæåíèÿ:

tr2R(1⊗ A) = q2Id

tr1(A−1 ⊗ 1)R = q2Id

ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò ïóòåì ïåðåíîðìèðîâêè R-ìàòðèöû ïî-
ñòðîèòü èíâàðèàíò îáû÷íûõ ñâÿçîê.
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Ïðåäëîæåíèå 5 Èíâàðèàíò çàöåïëåíèé, ñòðîÿùèéñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ êîí-
ñòðóêöèåé Òóðàåâà-Ðåøåòèõèíà è R-ìàòðèöåé, çàäàâàåìîé ôîðìóëîé q2R̃, ñîâïà-
äàåò ñ ïîëèíîìîì Äæîíñà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòîò èíâàðèàíò äëÿ òðèâèàëüíîãî óçëà ðàâåí
1 è òî, ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ ñêåéí ñîîòíîøåíèÿ. Äîêàæåì ïîñëåäíåå. Âåðíî
ñëåäóþùåå:

R̃− R̃−1 = (q − q−1)Id

Èç ýòîãî ñëåäóåò: Òåïåðü, åñëè ïåðåíîðìèðîâàòü ìàòðèöó íà q2, òî ïîëó÷èì ñîîòíî-

øåíèå

q−2χ(L+)− q2χ(L−) = (q − q−1)χ(L0).

Ýòî ñîîáðàæåíèå çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî.

8 Ëåêöèÿ 7

8.1 Àëãåáðû Ãåêêå è Òåìïåðëè-Ëèáà

Îïðåäåëåíèå 29 Àëãåáðîé Òåìïåðëè-Ëèáà TL(n, τ) äëÿ τ ∈ C íàçûâàåòñÿ àññîöè-
àòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé, ñ ãåíåðàòîðàìè e1, e2, . . . , en−1 è ñîîòíîøåíèÿìè:

e2
i = ei

eiei±1ei = τei

ejej = ejei åñëè |i− j| ≥ 2

Îïðåäåëåíèå 30 Ñëåäîì Ìàðêîâà íà T (n, τ) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
tr : TL(n, τ)→ C óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

1. tr(1) = 1

2. tr(ab) = tr(ba)

3. tr(xen−1) = τtr(x) äëÿ x ∈ TL(n− 1, τ)

Èìååò ìåñòî ãîìîìîðôèçì ρn èç ãðóïïîâîé àëãåáðû Bn â àëãåáðó Òåìïåðëè-Ëèáà:

ρn(σi) = A−1ei + A.

Ýëåìåíòû An ìîæíî ïðåäñòàâèòü êëàññàìè èçîòîïèé íàáîðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðè-
âûõ íà êâàäðàòå, èìåþùèå êîíöû â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ íà äâóõ ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ðåáðàõ êâàäðàòà (â îòëè÷èå îò êîñ, êðèâûå ìîãóò ñîåäèíÿòü òî÷êè íà îäíîé è
òîé æå ñòîðîíå êâàäðàòà) ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ/óäàëåíèÿ îêðóæíîñòè. Ãåíå-
ðàòîðû An ìîæíî ïðåäñòàâèòü íàáîðàìè êðèâûõ íà ðèñóíêå: Òîæäåñòâà â àëãåáðå
Òåìïåðëè-Ëèáà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñõåìàìè:

Â òàêîé èíòåðïðåòàöèè îïèñàííûé âûøå ãîìîìîðôèçì ïåðåâîäèò çàìêíóòóþ êîñó
â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ çàìûêàíèé êàðòèíîê
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9 Ëåêöèÿ 8. Óðàâíåíèå òåòðàýäðîâ

Âïåðâûå óðàâíåíèå òåòðàýäðîâ âîçíèêëî â ðàáîòå À. Çàìîëîä÷èêîâà [1981] [9]. Îíî
èìååò íåñêîëüêî âåðñèé, êàê è óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà. Íà÷íåì ñ âåêòîðíîé: ïóñòü
Φ ∈ End(V ⊗3), ãäå V - êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ñîáñòâåííî
óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

Φ123Φ145Φ246Φ356 = Φ356Φ246Φ145Φ123

â êîòîðîì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà - îïåðàòîðû â V ⊗6 è Φijk ïðåäñòàâëÿåò îïåðàòîð,
äåéñòâóþùèé â òåíçîðíûõ êîìïîíåíòàõ i, j, k êàê Φ è òðèâèàëüíî â îñòàëüíûõ.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ âåðñèÿ óðàâíåíèÿ. Ïóñòü X êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî. Ñêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå

X ×X ×X R−→ X ×X ×X,

óäîâëåòâîðÿåò òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîìó óðàâíåíèþ òåòðàýäðîâ, åñëè

R123 ◦R145 ◦R246 ◦R356 = R356 ◦R246 ◦R145 ◦R123
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Ðèñ. 13: Óðàâíåíèå òåòðàýäðîâ

ãäå îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà - îòîáðàæåíèÿ äåêàðòîâîé ñòåïåíè X×6 è íèæíèå èíäåêñû
ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì äåêàðòîâûõ ìíîæèòåëåé X.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

R(x, y, z) = (R1(x, y, z), R2(x, y, z), R3(x, y, z)) = (x′, y′, z′).

òîãäà, íàïðèìåð,

R356(a1, a2, a3, a4, a5, a6) = (a1, a2, R1(a3, a5, a6), a4, R2(a3, a5, a6), R3(a3, a5, a6))

= (a1, a2, a
′
3, a4, a

′
5, a
′
6),

9.1 Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Â ðàáîòå [9] óðàâíåíèå òåòðàýäðîâ âîçíèêëî â ïîïûòêå îáîáùèòü ÿâëåíèå èíòåãðèðó-
åìîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé â ñìûñëå ôàêòîðèçóåìîñòè S-ìàòðèöû è âêëþ÷åíèÿ
òðàíñôåðìàòðèöû â �áîëüøîå� êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî. Ñîáñòâåííî óðàâíåíèå òåò-
ðàýäðîâ âûñòóïèëî â ðîëè àëãåáðàè÷åñêîãî óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè. Êðîìå ýòîãî
áûëî ïîñòðîåíî ÿâíîå ðåøåíèå ñòàòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ (áåç ñïåêòðàëü-
íîãî ïàðàìåòðà?), äëÿ êîòîðîãî áûëî ïîñòðîåííîå êîììóòàòèâíîå ñåìåéñòâî.

9.2 Ïðèìåðû ðåøåíèé

Òàêæå ãîâîðÿò î ðåøåíèÿõ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ, åñëè èìååòñÿ
îòîáðàæåíèå

Φ : Fun(X)⊗3 → Fun(X)⊗3

ãäå Fun(X) - íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X (íàïðèìåð, ïðî-
ñòðàíñòâî ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà C), óäîâëåòâîðÿþùåå âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ
òåòðàýäðîâ. Îäíèì èç èçâåñòíûõ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ
ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå ýëåêòðè÷åñêîå ðåøåíèå

Φ(x, y, z) = (x1, y1, z1);

x1 =
xy

x+ z + xyz
,

y1 = x+ z + xyz,

z1 =
yz

x+ z + xyz
,
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ÿâëÿþùååñÿ îïåðàòîðîì íà ïðîñòðàíñòâå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ
x, y, z.

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâàíèþ �çâåçäà-òðåóãîëüíèê� â ýëåê-
òðè÷åñêèõ öåïÿõ

Ðèñ. 14: Ïðåîáðàçîâàíèå �Çâåçäà-òðåóãîëüíèê�

Â êîòîðîì ñîïðîòèâëåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

1

Rij

=
1

RiRj

/
∑
k

1

Rk

.

Îíè ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì:

R12 = (R1R2 +R1R3 +R2R3)/R3

R13 = (R1R2 +R1R3 +R2R3)/R2

R23 = (R1R2 +R1R3 +R2R3)/R1

Îáðàòíàÿ ñâÿçü ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëàìè:

R1 =
R12R13

R12 +R23 +R13

R2 =
R12R23

R12 +R23 +R13

R3 =
R13R23

R12 +R23 +R13

Ñâÿçü ñ ýëåêòðè÷åñêèì ðåøåíèåì äàåòñÿ ôîðìóëàìè:

x1 = R−1
12 , y1 = R13, z1 = R−1

23 ,

x = R1, y = R−1
2 , z = R3.

Áëàãîäàðÿ òàêîé ïîäñòàíîâêå ïðåîáðàçîâàíèå îêàçûâàåòñÿ èíâîëþòèâíûì.

Çàìå÷àíèå 18 Ýëåêòðè÷åñêîå ðåøåíèå äîïóñêàåò êîíå÷íîìåðíûå ðåäóêöèè.

Ðàññìîòðèì êîëüöî âû÷åòîâ Z/pkZ, ãäå p ëèáî ïðîñòîå ÷èñëå âèäà p = 4l + 1, èëè

p = 2, è k öåëîå ÷èñëå ≥ 2. Äëÿ òàêèõ p, ñèìâîë Ëåæàíäðà
(
−1
p

)
= 1, òî åñòü

ñóùåñòâóåò êâàäðàòíûé êîðåíü èç −1 â Z/pZ. Çàôèêñèðóåì îäèí èç òàêèõ êîðíåé
ε ∈ Z/pZ. Âûáåðåì X â âèäå ïîäìíîæåñòâà Z/pkZ âèäà

X = {x ∈ Z/pkZ : x = ε mod p}. (10)
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Ëåììà 7 Ýëåêòðè÷åñêîå ðåøåíèå êîððåêòíî îãðàíè÷èâàåòñÿ íà X ×X ×X.

Ïðèìåð 9 Ðàññìîòðèì Z/25Z, è çàôèêñèðóåì ε = 2. Ââåäåì êîîðäèíàòó n íà ìíî-
æåñòâå X òàê ÷òî x = 2 + 5n, ãäå x ∈ X è n ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ n = 0, . . . , 4,

x = 2 + 5n1, y = 2 + 5n2, z = 2 + 5n3. (11)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýëåêòðè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèíèìàåò âèä

R(n1, n2, n3) = (n1 + 2n2 − 2, 2− n2, n3 + 2n2 − 2). (12)

Ïðèìåð 10 Åùå îäèí ïðèìåð ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè âûáîðå Z/2kZ è åãî ïîä-
ìíîæåñòâà íå÷åòíûõ ýëåìåíòîâ X. Â ñëó÷àå k = 3 ýòî ïîäìíîæåñòâî ìîæíî
èäåíòèôèöèðîâàòü ñ Z/4Z ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ φ : Z/4Z→ Z/8Z

φ : n 7→ 2n+ 1. (13)

Â ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè ïðåîáðàçîâàíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

n′1 = n1 + 1 + 2(n2 + n3 + n1n2 + n1n3 + n2n3); (14)

n′2 = n2 + 1 + 2(n1 + n3 + n1n2 + n1n3 + n2n3); (15)

n′3 = n3 + 1 + 2(n1 + n2 + n1n2 + n1n3 + n2n3). (16)

Äîêàçàòåëüñòâî óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êàðòèíêè

Åùå îäíèì ïðèìåðîì ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ ÿâëÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèå, ñâÿçàííîå ñ ââåäåíèåì óãëîâ Ýéëåðà. Ðàññìîòðèì äâà ðàçëîæåíèÿ
ýëåìåíòà U ∈ SO(3) â ïðîèçâåäåíèå

U =

 cosφ1 sinφ1 0
− sinφ1 cosφ1 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Xαβ [φ1]

 cosφ2 0 sinφ2

0 1 0
− sinφ2 0 cosφ2


︸ ︷︷ ︸

Xαγ [φ2]

 1 0 0
0 cosφ3 sinφ3

0 − sinφ3 cosφ3


︸ ︷︷ ︸

Xβγ [φ3]

U = Xαβ[φ1]Xαγ[φ2]Xβγ[φ3] = Xβγ[φ
′
3]Xαγ[φ

′
2]Xαβ[φ′1]

Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå èç îäíîé òðîéêè óãëîâ â äðóãóþ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

sinφ′2 = sinφ2 cosφ1 cosφ1 + sinφ1 sinφ3

cosφ′1 =
cosφ1 cosφ2

cosφ′2
, cosφ′3 =

cosφ2 cosφ3

cosφ′2

è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ
Òîæå õîðîøî áû äîêàçàòü óðàâíåíèå òåòðàýäðîâ
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Ðèñ. 15: Òåññåðàêò

Åùå îäíà èíòåðïðåòàöèÿ óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé î ðàñêðàñêå ãðà-
íåé êóáà. Ðàññìîòðèì 4-êóá è åãî ïðîåêöèþ íà 3-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ýòà ôèãóðà
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå äâóõ ðàçðåçàíèé ðîìáî-äîäåêàýäðà íà 4 ïàðàëëåëå-
ïèïåäà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò 3-êóáàì ãðàíèöû 4-êóáà.

Ïóñòü Φ : X×3 → X×3 íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñêðàñîê 2-
ãðàíåé 4-ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X, íàçûâàåìûìè öâåòàìè, ïîä÷èíåííóþ Φ, òî åñòü
òàêèõ ðàñêðàñîê, ÷òî öâåòà ãðàíåé êàæäîãî 3-êóáà óäîâëåòâîðÿþò Φ : (a1, a2, a3) →
(a′1, a

′
2, a
′
3). Ïîêà ñêàæåì, ÷òî èìååòñÿ ñïîñîá ââåñòè êîððåêòíî ïîðÿäîê íà ãðàíÿõ,

êîòîðûé ïîçâîëèò îïðåäåëèòü èõ ïîðÿäîê â ðàññìîòðåííîì ðàâåíñòâå. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äâóõ ñïîñîáîâ ïðîäîëæåíèÿ ðàñêðàñêè âõîäÿùèõ ãðàíåé
ýêâèâàëåíòíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîìó óðàâíåíèþ òåòðàýäðîâ íà Φ.

9.3 Òåòðàýäðàëüíûé êîìïëåêñ

Ïóñòü IN ñòàíäàðòíûé N -êóá, òî åñòü

IN = I × I × · · · × I︸ ︷︷ ︸
N times

, where I = [0, 1].

Îáîçíà÷èì çà IN2 ìíîæåñòâî åãî 2-ãðàíåé. Ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü IN2 íàáîðîì ñèì-
âîëîâ τ = (τ1, . . . , τN) ãäå τk ïðèíèìàþò 0, 1, ∗; ãäå ∗ ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòå, ìåíÿ-
þùåéñÿ â èíòåðâàëå [0, 1]. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî n-ìåðíîé ãðàíè ñîîòâåòñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé ðîâíî n çâåçäî÷åê.

Çàôèêñèðóåì ãðàíü τ è îáîçíà÷èì çà {jk}τ ìíîæåñòâî èíäåêñîâ â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè τ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàì, íà êîòîðûõ ðàñïîëàãàåòñÿ çíàê ∗. Ïîäãðàíü êî-
ðàçìåðíîñòè 1 ãðàíè τ îïðåäåëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ÷èñëà 0 èëè 1 âìåñòî îäíîé èç
çâåçäî÷åê â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çàôèêñèðóåì èíäåêñ jk ñîîòâåòñòâóþùåãî çíàêà.

Îïðåäåëèì òàêæå àëüòåðíèðîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

κ1 = 0,κ2 = 1,κ3 . . . .

Îïðåäåëåíèå 31 Ïîäãðàíü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåíå jk-îé çâåçäî÷êè íà κk íàçû-
âàåòñÿ âõîäÿùåé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà íàçûâàåòñÿ èñõîäÿùåé.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî X è ðåøåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíå-
íèÿ òåòðàýäðîâ Φ : X ×X ×X → X ×X ×X.
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Ðèñ. 16: Âõîäÿùèå (òåìíûå) è èñõîäÿùèå (ñâåòëûå) ãðàíè ñòàíäàðòíîãî 3-êóáà

Îïðåäåëåíèå 32 Ðàñêðàñêà 2-ãðàíåé N-êóáà c : IN2 → X íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé,
åñëè äëÿ ëþáîé 3-ïîäãðàíè öâåòà åå âõîäÿùèõ 2-ïîäãðàíåé (x, y, z) è öâåòà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ èñõîäÿùèõ 2-ïîäãðàíåé (x′, y′, z′) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

(x′, y′, z′) = Φ(x, y, z),
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ãäå ïîðÿäîê ãðàíåé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîìó ïðàâèëó.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ C∗(X) =
⊕

n≥2Cn(X) ãäå

Cn(X) = Cn(X, k) = k · C2(n, X),

çäåñü C2(n, X) ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàñêðàñîê 2-ãðàíåé n-êóáà, è k ·C2(n, X) ñâî-
áîäíûé k-ìîäóëü ïîðîæäåííûé ýòèì ìíîæåñòâîì. Äèôôåðåíöèàë dn : Cn → Cn−1(X)
îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå

dn(c) =
n∑
k=1

(
dikc− dokc

)
,

ãäå dfi c ( d
o
kc) ýòî îãðàíè÷åíèå ðàñêðàñêè c íà kóþ âõîäÿùóþ (ñîîòâåòñòâåííî èñõî-

äÿùóþ) (n − 1)-ãðàíü êóáà In. Îáîçíà÷èì çà H∗(X, k) ñîîòâåòñòâóþùèå ãîìîëîãèè,
êîòîðûå íàçîâåì òåòðàýäðàëüíûìè ãîìîëîãèÿìè X ñ êîýôôèöèåíòàìè â k.

Îïðåäåëåíèå 33 Íàçîâåì n-ãðàíü N-êóáà àáñîëþòíî âõîäÿùåé åñëè îíà íå ÿâëÿ-
åòñÿ èñõîäÿøåé íè äëÿ êàêîé n+ 1-ãðàíè.

Ëåììà 8 Ðàñêðàñêà 2-ãðàíåé N-êóáà îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî ðàñ-
êðàñêå àáñîëþòíî âõîäÿùèõ 2-ãðàíåé.

Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèþ òî÷êè â ãðàôå ΓN , âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ n− 1
è n-ãðàíè, à ðåáðà îòâå÷àþò îòíîøåíèþ ïîäãðàíè ñ íàïðàâëåíèåì îò âõîäÿùåé ïîä-
ãðàíè ê ãðàíè, è îò ãðàíè ê èñõîäÿùåé ïîäãðàíè. Äîïóñòèì, ìû ñäåëàëè íåñêîëüêî
øàãîâ ïî ãðàôó îïèñàííîãî òèïà: τ = τ1 → τ2 → · · · → τp. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî-
çèöèè çâåçäî÷åê τ1 è τp ñîâïàäàþò (çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ñèìâîëîâ íå òàê âàæíû).
Ïóñòü i ñàìàÿ ëåâàÿ ïîçèöèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè τ1 = τ , êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ õîòü
ðàç â ïðîöåññå òðàíñôîðìàöèé (ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ñèìâîëû ëåâåå ýòîé ïîçèöèè îäè-
íàêîâû äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëè÷åñòâî
çâåçäî÷åê ñëåâà ÷åòíî (íå÷åòíûé ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Òåïåðü, åñëè çâåç-
äà çàìåíÿåòñÿ íà öèôðó â ýòîé ïîçèöèè, òî ýòî íåèçáåæíî 1; îäíàêî, åñëè öèôðà â
ïîçèöèè i çàìåíÿåòñÿ íà çâåçäó, òî ýòî îáÿçàòåëüíî 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû íèêàê íå
ìîæåì âåðíóòüñÿ â òî æå ïîëîæåíèå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Êîëè÷åñòâî àáñîëþòíî âõîäÿùèõ 2-ãðàíåé ðàâíî C2
N . Òàêèì îáðàçîì êîìïîíåíòû

êîìïëåêñà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè ìîäóëÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé

C2(X) = k ·X,
C3(X) = k ·X×3,

C4(X) = k ·X×6.

Â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü êàæäóþ ðàñêðàñêó íàáîðîì öâåòîâ òîëüêî âõîäÿùèõ
ãðàíåé.

Äâîéñòâåííûé îáúåêò ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òåòðàýäðàëüíûå êîãîìîëîãèè. Ðàñ-
ñìîòðèì äâîéñòâåííûé êîìïëåêñ, òî åñòü êîìïëåêñ ïðîñòðàíñòâ ëèíåéíûõ îòîáðà-
æåíèé C∗(X) â k; äèôôåðåíöèàë ∂ ñîîòâåòñòâóåò äâîéñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ ê
d : Cn(X)→ Cn−1(X).

Ïðèâåäåì ïðèìåðû äèôôåðåíöèàëîâ äëÿ ìëàäøèõ ðàçìåðíîñòåé: Äëÿ n = 3 äèô-
ôåðåíöèàë çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

d3((a, b, c)) = (a) + (b) + (c)− (Φ1(a, b, c))− (Φ2(a, b, c))− Φ3(a, b, c)).
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Â ñëó÷àå n = 4

d4((a1, a2, a3, a4, a5, a6)) = (a1, a2, a3)− (a3, a5, a6)

−(Φ1(a1,Φ2(a2, a4,Φ3(a3, a5, a6)),Φ2(a3, a5, a6)),Φ1(a2, a4,Φ3(a3, a5, a6)),Φ1(a3, a5, a6))

+(Φ3(a1, a2, a3),Φ3(Φ1(a1, a2, a3), a4, a5),Φ3(Φ2(a1, a2, a3),Φ2(Φ1(a1, a2, a3), a4, a5), a6))

−(a1,Φ2(a2, a4,Φ3(a3, a5, a6)),Φ2(a3, a5, a6))− (a2, a4,Φ3(a3, a5, a6))

+(Φ2(a1, a2, a3),Φ2(Φ1(a1, a2, a3), a4, a5), a6) + (Φ1(a1, a2, a3), a4, a5).

Èíîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîòåíöèàëüíóþ âåðñèþ êîíñòðóêöèè. Ðàññìîòðèì
k = R or C. Ñ ëþáîé êîöåïüþ f : Cn(X) → k ñâÿæåì îòîáðàæåíèå φ = exp (f) :
Cn(X) → k, òàêèì îáðàçîì âî âñåõ ôîðìóëàõ, îïðåäåëÿþùèõ äèôôåðåíöèàë, çíàê
ñóììèðîâàíèÿ ñëåäóåò çàìåíèòü íà çíàê óìíîæåíèÿ. Ýòè ôîðìóëû áóäåì íàçûâàòü
ìóëüòèïëèêàòèâíûìè. Âàæíûì äëÿ íàñ ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ n = 4; â ýòîì ñëó÷àå
êîöèêëè÷íîñòü îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ∂f = 0 äëÿ 3-êîöåïè:

ϕ(a1, a2, a3)ϕ(a′1, a4, a5)ϕ(a′2, a
′
4, a6)ϕ(a′3, a

′
5, a
′
6) =

= ϕ(a3, a5, a6)ϕ(a2, a4, a
′
6)ϕ(a1, a

′
4, a
′
5)ϕ(a′1, a

′
2, a
′
3) (17)

Ëåììà 9 Ïóñòü Φ - ðåøåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ è
φ - 3-êîöèêë òåòðàýäðàëüíîãî êîìïëåêñà â ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè. Îáîçíà÷èì
çà V = V (X) âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ýëåìåíòàìè X. Îïðåäåëèì
ëèíåéíûì îïåðàòîð A íà V ⊗3 óêàçûâàÿ çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ
ñëåäóþùèì îáðàçîì

A(s)(ex ⊗ ey ⊗ ez) = φ(x, y, z)s(ex′ ⊗ ey′ ⊗ ez′)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Φ(x, y, z) = (x′, y′, z′) (çäåñü ex îáîçíà÷àþò áàçèñíûé
âåêòîð â V , ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó x ∈ X). Â ýòîì ñëó÷àå A(s) óäîâëåòâî-
ðÿåò âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ òåòðàýäðîâ.

Çàìå÷àíèå 19 Óñëîâèå ïîëíîé íîðìàëèçîâàííîñòè êîöèêëà ìîæåò áûòü ïåðåôðà-
çèðîâàíî â òåðìèíàõ ïîëó÷àþùåãîñÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè
φ íîðìàëèçîâàí â íàïðàâëåíèè (i, j), i, j = 1, 2, 3, i 6= j, òî A(s)ij = Id è A(s)ji = Id.

Ïðèìåð 11 Ðàññìîòðèì ýëåêòðè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ è ñîãëàñî-
âàííóþ ðàñêðàñêó ãðàíåé 3-êóáà

(x′, y′, z′) = Φ(x, y, z).

Òîãäà âûðàæåíèÿ y è y′, ðàññìàòðèâàåìûå êàê X -çíà÷íûå ôóíêöèè íà ðàñêðàñêå
x, y, z, x′, y′, z′, ÿâëÿþòñÿ 3-êîöèêëàìè òåòðàýäðàëüíîãî êîöèêëà. Êðîìå ïðî÷åãî èõ
ïðîèçâåäåíèå −yy′ îêàçûâàåòñÿ íîðìàëèçîâàííûõ êîöèêëîì.

9.4 Óðàâíåíèå n-ñèìïëåêñà.

Îïðåäåëåíèå 34 Ðàñêðàñêîé (n − 1) - ãðàíåé êóáà IN íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà (n− 1) - ãðàíåé â êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ n - ãðàíü fn ⊂ IN ; îíà ñîæåðæèò n âõîäÿùèç è n èñõîäÿ-
ùèõ (n− 1) - ãðàíåé.
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Îïðåäåëåíèå 35 Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì R-îïåðàòîðîì íàçûâàåòñÿ îòîáðà-
æåíèå

R : X×n → X×n

îïðåäåëÿþùåå öâåòà èñõîäÿùèõ (n− 1) - ãðàíåé â fn ïî öâåòàì âõîäÿùèõ.

Îïðåäåëåíèå 36 Ðàçðåøåííîé ðàñêðàñêîé (n− 1)-ãðàíåé â êóáå IN ïî îòíîøåíèþ
ê âûáðàííîìó R-îïåðàòîðó íàçûâàåòñÿ ðàñêðàñêà, öâåòà èñõîäÿùèõ ãðàíåé ëþáî-
ãî n-ïîäãðàíè fn ⊂ IN êîòîðîé ñâÿçàíû ñ öâåòàìè èñõîäÿùèõ ãðàíåé ýòîãî êóáà
ïîñðåäñòâîì R.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàñêðàñîê áûëî íåïó-
ñòûì íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå
íà R-îïåðàòîð, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì n-ñèìïëåêñà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ýòî óðàâíåíèå ðàññìîòðèì (n+1) - êóá In+1. Ïîñòðîèì
íàïðàâëåííûé ãðàô Gn+1, âåðøèíû êîòîðîãî - n - ãðàíè In+1. Òåïåðü ðàññìîòðèì
(n−1)-ãðàíü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èñõîäÿùåé äëÿ îäíîé n-ãðàíè è âõîäÿùåé äëÿ äðóãîé.
Ñ òàêîé ãðàíüþ àññîöèèðóåòñÿ íàïðàâëåííîå ðåáðî ãðàôà Gn+1, ñâÿçûâàþùåå äâå
ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî Gn+1 ðàñïàäàåòñÿ íà äâà n-ñèìïëåêñà,
îäèí èç êîòîðûõ âûâåðíóò íà èçíàíêó ïî îòíîøåíèþ ê äðóãîìó.

Òåîðåìà 14 Ãðàô Gn+1 ñîñòîèò èõ äâóõ êîìïîíåíò, êàæäàÿ èõ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
n-ñèìïëåêñîâ. Îäíà èç íèõ (íàçîâåì åå ëåâîé ÷àñòüþ) ñîñòîèò èç ãðàíåé

(0 ∗ ∗ ∗ . . . ∗), ( ∗ 1 ∗ ∗ . . . ∗), (∗ ∗ 0 ∗ . . . ∗), . . . . (18)

Îñòàëüíûå ãðàíè

(1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗), ( ∗ 0 ∗ ∗ . . . ∗), (∗ ∗ 1 ∗ . . . ∗), . . . , (19)

ïðèíàäëåæàò ïðàâîé êîìïîíåíòå ãðàôà.
Êðîìå òîãî íà âåðøèíàõ ãðàôà ââîäèòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê a < b :

(0 ∗ ∗ ∗ . . . ∗) < ( ∗ 1 ∗ ∗ . . . ∗) < (∗ ∗ 0 ∗ . . . ∗) < . . . (20)

íà ëåâîé ÷àñòè ãðàôà, è

(1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗) > ( ∗ 0 ∗ ∗ . . . ∗) > (∗ ∗ 1 ∗ . . . ∗) > . . . (21)

íà ïðàâîé ÷àñòè.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîãî ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ãðàô G3, ñîñòîÿùèé èç äâóõ òðå-
óãîëüíèêîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå:

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ëå-
âàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ãðàôà ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñâÿçíûìè ãðàôàìè, òî åñòü ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé n-ñèìïëåêñû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ýòè ïîäãðàôû íå ñâÿçàíû äðóã ñ
äðóãîì, äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáûå äâå âåðøèíû è ïîêàçàòü, ÷òî èõ ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿ-
åòñÿ âõîäÿùèì èëè èñõîäÿùèì äëÿ îáîèõ.

Îïðåäåëåíèå 37 Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì óðàâíåíèåì n-ñèìïëåêñîâ íà ìíî-
æåñòâå öâåòîâ X íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå òîæäåñòâî íà êîìïîçèöèþ R-
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèé ñïðàâà íàëåâî

· · · ◦R(∗∗0∗...∗) ◦R(∗1∗∗...∗) ◦R(0∗∗∗...∗) = R(1∗∗∗...∗) ◦R(∗0∗∗...∗) ◦R(∗∗1∗...∗) ◦ · · · .
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Ïðèìåð 12 Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå 2-ñèìïëåêñîâ. Îíî èìååò âèä

R∗∗0R∗1∗R0∗∗ = R1∗∗R∗0∗R∗∗1.

Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ßíãà-Áàêñòåðà, åñëè çàìåíèòü çâåçäî÷êè
íà íîìåðà ïîçèöèé, â êîòîðûõ ñòîÿò çâåçäî÷êè, è ó÷åñòü, ÷òî íà ïàðàëëåëüíûõ
ãðàíÿõ ñòîÿò îäèíàêîâûå R-îïåðàòîðû.

Ïðèìåð 13 Â ñëó÷àå n = 3 óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä:

R∗∗∗1R∗∗0∗R∗1∗∗R0∗∗∗ = R1∗∗∗R∗0∗∗R∗∗1∗R∗∗∗0.

Åñëè çàìåíèòü ïîçèöèè çâåçäî÷åê íà íîìåðà ïîëó÷èì:

R123R124R134R234 = R234R134R124R123.

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî R-îïåðàòîð äåéñòâóåò íà ðàñêðàñêàõ 2-ãðàíåé. Îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâåííî íîìåðà ãðàíåé:

R(12)(13)(23)R(12)(14)(24)R(13)(14)(34)R(23)(24)(34) = R(23)(24)(34)R(13)(14)(34)R(12)(14)(24)R(12)(13)(23).

Åñëè ââåñòè òåïåðü ëåêñèêîãðàôè÷åñêèå ïîðÿäêîâûå íîìåðà 2-ãðàíåé

1 2 3 4 5 6
(12) (13) (23) (14) (24) (34)

,

òî óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ Çàìîëîä÷èêîâà.

9.5 Ñòàðøèå êîñû

9.6 Êëàñòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ

10 Ëåêöèÿ 9

10.1 Ñòàòñóììà äëÿ äèàãðàììû 2-óçëà

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè 2-óçëîâ ìû ðàáîòàåì ñ èõ äèàãðàììàìè, òî åñòü ñ
íàèáîëåå îáùèìè èõ ïðîåêöèÿìè â R3. Ýòè ïîâåðõíîñòè îãðàíè÷åíû â îñîáííîñòÿõ,
îíè ìîãóò èìåòü äóãè äâîéíûõ òî÷åê, òðîéíûå òî÷êè è òî÷êè Óèòòíè.

62



Âàæíûì îáúåêòîì äëÿ íàñ áóäåò ãðàô îñîáûõ òî÷åê Γ. Ýòî ãðàô, âåðøèíàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òðîéíûå òî÷êè è òî÷êè Óèòòíè, à ðåáðàìè - äóãè äâîéíûõ òî÷åê.
Òðîéíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âàëåíòíîñòè 6, òî÷êè Óèòòíè - âàëåíòíîñòè 1.

Îðèåíòàöèÿ íà ïîâåðõíîñòè è èíôîðìàöèÿ î ëèñòàõ â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèé, òî åñòü
ïîðÿäîê ïðîëåãàíèÿ ýòèõ ëèñòîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñëåäóþùèå îðèåíòàöèè:

1. Îðèåíòàöèÿ äóã äâîéíûõ òî÷åê îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû êàñàòåëüíûé âåêòîð
âìåñòå ñ íîðìàëÿìè âåðõíåãî è íèæíåãî ëèñòîâ ñîñòàâëÿëè ïîëîæèòåëüíóþ
òðîéêó.

2. Îðèåíòàöèÿ òðîéíîé òî÷êè σ(τ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê çíàê òðîéêè íîðìàëüíûõ
âåêòîðîâ ê âåðõíåìó, ñðåäíåìó è íèæíåìó ëèñòàì â òî÷êå ñîîòâåòñòâåííî.

3. Êðîìå ýòîãî ìîæíî îïðåäåëèòü ïîðÿäîê ðåáåð, âõîäÿùèõ â òðîéíóþ òî÷êó â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì ëèñòîâ, òðàíñâåðñàëüíûõ äàííûì ðåáðàì.

Çàôèêñèðóåì òàêæå ðåøåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ
(X,Φ), ãäå X - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç h ýëåìåíòîâ. Ââåäåì âàæíîå îïðåäåëåíèå
ðàñêðàñêè ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 38 Ñêàæåì, ÷òî c(Γ) ýòî ðàñêðàñêè ãðàôà Γ åñëè êàæäîìó ðåáðó e
ãðàôà Γ ñîïîñòàâëåí ýëåìåíò xe ∈ X òàêèì îáðàçîì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òðîéíîé
òî÷êè τ ∈ Γ ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå âõîäÿùèì è èñõîäÿùèì ðåáðàì ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì

(x′, y′, z′) = Φσ(τ)(x, y, z).
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Çàôèêñèðóåì òàêæå φ - ìóëüòèïëèêàòèâíûé 3-êîöèêë â òåòðàýäðàëüíûõ êîãî-
ìîëîãèÿõ H3(X,Φ) ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë. Âåñîì òðîéíîé òî÷êè τ íà äèàãðàììå íàçîâåì âåëè÷èíó φσ(τ)(xτ , yτ , zτ ), where
(xτ , yτ , zτ ) - öâåòà âõîäÿùèõ ðåáåð, åñëè σ(τ) = 1 è öâåòà èñõîäÿùèõ ðåáåð â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå (ïîðÿäîê ðåáåð çàäàåòñÿ óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì).

Ââåäåì òàêæå ïåðåìåííóþ s èç ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëÿ è ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòà-
òèñòè÷åñêóþ ñóììó

χφ(s; Γ) = h−d
∑
c(Γ)

∏
τ∈Γ6

φσ(τ)s(xτ , yτ , zτ ), (22)

Çäåñü d - ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà îñîáûõ òî÷åê Γ(D)

Îïðåäåëåíèå 39 Êâàçè-èíâàðèàíòîì χφ(s; Σ) 2-óçëà Σ íàçûâàåòñÿ χφ(s; Γ(D)),
ãäå D ýòî íåêîòîðàÿ äèàãðàììà, à Γ(D) îáîçíà÷àåò ãðàô îñîáûõ òî÷åê Σ(D).

Ïðåäëîæåíèå 6 Ïóñòü X êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, Φ : X×3 → X×3 ðåøåíèå
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ, ïóñòü òàêæå φ ∈ C3(X) -
ìóëüòèïëèêàòèâíûé 3-êîöèêë. Òîãäà âûðàæåíèå χφ(s; Σ) íå çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ
äèàãðàììû ïðè 1-ì, 3-åì, 5-îì, è 7-îì äâèæåíèè Ðîçìàíà. Åñëè, êðîìå ýòîãî, êî-
öèêë íîðìàëèçîâàí ïî íàïðàâëåíèÿì (1, 2) è (2, 3) (â ÷àñòíîñòè, åñëè îí ïîëíîñòüþ
íîðìàëèçîâàí), òî êâàçèèíâàðèàíò íå ìåíÿåòñÿ è ïðè 6-îì äâèæåíèè Ðîçìàíà.

Çàìå÷àíèå 20 Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå íîðìàëèçîâàííî-
ãî êîöèêëà. Äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ïîíÿòèåì ÷àñòè÷íî-äâîéñòâåííîãî
îïåðàòîðà, àññîöèèðîâàííîãî ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ Φ: â ÷àñòíîñòè ìû
ñêàæåì, ÷òî

Φt2(x, y, z) = (x′, y′, z′),

åñëè
Φ(x, y′, z) = (x′, y, z′).

Î÷åâèäíî, ìîæíî ðàññìîòðåòü äâîéñòâåííîñòü ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ èëè íàáîðó
íàïðàâëåíèé, êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê Φti èëè Φtitj , i, j = 1, 2, 3. Î÷åâèä-
íî, ÷òî òàêèå îïåðàöèè õîðîøî îïðåäåëåíû òîëüêî äëÿ Φ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ÷òî
è áóäåò óñëîâèåì ïðè äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ. Çàìåòèì, ÷òî Φt1t2t3 = Φ−1;
òàêæå çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (Φti)ti = Φ, êîòîðîå â ÷àñòíîñòè
âëå÷åò (Φti)−1 = Φtjtk , {j, k} = {1, 2, 3} \ {i}.

Çàìå÷àíèå 21 Òåïåðü îïðåäåëèì ñîáñòâåííî ïîíÿòèå íîðìàëèçîâàííîãî êîöèêëà â
òåðìèíàõ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A(s) ïîñòðîåííîãî ïî Φ è φ ∈ H3(X,Φ). À èìåííî,
êîöèêë íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçîâàííûì ïî íàïðàâëåíèÿì i, j åñëè êîíâîëþöèÿ îïåðà-
òîðà A(s)ij è A(s)ji ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðèâèàëüíûé îïåðàòîð.

10.2 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû. 1-å, 5-å è 6-å äâèæå-

íèÿ.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, êàê ïîëó÷àåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî 1-ãî è 5-ãî
äâèæåíèé. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ñóììà
â çíà÷åíèè χφ(s; Σ) óìíîæàåòñÿ íà êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ X, íî îáùåå âûðàæåíèå íå
ìåíÿåòñÿ.
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1 5

Ðèñ. 17: Ïðàâàÿ ÷àñòü 6-ãî äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå 6-å äâèæåíèå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû èìååò äèàãðàììó 18.
â îêðåñòíîñòè òðîéíîé òî÷êè.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð íîðìàëèçîâàííîãî êîöèêëà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, íà-

ïðèìåð, äëÿ îäíîé èç åãî êîíå÷íûõ ðåäóêöèé. Ðàññìîòðèì â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîðÿäîê
(x, y, y′). Óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè öâåòîâ â òðîéíîé òî÷êå çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

x′ = xy/(x+ y′ + xyy′),

y′ = x+ y′ + xyy′,

y′′ = yy′/(x+ y′ + xyy′).

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûòåêàåò yy′ = −1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â äðóãèå óðàâ-
íåíèÿ ïîëó÷èì x′ = −xy2, y′′ = y. Íåýêâèâàëåíòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ (x, y′, y) ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

x′ = xy′/(x+ y + xyy′),

y′′ = x+ y + xyy′,

y′ = yy′/(x+ y + xyy′).

Òðåòüå óðàâíåíèå âëå÷åò yy′ = −1. Åñëè ïîäñòàâèòü ýòî óñëîâèå â îñòàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ, ïîëó÷èì x′ = −xy−2, y′′ = y. Îñòàëüíûå êîíôèãóðàöèè ïîëó÷àþòñÿ èç ýòèõ
áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè ýëåêòðè÷åñêîãî ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàìåíû 1↔ 3. Ýòî âû-
÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî äîïóñòèìûõ ðàñêðàñîê ðåáåð ãðàôà 17 ñîâ-
ïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ðàñêðàñîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíôèãóðàöèè ëåâîé ÷àñòè 6-ãî
äâèæåíèÿ: Êðîìå ýòîãî, ìû çàìå÷àåì, ÷òî êîöèêë −yy′ ïðèíèìàåò òðèâèàëüíîå çíà-
÷åíèå 1 â ýòîì ñëó÷àå, òî åñòü íå ñîñòàâëÿåò âêëàäà â îáùóþ ñòàòñóììó.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî õàðàêòåðíî äëÿ ëþáûõ 1-2 èëè 2-3 íîðìàëèçîâàííûõ
êîöèêëîâ.
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Ðèñ. 18: Ëåâàÿ ÷àñòü 6-ãî äâèæåíèÿ

10.3 3-å è 7-å äâèæåíèÿ

Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî â êîìáèíàòîðíîì ñìûñëå 3-ãî äâèæåíèÿ. È â ïåðâóþ î÷åðåäü
ïðîàíàëèçèðóåì ïðîñòðàíñòâî ðàñêðàñîê. Íàçîâåì öâåòà âõîäÿùèõ ðåáåð íà äèàãðàì-
ìå (x, y, z) è öâåòà èñõîäÿùèõ (x′, y′, z′). Ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà öâåòîâ
âõîäÿùèõ ðåáåð ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð öâåòîâ èñõîäÿùèõ, è ýòè öâåòà ñîâ-
ïàäàþò äëÿ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ äèàãðàìì. Çàìåòèì, ÷òî çíàêè òðîéíûõ òî÷åê íà
äèàãðàììå îòëè÷àþòñÿ. Â ýòîé ñâÿçè èìååòñÿ äâå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè: âñå òðè ðåá-
ðà îðèåíòèðîâàíû îäèíàêîâî, ëèáî îäíî ðåáðî èìååò îòëè÷àþùóþñÿ îðèåíòàöèþ îò
äâóõ äðóãèõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(x, y, z)
Φ→ (x′, y′, z′)

Φ−1

→ (x, y, z),

âî âòîðîì èìååì àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòè÷íî-äâîéñòâåííûõ îòîáðàæåíèé:

(x, y, z)
Φt2→ (x′, y′, z′)

(Φ−1)
t2

→ (x, y, z).

Çàìåòèì, ÷òî ýòè äâå òî÷êè íå ìåíÿþò ñòàòñóììû, òàê êàê îíè èìåþò ðàçíûå çíàêè
çíà÷åíèÿ êîöèêëîâ êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî 7-ãî äâèæåíèÿ î÷åâèäíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå äëÿ êàíîíè÷åñêîé îðèåíòàöèè âñåõ ðåáåð, òî åñòü äëÿ êîíôèãó-
ðàöèè íà ðèñóíêå:

Ðèñ. 19: 7-å äâèæåíèå, ñòàíäàðòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ
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Â ýòîì ñëó÷àå ïî÷òè î÷åâèäíî, ÷òî 7-å äâèæåíèå ñîõðàíÿåò ïðîñòðàíñòâî äîïó-
ñòèìûõ ðàñêðàñîê. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îòìåòèòü öâåòà âõîäÿùèõ 6-è ðåáåð, òî ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ðàñêðàñêà èñõîäÿùèõ 6-è ðåáåð è ñîâïàäåíèå ýòèõ ðàñêðàñîê
äëÿ äâóõ ñòîðîí äâèæåíèÿ ãàðàíòèðóåòñÿ óðàâíåíèåì òåòðàýäðà. Ïðîèçâåäåíèå çíà-
÷åíèé êîöèêëà ñîâïàäàåò â ñèëó óñëîâèÿ íà 3-êîöèêë. Óäîáíî òàêæå èñïîëüçîâàòü
îïåðàòîð A(s), àãðåãèðóþùèé è ðåøåíèå ÒÌÓÒ, è êîöèêë.

Îñòàëüíûå êîíôèãóðàöèè îòëè÷àþòñÿ îò äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìóòàöèé
äâóõ âèäîâ:

1. îáðàùåíèå îðèåíòàöèè îäíîãî ëèñòà;

2. èçìåíåíèå ïîðÿäêà ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ ëèñòîâ.

Ðàññìîòðèì ìóòàöèþ ïåðâîãî òèïà äëÿ ëèñòà 356, òî åñòü ëèñòà, ñîäåðæàùåãî íà-
ïðàâëåíèÿ 1, 2 è 4. Â ýòîì ñëó÷àå ïîìåíÿþò îðèåíòàöèþ âåðøèíû 123, 145, 246, à
òàêæå ðåáðà 1, 2 è 4. Äàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïîêàçàíà íà ðèñóíêå: Íåîáõîäèìî äîêà-

Ðèñ. 20: 7-å äâèæåíè, îáðàùåíèå 356

çàòü, ÷òî

(Φt1,t2
123 )−1(Φt1,t4

145 )−1(Φt2,t4
246 )−1Φ356 = Φ356(Φt2,t4

246 )−1(Φt1,t4
145 )−1(Φt1,t2

123 )−1.

Ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü óïðîùåíî

Φt3
123Φt5

145Φt6
246Φ356 = Φ356Φt6

246Φt5
145Φt3

123. (23)

Äîêàæåì, ÷òî 23 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ, äëÿ ÷åãî ðàññìîòðèì
ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó ïîñëåäíåãî:

(Φ356)−1Φ123Φ145Φ246 = Φ246Φ145Φ123(Φ356)−1

è âûïîëíèì ÷àñòè÷íîå îáðàùåíèå îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïî îòíîøåíèþ ê êîìïî-
íåíòàì 3, 5 è 6. Íà÷íåì ñ ëåâîé ÷àñòè:(

(Φ356)−1Φ123Φ145Φ246

)t3,t5,t6 = (Φ123Φ145Φ246)t3,t5,t6 Φ356 = Φt3
123Φt5

145Φt6
246Φ356.

Â ïðàâîé ÷àñòè èìååì:(
Φ246Φ145Φ123(Φ356)−1

)t3,t5,t6 = Φ356 (Φ246Φ145Φ123)t3,t5,t6 = Φ356Φt6
246Φt4

145Φt3
123.
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Àíàëîãè÷íî îáðàáàòûâàþòñÿ è äðóãèå êîíôèãóðàöèè.
Äîêàæåì òåïåðü èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ìóòàöèè âòîðîãî òèïà. Ðàññìîò-

ðèì, íàïðèìåð, ñèòóàöèþ èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ïðîõîæäåíèÿ ãðàíåé 123 è 356. Â ýòîì
ñëó÷àå ìåíÿþòñÿ çíàêè âåðøèí 123 è 356, à òàêæå íàïðàâëåíèå ðåáðà 3. Êðîìå ýòîãî
ìåíÿåòñÿ ïîðÿäîê âõîæäåíèÿ ðåáåð â âåðøèíàõ 123 è 356. Ïðîèëëþñòðèðóåì ñèòóà-
öèþ êàðòèíêîé: Íåîáõîäèìî äîêàçàòü:

Ðèñ. 21: 7-å äâèæåíèå, èçìåíåíèå ïîðÿäêà ëèñòîâ.

(
Φt3

213

)−1
Φ145Φ246

(
Φt3

365

)−1
=
(
Φt3

365

)−1
Φ246Φ145

(
Φt3

213

)−1
. (24)

Äëÿ ýòî ðàññìîòðèì ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ

Φ246Φ145Φ123(Φ356)−1 = (Φ356)−1Φ123Φ145Φ246

Çàòåì âûïîëíèì çàìåíó èíäåêñîâ 1↔ 2, 5↔ 6,

Φ145Φ246Φ213(Φ365)−1 = (Φ365)−1Φ213Φ246Φ145

è ÷àñòè÷íîå îáðàùåíèå ïî îòíîøåíèþ ê èíäåêñó 3:

Φ145Φ246Φt5t6
365 Φt3

213 = Φt3
213Φt5t6

365 Φ246Φ145.

Óìíîæèì îáå ñòîðîíû íà Φt1t2
213 .

11 Ëåêöèÿ 10

11.1 Èíòåãðèðóåìîñòü â d = 1

Åùå ðàç íàïîìíèì äâå ôîðìû óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà

R12R13R23 = R23R13R12

è ôîðìó, ðîäñòâåííóþ ñ 3-ì äâèæåíèåì Ðåéäåìåéñòåðà ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì RLL:

R′12R
′
23R

′
12 = R′23R

′
12R

′
23 (25)

R′L⊗ L = L⊗ LR′ (26)
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ãäå R′ ∈ End(V )⊗2 è L ∈ End(V ) ⊗ End(Vq), çäåñü Vq êâàíòîâîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî (òî åñòü åùå îäíî ïðîñòðàíñòâî, îòëè÷àåìîå îò V .) Óðàâíåíèå RLL èãðàåò
âàæíóþ ðîëü â êâàíòîâîì ìåòîäå îáðàòíîé çàäà÷è è â êîíñòðóêöèè àëãáðå Ôàääååâà-
Ðåøåòèõèíà-Òàõòàäæÿíà [16]. Ïðèìåðîì ðåøåíèÿ (26) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå

L = R1i1R1i2 . . . R1ik ,

ãäå L îïåðàòîð â êâàíòîâîì ïðîñòðàíñòâå Vq = Vi1 ⊗ . . . ⊗ Vik , ãäå Vij ýòî êîïèÿ
ïðîñòðàíñòâà V.

Â ðàáîòå [15] ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ êîììóòàòèâíîãî ñåìåéñòâà â àëãåáðå
End(Vq), ñîäåðæàùåãî I1 = TrVL.

Ëåììà 10 ([15]) Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Li äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà â
End(Vi)⊗ End(Vq). Òîãäà îïåðàòîðû

Ik = Tr1...kL1 . . . LkR
′
12R

′
23 . . . R

′
k−1,k

êîììóòèðóþò â End(Vq). Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñëåä ïî âñïîìîãàòåëüíûì ïðîñòðàí-
ñòâàì Vi.

11.2 Äîêàçàòåëüñòâî êîììóòàòèâíîñòè â d = 1

Ïðåäñòàâèì çäåñü ñîáñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà Ìàéå. Â ýòîì ðàçäåëå R
è L îáîçíà÷àþò ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (25) è (26) êðîìå òîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî R
îáðàòèìà. Ïðåäñòàâèì ãåíåðàòîðû Ìàéå â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå:

Ik = TrV1⊗...⊗VkL
⊗kR12 . . . Rk−1,k, (27)

ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó Vi, â êâàíòîâîì ïðîñòðàíñòâå Vq ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðîâ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîììóòàòèâíîñòè Ik äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî îïåðà-
òîðà A ∈ End(V )⊗k+l òàêîãî ÷òî

AL⊗k+lR12 . . . Rk−1,kRk+1,k+2 . . . Rk+l−1,k+lA
−1 = L⊗k+lR12 . . . Rl−1,lRl+1,l+2 . . . Rk+l−1,k+l.

Â ñâîþ î÷åðåäü òàêîå ñâîéñòâî âëå÷åò, ÷òî ñëåäû âûðàæåíèé â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ
ñîâïàäàþò, ÷òî ýêâèâàëåíòíî òðåáóåìîìó ðàâåíñòâó:

[Ik, Il] = 0.

Â äàëüíåéøåìì AdgX îçíà÷àåò ãðóïïîâîå ïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå gXg−1. Ââåäåì
íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ îáîçíà÷åíèé: Rlm = Rl,l+1Rl+1,l+2 . . . Rm−1,m for l < m. Ýòè
âûðàæåíèÿ óäîâëåòèâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

Ëåììà 11

AdR1k
Rm,m+1 = Rm+1,m+2, 1 ≤ m ≤ k − 2. (28)

Äîêàçàòåëüñòâî

R12 . . . Rm−1,mRm,m+1Rm+1,m+2 . . . Rk−1,kRm,m+1R
−1
k−1,k . . . R

−1
m+1,m+2R

−1
m,m+1R

−1
m−1,m . . . R

−1
12

= R12 . . . Rm−1,mRm,m+1Rm+1,m+2Rm,m+1R
−1
m+1,m+2R

−1
m,m+1R

−1
m−1,m . . . R

−1
12

= R12 . . . Rm−1,mRm,m+1R
−1
m,m+1Rm+1,m+2Rm,m+1R

−1
m,m+1R

−1
m−1,m . . . R

−1
12

= R12 . . . Rm−1,mRm+1,m+2R
−1
m−1,m . . . R

−1
12 = Rm+1,m+2.
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�
Åùå îäíî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Ëåììà 12

AdR2k
AdR1,k−1

Rk−1,k = R12. (29)

Äîêàçàòåëüñòâî
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. Äëÿ k = 3 èìååì

R23R12R23R
−1
12 R

−1
23 = R23R

−1
23 R12R23R

−1
23 = R12.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ k − 1, òîãäà

AdR2k
AdR1,k−1

Rk−1,k

= R23 . . . Rk−1,kR12 . . . Rk−3,k−2Rk−2,k−1Rk−1,kR
−1
k−2,k−1R

−1
k−3,k−2 . . . R

−1
12 R

−1
k−1,k . . . R

−1
23

= R23 . . . Rk−1,kR12 . . . Rk−3,k−2R
−1
k−1,kRk−2,k−1Rk−1,kR

−1
k−3,k−2 . . . R

−1
12 R

−1
k−1,k . . . R

−1
23

= R23 . . . Rk−2,k−1R12 . . . Rk−3,k−2Rk−2,k−1R
−1
k−3,k−2 . . . R

−1
12 R

−1
k−2,k−1 . . . R

−1
23

= AdR2,k−1
AdR1,k−2

Rk−2,k−1 = R12.

�
Òåïåðü ñêîíñòðóèðóåì A ïî ôîðìóëå:

A = Rl,k+lRl−1,k+l−1 . . . R1,k+1. (30)

Ëåììà 13

AdA(L⊗k+lR12 . . . Rk−1,kRk+1,k+2 . . . Rk+l−1,k+l) = L⊗k+lR12 . . . Rl−1,lRl+1,l+2 . . . Rk+l−1,k+l.

Äîêàçàòåëüñòâî
Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèÿ (26) òðåáóåòñÿ äîêàçàòü òîëüêî

AdA(R12 . . . Rk−1,kRk+1,k+2 . . . Rk+l−1,k+l) = R12 . . . Rl−1,lRl+1,l+2 . . . Rk+l−1,k+l.

ñ äðóãîé ñòîðîíû ëåììà 11 âëå÷åò

AdA(R12 . . . Rk−1,k) = Rl+1,l+2 . . . Rk+l−1,k+l. (31)

Èç ëåììû 12 ñëåäóåò

AdA(Rk+1,k+2 . . . Rk+l−1,k+l) = R12R23 . . . Rl−1,l. (32)

Êîììóòàòèâíîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé âûðàæåíèé (31) è (32) çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî.
�

Ýòî ðàññóæäåíèå ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè èíòåðãðàëîâ.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

S(t) = L⊗N(1 + tR12 + t2R12R23 + . . .+ tN−1R12 . . . RN−1,N)
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Òîãäà

Q(t) = TrS(t) =
N−1∑
k=0

tkIkI
N−k
1 .

Åñëè êðîìå ýòîãî ðàññìîòðåòü îïåðàòîð ñîïðÿæåíèÿ

A = RN,2NRN−1,2N−1 . . . R1,N+1. (33)

òî

AdA(S(t)⊗ S(u)) = S(u)⊗ S(t).

Ýòî íåìåíäëåííî âëå÷åò

[Q(t), Q(u)] = 0.

11.3 Ðåãóëÿðíûå 3-d ðåøåòêè è ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ òðåõìåðíóþ ðåøåòêó ðàçìåðà K×L×M , ðàñêðàñèì ðåá-
ðà, âõîäÿùèå â âåðøèí (i, j, k) ïåðåìåííûìè xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k. Óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè
îçíà÷àåò â ÷àñòíîñòè ∗K+1,j,k = ∗1,j,k .

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü ñ Áîëüöìàíîâñêèìè âåñàìè ñîñðåäîòî÷åííû-
ìè â óçëàõ ðåøåòêè, îïðåäåëÿåìûìè çíà÷åíèÿìè 3-êîöèêëà ϕ òåòðàýäðàëüíîãî êîì-
ïëåêñà. Ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ äîïóñòèìèìû ðàñêðàñêàìè ðåáåð, òî åñòü
òàêèìè ðàñêðàñêàìè, ÷òî â êàæäîì óçëå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè:

Φ(xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k) = (xi+1,j,k, yi,j+1,k, zi,j,k+1). (34)

Ñòàòñóììà ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Z(s) =
∑
Col

∏
i,j,k

ϕ(xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k)
s. (35)

Çàìå÷àíèå 22 Ìû áóäåì íàçûâàòü èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìó, â êîòîðîé ñóùåñòâó-
åò ïîñëîéíàÿ òðàíñôåðìàòðèöà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ñòàòñóììà â
âèäå ñëåäà ñòåïåíè. Êðîìå òîãî áóäåò íåîáõîäèìûì óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ñî-
îòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé ñèñòåìû, òî åñòü âîçìîæíîñòü âêëþ÷åíèÿ òðàíñôåð-
ìàòðèöû â �áîëüøîå� êîììóìàòèâíîå ñåìåéñòâî.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïîñëîéíóþ òðàíñôåðìàòðèöó ñîïîñòàâèì ïðî-
ñòðàíñòâ V êàæäîé ïðÿìîé ðåøåòêå. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì âåðòèêàëüíûå ïðî-
ñòðàíñòâà ñèìâîëàìè Vik à ãîðèçîíòàëüíûå - Ei and Nk.
Ïîñòðîèì îïåðàòîð Aik(s), äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå Ei ⊗ Vik ⊗Nk äëÿ ôèêñèðî-
âàííîãî 3-êîöèêëà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííîé ðàíåå êîíñòðóêöèåé.
Îïðåäåëèì ïîñëîéíóþ òðàíñôåðìàòðèöó êàê ïðîèçâåäåíèå:

T (s) = Tr
∏
−→
i

∏
−→
k

Aik(s) = Tr(B1(s) . . . BK(s)),
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Ðèñ. 22: Êîíôèãóðàöèÿ îäíîãî ñëîÿ

ãäå

Bi(s) = Ai1(s) . . . AiM(s).

Â ýòîé ôîðìóëå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëåä ìàòðèö áåðåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ãîðè-
çîíòàëüíûì ïðîñòðàíñòâàì. Ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì, êîòîðûé äåéñòâóåò
â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè âåðòèêàëüíûõ ïðîñòðàíòñâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòàòñóììà
ïðèíèìàåò ôîðìó

Z(s) = TrVjkT (s)L.

11.4 Íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ

Ââåäåì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé äëÿ òðàíñôåðìàòðèöû íà K × L × M ðåãóëÿðíîé
ðåøåòêå

Φ(i)∗(j) = Φ(i1...iK)∗(j1...jM ) =

t∈
−−−−−→
(1,...,M)∏

s∈
−−−−−→
(1,...,K)

Φislst jt
=

∏
s∈
−−−−−→
(1,...,K)

Φis(ls1...l
s
M )(j1...jM ) =

∏
s∈
−−−−−→
(1,...,K)

Φis(ls)(j).(36)

Ñòðåëêè íàä íàáîðîì èíäåêñîâ îáîçíà÷àþò ïîðÿäîê ïåðåìíîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìíîæèòåëåé. Íàïðèìåð, ∏

s∈
−−−−−→
(1,...,K)

As = A1 . . . AK .

Â ïîñëåäíèõ äâóõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ (36) ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ:

Φk(i)(j) = Φk(i1...it)(j1...jt) =
∏

s∈
−−−−→
(1,...,t)

Φkisjs ,

Φ(i)(j)k = Φ(i1...it)(j1...jt)k =
∏

s∈
−−−−→
(1,...,t)

Φisjsk,
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ãäå ðàçíûå áóêâû â èíäåêñàõ îçíà÷àþò ðàçíûì êîïèÿì ïðîñòðàíñòâà V .

Çàìå÷àíèå 23 Ñäåëàåì íåñêîëüêî óòî÷íåíèé â îòíîøåíèè îáîçíà÷åíèé èíäåêñîâ.
Çäåñü (i) îáîçíà÷àåò ìóëüòèèíäåêñ (i1, . . . , is). Â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìóëüòèèíäåêñîâ, ìû èñïîëüçóåì ñóïåðñêðèïò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íî-
ìåðà ìóëüòèèíäåêñà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìóëüòèèíäåêñîâ. Íàïðèìåð, (il) îçíà÷à-
åò ìóëüòèèíäåêñ (il1, . . . , i

l
s). Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè áóäåì ñïåöèàëüíî óêàçûâàòü

ðàçìåð ìóëüòèèíäåêñà s.

Ñîáñòâåííî òðàíñôåðìàòðèöà ìîæåò áûòü ïðåäñòâëåíà â âèäå ñëåäà ñëåäóþùåãî
âûðàæåíèÿ (36)

T = I1 = Tr(i)(j)Φ(i)∗(j), (37)

ãäå (i) - K-ìóëüòèèíäåêñ, (j) - M -ìóëüòèèíäåêñ.
Çàïèøåì íåñêîëüêî òîæäåñòâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè ñëåäñòâèÿ-

ìè óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îíè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè RLL-
ñîîòíîøåíèÿ.

Ëåììà 14

Φ123Φ1(i)(j)Φ2(i)(l)Φ3(j)(l) = Φ3(j)(l)Φ2(i)(l)Φ1(i)(j)Φ123, (38)

Φ(i)(j)1Φ(i)(l)2Φ(j)(l)3Φ123 = Φ123Φ(j)(l)3Φ(i)(l)2Φ(i)(j)1, (39)

Φ(i)(i′)0Φ(i)∗(j)Φ(i′)∗(j′)Φ0(j)(j′) = Φ0(j)(j′)Φ(i′)∗(j′)Φ(i)∗(j)Φ(i)(i′)0, (40)

äëÿ s-ìóëüòèèíäåêñîâ (i), (j), (l) â (38,39) è K-ìóëüòèèíäåêñîâ (i), (i′) è M-
ìóëüòèèíäåêñîâ (j), (j′) â (40).

Äîêàçàòåëüñòâî äàåòñÿ â ðàçäåëå ??.
Ââåäåì òàêæå äîïîëíèòåëüíûå �ïîäêðó÷åííûå� îáîçíà÷åíèÿ:

ΦL
123 = P12Φ123, Φ̃L

123 = P23Φ123,

ΦR
123 = Φ123P23, Φ̃R

123 = Φ123P12.

Âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ:

ΦL
123Φ145Φ246ΦR

356 = ΦR
356Φ145Φ246ΦL

123, (41)

Φ̃L
αβγΦ

R
α12Φβ23Φγ13 = Φβ23Φγ13ΦR

α12Φ̃L
αβγ, (42)

ΦR
145ΦR

123ΦL
356ΦL

246 = ΦL
356ΦL

246ΦR
145ΦR

123, (43)

Φ̃L
123Φ̃L

145Φ̃R
246Φ̃R

356 = Φ̃R
246Φ̃R

356Φ̃L
123Φ̃L

145. (44)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà â êîìáèíàòîðíîé
ôîðìå.

11.5 Äâà ñåìåéñòâà

Óäåëèì íåêîòîðîå âíèìàíèå ñâÿçè, ñóùåñòâóþùåé ìåæäó óðàâíåíèåì òåòðàýäðîâ è
óðàâíåíèåì ßíãà-Áàêñòåðà. Ðàññìîòðèì îáðàòèìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåòðàýäðîâ
Φ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó:

Φ123Φ1(i)(j)Φ2(i)(l)Φ3(j)(l)Φ
−1
123 = Φ3(j)(l)Φ2(i)(l)Φ1(i)(j)
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ãäå (i), (j) è (l) ìóëüòèèíäåêñû ðàçìåðà s. Åñëè òåïåðü ðàññìîòðåòü ñëåä îáåèõ ÷àñòåé
ïî èíäåêñàì 1, 2, 3, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî R(i)(j) = Tr1Φ1(i)(j) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
ßíãà-Áàêñòåðà (??) â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè V ⊗s. Êðîìå ýòîãî ìû ïîëó÷èìì

Φ(i)(i′)0Φ(i)∗(j)Φ(i′)∗(j′)Φ0(j)(j′)Φ
−1
(i)(i′)0 = Φ0(j)(j′)Φ(i′)∗(j′)Φ(i)∗(j),

ãäå (i) è (i′) ìóëüòèèíäåêñû ðàçìåðà K, (j), (j′) - ðàçìåðà M . Åñëè ðàññìîòðåòü
ñëåä îáåèõ ÷àñòåé ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíòñâàì (i), (i′), 0 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî L∗(j) =
Tr(i)Φ(i)∗(j) óäîâëåòâîðÿåò RLL ñîîòíîøåíèþ:

L∗(j)L∗(j′)R(j)(j′) = R(j)(j′)L∗(j′)L∗(j).

Çàìå÷àíèå 24 Òàêèì îáðàçîì, äàííûå

L∗(j) = Tr(i)Φ(i)∗(j), R′(i)(j) = Tr1ΦR
1(i)(j)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 10. Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî ñëåäóþùèé íàáîð îïåðàòîðîì:

I0,k = Tr(jl),l=1,...,k

∏
l=
−−−→
1,...,k

L∗(jl)
∏

m=
−−−−−→
1,...,k−1

R′(jm)(jm+1)

êîììóòèðóåò è ñîäåðæèò I1 = Tr(j)L∗(j) = Tr(i)(j)Φ(i)∗(j). Çäåñü (jm) èìåþò ðàçìåð
M.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî

In,0 = Tr(il)(jl)(t)

∏
l=
−−−→
1,...,n

Φ(il)∗(jl)

∏
m=
−−−−−→
1,...,n−1

ΦL
(im)(im+1)tm

òàêæå êîììóòàòèâíî è âêëþ÷àåò I1. Â ðàáîòå [12] ïîêàçàíî, ÷òî ýòè äâà ñåìåéñòâà
êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé.

12 Ëåêöèÿ 11

12.1 Êâàíòîâûå òîïîëîãè÷åñêèå òåîðèè ïîëÿ

Â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóþòñÿ èñòî÷íèêè [17], [18], [19]. Îñíîâíûì ïðèìåðîì êâàíòî-
âîé òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ â d = 3 ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâå ãëàâíûõ ðàññëîåíèé ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé G íàä
ìíîãîîáðàçèåì M. Äåéñòâèå òåîðèè â ëàãðàíæåâîì îïèñàíèè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñâÿç-
íîñòè A â ðàññëîåíèè

S =
k

4π

∫
M

tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧ A ∧ A

)
.

Êëàññè÷åñêèå òðàåêòîðèè òåîðèè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì:

δS

δA
=

k

2π
F = 0,

ãäå êðèâèçíà ñâÿçíîñòè èìååò ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå

F = dA+ A ∧ A.
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Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêèìè ñîñòîÿíèÿìè îêàçûâàþòñÿ ïëîñêèå ñâÿçíîñòè. Â êâàí-
òîâîé òåîðèè âû÷èñëÿþòñÿ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè îïåðàòîðîâ. Âàæíûì ïðèìå-
ðîì îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ïåòëÿ Âèëüñîíà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ñðåäíåå îò ãîëîíîìèè ñâÿç-
íîñòè âîêðóã íåêîòîðîé ïåòëè K:

WR(K) = TrRPexpi

∮
K

A,

ãäå A - ôîðìà ñâÿçíîñòè, R - íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ñòðóêòóðíîé ãðóïïû. Îêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî åñëèM - ñôåðà, G = U(N), òî ñðåäíåå 〈WR(K)〉 ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû
ñîâïàäàåò ñ ïîëèíîìîì HOMFLY óçëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî K. Äëÿ N = 2 òà æå êîí-
ñòðóêöèÿ äàåò ïîëèíîì Äæîíñà.

Îïðåäåëåíèå 40 (Àêñèîìàòè÷åñêîé) n-ìåðíîé êâàíòîâîé òåîðèåé ïîëÿ íàçûâà-
åòñÿ êàòåãîðèÿ çàìêíóòûõ îðèåíòèðîâàííûõ n− 1 - ìíîãîîáðàçèé V , îñíàùåííûõ
ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè HV . Ìîðôèçìàìè ïàðû îáúåêòîì V1, V2 â êàòåãî-
ðèè ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðîâàííûå n-ìåðíûå êîáîðäèçìû W , ÷üè ãðàíèöû ñîñòîÿò èç
äâóõ ÷àñòåé ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè îðèåíòàöèÿìè

∂W = V1 ∪ V̄2,

ïðè÷åì ýòî ìíîãîîáðàçèå îñíàùåíî ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì:

fW : HV1 → HV̄2 .

Ñ ó÷åòîì àêñèîìû:

HV̄ = H∗V

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

HV1∪V̄2 = HV1 ⊗HV2 .

Çàìå÷àíèå 25 Ñîáñòâåííî, èíâàðèàíòîì n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðîå ïîëó-
÷àåòñÿ ñêëåéêîé äâóõ ìíîãîîáðàçèé W1 è W2 ïî îáùåé ãðàíèöå V îêàçûâàåòñÿ ÷èñëî

〈fW1 , fW2〉

Îïèøåì ïîäðîáíåå ïðèìåð 2-ìåðíîé êâàíòîâîé òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ. Â
òàêîì ñëó÷àå êîáîðäèçìû ðåàëèçóþòñÿ êîìïîçèöèåé ýëåìåíòàðíûõ �øòàíîâ�, òî åñòü
äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ñ òðåìÿ êîìïîíåíòàìè ãðàíèöû ñ êîìïîíåíòàìè ãðàíèöû

V1, V2, V̄3. Êàæäûé òàêîé ìîðôèçì çàäàåò òåíçîð Ck
ij íà ïðîñòðàíñòâå HV , êîòîðûé

ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû, òî åñòü êîììóòà-
òèâíîé, àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ñ åäèíèöåé è ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ηij, óäîâëå-
òâîðÿþùèì òîæäåñòâó

〈fg, h〉 = 〈f, gh〉.

Â òàêîé òåîðèè èññëåäóþò êîððåëÿòîðû, â òîì ÷èñëå
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1. 0-ïåòëåâûå ïàðíûå êîððåëÿòîðû ηij;

2. 0-ïåòëåâûå òðîéíûå êîððåëÿòîðû

Cijk = ηisC
s
jk;

3. îáùèå êîððåëÿòîðû âèäà

〈ei . . . el, ηijeiej〉.

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ òåîðèþ Âèòòåíà-Äèãðààôà-Âåðëèíäå-Âåðëèíäå.
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè t1, . . . , tn, ïîñòîÿííóþ ìåòðèêó ηij, ñòðóêòóðíûå
êîíñòàíòû ôðîáåíèóñîâîé àëãåáðû C(t)

12.2 Êâàíòîâàíèå ïðîñòðàíñòâà ïëîñêèõ ñâÿçíîñòåé

Îñíîâíàÿ èäåîëîãèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìîå ãîëîìîðôíîå
êâàíòîâàíèå. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî,
òî åñòü ïðîñòðàíñòâî ïëîñêèõ ñâÿçíîñòåé íà 3-ìíîãîîáðàçèè. Â ñëó÷àå, åñëè ìíîãî-
îáðàçèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ M = Σ × R äëÿ íåêîòîðîé ðèìàíîâîé
ïîâåðõíîñòè Σ èìååì

MΣ,G = Hom(π1(Σ), G)/G.

Äàííîå ïðîñòðàíòñâî ñíàáæåíî ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé

ω =

∫
Σ

k

4π
Tr(δA, δA).

Ïàðàäèãìà ãåîìåòðè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü êâàíòîâàíèÿ
ýòîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðîñòðàíòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ïåðâóþ î÷åðåäü ââîäèò-
ñÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íàM è ñòðîèòñÿ ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L →M, ïðîñòðàí-
ñòâî ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé êîòîðîãî è îáúÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì
ìîäåëè H = Γ(M,Lk). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîíñòðóêöèÿ íà ñàìîì äåëå íå çàâèñèò îò
âûáîðà êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû.

Çàìå÷àíèå 26 Íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò âû-
÷èñëÿòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ðàçðåçàíèÿ íà øòàíû.
Ýëåìåíòàðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå îäíèì øòàíàì, íà-
çûâàåòñÿ êîíôîðìíûì áëîêîì.

Çàìå÷àíèå 27 Âàæíûì óòâåðæäåíèåì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Íàðàñèìõàíà-
Ñåøàäðè, êîòîðàÿ îòîæäåñòâëÿåò ïðîñòðàíñòâî óíèòàðíûõ ïëîñêèõ ñâÿçíî-
ñòåé è ïðîñòðàíñòâî ñòàáèëüíûõ ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé ñòåïåíè 0. Â ýòîé
èíòåðïðåòàöèè ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íà ïðîñòðàíñòâå ìîäóëåé ñòðîèòñÿ, êàê
äåòåðìèíàíòíîå ðàññëîåíèå

L = det(kerdA)∗ ⊗ det(cokerdA).
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12.3 Òåîðåìà Áîðåëÿ-Âåéëÿ-Áîòòà

Äàííàÿ òåîðåìà êàñàåòñÿ ïðîñòðàíòñâà ôëàãîâ F = G/B ñâÿçíîé êîìïëåêñíîé ãðóï-
ïû Ëè ïî áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïå. Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñèì-
ïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà ω. Êðîìå ýòîãî, ïðîñòðàíñòâî ôëàãîâ èìååò îïèñàíèå â òåðìè-
íàõ êîìïàêòíîé ïîäãðóïïû K/T, ãäå K - êîìïàêòíàÿ ïîäãðóïïà, à T = K ∩ B -
êàðòàíîâñêàÿ ïîäãðóïïà K. Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ òàâòîëîãè÷åñêîå ëèíåé-
íîå ðàññëîåíèå - äåòåðìèíàíòíîå ðàññëîåíèå. Åãî ïåðâûé êëàññ ×åðíà ñîâïàäàåò ñ
ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìîé.

Îïèøåì êîíñòðóêöèþ áîëåå ïîäðîáíî. Ëþáîé öåëûé âåñ λ îïðåäåëÿåò G-
ýêâèâàðèàíòíîå ãîëîìîðôíîå ðàññëîåíèå Lλ íà F . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Cλ îäíî-
ìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå B, çàäàâàåìîå âåñîì λ (ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñòðîèòñÿ, íàïðèìåð,
åñëè ïðîäîëæèòü âåñ ñ êàðòàíîâñêîé ïîäàëãåáðû íà êàðòàíîâñêóþ ïîäãðóïïó, è çà-
òåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå T = B/U, ãäå U - óíèïîòåíòíûé ðàäèêàë B). Áóäåì
èíòåðïðåòèðîâàòü ïðîåêöèþ G → G/B êàê ãëàâíîå ðàññëîåíèå íàä ïðîñòðàíñòâîì
ôëàãîâ F ñî ñëîåì B. Ñâÿæåì ñ ýòèì ãëàâíûì ðàññëîåíèåì ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà
F ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Cλ. Ïîñêîëüêó G äåéñòâóåò ìîðôèçìàìè
ðàññëîåíèÿ íà òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ Lλ, òàêîå æå äåñòâèå èíäóöèðó-
åòñÿ íà ãðóïïå êîãîìîëîãèé ïó÷êîâ H i(G/B,Lλ), â òîì ÷èñëå íà ïðîñòðàíñòâå åãî
ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé

Γ(G/B,Lλ).

Ñîáñòâåííî óòâåðæäåíèå òåîðåìû Áîðåëà-Âåéëÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Òåîðåìà 15 Ïóñòü λ äîìèíàíòíûé öåëûé âåñ, òîãäà ïðåäñòàâëåíèå, ïîñòðîåííîå
âûøå, ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì G ñòàðøåãî âåñà λ, åãî îãðàíè÷åíèå
íà K ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì óíèòàðíûì ïðåäñòàâëåíèåì K âåñà λ è ëþáîå íåïðè-
âîäèìîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàêèì ñïîñîáîì äëÿ åäèíñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ λ.

Ïðèìåð 14 Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ãðóïïû K = SU(2) è åå êîìïëåêñíîé ôîðìû
G = SL(2,C). Ïðîñòðàíñòâî ôëàãîâ â ýòîì ñëó÷àå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êîìïëåêñ-
íîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé CP 1. Ñîîòâåòñâóþùèé õàðàêòåð íà áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïå
çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

χn

(
a b
0 a−1

)
= an. (45)

Ãîëîìîðôíûå ñå÷åíèÿ ýòîãî ðàññëîåíèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû, êàê ãîëîìîðôíûå
îòîáðàæåíèÿ

f : G→ C : f(gb) = χλ(b)f(g).

Äåéñòâèå ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå òàêèõ ñå÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

gf(h) = f(g−1h).

Ïðîñòðàíñòâî ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ Ln îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
ïðîñòðàíñòâîì îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n íà C2. Ýòî ïðîñòðàíñòâî èìååò
ðàçìåðíîñòü n+ 1 è çàäàåò ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SL(2,C).
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12.4 Ñôåðà ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñôåðû Ðèìàíà C ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè Pi, ñ êîòîðûìè àññîöè-
èðóþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ri ãðóïïû G, ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïëîñ-
êèõ ñâÿçíîñòåé èìååò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ:

M(G,k,Pi,Ri) = Hom(π1(C − ∪Pi), G)/G

çäåñü, êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîíîäðîìèÿ ñâÿçíîñòè â îòìå÷åííîé òî÷êå Pi
ëåæèò â ôèêñèðîâàííîì êëàññå ñîïðÿæåííîñòè ui ýëåìåíòîâ â G. Â ýòîì ñëó÷àå èìå-
åòñÿ àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà Íàðàñèìõàíà-Ñåøàäðè, ñâÿçûâàþùàÿ ýòî ïðîñòðàíñòâî ñ
ïðîñòðàíñòâîì ãîëîìîðôíûõ ðàññëîåíèé.

Òåîðåìà 16 Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ïëîñêèõ ñâÿçíîñòåé íà ïîâåðõíîñòè Σ ñ ïðîêî-
ëàìè Pi, ïðåäñòàâëåíèÿìè Ri àññîöèèðîâàííûìè ñ êàæäîé òî÷êîé, è ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ui ∈ G èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó
ãîëîìîðôíûõ GC-ðàññëîåíèé íà Σ, ó êîòîðûõ äîïîëíèòåëüíî îãðàíè÷åíà ñòðóêòóð-
íàÿ ãðóïïà äî áîðåëåâñêîé BC â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ Pi.

Â ñèëó òåîðåìû Áîðåëÿ-Âåéëÿ-Áîòòà ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíòñâî â ýòîì ñëó÷àå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

Γ(
∏
i

(GC/BC)i/GC ,L) = Γ(
∏
i

(GC/BC)i,L)GC = (R1 ⊗ . . .⊗Rs)
G.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå s = 4 äëÿ ãðóïïû G = SU(2) èìååì:

dimH(C,P1, R1, . . . , P4, R4) = dim(R⊗R⊗ R̄⊗ R̄)G = 2

òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

R⊗R = E1 ⊕ E2,

ãäå E1,2 ñèììåòðè÷íàÿ è àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòè â òåíçîðíîì êâàäðàòå. Îíè íå
èçîìîðôíû, ñëåäîâàòåëüíî èíâàðèàíòíàÿ ÷àñòü â (E1 ⊕ E2) ⊗ (Ē1 ⊕ Ē2) ñîñòîèò èç
äâóõ îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Ei ⊗ Ēi.

12.5 Òåîðèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà è òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû

Ïóñòü L = ∪Ci ∈ S3 - íåêîòîðîå çàöåïëåíèå, Ri - ïðåäñòàâëåíèå G = SU(2) àññîöèè-
ðîâàííîå êîìïîíåíòå Ci. Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ñòàòñóììó:

Z(L) =

∫
DAeik/2π

∫
S3 Tr(A∧dA+2/3A∧A∧A)

∏
i

TrRiP exp

∫
Ci

A.

Ïîïðîáóåì äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå òèïà Skein relation íà ïîëó÷èâøóþñÿ ñòàòñóììó.
Ðàññìîòðèì òðè çàöåïëåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè äâîéíîé òî÷êè ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: Òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè: øàðîîáðàç-
íàÿ îêðåñòíîñòü äâîéíîé òî÷êè MR è îñòàëüíàÿ ÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ ML, èìåþùèõ
îáùóþ ãðàíèöó. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðèíöèïàì êâàíòîâîé òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè
ïîëÿ ýòèì ìíîãîîáðàçèÿì ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû ñ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ:

ψ ∈ HR, χ ∈ HL = H∗R,
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ïðè÷åì:

Z(L) = (χ, ψ).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåðíîñòü dimHR = 2 ñîîòâåòñòâóþùèå âåê-
òîðû ψ+, ψ−, ψ0 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî åñòü ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå êîíñòàíòû, äëÿ
êîòîðûõ

αψ+ + βψ− + γψ0 = 0.

Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

αZ(L+) + βZ(L−) + γZ(L0) = 0.

Çàìå÷àíèå 28 Â ýòîì ðàññóæäåíèè ñóùåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
dimHR = 2. Ýòî íàáëþäåíèå õàðàêòåðíî äëÿ ñëåäóþùåé ìîäåëè êâàíòîâàíèÿ â òåð-
ìèíàõ êîíñòðóêöèè Áîðåëÿ-Âåéëÿ-Áîòòà.

12.6 Òåîðèÿ ×åðíà-Ñàéìîíñà è òåîðèÿ Âåñà-Çóìèíî-Âèòòåíà

Äàííàÿ ñâÿçü âîçíèêàåò â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî ìíîãîáðàçèÿ D2×R. Â ýòîì ñëó÷àå âû-
ðîæäàåòñÿ âñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ íåòðèâèàëüíîñòü ðàññëîåíèÿ è ñâÿçíîñòè è äåéñòâèå
ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â òåðìèíàõ êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ

LWZW =

∫
R×D2

Tr(U−1dU ∧ U−1dU ∧ U−1dU) +

∫
R×∂D2

Tr(U−1∂φUU
−1∂tU).

12.7 Ñâÿçíîñòü Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà

Ñèñòåìà óðàâíèé Êíèæíèêà-Çàìîëîä÷èêîâà èìååò âèä:

∂Φ

∂zi
− 1

K + 2

(∑
j 6=i

Ωij

xi − xj

)
Φ = 0

Åå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîñêóþ ñâÿçíîñòü íà ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíûõ
ñòðóêòóð. Îñíîâíûì åå íàçíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü êîíñòðóêöèè
îò âûáîðà êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà ïîâåðõíîñòè. Ðàññìîòðåíèå ãîëîíîìèè ýòîé
ïðîåêòèâíîé ñâÿçíîñòè òàêæå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èíðèàíòû óçëîâ è 3-ìíîãîîáðàçèé.

12.8 BF-òåîðèÿ

Äàííàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ óïðîùåíèåì òåîðèè ×åðíà-Ñàéìîíñà è çàäàåòñÿ äåéñòñâèåì

S(A,B) = tr

∫
M

B ∧ (dA+ A ∧ A),

ãäå A- 1-ôîðìà ñî çíà÷åíèÿìè â g (òî÷íåå, ñâÿçíîñòü â ãëàâíîì ðàññëîåíèè), B -
2-ôîðìà ñî çíà÷åíèÿìè â g.

79



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] V.V. Prasolov, A.B. Sossinsky, Knots, Links, Braids and 3-manifolds, AMS 1996

[2] W.B. Raymond Lickorish, An Introduction to Knot Theory, Springer, Graduate texts
in mathematics 175.

[3] S. Carter, S. Kamada, M. Saito, Surfaces in 4-space. Encyclopedia of Mathematical
Sciences, Vol 142, Springer 2004

S. Carter, D. Jelsovsky, S. Kamada, L. Langford, M. Saito, Quandle cohomology and
state-sum invariants of knotted curves and surfaces. Trans. Amer. Math. Soc. 355
2003 3947-3989.

[4] Äðèíôåëüä Â.Ã., Àëãåáðû Õîïôà è êâàíòîâîå óðàâíåíèå ßíãà�Áàêñòåðà ÄÀÍ
ÑÑÑÐ. 1985. Ò.283, ¹5.

[5] N. Yu. Reshetikhin and V. G. Turaev, Ribbon Graphs and Their Invariants Derived
from Quantum Groups, Commun. Math. Phys. 127, 1-26 (1990)

[6] Í. Þ. Ðåøåòèõèí, Êâàçèòðåóãîëüíûå àëãåáðû Õîïôà è èíâàðèàíòû ñâÿçîê, Àë-
ãåáðà è àíàëèç, 1989, òîì 1, âû- ïóñê 2, 169�188

[7] Â. Ã. Òóðàåâ, Îïåðàòîðíûå èíâàðèàíòû ñâÿçîê è R- ìàòðèöû, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ.
Ñåð. ìàòåì., 1989, òîì 53, âû- ïóñê 5, 1073�1107

[8] Â. Ã. Äðèíôåëüä, Î ïî÷òè êîêîììóòàòèâíûõ àëãåáðàõ Õîïôà, Àëãåáðà è àíà-
ëèç, 1989, òîì 1, âûïóñê 2, 30�46

[9] A. Zamolodchikov, Tetrahedra equations and integrable systems in three-dimensional
space, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 79 (1980) 641Ã�Â�664. [English translation: Soviet Phys.
JETP 52 (1980) 325-326].

[10] Ð. Áàêñòåð. Òî÷íî ðåøàåìûå ìîäåëè â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå: Ïåð ñ àíãë.�
Ì.: Ìèð, 1985

[11] I. Korepanov, G. Sharygin, D. Talalaev, Cohomology of the tetrahedral complex and
quasi-invariants of 2-knots, arXiv:1510.03015

[12] D. Talalaev Zamolodchikov tetrahedral equation and higher Hamiltonians of 2d
quantum integrable systems, SIGMA, 13 (2017), 031, arXiv:1505.06579

[13] I. Korepanov, G. Sharygin, D. Talalaev, Cohomologies of n-simplex relations, [math-
ph] arXiv:1409.3127

[14] V. Manturov, I. Nikonov On braids and groups Gk
n, arXiv:1507.03745

[15] J.-M. Maillet, Lax equations and quantum groups, Phys. Lett. B 245, 480 (1990).

[16] L. D. Faddeev, N. Yu. Reshetikhin, and L. A. Takhtajan. Quantization of Lie groups
and Lie algebras. In Algebraic analysis, Vol. I, pages 129-139. Academic Press,
Boston, MA, 1988.

[17] Ñ.Ï. Íîâèêîâ, Òîïîëîãèÿ, Ìîñêâà.Èæåâñê 2002

80



[18] E. Witten, Quantum Field Theory and the Jones Polynomial, Commun. Math. Phys.
121, 351-399 (1989)

[19] Sen Hu, E. Witten, Lecture notes on Chern-Simons-Witten theory, World Scienti�c
2000.

[20] A. Cattaneo, P. Cotta-Ramusino, J. Frohlich, M. Martellini, Topological BF theories
in 3 and 4 dimensions, hep-th/9505027

P. Mnev Notes on simplicial BF theory, Mosc. Math. J., 2009, 9, N2, pp 371-410

[21] P. Aschieri, L. Cantini, and B. Jurco, Nonabelian bundle gerbes, their di�erential
geometry and gauge theory . Commun. Math. Phys., 254: 367-400, 2005. [arxiv:hep-
th/0312154]

[22] J. Baez, U. Schreiber, Higher Gauge Theory: 2-Connections on 2-Bundles, arXiv:hep-
th/0412325

[23] È. Êîðåïàíîâ, Ãåîìåòðè÷åñêèå êðó÷åíèÿ è òîïîëîãè- ÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ â ñòè-
ëå Àòüè, ÒÌÔ, 2009, òîì 158, íîìåð 3, 405-418

[24] L. Onsager, The Ising model in two dimensions. In: Mills, R.E., Ascher, E., Ja�ee,
R.I. (eds.) Critical Phenomena in Alloys, Magnets and Superconductors, pp. 3�12.
McGraw-Hill, New York (1971)

[25] V. Mangazeev, V. Bazhanov, S. Sergeev, An integrable 3D lattice model with positive
Boltzmann weights, J. Phys. A: Math. Theor., v. 46, 465206 (2013)

[26] A. Goncharov, R. Kenyon Dimers and cluster integrable systems arXiv:1107.5588v2
[math.AG]

[27] È. Êðè÷åâåð, Êîììóòàòèâíûå êîëüöà îáûêíîâåííûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ, Ôóíêö. àíàëèç è åãî ïðèë., 1978,òîì 12, âûïóñê 3, 20�31

[28] N. Hitchin, Stable bundles and integrable systems, Duke Math. J. 54 (1987), 91�114.

[29] H. Kurke, D. Osipov, A. Zheglov, Commuting di�erential operators and higher-
dimensional algebraic varieties, Selecta Math. (N.S.), 20:4 (2014), 1159-1195

81



МЕХАНИКО-
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 

ФАКУЛЬТЕТ  
МГУ ИМЕНИ 

М.В. ЛОМОНОСОВА




