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Ëåêöèÿ 1

Ãîìîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà � ýòî ñîâîêóïíîñòü ìåòîäîâ, âîçíèêøèõ â êîíöå XIX âå-
êà è ïðèìåíÿâøèõñÿ â òîïîëîãèè. Ãîìîëîãèè äàþò àëãåáðàè÷åñêóþ êàðòèíó òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîìó ïðîñòðàíñòâó ñåìåéñòâî àáåëåâûõ
ãðóïï (êî)ãîìîëîãèé, à êàæäîìó íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ � ãîìîìîðôèçìû
ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðóïïàìè. Ñ ñåðåäèíû XX âåêà ìåòîäû ãîìîëîãè÷åñêîé
àëãåáðû àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè ãðóïï, êîëåö, àëãåáð Ëè, à òàêæå â àëãåá-
ðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Êóðñ áóäåò ïîëåçåí íå òîëüêî àëãåáðàèñòàì, íî è òîïîëîãàì,
äëÿ êîòîðûõ îí ìîæåò ïîñëóæèòü èäåàëüíûì äîïîëíåíèåì ê êóðñàì ïî àëãåáðàè-
÷åñêîé òîïîëîãèè.

Íàïîìèíàíèÿ èç òîïîëîãèè

Îïðåäåëåíèå. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ õàóñäîðôîâûì òîïî-
ëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X ñóùåñòâóþò òàêèå îòêðûòûå
ìíîæåñòâà U, V ⊆ X, ÷òî x ∈ U, y ∈ V è U ∩ V = ∅.

Ïðèìåð. Â êà÷åñòâå íåõàóñäîðôîâîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ òî÷åê X = {a, b}, ñ çàäàííûì íà íåì íàáî-
ðîì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ {∅, {a}, {a, b}}.

Îïðåäåëåíèå. Çàìêíóòûì åäèíè÷íûì n-ìåðíûì äèñêîì (øàðîì) íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî Dn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x21 + . . .+ x2n ≤ 1}.
Ìíîæåñòâî Sn = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 | x20 + x21 + . . . x2n = 1}, ÿâëÿþùååñÿ

ãðàíèöåé (n+ 1)-ìåðíîãî äèñêà, íàçûâàåòñÿ n-ìåðíîé ñôåðîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X, Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, f, g : X → Y � íåïðå-
ðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî f ãîìîòîïíî g è ïèøóò f ∼ g, åñëè ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : [0; 1]×X → Y òàêîå, ÷òî F (0, x) = f(x) è
F (1, x) = g(x) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ X.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà X, Y ãîìîòîïè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f : X → Y, g : Y → X
òàêèå, ÷òî fg ∼ idY è gf ∼ idX .

Ïðèìåð. Ñòÿãèâàåìûå ïðîñòðàíñòâà � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, ãîìîòîïè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå òî÷êå. Íàïðèìåð, çàìêíóòûé äèñê, êîòîðûé ìîæíî íåïðåðûâ-
íî ñòÿíóòü â öåíòð (ðèñ. 1.1).

Ðèñ. 1.1: Ñòÿãèâàíèå äèñêà â òî÷êó.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ: ïåðâîå � îòîáðàæåíèå, ïåðå-
âîäÿùåå âñå òî÷êè äèñêà â ðàññìàòðèâàåìóþ òî÷êó, âòîðîå � âëîæåíèå òî÷êè â
äèñê.

Ïðèêëåèâàíèå êëåòîê ïî îòîáðàæåíèÿì

Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y , íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ n-ìåðíûõ
äèñêîâ (n ≥ 1) Dn

1 , . . . , D
n
k è èõ ãðàíèö Sn−1

1 , . . . , Sn−1
k , à òàêæå ìíîæåñòâî íåïðå-

ðûâíûõ îòîáðàæåíèé fj : S
n−1
j → Y, 1 ≤ j ≤ k.

Îïðåäåëåíèå. Êëåòêîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî En
j = Dn

j \ Sn−1
j .

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ äèçúþíêò-
íûì îáúåäèíåíèåì Y ⊔Dn

1 ⊔ . . . ⊔Dn
k ñ çàäàííîé íà íåì òîïîëîãèåé äèçúþíêòíîãî

îáúåäèíåíèÿ. Ðåçóëüòàòîì ïðèêëåèâàíèÿ êëåòîê En
1 , . . . , E

n
k ê ïðîñòðàíñòâó Y ïî

îòîáðàæåíèÿì f1, . . . , fk íàçûâàåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâî (Y ⊔Dn
1 ⊔ . . .⊔Dn

k )/∼. Ïðè
ýòîì ãðàíèöû äèñêîâ îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ òî÷êàìè èç Y ïðè ïîìîùè ìèíèìàëüíîãî
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè òàêîãî, ÷òî fj(x) ∼ x äëÿ ëþáûõ x ∈ Snj , 1 ≤ j ≤ k
(ïðè ýòîì ðàçíûå òî÷êè íà ñôåðàõ ìîãóò ïåðåéòè â îäíó è òó æå òî÷êó â Y ).

Çàìå÷àíèå. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ïîäìíîæåñòâî M × M , ñîñòîÿùåå èç ïàð (m,n) òàêèõ, ÷òî m ∼ n. M × M
òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå âñå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó. Íà ìíîæåñòâå Y ⊔Dn

1 ⊔ . . .⊔Dn
k

ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèå ïàðû (fj(x), x)
äëÿ ëþáûõ x ∈ Snj , 1 ≤ j ≤ k. Èõ ïåðåñå÷åíèåì áóäåò ìèíèìàëüíîå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p : X → X/∼, ñîïîñòàâëÿþùåå ýëåìåíòó X
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðîìó îí ïðèíàäëåæèò. Ôàêòîðòîïîëîãèÿ íà ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâå X/∼ � ýòî íàèáîëåå òîíêàÿ òîïîëîãèÿ, äëÿ êîòîðîé p íåïðåðûâíî.
Èíûìè ñëîâàìè, W ⊆ X/∼ � îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p−1(W ) îòêðûòî
â X.

Êëåòî÷íûå êîìïëåêñû

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà X0 ⊆ X1 ⊆ . . . ⊆ Xn = X, ãäå X0 � êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, à Xk ïîëó÷àåòñÿ èç Xk−1 ïðèêëåèâàíèåì êîíå÷íîãî (âîç-
ìîæíî, íóëåâîãî) ÷èñëà k-ìåðíûõ êëåòîê, 1 ≤ k ≤ n. Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì
õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì
èëè CW -êîìïëåêñîì.

Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèè êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà ìîæíî íå îãðàíè÷èâàòü íè ÷èñ-
ëî êëåòîê, íè èõ ðàçìåðíîñòü, íî íàì äîñòàòî÷íî êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ.

Ïðèìåðû. 1) Ðàññìîòðèì Sn êàê êëåòî÷íûé êîìïëåêñ. Â êà÷åñòâå êëåòîê ìîæ-
íî âçÿòü: E0 � òî÷êà è En � âíóòðåííîñòü n-ìåðíîãî äèñêà Dn. Ãðàíèöà Dn

îòîáðàæàåòñÿ â îäíó òî÷êó (ðèñ. 1.2).
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En

Dn

E0

Ðèñ. 1.2: Îòîáðàæåíèå ãðàíèöû Dn â òî÷êó.

2) Äâóìåðíûé òîð T 2. Ðàññìîòðèì îäíó íóëüìåðíóþ êëåòêó, äâå îäíîìåðíûå è
îäíó äâóìåðíóþ. Êëåòêà E2 � ýòî ïîâåðõíîñòü òîðà, E1

1 è E
1
2 � äâå îêðóæ-

íîñòè è E0 � âûäåëåííàÿ òî÷êà(ðèñ. 1.3).

E2 E1
2

E1
1

E0

Ðèñ. 1.3: Êëåòêè íà äâóìåðíîì òîðå.

Ñõåìàòè÷íî èçîáðàçèì ïðèêëåèâàíèå êëåòîê (ðèñ. 1.4). Êðóã ìîæíî íåïðå-

E0 E0

E1
1

E1
2

E0

E0

E0

E0

E1
2 E1

2

E1
2

E1
2

E2

Ðèñ. 1.4: Ïðèêëåèâàíèå êëåòîê íà ïðèìåðå äâóìåðíîãî òîðà.

ðûâíî äåôîðìèðîâàòü â êâàäðàò. Óãëîâûå òî÷êè êâàäðàòà îòîáðàæàþòñÿ â
E0, à ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû êâàäðàòà îòîáðàæàþòñÿ â îêðóæíîñòè (ðèñ.
1.5).
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Ðèñ. 1.5: Ñõåìà ñêëåéêè äâóìåðíîãî òîðà.

Ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà. Ïîäìíîæåñòâî Z ⊆ A íàçûâàåòñÿ áàçè-
ñîì A, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ A ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû mz ∈ Z òàêèå, ÷òî

a =
∑
z∈Z

mzz,

ïðè÷åì âñå mz ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå. Àáåëåâà ãðóïïà A íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé, åñëè â íåé ñóùåñòâóåò
áàçèñ.

Ïî êëåòî÷íîìó êîìïëåêñó ïîñòðîèì ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû Ck. Â êà÷åñòâå
áàçèñà Ck âîçüìåì Ek

1 , . . . , E
k
n(k), ãäå n(k) � ÷èñëî êëåòîê ðàçìåðíîñòè k.

Îïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñîì àáåëåâûõ ãðóïï èëè ïîëóòî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáåëåâûõ ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ

. . . A−1 A0 A1 A2 . . . ,
d−1 d0 d1 d2 d3

òàêèõ, ÷òî dj−1dj = 0 äëÿ âñåõ j ∈ Z.

Çàìå÷àíèå. Êîíå÷íîå ÷èñëî ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ ìîæíî äîïîëíèòü íóëÿìè äî
ïîëóòî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Êëåòî÷íûì öåïíûì êîìïëåêñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ
àáåëåâûõ ãðóïï Ck è ãîìîìîðôèçìîâ ìåæäó íèìè, äîïîëíåííîå íóëÿìè äî ïîëó-
òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

. . . 0 C0 C1 C2 . . . Cn 0 . . .0 0 d1 d2 d3 dn 0 0

Ãîìîìîðôèçìû ìåæäó ãðóïïàìè íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëàìè (÷àñòî èíäåêñû ó
íèõ îïóñêàþò äëÿ óäîáñòâà). Îíè ñòðîÿòñÿ ïî ïðàâèëó

dkE
k
j =

n(k−1)∑
i=1

αjiE
(k−1)
i ,

êîýôôèöèåíòû αji ∈ Z íàçûâàþòñÿ ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ Skj |U→ Ek−1
i , ãäå U �

ïðîîáðàç êëåòêè Ek−1
i .
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Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóåò íåñòðîãèé, íî íàãëÿäíûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ñòåïåíè
îòîáðàæåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìåæäó ãëàäêèìè ìíîãîîáðà-
çèÿìè. Âîçüìåì òî÷êó x, ó êîòîðîé êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîîáðàçîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
ìîæíî ïîìåñòèòü â îêðåñòíîñòü, íå ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ äðóãèìè. Òàêàÿ òî÷êà íàçû-
âàåòñÿ òî÷êîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñîãëàñíî ëåììå Ñàðäà, ïî÷òè âñå òî÷êè ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïðèïèøåì êàæäîìó ïðîîáðàçó
x ÷èñëî +1, åñëè îòîáðàæåíèå â ýòîé òî÷êå ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, è −1 â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå. Òîãäà ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ � ýòî ñóììà ÷èñåë âñåõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x.
Èíûìè ñëîâàìè, ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ � ýòî êîëè÷åñòâî ïðîîáðàçîâ ó òî÷êè îáùå-
ãî ïîëîæåíèÿ ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
S1 → S1 (ðèñ. 1.6). Ñèíèì îòìå÷åíà òî÷êà îáùåãî ïîëîæåíèÿ, çåëåíûì � îêðåñò-
íîñòè ïðîîáðàçîâ òî÷êè, âäîëü êîòîðûõ äâèæåíèå ñîâåðøàåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè, êðàñíûì � â îòðèöàòåëüíîì. Áîëåå ñòðîãèé ïîäõîä � îïðåäåëåíèå

Ðèñ. 1.6: Îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè â ñåáÿ.

ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ãîìîëîãèé, ââåäåííûõ äðóãèì ñïîñîáîì, íàïðè-
ìåð, ñèíãóëÿðíûõ. Ýòî áóäåò ñäåëàíî â âåñåííåé ÷àñòè êóðñà.

Ãðóïïû ãîìîëîãèé

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòû ãðóïïû Ck íàçûâàþòñÿ k-öåïÿìè. Åñëè k-öåïü ω ∈ Ck
òàêàÿ, ÷òî dω = 0, òî ω íàçûâàåòñÿ k-öèêëîì. Åñëè ω = dβ, ãäå β ∈ Ck+1, òî ω
íàçûâàåòñÿ k-ãðàíèöåé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Bk ⊆ Ck � ãðóïïà ãðàíèö, à Zk ⊆ Ck � ãðóïïà öèêëîâ. Òîãäà
Hk(X) := Zk/Bk íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ãîìîëîãèé êîìïëåêñà X.

Ïðèìåðû. 1) X = Sn.

à) n ≥ 2.
C0 è Cn èçîìîðôíû Z, êàê àáåëåâû ãðóïïû ñ îäíèì ïîðîæäàþùèì.

0 C0 0 . . . Cn 0

âñå öåïè ÿâëÿþòñÿ öèêëàìè, ïîòîìó ÷òî ãîìîìîðôèçìû íóëåâûå.
Z0 = C0, Zn = Cn, îñòàëüíûå ãðóïïû öèêëîâ íóëåâûå. Âñå ãðóïïû ãðàíèö
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íóëåâûå. Îòñþäà
H0(S

n) ∼= Z, Hn(S
n) ∼= Z,

à îñòàëüíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé íóëåâûå.

á) n = 1.
Ó äâóõ êîíöîâ îòðåçêà ðàçíàÿ îðèåíòàöèÿ (ðèñ. 1.7), ïîýòîìó

dE1 = E0 − E0 = 0,

òî åñòü, àíàëîãè÷íî,

H0(S
1) ∼= Z, H1(S

1) ∼= Z,

à îñòàëüíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé íóëåâûå.

E0

E1

Ðèñ. 1.7: Ïðèêëåèâàíèå E0 è E1.

2) X = T 2.
C0 è C2 òàêæå èçîìîðôíû Z êàê àáåëåâû ãðóïïû ñ îäíèì ïîðîæäàþùèì.

0 C0 C1 C2 0

Äëÿ âû÷èëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà îò êëåòîê îáðàòèìñÿ ê êàðòèíêå (ðèñ. 1.8).

E0

E0

E0

E0

E1
1 E1

1

E1
2

E1
2

E2

Ðèñ. 1.8: Êëåòêè íà äâóìåðíîì òîðå.

dE1
1 = E0 − E0 = 0, dE1

2 = E0 − E0 = 0, dE2 = E1
1 − E1

1 + E1
2 − E1

2 = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ãðóïïû ãðàíèö íóëåâûå, à Zj = Cj. Òîãäà

H0(T
2) ∼= Z, H1(T

2) = C1
∼= Z⊕ Z, H2(T

2) ∼= Z,

à îñòàëüíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé íóëåâûå.

10

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ГОМОЛОГИЧЕСКАЯ АЛГЕБРА 
ГОРДИЕНКО АЛЕКСЕЙ СЕРГЕЕВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ëåêöèÿ 2

Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ êëåòî÷íûõ ãîìîëîãèé

Â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ ïîäñ÷åòà êëåòî÷íûõ ãîìîëîãèé ðàññóæäåíèÿ îêàçûâà-
ëèñü ïðîñòûìè èç-çà òîãî, ÷òî âñå äèôôåðåíöèàëû áûëè íóëåâûìè. Âûáåðåì äðóãîå
ðàçáèåíèå äâóìåðíîé ñôåðû. Ðàññìîòðèì äâå íóëüìåðíûå, äâå îäíîìåðíûå è äâå
äâóìåðíûå êëåòêè. Êëåòêè E0

1 è E0
2 � âûäåëåííûå òî÷êè, E1

1 è E1
2 � îòðåçêè, ñî-

åäèíÿþùèå èõ è îáðàçóþùèå îêðóæíîñòü, à E2
1 è E2

2 � äèñêè, ñêëååííûå ïî ýòîé
îêðóæíîñòè (ðèñ. 2.1).

E0
2

E0
1

E2
1

E2
2

E1
1

E1
2

Ðèñ. 2.1: Êëåòêè íà äâóìåðíîé ñôåðå.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ îò êëåòîê îáðàòèìñÿ ê êàðòèíêå (ðèñ. 2.2).

E0
1 E0

2
E2

1

E1
1

E1
2

E0
1 E0

2
E2

2

E1
1

E1
2

Ðèñ. 2.2: Ïðèêëåèâàíèå êëåòîê íà äâóìåðíîé ñôåðå.

d2E
2
1 = E1

1 + E1
2 , d2E

2
2 = E1

1 + E1
2 ,

d1E
1
1 = E0

2 − E0
1 , d1E

1
2 = E0

1 − E0
2 .

Ìû çíàåì, ÷òî

C2 = ZE2
1 ⊕ ZE2

2 , C1 = ZE1
1 ⊕ ZE1

2 , C0 = ZE0
1 ⊕ ZE0

2 .

Ïîýòîìó

Z2 := Ker d2 = Z(E2
1 − E2

2)
∼= Z, B2 = 0, H2(S

2) := Z2/B2
∼= Z.

Z0 := Ker d0 = C0, B0 := Im d1 = Z(E0
1 − E0

2)Z, H0(S
2) := Z0/B0.
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Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ψ : C0 → Z òàêîé, ÷òî ψ(αE0
1 +βE0

2) := α+β äëÿ ëþáûõ
α, β ∈ Z. Ïîñêîëüêó Kerψ = B0, òî, ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå,

H0(S
2) := Z0/B0

∼= Z.

Íàéäåì ÿäðî d1:

d(λE1
1 + µE1

2) = λ(E0
2 − E0

1) + µ(E0
1 − E0

2) = (µ− λ)E0
1 + (λ− µ)E0

2 ,

ñëåäîâàòåëüíî,

Ker d1 = Z1 = Z(E1
1 + E1

2)
∼= Z, Im d2 = B1 = Z1, H1(S

2) = Z1/B1
∼= 0.

Âèäíî, ÷òî íîâûé ðåçóëüòàò ñîâïàë ñî ñòàðûì, íåñìîòðÿ íà äðóãîå ðàçáèåíèå ñôåðû.

Êëåòî÷íûå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X è Y � êëåòî÷íûå êîìïëåêñû. Íåïðåðûâíîå îòáðàæåíèå
f : X → Y íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íûì, åñëè f(Xk) ⊆ Y k äëÿ ëþáîãî k.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {Ek
i } � êëåòêè X, à {Ẽk

j } � êëåòêè Y . Ðàññìîòðèì îòîá-

ðàæåíèå fk# : Ck(X) → Ck(Y ) òàêîå, ÷òî fk#(E
k
i ) =

∑
jmijẼ

k
j , ãäå mij � ñòåïåíü

îãðàíè÷åíèÿ f−1(Ẽk
j ) ∩ Ek

i → Ẽk
j êëåòî÷íîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî fk−1
# dk = dkf

k. Èíäóöèðóåòñÿ ãîìîìîðôèçì ôàêòîðãðóïï
fk : Hk(X) → Hk(Y ). Ïðè ýòîì, åñëè îòîáðàæåíèÿ f è g ãîìîòîïíû, fk ñîâïàäàåò ñ
gk äëÿ ëþáîãî k.

Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòü ãîìîëîãèè è êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïðî-
èçâîëüíîé àáåëåâîé ãðóïïå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP 2 (èíîãäà îáîçíà÷àþò êàê
P(R3)).

Óêàçàíèå. Çàäàäèì ñòðóêòóðó êëåòî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêî-
ñòè. Âåùåñòâåííàÿ äâóìåðíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü � ýòî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äàííûå ïðÿ-
ìûå íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì ñôåðó ñ öåíòðîì â
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå (ðèñ. 2.3). Êàæäàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ñôåðó â äâóõ òî÷êàõ.

Ðèñ. 2.3: Ìîäåëü ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ìîäåëü ïîëóñôåðû ñî ñêëååííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè
òî÷êàìè ãðàíèöû. Ïîýòîìó âåùåñòâåííóþ äâóìåðíóþ ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü ìîæ-
íî ðàçáèòü íà îäíó íóëüìåðíóþ, îäíó îäíîìåðíóþ è îäíó äâóìåðíóþ êëåòêè (ðèñ.
2.4).
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E0 E0

E2

E1

E1

Ðèñ. 2.4: Ïðèêëåèâàíèå êëåòîê íà RP 2.

Êàòåãîðèè è ôóíêòîðû

Ðàññìîòðåííûé âûøå èíäóöèðîâàííûé ãîìîìîðôèçì fk òîïîëîãè íàçûâàþò ãî-
ìîòîïè÷åñêèì ôóíêòîðîì. Ìû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè
îçíàêîìëåíèÿ ñ ïîíÿòèÿìè èç òåîðèè êàòåãîðèé.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà êàòåãîðèÿ C, åñëè çàäàíî (âîîáùå ãîâîðÿ, áîëü-
øîå) ìíîæåñòâî îáúåêòîâ Ob C, è äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ c, d ∈ C çàäàíî (êàê ïðàâèëî,
ìàëîå) ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ HomC(c, d) èëè C(c, d). Ýëå-
ìåíòû f ∈ HomC(c, d) îáîçíà÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòðåëîê c

f−→ d. Ïðè÷åì, äëÿ ëþáûõ
îáúåêòîâ a, b, c ∈ Ob C è ìîðôèçìîâ f : a → b, g : b → c îïðåäåëåíà êîìïîçèöèÿ
gf : a→ c, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:

1) Äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ a, b, c, d ∈ Ob C è ìîðôèçìîâ

a b c d
f g h

êîìïîçèöèÿ àññîöèàòèâíà, òî åñòü h(gf) = (hg)f .

2) Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà a ∈ Ob C ñóùåñòâóåò òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì
ida ∈ HomC(a, a) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà f : a→ b

idb f = f ida = f

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóåò ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé èçáåæàòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ
ïàðàäîêñîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû è ìíîæåñòâà (êëàññû, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò
äðóãèì êëàññàì). Òîãäà ïðè îïðåäåëåíèè êàòåãîðèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, êëàññ, à ìîðôèçìîâ, êàê ïðàâèëî, ìíîæåñòâî. Íî òàêîé
ïîäõîä íå âñåãäà ñðàáàòûâàåò, íàïðèìåð, ïðè ðàáîòå ñ êàòåãîðèåé âñåõ êàòåãîðèé.
Ïîýòîìó äëÿ èçáåæàíèÿ ïàðàäîêñîâ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå óíèâåðñóìà. Ìíîæåñòâà, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè óíèâåðñóìà, íàçîâåì ìàëûìè, à îñòàëüíûå � áîëüøè-
ìè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè óíèâåðñóì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ìíîæåñòâ, òî ìàëûå
ìíîæåñòâà � ýòî ìíîæåñòâà, à áîëüøèå ìíîæåñòâà � ýòî êëàññû, êîòîðûå íå ÿâëÿ-
þòñÿ ìíîæåñòâàìè.

Ïðèìåð. Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà c ∈ Ob C ìíîæåñòâî HomC(c, c) ÿâëÿåòñÿ ìîíîèäîì.
Ïîýòîìó ëþáîé ìîíîèä � ýòî êàòåãîðèÿ ñ îäíèì îáúåêòîì.

13

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ГОМОЛОГИЧЕСКАЯ АЛГЕБРА 
ГОРДИЕНКО АЛЕКСЕЙ СЕРГЕЕВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ïîñëåäíèé ïðèìåð âàæåí, ïîòîìó ÷òî ïîêàçûâàåò ïåðåõîä íà íîâûé óðîâåíü àá-
ñòðàêöèè. Ïðè èçó÷åíèè ãðóïï íå âàæíà ïðèðîäà ýëåìåíòîâ, à ïðè ðàáîòå ñ êàòåãî-
ðèÿìè ìû àáñòðàãèðóåìñÿ îò ïðèðîäû íå òîëüêî îáúåêòîâ, íî è ìîðôèçìîâ ìåæäó
íèìè.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû êàòåãîðèé:

Íàçâàíèå Îáúåêòû Ìîðôèçìû

Sets Ìàëûå ìíîæåñòâà
Îòîáðàæåíèÿ ìåæäó

ìíîæåñòâàìè

Ab Àáåëåâû ãðóïïû
Ãîìîìîðôèçìû àáåëåâûõ

ãðóïï

Top
Òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà

Íåïðåðûâíûå
îòîáðàæåíèÿ

Toph
Òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà

Êëàññû ãîìîòîïíûõ
îòîáðàæåíèé

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü X è Y � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà

Toph(X, Y ) = Top(X, Y )/∼,

ãäå ∼ � îòíîøåíèå ãîìîòîïíîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C è D � êàòåãîðèè. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí êîâàðèàíòíûé ôóíê-
òîð F : C → D, åñëè äëÿ ëþáîãî îáúåêòà c ∈ Ob C çàäàí îáúåêò Fc ∈ ObD, è äëÿ ëþ-
áûõ îáúåêòîâ c1, c2 ∈ Ob C è ìîðôèçìà f : c1 → c2 çàäàí ìîðôèçì F (f) : Fc1 → Fc2.
Ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ c, c1, c2, c3 ∈ Ob C è ìîðôèçìîâ f : c1 → c2, g : c2 → c3
âûïîëíÿåòñÿ

F (gf) = FgFf, F (idc) = idFc.

Ïðèìåð. Ôóíêòîð Hk : Toph→ Ab, k ∈ Z+.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ. Äâîéñòâåííîé êàòåãîðèåé ê C íàçûâàåòñÿ
êàòåãîðèÿ Cop òàêàÿ, ÷òî

Ob Cop := Ob C, Cop(c, d) = C(d, c),

è äëÿ ëþáûõ

f ∈ C(c1, c2) =: Cop(c2, c1), g ∈ C(c2, c3) =: Cop(c3, c2)

îïðåäåëåíà êîìïîçèöèÿ
â Cop fg := gf â C.

Ïðè ýòîì òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû òå æå.

Îïðåäåëåíèå. Êîíòðàâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì F : C → D íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíò-
íûé ôóíêòîð C → Dop èëè Cop → D.

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâàðèâàåòñÿ ïðîòèâíîå, ðàññìàòðèâàåìûå
ôóíêòîðû ñ÷èòàþòñÿ êîâàðèàíòíûìè.
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Î÷åíü âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî Hom-ôóíêòîðîâ � ôóíêòîðîâ èç äàííîé êà-
òåãîðèè â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ. Ôèêñèðóåì îáúåêò a ∈ Ob C. Îïðåäåëèì
ôóíêòîð HomC(a,−) : C → Sets òàêîé, ÷òî

HomC(a,−)(c) := HomC(a, c)

äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ c ∈ Ob C. Åñëè g : a → b, f : b → c � ìîðôèçìû ìåæäó
îáúåêòàìè a, b, c ∈ Ob C, òî

HomC(a,−)(f) : HomC(a, b) → HomC(a, c), HomC(a,−)(f)(g) := f ◦ g.

Ýòîò ôóíêòîð íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíûé Hom-ôóíêòîð.
Êîíòðàâàðèàíòíûì Hom-ôóíêòîðîì íàçûâàåòñÿ ôóíêòîð Hom(−, a) : C → Sets

òàêîé, ÷òî
HomC(−, a)(c) := HomC(c, a),

åñëè g : c→ a, f : b→ c � ìîðôèçìû, òî

HomC(−, a)(f) : HomC(c, a) → HomC(b, a), HomC(−, a)(f)(g) := gf.

Çàìå÷àíèå. HomC(a,−)(f) èíîãäà îáîçíà÷àþò êàê HomC(a, f), à HomC(−, a)(f) êàê
HomC(f, a).

Êëåòî÷íûå êîãîìîëîãèè

Â êàòåãîðèè Ab hom-ìíîæåñòâà ñàìè ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè ãðóïïàìè. Ïóñòü A,B
� àáåëåâû ãðóïïû, à φ, ψ ∈ HomAb(A,B) � ãîìîìîðôèçìû ìåæäó íèìè. Òîãäà
(φ+ψ)(a) := φ(a)+ψ(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ïîä äåéñòâèåì Hom-ôóíêòîðà â êàòåãî-
ðèè Ab ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï ïåðåõîäèò â ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï.
Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå Hom-ôóíêòîð ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì èç êàòåãîðèè Ab â
êàòåãîðèþ Ab. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü êîãîìîëîãèè êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè â ôèêñèðîâàííîé àáåëåâîé ãðóïïå, íåîáõîäèìî ê êîìïëåêñó öåïåé
ïðèìåíèòü Hom-ôóíêòîð â ôèêñèðîâàííóþ àáåëåâó ãðóïïó.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � êëåòî÷íûé êîìïëåêñ,

. . . Ck Ck+1 . . .
dk dk+1 dk+2

� êîìïëåêñ åãî êëåòî÷íûõ öåïåé. Ðàññìîòðèì àáåëåâó ãðóïïó A. Òîãäà ãðóïïà

Ck = HomAb(Ck, A)

íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êëåòî÷íûõ êîöåïåé ñ êîýôôèöèåíòàìè â A. Ôóíêòîð HomAb(−, A)
� êîíòðàâàðèàíòíûé, ïîýòîìó êîìïëåêñ êëåòî÷íûõ öåïåé ïåðåõîäèò â êîìïëåêñ
êëåòî÷íûõ êîöåïåé êîýôôèöèåíòàìè â A

. . . Ck Ck+1 . . . ,dk−1 dk dk+1
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ãäå
dk := HomAb(dk+1, A) : HomAb(Ck, A) → HomAb(Ck+1, A).

Åñëè ω ∈ HomAb(Ck, A), ζ ∈ Ck+1, òî

(dkω)(ζ) = ω(dk+1ζ).

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïàìè êîöèêëîâ íàçûâàþòñÿ ãðóïïû

Zk(X;A) := Ker dk.

Ãðóïïàìè êîãðàíèö íàçûâàþòñÿ ãðóïïû

Bk(X;A) := Im dk−1.

Ãðóïïàìè êîãîìîëîãèé íàçûâàþòñÿ ãðóïïû

Hk(X;A) := Zk/Bk.

Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà
èíäóöèðóþòñÿ ãîìîìîðôèçìû

fk : Hk(Y ;A) → Hk(X;A),

îïðåäåëåííûé ïî ïðàâèëó
(fkω)(ζ) := ω(fk#(ζ)),

ãäå ω ∈ Zk(Y ;A), ζ ∈ Ck(X).

Êëåòî÷íûå ãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â àáåëåâîé ãðóïïå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � êëåòî÷íûé êîìïëåêñ.

. . . Ck Ck+1 . . .
dk dk+1 dk+2

� êëåòî÷íûé öåïíîé êîìïëåêñ. Ðàññìîòðèì

Ck(X;A) := Ck ⊗Z A,

dk(ζ ⊗ a) := dkζ ⊗ a.

Äëÿ ââåäåííîãî êëåòî÷íîãî êîìïëåêñà ñ êîýôôèöèåíòàìè â àáåëåâîé ãðóïïå îïðå-
äåëèì

Zk(X;A) := Ker dk � ãðóïïû öèêëîâ,

Bk(X;A) := Im dk+1 � ãðóïïû ãðàíèö,

Hk(X;A) := Zk(X;A)/Bk(X;A) � ãðóïïû ãîìîëîãèé.

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â áîëåå îáùåì ñëó÷àå áóäåò ðàñ-
ñìîòðåíî íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.
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Ëåêöèÿ 3

Ìîäóëè íàä êîëüöàìè

Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå (íå îáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíîå) êîëüöî ñ åäèíèöåé.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî M � ëåâûé R-ìîäóëü, åñëè íà íåì çàäàíû
îïåðàöèè:

+ :M ×M →M � ñëîæåíèå,

· : R×M →M � óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû èç êîëüöà.

Ïðè÷åì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1-4) (M,+) � àáåëåâà ãðóïïà,

5) (r + s)m = rm+ sm,

6) r(m+ n) = rm+ rn,

7) r(sm) = (rs)m,

8) 1Rm = m,

äëÿ ëþáûõ r, s ∈ R è m,n ∈M .

Ïðèìåðû. 1) K-ìîäóëü, ãäå K � ïîëå. Ýòî â òî÷íîñòè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì K.

2) Z-ìîäóëè � ýòî â òî÷íîñòè àáåëåâû ãðóïïû, âåäü na = a+ a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
n ðàç

.

3) Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K, è A : V → V � ëèíåéíûé
îïåðàòîð. Òîãäà V � K[λ]-ìîäóëü, ãäå K[λ] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä K. Ïî
îïðåäåëåíèþ, f(λ)v = f(A)v äëÿ âñåõ v ∈ V è f(λ) ∈ K[λ]. Âûáîð λ íå ñëó÷àåí
è ñâÿçàí ñ ïðèâåäåíèåì ìàòðèöû îïåðàòîðà êÆîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâîM � ïðàâûé R-ìîäóëü, åñëè íà íåì çàäàíû
îïåðàöèè:

+ :M ×M →M � ñëîæåíèå,

· :M ×R →M � óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû èç êîëüöà.

Ïðè÷åì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1-4) (M,+) � àáåëåâà ãðóïïà,

5) m(r + s) = mr +ms,

6) (m+ n)r = mr + nr,

7) (ms)r = m(sr) � îñíîâíîå ðàçëè÷èå ñ îïðåäåëåíèåì ëåâîãî R-ìîäóëÿ,

8) m1R = m,
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äëÿ ëþáûõ r, s ∈ R è m,n ∈M .

Çàìå÷àíèå. Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, òî ïîíÿòèÿ ëåâîãî è ïðàâîãî R-
ìîäóëåé ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå. Áèìîäóëåì íàä R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M ñ çàäàííîé íà íåì
ñòðóêòóðîé ëåâîãî è ïðàâîãî R-ìîäóëåé è äîïîëíèòåëüíîé àêñèîìîé:

(rm)s = r(ms), äëÿ âñåõ m ∈M è r, s ∈ R.

Çàìå÷àíèå. Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, òî âñÿêèé R-ìîäóëü � áèìîäóëü,
åñëè ïîëîæèòü rm := mr äëÿ âñåõ m ∈M è r ∈ R.

Ïðÿìàÿ ñóììà è ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé

Ïóñòü Mα, ãäå α ∈ Λ, � ëåâûå R-ìîäóëè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
∏

α∈ΛMα íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî íàáîðîâ
(mα)α∈Λ, ãäå mα ∈Mα, ñ çàäàííûìè íà íèõ ïîêîìïîíåíòíûìè îïåðàöèÿìè:

(mα)α∈Λ + (nα)α∈Λ := (mα + nα)α∈Λ,

r(mα)α∈Λ = (rmα)α∈Λ.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé èç ìîäóëåé {Mα}α∈Λ âëîæåí â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
(äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âñå íàáîðû, â êîòîðûõ òîëüêî α-êîìïîíåíòà íåíóëåâàÿ).
Íî, åñëè Λ � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå, êàê ìîäóëü, íå ïî-
ðîæäàåòñÿ âëîæåííûìè â íåãî Mα. ×òîáû ïîëó÷èòü ìîäóëü, ïîðîæäåííûé âñåìè
{Mα}α∈Λ, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå ïðÿìîé ñóììû.

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìîé ñóììîé
⊕

α∈ΛMα íàçûâàåòñÿ ïîäìîäóëü â
∏

α∈ΛMα, ñî-
ñòîÿùèé èç íàáîðîâ (mα)α∈Λ, â êîòîðûõ âñå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ, êðîìå, áûòü
ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ìíîæåñòâî Λ êîíå÷íî, òî ïîíÿòèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ïðÿ-
ìîé ñóììû ëåâûõ R-ìîäóëåé ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Çàäàäèì áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ýëåìåíòàìè x ∈ X è ýêçåìïëÿðàìè êîëüöà R, ðàññìàòðèâàåìûìè êàê ëåâûå ìîäóëè
íàä ñîáîé. Ñâîáîäíûì R-ìîäóëåì íàçûâàåòñÿ ìîäóëü F

RMod(X) = ⊕x∈XR. Ïîëîæèì

x := (δxy)y∈X , ãäå δxy =

{
1, ïðè x = y

0, ïðè x ̸= y

Òîãäà äëÿ ëþáëîãî m ∈ F
RMod(X) ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ýëåìåíòû

mx ∈ R, âñå èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ, êðîìå, áûòü ïîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà, òàêèå,
÷òî

m =
∑
x∈X

mxx.

Ýëåìåíòû x íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè F
RMod(X), à ìíîæåñòâî X �

áàçèñîì. Òàêèì îáðàçîì, çàäàåòñÿ âëîæåíèå X
i
↪−→ F

RMod(X).
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Êðîìå ýòîãî ñïîñîáà, ñâîáîäíûé R-ìîäóëü ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ óíèâåð-
ñàëüíîãî ñâîéñòâà:

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ φ0 : X → M , ãäå M � R-ìîäóëü, ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì R-ìîäóëåé (ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï,
ñîõðàíÿþùèé óìíîæåíèå íà ýëåìåíò êîëüöà, òî åñòü R-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå)
φ : F

RMod(X) → M òàêîé, ÷òî φ ◦ i = φ0. Ýòî ñâîéñòâî óäîáíî èçîáðàæàòü ñ ïîìî-
ùüþ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû:

X F
RMod(X)

M

i

φ0
φ

Èíûìè ñëîâàìè, âñå ãîìîìîðôèçìû ñâîáîäíîãî R-ìîäóëÿ îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ ñ
ïîìîùüþ îáðàçîâ åãî ïîðîæäàþùèõ.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîäóëåé

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü, N � ëåâûé R-ìîäóëü, à R � àññîöè-
àòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Îòîáðàæåíèå φ :M ×N → A, ãäå A � àáåëåâà ãðóïïà,
íàçûâàåòñÿ Z-áèëèíåéíûì, åñëè âûïîëíåíû ñâîéñòâà:

φ(m1 +m2, n) = φ(m1, n) + φ(m2, n)

φ(m,n1 + n2) = φ(m,n1) + φ(m,n2)

äëÿ ëþáûõ m,m1,m2 ∈M è n, n1, n2 ∈ N .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü, N � ëåâûé R-ìîäóëü, à R � àññîöè-
àòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ àáåëåâà ãðóïïà
M ⊗N (÷àñòî ïèøóò M ⊗R N) âìåñòå ñ Z-áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì

φ :M ×N →M ⊗N

ñî ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè:

φ(mr, n) = φ(m, rn)

äëÿ âñåõm ∈M,n ∈ N è r ∈ R, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî Z-áèëèíåéíîãî àññîöèàòèâíî-
ãî îòîáðàæåíèÿ ψ0 :M×N → A, ãäå A � àáåëåâà ãðóïïà, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï ψ :M ⊗N → A, ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

M ×N M ⊗N

A

φ

ψ0

ψ

Òàêèì îáðàçîì, ñòàâèòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó Z-áèëèíåéíûìè àññîöèàòèâíûìè îòîá-
ðàæåíèÿìè è ãîìîìîðôèçìàìè àáåëåâûõ ãðóïï.
Ýëåìåíò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ m⊗ n îáîçíà÷àþò êàê φ(m,n).
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ßâíàÿ êîíñòðóêöèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëåé.
Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó F ñ ïîðîæäàþùèìè (m,n), ãäå m ∈ M è

n ∈ N . Ïóñòü L ⊆ F � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýäåìåíòàìè:

(mr, n)− (m, rn),

(m1 +m2, n)− (m1, n)− (m2, n),

(m,n1 + n2)− (m,n1)− (m,n2)

äëÿ âñåõ r ∈ R, m,m1,m2 ∈M è n, n1, n2 ∈ N .
Ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïó F/L è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ : M × N → F/L ïî

ïðàâèëó
φ(m,n) := (m,n) + L,

òî åñòü ïîðîæäàþùåìó ýëåìåíòó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åãî ñìåæíûé êëàññ. Â ñèëó
òîãî, êàê ìû îïðåäåëèëè ïîäãðóïïó L, îòîáðàæåíèå φ àññîöèàòèâíîå è Z-ëèíåéíîå.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî. Ïóñòü åñòü àññîöèàòèâíîå Z-áèëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå ψ0 :M×N → A, ãäå A � àáåëåâà ãðóïïà. Ïîñêîëüêó îáðàçû (m,n) ïðè
îòîáðàæåíèè φ ïîðîæäàþò F/L, îòîáðàæåíèå ψ ìîæíî îïðåäåëèòü åäèíñòâåííûì
ñïîñîáîì, ïîëîæèâ

ψ((m,n) + L) := ψ0(m,n).

Òàêèì îáðàçîì, äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

M ×N F/L

A

φ

ψ0

ψ

Òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òàê êàê L ⊆ Ker θ, ãäå θ : F → A � ãîìîìîðôèçì
ãðóïï òàêîé, ÷òî

θ(m,n) := ψ0(m,n).

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ìîäóëÿ, îáðàçû ïîðîæäàþùèõ àáå-
ëåâîé ãðóïïû F îäíîçíà÷íî çàäàþò ãîìîìîðôèçì θ àáåëåâûõ ãðóïï, èëè Z-ìîäóëåé.
Â ñèëó Z-áèëèíåéíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè ψ0, ïîðîæäàþùèå L ëåæàò â ÿäðå θ, à
çíà÷èò L ⊆ Ker θ. Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçì θ ïîñòîÿíåí íà ñìåæíûõ êëàññàõ è
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì èç ôàêòîðãðóïïû F/L.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê ìîäóëü

Ïóñòü M � áèìîäóëü íàä àññîöèàòèâíûì êîëüöîì R ñ åäèíèöåé, à N � ëåâûé
R-ìîäóëü. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå íà r ∈ R ñëåâà íà ýëåìåíòû M ⊗N ÷åðåç óíèâåð-
ñàëüíîå ñâîéñòâî:

M ×N M ⊗N

M ⊗N

⊗

ψ0

r
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Îòîáðàæåíèå ⊗ èç îïðåäåëåíèÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à ψ0 çàäàåòñÿ ïðàâèëîì

ψ0(m,n) := rm⊗ n.

Ïîñêîëüêó M � áèìîäóëü, òî îòîáðàæåíèå ψ0 àññîöèàòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî,

ψ0(ms, n) = r(ms)⊗ n = (rm)s⊗ n = rm⊗ sn = ψ0(m, sn),

äëÿ âñåõ s ∈ R. Ïî îáåèì êîìïîíåíòàì ýòî ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï, ïîýòîìó
ψ0 � Z-áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ

r(m⊗ n) := rm⊗ n.

Ïîýòîìó M ⊗N � ëåâûé R-ìîäóëü.

Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Äîêàæåì óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî, êîòîðîå ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ ìîäóëåé íàä êîì-
ìóòàòèâíûì êîëüöîì.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü M è N � R-ìîäóëè äëÿ àññîöèàòèâíîãî êîììóòàòèâíîãî
êîëüöà R ñ åäèíèöåé. Òîãäà îòîáðàæåíèå

⊗ = φ :M ×N →M ⊗N

R-áèëèíåéíî, è äëÿ ëþáîãî R-áèëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

ψ0 :M ×N → K,

ãäå K � R-ìîäóëü, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì R-ìîäóëåé

ψ :M ⊗N → K,

òàêîé, ÷òî êîììóòàòèâíà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà:

M ×N M ⊗N

K

φ

ψ0

ψ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φ áèëèíåéíî. Ìû çíàåì, ÷òî îíî Z-
áèëèíåéíî. Êðîìå òîãî,

φ(rm, n) = rm⊗ n = r(m⊗ n) = rφ(m,n),

φ(m, rn) = φ(mr, n) = φ(rm, n) = rφ(m,n),

äëÿ âñåõ r ∈ R,m ∈M è n ∈ N . Òî åñòü φ � R-áèëèíåéíî.
Òàê êàê îòîáðàæåíèå ψ0 � R-áèëèíåéíî, òî îíî Z-áèëèíåéíî è àññîöèàòèâíî. Ïî-
ýòîìó, ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìî-
ìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï

ψ :M ⊗N → K
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ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì R-ìîäóëåé.
Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå M ⊗ N ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè âèäà m ⊗ n, ïîýòîìó R-
ëèíåéíîñòü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü òîëüêî äëÿ íèõ. Ïîñêîëüêó

ψ(r(m⊗ n)) = ψ(rm⊗ n) = ψ0(rm, n) = rψ0(m,n) = rψ(m⊗ n)

äëÿ ëþáûõ r ∈ R,m ∈M è n ∈ N , ψ � ãîìîìîðôèçì R-ìîäóëåé.

Èç äîêàçàííîãî óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà âèäíî, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìàòðèâàåìîé êîíñòðóêöèè. Íî,
ðàáîòàÿ ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì ìîäóëåé, íå âñåãäà ìîæíî äåéñòâîâàòü ïî àíà-
ëîãèè ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ðåçóëüòàò òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ íåíóëåâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íå ìîæåò áûòü íóëåâûì âåêòîð-
íûì ïðîñòðàíñòâîì, íî àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî äëÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîäóëåé
íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì Z2⊗ZZ3. Â êîëüöå Z3 óìíîæåíèå íà 2 � îáðàòèìàÿ îïåðàöèÿ,
ïîýòîìó

Z2 ⊗Z Z3 = Z2 ⊗Z 2Z3 = 2Z2 ⊗Z Z3 = 0⊗Z Z3 = 0.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, à M � ëåâûé R-
ìîäóëü. Ðàññìîòðèì R êàê áèìîäóëü íàä ñîáîé. Òîãäà

R⊗RM ∼= M

êàê R-ìîäóëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì

φ : R⊗RM →M, φ(r,m) := rm.

Ýòî Z-áèëèíåéíîå àññîöèàòèâíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü

ψ0 : R×M → A,

ãäå A � àáåëåâà ãðóïïà, � Z-áèëèíåéíîå àññîöèàòèâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà

ψ0(r,m) = ψ0(1, rm).

Ïîýòîìó, åñëè ψ � ãîìîìîðôèçì ãðóïï M è A òàêîé, ÷òî ψφ = ψ0, òî îí îïðåäåëåí
åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì:

ψ(m) := ψ(ψ0(1,m)) = ψ0(1,m).

Òîãäà
ψφ(r,m) = ψ(rm) = ψ0(1, rm) = ψ0(r,m)

äëÿ âñåõ r ∈ R è m ∈ M . Ïîëó÷àåì, ÷òî R ⊗R M è M èçîìîðôíû êàê àáåëåâû
ãðóïïû, ïðè÷åì èçîìîðôèçì äîëæåí áûòü ñîãëàñîâàí ñ îòîáðàæåíèåì φ, è ñòðîèòñÿ
ïî ïðàâèëó

r ⊗R m 7→ rm.

Ïðè ýòîì
s(r ⊗R m) = sr ⊗R m 7→ srm,

äëÿ âñåõ s ∈ R. Òî åñòü ýòî èçîìîðôèçì R-ìîäóëåé.
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Ëåêöèÿ 4

Îäíîé èç òåì äàííîãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðíîå îñíîâàíèå ãîìîëîãè÷åñêîé àë-
ãåáðû. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãîå èç òîãî, î ÷åì áóäåò èäòè ðå÷ü äàëüøå, ôîð-
ìóëèðóåòñÿ íà ÿçûêå ñòðåëîê è äèàãðàìì. Èçíà÷àëüíî ãîìîëîãè÷åñêóþ àëãåáðó
ðàçâèâàëè â êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì, íî ïîÿâëåíèå íîâûõ çàäà÷ â àëãåáðà-
è÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîêàçàëî îãðàíè÷åííîñòü òàêîãî ïîäõîäà. Â äàííîé ëåêöèè ðå÷ü
ïîéäåò îá àáåëåâûõ êàòåãîðèÿõ � êàòåãîðèÿõ, êîòîðûå â íåêîòîðîì ðîäå ñâîäÿòñÿ
ê êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êîëüöîì, íî íå âî âñåõ ñìûñëàõ.

Ab-êàòåãîðèè

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî C � Ab-êàòåãîðèÿ, åñëè äëÿ âñåõ îáúåêòîâ a, b ∈ C
íà hom-ìíîæåñòâå C(a, b) ââåäåíà ñòðóêòóðà àáåëåâîé ãðóïïû. Ïðè÷åì îïåðàöèÿ
êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ Z-ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó:

(f1 + f2)g = f1g + f2g,

f(g1 + g2) = fg1 + fg2

äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ a, b, c ∈ C è ìîðôèçìîâ f, f1, f2 ∈ C(b, c) è g, g1, g2 ∈ C(a, b).

Ïðåäåëû è êîïðåäåëû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü T : J → C � ôóíêòîð. Êîíóñîì íàä T íàçûâàåòñÿ îáúåêò
a ñ íàáîðîì ìîðôèçìîâ {αj : a → Tj | j ∈ ObJ }. Ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà
f : i→ j â êàòåãîðèè J ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

Ti

a

Tj

Tf

αi

αj

Êîíóñ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê α : a⇒ T .

Îïðåäåëåíèå. Êîíóñ α : a ⇒ T íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî êîíóñà
β : b ⇒ T ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôìèçì g : b → a â C, ÷òî äèàãðàììà íèæå
êîììóòàòèâíà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà j ∈ ObJ :

a

Tj

b

αj

g

βj
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Òîãäà îáúåêò a =: limT íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì (ðàíüøå åãî íàçûâàëè îáðàòíûì ïðå-
äåëîì èëè ïðîåêòèâíûì ïðåäåëîì ôóíêòîðà T ).

Îïðåäåëåíèå. Êîïðåäåëîì colimT ôóíêòîðà T : J → C íàçûâàåòñÿ ïðåäåë ôóíê-
òîðà T op : J op → Cop. Êîïðåäåë èíîãäà íàçûâàþò ïðÿìûì èëè èíäóêòèâíûì ïðåäå-
ëîì.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð T : J → C, ãäå J = ∅. Ôóíêòîð èç ïóñòîãî ìíî-
æåñòâà íè÷åãî íå îòîáðàæàåò. Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò îáúåêòîâ Tj, à êîíóñ ñîñòîèò
èç îäíîãî îáúåêòà. Çíà÷èò, åñëè îáúåêò a ∈ C � ïðåäåë ôóíêòîðà T , òî äëÿ ëþ-
áîãî îáúåêòà b ∈ C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì b → a â C. Òàêîé ïðåäåë
íàçûâàåòñÿ òåðìèíàëüíûì èëè óíèâåðñàëüíûì ïðèòÿãèâàþùèì îáúåêòîì.
Êîïðåäåë ôóíêòîðà T íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì èëè óíèâåðñàëüíûì îòòàëêèâàþ-

ùèì îáúåêòîì. Åñëè îáúåêò a ∈ C � óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò, òî
äëÿ ëþáîãî îáúåêòà b ∈ C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì a→ b

Çàìå÷àíèå. Ïðåäåëû è êîïðåäåëû åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ñî-
ãëàñîâàííîãî ñ íàáîðîì ìîðôèçìîâ ïðåäåëüíîãî êîíóñà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû êàòåãîðèé è óíèâåñàëüíûõ ïðèòÿãèâàþùèõ è îòòàëêèâàþ-
ùèõ îáúåêòîâ â íèõ.

Ïðèìåðû. Ðàññîòðèì êàòåãîðèè Sets è RMod1 è óíèâåðñàëüíûå ïðèòÿãèâàþùèå
îáúåêòû (äëÿ êðàòêîñòè ÓÏÎ) è óíèâåðñàëüíûå îòòàëêèâàþùèå îáúåêòû (äëÿ êðàò-
êîñòè ÓÎÎ) â íèõ.

J C ÓÏÎ ÓÎÎ

∅ Sets {∗} ∅
∅ RMod 0 0

Îïðåäåëåíèå. Åñëè óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëü-
íûì îòòàëêèâàþùèì îáúåêòîì, òî îí íàçûâàåòñÿ íóëåâûì îáúåêòîì.

Çàìå÷àíèå. Îáúåêò a â Ab-êàòåãîðèè C ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, åñëè è òîëüêî åñëè
0a = ida, ãäå 0a � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû C(a, a).
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð T : J → C, ãäå J � äèñêðåòíàÿ êàòåãîðèÿ (êàòåãî-
ðèÿ, â êîòîðîé âñå ìîðôèçìû òîæäåñòâåííûå). Òîãäà ïðåäåë ôóíêòîðà T íàçûâàåò-
ñÿ ïðîèçâåäåíèåì îáúåêòîâ {Tj}j∈ObJ è îáîçíà÷àåòñÿ

∏
j∈ObJ Tj. Êîïðåäåë ôóíêòîðà

T íàçûâàåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì îáúåêòîâ {Tj}j∈ObJ è îáîçíà÷àåòñÿ
∐

j∈ObJ Tj.

Îçíàêîìèìñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîììóòàòèâíûìè äèàãðàììàìè2:∏
j∈ObJ Tj

∐
j∈ObJ Tj

Tj Tj

b d

αj

h

ij

γjβj

g

1Êàòåãîðèÿ ëåâûõ ìîäóëåé íàä àññîöèàòèâíûì êîëüöîì R ñ åäèíèöåé.
2Â äàëüíåéøåì ïóíêòèðíàÿ ñòðåëêà íà äèàãðàììå áóäåò îáîçíà÷àòü åäèíñòâåííîñòü ìîðôèçìà,

äëÿ êîòîðîãî äèàãðàììà êîììóòàòèâíà.
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Ìîðôèçìû {αj}j∈ObJ è {ij}j∈ObJ íàçûâàþòñÿ ïðîåêöèÿìè è âëîæåíèÿìè ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ïðèìåðû. Â êàòåãîðèÿõ Sets è RMod ïðîèçâåäåíèÿ è êîïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
óæå çíàêîìûìè äëÿ íàñ êîíñòðóêöèÿìè:

J C lim colim

äèñêðåòíàÿ Sets
äåêàðòîâî

ïðîèçâåäåíèå
äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå

äèñêðåòíàÿ RMod
ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå
ïðÿìàÿ
ñóììà

Àääèòèâíûå êàòåãîðèè

Â äàëüíåéøåì íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ èç òåîðèè êàòåãîðèé áóäóò ïðèâåäåíû áåç
äîêàçàòåëüñòâ. Äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ïîñìîòðåòü â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåöêóðñàõ
èëè êíèãå Ñ.Ìàêëåéíà Êàòåãîðèè äëÿ ðàáîòàþùåãî ìàòåìàòèêà.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü C � Ab-êàòåãîðèÿ ñ íóëåâûì îáúåêòîì, à

a× b

a b

p1 p2

� ïðîèçâåäåíèå îáúåêòîâ a, b ∈ Ob C. Îïðåäåëèì ìîðôèçìû i1 è i2 ïðè ïîìîùè
êîììóòàòèâíûõ äèàãðàìì:

a× b a× b

a b a b

a b

p1 p2 p1 p2

ida

i1

0 0 idb

i2

Òîãäà îáúåêò a×b ñ ìîðôèçìàìè i1 è i2 ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì îáúåêòîâ a, b ∈ C:

a× b

a b

i1 i2

Ïðè÷åì âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

p1i1 = ida, p1i2 = 0,

p2i1 = 0, p2i2 = idb,

ida×b = i1p1 + i2p2.
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Îïðåäåëåíèå. Îáúåêò a× b èç Ab-êàòåãîðèè C ñ íóëåâûì îáúåêòîì, îáëàäàþùèé
ñâîéñòâàìè, ïðèâåäåííûìè â ïîñëåäíåì ïðåäëîæåíèè, íàçûâàåòñÿ áèïðîèçâåäåíèåì
èëè ïðÿìîé ñóììîé îáúåêòîâ a è b. Åãî îáîçíà÷àþò êàê a⊗ b.

Îïðåäåëåíèå. Ab-êàòåãîðèÿ ñ íóëåâûì îáúåêòîì, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ
ñóììà ëþáîé ïàðû îáúåêòîâ, íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé êàòåãîðèåé.

Óðàâíèòåëè è êîóðàâíèòåëè

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð (êî)ïðåäåëà. Ïóñòü J � êàòåãîðèÿ ñ äâóìÿ îáúåêòàìè
1, 2 è äâóìÿ ìîðôèçìàìè ξ, η : 1 → 2:

1 2
η

ξ

id1 id2

Ðàññìîòðèì ôóíêòîð T : J → C, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êàòåãîðèÿ, è ïðåäåëüíûé
êîíóñ α : a⇒ T :

a T1 T2

α2

α1
ξ

η

Âàæåí òîëüêî ìîðôèçì α1, ïîòîìó ÷òî α2 îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî:

(Tξ)α1 = α2 = (Tη)α1.

Ìîðôèçì α1 íàçûâàåòñÿ óðàâíèòåëåì ìîðôèçìîâ Tξ è Tη è îáîçíà÷àåòñÿ êàê
eq(Tξ, Tη).

Îïðåäåëåíèå. Â àääèòèâíîé êàòåãîðèè ìîðôèçì eq(f, 0) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ìîð-
ôèçìà f .

Ðàñêðîåì îïðåäåëåíèå. Ïóñòü h := eq(f, 0):

t a bh
f

0

3

Òîãäà fh = 0h = 0, è äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà ζ : s→ a òàêîãî, ÷òî fζ = 0, ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé ìîðôèçì g : s→ t òàêîé, ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

t a b

s

h
f

0
g

ζ

Ïðèìåð. Â êàòåãîðèè RMod ÿäðî ìîðôèçìà f � ýòî âëîæåíèå ÿäðà ãîìîìîðôèç-
ìà ìîäóëåé:

3Ìîðôèçì h ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü êàê ker f , à îáúåêò t êàê Ker f .
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Ker f A B

S

ker f f

0

g
ζ

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè fζ = 0, òî îáðàç ãîìîìîðôèçìà ζ ëåæèò â ÿäðå ãîìîìîðôèçìà
f . Çíà÷èò, ýòîò ìîðôèçì îäíîçíà÷íî ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç âëîæåíèå ÿäðà ãîìîìîð-
ôèçìà f .

Îïðåäåëåíèå. Êîóðàâíèòåëü � ýòî äâîéñòâåííîå ïîíÿòèå ê ïîíÿòèþ óðàâíèòå-
ëÿ. Èì íàçûâàåòñÿ êîïðåäåë ôóíêòîðà T èç ðàíåå ðàññìîòðåííîé êàòåãîðèè J â
êàòåãîðèþ C. Êîóðàâíèòåëü ìîðôäèçìîâ f, g îáîçíà÷àåòñÿ êàê coeq(f, g).

Îïðåäåëåíèå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êîÿäðî ìîðôèçìà � êîóðàâíèòåëü ìîð-
ôèçìîâ f, 0 : a → b. Ïîýòîìó, åñëè åñòü ìîðôèçì ζ : b → s òàêîé, ÷òî ζf = 0,
òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì g : Coker f → s òàêîé, ÷òî äèàãðàììà íèæå
êîììóòàòèâíà:

a b Coker f

s

0

f coker f

ζ
g

Ïðèìåð. Â êàòåãîðèè RMod êîÿäðî ìîðôèçìà f � ýòî êàíîíè÷åñêèé ñþðúåêòèâ-
íûé ãîìîìîðôèçì â ôàêòîðãðóïïó ïî îáðàçó:

A B B/ Im f

0

0

f
π

ζ
g

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ζf = 0, òî îáðàç ãîìîìîðôèçìà f ëåæèò â ÿäðå ãîìîðôèçìà
ζ, çíà÷èò ζ îäíîçíà÷íî ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôàêòîðãðóïïó ïî îáðàçó.

Çàìå÷àíèå. Â àääèòèâíîé êàòåãîðèè

eq(f, g) = ker(f − g), coeq(f, g) = coker(f − g).

Àáåëåâû êàòåãîðèè

Ïåðåä îïðåäåëåíèåì àáåëåâîé êàòåãîðèè íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå
ñòðåëîê è äèàãðàìì, ÷òî òàêîå ñþðúåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìîðôèçì f : a → b íàçûâàåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì, åñëè äëÿ ëþáûõ
ìîðôèçìîâ g, h : c→ a èç ðàâåíñòâà

fg = fh

ñëåäóåò, ÷òî
g = h.
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Îïðåäåëåíèå. Ìîðôèçì f : a → b íàçûâàåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, åñëè äëÿ ëþáûõ
ìîðôèçìîâ g, h : b→ c èç ðàâåíñòâà

gf = hf

ñëåäóåò, ÷òî
g = h.

Ïðèìåð. Â êàòåãîðèè RMod ýïèìîðôèçìû � ýòî ñþðúåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû,
à ìîíîìîðôèçìû � èíúåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû ìîäóëåé.

Îïðåäåëåíèå. Àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé, åñëè â íåé ó âñåõ ìîð-
ôèçìîâ ñóùåñòâóþò ÿäðà è êîÿäðà, âñå ìîíîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè íåêîòîðûõ
ìîðôèçìîâ, à ýïèìîðôèçìû � êîÿäðàìè.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé êàòåãîðèè óðàâíèòåëü ÿâëÿåòñÿ ìîíî-
ìîðôèçìîì, à êîóðàâíèòåëü � ýïèìîðôèçìîì. Â ÷àñòíîñòè, ÿäðà è êîÿäðà ìîð-
ôèçìîâ ÿâëÿþòñÿ ìîíîìîðôèçìàìè è ýïèìîðôèçìàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå. Ïîíÿòèÿ îáðàçà è êîîáðàçà f ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

im f := ker(coker f),

coim f := coker(ker f).

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:

Ker f a b Coker f

Coim f Im f

ker f f

coker(ker f)
g

coker f

h

ker(coker f)

Ïî îïðåäåëåíèþ,
(coker f)f = 0,

çíà÷èò, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì g : a → Im f, ÷òî äèàãðàììà âûøå
êîììóòàòèâíà. Àíàëîãè÷íî,

f(ker f) = 0,

îòêóäà
ker(coker f)(g(ker f)) = 0.

Íî ÿäðî � ìîíîìîðôèçì, ïîýòîìó

g(ker f) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà êîÿäðà, ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íî
îïðåäåëííûé ìîðôèçì h : Coim f → Im f.
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Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìîðôèçì f : a → b � èçîìîðôèçì, åñëè ñóùåñòâóåò
ìîðôèçì g : b→ a òàêîé, ÷òî

gf = ida, fg = idb .

Îáúåêòû, ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóþò èçîìîðôèçìû, íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè.

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå àáåëåâîé êàòåãîðèè. Àáåëåâîé
êàòåãîðèåé íàçûâàåòñÿ àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé ó âñåõ ìîðôèçìîâ ñóùå-
ñòâóþò ÿäðà è êîÿäðà, à îáúåêòû Im f è Coim f èçîìîðôíû äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà
f .

Òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Íà ìîíîìîðôèçìàõ ìîæíî óñòàíîâèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äâà ìîíî-
ìîðôèçìà f ; b→ a è g : c→ a ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì h : b→ c
òàêîé, ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

a

b c

f

h

g 4

Îïðåäåëåíèå. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ìîíîìîðôèçìîâ íàçûâàåòñÿ ïîäîáúåêòîì.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a b c
f g

òî÷íà â ÷ëåíå b, åñëè
Im f = Ker g.

Ðàâåíñòâî ïîäðàçóìåâàåòñÿ â ñìûñëå ïîäîáúåêòîâ. Ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèåì ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî

Coker f = Coim g.

Ïîêàæåì ýòî ñ ïîìîùüþ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû:

Coker f Coim g

a b c

Ker g Im f

∼

f g

∼

Îïðåäåëåíèå. Êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

0 a b c 0
f g

(4.1)

òî÷íàÿ â êàæäîì èç òðåõ ÷ëåíîâ a, b, c.
4Îáû÷íî ìîíîìîðôèçìû íà äèàãðàììàõ èçîáðàæàþò ñ ïîìîùüþ ñòðåëîê ↣, à ýïèìîðôèçìû ñ

ïîìîùüþ ↠.
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Çàìå÷àíèå. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 4.1 ÿâëÿåòñÿ êîðîòêîé òî÷-
íîé, åñëè è òîëüêî åñëè

f = ker g, g = coker f.

Ïîýòîìó, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðîòêàÿ òî÷íàÿ, òî f � ìîíîìîðôèçì, à g �
ýïèìîðôèçì.

Òî÷íûå ôóíêòîðû

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêòîð F : C → D, ãäå C è D � Ab-êàòåãîðèè, íàçûâàåòñÿ àä-
äèòèâíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì íà hom-ìíîæåñòâàõ (hom-àáåëåâûõ
ãðóïïàõ).

Çàìå÷àíèå. Åñëè F : C → D � àääèòèâíûé ôóíêòîð ìåæäó àáåëåâûìè êàòåãîðè-
ÿìè, òî íóëåâîé îáúåêò è áèïðîèçâåäåíèå îí áóäåò ïåðåâîäèòü â íóëåâîé îáúåêò è
áèïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå. Êàòåãîðèÿ C íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè â íåé êîíå÷íîå ÷èñëî îáú-
åêòîâ è ìîðôèçìîâ ìåæäó íèìè.

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íûå ïðåäåëû â êàòåãîðèè C � ýòî ïðåäåëû ôóíêòîðîâ èç êî-
íå÷íûõ êàòåãîðèé, âêëþ÷àÿ ïóñòóþ, â êàòåãîðèþ C.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â êàòåãîðèè êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ äîñòàòî÷íî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé è óðàâíèòåëåé. Â àáåëåâîé êàòåãîðèè ñóùåñòâó-
þò êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ è ÿäðà, ïîýòîìó îáà óñëîâèÿ âûïîëíåíû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü T : J → C, ãäå J � êîíå÷íàÿ êàòåãîðèÿ, è F : C → D
� ôóíêòîðû. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò ìàëûå ïðåäåëû, åñëè îí ëþáîé
ïðåäåëüíûé êîíóñ α : a⇒ T îòîáðàæàåò â ïðåäåëüíûé êîíóñ Fα : Fa⇒ FT .

Ïóñòü C è D � àáåëåâû êàòåãîðèè.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêòîð F : C → D íàçûâàåòñÿ òî÷íûì ñëåâà, åñëè îí ñîõðàíÿ-
åò êîíå÷íûå ïðåäåëû èëè, ýêâèâàëåíòíî, àääèòèâåí è ïðåâîäèò ëþáóþ òî÷íóþ â
êàòåãîðèè C ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 4.1 â òî÷íóþ â êàòåãîðèè D ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 Fa Fb Fc
Ff Fg

Îïðåäåëåíèå. Àíàëîãè÷íî, ôóíêòîð F : C → D òî÷åí ñïðàâà, åñëè îí ñîõðàíÿåò
êîíå÷íûå êîïðåäåëû èëè, ýêâèâàëåíòíî, àääèòèâåí è ïðåâîäèò ëþáóþ òî÷íóþ â
êàòåãîðèè C ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 4.1 â òî÷íóþ â êàòåãîðèè D ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Fa Fb Fc 0
Ff Fg

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêòîð íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè îí îäíîâðåìåííî òî÷åí ñëåâà è
ñïðàâà.

Ïðèìåðû. 1) Ôóíêòîð HomR(A,−) òî÷åí ñëåâà äëÿ ëþáîãî R-ìîäóëÿ A.

2) Ôóíêòîð (−)⊗R B òî÷åí ñïðàâà äëÿ ëþáîãî R-ìîäóëÿ B.

3) Çàáûâàþùèé ôóíêòîð U : RMod→ Ab òî÷åí.
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Ëåêöèÿ 5

Òåîðåìà Ôðåéäà-Ìèò÷åëëà

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî êàòåãîðèÿ C � ìàëàÿ, åñëè ìíîæåñòâà åå îáúåêòîâ è
âñåõ ìîðôèçìîâ � ìàëûå.

Íà ïðîøëîé ëåêöèè áûëî ñêàçàíî î íåêîòîðîé ñõîæåñòè àáåëåâûõ êàòåãîðèé è
êàòåãîðèè RMod. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè
àáåëåâûìè êàòåãîðèÿìè è êàòåãîðèåé ëåâûõ R-ìîäóëåé.

Òåîðåìà 5.1 (Ôðåéä-Ìèò÷åëë). Ïóñòü A � ìàëàÿ àáåëåâà êàòåãîðèÿ. Òîãäà ñó-
ùåñòâóþò àññîöèàòèâíîå êîëüöî R ñ åäèíèöåé è ôóíêòîð F : A → RMod òàêèå,
÷òî

1) F � òî÷íûé;

2) F áèåêòèâåí íà hom-ìíîæåñòâàõ;

3) F � âëîæåíèå êàòåãîðèé (òî åñòü èíúåêòèâåí íà îáúåêòàõ).

Ïóñòü ìû õîòèì äîêàçàòü êàêîå-íèáóäü óòâåðæäåíèå â íåîáÿçàòåëüíî ìàëîé àáå-
ëåâîé êàòåãîðèè A, íàïðèìåð, êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû. Ðàññìîòðèì ïîëíóþ
ïîäêàòåãîðèþ A0 â A, ñîäåðæàùóþ âñå îáúåêòû èç äèàãðàììû è íóëåâîé îáú-
åêò. Çàòåì, ðàññìîòðèì ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ A1 â A, ñîäåðæàùóþ A0 è êîíå÷-
íûå (êî)ïðåäåëû â A0. Àíàëîãè÷íî, ïî êàòåãîðèè A1 ñòðîèòñÿ ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ
A2 è òàê äàëåå. Îáúåäèíåíèå êàòåãîðèé {Ai}i∈N0 � ýòî ìàëàÿ àáåëåâà êàòåãîðèÿ,
êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â êàòåãîðèè RMod.
Íî òî÷íûé ôóíêòîð íå îáÿçàí ñîõðàíÿòü áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû. Ïîýòîìó áåñêî-

íå÷íûå (êî)ïðîèçâåäåíèÿ ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ â êàòåãîðèè A ñîâñåì íå òàê, êàê â
êàòåãîðèè RMod.

Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì êàòåãîðèè X è Y è äâà ôóíêòîðà F1, F2 ìåæäó íèìè:

X Y

F1

F2

α

Åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå α : F1 ⇒ F2 � ýòî íàáîð ìîðôèçìîâ

{αx : F1x→ F2x | x ∈ Ob(X )}

òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà f : x→ z äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

F1x F2x

F1z F2z

F1f

αx

F2f

αz
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Ìîðôèçìû αx íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ α.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêòîðû F1, F2 : X → Y íàçûâàþñÿ èçîìîðôíûìè (îáîçíà÷åíèå
F1

∼= F2), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ α : F1 ⇒ F2 è
β : F2 ⇒ F1, ÷òî

αβ = idF2 , βα = idF1 .

Ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ ïîíÿòèåì åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â äàííîì êóðñå.

Ïðèìåð. Ïóñòü T : J → X � ôóíêòîð. Ðàññìîòðèì a ∈ OB(X ) è êîíñòàíòíûé
ôóíêòîð a : J ∈ X :

a(j) := a è a(f) := ida

äëÿ ëþáûõ îáúåêòîâ i, j ∈ Ob(J ) è ìîðôèçìîâ f : i → j. Òîãäà êîíóñ α : a → T
� åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêòîðîâ a è T . Äåéñòâèòåëüíî, çàäàíû êîìïî-
íåíòû αj : a → Tj, à òàêæå äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà f : i → j âûïîëíåíî óñëîâèå
ñîãëàñîâàííîñòè:

a T i

a Tj

ida

αi

Tf

αj

Êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû âûøå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ êîíóñà.

Ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X è A � êàòåãîðèè, à F : X → A è G : A → X � ôóíêòîðû.
Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêòîð F � ëåâûé ñîïðÿæåííûé äëÿ ôóíêòîðà G, à G � ïðàâûé
ñîïðÿæåííûé äëÿ F , è ïèøóò F ⊣ G, åñëè ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ïî x è a áèåêöèÿ

A(Fx, a)
∼−→ X (x,Ga),

òî åñòü, åñëè äâà ôóíêòîðà A(F (−),−), X (−, G(−)) : X op ×A → Sets èçîìîðôíû.

Çàìå÷àíèå. Ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû åäèíñòâåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Óòâåðæäåíèå. Ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð ñîõðàíÿåò âñå ïðåäåëû, à ëåâûé ñî-
ïðÿæåííûé ôóíêòîð � âñå êîïðåäåëû. Â ÷àñòíîñòè, ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð
òî÷åí ñëåâà, à ëåâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð òî÷åí ñïðàâà.

Ïðèìåðû. 1) Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå, êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ðàñ-
ñìîòðèì A,B,C ∈ Ob(RMod). Òîãäà ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå èçîìîðôèçìû

HomR(A⊗R B,C) ∼= HomR(A,HomR(B,C)).

Åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà òåíçîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Êàæäîìó R-áèëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ φ0 : A×B → C ñî-
îòâåòñòâóåò R-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : A⊗B → C. Ðàññìîòðèì R-ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå ψ : A→ HomR(B,C). Èìååì

φ0(a, b) = φ(a⊗ b) = ψ(a)(b).
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Ôèêñèðîâàâ ïåðâûé ýëåìåíò, ïîëó÷èëè îòîáðàæåíèå â ìíîæåñòâî ôóíêöèé
îò âòîðîãî àðãóìåíòà. Íà ìíîæåñòâå HomR(B,C) òàêæå çàäàíà ñòðóêòóðà R-
ìîäóëÿ.

Îòñþäà ôóíêòîð (−)⊗RB : RMod→ RMod � ëåâûé ñîïðÿæåííûé äëÿ ôóíê-
òîðà HomR(B, (−)) : RMod→ RMod. Ïðè÷åì åñòåñòâåííîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ
áóäåò ïî òðåì ïåðåìåííûì.

2) Ïóñòü R (íåîáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíîå) àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ A, ëåâîãî R-ìîäóëÿ B è àáåëåâîé ãðóïïû C ðàññìîòðèì
åñòåñòâåííóþ áèåêöèþ

Ab(A⊗B,C)
∼−→ RMod(A,HomZ(B,C)).

Ïîêàæåì, ÷òî HomZ(B,C) � ïðàâûé R-ìîäóëü:

(fr)(b) := f(rb), ((fr)s)(b) := f(r(sb))

äëÿ ëþáûõ r, s ∈ R, b ∈ B è f ∈ HomZ(B,C).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó
ãîìîìîðôèçìàìè àáåëåâûõ ãðóïï è Z-áèëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè, ñâîéñòâî
àññîöèàòèâíîñòè êîòîðûõ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñâèå ìåæäó íèìè è ãîìîìîðôèçìàìè R-ìîäóëåé.

Ïîýòîìó ôóíêòîð (−) ⊗ B � ëåâûé ñîïðÿæåííûé, ñîõðàíÿåò êîïðåäåëû è
òî÷åí ñïðàâà.

3) Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêòîð HomR íàä íåîáÿçàòåëüíî êîììóòàòèâíûì êîëüöîì òî-
æå áóäåò ïðàâûì ñîïðÿæåííûì. Âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñ çàäàíèåì ñòðóêòóðû
ìîäóëÿ íàä êîëüöîì R íà ìíîæåñòâå ãîìîìîðôèçìîâ ìîäóëåé, ïîýòîìó ôóíê-
òîð HomR ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â êàòåãîðèè àáåëåâûõ ãðóïï. Äëÿ àáåëåâîé
ãðóïïû A è ëåâûõ R-ìîäóëåé B,C ðàññìîòðèì åñòåñòâåííóþ áèåêöèþ

RMod(A⊗Z B,C)
∼−→ Ab(A,HomR(B,C)).

A⊗Z B � ëåâûé R-ìîäóëü. Äëÿ âñåõ a ∈ A, b ∈ B, r ∈ R ïîëàãàåì

r(a⊗ b) := a⊗ rb.

Êîððåêòíîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ñîáðàæåíèÿì. Îïðåäå-
ëÿåòñÿ áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê Z-ëèíåéíîìó îòîáðàæå-
íèþ, çàäàþùåìó ñòðóêòóðó ëåâîãî ìîäóëÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå êîíñòðóêöèè èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, â êîòî-
ðîì ðå÷ü øëà î ïðîèçâîëüíîì êîììóòàòèâíîì êîëüöå, â ñëó÷àå êîëüöà Z. Òà-
êèì îáðàçîì, ôóíêòîð HomR(B,−) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîïðÿæåííûì, ñîõðàíÿåò
ïðåäåëû è òî÷åí ñëåâà.

Ïðåäëîæåíèå. Ôóíêòîð A⊗R (−) òî÷åí ñïðàâà äëÿ ëþáîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîëüöî Rop, êîòîðîå êàê ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ R, íî
a ·op b := b ·a äëÿ âñåõ a, b ∈ R. Òîãäà ëåâûå è ïðàâûå R-ìîäóëè � ýòî ïðàâûå è ëåâûå
Rop-ìîäóëè, à A⊗RB = B⊗RopA. Òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå èçìåíèòñÿ, âåäü
ìíîæåñòâà è ìîðôèçìû íå èçìåíèëèñü. Ïîýòîìó ôóíêòîð A ⊗R (−) òî÷åí ñïðàâà,
òàê êàê ôóíêòîð (−)⊗Rop A òî÷åí ñïðàâà.

Çàìå÷àíèå. Â ñèëó òåîðåìû Ôðåéäà-Ìèò÷åëëà äëÿ ëþáîé àáåëåâîé êàòåãîðèè
(íåîáÿçàòåëüíî ìàëîé) A è îáúåêòà B ∈ Ob(A), ôóíêòîð HomA(B,−) : A → Ab

òî÷åí ñëåâà (ìîæíî ïðîâåðèòü íàïðÿìóþ).

Ïðåäëîæåíèå. Ôóíêòîð HomA(−, B) : Aop → Ab òî÷åí ñëåâà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà
B ∈ Ob(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. HomA(A,B) := HomA(B,A), òî åñòü HomA(−, B) = HomA(B,−)
� òî÷åí ñëåâà.

Ðàññìîòðèì åùå îäíî âàæíîå ñîïðÿæåíèå, ïîìîãàþùåå ëó÷øå ïîíÿòü, ÷òî òàêîå
ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû.

Ïðèìåð. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, F
RMod(X) � ëåâûé ñâîáîä-

íûé R-ìîäóëü. Ðàññìîòðèì ôóíêòîð U : RMod → Sets � çàáûâàþùèé ôóíêòîð,
ñîïîñòàâëÿþùèé ìîäóëþ ìíîæåñòâî åãî ýëåìåíòîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ
áèåêöèÿ

RMod(F
RMod(X),M)

∼−→ Sets(X,UM),

ãäå X ∈ Ob(Sets),M ∈ Ob(RMod).
Ëþáîé ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ.

Âîñïîëüçóåìñÿ óíèâåðñàëüíûì ñâîéñòâîì ñâîáîäíîãî R-ìîäóëÿ. Êàê áû ìû íå ñòðî-
èëè îòîáðàæåíèå ñâîáîäíûõ ïîðîæäàþùèõ èç ìíîæåñòâàX â ïðîèçâîëüíûé ìîäóëü
M (â ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ UM), åãî ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðîäîëæèòü äî ãîìîìîð-
ôèçìà ìîäóëåé F

RMod(X) →M .
Òàêîå ñîïðÿæåíèå íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíî-çàáûâàþùèì. Åãî ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ

ìíîãèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, íàïðèìåð, ãðóïï, àáåëåâûõ ãðóïï è àëãåáð.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà, à m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

A⊗Z Zm ∼= A/ma.

Ïðîåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå îáúåêòû

Äëÿ êîíñòðóêöèè ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà íàì ïîíàäîáÿòñÿ îáúåêòû, äëÿ êîòîðûõ
Hom-ôóíêòîðû òî÷íû íå òîëüêî ñëåâà, íî è ñïðàâà.

Îïðåäåëåíèå. Îáúåêò P àáåëåâîé êàòåãîðèè A íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè
äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà f0 : P →M è ýïèìîðôèçìà p : N ↠M ñóùåñòâóåò (âîçìîæ-
íî, íå åäèíñòâåííûé) ìîðôèçì f : P → N òàêîé, äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

N

P M

p

f0

f
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Ïóñòü

0 A B C 0
f g

(5.1)

� òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðèìåíèì ôóíêòîð HomA(P,−):

0 HomA(P,A) HomA(P,B) HomA(P,C) 0
f∗ g∗

(5.2)

Ïðåäëîæåíèå. Îáúåêò P ïðîåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé òî÷-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 5.1 òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 5.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê HomA(P,−) òî÷åí ñëåâà, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
HomA(P,C). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 5.2 òî÷íà, åñëè è òîëüêî åñëè g∗ ñþðúåêòèâíûé.
Åñëè h ∈ HomA(P,B), òî g∗(h) = gh (äèàãðàììà 5.3).

B

P C

g

g∗(h)

h (5.3)

g∗ ñþðúåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîé ìîðôèçì èç P â C ïðîïóñêàåòñÿ
÷åðåç g, à ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîåêòèâíîãî îáúåêòà.

Îïðåäåëåíèå. Èíúåêòèâíûå îáúåêòû â àáåëåâîé êàòåãîðèè A � ýòî ïðîåêòèâíûå
îáúåêòû â êàòåãîðèè Aop.
Èíûìè ñëîâàìè, îáúåêò Q â A íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ìîð-

ôèçìà f0 : M → Q è ìîíîìîðôèçìà i : M ↣ N ñóùåñòâóåò (íåîáÿçàòåëüíî åäèí-
ñòâåííûé) ìîðôèçì f : N → Q òàêîé, ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòóòèâíà:

N

M Q

f
i

f0

Ïðåäëîæåíèå. Îáúåêò Q � èíúåêòèâåí, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè 5.1 òî÷íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 HomA(C,Q) HomA(B,Q) HomA(A,Q) 0
g∗ f∗

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê äâîéñòâåííîé êàòåãîðèè è
ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå îáúåêòû â êàòåãîðèè RMod íàçûâà-
þòñÿ ïðîåêòèâíûìè è èíúåêòèâíûìè ìîäóëÿìè ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàæåì ñâîéñòâî, íàçûâàþùååñÿ õàðàêòåðèçàöèåé ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé íàä
êîëüöàìè.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ìîäóëü P ïðîåê-
òèâíûé, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ìîäóëü M òàêîé, ÷òî P ⊕M � ñâîáîäíûé
R-ìîäóëü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ
P . Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèé ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì p : F

RMod(X) ↠ P .
Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì s : P → F

RMod(X) òàêîé, ÷òî äèàãðàììà íèæå
êîììóòàòèâíà:

F
RMod(X)

P P

ps

idP

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî s � èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì è s(P ) ∼= P . Òîãäà

F
RMod(X) = s(P )⊕Ker p.

Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò a ∈ F
RMod(X) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó

s(p(a)) ∈ s(P ) è (a − s(p(a))) ∈ Ker p. Åñëè b ∈ s(P ) ∩ Ker p, òî ñóùåñòâóåò òàêîé
c ∈ P , ÷òî

b = s(c) è 0 = p(b) = p(s(c)) = idP (c) = c.

Òî åñòü c = 0, à çíà÷èò b = 0.
(⇐) Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ ñóììà (=êîïðîèçâåäåíèå â àáåëåâîé êàòåãîðèè)⊕
α∈Λ Pα ïðîåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå {Pλ}λ∈Λ ïðîåêòèâíû (áóäåò

äîêàçàíî íà ñëåäóþùåé ëåêöèè). Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ñâîáîäíûé ìîäóëü ïðîåê-
òèâåí, âñå åãî ïðÿìûå ñëàãàåìûå ÿâëÿþòñÿ ïðîåòèâíûìè ìîäóëÿìè.
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Ëåêöèÿ 6

Ïðîåêòèâíûå è ñâîáîäíûå ìîäóëè

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî
ïðîåêòèâíûé ìîäóëü � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ñâîáîäíîãî.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü {Pλ}λ∈Λ � íàáîð îáúåêòîâ â íåêîòîðîé àáåëåâîé êàòåãîðèè.
Òîãäà èõ ïðÿìàÿ ñóììà

⊕
λ∈Λ Pλ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì îáúåêòîì, åñëè è òîëüêî

åñëè âñå îáúåêòû â íàáîðå {Pλ}λ∈Λ ïðîåêòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Ïóñòü äàíû ìîðôèçìû f :
⊕

λ∈Λ Pλ → A è π : B ↠ A.
Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì g :

⊕
λ∈Λ Pλ → B òàêîé, ÷òî äèàãðàììà 6.1

êîììóòàòèâíà.

B

⊕
λ∈Λ Pλ A

π
g

f

(6.1)

Ðàññìîòðèì îáúåêò Pλ è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó âëîæåíèå iλ : Pλ →
⊕

λ∈Λ Pλ. Îáúåêò
Pλ ïðîåêòèâíûé, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ìîðôèçì gλ : Pλ → B òàêîé, ÷òî äèàãðàììà
íèæå êîììóòàòèâíà:

Pλ B

⊕
λ∈Λ Pλ A

iλ

gλ

π

f

Â êà÷åñòâå ìîðôèçìà g íà äèàãðàììå 6.1 âîçüìåì ìîðôèçì, ñîîòâåòñòâóþùèé íà-
áîðó {gλ}λ∈Λ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîïðîèçâåäåíèÿ. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó:

Pλ B

⊕
λ∈Λ Pλ A

iλ

gλ

π

f

g

Êîìïîçèöèè πg è f ñî âñåìè iλ îäèíàêîâû:

πgiλ = πgλ = fiλ,

òàê êàê ìîðôèçìû èç êîïðîèçâåäåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðîì êîìïî-
íåíò, òî πg = f .
(⇒) Ðàññìîòðèì äèàãðàììó 6.2:

B

Pα A

⊕
λ∈Λ Pλ Pµ

π

iα

fαg

f

iµ

0

(6.2)
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Ôèêñèðóåì îáúåêò Pα è ðàññìàòðèâàåì ìîðôèçì fα : Pα → A. Äëÿ ëþáîãî µ ̸= α
â êà÷åñòâå ìîðôèçìà èç Pµ â A áåðåì íóëåâîé ìîðôèçì. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ìîðôèçì f :

⊕
λ∈Λ Pλ → A. Ïðÿìàÿ ñóììà îáúåêòîâ {Pλ}λ∈Λ ïðîåêòèâíà,

ïîýòîìó âñåñòå ñ ýïèìîðôèçìîì π : B ↠ A ñóùåñòâóåò ìîðôèçì g :
⊕

λ∈Λ Pλ → B
òàêîé, ÷òî πg = f . Ñëåäîâàòåëüíî,

πgiα = fiα = fα.

Çíà÷èò, giα : Pα → B � èñêîìûé ìîðôèçì. Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè ïðîåêòèâ-
íîñòü âñåõ îáúåêòîâ â íàáîðå {Pλ}λ∈Λ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, âñåãäà ëè ïðîåêòèâíûé ìîäóëü ñâîáîäíûé? Ïðèâåäåì ïðèìåð
ïðîåêòèâíîãî íåñâîáîäíîãî ìîäóëÿ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êîëüöî Z × Z êàê ìîäóëü íàä ñîáîé. Ïîäìîäóëü Z × {0}
ïðîåêòèâåí, ïîòîìó ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì ñâîáîäíîãî:

(Z× {0})⊕ ({0} × Z) = Z× Z.

Íî ýòîò ïîäìîäóëü íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì. Äåéñòâèòåëüíî, (0, 1)(Z× {0}) = 0, ÷òî
íåâåðíî äëÿ ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ. Íåëüçÿ ïîëó÷èòü 0, óìíîæàÿ ñâîáîäíûé ìîäóëü íà
íåíóëåâîé ýëåìåíò êîëüöà.

Óïðàæíåíèå. Íàéòè íåñâîáîäíûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü íàä êîëüöîì êâàäðàòíûõ
ìàòðèö Mn(K), ãäå K � ïîëå.

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî ôóíêòîð HomA(M,−) òî÷åí ñëåâà
äëÿ ëþáîãî îáúåêòà M â àáåëåâîé êàòåãîðèè A, à ôóíêòîð (−)⊗R N òî÷åí ñïðàâà
äëÿ ëþáîãî ëåâîãî R-ìîäóëÿ N .

Âûäåëèì êëàññ òàêèõ êîëåö, ÷òî âñå ïðîåêòèâíûå ìîäóëè íàä íèìè ñâîáîäíûå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî. Ïîäãðóïïà I ⊆ (R,+) íàçûâàåòñÿ
ëåâûì èäåàëîì (ïðàâûì èäåàëîì), åñëè ra ∈ I (ar ∈ I) äëÿ ëþáûõ r ∈ R è a ∈ I.
Åñëè I ÿâëÿåòñÿ ëåâûì è ïðàâûì èäåàëîì îäíîâðåìåííî, òî îí íàçûâàåòñÿ äâóõ-

ñòîðîííèì èäåàëîì èëè ïðîñòî èäåàëîì.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ýëåìåíòà êîëüöà a ∈ R îáîçíà÷èì ÷åðåç (a) èäåàë, ïîðîæäåí-
íûé ýòèì ýëåìåíòîì5. Èäåàë íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì, åñëè îí ïîðîæäåí îäíèì ýëåìåí-
òîì.

Îïðåäåëåíèå. Àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé áåç äåëèòåëåé
íóëÿ6 íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ (ñîêðàùåííî ÊÃÈ), åñëè âñå åãî èäåàëû
ãëàâíûå.

Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèè êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ ìîæíî íå òðåáîâàòü êîììóòà-
òèâíîñòè èëè îòñóòñòâèÿ äåëèòåëåé íóëÿ, íî îñíîâíûå ñòðóêòóðíûå òåîðåìû, èçó-
÷àåìûå â äàííîì êóðñå, äîêàçûâàþòñÿ ñ ó÷åòîì ýòèõ óñëîâèé.

5Òàêîé èäåàë ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ èäåàëîâ, ñîäåðæàùèõ a.
6Òî åñòü òàêèõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ a è b, ÷òî ab = 0.
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Ïðèìåð. Åâêëèäîâû êîëüöà ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ, íàïðèìåð, êîëü-
öî öåëûõ ÷èñåë Z, êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì K[x].

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü R � ÊÃÈ. Òîãäà âñå ïðîåêòèâíûå R-ìîäóëè ñâîáîäíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ïîñìîòðåòü â êíèãå P.J. Hilton, U. Stammbach A Course
in Homological Algebra, Theorem 5.1.

Êðèòåðèé Áýðà èíúåêòèâíîñòè ìîäóëÿ

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî êîíñòðóêöèé è óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà êðèòåðèÿ Áýðà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî, à ⪯ � áèíàðíîå îòíîøåíèå íà ýòîì ìíî-
æåñòâå. Ãîâîðÿò, ÷òî (M,⪯) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (ñîêðàùåííî
×ÓÌ), åñëè îòíîøåíèå ⪯ äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) a ⪯ a � ðåôëåêñèâíîñòü;

2) (a ⪯ b) ∧ (b ⪯ a) ⇔ a = b � àíòèñèììåòðè÷íîñòü;

3) (a ⪯ b) ∧ (b ⪯ c) ⇒ a ⪯ c � òðàíçèòèâíîñòü.

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì, ïîòîìó ÷òî â íåì
ìîãóò áûòü íåñðàâíèìûå ýëåìåíòû. Òî åñòü ìîãóò áûòü ýëåìåíòû a è b â M òàêèå,
÷òî íè a ⪯ b, íè b ⪯ a.

Îïðåäåëåíèå. ×ÓÌ, â êîòîðîì âñå ýëåìåíòû ñðàâíèìû, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïî-
ðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò ×ÓÌ a íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì (ìèíèìàëüíûì), åñëè
èç òîãî, ÷òî a ⪯ b (b ⪯ a) äëÿ íåêîòîðîãî b ∈M , ñëåäóåò ðàâåíñòâî a è b.

Îïðåäåëåíèå. ×ÓÌ (M,⪯) íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì, åñëè îíî ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííî, è â ëþáîì ïîäìíîæåñòâå K ⊆M åñòü ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò.

Îïðåäåëåíèå. Öåïüþ â ×ÓÌ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò m ∈ M íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ öåïè K, åñëè äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà k ∈ K âûïîëíÿåòñÿ k ⪯ m.

Ïðèâåäåì äâà óòâåðæäåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûõ àêñèîìå âûáîðà:

Òåîðåìà 6.2 (Öåðìåëî). Ëþáîå ìíîæåñòâî ìîæíî âïîëíå óïîðÿäî÷èòü.

Ëåììà 6.3 (Öîðíà). ×ÓÌ, â êîòîðîì ëþáàÿ öåïü èìååò âåðõíþþ ãðàíü, ñîäåð-
æèò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

Òåîðåìà 6.4 (Êðèòåðèé Áýðà). Ïóñòü M � ëåâûé ìîäóëü íàä àññîöèàòèâíûì
êîëüöîì R ñ åäèíèöåé. Òîãäà M èíúåêòèâåí, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî ëåâîãî
èäåàëà I ⊆ R è ãîìîìîðôèçìà R-ìîäóëåé f0 : I → M ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì
R-ìîäóëåé f : R →M òàêîé, ÷òî f |I = f0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì i : I → R, îòîáðàæàþùèé âñå
ýëåìåíòû I â ñåáÿ. Ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî ãîìîìîðôèçìà f ñëåäóåò èç èíúåêòèâ-
íîñòè M (ñì. äèàãðàììó 6.3).

R

I M

f

f0

i (6.3)

(⇐) Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ãîìîìîðôèçìà ìîäóëåé φ0 èç N ⊆ L7 â
M âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ãîìîìîðôèçìà ìîäóëåé φ : L→M òàêîãî, ÷òî äèàãðàììà
íèæå êîììóòàòèâíà:

L

N M

φ

φ0

i

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî ïàð {(Nλ, φλ)}λ∈Λ, ãäå {Nλ}λ∈Λ � ïîäìîäóëè L,
ñîäåðæàùèåN , à {φλ : Nλ →M}λ∈Λ � ãîìîìîðôèçìû ìîäóëåé òàêèå, ÷òî φλ|N = φ0

äëÿ âñåõ λ ∈ Λ. Íà K ìîæíî ââåñòè ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ⪯:

(Nα, φα) ⪯ (Nβ, φβ), åñëè (Nα ⊆ Nβ) ∧ (φβ|Nα = φβ).

Ëþáàÿ öåïü â K ñîäåðæèò âåðõíþþ ãðàíü. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {(Nα, φα)α∈A} �
öåïü. Òîãäà (

⋃
α∈ANα, φ̃), ãäå φ̃(a) = φα, åñëè a ∈ Nα, � âåðõíÿÿ ãðàíü ðàññìàòðè-

âàåìîé öåïè. Ñîãëàñíî ëåììå Öîðíà, â K åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Îáîçíà÷èì
åãî (Ñ , ψ).

Ïîêàæåì, ÷òî Ñ = L. Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü Ñ ̸= L. Âûáåðåì b ∈ L \ Ñ è ðàñ-
ñìîòðèì ãîìîìîðôèçì θ : R → L, îïðåäåëåííûé ïî ïðàâèëó θ(r) := rb. Ðàññìîòðèì

ïðîîáðàç θ−1(Ñ) = I � ëåâûé èäåàë â R. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì f0 èç I â M :

f0(r) := ψ(θ(r)) = ψ(rb).

Ïî óñëîâèþ, f0 ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà f : R → M . Îïðåäåëèì îòîáðàæå-
íèå ψ̃ : Ñ +Rb→M ïî ïðàâèëó

ψ̃(a+ rb) := ψ(a) + f(r).

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü: ïóñòü a1 + r1b = a2 + r2b, òîãäà

a1 − a2 = (r2 − r1)b ∈ Im θ,

f(r2 − r1) = f0(r2 − r1) = ψ((r2 − r1)b) = ψ(a1)− ψ(a2).

Îòñþäà
ψ(a1) + f(r1) = ψ(a2) + f(r2).

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíîñòü äîêàçàíà.

7Ìîæåì òàê ñ÷èòàòü, âåäü N ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ åãî îáðàçîì ïðè èíúåêòèâíîì ãîìîìîðôèçìå

â L.
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Îòîáðàæåíèå ψ̃ � ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ãîìîìîðôèç-
ìîâ ìîäóëåé. Íî òîãäà (Ñ , ψ) ≺ (Ñ + Rb, ψ) � ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ.

Çíà÷èò, Ñ = L, à â êà÷åñòâå φ ìîæíî âçÿòü ψ.

Ñëåäñòâèå. Àáåëåâà ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì Z-ìîäóëåì, åñëè è òîëüêî
åñëè äëÿ ëþáûõ a ∈ A è n ∈ N ñóùåñòâóåò b ∈ A òàêîé, ÷òî nb = a.
Àáåëåâà ãðóïïà ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ äåëèìîé. Òàêîé ÿâëÿåòñÿ, íàïðè-

ìåð, (Q,+).

Çàìå÷àíèå. Íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ äâîéñòâåííîñòüþ, ÷òîáû èç ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðî-
åêòèâíûõ ìîäóëåé ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû äëÿ èíúåêòèâíûõ ìîäóëåé è íàîáîðîò. Êà-
òåãîðèÿ RModop íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä êàêèì-ëèáî
êîëüöîì.

Óïðàæíåíèå. Èíúåêòèâíûé ìîäóëü âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â ëþáîì ìî-
äóëå, åãî ñîäåðæàùåì.

Êàòåãîðèè, â êîòîðûõ äîñòàòî÷íî ïðîåêòèâíûõ è

èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ

Èç èíúåêòèâíûõ è ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé ìû áóäåì ñòðîèòü ðåçîëüâåíòû, íåîáõî-
äèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëåâûõ è ïðàâûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêòîðîâ, êîìïåíñèðóþùèõ
íåòî÷íîñòü ôóíêòîðîâ, êîòîðûå òî÷íû òîëüêî ñëåâà èëè òîëüêî ñïðàâà. Âàæíîå
óñëîâèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåçîëüâåíò � äîñòàòî÷íîñòü ïðîåêòèâíûõ è èíúåêòèâíûõ
îáúåêòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî â àáåëåâîé êàòåãîðèèA äîñòàòî÷íî ïðîåêòèâíûõ îáú-
åêòîâ, åñëè äëÿ ëþáîãî îáúåêòà A ∈ Ob(A) ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíûé îáúåêò P è
ýïèìîðôèçì P ↠ A.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî â àáåëåâîé êàòåãîðèè A äîñòàòî÷íî èíúåêòèâíûõ
îáúåêòîâ, åñëè äëÿ ëþáîãî îáúåêòà A ∈ Ob(A) ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíûé îáúåêò Q
è ìîíîìîðôèçì A↣ Q.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Òîãäà â êàòåãîðèè

RMod äîñòàòî÷íî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ëåâûé R-ìîäóëü, à X � ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ.
Ðàññìîòðèì ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì èç F

RMod(X) â M , îïðåäåëåííûé ïî ïðà-
âèëó

x 7→ x.

Çàìå÷àíèå. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñâîáîäíûå ïîðîæäàþùèå â F
RMod(X) íå òî æå ñàìîå,

÷òî ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû â M . Íî äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè áûëè èñïîëüçîâàíû
îäèíàêîâûå îáîçíà÷åíèÿ.
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Âîçíèêàåò âîïðîñ, äîñòàòî÷íî ëè èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ â êàòåãîðèè RMod? Îò-
âåò � äà, íî äîêàçàòåëüñòâî íåñêîëüêî ñëîæíåå, ÷åì â ñëó÷àå ïðîåêòèâíûõ îáú-
åêòîâ. Íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå èíòåðåñíî ñàìî ïî
ñåáå.

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü äàíû àáåëåâû êàòåãîðèè X ,A è ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû

X A,
F

G

⊥

ïðè÷åì F òî÷åí. Òîãäà äëÿ ëþáîãî èíúåêòèâíîãî îáúåêòà Q ∈ A îáúåêò GQ èíú-
åêòèâåí â X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X, Y ∈ Ob(X), è ñóùåñòâóþò ìîðôèçì f0 : X → GQ è
ìîíîìîðôèçì i : X ↣ Y . Íóæíî ïîêàçàòü íàëè÷èå ìîðôèçìà f : Y → GQ òàêîãî,
÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

Y

X GQ

f

f0

i

Äîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü i∗ : HomX (Y,GQ) → HomX (X,GQ). Âîñïîëüçóåìñÿ åñòå-
ñòâåííîé áèåêöèåé: äèàãðàììà 6.4 êîììóòàòèâíà.

HomX (Y,GQ) HomX (X,GQ)

HomA(FY,Q) HomA(FX,Q)

i∗

∼

(Fi)∗

∼ (6.4)

Ôóíêòîð F òî÷åí, ïîýòîìó Fi � ìîíîìîðôèçì. Îáúåêò Q èíúåêòèâåí â A, çíà-
÷èò, ìåæäó ìîðôèçìàìè èç FX â Q è èç FY â Q óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå,
çàäàâàåìîå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé 6.5:

FY

FX Q

Fi (6.5)

Ýòî ñîîòâåòñòâèå ïîêàçûâàåò ñþðúåêòèâíîñòü (Fi)∗. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êîììó-
òàòèâíîñòè äèàãðàììû 6.4, i∗ ñþðúåêòèâåí, è îáúåêò GQ èíúåêòèâåí â X .
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Ëåêöèÿ 7

Äîñòàòî÷íîñòü èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ â êàòåãîðèè RMod

Çàìå÷àíèå. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç êðèòåðèÿ Áýðà, àáåëåâà ãðóïïà Q/Z ÿâëÿåòñÿ
èíúåêòèâíûì Z-ìîäóëåì.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Òîãäà â êàòåãîðèè

RMod äîñòàòî÷íî èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àáåëåâó ãðóïïó HomZ(R,A), ãäå A � àáåëåâà ãðóïïà.
Çàäàäèì íà íåé ñòðóêòóðó ëåâîãî R-ìîäóëÿ:

(rh)(s) := h(sr)

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ r, s ∈ R è ãîìîìîðôèçìà h : R → A.
Ôóíêòîð HomZ(R,−) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ñîïðÿæåííûì ê ôóíêòîðó òåíçîðíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ:
Ab(R⊗RM,A)

∼−→ RMod(M,HomZ(R,A)),

ãäå M � ëåâûé R-ìîäóëü. Äåéñòâèòåëüíî, ñëåâà ñòîÿò áèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
f : R×M → A ñî ñâîéñòâîì àññîöèàòèâíîñòè:

f(rs,m) = f(r, sm)

äëÿ âñåõ r, s ∈ R è m ∈ M . Èì ñîîòâåòñòâóþò ãîìîìîðôèçìû àáåëåâûõ ãðóïï
f(−,m) : R → A. Ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå èç M â HomZ(R,A) ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìîìîðôèçìîì R-ìîäóëåé. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà åñòåñòâåííîñòü ïî A è M .
Ìû çíà÷åì, ÷òî R⊗RM è M èçîìîðôíû êàê àáåëåâû ãðóïïû. Ýòî åñòåñòâåííûé

ïî M èçîìîðôèçì, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêòîð R ⊗R (−) � òî÷íûé, ïîòîìó ÷òî, ïî
ñóòè, ÿâëÿåòñÿ çàáûâàþùèì ôóíêòîðîì èç êàòåãîðèè RMod â êàòåãîðèþ Ab. Ïî
òåîðåìå 6.5, HomZ(R,Q) èíúåêòèâåí äëÿ ëþáîãî èíúåêòèâíîãî Z-ìîäóëÿ.
Ïóñòü I := HomZ(R,Q/Z). Ðàññìîòðèì

Q0 :=
∏

f∈HomR(M,I)

I.

Q0 èíúåêòèâíî, êàê ïðîèçâåäåíèå èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ (áûëî äîêàçàíî äâîéñòâåí-
íîå óòâåðæäåíèå). Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì φ : M → Q0 ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

M Q0

I

φ

f
pf

8Ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ëþáîé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì èíúåêòèâíîãî ìîäóëÿ.
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Îñòàëîñü äîêàçàòü èíúåêòèâíîñòü ãîìîìîðôèçìà φ. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îá-
ðàç íåíóëåâîãî ýëåìåíòà a ∈ M ïîä äåéñòâèåì φ íå ðàâåí íóëþ. Â Q/Z åñòü ýëå-
ìåíòû âñåõ êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ãîìîìîðôèçì

g : Za→ Q/Z, g(a) ̸= 0.

Òàê êàê Q/Z èíúåêòèâåí, òî g ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà èç M â Q/Z. Ïîëî-
æèì

f(m)(r) := g(rm).

Òàêèì îáðàçîì, ìû çàäàëè îòîáðàæåíèå

f :M → I.

Ýòî ãîìîìîðôèçì ëåâûõ R-ìîäóëåé:

f(sm)(r) = g(rsm) = f(m)(rs) = (sf(m))(r).

Òîãäà
(pfφ(a))(1) = f(a)(1) = g(a) ̸= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, φ(a) ̸= 0.

Ëåâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû

Ëåâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû ñòðîÿòñÿ äëÿ òî÷íûõ ñïðàâà ôóíêòîðîâ è ïðèçâà-
íû êîìïåíñèðîâàòü èõ âîçìîæíóþ íåòî÷íîñòü ñëåâà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ. (Öåïíûì) êîìïëåêñîì â A íàçûâà-
åòñÿ ïîëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ è ìîðôèçìîâ

. . . Ck Ck+1 Ck+2 . . .
dk dk+1 dk+2 dk+3

òàêàÿ, ÷òî dndn+1 = 0 äëÿ ëþáîãî öåëîãî n.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàí òî÷íûé ñïðàâà ôóíêòîð F : A → B ìåæäó àáåëåâûìè
êàòåãîðèÿìè A,B, ïðè÷åì â A äîñòàòî÷íî ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Ïðîåêòèâíîé
ðåçîëüâåíòîé îáúåêòà A ∈ A íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 A P0 P1 . . . Pn . . . ,

ãäå {Pi}i∈Z+ � ïðîåêòèâíûå îáúåêòû êàòåãîðèè A.
Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ FP• â êàòåãîðèè B:

. . . 0 FP0 FP1 . . . FPn . . .

Ïî îïðåäåëåíèþ,
(LnF )(A) := Hn(FP•).

� n-é ëåâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð ôóíêòîðà F .
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Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 A P0 P1
d1

òî÷íà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 FA FP0 FP1
Fd1

òîæå òî÷íà. Òîãäà
H0(FP•) = CokerFd1 ∼= FA.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, M � ïðàâûé R-
ìîäóëü, N � ëåâûé R-ìîäóëü. Òîãäà

TorRn (M,N) := Ln(M ⊗ (−))(N) ∼= 9Ln((−)⊗N)(M)

� ôóíêòîð Tor.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ZG ñâîáîäíóþ àáåëåâó ãðóï-
ïó ñ áàçèñîì G. Òî åñòü ZG ñîñòîèò èç ôîðìàëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ êîìáèíàöèé
ýëåìåíòîâ èç G. Ââåäåì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå:

(
∑
g∈G

kgg)(
∑
h∈G

lhh) :=
∑
g,h∈G

kglhgh.

Ïîñòðîåííîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâûì êîëüöîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà, à A � ëåâûé ZG-ìîäóëü10. Ðàññìîòðèì ïðàâûé
òðèâèàëüíûé ZG-ìîäóëü Z:

ng := n

äëÿ ëþáûõ g ∈ G è n ∈ Z. Íà âñåì ZG ïðîäîëæàåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè. Îïðåäåëèì
ãîìîëîãèè ãðóïï ïî ïðàâèëó

Hn(G;A) := TorZGn (Z, A).

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëó Õîïôà äëÿ âòîðîé ãðóïïû ãî-
ìîëîãèé â êà÷åñòâå èíîé èíòåðïðåòàöèè ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðóêòóð. Ïóñòü F �
ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, R � åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà èç ñîîòíîøåíèé. Åñëè G ∼= F/R,
òî

H2(G;Z) ∼= (R ∩ [F, F ])/[R,F ].

9Äîêàæåì ýòî ïîçæå.
10Òî åñòü àáåëåâà ãðóïïà ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G àâòîìîðôèçìàìè.
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Ïðàâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàí òî÷íûé ñëåâà ôóíêòîð F : A → B ìåæäó àáåëåâûìè
êàòåãîðèÿìè A,B, ïðè÷åì â A äîñòàòî÷íî èíúåêòèâíûõ îáúåêòîâ. Èíúåêòèâíîé
ðåçîëüâåíòîé îáúåêòà A ∈ A íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 A Q0 Q1 . . . Qn . . . ,

ãäå {Qi}i∈Z+ � èíúåêòèâíûå îáúåêòû êàòåãîðèè A.
Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ FQ• â êàòåãîðèè B:

. . . 0 FQ0 FQ1 . . . FQn . . .

Ïî îïðåäåëåíèþ,
(RnF )(A) := Hn(FQ•).

� n-é ïðàâûé ïðîèçâîäíûé ôóíêòîð ôóíêòîðà F .

Ïðèìåð. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, M è N � ëåâûå R-ìîäóëè.
Òîãäà

ExtnR(M,N) := (LnHomR(−, N))(M) ∼= 11(RnHomR(M,−))(N)

� ôóíêòîð Ext.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà, A � ZG-ìîäóëü, Z � òðèâèàëüíûé ZG-ìîäóëü.
Îïðåäåëèì êîãîìîëîãèè ãðóïï ïî ïðàâèëó:

Hn(G;A) := ExtnZG(Z;A).

Ïîñòðîåíèå ðåçîëüâåíò

Ïóñòü A � àáåëåâà êàòåãîðèÿ ñ äîñòàòî÷íûì êîëè÷åñòâîì ïðîåêòèâíûõ îáúåêòîâ,
A ∈ ObA. Òàê êàê â êàòåãîðèè A äîñòàòî÷íî ïðîêòèâíûõ îáúåêòîâ, òî ñóùåñòâóåò
ýïèìîðôèçì d0 : P0 ↠ A, ãäå P0 � ïðîåêòèâíûé îáúåêò. Ðàññìîòðèì Z0 := Ker d0.
Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèçì p1 : P1 ↠ Z0, ãäå P1 � ïðîåêòèâíûé îáúåêò.
Â êà÷åñòâå ìîðôèçìà èç P1 â P0 âîçüìåì d1 := ker d0 ◦ p1 (ñì. äèàãðàììó 7.1).

0 A P0 P1

Z0

0 0

d0

p1

d1

ker d0

(7.1)

Ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 A P0 P1
d0 d1

11Áóäåò äîêàçàíî ïîçæå.
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òî÷íà â ÷ëåíå P0.
Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ Pk+1 (ñì. äèàãðàììó 7.2).

. . . Pk−1 Pk Pk+1

Ker dk

0 0

dk−1 dk

pk+1

dk+1

ker dk

(7.2)

È òàê äàëåå.

Óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó 7.3:

0 A P0 P1 . . . Pk . . .

0 B C0 C1 . . . Ck . . .

f f0 f1 fk (7.3)

Ïóñòü äàí ìîðôèçì f : A→ B, âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñòðî÷êè ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñàìè,
ïðè÷åì îáúåêòû {Pi}i∈Z+ ïðîåêòèâíû, à íèæíÿÿ ñòðî÷êà òî÷íà. Òîãäà äèàãðàììó
7.3 ìîæíî äîïîëíèòü äî êîììóòàòèâíîé ìîðôèçìàìè {fi}i∈Z+ .
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