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Лекция 1. Ковариантная производная.

Геометрический смысл кривизны и кручения

Ковариантная производная

Как известно из теории поля, для произвольного поля Φa, находящегося в неко-
тором представлении калибровочной группы ковариантная производная имеет сле-
дующий вид

DµΦ
a

“ BµΦ
a

´ AµT a
b Φ

b
“ BµΦ

a
´ pAµq

a
bΦ

b, (1.1)

где pAµqa
b - символ связности, по латинским индексам представляет собой элемент

алгебры калибровочной группы, по греческим - векторное поле в пространстве Мин-
ковского.

В ОТО пространство-время является искривленным многообразием, и поэтому
для определения производной некоторого объекта на данном многообразии необхо-
димо ввести связность со всеми тремя латинскими индексами

∇mT n
“ BmT n

` Γ
n
mkT k,

∇mTn “ BmT n
´ Γ

k
mnTk. (1.2)

Также можно определить каммутатор данных производных

r∇m,∇nsV k
“ Rk

mnlV
l
` T l

mn∇lV k, (1.3)

первое слагаемое называется тензором кривизны связности, второе - тензором кру-
чения связности.

В ОТО связность ограничена условием коваринтного постоянства метрики

∇mgnk “ Bmgnk ´ Γ
l
mnglk ´ Γ

l
mkgnl “ 0, (1.4)

откуда возникает согласованность связности с метрикой. Для этого необходимо за-
писать условие коваринтного постоянства метрики три раза переставив индексы

∇mgnk “ Bmgnk ´ Γ
l
mnglk ´ Γ

l
mkgnl “ 0,

∇ngmk “ Bngmk ´ Γ
l
nmglk ´ Γ

l
nkgml “ 0,

∇kgmn “ Bkgmn ´ Γ
l
kmgln ´ Γ

l
kngml “ 0,

(1.5)
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а затем сложить первые два, а последнее вычесть из полученной суммы. Таким об-
разом, получается выражение для символа связности через метрику

Γ
k
mn “

1
2

gkl
pBmgnl ` Bngml ´ Blgmnq, (1.6)

в таком случае связность называется связностью Леви-Чевита.
Надо заметить, что данное ограничение приводит к тому что по индексам n,k

связность будет принадлежать ортогональной группе.
Для выяснение смысла ковариантной производной, связности, кривизны, круче-

ния необходимо определить понятие параллельного переноса.

Параллельный перенос

Пусть задано векторное поле X , действующее на функцию следующим образом

Xp f q “ Xm
Bm f , (1.7)

необходимо определить действие такого поля на тензор произвольного ранга, на-
пример на векторное поле V mpxq. Первый способ задания такой производной - это
производная Ли. Однако данная производная определена только для тензоров из
касательного пространства. Для взятия производной от тензора не из касательного
пространства, а из произвольного слоя, необходимо определить понятие бесконечно
малого параллельного переноса.

Пусть ĂV mpx ` ∆xq - результат некоторого преобразования, которое мы будем на-
зывать бесконечно малым параллельным переносом вектора V mpxq в точку px ` ∆xq.
Данное преобразование линейно по ∆x

ĂV mpx ` ∆xq ´V m
pxq „ ∆x,

p ČV `W qpx ` ∆xq “ rV px ` ∆xq ` rW px ` ∆xq, (1.8)

данные требования задают, так называемую, линейную связность.
Тогда операция бесконечно малого параллельного преноса запишется в виде

ĂV mpx ` ∆xq “ V m
pxq ´ Γ

m
nk∆xnV k

pxq, (1.9)

здесь Γm
nk∆xnV kpxq - поворот вектора V m при переносе вдоль компаненты ∆xn вектор-

ного поля X .
Ковариантной производной называется

∇nV m
pxq “ lim

∆xÑ0

V mpx ´ ∆xq ´ ĂV mpx ´ ∆xq

∆xn “ BnV m
pxq ` Γ

m
nkV

k
pxq, (1.10)

DV m “ ∇nV mpxqdxn - вектор потому что представляет собой разницу двух векторов в
одной и той же точке.
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Пример

Рассмотрим плоское двумерное пространство R2 (рис. ) в полярных координатах,
с интервалом

ds2
“ dr2

` r2dφ
2, (1.11)

с заданным в каждой точке pr,φq векторным полем V “ pV r,V φ q, где

V r
“ V cosθ ,

V φ
“

1
r

V sinθ . (1.12)

Произведем параллельный перенос вектора V в точку pr ` ∆r,φq, тогда в данной
точке результат параллельного переноса запишется в виде

Ṽ “ pṼ r
pr ` ∆r,φq,Ṽ φ

pr ` ∆r,φqq “ pṼ r
pr,φq,Ṽ φ

pr,φq ´
∆r
r

Ṽ φ
pr,φqq, (1.13)

откуда, сопоставляя с формулой для параллельного переноса (1.9), получаем для
соответствующей компоненты связности Леви-Чевита Γr

rφ
“ 1

r , аналогично при па-
раллельном переносе в точку pr,φ ` ∆φq можно получить,что компонента связности
Γ

φ

φr “ 1
r .

Таким образом, определена в общем случае операция параллельного переноса
∇X T для тензора T любого ранга вдоль интегральной кривой векторного поля X .

Геодезические

При заданной связности можно определить параллельный пернос вдоль кривой
γ : T Ñ M, xm “ xmptq, с касательным вектором ξ m “ dxm

dt .
Определение: векторное поле Xmpxq является ковариантно постоянным (парал-

лельным) вдоль кривой γ если

∇ξ Xm
“ 0, @t P r0,1s, (1.14)

то есть результат параллельного переноса ĂXmpx ` ∆xq вдоль ξ m p∆xm “ ξ m ¨ ∆tq совпа-
дает со значением векторного поля в точке px ` ∆xq

ĂXmpx ` ∆xq “ Xm
px ` ∆xq. (1.15)

Примеры ковариантно постоянных векторных полей (синего цвета) вдоль неото-
рых кривых (красного цвета), представлены на (рис.). Зеленым цветом выделены
кривые, вдоль которых векторное поле ковариантно не постоянно.
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Определение: параллельный перенос вектора Xmpx0q вдоль кривой γ - такое век-
торное поле Xmpxptq, заданное во всех точках кривой и параллельное вдоль кривой.

Определение: геодезическая - кривая γ : T Ñ M, касательный вектор к которой
ξ mptq “ 9xm параллелен вдоль нее самой.

То есть данный вектор является ковариантно постоянным вдоль самого себя

0 “ ∇ξ ξ
m

“ ξ
n
Bnξ

m
` Γ

m
nkξ

n
ξ

k
“

d2xm

dt2 ` Γ
m
nk

dxn

dt
dxk

dt
. (1.16)

Полученное уравнение называется уравнением геодезической. Его можно полу-
чить как уравнение движения частицы в гравитационном поле, то есть как экстре-
мальное расстояние соединяющее две заданные точки пространства-времени.

Частица в гравитационном поле

Запишем действие для релятивистской частицы во внешнем гравитационном поле

S “ ´mc
ż

ds, (1.17)

где ds2 “ gµνpxqdxµdxν - интервал. Тогда рассмотрим вариацию действия

δS “ ´mcδ

ż

?
ds2 “ ´

1
2

mc
ż

1
ds

δ pgµνpxqdxµdxν
q “

“ ´mc
ż

p
1
2

δgµνpxq
dxµ

ds
dxν

ds
` gµνpxq

δdxµ

ds
dxν

ds
qds “

“ ´
1
2

mc
ż

1
ds

pBρgµνpxqδxρdxµdxν
` 2gµνpxqδdxµdxν

q (1.18)

Второе слагаемое проинтегрируем по частям

´mc
ż

p
1
2

Bµgσνpxq
dxσ

ds
dxν

ds
´ Bσ gµνpxq

dxσ

ds
dxν

ds
´ gµνpxq

d2xν

ds2 qδxµds “

´mc
ż

p
1
2

Bµgσνpxq
dxσ

ds
dxν

ds
´

1
2

Bpσ gνqµpxq
dxσ

ds
dxν

ds
´ gµνpxq

d2xν

ds2 qδxµds “

“ mc
ż

gµρpxqp
d2xρ

ds2 `
gµρpxq

2
pBpσ gνqµpxq ´ Bµgσνpxqq

dxσ

ds
dxν

ds
qδxµds “

“ mc
ż

ˆ

d2xρ

ds2 ` Γ
ρ

σνpxq
dxσ

ds
dxν

ds

˙

δxρds. (1.19)

Далее, воспользуемся принципом наименьшего действия и в силу произвольности
δxρ получаем уравнение геодезической

0 “
δS
δxρ

“
d2xρ

ds2 ` Γ
ρ

σνpxq
dxσ

ds
dxν

ds
. (1.20)

В данном случае в уравнении движения автоматически получилась связность
Леви-Чевита, однако в общем случае в уравнении геодезической связность может
быть не метрической. Примером является Ruijsenaars-Schneider модель.
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Ruijsenaars-Schneider model

Данная модель описывает динамику N частиц, которая описывается следующим
динамическим уравнением

:xi
“

N
ÿ

i‰

9xi 9x jW pxi j
q, xi j

“ xi
´ x j, (1.21)

где W pxi jq - так называемый, суперпатенциал. При этом данная модель интегрируема
если

W pxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

1
x

1
sinx

cotx

. (1.22)

Уравнение можно переписать в виде уравнения геодезической. Однако связность
в полученном уравнении окажется не метрической, но симметричной. При этом для
рационального случае тензор кривизны оказывается равным нулю, то есть можно
найти локальные координаты, в которых символ Кристоффеля равен 0.

Геометрический смысл кривизны и кручения

Утвреждается, что тензор кривизны определяет изменение вектора при парал-
лельном переносе вдоль замкнутой кривой. Для того чтобы показать это, рассмотрим
бесконечно малую замкнутую кривую на многообразии (рис. ) и вычислим изменение
вектора при параллельном переносе вдоль данной кривой. Для сокращения обозна-
чений вычислим разницу векторов, один из которых параллельно перенесем вдоль
кривой 123, а второй 143, результат будет тем же что и для одного вектора, парал-
лельно перенесенного вдоль кривой 1234. Напомним, что при параллельном переносе
вектор изменяется на величину

δV µ
“ lim

δ tÑ0
p ĂV mpx ´ ∆xq ´V m

px ´ ∆xqq, (1.23)

тогда вдоль кривой γ1 результат параллельного переноса равен:

ĂV mpt2q “ V m
pt1q ` Γ

m
nkpt1qV k

pt1qdxn
12, (1.24)

где dxn
12 “ xnpt2q ´ xnpt1q - бесконечно малое изменение. Воль кривой γ2 результат па-

раллельного переноса равен:

ĂV mpt3q “ ĂV mpt2q ` Γ
m
nkpt2qrV k

pt2qdxn
23 “

“ V m
pt1q ` Γ

m
nkV

k
pt1qdxn

12`

`pΓ
m
nkpt1q ` BlΓ

m
nkdxl

12qpV k
pt1q ` Γ

k
npV p

pt1qdxn
12qdxn

23, (1.25)
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в итоге, вдоль кривой 123 получим

ĂV mpt3q “ V m
pt1q ` Γ

m
nkV

k
pt1qdxn

13 ` pBlΓ
m
np ` Γ

m
nkΓ

k
l pqV p

pt1qdxl
12dxn

23. (1.26)

При параллельном переносе вдоль кривой 143 аналогично получим

xV mpt3q “ V m
pt1q ` Γ

m
nkV

k
pt1qdxn

13 ` pBlΓ
m
np ` Γ

m
nkΓ

k
l pqV p

pt1qdxl
14dxn

43. (1.27)

Далее, предположим, что dxl
23 “ dxl

14, dxn
12 “ dxn

43 (условие нулевого кручения),
тогда разница между ĂV mpt3q и xV mpt3q будет равна

xV mpt3q ´ ĂV mpt3q “

“ pBlΓ
m
np ´ BnΓ

m
l p ` Γ

m
nkΓ

k
l p ´ Γ

m
lkΓ

k
npqV p

pt1qdxl
12dxn

23 “

“ Rm
lnpV p

pt1qdΣ
ln, (1.28)

где dΣln “ dxl
12dxn

23 - элемент площади.
Таким образом, тензор кривизны определяет генератор поворота на угол про-

порциональный площади dΣln с параметром преобразования dΣln. Тензор кривизны
также называется бесконечно малой голономией связности.

Теперь, определим геометрический смысл кручения. Утверждается, что при па-
раллельном переносе двух кривых одной вдоль другой на бесконечно малые рас-
стояния (построение бесконечно малого параллелограмма), разница между концами
соответсвующих кривых будет пропорциональна тензору кручения. Вдоль кривой γ1

имеем

xm
r “ xm

p ` Xm
ppqdt, (1.29)

Вдоль кривой γ2 имеем

xm
q “ xm

p `Y m
ppqdt 1. (1.30)

Теперь, построим сторону qq1, параллельную и равную pr. Для этого, во-первых,
параллельно перенесем вектор Xppq в точку q

X̃m
pqq “ Xm

ppq ` Γ
m
nkXk

ppqδxn
pq “ Xm

ppq ` Γ
m
nkXk

ppqY m
ppqdt 1, (1.31)

далле, совершим параллельный перенос кривой γ2 вдоль вектора X 1mpqq на расстоя-
ние dt

xm
q1 “ xm

q ` X̃m
pqqdt “ xm

q ` Xm
ppqdt ` Γ

m
nkXk

ppqY n
ppqdtdt 1

“

“ xm
p `Y m

ppqdt 1
` Xm

ppqdt ` Γ
m
nkXk

ppqY n
ppqdtdt 1. (1.32)
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Далее, аналогично построим сторону rr1

xm
r1 “ xm

p ` Xm
ppqdt `Y m

ppqdt 1
` Γ

m
nkY

k
ppqXn

ppqdtdt 1, (1.33)

В результате, получим высказанное утверждение

xm
q1 ´ xm

r1 “ pΓ
m
nk ´ Γ

m
knqY k

ppqXn
ppqdtdt 1

“ T m
nkXk

ppqY n
ppqdtdt 1, (1.34)

здесь T m
nk “ Γm

nk ´ Γm
kn - тензор кручения.

Таким образом, на пространстве с кручением нельзя построить параллелограмм
указанным способом.

Вариация действия с граничными условиями. Внешняя

кривизна

Для начала, рассмотрим теорию действительного скалярного поля, описываемого
действием

S “
1
2

ż

pBµφB
µ

φ ´ m2
φ

2
qd4x, (1.35)

его вариация равна

δS “

ż

pBµφB
µ

δφ ´ m2
φδφqd4x “

“ ´

ż

pBµB
µ

` m2
qφδφd4x `

ż

B
µ

pBµφδφqd4x

δS

, (1.36)

По теореме Гасса последнее слагаемое можно представить как интеграл по границе

δS “

ż

dΣnµ
Bµφδφ , (1.37)

граничные условия Дирихле и Неймана позволяют занулить данное поверхностное
слагаемое

D : δφ |Σ “ 0,

N : Bµφ |Σ “ 0. (1.38)

Теперь, предположим, есть похожая теория, действие для которой описывается
следующим выражением

S̃ “ ´
1
2

ż

pφBµB
µ

φ ` m2
φ

2
qd4x, (1.39)
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теперь рассмотрим его вариацию

δ S̃ “ ´

ż

p
1
2

δφBµB
µ

φ `
1
2

φpBµB
µ

δφq ` m2
δφφqd4x “

“ ´

ż

δφp
1
2

BµB
µ

` m2
qφd4x ´

1
2

ż

φpBµB
µ

δφqd4x, (1.40)

последнее слагаемое преобразуем

∆S̃ “
1
2

ż

B
µ

pφpBµδφqqd4x ´
1
2

ż

B
µ

φBµδφd4x “

“
1
2

ż

B
µ

pφpBµδφqqd4x ´
1
2

ż

BµpB
µ

φδφqd4x `
1
2

ż

BµB
µ

φδφd4x, (1.41)

в результате получаем

δ S̃ “ ´

ż

δφpBµB
µ

` m2
qφd4x ´

1
2

ż

B
µ

pφpBµδφqqd4x `
1
2

ż

BµpB
µ

φδφqd4x “

“ ´

ż

δφpBµB
µ

` m2
qφd4x ´

1
2

ż

B
µ

`

φpBµδφq ´ B
µ

φδφ
˘

d4x “

“ ´

ż

δφpBµB
µ

` m2
qφd4x ´

1
2

ż

nµ
`

φpBµδφq ´ B
µ

φδφ
˘

dΣ, (1.42)

можно видеть, что последнее слагаемое не удается полностью обратить в ноль с
помощью гарничных условий Дирихле или Неймана, так как в нем присутствуют
слагаемые с производными от вариации Bµδφ . Для преодаления данной трудности
необходимо добавить к действию поверхностное слагаемое, вариация которого ском-
пенсирует поверхностные вклады от вариации исходного действия

S̃ `
1
2

ż

d4xBµpφB
µ

φq “ S. (1.43)

Однако не во всех теориях добавление такого типа слагаемых сокращает поверх-
ностные клады из вариации. Так, в гравитации необходимо добавлять поверхностные
слагаемые с внешней кривизной.
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Лекция 2. Действие Гиббонса-Хоккинга. Тетрадная

формулировка гравитации

Внешняя кривизна

В прошлый раз было показано, что если при вариации действия появляются про-
изводные от вариации в поверхностном слагаемом, то для его сокращения необходимо
добавить к действию дополнительное слагаемое. Для скалярного поля данное допол-
нительное слагаемое можно написать в 4-х мерном ковариантном виде. Для теории
гравитации же необходимо предварительно ввести понятие внешней кривизны.

Пусть у нас есть пространственно-подобная поверхность, заданная следующим
образом

Φpxµ
q “ 0, (2.1)

где xµ - координаты во всем пространстве (bulk), а ym - координаты на поверхности.
Тогда вектор нормали к данной поверхности будет определен следующим образом

nµ “ ˘
BµΦ

|gρσ BρΦBσ Φ|1{2 , (2.2)

Если же вектор нормали изотропен

nρnρ
“ gρσ

BρΦBσ Φ “ 0, (2.3)

то вектор нормали определен следующим образом

nµ “ BµΦ. (2.4)

Зададим индуцированную метрику. Для этого определим набор касательных век-
торов

eµ
m “

Bxµ

Bym , (2.5)

Например, выберем y1, тогда

eµ

1 “
Bxµ

By1 “ ξ
µ , (2.6)

Ясно, что ξ µ - касательный вектор (см рис. ). Используя данные касательные
вектора, ограничем метрику на поверхность

ds2
“ gµνdxµdxν

“ gµν

Bxµ

Bym
Bxν

Byn dymdyn
“ hmndymdyn, (2.7)
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где hmn “ gµνeµ
meν

n - индуцированная метрика. Обратная метрика gµν будет выражать-
ся следующим образом

gµν
“ ˘nµnν

` hmneµ
meν

n . (2.8)

Данное выражение определяет проектор

Pµν

˘ “ hmneµ
meν

n “ gµν
˘ nµnν ,

Pµ

˘ν “ δ
µ

ν ˘ nµnν , (2.9)

который, действуя на векторы и тензоры, проецирует их на поверхность

Pµ

ν Aν
“ eµ

mAm,

Pµ1
ν1 ...P

µp
νp T ν1...νp “ eµ1

m1
...eµp

mpT m1...mp. (2.10)

Далее, определим внутреннюю ковариантную производную. Для этого выберем
тангенциальное вектарное поле (Aµnµ “ 0, Aµ “ Ameµ

m). Тогда внутренняя ковариант-
ная производная будет определена следующим образом

∇mAn “ ∇µAνeµ
meν

n . (2.11)

Покажем, что так определенная внутрення ковариантная производная согласова-
на с метрикой

∇mhnk “ eρ
n eµ

n eν
k ∇ρgµν “ 0, (2.12)

Теперь, определим нормальную компоненту ∇µAν . Для этого разложим тензор
∇µAνeµ

m следующим образом

∇µAνeµ
m “ gν

ρ∇µAρeµ
m “ pnνnρ ` hkleν

k elρq∇µAρeµ
m “

“ pnρ∇µAρeµ
mqnν

` hkl
p∇µAρeµ

meρ

l qeν
k “

“ ∇µpnρAρ
qeµ

mnν
´ p∇µnρq ¨ Aρeµ

mnν
` hkl

∇mAleν
k “

“ rAµnµ “ 0s “ ´p∇µnρeµ
meρ

n qAnnν
` ∇mAkeν

k “

“ ´KmnAnnν
` ∇mAkeν

k , (2.13)

здесь Kmn “ ∇µnρeµ
meρ

n - внешняя кривизна поверхности (вторая фундаментальная
форма). Итого имеем

∇µAνeµ
m “ ∇mAneν

n ´ An
p˘qKmnnν , (2.14)
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Граничные члены в действии Эйнштейна-Гильберта

Теперь исследуем поверхностные слагаемые возникающие при вариации действия
Эйнштена-Гильберта

SEH “
1

16π

ż

d4x
?

gR,

δSEH “
1

16π

ż

d4xδ p
?

gRq “
1

16π

ż

d4xpδ p
?

gqR `
?

gδRq “

“ rδg “ ggµν
δgµν , gµν

δgµν “ ´gµνδgµν ,R “ gµνRµν s “

“
1

16π

ż

d4x
ˆ

´
1
2

?
ggµνδgµνR `

?
gδgµνRµν `

?
ggµν

δRµν

˙

“

“
1

16π

ż

d4x
?

gδgµν

ˆ

´
1
2

gµνR ` Rµν

˙

`
1

16π

ż

d4x
?

ggµν
δRµν , (2.15)

Покажем, что последнее слагаемое представляет собой интеграл от ковариантной
производной некоторого вектора. Действительно, запишем вариацию тензора Ричи

Rµν “ Rα
µαν “ BαΓ

α
µν ´ BνΓ

α
µα ` Γ

α

αβ
Γ

β

µν ´ Γ
α

µβ
Γ

β

αν ,

δRµν “ BαδΓ
α
µν ´ BνδΓ

α
µα ` Γ

β

µνδΓ
α

αβ
´ Γ

β

ανδΓ
α

µβ
` Γ

α

αβ
δΓ

β

µν ´ Γ
α

µβ
δΓ

β

αν “

“ pBαδΓ
α
µν ` Γ

α

αβ
δΓ

β

µν ´ Γ
β

ανδΓ
α

µβ
q ´ pBνδΓ

α
µα ` Γ

α

µβ
δΓ

β

αν ´ Γ
β

µνδΓ
α

αβ
q “

“ pBαδΓ
α
µν ` Γ

α

αβ
δΓ

β

µν ´ Γ
β

ανδΓ
α

µβ
´ Γ

β

αµδΓ
α

νβ
q´

´pBνδΓ
α
µα ` Γ

α

µβ
δΓ

β

αν ´ Γ
β

µνδΓ
α

αβ
´ Γ

β

αµδΓ
α

νβ
q “

“ ∇αδΓ
α
µν ´ ∇νδΓ

α
µα , (2.16)

где дополнительные слагаемые Γ
p
kmδΓk

np, взаимно компенсирующие другу друга, были
добавлены для получения полных ковариантных производных

∇αδΓ
α
µν “ BαδΓ

α
µν ` Γ

α

αβ
δΓ

β

µν ´ Γ
β

ανδΓ
α

µβ
´ Γ

β

αµδΓ
α

νβ
,

∇νδΓ
α
µα “ BνδΓ

α
µα ` Γ

α

µβ
δΓ

β

αν ´ Γ
β

µνδΓ
α

αβ
´ Γ

β

αµδΓ
α

νβ
, (2.17)

тогда

gµν
δRµν “ gµν

∇αδΓ
α
µν ´ gµν

∇νδΓ
α
µα “ ∇α∆vα , (2.18)

где

∆vα
“ gµν

δΓ
α
µν ´ gαµ

δΓ
β

µβ
, (2.19)

и последнее слагаемое в (2.2) можно, используя теорему Гаусса, переписать в виде
1

16π

ż

d4x
?

ggµν
δRµν “

1
16π

ż

V
d4x

?
g∇α∆vα

“
1

16π

ż

BV
dΣα∆vα

“

“
1

16π

ż

BV
d3y

?
hnα∆vα (2.20)
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однако ∆vα не является полной вариацией, поэтому поверхностное слагаемое не по-
лучается исключить, накладывая граничные условия. Поэтому необходимо добавить
некоторое дополнительное слагаемое к действию Эйнштейна-Гильберта (2.2), чтобы
сократить данный нетривиальный поверхностный интеграл. Такая добавка называ-
ется членом Гиббонса-Хоккинга. Для того, чтобы его записать, для начала поймем
чему равно произведение nα∆vα в поверхностном интеграле, с учетом

δΓ
α
µν |BV “

”

δgαβ
|BV “ 0

ı

“
1
2

gαβ
pBµδgνβ ` Bνδgµβ ´ Bβ δgµνq,

δΓ
β

µβ
|BV “

”

δgβτ
|BV “ 0

ı

“
1
2

gβτ
pBµδgβτ ` Bβ δgµτ ´ Bτδgµβ q “

1
2

gβτ
Bµδgβτ , (2.21)

получим

nα∆vα
“ nαgµν

δΓ
α
µν ´ nαgαµ

δΓ
β

µβ
“

“
1
2

nβ gµν
pBµδgνβ ` Bνδgµβ ´ Bβ δgµνq ´

1
2

nµgβτ
Bµδgβτ “

“
1
2

nβ gµν
p2Bµδgνβ ´ Bβ δgµνq ´

1
2

nµgβτ
Bµδgβτ “

“ nαgµν
Bµδgνα ´ nαgµν

Bαδgµν “ nαgµν
pBµδgνα ´ Bαδgµνq|BV “

“ rgµν
|BV “ hµν

“ hmneµ
meν

n , eµ
mBµδgνα “ 0s “

“ ´nα
Bαδgµνhµν

|BV , (2.22)

здесь было учтено, что eµ
mBµδgνα “ Bmδgνα “ 0 - метрика не изменяется вдоль по-

верхности. В итоге получаем

nα∆vα
“ ´nα

Bαδgµνhµν ,

δSEH “
1

16π

ż

V
d4x

?
gδgµν

ˆ

´
1
2

gµνR ` Rµν

˙

´
1

16π

ż

BV
d3y

?
hnα

pBαδgµνqhµν . (2.23)

Можно показать, что поверхностное слагаемое в последнем выражении можно
скомпенсировать, добавив к действию Эйнштейна-Гильберта слагаемое Гиббонса-
Хокинга

SB “
1

8π

ż

BV
d3y

?
hK, (2.24)

где K “ hmnKmn “ hmneµ
meν

n ∇µnν “ ∇µnµ - внешняя кривизна.
Данное слагаемое имеет большое значение в квантовой теории поля. Так, к приме-

ру, в случае черной дыры, только действие Гиббонса-Хокинга дает вклад в статсумму

Z “

ż

Dge´SEH rgs´SBrhs, (2.25)
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так как кривизна R “ 0 для черной дыры. Слагаемое Гиббонса-Хокинга для заря-
женной черной дыры с зарядом Q и массой M оказывается равным

SB|BH “ κ
´1

pM ´ QΦq, (2.26)

где κ “ 1
4M , Φ - термодинамический потенциал.

Тетрадная формулировка гравитации

Так как спиноры не образуют касательное пространство к криволинейному мно-
гообразию (спинорному представлению группы Лоренца SOp1,3q не соответствует
ни одно представление GLp4,Rq), для них не получается определить ковариантную
производную в терминах символов Кристоффеля. Поэтому для описания взаимодей-
ствия гравитации с фермионами нужно ввести локальную группу Лоренца SOp1,d ´

1q. То есть опредить набор касательных векторов ea
µ , с помощью которых можно

спроецироваться на линейное пространство спиноров, удовлетворяющих следующим
соотношениям

gµν “ ea
µab

νηab, (2.27)

ea
µ - d ˆ d матрицы, которые называется локальным репером или veilbain (в d “ 4 -

тетрада) и образуют базис в касательном пространстве в данной точке

γ
µ

“ eµ
a γa,

eµ
a ea

µ “ δ
µ

ν ,

ea
“ ea

µdxµ , (2.28)

где ea называется 1-формой Муавра-Картана.

Геометрический смысл тетрады

Предположим, некоторый наблюдатель двигается по кривой xµ “ xµpτq, со скоро-
стью uµ “ dxµ

dτ
. Определим eµ

0 “ uµpτq, тогда ускорение наблюдателя

aµ
“

duµ

dτ
“

deµ

0
dτ

“ uν
∇νeµ

0 , (2.29)

где ∇νeµ

0 “ Bνeµ

0 ` Γν
µρeρ

0 . Для остальных компонент можно определить, так называ-
емый, тензор ускорения Φb

a, следующим образом

deµ
a

dτ
“ Φ

b
aeµ

b , (2.30)
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откуда следует его антисимметричность

Φab “ ebµ

deµ
a

dτ
“ ´Φba, (2.31)

и, следовательно, представляется в виде матрицы

Φab “

˜

0 aa

´ab Ω

¸

, (2.32)

где aa - компонента линейного ускорения, Ω - угловое ускорение вращения локаль-
ной СО по отношению к нормальной СО Ферми, Φa

0 “ ea
µ

deµ

0
dτ

“ ea
µaµ “ aa - проекция

ускорения в СО, заданную репером.
Таким образом, можно определить локальный базис наблюдателя
1) заданием скорости eµ

0 “ uµ , а также фиксацией ориентации векторов eµ

i из
симметрий физической системы,

2) заданием тензора Φab. То есть разрешив уравнения (2.30) можно определить
вектора тетрады ea

µ .

Примеры

1. Рассмотрим в качестве основного многообразия пространство Минковского, в
котором тетрада ea

µ “ δ a
µ задана для покоящегося наблюдателя. Для подвижного на-

блюдателя тетраду можно получить совершив преобразование Лоренца над тетрадой
покоящегося наблюдателя

ea
µ “ Λ

a
bδ

b
µ “

¨

˚

˝

γ ´βγ 0

´βγ γ 0

0 0 I2

˛

‹

‚

, (2.33)

тогда вектор скорости для подвижного наблюдателя будет иметь вид uµ “ eµ

0 “

pγ,βγ,0,0q, а вектор линейного ускорения Φ01 “ ´Φ10 “ d
dt

v?
1´v2 , остальные компа-

ненты Φ - нулевые.
2. Теперь, рассмотрим в пространстве Минковского покоящегося наблюдателя во

вращающейся СО, тогда uµ “ p1,0,0,0q и репер имеет вид

ea
µ “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 cosωptq ´sinωptq 0

0 sinωptq cosωptq 0

0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

. (2.34)
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В этом случае все Φ “ 0, кроме Φ12 “
dωptq

dt - скорость изменения частоты вращения
СО.

Нормальными координатами Ферми-Уокера называются такие координаты, в ко-
торых Φi j “ 0, i “ 1,2,3, то есть в таких координатах отсутствует вращение. К таким
координатам можно перейти подобрав специальным образом Лоренцевы преобразо-
вания.

Связность, кручение и кривизна в терминах тетрад

Объекты

V a
“ ea

µV µ , (2.35)

являются тензорами относительно локальных лоренцевых преобразоаний

V a
pxq

1
“ Λ

a
bpxqV b

pxq, (2.36)

в то время как BµV a - не являются тензорами. Поэтому необходимо определить ко-
вариантную производную с помощью, так называемой, спиновой связности ωa

µb

DµV a
pxq “ BµV a

pxq ` ω
a
µbV b

pxq. (2.37)

Тогда

DµV a
pxq

1
“ DµpΛ

a
bV b

pxqq “ BµpΛ
a
bqV b

pxq ` Λ
a
bBµV b

pxq ` ω
a
µbpΛ

b
cV c

pxqq “

“ Λ
a
bpBµV b

pxq ` ω
1b
µcV

c
pxqq, (2.38)

где

ω
1b
µc “ Λ

b
aω

a
µdΛ

d
c ` Λ

b
aBµΛ

a
c , (2.39)

то есть ωa
µb преобразуется как связность, поэтому и называется спиновой связностью.

Афинная и спиновая связность согласованы с помощью условия ковариантного
постоянства репера (veilbein postulate)

∇µea
ν “ Bµea

ν ´ Γ
α
µνea

α ` ω
a
µbeb

ν “ 0, (2.40)

откуда следует

Bµea
ν “ Γ

α
µνea

α ´ ω
a
µbeb

ν ,

Bµeν
a “ ´Γ

ν
µαeα

a ` ω
b
µaeν

b ,

Γ
β

µν “ eb
νω

a
µbeβ

a ` eβ
a Bµea

ν ,

ω
a
µc “ eν

c Γ
α
µνea

α ´ eν
c Bµea

ν ,

∇µgνρ “ 0,
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Также, антисимметризуя ковариантную производную терады и коомутатор кова-
риантных производных, получаем структурные уравнения Картана

dea
` ω

a
b ^ eb

“ T a,

dω
a
b ` ω

a
c ^ ω

c
b “ Ra

b, (2.41)

где T a “ 1
2Γα

µνea
αdxµ ^ dxν - тензор кручения, Ra

b “ 1
2Ra

µbν
dxµ ^ dxν - тензор кривизны

спиновой связности.
Разложим ковариантную производную (2.37) по генераторам

DµV a
pxq “ BµV a

pxq `
1
2

ω
cd
µ pLcdq

a
bV b

pxq, (2.42)

где pLcdqa
b “ 2ηbrcδ a

ds
- генератор фундаментального представления SOp1,d ´1q. Таким

образом, в произвольном представлении SOp1,d ´ 1q имеем

Dµ “ Bµ `
1
2

ω
ab
µ Lab,

rDµ ,Dν s “ 2Brµω
ab
νs

Lab `
1
4

ω
ab
µ ω

cd
ν rLab,Lcds “

“
“

rLab,Lcds “ 4ηrarcLbsds

‰

“

p2Brµω
ab
νs

` 2ω
cra
rµ

ω
bs

νscqLab “ Rab
µνLab, (2.43)

для спиноров, к примеру, Lab “ 1
4γraγbs.

Покажем, что тензор кривизны спиновой связности ввиду условия ковариантного
постоянства репера совпадает с тензором кривизны афинной связности

Ra
µνb “ rDµ ,Dν s

a
b “ 2Brµω

a
νsb ` 2ω

a
crµ

ω
c
νsb “

“ 2BrµΓ
α

νsβ
eβ

b ea
α ` 2Γ

α

β rν
Bµse

β

b ea
α ` 2Γ

α

β rν
eβ

b Bµse
a
α ´ 2Brµeα

b Bνse
a
α ` 2ω

a
crµ

ω
c
νsb “

2BrµΓ
α

νsβ
eβ

b ea
α ´ 2Γ

α

β rν
Γ

β

µsλ
eλ

b ea
α ` 2Γ

α

β rν
ω

l
µsbeβ

l ea
α`

`2Γ
α

β rν
Γ

λ

µsα
eβ

b ea
λ

´ 2Γ
α

β rν
ω

a
µsle

l
αeβ

b ´

´2p´Γ
α

β rµ
eβ

b ` ω
l
brµ

eα
l qpΓ

λ

νsα
ea

λ
´ ω

a
νsre

r
αq ` 2ω

a
crµ

ω
c
νsb “

“ 2BrµΓ
α

νsβ
eβ

b ea
α ` 2Γ

λ

β rµ
Γ

α

νsλ
eβ

b ea
α “ Rα

µνβ
eβ

b ea
α , (2.44)

здесь были использованы соотношения (2.3.3). Таким образом, действительно, тензор
кривизны спиновой связности совпадает с тензором кривизны афинной связности

Ra
µνb “ Rα

µνβ
eβ

b ea
α . (2.45)
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Лекция 3. ADM формализм. Тетрадный формализм

ADM формализм и гамильтонова формулировка гравитации

В прошлый раз было получено действие Эйнштейна-Гильберта с граничным сла-
гаемым в форме действия Гиббонса-Хоккинга

SGR “ SEH ` SGH , (3.1)

где

SGH “
1

8π

ż

BV
d3x

?
hK. (3.2)

Данное слагаемое было введено, чтобы сократить нетривиальные поверхностные
вклады, возникающие при вариации действия Эйнштейна-Гильберта. Подобные сла-
гаемые возникают при рассмотрении гамильтонова формализма гравитации (ADM-
формализм). В данном формализме задается расслоение пространства времени вдоль
некоторого вектороного поля

tm
“ Nnm

` Nm. (3.3)

В каждой фиксированной точке t “ const слой Σt определен уравнением

xµ
“ X µ

py, tq. (3.4)

При этом, зададим касательный вектор к X µ , определяющий кривую между точ-
ками P и P1 (кривая вдоль временной координаты)

tµ
“

dX µ

dt
“ ´pt ¨ nqnµ

` eµ
mpt ¨ em

q “ Nnµ
` Nmeµ

m, (3.5)

где N - функция хода (lapse function), Nm - функция сдвига (shift function).
Тогда, между точками P и P1

dX µ
“ eµ

mdym
` tµdt, (3.6)

здесь первое слагаемое представляет собой сдвиг вдоль Σt с заданным t, а второе -
сдвиг вдоль t. Тогда, интервал и метрика примет следующий вид

ds2
“ gµνdX µdXν

“ gµνpeµ
n dyn

` tµdtqpeν
mdym

` tνdtq “

gµνeµ
n eν

mdyndym
` 2gµνeµ

n tνdyndt ` gµνtµtνdt2, (3.7)
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с учетом соотношений

hnm “ gµνeµ
n eν

m,

gµνeµ
n pNnν

` Nmeν
mq “ hnmNm

“ Nn,

gµνtµtν
“ gµνpNnµ

` Nmeµ
mqpNnν

` Nneν
n q “ N2

` NmNnhmn, (3.8)

получим интервал и метрику в следующем виде

ds2
“ N2dt2

` hmnpdym
` Nmdtqpdyn

` Nndtq,

gµν “

˜

N2 ´ NmNnhmn Nm

Nn hmn

¸

, (3.9)

здесь hmn “ gmn ` nµnν - индуцированная метрика.
Данный формализм расслоенний используется не только в гамильтоновой форму-

лировке гравитации, но также и для исследований галографических ренорм-групповых
потоков в AdS/CFT.

Соотношение Гаусса-Кодацци

Теперь, получим важные для дальнейшего соотношение Гаусса-Кодацци. Для это-
го вспомним выражение для внутренней ковариантной производной

∇mAn “ eµ
meν

n ∇µAν , (3.10)

при этом индуцированная метрика hnm “ eµ
n eν

mgµν является ковариантно постоянной

∇mhnk “ 0, (3.11)

поэтому действие внутренней ковариантной производной можно записать в форме

∇mAn “ BmAn ´ Γ
k
mnAk, (3.12)

с соответственно определенной внутренней кривизной

r∇m,∇nsAk “ Rl
mnkAl. (3.13)

Следует отличать данную внутреннюю кривизну от внешней

Kµν “ ∇µnν , (3.14)

Теперь, свяжем кривизну в объемлющем пространстве Rρ

µνσ с внутренней кри-
визной Rl

mnk. Во 2 лекции было получено соотношение для проекции ковариантной
производной на поверхность только по одному индексу (2.1)

∇µAνeµ
m “ ´KmnAnnν

` ∇mAkeν
k , (3.15)

21



ГЕОМЕТРИЯ И ГРАВИТАЦИЯ
МУСАЕВ ЭДВАРД ТАВАККУЛОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

где Kmn “ ∇µnνeµ . Учтем, что в данном соотношении мы рассматривали танген-
циальное векторное поле Aν “ Aneν

n - параллельное рассматриваемой поверхности
(Aνnν “ 0), поэтому его можно переписать в форме

eµ
m∇µeν

n “ ´Kmkδ
k
n nν

` Bmpδ
k
n qeν

k ` Γ
k
mnδ

l
neν

k “ Γ
k
mneν

k ´ Kmnnν . (3.16)

Используем данное соотношение, чтобы связать Rρ

µνσ с Rl
mnk. Для этого подей-

ствуем производной eρ

k ∇ρ на (3.16) и получим слева

eρ

k ∇ρpeµ
m∇µeν

n q “ eρ

k eµ
m∇ρ∇µeν

n ` peρ

k ∇ρeµ
mq∇µeν

n “

“ eρ

k eµ
m∇ρ∇µeν

n ` pΓ
l
mkeµ

l ´ Kmknµ
q∇µeν

n “

“ eρ

k eµ
m∇ρ∇µeν

n ` Γ
l
mkpeµ

l ∇µeν
n q ´ Kmknµ

∇µeν
n “

“ eρ

k eµ
m∇ρ∇µeν

n ` Γ
l
mkpΓ

p
lneν

p ´ Klnnν
q ´ Kmknµ

∇µeν
n “

“ eρ

k eµ
m∇ρ∇µeν

n ` Γ
l
mkΓ

p
lneν

p ´ Γ
l
mkKlnnν

´ Kmknµ
∇µeν

n , (3.17)

справа

eρ

k ∇ρpΓ
l
mneν

l ´ Kmnnν
q “ eρ

k ∇ρpΓ
l
mneν

l q ´ eρ

k ∇ρpKmnnν
q “

“ eρ

k BρΓ
l
mneν

l ` Γ
l
mnpeρ

k ∇ρeν
l q ´ eρ

k BρKmnnν
´ Kmneρ

k ∇ρnν
“

“ eρ

k BρΓ
l
mneν

l ` Γ
l
mnpΓ

p
kle

ν
p ´ Kklnν

q ´ eρ

k BρKmnnν
´ Kmneρ

k ∇ρnν
“

“ eρ

k BρΓ
l
mneν

l ` Γ
l
mnΓ

p
kle

ν
p ´ Γ

l
mnKklnν

´ eρ

k BρKmnnν
´ Kmneρ

k ∇ρnν . (3.18)

Далее, антисимметризуем (3.16) по m и k, получим

eρ

rkeµ

ms
r∇ρ∇µ seν

n “ pBrkΓ
l
msn ` Γ

p
nrmΓ

l
kspqeν

l ´

´Γ
l
nrmKksln

ν
´ BrkKmsnnν

´ Knrmeρ

ks
∇ρnν

“

“ pBrkΓ
l
msn ` Γ

p
nrmΓ

l
kspqeν

l ´ ∇rkKmsnnν
´ Knrmeρ

ks
∇ρnν . (3.19)

Откуда следует

eρ

k eµ
mRν

ρµσ eσ
n “ Rl

kmneν
l ´ 2∇rkKmsnnν

´ 2Knrmeρ

ks
∇ρnν . (3.20)

Далее, спроецируем данное соотношение на поверхность и на нормаль

eν
l eρ

k eµ
meσ

n Rρµνσ “

“ reν
l eν p “ δpl, nνeν

l “ 0, eρ

k eν
l ∇ρnν “ Kkls “

“ Rkmln ´ 2KnrmKksl,

nνeρ

k eµ
meσ

n Rρµνσ “ rnνnν “ 1, nν
∇ρnν “ 0s “ ´2∇rkKmsn, (3.21)
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Полученные выражения получили название уравнений Гаусса-Кадацци. С их по-
мощью можно переписать ОТО в терминах внешней кривизны и нормали

´2Gµνnµnν
“ R ` pKmnKmn ´ K2

q,

Gµνnµeν
m “ ∇nKn

m ´ ∇mK, (3.22)

где K “ Kmnhmn. Однако Gµνeµ
meν

n так переписать нельзя. Для скаляра Ричи получим
тогда

R “ R ` pKmnKmn ´ K2
q ` 2∇µpnν

∇νnµ
´ nµ

∇νnν
q. (3.23)

Для действия Эйнштейна-Гильберта без граничных членов получим

S “

ż

d4x
?

gR “

ż

d4xN
?

hpR ` pKmnKmn ´ K2
qq. (3.24)

Канонический импульс для hmn будет иметь вид

π
mn

“
δS

δhmn
“

?
hpKhmn

´ Kmn
q, (3.25)

канонический импульс для N и Nm отсутствует, то есть данные переменный не явля-
ются динамическими - они выступают в роли связей.

Тетрадный формализм

На прошлой лекции () был введен тетрадный формализм в гравитации для опи-
сания взаимодействия фермионов с гравитационным полем. Напомним основные ре-
зультаты. Репер eµ

a (терада в D “ 4) определен следующим образом

gµνeµ
a eν

b “ ηab,

eµ
a ea

ν “ δ
µ

ν . (3.26)

Тогда в произвольном представлении группы Лоренца SOp1,D´1q некоторое поле
V в искревленном пространстве будет преобразовываться по спинорному представ-
лению группы Лоренца по латинским (лоренцевым) индексам, и по группе общеко-
ординатных преобразований по греческим индексам. Например для вектора V a

µ

V 1a
µ pxq “ Λ

a
bpxqV b

µ pxq,

V 1a
µ px1

q “
Bxν

Bx1µ
pxqV b

ν pxq, (3.27)
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при этом соответствующие связности оказались согласованы с помощью условия ко-
вариантного постоянства репера (veilbein postulate)

∇µea
ν “ Bµea

ν ´ Γ
α
µνea

α ` ω
a
µbeb

ν “ 0. (3.28)

Далее из данного условия были получены структурные уравнения Картана (4.3)
для 1-форм ea “ ea

µdxµ тетрады. А именно, антисимметризуя (2.40) в в координатах
получим

Brµea
νs

` pωrµq
a
beb

νs
“ Γ

α

rµνs
ea

α “ 2T a
µν (3.29)

тогда в терминах форм это соотношение примет вид первого структурного уравнения
Картана для 1-формы ковариантной производной тетрады

Dea
“ dea

` ω
a
b ^ eb

“ T a. (3.30)

Антисимметризация произведения ковариантных производных дает второе струк-
турное уравнение Картана

D ^ DV a
“ dpDV a

q ` ω
a
b ^ DV b

“ dpω
a
bV b

q ` ω
a
b ^ dV b

` ω
a
b ^ ω

b
c V c

“

“ dω
a
bV b

´ ω
a
b dV b

` ω
a
b ^ dV b

` ω
a
b ^ ω

b
c V c

“ dω
a
bV b

` ω
a
b ^ ω

b
c V c

“

“ pdω
a
b ` ω

a
c ^ ω

c
bqV b

“ pdω
a
b ` ω

a
c ^ ω

c
bqV b

“ Ra
bV b, (3.31)

таким образом, получаем второе структурное уравнение Картана для 2-формы кри-
визны

dω
a
b ` ω

a
c ^ ω

c
b “ Ra

b, (3.32)

здесь Ra
b “ 1

2pRµνqa
bdxµ ^ dxν - 2-форма кривизны по пространственным индексам, по

лоренцевым индексам Ra
bT b

a P SOp1,3q - это элемент алгебры Лоренца.
Ковариантная прозводная в произвольном представлении принимает вид

Dµ “ Bµ ` pωµq
a
bT b

a , (3.33)

где T b
a - генераторы группы Лоренца, удовлетворяющие следующим каммутацион-

ным соотношениям

rTab,Tcds “ 4ηrarcTbsds, (3.34)

в векторном представлении эти генераторы будут иметь вид

pT d
c q

a
b “ δ

a
d δ

c
b ´ ηbdη

ac, (3.35)
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в любом другом представлении для поля ΦI действие ковариантной производной
будет иметь вид

DµΦ
I

“ BµΦ
I
` pωµq

a
bpT b

a q
I
JΦ

J. (3.36)

Для спинорного представления генераторы имеют вид

T a
b “

1
2

pγ
a
γb ´ γbγ

a
q, (3.37)

где гамма-матрицы удовлетворяют следующим соотношениям tγa,γbu “ 2ηab.
Также в прошлый раз было показано, что кривизна спин-связности и кривизна

афинной связности в силу ковариантного постоянства тетрады связаны следующим
образом

Ra
µνb “ Rα

µνβ
eβ

b ea
α . (3.38)

Далее, покажем, что действие Эйнштена-Гильберта в терминах спин-связности
можно переписать в виде

SEH “
1
4

ż

Rab
^ ec

^ ed
εabcd. (3.39)

Для этого воспользуемся (3.38) и запишем действие в форме

SEH “
1
4

ż

Rab
µνec

ρed
σ εabcddxµ

^ dxν
^ dxρ

^ dxσ , (3.40)

здесь dxµ ^ dxν ^ dxρ ^ dxσ “ εµνρσ d4x - форма объема. Далее

SEH “
1
4

ż

Rαβ

µν ea
αeb

β
ec

ρed
σ εabcdε

µνρσ d4x, (3.41)

так как ea
αeb

β
ec

ρed
σ εabcd “ eεαβρσ “

?
gεαβρσ , εαβρσ εµνρσ “ 4δ

µν

αβ
, то

SEH “
1
4

ż

?
gRαβ

µν εαβρσ ε
µνρσ d4x “

ż

?
gRd4x. (3.42)

Таким образом, показано, что действие Эйнштейна Гильберта можно переписать
как функционал от ea

µ ,ω
ab
µ

SEH “ SEHpea
µ ,ω

ab
µ q. (3.43)

Тогда его вариация по ea
µ ,ω

ab
µ будет давать уравнения движения

δS
δea

µ

“ 0,
δS

δωab
µ

“ 0, (3.44)
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первое из которых дает уравнение Эйнштейна

0 “
δS
δea

µ

“ Rab
rµν

ec
ρs

εabcd “ Rαβ

µν ea
αeb

β
ec

ρεabcdε
µνρσ

“ rea
αeb

β
ec

ρεabcd “ eεαβρτeτ
ds “

´eRαβ

µν eτ
dεαβρτε

µνρσ
“ ´eRαβ

µν δ
µνσ

αβτ
eτ

d “ ´eRµν

rµν
δ

σ

τs
eτ

d “ ´
1
3

eRµν

µνeτ
d ´

2
3

eRµτ

σ µeσ
d , (3.45)

после умножения данного уравнения на ed
γ получим уравнение Эйнштейна

p´
1
3

eRµν

µνeτ
d ´

2
3

eRµτ

σ µeσ
d q ¨ ed

γ “ Rτ
γ ´

1
2

Rδ
τ
γ “ 0. (3.46)

Однако надо заметить, что при выводе было использовано соотношение (3.38),
связывающее афинную кривизну со спиновой. В общем случае RΓ не обязательно
связана с Rω . Поэтому необходимо расписать второе уравнение движение, связыва-
ющее ea

µ и ωab
µ .
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Лекция 4. Нелинейная реализация симметрии

Формализм 1-го порядка

На прошлой лекции () было получено действие Эйнштена-Гильберта в терминах
спин-связности и тетрады

SEHrea
µ ,ω

ab
µ s “

1
4

ż

Rab
^ ec

^ ed
εabcd, (4.1)

из которого было получено уравение движения

δS
δea

µ

“ 0, (4.2)

которое в случае согласованности спиновой и афинной связности (ωab “ ωabpe,Γq),
следующее из коварианотного постоянства тетрады, дало уравнение Эйнштейна. Од-
нако, данная согласованность не всегда имеет место, так как в общем случае тетрада
и афинная связность независимые переменные. Покажем, что на уравнениях движе-
ния для спиновой связности это предположение оказывается верным

δS “
1
4

ż

δRab
^ ec

^ ed
εabcd “

“
1
4

ż

pdδω
ab

´ δω
a
c ^ ω

c
b ` ω

a
c ^ δω

c
bq ^ ec

^ ed
εabcd, (4.3)

преобразуем первое слагаемое
ż

dδω
ab

^ ec
^ ed

εabcd “

ż

dpδω
ab

^ ec
^ ed

εabcdq ` 2
ż

δω
ab

^ dec
^ ed

εabcd, (4.4)

тогда вариацю действия перепишем в виде

δS “
1
4

ż

δω
ab

^ Dec
^ ed

εabcd, (4.5)

где

Dea
“ dea

` ω
a
b ^ eb, (4.6)

и очевидно тогда, что уравнение движения дает условие ковариантного постоянства
метрики или условие нулевого кручения

0 “
δS

δωab
µ

“ Dea
“ T a. (4.7)

Таким образом, показано, что в данном формализме уравнения движения дают
те же результаты, что и в случае только одной динамической переменной - метрики.
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Вообще говоря сущетсвуют три эквивалентных формализма:
1) Формализм Картана или формализм первого порядка (дейсвие содержит про-

изводные только первого порядка от динамических переменных). В данном форма-
лизме динамическими переменными являются тетрада ea

µ и спиновая связность ωab
µ ,

S “ Spea
µ ,ω

ab
µ q. Уравнения движения имеют вид

δS
δea

µ

“ 0,
δS

δωab
µ

“ 0. (4.8)

2) Формализм ОТО или формализм второго порядка (присутствуют вторые про-
изводные в действии). В данном формализме динамической переменной являестя
только метрический тензор S “ Spgµνq. Тогда вариация будет иметь вид

δS “

ˆ

δS
δea

µ

`
δS

δωcd
ν

δωcd
ν

δea
µ

˙

δea
µ . (4.9)

1.5) Формализм 1.5 порядка. В данном формализме динамической переменной
являются тетрада ea

µ , а на спиновую связность ωab
µ накладывается условие нулевого

кручения, S “ Spea
µ ,ω

ab
µ peqq.

В ОТО данные формализмы одинаковы по сложности вычислений, однако в су-
пергравитационных теориях формализм 1.5-го порядка оказывается более удобным.

Теперь, убедимся, что гравитация не является калибровочной теорией.

Калибровочная теория группы Пуанкаре

В калибровочных теориях калибровочным полем является поле связности лока-
лизованной калибровочной группы. Можно предположить, что в гравитации таким
полем является поле спин связности, ассоциированное с локальной группой Лорен-
ца. Оказывается это не так, и для того чтобы это показать, рассмотрим для начала
произвольную калибровочную группу Ли с набором генераторов TA ее алгебры, удо-
влетворящим каммутационным соотношениям

rTA,TBs “ fC
ABTC, (4.10)

калибровочное преобразование будет иметь вид

δε “ ε
ATA, (4.11)

тогда, если локализовать параметр преобразования εA “ εApxq, то можно реализовать
данную алгебру на полях Aµ

rδ
A
ε1
,δ B

ε2
s “ δ

AB
ε1ε2

fC
AB,

δεAA
µ “ Bµε

A
` ε

CAB
µ f A

BC, (4.12)
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с соответствующей ковариантной производной и тензором связности

Dµ “ Bµ ` AA
µTA,

rDµ ,Dν s “ ´FA
µνTA,

FA
µν “ 2BrµAA

νs ` AB
µAC

ν f A
BC, (4.13)

при этом тензор FA
µν преобразуется коваринтно

δεFA
µν “ ε

CFB
µν f A

BC. (4.14)

Теперь, рассмотрим алгебру Пуанкаре ISOp1,3q:

rPa,Pbs “ 0,

rPa,Mbcs “ 2ηarbPcs,

rMab,Mcds “ ´2ηcraMbsd ` 2ηdraMbsc, (4.15)

тогда их реализация на калибровочных полях представляется в следующем виде

AA
µTA “ Aa

µPa `
1
2

Aab
µ Mab, (4.16)

где компоненты связности Aa
µ “ ea

µ - тетрада, Aab
µ “ ωab

µ - спин-связность. Для тензора
связности получим

FA
µν “ Fa

µνPa `
1
4

Fab
µνMab, (4.17)

где Fa
µν “ T a

µν - тензор кручения, Fab
µν “ Rab

µν - тензор кривизны спиновой связности.
Теперь напишем как преобразуются записанные связности

δεAA
µ “ Bµε

A
` ε

CAB
µ f A

BC,

δPω
ab

“ 0, δMω
ab

“ dΛ
ab

´ 2ω
ra
c Λ

cbs,

δPea
“ Dε

a, δMea
“ Λ

a
beb, (4.18)

здесь δP “ εaPa, δM “ ΛabMab.
Казалось бы, построенная калибровочная теория является теорией гравитации,

однако в ОТО налагается дополнительное условие отсутствия кручения T a “ 0, ко-
торое приводит к следующим проблемам:

1) условие T a “ 0 не инвариантно относительно калибровочных преобразований
ISOp1,3q

δPT a
“ δPDε

a
“ rδPω

ab
“ 0s “ DδPε

a
“ DDε

a
“ ´

1
2

Ra
bε

b
‰ 0, (4.19)
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2) условие T a “ 0 накладывает условие на зависимость спин-свзяности от тетрады
ωabpeaq, что влечет нарушение калибровочного преобразования

δPω
ab

“
δωab

δec δPec
‰ 0. (4.20)

На алгебраическом языке, невозможность построения согласованной теории гра-
витаци как калибровочного поля означает, что каммутационные соотоношения для
генераторов трансляций нарушаются

rδP2,δP1sea
“ ´2δPr2Dε

a
1s

“ ´2δPr2ω
a
c ε

c
1s

‰ 0, (4.21)

такие преобразования реализуют алгебру, где rP1,P2s ‰ 0, то есть алгебра ISOp1,3q

расширяется до алгебры диффиоморфизмов Di f f p1,3q.

Нелинейная реализация симметрии

До сих пор были рассмотрены линейные реализации групп симметрий. Теперь
рассмотрим нелинейные реализации групп симметрий. Для примера рассмотрим
нелинейную связь между метрикой и тетрадой.

Пусть ea
µ P GLpdq - произвольная d ˆ d матрица. При этом метрика определена по

данной матрице следующим соотношением

gµν “ ea
µeb

νηab P GLpdq{SOp1,d ´ 1q, (4.22)

то есть является элементом фактор-группы. Данное вложение можно объяснить ис-
ключением из всех возможных матриц, принадлежащих GLpdq антисимметричных
матриц, принадлежащих SOp1,d ´ 1q, преобразования из которой e1a

µ “ Λa
beb

µ не изме-
няют метрического тензора g1

µν “ gµν .
Именно, из-за того, что метрика принадлежит фактор-пространству, группа сим-

метрий на ней реализуется нелинейно. Подобные нелинейные реализации групп сим-
метрий возникают, например, в нелинейных сигма-моделях, или в теориях с голдсто-
уновскими бозонами.

Общая конструкция для построения таких теорий следующая.
Пусть происходит нарушение симметрии группы G Ñ H (H Ă G). Тогда генерато-

ры подгруппы H реализуются линейно (например, группа Лоренца), элементы же из
фактор-группы G{H реализуются нелинейно.

Рассмотрим пример из теории скалярного поля

L “
1
2

Bµφ
a
B

µ
φ

a
´

λ

4
pφ

a
φ

a
´ v2

q
2, (4.23)
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где φ a a “ 1,2,3 - симметрично относительно группы SOp3q.
В нестабильном вакуумном состоянии φ a

vac “ 0 симметрия SOp3q реализована ли-
нейно на состояниях φ a “ φ a

vac ` ϕa.
В стабильном вакуумном состоянии φ a

vacφ a
vac “ v2 симметрия оказывается нарушен-

ной SOp3q Ñ SOp2q. При этом SOp2q реализуется линейно, а оставшаяся симметрия
SOp3q{SOp2q реализуется нелинейно.

Чтобы это показать выберем удобную параметризацию поля следующим образом

φ
1

“ pv ` χqcosθ
1 cosθ

2,

φ
2

“ pv ` χqcosθ
1 sinθ

2,

φ
3

“ pv ` χqsinθ
1, (4.24)

где θ1, θ2 - голдстоуновские бозоны, которые параметризуют выбор вакуума (два
угла на рис. , под которым расположен вектор v⃗), χ - поле Хиггса. Потенциал в
данных обозначениях примет вид

λ

4
pφ

a
φ

a
´ v2

q
2

“
λ

4
p2vχ ` χ

2
q

2
“ V pχq, (4.25)

надо заметить, что оно не зависит от голдстоуновских бозонов θ1, θ2. Голдстоунов-
ские бозоны присутствуют в кинематическом потенциале

Bµφ
a
B

µ
φ

a
“ gαβ pθ ,χqBµθ

α
B

µ
θ

β , (4.26)

где gαβ - метрика на сфере S2 “ SOp3q{SOp2q - пространсве вакуумов (см. рис. ).
Соответсвующая энергия будет иметь вид

E “

ż

d3x
ÿ

a
pBθ

a
q

2, (4.27)

смысл данной энергии следующий. Если попытаться изменить вакуумное состояние
глобально во всем пространстве, то в этом случае θ a “ θ apxq, то есть для измене-
ния вакуумного состояния глобально требуется, вообще говоря, бесконечная энергия,
равная данному интегралу.

Итак, SOp3q - полная группа симметрий, SOp2q - симметрия выбранного вакуум-
ного состояния, реализованная линейно, SOp3q{SOp2q - симметрия оставшихся ваку-
умных состояний, реализованная нелинейно.

В более общем случае, когда скалярное поле симметрично относительно произ-
вольной группы симметрий G выберем парметризацию в виде

φ
a
pxq “ pUπq

a
bpφ

b
0 ` χ

b
q, (4.28)
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где φ b
0 - вакуумное состояние (φ 2

0 “ v2), χb - массивное возбуждение над вакуумным
состоянием, pUπqa

b - элемент группы G - группы инвариантности вакуумного состоя-
ния.

Теперь, подставим данное разложение в лагранжиан (4.23) и получим

L “
1
2

pφ0 ` χq
b
BµUa

b BµUa
c pφ0 ` χq

c
`

`Bµ χ
a
BµUa

b pφ0 ` χq
b

`
1
2

Bµ χ
a
Bµ χ

a
´

λ

4
p2vχ ` χ

2
q

2. (4.29)

Если U P SOp3q, SOp2q - симметрия вакуумного состояния φ0. Это значит, что мож-
но выбрать eiθT3 P SOp2q, оставляющее вакуум инвариантным peiθT3qa

bφ b
0 “ φ a

0 , осталь-
ные преобразования изменяют вакуумное состояние U “ eipπ1T1`π2T2q P SOp3q{SOp2q.
Тогда BµU “ BU

Bπα Bµπα , α “ 1,2 и кинетическое слагаемое без учета χ тогда примет
вид

L\ “
1
2

BµpUφ0q
T

BµpUφ0q “
1
2

pφ
T
0

BUT

Bπα

BU
Bπβ

φ0qBµπ
α

Bµπ
β , (4.30)

где gαβ “ φ T
0

BUT

Bπα
BU
Bπβ

φ0 - индуцированная метрика на сфере S2 (метрика на простран-
стве модулей теории). В данной параметризации πα - голдстоуновские бозоны, кото-
рые нелинейно реализуют группу симметрий фактор-группы SOp3q{SOp2q.

Теперь, вернемся к теории гравитации. Пусть группа симметрий теории G с под-
группой H. Разделим генераторы данной группы следующим образом T A “ tT a,T αu,
T a P G{H, T α P H. При этом генераторы T α удовлетворяют следующим каммутаци-
онным соотношениям

rTα ,Tβ s “ f λ

αβ
Tλ ,

rTa,Tβ s “ f c
aβ

Tc ` f λ

aβ
Tλ ,

rTa,Tbs “ f c
abTc ` f λ

abTλ ,

(4.31)

рассмотрим следующий элемент алгебры

g´1dg “ pea
mTa ` σ

α
m Tαqdxm, (4.32)

гле g P G - элемент группы, ea
m - репер, σα

m - локальная компазитная связность на
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фактор пространстве G{H. Далее возьмем от него производную

dpg´1dgq “ rdg´1
“ dg´1gg´1

“ ´g´1dgg´1
s “ ´g´1dg ^ g´1dg “

“ ´peaTa ` σ
αTαq ^ pebTb ` σ

β Tβ q “

“ ´ea
^ ebTaTb ´ ea

^ σ
β TaTβ ´ σ

α
^ ebTαTb ´ σ

α
^ σ

β TαTβ “

“ ´
1
2

ea
^ eb f c

abTc ´
1
2

ea
^ eb f γ

abTγ ´
1
2

σ
α

^ σ
β f γ

αβ
Tγ´

´ea
^ σ

β f γ

aβ
Tγ ´ ea

^ σ
β f c

aβ
Tc, (4.33)

далее, спроецируем данные соотношения на подспространства H (коэффициенты при
Tc)и G{H (коэффициенты при Tγ)

dσ
γ

“ ´
1
2

σ
α

^ σ
β f γ

αβ
Tγ ´

1
2

ea
^ eb f γ

abTγ ´ ea
^ σ

β f γ

aβ
Tγ ,

dec
“ ´

1
2

ea
^ eb f c

ab ´ ea
^ σ

β f c
aβ
, (4.34)

данные уравнения называются структурными уравнениями Картана. Если ввести
спин-связность

ω
c
a “ σ

β f c
aβ

`
1
2

eb f c
ab, (4.35)

то второе уравнение из (4.3) даст условие равенства нулю кручения

dec
` ω

c
b ^ eb

“ 0, (4.36)

при этом, первое уравнение не удается переписать в терминах тензора кривизны. Од-
нако, если рассматривать подкласс преобразований, при которых f α

aβ
“ 0 (алгебра H

действует на G{H как на своем представлении, что соответсвует многим физическим
теориям), то можно получить выражение для тензора кривизны

Ra
b “ dω

a
b ` ω

a
c ^ ω

c
b “ ed

^ ee
p
1
4

f a
dc f c

eb ´
1
2

f α
de f a

αb ´
1
4

f c
de f a

cbq. (4.37)

При этом метрика будет задаваться следующим соотношением

gmn “ ea
meb

nκab, (4.38)

где κab “ trpTaTbq - метрика Киллинга.
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Лекция 5. Гладкие многообразия

До сих пор были рассмотрены различные геометрические понятия на примерах из
теории поля на некотором интуитивном уровне. Начиная с данной лекции рассмот-
ренные геометрические объекты будут введены строго. Начнем с понятий гладкого
многообразия, карты, атласа.

Карты и атлас

Пусть M - произвольное множество. На данном множестве можно ввести понятие
карты τ “ pW,ϕ,Uq, где W Ă M, U Ă Rn,ϕ : W Ñ U - биекция (картирующее отобра-
жение), ϕ´1 - параметризация карты (см. рис. ??). При этом отображение точки p

будет выглядеть следующим образом ϕppq “ px1, ...,xnq, @p P M, xi - координаты точки
p в карте τ , ϕ ippq “ xi - система отображений в R ˆ ...ˆ R. Вообще говоря, в общем
случае, нельзя покрыть многообразие только одной картой. Для этого требуется,
чтобы ϕ ippq были определенного класса гладкости Cr (дифференцируемость функ-
ций ϕ ippq r раз). Поэтому, в общем случае, требуется несколько карт для покрытия
M и соответствующей согласованности между картами.

Согласованность карт

Пусть, имеются две карты τα “ pWα ,ϕα ,Uαq и τβ “ pWβ ,ϕβ ,Uβ q, при этом Wα XWβ “

Wαβ ‰ 0. Пусть, также Uαβ “ ϕαpWαβ q, Uβα “ ϕβ pWβαq (см. рис. ??). При этом, можно
определить функцию f “ ϕβ ˝ ϕ´1

α : Uαβ Ñ Uβα - биекция (переопределяет коорди-
наты в пересечении). Также существует обратное отображение f ´1 “ Uβα Ñ Uαβ .
Обозначим координаты в карте τα как ϕ i

αppq “ xi, а в карте τβ как ϕ i
β

ppq “ yi, тогда
отображение перехода с карты τα на карту τβ : f “ ϕβ ˝ϕ´1

α в координатах запишется
в виде yi “ f ipx jq, i, j “ 1,n, что является ничем инам, как преобразованием координат.

Итак, карты τα и τβ называются согласованными, если они удовлетворяют трем
свойствам

1. Uαβ &Uβα - открытые окрестности в Rn.
2. f - диффеоморфизм класса Cr (0 ď r ď 8). Для r “ 0 f - гомеоморфизм, а карта τ

называется топологическим покрытием, M - топологическое пространство. Для r ą 0

якобиан преобразования должен быть отличным от нуля J “ detrBy
Bx s ‰ 0, @x P Uαβ .

3. Если Wα XWβ “ 0 - карты согласованы в любом атласе.
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Атлас: A “ pταqαPΓ - объединение карт τα , если
1. @ 2 карты согласованы.
2. A покрывает все M, M “ Y

α
Wα .

Примеры

1. Пусть имеется одномерная сфера M “ S1, зададим для нее атлас A “ τ1,τ2 из
двух карт τ1 “ p0,2πq, τ2 “ p´π,πq. Первая карта задается множеством W1, отрезком
U1 “ p0,2πq, отображением ϕ1 : W1 Ñ U1 (см. рис. ??). Вторая карта задается мно-
жеством W2, отрезком U2 “ p´π,πq, отображением ϕ2 : W2 Ñ U2 (см. рис. ??). Два
данных отрезка, очевидно, пересекаются в следующих областях

U12 “ p0,πq Y pπ,2πq,

U21 “ p´π,0q Y p0,πq, (5.1)

тогда функция перехода f запишется в следующей форме

f “ ϕ2 ˝ ϕ
´1
1 “

$

&

%

f pxq “ x, x P p0,πq,

f pxq “ x ´ 2π, x P pπ,2πq.

2. Пусть M “ R1, с двумя картами

τ1 : W1 “ R1 ϕ1
Ñ U1 “ R1, x “ ϕ1ppq “ p, @p P W1,

τ2 : W2 “ R1 ϕ2
Ñ U2 “ R1, y “ ϕ2ppq “ p3, @p P W2, (5.2)

(рис.)
Данные карты пересекаются W1 XW2 “ R, U12 “ U21 “ R1. Тогда отображение f “

ϕ2 ˝ ϕ
´1
1 : U12 Ñ U21

y “ f pxq “ x3,

x “ f ´1
pyq “ y1{3, (5.3)

f , f ´1 - непрерывны, следовательно карты C0 согласованы (τ1,τ2 - топологические
покрытия). f ´1 - не дифференцируема в точке y “ 0, карты согласовать гладко невоз-
можно.

Рассмотрение подобных отображений полезно для изучения топологически нетри-
виальных конфигураций в теории поля, типо монополей.
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Пусть, имеются два атласа A1 и A2. Атласы A1 и A2 эквивалентны если их карты
согласованы между собой. U

i
Ai “ A - объединения согласованных атласов на данном

множестве называется максимальным атласом.
(M,A) - гладкое многообразие класса Cr.

Сформулируем следующую теорему
Теорема: Пусть, на гладком многообразии M D атлас карт такой, что каждая кар-

та диффеоморфна Rn. Тогда n “ dimM.

Доказательство: Рассмотрим некоторый атлас Ar на M. Построим атлас, где карты
диффеоморфны открытому шару Bn

ε в Rn радиуса ε , c центром в p0 P M, p0 P τα “

pWα ,ϕα ,Uαq, то есть p0 P Wα , ϕα : Wα Ñ Uα Ă Rn, ϕαpp0q “ x0 P Uα . Для Rn верно,
что D шар Bn

r0
Ă Uα радиуса r0 с центром в x0. Обозначим Bn

r0
“ Upx0,r0q, возьмем

прообраз данного шара ϕ´1
α rUpx0,r0qs “ Wp0 “ Wαpx0q Ă Wα . Таким образом, показано,

что заданный новый атлас tWpupPM диффеоморфен шарам Bn.
Остается доказать, что каждый шар Bn диффеоморфен Rn. Пусть, r0 “ 1, тогда

для каждой точки шара txµu P Upx0,1q можно сопоставить точку yµ “ xµ

1´x2 , y P Rn.

Связность и размерность многообразия

M - связное многообразие, если @ P,Q P M DtτiuiP1,n P Ar, такие что P P W1, Q P

Wn, Wk XWk`1 ‰ 0 (см. рис.).
Теорема: Если M - связное многообразие с атласом A “ tτ “ pWα ,ϕα ,Uαu ùñ dimUα “

n - одинаковы.
Докозательство: точки можно соединить цепочками пересекающихся карт. Так как
многообразие связное, то в каждом пересечении отображение биективно, следова-
тельно dimM “ n - размерность многообразия.

Примеры гладких многообразий

Гладкое афинное пространство (есть векторы и точки) A ассоциированное с век-
торным пространством V над полем F - множество A со свободным транзитивным
действием V , то есть с определенной операцией сложения точек A с векторами V :

1qpp ` vq ` w “ p ` pv ` wq, @p P A, v,w P V,

2qp ` 0 “ p, @p P A,

3q@p,q P A D! v P V : p “ q ` v, v “ p⃗q. (5.4)
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Пусть, An - n-мерное афинное пространство над R. Рассмотрим p P An, p “ O ` v,
O - точка в An (точка 0), v P V - имеет компоненты v “ txiu. Тогда построим отоб-
ражение ϕ : An Ñ Rn, как действие ϕ : p Ñ txiu. Отображение ϕ задает карту
τ “ pW,ϕ,Uq, W “ An, U P Rn на всем An. Такое отображение задает гладкую струк-
туру на афинном пространстве An.

Теперь, рассмотрим многообразие матриц Matm,nR размера m ˆ n над R. Отобра-
жение данных матриц в Rnm осуществляется с помощью развертки: M P Matm,nR Ñ

pM11,M12, ...,M1m, ...,Mnmq PRnm. Можно выбрать матрицы GLpn,Rq “ tM PRnm, detM ‰

0u - подмногообразие. Введем гладкую структуру на данном многообразии.

Пример 1. Многообразие матриц

Рассмотрим матрицы Matk
m,nR ранга k (0 ď k ď minpm,nq). Пусть M P Matk

m,nR и
D P P MatmR,Q P MatnR, такие что

M̃ “ PMQ “

˜

A B

C CA´1B

¸

, (5.5)

где dettAu ‰ 0, A P MatkR - невырожденная матрица. Если вычислить развертку
ϕ : W Ñ U0 Ă RN , с N “ k2 ` pm ´ kqk ` kpn ´ kq “ kpm ` n ´ kq. Таким образом, за-
дается карта τ0pW,ϕ,U0q на Matk

m,nR.

Пусть отображение α : Matk
m,nRÑ Matk

m,nR переставляет строки и столбцы. Множе-
ство получившихся матриц обозначим Wα “ αpW q, а соответствующее отображение
развертки ϕα “ φ ˝ α´1, то есть определена карта τα “ pWα ,ϕα ,U0q.

Утверждение: Y
α

Wα “ Matk
m,nR, и соответственно Y

α
τα “ A.

Пусть Wα XWβ ‰ 0. Рассмотрим отображение

ϕαpWα XWβ q “ ϕ
`

α
´1

pWα XWβ q
˘

, (5.6)

доакажем, что сущетсвует функция склейки f “ ϕβ ˝ ϕ´1
α , обладающая некоторым

классом гладкости. Запишем

f “ ϕβ ˝ ϕ
´1
α “ ϕ ˝ pβ

´1
˝ αq ˝ ϕ

´1, (5.7)

производящая отображение ϕ´1 : tx1, ...,xNu Ñ pA,B,Cq Ñ

˜

A B

C CA´1B

¸

, затем про-
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изводится некоторая перестановка pβ ´1 ˝ αq :

˜

A B

C CA´1B

¸

Ñ

˜

Ã B̃

C̃ D̃

¸

, и наконец

производится развертка ϕ :

˜

Ã B̃

C̃ D̃

¸

Ñ tx̃1, ..., x̃Nu. Таким образом, задана рациональ-

ная бесконечно раз дифференцируема функция координат, то есть задана гладкая
структура многообразия.

Пример 2. Многообразие Грассмана

Gpn,kq - совокупность всех линейных подпространств размерности dim “ k коор-
динатного линейного пространства LnpRq размерности dim “ n.

Введем в LnpRq скалярное произведение и ортонормированный базис t⃗eiu, i “ 1,n.
Пусть E Ă LnpRq, при этом сущетсвует базисная k-плоскость E0 “ spanp⃗ei1 , ..., e⃗ikq pi1 ă

... ă ikq. Спроецируем базные вектора из E0 на плоскость E и получим линейно-
независимый набор векторов e⃗E

i1, ..., e⃗
E
ik . Для оставшихся векторов получим

e⃗E
is “

k
ÿ

l“1

hl
s⃗e

E
il , s “ 1,n ´ k, (5.8)

где hl
s P Matk

m,n´kR. Совокупность hl
s - карта. Выборов E0 всего Ck

n - число карт в ат-
ласе для данного k (или размерность, если считать пространств). Так как базисные
вектора должны быть разные, то, к примеру, формы образуют грассманово много-
образие.
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Лекция 6. Касательные векторы. Ковекторы

Касательный вектор и касательное пространство

Для введения понятия касательных и кокасательных векторов необходимо введе-
ние понятия подмногообразия.

Пусть задано гладкое многообразие Mn с атласом Ar “ tταu, где τα “ pWα ,ϕα ,Uαq

- карта, представляющая собой отображение ϕα некоторой окрестности Wα на мно-
жестве W в некоторую окрестность Uα в Rn. Тогда подмногообразием S гладкого
многообразия Mn называется такое подмножество S Ă Mn, что для любого p P S суще-
ствует такая карта τα “ pW,ϕ,Uq P Ar, что ϕpS XW q - открыто в Rk Ă Rn, где k “ dimS

- размерность подмногообразия.
Дифференцируемая структура на S индуцируется структурой на M. То есть для

каждой карты τ из M существует карта ξ “ pΩ,ψ,V q, где Ω “ SXW, ψ “ ϕ |SXW : Ω Ñ

V, V “ ϕpSXW q “ ψpΩq. Часто, для краткости записывают ξ “ τ |S. tξβ uβPL “ Br - атлас
на S, Br “ tBru - максимальный атлас.

Для приложений, необходимо уметь задавать S с помощью локальных уравнений.

Задание S с помощью локальных уравнений

Докажем следуещее утверждение.
Утверждение: если задавать S с помощью локальных уравнений, то дифферен-

цируемая структура на S будет индуцироваться дифференцируемой структурой на
M.

Для того, чтобы задать S с помощью локальных уравнений необходимо рассмот-
реть две карты τ “ pW,ϕ,Uq,τ 1 “ pW 1,ϕ 1,U 1q в окрестности одной точки P0, образ
которой в карте τ есть x0, а в карте τ 1 есть x1

0. При этом определен диффеоморфизм
f “ ϕ ˝ ϕ 1´1 : Rn Ñ Rn, который связывает координаты точек x0 и x1

0: xi “ f ipx1 jq (см
рис. ).

Пусть в карте τ подмногообразие S задано уравнениями

xk`1
“ ... “ xn

“ 0, (6.1)

тогда в τ 1 для координат x1
0 возникает набор уравнений

x1
“ f 1

px1 j
q, ...,xk

“ f k
px1 j

q,

0 “ f k`1
px1 j

q, ...,0 “ f n
px1 j

q, (6.2)
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где f k`1, ..., f n - функционально независимы, так как f “ ϕ ˝ ϕ 1´1 - гладкий диффео-
морфизм. Следовательно, для любой точки P на S в карте τ можно задать системой
уравнений

S1
pPq “ ... “ Spn´kq

pPq “ 0. (6.3)

При этом якобиан соответсвующего преобразования

rang
ˆ

Dp f tq

Dpx1q

˙

“ n ´ k, t “ k ` 1,n, (6.4)

в данных терминах подмногообразие есть подмножество M, заданное набором функ-
ционально независимых уравнений

0 “ f k`1
px1 j

q, ...,0 “ f n
px1 j

q, (6.5)

с соответствующим рангом преобразования равным n ´ k для любой точки x1. Ока-
зывается, это не всегда выполняется и для того, чтобы это показать рассмотрим
примеры.

1. Пусть M “ Rn с картой τ “ pRn,ϕ,Rnq P Aω . Далее, зададим функцию f : M “

Rn Ñ R1, определенную для любой точки p P Rn, для примера, следующим образом

f ppq “ px1
q

2
` ...` pxn

q
2

´ r2, r ą 0 (6.6)

которое задает pn ´ 1q-гипперсферу, тогда

rang
ˆ

Dp f tq

Dpx1q

˙

“

$

&

%

1, @p Ă Rn{t0u

0, p “ 0

Тогда S “ tp P Rn, f pPq “ 0u, 0 R S ùñ S “ Sn´1 - подмногообразие.
Замечание: S “ Sn´1 - гиперсфера является подмногообразием. Однако для дру-

гих функций f это может быть не так, для того, чтобы это показать, рассмотрим
следующие примеры.

2. Пусть M “ R2 с картой τ “ pR2,ϕ,R2q P Aω и с функцией f : M “ R2 Ñ R1,
определенную для любой точки p P R2, следующим образом

f ppq “ px1
q

2
´ px2

q
2

´ r2, r ‰ 0 (6.7)

которое задает гиперболу, тогда

rang
ˆ

Dp f tq

Dpx1q

˙

“

$

&

%

1, @p Ă R2{t0u

0, p “ 0
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Тогда S “ tp P R2, f pPq “ 0u, P “ 0 R S ùñ S - несвязное многообразие (две ветви
гиперболы - две компоненты связности, см. рис.).

3. Если теперь для того же многообразия M “ R2 рассмотреть

f ppq “ px1
q

2
´ px2

q
2, (6.8)

для которого P “ 0 P S ùñ rang
´

Dp f tq
Dpx1q

¯

изменяется на S, следовательно S “ tp P

R2, f pPq “ 0u - не является многообразием. При этом, S1 “ tp P R2{t0u, f pPq “ 0u -
несвязное многообразие (четыре компоненты связности, см. рис.).

Замечание: таким образом, для того чтобы множество S являлось многообрази-
ем, необходимо, чтобы ранг соответсвующих преобразований оставался постоянным.
Поэтому, к примеру, в теории струн разрешены амплитуды вида А на рис. и запре-
щены амплитуды вида B на рис. Потому как будет плохо определено интегрирование
в статсумме по соответствующим многообразиям.

Касательные векторы и касательные пространства

Пусть M - гладкое многообразие класса Cr, I “ pα,β q Ă R1 - гладкое подмно-
гообразие M с одной картой. Пусть P0 P W Ă M,τ “ pW,ϕ,Uq,ϕpP0q “ x0 P U Ă Rn.
При этом, определено гладкое отображение γ : I Ñ M - параметризованная кри-
вая класса Cs (s ă r). Также определено отображение подмногообразия IW в Rn:
γ˚ “ ϕ ˝ γ : IW Ñ U Ă Rn, где IW “ γ´1pW q - открытое множество в I. Данное отоб-
ражение также задает кривую уже на Rn: xi “ xiptq, t P pα,β q (см. рис.).

Пусть s ě 1, тогда рассмотрим Ks
P0

“ tγ : I Ñ M; γp0q “ P0u - множество всех кри-
вых, проходящих через точку P0 в t “ 0.

На данном множестве можно ввести соотношение эквивалентности: две кривые
g,h P Ks

P0
эквивалентны g „ h, если в любой карте τ “ pW,ϕ,Uq P ApMq (см рис.):

Bg˚i

dt
|t“0 “

Bh˚i

dt
|t“0, (6.9)

то есть, если две кривые имеют общий касательный вектор в точке P0 pt “ 0q.
Таким образом, касательный вектор в точке P0 есть класс эквивалентности кри-

вых в точке P0: ξP0 “ rgs. А числа ξ i
x0

“
dg˚i

dt |t0“0 - компоненты касательного вектора в
точке P0.

Упражнение: показать, что эквивалентность кривых в данной точке не зависит
от выбора карты, а закон преобразования компонент

ξ
1i
P0

“ Ai
jξ

1 j
P0
, (6.10)
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где

Ai
j “

Bx1i

Bx1 j . (6.11)

Касательные вектора как операторы локального дифференцирования

Будем обозначать ξP0 P TP0M кастельный вектор, пренадлежащий всему множеству
касательных векторов TP0M в данной точке.

Теорема: каждому вектору ξP0 P TP0M можно поставить в соответствие дифферен-
циальное отображение

Lξ0
: Cs

pMq Ñ R1, P0 P M, (6.12)

где CspMq - множество функций класса дифференцируемости s на многообразии M.
Отображение Lξ0

обладает следующими свойствами
1. Lξ0

pα f1 ` β f2q “ αLξ0
p f1q ` βLξ0

p f2q, @αβ P R, @ f1, f2 P CspMq - свойство линей-
ности,

2. Lξ0
p f1 f2q “ f1pP0qLξ0

p f2q ` f2pP0qLξ0
p f1q - правило Лейбница,

3. Lαξ0`βη0
“ αLξ0

`βLη0 - структура линейного пространства на множестве функ-
ционалов.

Доказательство: определим Lξ0
p f q “ d

dt p f ˝ γq|t“0, где

γ : I Ñ M,

f : M Ñ R1,

f ˝ γ : I Ñ R1. (6.13)

Для каждой карты τ “ pW,ϕ,Uq в окрестности P0 отображение

p f ˝ γq|MXW “ f ˚
˝ γ

˚ : IMXW Ñ R1 (6.14)

где

γ
˚

“ ϕ ˝ γ : IW Ñ Rn
Ñ xi

“ xi
ptq,

f ˚
“ f ˝ ϕ

´1 : Rn
Ñ R1 Ñ f “ f pxi

q,

ϕ : W Ñ Rn, (6.15)

можно дифференцировать по правилу сложной функции

d
dt

p f ˝ γq|t“0 “
d
dt

p f ˚
˝ γ

˚
q|t“0 “

d
dt

p f ˚
px1

ptq, ...,xn
ptqqq|t“0 “

“
B f ˚

Bxm |t“0
dxm

dt
|t“0 “ ξ

m
x0

B f ˚

Bxm |t“0 “

ˆ

ξ
m
x0

B

Bxm

˙

p f ˚
q|t“0, (6.16)
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то есть доказано, что Lξ0
p f q “ d

dt p f ˝γq|t“0 удовлетворяет указанным трем свойствам.
Замечание: можно выбрать, так называемый, натуральный базис в пространстве

TP0M для заданной карты, как набор линейных операторов tLm “ B
Bxm |P0u - базис в ка-

сательном пространстве. Соответственно, Lξ0
“ ξ m

x0
B

Bxm - так называемая, производная
Ли.

Итак, определена операция дифференцирования отображений f : M Ñ R1: для
каждого касательного вектора ξP0 P TP0M определен оператор

Lξ : Cs
pMq Ñ R1, (6.17)

который строит отображение функций CspMq в числа R1. Теперь, определим диффе-
ренцирование произвольных отображений f : M Ñ N.

Дифференцирование гладкого отображения и кокасательное
пространство

Пусть M,N - два гладких многообразия, dimM “ m; dimN “ n - их размерности,
соответственно. И пусть f : M Ñ Npq “ f ppqq - произвольное гладкое отображение.
Также определены соответствующие картирующие отображения ϕ, χ и функция
перехода между картами f̃

ϕ : M Ñ Rm
pxi

“ ϕ
i
ppqq, i “ 1,m

χ : N Ñ Rn
pyµ

“ χ
µ

pqqq,

f̃ “ χ ˝ f ˝ ϕ
´1 : Rm

Ñ Rn
pyµ

“ f̃ µ
pxi

qq, µ “ 1,n, (6.18)

где yµ , xi - координаты в картах. Тогда матрица Якоби отображения f̃

J “

ˆ

B f µ

Bxi

˙

, (6.19)

можно понимать как отображение векторных пространств в точке p

J : Rm
Ñ Rn, (6.20)

то есть произвольный вектор bµ из Rm данное отображение переводит в ai из Rn

bµ
|y0 “

ˆ

B f µ

Bxi

˙

p
ai

|x0. (6.21)

Таким образом, можно интерпретирвать J как отображение касательных про-
странств

pϕ
˚

˝ γ
˚
q : I Ñ Rm

pt Ñ xi
q,

f̃ ˝ pϕ
˚

˝ γ
˚
q : I Ñ Rn

pt Ñ yµ
q, (6.22)
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тогда касательный вектор

η
µ

“
dyµ

dt
“

ˆ

B f µ

Bxi

˙

p
¨

dxi

dt
“

ˆ

B f µ

Bxi

˙

p
¨ ξ

i
“ Jµ

i |t“0ξ
i. (6.23)

Построенное отображение

d fp : TpM Ñ TpN, (6.24)

- дифференциал гладкого отображения f : M Ñ N.
Замечание: можно также интерпретировать J как матрицу отображения в нату-

ральном базисе, то есть натуральный базис в TpM есть t B

Bxi u, а натуральный базис
в TpN есть t B

Byµ u, тогда отображение между данными базисами задается матрицей
´

B f µ

Bxi

¯

p
.

Замечание: данное определение не зависит от выбора карт.
Замечание: если для двух отображений f ,g : M Ñ N существует такая окрестность

U Ă M, что f |U “ g|U , то в данной окрестности также d f |U “ dg|U .
Цепное правило: пусть существует два последовательных отображения f : M Ñ

N, g : N Ñ K, тогда можно построить композицию отображений f ˝g, матрица которой
будет иметь вид

ˆ

Bzα

Bxi

˙

p
“

ˆ

Bzα

Byµ

˙

p

ˆ

Byµ

Bxi

˙

p
, (6.25)

или для дифференциалов отображений

dpg ˝ f qp “ dgp ˝ d fp. (6.26)

Пусть N “ R1, тогда f : M Ñ R1 - функция на многообразии, а ее дифференциал
d fp : TpM Ñ TtR1 “ R1 есть функция на касательном пространстве, следовательно, по
определению дуального пространства d fp P T ˚

p M, которое называется кокасательным
пространством.

Действие данного отображения на вектор ξp P TpM:

d fppξ q “

ˆ

B f µ

Bxi

˙

p
ξ

i
p “ ξpp f q. (6.27)

Так как d fp P T ˚
p M и имеет компоненты

´

B f µ

Bxi

¯

p
, логично определить базис на

кокасательном пространстве tdxi
pu:

d fp “

ˆ

B f µ

Bxi

˙

p
dxi

p. (6.28)

Таким образом, дифференциал гладкой функции

d f “

ˆ

B f µ

Bxi

˙

dxi, (6.29)

является элементом кокасательного пространства T ˚
p M.
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Лекция 7. Главные расслоения

На прошлой лекции был введен базис на косательном пространстве TpM : t B

Bxi |Pu

и на кокасательном пространстве T ˚
p M : tdxi|Pu. Первый можно понимать, как опера-

торы действующие на функции, вторые как отображения дифференциалов функций.
Теперь, введем понятие тензоров

Тензорные поля

Тензором S ранга pp,qq в точке P на косательном и кокасательном пространствах
называется тензорное произведение p элеменов косательного и q элементов кокаса-
тельного пространства

SP “ Si1,...,ip
j1,..., jqpxqBi1 b ...b Bip b dx j1 b ...b dx jq , (7.1)

со следующим определением базиса в пространстве тензорного произведения про-
странств

baspTpM b TpMq “ tBi b B ju. (7.2)

Рассмотрим подробнее векторные поля. Так как любому вектору Xp P TpM можно
сопоставить дифференциальный оператор

Xp f “ Xm B f
Bxm |p, (7.3)

то для таких операторов можно определить алгебру с помощью каммутационного
соотношения

rX ,Y s f “ XpY p f qq ´Y pXp f qq, (7.4)

которое в заданной карте представлеят собой производную Ли

rX ,Y s f “ pLXY qp f q. (7.5)

Также для векторного поля Xp P TpM ранее было определено понятие интеграль-
ной кривой, как такое отображение γ : I Ñ M, производная которого (касательный
вектор) совпадает с вектором Xp:

9γptq|t0 “ Xp, p “ γpt0q. (7.6)
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Далее, пусть γX
p - локальная интегральная кривая поля X , у которой γX

p pt “ 0q “ p.
Определим отображение ϕX

t ppq “ γX
p ptq, обладающее следующим групповым свой-

ством

ϕspϕtppqq “ ϕs`tppq. (7.7)

Определение: поток на многообразии M - семейство таких гладких отображений
ϕt .

Замечание: каждое векторное поле индуцирует поток tϕX
t u.

Пусть, теперь ϕ : M Ñ N - произвольный диффеоморфизм гладкого многообразия.
И, пусть, S - тензорное поле типа pp,qq на N.

По определению в любой карте τα “ pVα ,χαq,Vα Ă N

S|Vα
“ Si1,...,ip

j1,..., jqBi1 b ...b Bip b dy j1 b ...b dy jq, (7.8)

далее, можно построить карту на M, определив обратное отображение ϕ´1pταq “ τ̃α “

pUα , χ̃αq,Uα Ă M, такое что Vα “ ταpUαq, χ̃α “ χα ˝ ϕ´1.
Теперь, определим тензорное поле ϕ˚S на M в карте Uα :

pϕ
˚Sq

i1...ip
j1... jq |Uα

“ pSi1...ip
j1... jq ˝ ϕq|Uα

, (7.9)

или

pϕ
˚Sq

i1...ip
j1... jqpxq “ Si1...ip

j1... jqpϕpxqq, (7.10)

то есть ϕ˚S - результат переноса тензорного поля из N в M посредством диффеомор-
физма ϕ : M Ñ N (pull-back).

Тензорное поле ϕ˚S можно использовать для сравнения тензорных полей в разных
точках: пусть имеется отображение ϕ : M Ñ M, переводящее точку p вточку q, при
этом в точке q задано тензорное поле S1, а в точке p - тензорное поле S. Далее, в точке
p зададим тензорное поле ϕ˚S1. В общем случае, тензорные пол S и ϕ˚S1 отличаются
(см. рис.). Рассмотрим примеры.

1. Скалярное поле: pp,qq “ p0,0q,S : N Ñ R тогда для такого поля

ϕ
˚S “ S ˝ ϕ, (7.11)

то есть в некоторой точке

pϕ
˚Sqpxq “ Spϕpxqq, (7.12)

где над тензором совершается активное преобразование или

S1
px1

q “ Spxq, (7.13)
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где совершается пассивное преобразование.
2. Векторное поле: pp,qq “ p1,0q,S : N Ñ T N. Для такого поля преобразование за-

пишется в виде

pϕ
˚Sqp “ pdϕpq

´1Sϕppq, (7.14)

где

pdϕpq
´1 : TϕppqN Ñ TpM, (7.15)

- обратное отображение к отображению

pdϕpq
´1 : TpM Ñ TϕppqN, (7.16)

соответственно

pϕ
˚Sq

i
|Vα

“ Si
˝ ϕ |Uα

, (7.17)

или в компонентах

S1i
px1

q
B

Bx1i “ Si
pxq

B

Bxi . (7.18)

В общем случае определена производная Ли

pLX Sqp “ lim
pϕ˚

t Sqp ´ Sp

t
. (7.19)

Геометрия расслоений

Определение: расслоение есть тройка вида

ξ “ pE,π,Bq, (7.20)

где E,B - многообразия (топологические пространства) E - тотальное пространство.
B - база, π : E Ñ B - непрерывное отображение (проекция) тотального пространства
на базу.

Для любого p P B определен π´1ppq “ Fp - слой над точкой p.
Замечание: отображение π : E Ñ B само по себе можно называть расслоением,

поскольку оно однозначно определяет E,B.
Определение: расслоение ξ “ pE,π,Bq называется расслоением с типичным слоем,

если для любого p,q P B соответствующие слои Fp,Fq - гомеоморфны:

Fp » Fq. (7.21)
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Определение: отображение ϕ : ξ Ñ ξ 1 послойно, если для любой точки p P B

ϕpFpq “ Fϕppq. (7.22)

Если оно непрерывно, то это отображение называется морфизмом расслоений.
Пример расслоения возникает при установлении соотношения эквивалентности „

на E. На множестве B“E{ „ естественным образом индуцируется топология (атлас).
Слоем при таком расслоении будет

Fp “ tq P E,q „ pu. (7.23)

Важный класс соотношений эквивалентности возникает из-за действия группы.
Определение: группа G действует слева на E, если задано отображение

G ˆE Ñ E,

pa, pq Ñ ap, (7.24)

где a P G, p P E, такое что:
1. ep “ p.
2. apbpq “ pabqp (слева),
ppbqa “ ppbaq (справа Eˆ G Ñ E).
Для любого a P G отображение La : E Ñ E, p Ñ ap - биективно.
Данное отображение a Ñ La называется представлением группы G в E, ассоции-

рованное с действием G ˆE Ñ E.
Замечание: действие G на E определяет соотношение эквивалентности p „ q ðñ

q “ ap.
Определение: классом rps называется орбита точки p в E.
Пример: действие G “ SOp2q на S2 (см. рис.). Будем называть точки p,q на сфере

S2 эквивалентными p „ q ðñ Lappq “ q pRappq “ qq. Каждая орбита над точкой
p является слоем pG. Множество всех орбит E{G данной сферы образуют базу, с
естественной проекцией

π : E Ñ E{G : p Ñ rps. (7.25)

Пусть E и E1 - правые G-пространства (топологическое пространство, наделенное
непрерывным действием группы G).

Отображение ϕ : E Ñ E1 называется эквивариантно, если

ϕppaq “ ϕppqa, @p P E,a P G, (7.26)
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на языке коммутативных диаграмм это изобразиться следующим образом (см. рис.):
сначала можно подействовать отображением ϕ , а затем совершить преобразование
группы G, а можно сначала совершить преобразование группы G над E, а затем по-
действовать отображением ϕ - результат не поменяется (диаграмма коммутативна).

Утверждение: эквивариантное отображение ϕ расслоений ξ “ pE,π,E{Gq и ξ “

pE1,π 1,E{G1q - послойно.
Доказательство: для доказательства послойности необходимо проверить перехо-

дит ли слой Fp “ pG при отображении ϕ в слой. Из определения эквивариантности
отображения

ϕppGq “ ϕppqG, (7.27)

или поэлементно (см. рис.)

@a ϕppaq “ ϕppqa. (7.28)

Замечание: послойность эквивариантного отображения ϕ необходимо, к примеру,
для построения изоморфизма между расслоениями.

Теперь определим понятие главного расслоения. Для этого рассмотрим две точки
pp,qq P EˆE. Пусть на данном пространстве введено соотношение эквивалентности

ε
˚

“ tpp,qq P EˆE,q P rpsu ùñ

ùñ Da P G, q “ pa, (7.29)

для примера, рассмотрим расслоение, показанное на рис. Здесь все точки на узлах
решетки ε˚ яляются эквивалентными по отношению к группе сдвигов G : x Ñ x ´ n.

Если действие Eˆ G Ñ E свободно (@a,b P G, pa ‰ pb), то a - единственное и опре-
деляет отображение

τ : ε
˚

Ñ G. (7.30)

Утверждение: если τ непрерывно, то расслоение ξ “ pE,π,E{Gq является расслое-
нием с типичным слоем. Такое расслоение называется главным расслоением со струк-
турной группой G.

Доказательство: @p P E поставим в соответствие группе G слой pG

jp : G Ñ pG, a Ñ pa, (7.31)

необходимо доказать, что данное отображение является гомеоморфизмом, то есть
является непрерывным и биективным. Биективность следует из свободного действия
группы G. А обратное отображение

jppτpp,qqq “ q, @q P pG, (7.32)
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следовательно, q Ñ τpp,qq является обратным к jp и, следовательно, данное отобра-
жение является гомеоморфизмом, то есть построенное расслоение является расслое-
нием с типичным слоем.

Замечание: для сферы S2 расслоение не является главным поскольку в полюсах
действие группы не биективно.
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Лекция 8. Ассоциированное расслоение с главным

расслоением

На прошлой лекции было рассмотренно понятие главного расслоения (см. рис.)

ξ “ pE,π,E{Gq, (8.1)

где G : E Ñ E - структурная группа (слой), действующая справа на многообразии E
с базой E{G (множество орбит) и естественной проекцией

π : E Ñ E{G : a Ñ rasG. (8.2)

Замечание: действие группы справа определено по правилу композиции

gpgaq “ pggqa, (8.3)

Теперь введем понятие расслоения, ассоциированного с главным. Пусть имеется
два пространства E,F и пусть G действует на E справа, а на F слева

p Ñ pa, a P G, p P E

x Ñ a1x, a1
P G, x P F (8.4)

тогда можно определить правое действие a P G на паре pp,xq P pEˆ Fq следующим
образом

pp,xqa “ ppa,a´1xq, @ p P E, x P F (8.5)

данное действие, действительно, является правым действием группы. Для того чтобы
показать это подействуем на данную пару дважды справа элементом группы a

fa1 fapp,xq Ñ fa1ppa,a´1xq “ ppaa1,a1´1a´1xq “ ppã, ã´1xq. (8.6)

Далее, рассмотрим фактор-пространсво орбит pEˆ Fq{G “ Eˆ
G

F - произведение

пространств над G. Заметим, что выполняется равенство классов

rppa,xqs “ rpa, pxqs, @ a P G (8.7)

построим следующую диаграмму расслоений: пусть имеется расслоение pEˆF, pr,Eq,
а также имеются соотношения эквивалентности отображающие точки в классы

pEˆ Fq
„
Ñ Eˆ

G
F : pp,xq Ñ rpp,xqs,

E „
Ñ E{G : p Ñ rps, (8.8)
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тогда можно определить расслоение pEˆ
G

F,π,E{Gq с проекцией π : rp,xs Ñ rps, опре-

деленной из требования коммутативности построенной диаграммы.
Проверим корректность определенного отображения π. Пусть имеется класс, с

двумя представителями rpp,xqs “ rpq,yqs в Eˆ F , то есть q “ pa,x “ ay, тогда все q в
классе rq,ys можно получить из всех p в классе rp,xs:

πppq “ πpqq, (8.9)

значит πrpp,xqs “ rps корректно определяет отображение π : Eˆ
G

F Ñ B. При этом

также отдально доказывается, что π - открыто и индуцирует топологию на B. Таким
образом, ξ “ pEˆ

G
F,π,E{Gq действительно является расслоением.

Утверждение: типичным слоем в этом расслоении является F .
Доказательство: пусть Fb “ π´1pbq - слой над b P B “ E{G. Задача заключается в

том, чтобы построить изоморфизм

j : F Ñ Fb, @b P B (8.10)

построим его следующим образом

jpxq “ rpp0,xqs, @p0 P E, p0G “ rp0s “ b (8.11)

далее доказывается, что оно биективно.
Таким образом, ξ “ pEˆ

G
F,π,Bq - расслоение со структурной группой G, с базой

B, ассоциированное главному расслоению ξ “ pE, π̃,E{Gq.

Примеры

1. Пусть ax “ x для любого x P F, a P G (тривиальное действие). Тогда для любых
точек p,q P E будет выполняться соотношение эквивалентности

pp,xq „ pq,yq P Eˆ F, (8.12)

тогда и только тогда, когда x “ y. Следовательно, существует отображение

Eˆ F πˆId
Ñ Bˆ F : pp,xq Ñ ppG,xq, (8.13)

которое индуцирует отображение

ϕ : Eˆ
G

F Ñ Bˆ F, (8.14)
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замыкающее коммутативную диаграмму

Eˆ F πˆId
Ñ Bˆ F : pp,xq Ñ ppG,xq,

ϕ : Eˆ
G

F Ñ Bˆ F,

π̃ : Eˆ F Ñ Eˆ
G

F, (8.15)

также определен естественный проектор

pr : Bˆ F Ñ B : prps,xq Ñ rps, (8.16)

тогда

ppr ˝ ϕqpp,xq “ pG “ πprpp,xqsq, (8.17)

таким образом, построено расслоение ξ rFs “ pEˆ
G

F,π,Bq

π : Eˆ
G

F Ñ E{G “ B (8.18)

которое является изоморфным тривиальному pBˆ F, pr,Bq (изоморфизм устанавли-
вается с помощью отображения ϕ), то есть само является тривиальным.

2. Пусть ξ “ pS1,π,RP1q главное расслоение. Строится следующим образом. Пусть
G “ Z2, с образующей

t p⃗xq “ ´⃗x, (8.19)

на Sn “ t⃗x P Rn`1, |⃗x| “ 1u также определено расслоение с базой RPn “ Sn{Z2.
3. Теперь рассмотрим ассоциированное расслоение с ξ из примера 2. Для этого

выберем отрезок

F “ I “ tα P R1,´1 ď α ď 1u (8.20)

на котором G “ Z2 действует следующим образом

tpαq “ ´α, (8.21)

тогда утверждается, что S1 ˆ
Z2

I - тотальное пространство главного расслоения ξ “

pS1,π,RP1q является листом Мебиуса.

Сечение расслоения

Пусть ξ “ pE,π,Bq - произвольное расслоение. Тогда сечение есть

S : B Ñ E : b Ñ p, (8.22)

если π ˝ S “ Id, то есть Spbq P Fb @b P B.
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Примеры

Тривиальное расслоение pBˆ F, pr,Bq, в котором сечением будет

spbq “ pb, f pxqq, (8.23)

где f : B Ñ F - непрерывное отображение.
Расслоение ξ “ pE,π,Bq локально тривиально, если существует максимальное по-

крытие tUαu P ApBq с отображением ξ |Uα
“ π´1rUα s, таким что

ξ |Uα
“ π

´1
rUα s

ϕα
Ø Uα ˆ F,

π
´1

rUα s
π

Ø Uα ,

Uα ˆ F
pr
Ø Uα , (8.24)

где ϕα - локальная тривиализация (гомеоморфизм), действующая послойно, Uα -
тривиализующая окрестность.

Локально тривиальное расслоение с типичным слоем F » RnpCn,Qnq и структур-
ной группой GLpn,Rq называется векторным расслоением.

Векторные расслоения

ξ “ pE,π,Bq - векторное расслоение ранга n над K, если
1) @b P B слой Fb “ π´1pbq - линейное пространство над K.
2) DtUαu P ApBq и D ϕ : Uα ˆRn Ñ π´1rUα s:
а) @pb,xq P Uα ˆRn диаграмма коммутативна,
б) @b P B отображение ϕαpbqpxq : Rn Ñ Fb, ϕαpbqpxq “ ϕαpb,xq.
Пусть te1, ...,enu - базис в Rn. Тогда каждая тривиализация

ϕ : U ˆRn
Ñ π

´1
rUs (8.25)

определяет сечения

sipbq “ ϕpb,eiq, (8.26)

тогда tsipbqu “ basFb. Любое сечение на U можно представить в виде

spbq “ σ
isipbq. (8.27)

54



ГЕОМЕТРИЯ И ГРАВИТАЦИЯ
МУСАЕВ ЭДВАРД ТАВАККУЛОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Касательное расслоение

Пусть M - гладкое многообразие размерности dimM “ n, T M - многообразие каса-
тельных векторов, π : TpM Ñ p - естественная проекция. Тогда определено касатель-
ное расслоение ξ “ pT M,π,Mq с базисом в basTpM “ tp B

Bxi q|pu, тогда сечением будет

Sp “
ÿ

si
pp

B

Bxi q|p. (8.28)

Утверждение: если T M - тривиально, то M - параллелизуемо.
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Лекция 9. Связность в расслоении

Склеивающий коцикл

На прошлой лекции были пройдены тривиализующие отображения, из которых
можно построить, так называемый, склеевающий коцикл. Напомним, основные утвер-
ждения.

Если есть расслоение ξ “ pE,π,Bq, при этом база B определено в карте Uα , то
данное расслоение является локально тривиальным, если существует изоморфизм
fα , такой что:

здесь pr - каноническая проекция: prpp,aq “ p, @a P F, @p P M. При этом, если рас-
сматривать пересечение двух карт Uα XUβ , то соответствующая коммутативная диа-
грамма будет иметь следующий вид

где вообще говоря fα и fβ - разные тривиализующие отображения. Таким образом,
определена композиция отображений

ϕαβ “ fα ˝ f ´1
β

: Uα XUβ ˆ F Ñ Uα XUβ ˆ F, (9.1)

которая называется склеевающим коциклом и удовлетворяет следующим условиям
0) является послойной

ϕαβ pa,xq “ pgαβ pxqpaq,xq, x P B, a P F (9.2)

где gαβ pxq - функции перехода (склейки), зависящие от координат x точек на базе. Ес-
ли F “ Rn, то gαβ pxq P GLpnq. В теории Янга-Миллса данные функции представляют
собой калибровочные преобразования,
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1) gαβ pxqgβαpxq “ Id,
2) gαβ pxqgβγpxqgγαpxq “ Id - условие 2-коцикла.
Замечание: вообще говоря, может быть

gαβ pxqgβγpxqgγαpxq “ hαβγ ,

hαβγpxqhβγδ pxqhγδαpxqhαβδ “ Id, (9.3)

которое является условием коцикла более высокого порядка и связана с, так назы-
ваемыми, gerbe bundles, которые представляют собой расслоение, в котором связ-
ностью является не1-форма, а, в общем случае, n-форма. Так, например, в теори
струн 2-форма Bµν зачастую упоминается как связность в gerbe. То есть, в то время
как взаимодействие точечной частицы с полем связности описывается с помощью
1-формы Aµ

SI “
e
2

ż

Aµdxµ , (9.4)

для струны же взаимодействие описывается 2-формы Bµν

SI “ T
ż

Bµνdxµ
^ dxν . (9.5)

Связность в расслоении

Пусть определено некоторое расслоение ξ “ pE,π,Mq, с объемлющим простран-
ством E с размерностью dimE “ m`n, и базой M с размерностью dimE “ m (размер-
ность слоя dimF “ n). Также задано покрытие tUαu P ApEq, так что для любой точки
p P E определены координаты p “ pai,xµq, i “ 1,n, µ “ 1,m. При этом

πpUαq “ Vα , (9.6)

где tVαu P ApMq.
Определение: говорят, что на многообразии E с размерностью dimE “ m`n задано

поле m-мерных подпространств H, если @p P E, Hp P TpE.
Утверждение: следующие условия эквивалентны для U

1. на U существуют гладкие линейные дифференциальные формы θ i
p, такие что

@p P U

Hp “ Annpθ
1
p , ...,θ

n
pq (9.7)

где Annpθ 1
p , ...,θ

n
pq - аннулятор форм, то есть такое векторное пространство, что

@Xp P Hp : θ
i
ppXpq “ 0, (9.8)
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далее Hp будем называть гоизонтальными пространствами, а формы θ i
p будем назы-

вать вертикальными формами.
2. На U существуют гладкие векторные поля X µ

p , такие что

Hp “ spanpX1
p , ...,X

m
p q. (9.9)

Замечание: вертикальные формы θ i
p определены однозначно. Выбор же горизон-

тальных пространств Hp, вообще говоря, не является единственным и определяет,
так называемую, связность в расслоении.

Таким образом, касательное пространство T Ep в каждой точке p P E представляет
собой прямую сумму горизонтального Hp и вертикального Vp “ TaFx пространств

TpE “ Hp ‘ TaFx, p “ pa,xq. (9.10)

Итак, данный набор утверждений для касательных пространств эквивалентен
определению связности в расслоении. Это нетрудно показать. Пусть точка p задана
в координатах p “ pai,xµq, а также имеется набор вертикальных форм θ i

p, которые
имеют компоненты в кокасательном базисе к F и к M, то есть их можно разложить
по базису basT ˚

p E “ tdai,dxµu

θ
i
ppa,xq “ f i

jpa,xqda j
` gi

µpa,xqdxµ , (9.11)

при этом в слое действует структурная группа, позволяющая переопределить компо-
ненты f i

j в каждой точке, что f i
j “ δ i

j, тогда горизонтальная форма примет следующий
вид

θ
i
ppa,xq “ dai

` gi
µpa,xqdxµ , (9.12)

где gi
µpa,xq является связностью. Если наложить на нее условие линейности по ко-

ординатам ai, то gi
µpa,xq “ Γi

jµpxqa j.
Далее, поймем, что данная связность согласована с определением параллельного

переноса.

Ковариантная производная

Пусть имеется расслоение ξ “ pE,π,Mq, и в нем определено сечение

sptq : M Ñ E, (9.13)

параллельным переносом называется такое сечение s̃ptq “ spuptqq, ковараинтная про-
изводная от которого вдоль векторного поля пути uptq на базе M равна нулю (см.
рис. 9.3)

∇xs̃ptq “ 0, (9.14)
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в терминах определения горизонтального пространства, понятие параллельного пе-
реноса запишется следующим образом

θ
i
psq “ 0, (9.15)

при этом s, удовлетворяющее данному условию, называется горизонтальным сечени-
ем.

Рассмотрим пример.

Пример

Пусть определено касательное расслоение ξ “ pT M,π,Mq, с кривой xµ “ xµpτq на
базе M, при этом так как тотальное пространство является касательным T M, то
индексы слоя i “ 1,m и индексы на базе µ “ 1,m пробегают одни и те же значения,
поэтому их можно обозначать одним типом индексов.

Условие параллельного переноса запишется тогда следующим образом

daµ
pτq ` Γ

µ

νρpxqaν
pτqdxρ

“ 0, (9.16)

где aν “ ai - элементы слоя F . Если aµ “ 9xµ , то уравнение параллельного переноса
определяет уравнение геодезической

d 9xµ
pτq ` Γ

µ

νρpxq 9xνdxρ
“ 0. (9.17)

Группа голономии

Теперь, рассмотрим параллельный перенос вдоль замкнутого контура γ

δvµ
pxq “ r∇ν ,∇σ svµdΣ

νσ
“ Rµ

νσρvρdΣ
νσ , (9.18)
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где R2
µ

ν “ 1
2Rµ

ρσνdxρdxσ - 2-форма, принимающая занчения в алгебре Ли структурной
группы G. Например, если G “ GLpdq, то R2

µ

ν P glpdq.
Далее, рассмотрим все пути γ , которые начинаются и заканчиваются в одной и

той же точке p, соответствущее множество преобразований tgγup будем называть
группой голономии Holpp∇q Ă GLpdq.

Утверждение: группа голономий на односвязном многообразии не зависит от точ-
ки p

Holpp∇q » Holp∇q,@p (9.19)

Утверждение: пусть имеется группа голономии связности H “ Holp∇q, и если су-
ществует ковариантно постоянный тензор S P ΓpT Mq : ∇S “ 0, то HpSq “ 0.

Следствие: если известен некоторый ковараинтно постоянный тензор, то по дан-
ном тензору можно восстановить группу голономии.

Пример

Пусть имеется многообразие M размерности dimM “ d со структурной группой
G “ GLpdq и пусть существует ковариантно постоянный тензор

∇
LCgµν “ 0, (9.20)

по отношению к связности Леви-Чевита LC. Очевидно, данный тензор сохраняется
группой SOpdq “ Holp∇LCq Ă GLpdq. То есть R2

µ

ν P SOpdq, то есть является антисим-
метричным и бесследовым тензором, что, действительно, выполняется.

Классификация Бергера

Ясно, что чем больше сохраняющихся тензорных структур на многообразии воз-
никает, тем более узкая группа голономии. Приведем соответствующую классифи-
кацию Бергера таких многообразий и групп голономий

№ Hol Многообразие dim

1 SOpnq Риманово n

2 Upnq Келлерово 2n

3 SUpnq Калаби-Яу 2n

4 Sppnq Гипер-келлерово 4n

5 G2 G2

6 Spinp7q Spinp7q
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Классификация Бэра

Теперь, предположим, имеется сохраняющаяся тензорная структура на произ-
вольном расслоении S P ΓpE,π,Mq : ∇S “ 0. Рассмотрим случай спинорного расслое-
ния, для которого определены, так называемые, параллельные спиноры

∇ψ “ Bµψ ` ω
ab
µ γabψ “ 0, (9.21)

при этом Rab
µνγabdxµdxν P Ω2M b spinp4q. spinp4q “ suLp2q b suRp2q. Тогда можно запи-

сать связность в следующем виде

ω
ab
µ γab “

˜

ωLi
µ σi 0

0 ωRi
µ σi

¸

, (9.22)

спинор

ψL “

˜

ψL

0

¸

(9.23)

является ковариантно постоянным относительно подгруппы группы голономии suRp2q

со связностью

ω
Rab
µ γab “

˜

0 0

0 ωRi
µ σi

¸

. (9.24)

Классификация данных мнообразий по группе голономии называется классифи-
кацией Бэра.
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Лекция 10. Комплексная геометрия

Начнем изучение комплексной геометрии с понятия линейного комплексного про-
странства.

Линейное комплексное пространство

Комплексное линейное пространство V есть пространство размерности

dimV “ 2n, (10.1)

то есть элементами данного пространства являются столбцы с 2n вещественными
компонентами. Данное пространство снабжено комплексной структурой, а именно
эндоморфизмом

J : V Ñ V,

J2
“ ´Id,

J : v Ñ v1, @v,v1
P V

J ˝ J : v Ñ ´v. (10.2)

Данная комплексная структура в каноническом базисе имеет следующий вид

J0 “

˜

0 In

´In 0

¸

, (10.3)

где In - n ˆ n единичная матрица. При этом данная комплексная структура оказыва-
ется необходимой для определения умножения векторов X P V на комплексные числа

pa ` ibqX “ aX ` bJX , (10.4)

то есть тензор J играет роль мнимой единицы в смысле, что по вектору X можно по-
строить вектор Z, на который данный тензор будет действовать следующим образом

JZ “ iZ. (10.5)

Чтобы понять как получить данное соотношение, выберем набор линейно неза-
висимых векторов te1, ..enu, тогда в качестве базиса на V можно выбрать следующий
набор векторов

bas V “ te1, ...,en,Je1, ...,Jenu, (10.6)
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который, как оказывается, является каноническим. Далее обозначая первые n ком-
понент за ei, а вторые n за ẽi, тогда вектора X и Zi примут следующий вид

X “ xiei ` yiẽi,

Zi
“ xi

` iyi. (10.7)

Вообще говоря, комплексную структуру можно изменить двумя способами. Во-
первых, можно просто изменить базис. Во-вторых, можно изменить саму комплекс-
ную структуру так, что полученную таким образом новую комплексную структуру
нельзя будет получить каким либо преобразованием базиса.

Любая комплексная структура связана с канонической следующим преобразова-
нием

J “ S´1J0S, (10.8)

где S P GLp2n,Rq. Можно показать, что полученная таким образом матрица является
комплексной структурой, то есть J2 “ ´1.При этом среди данных преобразований
есть такие S0, что

J0 “ S´1
0 J0S0, (10.9)

то есть rS0,J0s “ 0. Можно показать, что S0 P GLpn,Cq и, следовательно, пространство
всех остальных комплексных структур пренадлежат фактор-пространству GLp2n,Rq{GLpn,Cq

размерности 4n2 ´ 2n2 “ 2n2.

Пример

Для примера, рассмотрим линейное компактифицированное пространство R2 -
тор T2. Общий вид комплексной структуры на торе определяется следующим обра-
зом

J2
“

˜

a2 ` bc ab ` bd

ac ` cd bc ` d2

¸

“

˜

´1 0

0 ´1

¸

(10.10)

откуда следует

J “

˜ ?
´1 ´ bc b

c ´
?

´1 ´ bc

¸

, (10.11)

определенная двумя переменными b,c. Запишем данную комплексную структуру в
каноническом базисе

e1 “

˜

1

0

¸

, e2 “ Je1 “

˜ ?
´1 ´ bc

c

¸

, (10.12)
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любой вектор X в данном базисе будет иметь следующий вид

X “

˜

x1

0

¸

`

˜

x2
?

´1 ´ bc

x2c

¸

, (10.13)

и соответственно

z1
“ x1

` y1
?

´1 ´ bc ` icy1
“ x1

` τy1, (10.14)

где τ “
?

´1 ´ bc ` ic. В частности, при b “ ´c “ 1

z1
“ x1

` iy1. (10.15)

При этом, параметр τ преобразуется следующим образом

τ
1
“

Aτ ` B
Cτ ` D

, (10.16)

в частности, преобразование τ 1 Ñ 1
τ

называется t-дуальностью, τ 1 Ñ τ `1 называется
s-дуальностью.

Комплексная структура на эрмитовых многообразиях

Эрмитово многообразие есть комплексный аналог риманова многообразия. На
данном пространстве определена метрика

g : T M ˆ T M Ñ R,

(10.17)

которая согласована с комплексной структурой

gpJX ,JY q “ gpX ,Y q. (10.18)

Также на данном пространстве определена, так называемая, эрмитова структура

H : TpM ˆ TpM Ñ C, (10.19)

которая удовлетворяет следующим свойствам

Hpa1X1 ` a2X2,Y q “ a1HpX1,Y q ` a2HpX2,Y q,

HpY,Xq “ HpX ,Y q,

HpJX ,Y q “ iHpX ,Y q,

@ X ,X1,X2,Y P TpM (10.20)
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где J P dTpM. Эрмитова структура определяет, так называемую эрмитову метрику

hpX ,Y q|p “ HpXp,Ypq, (10.21)

данная метрика связана с обычной метрикой

gpX ,Y q “ Re hpX ,Y q. (10.22)

Чтобы понять, как h, H, g могут быть выражены в координатной форме, опре-
делим канонический базис

bas T M “ tea, ẽau “ tea,Jeau, a “ 1,dimC M (10.23)

любой вектор раскладывается по данному базису следующим образом

X “ xaea ` yaẽa, (10.24)

которому можно поставить в соответствие комплексный вектор

Za
“

1
2

pxa
` iya

q. (10.25)

Тогда касательное пространство TpM разбивается на голоморфную T h
p M и анти-

голоморфную T ah
p M части

TpM “ T h
p M ‘ T ah

p M, (10.26)

T h
p M и T ah

p M определяются, как собственные пространства оператора J с собствен-
ными значениями ˘i

T h
p M “

"

B

Bza

*

“

"

B

Bxa ´ i
B

Bya

*

,

T ah
p M “

"

B

Bza

*

“

"

B

Bxa ` i
B

Bya

*

. (10.27)

При этом

X “ za
Ba ` za

Ba, (10.28)

тогда

JpXq “ iza
Ba ` izaBa. (10.29)

Утверждение: если вводится эрмитова структура, комплексная структура, кото-
рая согласована с метрикой, то g и h оказываются связанными друг с другом.
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Для начала, поймем что согласованность метрики с комплексной структурой
ограничивает метрику следующим образом

gab “ gpBa,Bbq “ gpJpBaq,JpBbqq “ ´gab ùñ gab “ 0,

gab “ gpBa,Bbq “ gpJpBaq,JpBbqq “ ´gab ùñ gab “ 0, (10.30)

также, с учетом симметричности и действительности метрики, имеем

gpX ,Y q “ gpX ,Y q ùñ gab “ gab,

gpX ,Y q “ gpY,Xq ùñ gab “ gba, (10.31)

следовательно, метрику можно записать в общем виде следующим образом

g “ gabpdza
b dzb

` dzb
b dza

q “ 2gabdza
b dzb. (10.32)

Теперь, запишем эрмитову метрику в голоморфном базисе

hpẽa,ebq “ hpJea,ebq “ ihpea,ebq “ ihab,

hpea, ẽbq “ hpea,Jebq “ ´ihpea,ebq “ ´ihab,

hpẽa, ẽbq “ ihpea,Jebq “ hpea,ebq “ hab, (10.33)

откуда видно, что все компоненты в голоморфном базисе выражаются только через
одну ненулевую компоненту hab “ hpBa,Bbq. Также получаем

hpB,Bq “ hpe ` iẽ,e ` iẽq “

“ hpe,eq ` hpe, iẽq ` hpiẽ,eq ` hpiẽ, iẽq “

“ 2hpe,eq ´ 2hpe,eq “ 0, (10.34)

аналогично можно показать, что

hpB,Bq “ 0. (10.35)

Из данных соотношений следует, что

hpX ,Y q “ hpXa
Ba ` Xa

Ba,Y b
Bb `Y b

Bbq “

“ XaY bhpBa,Bbq “ habXaY b
, (10.36)

при этом отметим, что ввиду эрмитовости эрмитовой структуры

hab “ hab. (10.37)
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Действительная компонента данной метрики представляют собой метрику g

g “ h ` h “ habpdza
b dzb

` dzb
b dza

q “ 2habdza
b dzb, (10.38)

или в матричной форме

g “

˜

1
2Re hab

1
2 Im hab

1
2 Im hab

1
2Re hab

¸

, (10.39)

мнимая же часть эрмитовой метрики представляет собой 2-форму

ω “
i
2

ph ´ hq “ ihabdza
^ dzb. (10.40)

Оказывается, что метрика g и ω оказываются связанными друг с другом

ωpX ,Y q “
1
2

gpJX ,Y q. (10.41)

Кэлерово многообразие

Если мнимая часть эрмитовой метрики замкнута

dω “ Bchabdzc
^ dza

^ dzb
´ Bchabdz

c
^ dza

^ dzb
“ 0, (10.42)

то соответствующая метрика h называется кэлеровой. При этом, ввиду возникающих
условий Коши-Римана

Bhab
Bzc “

Bhcb
Bza ,

Bhab
Bzc “

Bhac

Bzb , (10.43)

эрмитову метрику можно выразить через, так называемый, Кэлеров потенциал K

hab “
B2K

BzaBzb , (10.44)

который при, так называемых, Кэлеровых преобразований

Kpz,zq Ñ Kpz,zq ` f1pzq ` f2pzq, (10.45)

оставляет Кэлерову метрику инвариантной.
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Лекция 11. Кэлерово многообразие

На прошлой лекции было введено понятие Кэлерова многообразия и соответству-
ющей метрики на нем

hab “
B2K

BzaBzb , (11.1)

где K - кэлеров потенциал.
Теперь, введем на данном многообразии связность следующим образом

∇X`iY pU ` iV q “ ∇XU ` i∇YU ` ∇XV ´ ∇YV, (11.2)

где X ,Y,U,V P TpM на комплексном многообразии. Если вводить данную связность
согласовано с комплексной структурой и метрикой, то возникнет следующие два
условия

∇X JY “ J∇XY “ ∇JXY,

∇ZgpX ,Y q “ gp∇ZX ,Y q ` gpX ,∇ZY q, (11.3)

то есть связность является связностью Леви-Чивита. Тогда соответствующие симво-
лы Кристоффеля в голоморфном базисе tea,eau P TpM определены следующим обра-
зом

∇eaeb “ Γ
c
abec ` Γ

c
abec, (11.4)

и аналогично для остальных комбинаций ∇eaeb, ∇eaeb, ∇eaeb
. Откуда можно получить

следующие условия

∇BaBb “ 0,

∇BaBb“0. (11.5)

Из данных условий можно получить компоненты символов Кристоффеля

gp∇BaBb,Bcq “ r∇BaBb “ Γ
c
abBc ` Γ

c
abBcs“Γc

abgcc,
(11.6)

с другой стороны ввиду согласованности с комплексной структурой

gpJ∇BaBb,JBcq “ gp∇JBaBb,JBcq “ ´gp∇BaBb,Bcq “ ´Γ
cgcc,
ab (11.7)

получаем, что Γc“0
ab . Ненулевыми компонентами символов Кристоффеля являются

Γ
c
ab “ gcc

Bagbc,

Γ
cab“gccBagcb, (11.8)
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откуда следует, что инфинитезимальный параллельный перенос голоморфного век-
тора вдоль замкнутой кривой есть гломорфный вектор

∇XY b
“ Xa

Γ
b
acY

c, (11.9)

той же длины. То есть связность Леви-Чевита по индексам b,c является элеметом
группы голономии связности Hol “ Upnq, как и следовало ожидать, так как эрмитова
структура инвариантна относительно унитарных преобразований.

Пример

1. Плоское пространство Cm. На данном многообразии эрмитова метрика задана
следующим образом

h “

m
ÿ

a“1

dzadza,

ω “ ˘

m
ÿ

a“1

dza
^ dza, (11.10)

при этом dω “ 0. То есть комплексное пространство является кэлеровым.
2. Одномерное риманово многообразие также по построению является кэлеровым.
3. CPn - комплексное проективное пространство является кэлеровым многообра-

зием. В данном пространстве две точки эквивалентны если отличаются домножением
на комплексное число ζ „ λζ , λ P C. Выберем координаты на Cn`1 следующим об-
разом ζ “ tζ 1, ...,ζ n`1u, а координаты на CPn тогда будут иметь вид zA “ t

ζ A

ζ j A‰ j
u -

однородные координаты (покрывают все многообразие кроме точке ζ j “ 0).
Так определенные координаты позволяют ввести кэлерову метрику на проектив-

ном пространстве. Для этого зафиксируем для простоты j “ n ` 1, тогда обозначим
координаты za с a “ 1,n, тогда данная метрика и соответствующая кэлерова форма
будут иметь следующий вид

hab “
1

p1 ` |z|2q2 pδabp1 ` |z|
2
q ´ zazbq,

ω “ ´
i

p1 ` |z|2q2 zazbdza
^ dzb, (11.11)

где |z|2 “
ř

a zaza. Кэлерова метрика для такого многообразия называется метрикой
Фубини-Штуди. Легко показать, что dω “ 0. Таким образом, проективное комплекс-
ное пространство является кэлеровым многообразием.

69



ГЕОМЕТРИЯ И ГРАВИТАЦИЯ
МУСАЕВ ЭДВАРД ТАВАККУЛОВИЧ

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Многообразие Калаби-Яу

Многообразие Калаби-Яу CYn является компактным Кэлеровым многообразием
комплексной размерности n c заданной на нем pn,0q голоморфной, замкнутой формой
Ω

Ω “
1
n!

Ωa1...andza1 ^ ...^ dzan, (11.12)

то есть не содержащей dz
a и соответственно BΩ “ 0 (следствие замкнутости dΩ “ 0).

Далее, рассмотрим двумерную (одномерную комплесную) риманову поверхность
CY1, определенную в CP2

y2
“ 4x3

´ ax ´ b, (11.13)

с локальными координатами y “ z2{z0 и x “ z1{z0 в окрестности V0 “U0{ „ на CP2 (U0 “

tz P C3,z0 ‰ 0u). Сответствующая (1,0)-форма может быть определена следующим
образом

Ω “
dx

2ypxq
, (11.14)

оказывается, что данная форма является замкнутой dΩ “ 0. Данная кривая опреде-
ляет тор поскольку функции

x “ Ppzq, y “ P1
pzq, (11.15)

где Ppzq - функция Вейрштрасса, являются решениями уравнения (11.13). Как из-
вестно, функция Вейрштрасса параметризует координаты на торе ввиду свойства
периодичности данной функции. Параметры a и b определяют период данного тора.

Пусть вложение поверхности Калаби-Яу в данное многообразие задано следую-
щим образом

Fpz0,z1,z2q “ zn
0 ` zn

1 ` zn
2 “ 0, (11.16)

или если перейти к локальным координатам y “ z2{z0 и x “ z1{z0 (z0 ‰ 0), данная
поверхность будет задаваться следующей функцией

f px,yq “ 1 ` xn
` yn

“ 0, (11.17)

тогда определим соответствующую (1,0)-форму. Для этого, необходимо для начала
определить понятие вычета от формы.

Пусть на многообразии M комплексной размерности dimM “ n`1 с координатами
z “ tz0,z1, ...,znu определена голоморфная поверхность K комплексной размерности
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dimK “ n, заданная уравнением f pzq “ 0. На данном многообразии можно определить
форму следующего вида

ω “
d f
f

^ r ` θ , (11.18)

где r|K “ Res ω - вычет формы ω . Тогда

f ω “ gdz0
^ dz1

^ ...^ dzn
“

g
B f
Bz0

B f
Bz0 ^ dz0

^ dz1
^ ...^ dzn

ùñ

ω “
g
B f
Bz0

d f
f

^ dz1
^ ...^ dzn

“
d f
f

^ r, (11.19)

где

r “
g
B f
Bz0

dz1
^ ...^ dzn, (11.20)

тогда, в частности, для CP2 имеем

Ω “
dx
B f
By

, (11.21)

поэтому в случае (11.13) имеем

B f
By

“ 2y, (11.22)

и получаем форму (11.14).
В случае (11.17) имеем

Ω0 “
dx
B f
By

“
1
n

dx
yn´1 , (11.23)

если теперь перейти к локальным координатам x̃ “ z0{z1 и ỹ “ z2{z1 в окрестности
V1 “ U1{ „ на CP2 (U1 “ tz P C3,z1 ‰ 0u), связанные с локальными координатами в
окрестности V0 “ U0{ „ следующим образом x “ x̃´1,y “ ỹ{x̃. Тогда соответсвующая
(1,0)-форма в данных координатах будет иметь следующий вид

Ω1 “ ´
1
n

x̃n´3dx
ỹn´1 , (11.24)

теперь если потребовать глобальной определенности (1,0)-формы, то необходимо,
чтобы на пересечении V0 XV1 выполнялось равенство

Ω0 “
1
n

dx̃
ỹn´1 “ ´

1
n

x̃n´3dx
ỹn´1 “ Ω1, (11.25)
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откуда следует что глобальная форма определена при n “ 3 и поэтому имеет вид
(11.13). Соответсвенно, многообразие Калаби-Яу определено, как гиперповерхность,
заданная полиномом третьего порядка

F “
ÿ

ai jkziz jzk. (11.26)

Более того, утверждается, что многообразие Калаби-Яу CYn, определенное в CPn`1

задается полиномом степени n ` 2.
Данная глобально определенная форма должна быть согласована со связностью

∇Ω “ 0, (11.27)

где

Ω “
1
n!

ϕpzqεa1...andza1 ^ ...dzan, (11.28)

откуда следует, что группа голономии связности становится SUpnq.
Таким образом, появляется второе определение многообразия Калаби-Яу, как

многообразия с группой голономии связности SUpnq (у кэллерова многообразия груп-
па голономии Upnq).

Также многообразие Калаби-Яу является Ричи-плоским

Rmnpgq “ 0. (11.29)

Наконец, на многообразии Калаби-Яу существует такой спинор ψ , что

∇ψ “ 0. (11.30)
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