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Лекция 1. Топологические пространства. База

топологии

Введение

1) «Введение в топологию», авторы Ю. Г. Борисович, Н. М. Близняков, Я. А.
Израилевич и Т. Н. Фоменко, третье издание URSS 2015 года

2) Задания из книги «Элементарная топология», авторы О. Я. Виро, О. А. Иванов,
Н. Ю. Нецветаев и В. М. Харламов

Дополнительная литература:

1) «Начальный курс топологии. Геометрические главы», авторы Д. Б. Фукс, В. А.
Рохлин

2) «Курс гомотопической топологии», авторы Д. Б. Фукс, А. Т. Фоменко

3) «Задачи по топологии», автор В. В. Прасолов

Топология как наука

Первые идеи топологии появились еще в XVIII веке в трудах таких математиков,
как Леонард Эйлер (XVIII век), Карл Фридрих Гаусс (конец XVIII века — начало
XIX), Энрико Бетти (в честь него названы группы бетти в алгебраической тополо-
гии) (XVIII век), Бернхард Риман (конец XIX века), а главным основателем тополо-
гии является Жюль Анри Пуанкаре (конец XIX века — начало XX). Таким образом,
топология зародилась не позже XX века.

Изучают поверхности, кривые на плоскости и задают их обычными уравнениями,
от уравнений переходят геометрическим образом, стараются понять, как расположе-
ны в пространстве объекты (кривые или поверхности), как они взаимодействуют
друг с другом и т.д. Пуанкаре задумался над тем, что есть уравнение, в которое
входит много переменных, то есть возникает мысль, что в пространстве большего
числа измерений, чем 3, тоже интересно, какие геометрические объекты возникают,
как они между собой соотносятся, и т.д.

Он считал, что понять взаимное расположение этих геометрических объектов в
пространстве большего числа измерений — это важнейший момент, потому что чело-
веческое воображение богато: если мы представляем себе геометрию этих объектов,
то мы будем лучше представлять себе и существование решения таких уравнений.
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Определение 1.1. Пуанкаре писал следующее: он определял науку топологии (ко-
торую называл analysis situs — анализ взаимного расположения) следующим
образом: «Analysis situs есть наука, которая позволяет нам узнавать качествен-
ные свойства геометрических фигур не только в обычном пространстве, но и в
пространстве более 3х измерений. Analysis situs в пространстве более 3х измерений
представляет громадные трудности, и, чтобы начать пытаться их преодолевать,
нужно быть очень убеждённым в крайней важности этой науки. Если эта важ-
ность не всеми понята, то это потому, что об этом недостаточно размышляли».

Пуанкаре мыслил таким таким образом, что важно именно понять геометриче-
скую природу объектов, которые задаются различными уравнениями.

В топологии под качественными свойствами геометрических фигур понимают
такие свойства, которые не изменяются при непрерывных деформациях.

Определение 1.2. Непрерывная деформация — это такое преобразование фи-
гуры, при котором не происходит склеивания каких-то её удаленных точек и не
происходит разрывов.

Приведём в качестве примера качественные свойства геометрических фигур — та-
кие свойства, которые не меняются при гомеоморфизмах. Если два геометрических
объекта находятся во взаимно-однозначном соответствии, причём это соответствие
непрерывное и обратное к нему отображение тоже непрерывно, то эти фигуры го-
меоморфны.

Пример 1.1. Если мы возьмём, например, чайную чашку, сделанную из пластили-
на, и начнём её плавно деформировать, не склеивая между собой точки, которые
удалены друг от друга, и не разрывая, то мы можем постепенно преобразовать
её в заполненный «бублик» (рис. 1.1). Между ними можно поставить знак экви-
валентности, который означает, что здесь можно установить гомеоморфизм. С
другой стороны, между, например, окружностью и отрезком нельзя установить
такой гомеоморфизм.

Пример 1.2. Представим человека, который сцепил пальцы, как на рисунке 1.2.

Представим, что этот человек сделан из пластилина, и деформируем его пере-
ходом 1 на (рис. 1.3), получим шар с двумя «ушками». Так как пластилин мягкий
и его можно деформировать любым образом (кроме разрывов и склеиваний), то
можем левую половинку правого «уха» плавно отделить от левого (переход 2 на
рис. 1.4). Полученную конструкцию уже легко деформировать в фигуру в виде двух
скреплённых вместе заполненных торов (переход 4 на рис. 1.4).
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Рис. 1.1. Деформация чашки в в заполненный тор

Рис. 1.2. Иллюстрация к примеру 1.2 Рис. 1.3. «Гомеоморфный человек»

Рис. 1.4. Переход в «сдвоенный» тор

С точки зрения топологии гомеоморфные фигуры неразличимы, и одной из са-
мых основных задач в топологии является введение, изучение и построение таких
методов, которые позволяют нам выяснить для двух фигур, гомеоморфные они или
нет.

Пример 1.3. Ещё один пример так называемого «гомеоморфного человека» приве-
дён на (Рис. 1.5).

Этот случай похож на (Пример 1.2) с тем лишь отличием, что теперь руки
этого человека не свободно разведены, а соединены удлинёнными запутавшимися
часами.

Какие разделы существуют в топологии и как она вообще связана с другими
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Рис. 1.5. Гомеоморфный человек с часами

математическими дисциплинами? Поскольку курс называется «основы общей то-
пологии», то это действительно основная ветвь в топологии, она еще называется
«теоретико-множественной топологией», потому что те факты, которые здесь рас-
сматриваются и доказываются, фактически основаны на теории множеств. У тополо-
гии можно выделить три основные ветви: общая топология (которая также является
основой для остальных двух ветвей), гомеотопическая топология и алгебраическая
топология (Рис. 1.6).

Рис. 1.6. Разделы топологии

Когда мы рассматриваем общую топологию, есть ещё много ответвлений. Напри-
мер, рассматривают топологические пространства с определёнными свойствами и
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изучают только их – получается целый раздел науки. К таким разделам относятся,
например, топология расслоенных пространств, топология векторных расслоений,
топология многообразий и т.д. Разные типы пространств образуют целые ветви этой
науки.

Гомотопическая топология довольно сложная наука, тоже разветвленная. Здесь
изучаются теории гомологии разных типов, теории экстраординарных гомологий,
изучается теория препятствий. Очень много разделов также в алгебраической топо-
логии: изучаются спектральные гомологические последовательности и прочее.

В XX веке, начиная где-то в конце 20-х годов, топология очень активно развива-
лась в Советском Союзе. Здесь можно назвать такие великие имена, как академик
Александров Павел Сергеевич, Андрей Николаевич Колмогоров и много других. Топо-
логия расцвела в середине и в третьей четверти XX века. Сейчас, в начале XXI века,
большее развитие получили прикладные науки, но это не значит, что прекратили своё
существование науки абстрактные, в частности топологические. Топологии находят
всё большее и большее применение в самых разных разделах: как в математике, так
и в различных разделах других наук.

Где применяется топология:

1) В физике: изучаются различные поля (электрические, магнитные и другие) —
то есть изучение векторных полей (когда рассматривается некоторый объект и
в каждой точке задан вектор, то получается векторное поле); изучаются особые
точки векторных полей, то есть такие точки, где векторное поле обращается в
ноль.

2) В биологии: если рассматривать длинные или сложные белковые молекулы или
молекулы ДНК, то они имеют сложную топологическую структуру.

3) В технике: поскольку в топологии изучаются поверхности и очень тонкие свой-
ства поверхности, вопросы их обтекания и т.д., то в технике топология исполь-
зуется при оптимизации поверхностей.

Общая топология является основой всех других ветвей топологии.

Топологическое пространство. Сравнение топологий

Перед рассмотрением определения топологического пространства, нужно опреде-
лить, что такое топология. Пусть X ‰∅ — некоторое множество.
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Определение 1.3. Топологией на множестве X называется совокупность под-
множеств X :

τ “ tVαuαPA, A‰∅,Vα Ď X , причём X P τ, ∅ P τ

Для совокупности τ выполнены условия:

1) любое объединение
ď

αPB

Vα P τ, где BĎ A

2) любое конечное пересечение
n
č

k“1

Vαk P τ

Определение довольно абстрактное, рассмотрим примеры.

Пример 1.4. Возьмём в качестве совокупности τ0 “ t∅,Xu. Будет ли эта сово-
купность топологией?

Доказательство.

τ0 является топологией. Во-первых, и ∅, и X входят в τ0. Во-вторых, любое объ-
единение (в нашем случае ∅YX “ X) тоже входит в τ0. Любое конечное пересечение
(в нашем случае ∅XX “∅ тоже входит в τ0. Все условия выполнены, следовательно,
τ0 — топология, которая также называется тривиальной. �

Определение 1.4. Тривиальная топология — совокупность вида τ0 “ t∅,Xu.

Утверждение 1.1. На любом непустом множестве X можно ввести тривиаль-
ную топологию, причём она будет являться минимальной.

Определение 1.5. Совокупность τ1“tAuAPPpXqYt∅u, где PpXq — множество непу-
стых подмножеств X , называется дискретной топологией.

Утверждение 1.2. На любом непустом множестве X можно ввести дискретную
топологию, причём она будет являться максимальной.

Сравним топологии. Пусть на множестве X заданы две топологии τ и µ .

Определение 1.6. Говорят, что τ не превосходит µ: τ ď µ (τ слабее чем или
совпадает с µ), если V P τ ñV P µ.

Утверждение 1.3. @τ — топологии на X справедливо τ0 ď τ ď τ1.
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База топологии

В любой математической конструкции, чтобы описать какой-то объект, в котором
очень много элементов, пытаются рассмотреть его основу. Например, в линейном
пространстве бесконечное множество векторов. Мы выбираем базис и с помощью
этого базиса можем любой вектор каким-то образом выразить. Так же и в топологии
введено понятие базы топологии.

Мы можем дать два определения базы. Покажем, что они эквивалентны, и по-
пробуем посмотреть, какие топологии и какие у них базы существуют в известных
нам пространствах (например, в метрическом пространстве).

Определение 1.7. Совокупность Бτ “ tVβ uβPB называется базой топологии τ “

tUαu, если @Uα P τ есть объединение элементов базы Б (в том числе и одноэле-
ментные объединения, то есть Vβ P τ).

Определение 1.8. Совокупность Бτ “ tVβ uβPB называется базой топологии τ

(Рис. 1.7), если

@Uα P τ, @x PUα ñ DVβ P Б : x PVβ ĎUα

Рис. 1.7. Второе определение базы топологии

Утверждение 1.4. Определения 1.7 и 1.8 эквивалентны.

Доказательство.

1) Определение 1.7 ñ Определение 1.8

По определению 1.7

@Uα P τ D Uα “
ď

Vβ ,Vβ P Бτ
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Возьмём в нашем множестве любую точку x PUα . Поскольку Uα является объ-
единением элементов базы (Рис. 1.8), то

DV pxq
β

: x PV pxq
β

Отсюда следует определение 1.8.

Рис. 1.8. Эквивалентность определений 1.7 и 1.8

2) Определение 1.8 ñ Определение 1.7

По определению 1.8

@Uα P τ, @x PUα DV pxqα P Б : x PV pxq
β
ĎUα

Объединяем

V pxq
β
ñ

ď

xPUα

V pxq
β
“Uα

Само объединение содержится в Uα , так как каждый из элементов базы содер-
жится в Uα , и, во-вторых, Uα само содержится в этом объединении, так как каждая
его точка охвачена в объединении. Отсюда следует определение 1.7. �

Определение 1.9. Пусть τ — топология на множестве X . @U P τ называется
открытым множеством. Тогда XzU называется замкнутым множеством.

Множества X и ∅, очевидно, являются и открытыми, и замкнутыми.
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Пример 1.5. X “ R2. Открытыми множествами обычно считают шары Urpaq с
центром в точке a и радиусом r. Это есть совокупность точек

tA P R2
|}a´A} ă ru

Рассмотрим
tUrpaqurPQ`

aPR2

и докажем, что это база той топологии, которая образует открытые множества
на плоскости.

Открытые множества на R2 — это множества W , где

@x PW ñ DUrpxq ĎW

Рассматриваемая совокупность является базой, так как поскольку есть такое
свойство у каждой точки, то любое открытое множество можно представить
себе как объединение шаров, что удовлетворяет первому определению базы тополо-
гии.

Пример 1.6. Другая база на R2. Можно взять открытые квадраты со стороной
r P Q` и центром в точке a P R2. Совокупность таких квадратов тоже будет
базой.

Критерий базы. Связь покрытия и базы топологии

Теорема 1.1. (Критерий базы топологии)

Для того, чтобы покрытие1 tVαu “V множества X было базой некоторой топо-
логии на X , необходимо и достаточно, чтобы @Vα PV,Vβ PV (обязательно VαXVβ ‰

∅), для @x PVα XVβ обязательно DVγ PV такое, что x PVγ ĎVα XVβ .

Доказательство.

1) ñ

Пусть покрытие V “ tVαu — база топологии τ . Следовательно Vα P τ . Следова-
тельно по определению топологии

1Покрытие ñ
Ť

α

Vα “ X
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@Vα ,Vβ PV : Vα XVβ P τ

Тогда по определению 1.8 базы

@x PVα XVβ P τ ñ DVγ PV : x PVγ ĎVα XVβ

2) ð

Пусть выполнено условие теоремы для покрытия tVαu “V . Рассмотрим совокуп-
ность T всевозможных объединений множеств из этого покрытия (плюс ∅) и пока-
жем, что это топология на X . Поскольку это покрытие

X “
ď

VαPV

Vα ñ X P T, ∅ P T

По определению топологии надо показать, что в T также входят всевозможные
объединения и конечные пересечения множеств. Ясно, что любые объединения мно-
жеств из T тоже входят в T .

Покажем, что пересечения двух элементов из T тоже входят в T . Каждый элемент
из T по построению есть объединение элементов нашего покрытия. Возьмём

Ť

I
Vα и

Ť

II
Vα и пересечём их. Это есть

˜

ď

I

Vα

¸

X

˜

ď

II

Vα

¸

“
ď

pVα XVα 1q

Отсюда следует, что нам достаточно показать, что это множество (другими сло-
вами, пересечение любых двух элементов Vα XVβ ) будет в T . По условию теоремы

@x PVα XVβ : DV pxqγ PV : x PV pxqγ ĎVα XVβ

ñ Vα XVβ “
ď

xPVαXVβ

V pxqγ

ñ Vα XVβ P T

�

В теореме 1.1 говорится, что этот рассматриваемый набор элементов – это покры-
тие. Возникает вопрос, любое ли покрытие годится? Как связаны базы топологии и
покрытия?
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У нас есть множество, мы взяли какое-то его покрытие подмножествами, то есть
такую совокупность подмножеств, объединив которые мы получаем всё множество.
Для того чтобы проверить, что это база, нам нужно выполнить условие теоремы 1.1.

Пусть S — это покрытие X :

S “ tSαu,
ď

α

Sα “ X

Как образуется топология из элементов базы? Берутся всевозможные их объеди-
нения и нужно, чтобы пересечения таких объединений входили в совокупность.

Утверждение 1.5. Для любого покрытия S, покрытие rS“ SY(любые конечные пе-
ресечения из S)Y∅ будет базой топологии.

Если мы хотим сделать из покрытия базу топологии, то нужно к нему доба-
вить всевозможные конечные пересечения. Действительно, топология строится как
совокупность объединений элементов покрытия. Если мы будем брать всевозмож-
ные объединения, то нам нужно показать, что пересечение таких объединений тоже
объединение. Если мы будем включать сюда конечные пересечения, то этого будет
достаточно.

Упражнение 1.1. Доказать самостоятельно утверждение 1.5.

Определение 1.10. Исходное покрытие S в таком случае называется предбазой
полученной топологии.
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Лекция 2. Непрерывные отображения и

гомеоморфизмы

Топология и системы окрестностей точек

Пусть X — непустое множество, на котором задана топология τ , тогда pX ,τq — то-
пологическое пространство. Определим понятие системы окрестностей точки. Пусть
все точки x P X .

Определение 2.1. Совокупность tUαpxquαPA‰∅ называется системой окрест-
ностей точки x, если для каждой такой окрестности Uαpxq выполняется

x PUαpxq и DV P τ : x PV ĎUαpxq

Какими свойствами обладают окрестности, если мы их так определим?

1) Если какое-то множество W ĄUαpxq, то

W P tUαpxqu

2) Любое конечное пересечение окрестностей точки x есть окрестность:

UγpxqXUβ pxq P tUαpxqu

3) Объединение окрестностей — окрестность.

Утверждение 2.1. Множество V P τ является открытым тогда и только тогда,
когда @x PV : DUαpxq — окрестность точки x такая, что Uαpxq ĎV (см. рис. 2.1).

Рис. 2.1. Следствие из свойств системы окрестностей

Доказательство.

1) ñ
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Пусть V P τ . Покажем, что тогда каждая точка этого множества содержится в
этом множестве вместе с некоторой своей окрестностью. Поскольку V — открытое
множество, то @x PV , то V можно сразу назвать окрестностью точки x, ведь окрест-
ность по определению — это такое подмножество множества X , что оно содержит
точку x и в нём содержится некоторое открытое множество.

2) ð

Пусть множество W вместе с каждой точкой содержит её окрестность, то есть
удовлетворяет условию утверждения. Докажем, что W — открытое множество. Возь-
мём точку y PW . По условию отсюда следует, что DUpyq — окрестность такая, что
Upyq ĎW . Но по определению окрестности отсюда следует, что DV P τ — открытое
множество такое, что y PV ĎUpyq (рис. 2.2).

Рис. 2.2. Иллюстрация к доказательству утверждения 2.1

Таким образом, мы фактически для каждой точки y PW находим открытое мно-
жество (из топологии), которое содержит точку y и полостью лежит в W . Но если
мы пройдёмся таким образом по всем точкам W и выберем все такие множества, то
очевидным образом мы получаем, что W полностью состоит из объединения таких
открытых множеств, то есть

W “
ď

yPW

V pyq, V pyq “V P τ

По определению топологии любое объединение множеств из топологии тоже при-
надлежит топологии, то есть является открытым. Следовательно, W P τ . �

Вывод: если есть топология τ на множестве X , то она порождает семейства окрест-
ностей для каждой точки x. Итак, мы по топологии определяем множество окрест-
ностей для каждой точки.
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Теперь попробуем поступить наоборот: пусть у нас нет топологии на множестве,
но мы хотим так определить семейство окрестностей, чтобы оно в свою очередь по-
рождало бы некоторую топологию.

Пусть X — непустое множество и точка x P X . Определим систему окрестностей
этой точки.

Определение 2.2. Говорят, что совокупность tUαuαPA‰∅ есть система окрест-
ностей точки x, если и только если:

1) x PUαpxq@α P A;

2) W Ą Uαpxq ñW P tUαu — любое подмножество X , содержащее окрестность
точки x, будет тоже включено в эту систему — следовательно, любое объ-
единение таких множеств тоже будет входить в систему;

3) Любое конечное пересечение окрестностей есть окрестность точки x;

4) @Uαpxq DW P tUαpxqu такая окрестность, что x PW Ď Uαpxq и W является
окрестностью каждой своей точки, то есть

@y PW ñW P tUαpyqu

Согласно такому определению эти системы окрестностей могут порождать топо-
логию.

Теорема 2.1. Пусть на множестве X заданы системы окрестностей для всех то-
чек x P X . Тогда совокупность подмножеств tWu, где W — окрестность каждой
своей точки, плюс ∅ образуют топологию на X .

Доказательство.

Чтобы доказать эту теорему, мы должны проверить определение топологии. Обо-
значим за µ рассматриваемую совокупность: µ “ tWuYt∅u.

1) ∅ P µ .

2) X P µ , так как все окрестности определялись как подмножества множества X , а
X является расширением любой окрестности, поэтому оно является окрестно-
стью всех своих точек.
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3) Рассмотрим любое объединение множеств из совокупности µ :

Wα Ď
ď

α

Wα

Раз Wα — окрестность каждой точки x PWα , то
Ť

α

Wα — тоже окрестность точек

y P
Ť

α

Wα . Следовательно,
Ť

α

Wα P µ .

4) Рассмотрим конечные пересечения. Достаточно доказать, что пересечение двух
множеств входит в совокупность. Возьмём WαXWβ ‰∅, где Wα и Wβ оба не пу-
стые и входят в µ . Возьмём любую точку z PWα XWβ и покажем, что наше
пересечение является её окрестностью. Поскольку z лежит и в Wα , и в Wβ , то
оба этих множества являются окрестностью точки z. По определению системы
окрестностей, конечное пересечение окрестностей есть окрестность. Следова-
тельно, Wα XWβ — окрестность точки z. Отсюда следует, что Wα XWβ P µ .

�

Вывод: если мы определили системы всех окрестностей для любой точки x P X ,
то она порождает некоторую топологию µ .

Непрерывные отображения

Пусть у нас имеется 2 топологических пространства pX ,τq и pY,µq. Напомним, что
если какое-то подмножество принадлежит топологии, то оно называется открытым, а
дополнение до открытого множества называется замкнутым множеством. Рассмот-
рим отображение f : X Ñ Y . Предположим, что Y есть в точности совокупность
образов пространства X , то есть Y “ f pXq. Иначе говоря, f — сюръективно.

Определение 2.3. Отображение f называется непрерывным тогда и только
тогда, когда для любого открытого множества V P µ его полный прообраз f´1pV q P

τ, то есть является открытым в пространстве X .

Отметим, что полный прообраз

f´1
pV q :“ tx P X | f pxq PVu

Сама точка f pxq называется образом точки x. Сравним это определение с опреде-
лением непрерывности из математического анализа. Пусть (рис. 2.3):
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f : X Ñ Y, X ,Y Ď Rn, y“ f pxq

@ε ą 0Dδ “ δ pεq ą 0 : f pVδ pxqq ĎVεpyq

Рис. 2.3. Непрерывность по математическому анализу

У точки y мог быть не один прообраз x, а их могло быть и несколько, то есть

y“ f pxq “ f px1q

ñ @ε ą 0Dδ
1
“ δ

1
pεq ą 0 : f pVδ 1pxqq ĎVεpyq

Если мы имеем много прообразов точки y, то у каждого из них найдётся некая
окрестность, которая целиком попадёт в окрестность y. Таким образом, если мы
возьмём полный прообраз, то в X образуется объединение окрестностей — образуется
некое открытое множество. У нас получится, что прообразом открытого множества
тоже будет открытое множество.

Если мы возьмём не окрестность точки y, а просто открытое множество в Y . Мы
знаем, что в открытом множестве каждая точка y лежит в нём вместе со своей окрест-
ностью. Если мы пройдёмся по всем y (у нас открытое множество есть объединение
окрестностей), то полный прообраз всего множества будет объединение прообразов
всех точек и будет тоже открытым множеством.

Вывод: определение в математическом анализе вполне соответствует определе-
нию 2.3. Вообще, определение непрерывности в топологическом пространстве можно
варьировать. Приведём определения, эквивалентные определению 2.3.

Определение 2.4. f называется непрерывным тогда и только тогда, когда для
любого замкнутого множества F его полный прообраз f´1pFq тоже будет замкнут
в X .
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Определение 2.5. f называется непрерывным тогда и только тогда, когда для
любого множества V , лежащего в базе Б топологии µ, его полный прообраз f´1pV q P

τ.

Утверждение 2.2. Определения 2.3, 2.4 и 2.5 эквивалентны.

Доказательство.

Воспользуемся таким свойством: если мы рассматриваем полный прообраз YzV ,
то он совпадает с Xz f´1pV q для любого V из µ :

f´1
pYzV q “ Xz f´1

pV q@V P µ

Если V — открытое множество, то YzV — замкнуто. Тогда и получаем, что полный
прообраз замкнутого множества тоже множество замкнутое, потому что оно являет-
ся дополнением до открытого. И наоборот, если воспользоваться определением 2.4,
точно так же можно перейти к 2.3, взяв дополнение.

Поговорим про определение 2.5. Как из него вывести определение 2.3? Пусть V P

µ . Тогда V “
Ť

α

Bα , где Bα PБµ (базе топологии µ), то есть любое открытое множество

есть объединение элементов базы. Если нам известно, что каждый прообраз базового
открытого множества открыт, то покажем, что и прообраз этого будет открыт.

Воспользуемся тем, что

f´1
pV q “

ď

α

f´1
pBαq

По определению 2.5 все f´1pBαq P τ . По свойствам топологии f´1pV q P τ . Что и
требовалось доказать. �

Гомеоморфизм. Подпространство топологического

пространства. Вложение

Пусть у нас есть 2 топологических пространства pX ,τq и pY,µq.

Определение 2.6. Отображение f : X Ñ Y называется гомеоморфизмом, если
и только если:

1) f — взаимно-однозначное отображение;
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2) f — непрерывно;

3) обратное отображение f´1 тоже непрерывно.

Перечислим свойства гомеоморфизма.

1) Отношение гомеоморфности топологических пространств — это отношение эк-
вивалентности.

Заметим, что A — эквивалентность γ на A, если γ Ď AˆA и удовлетворяет усло-
виям

a) px,xq P γ — рефлексивность;

b) если px,yq P γ , то py,xq P γ — симметричность;

c) если px,yq P γ и py,zq P γ , то px,zq P γ — транзитивность.

2) если f — гомеоморфизм, то и f´1 — тоже гомеоморфизм.

3) Композиция g˝ f : X Ñ Z двух непрерывных отображений непрерывна:

f : X Ñ Y, g : Y Ñ Z

Определение 2.7. Отображение f : X Ñ Y называется локальным гомеомор-
физмом, если для любых точек x,y таких, что f pxq“ y, существуют такие окрест-
ности Upxq и V pyq, что если мы рассмотрим сужение отображения f только на
окрестность Upxq, то она перейдёт в окрестность V pyq и будет гомеоморфизмом:

V pyq : f
ˇ

ˇ

ˇ

Upxq
: Upxq ÑV pyq

Пример 2.1. Пусть две точки x и x1 обе проектируются в точку y (см. рис. 2.4).
Между шарами вокруг x, x1 и y1 будет гомеоморфизм.

Пусть pX ,τq — топологическое пространство. Пусть AĂ X не пусто. Пусть

@U P τ ñU XA“UA

Совокупность всех таких подмножеств, объединённое с пустым множеством, tUAuY

t∅u образуют топологию τA. Тогда pA,τAq — топологическое пространство.

Как проверить, что τA — топология? Рассмотрим всевозможные объединения:
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Рис. 2.4. Обе точки x и x1 проектируются в точку y

ď

α

Uα
A “

ď

α

pUα
XAq “ AXp

ď

α

Uα
q, где V α

P τ и
ď

α

Uα
P τ

Рассмотрим конечные пересечения:

č

k

Uk
A “

č

k

pUk
XAq “ AXp

č

k

Uk
q, где

č

k

Uk
P τ

Определение 2.8. τA называется индуцированной топологией на подмноже-
стве A из топологии τ.

Определение 2.9. Пространство pA,τAq называется топологическим подпро-
странством пространства pX ,τq.

Пусть pX ,τq и pY,µq — топологические пространства и пусть определено отобра-
жение f : X Ñ Y .

Определение 2.10. f — вложение, если отображение f : X Ñ f pXq ĎY является
гомеоморфизмом.

Примеры

Пример 2.2. Рассмотрим отрезок A“ r0,1s и отобразим его тождественным об-
разом в B “ r0,1s. Если на A мы возьмём индуцированную из R топологию τ, а на
B возьмём тривиальную топологию τ0 “ t∅, r0,1su. Если мы будет задавать тож-
дественное отображение, то оно будет взаимно-однозначное. Проверим непрерыв-
ность. Возьмём открытое множество и его прообраз, который тоже открыт.
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Значит, отображение непрерывно. Будет ли оно гомеоморфизмом? Нет, потому
что если мы возьмём обратное отображение, то оно не будет непрерывным.

Рис. 2.5. Пример не гомеоморфного отображения

Пример 2.3. Отобразим отрезок со стандартной индуцированной топологией τR в
окружность. Например, f pxq “ pcos2πx,sin2πxq (рис. 2.5). Будет ли такое отобра-
жение непрерывно? Открытым множеством на окружности будем считать пе-
ресечение окружности и индуцированной топологии τR2. Понятно, что если какой-
то шар пересечь с окружностью, то открытым множеством будет являться дуга
внутри этого шара. Прообраз такой дуги будет являться открытым множеством.
Если возьмём дугу, в которую будет входить точка f p0q “ f p1q, то прообраз будет
разделён на 2 части (полуинтервал, включающий 0, и полуинтервал, включающий
1). В итоге получаем, что наше отображение непрерывно.

Чтобы отображение было взаимно-однозначным, сделаем X “ r0,1q. f не будет
являться гомеоморфизмом, потому что если мы возьмём обратное отображение,
то прообраз открытого множества X не будет являться открытым (если возьмём
полуинтервал от точки 0). Поэтому обратное отображение не непрерывно.

Рис. 2.6. Пример гомеоморфизма

Пример 2.4. Рассмотрим двумерный тор (рис. 2.6) и вырежем в нём прямоуголь-
ную дырку. В каждый момент времени у нас будет гомеоморфизм, потому что мы

ФАКУЛЬТЕТ  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ 
МАТЕМАТИКИ  И  КИБЕРНЕТИКИ
МГУ ИМЕНИ  М.В. ЛОМОНОСОВА

25



ОСНОВЫ ОБЩЕЙ ТОПОЛОГИИ

ФОМЕНКО ТАТЬЯНА НИКОЛАЕВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

будем непрерывно и взаимно-однозначно деформировать фигуру. Будем эту дырку
расширять так, чтобы концы прямоугольника почти соединялись. Затем преоб-
разуем эту фигуру в две соединённые плоские ленты (переход 1 рис. 2.6). Немного
подвинув эти ленты, получим рисунок после перехода 2 на рис. 2.6.

Одной из основных проблем топологии является определение для двух тополо-
гических пространств гомеоморфны они или нет. С этой целью вводят разные инва-
рианты, характеристики этих пространств. Если пространства гомеоморфны, то эти
инварианты совпадают. Но если они отличаются, то пространства не гомеоморфны.
О них будем говорить позднее.

Узлы и их эквивалентность

Рис. 2.7. Тривиальный узел

Рассмотрим пространство R3.

Определение 2.11. Узлом называется вложение окружности в R3.

На рис. 2.7 изображён тривиальный узел. Его легко растянуть в кольцо.

Рис. 2.8. Нетривиальный узел

На рис. 2.8 изображён нетривиальный узел, который без разрывов нельзя преоб-
разовать в кольцо.
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Определение 2.12. 2 узла f : S1ÑR3 и g : S1ÑR3 эквивалентны тогда и только
тогда, когда существует гомеоморфизм R3 Ñ R3, при котором образ первого узла
f pS1q переходит гомеоморфно в gpS1q.

В примере f : S1 Ñ R3 и g : S1 Ñ R3 — неэквивалентные узлы. Из узла g можно
получить узел f только разрывом и соединением пары дуг, что нельзя при гомео-
морфизме. Узел g, изображённый на рис. 2.8, также называется трилистником.
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Лекция 3. Топология и непрерывность в

метрическом пространстве

Топология метрического пространства

Вспомним определение метрического пространства. Пусть у нас имеется непустое
множество X ‰∅.

Определение 3.1. Числовой метрикой на множестве X называется функция

ρ : X ˆX Ñ R`

которая удовлетворяет следующим условиям (аксиомам метрики):

1) ρpx,yq ě, причём pρpx,yq “ 0 ðñ x“ y для любых x и y из X — рефлексивность;

2) ρpx,yq “ ρpy,xq — симметричность;

3) ρpx,zq ď ρpx,yq`ρpy,zq — транзитивность.

Замечание 1: существуют метрики со значениями в конусе линейного нормиро-
ванного пространства или в конусе линейного топологического пространства. Такие
метрики называются коническими.

Замечание 2: если в третьем условии определения заменить это неравенство на
более сильное, то такие метрики называются ультра метриками:

ρpx,zq ďmaxtρpx,yq,ρpy,zqu

Пример 3.1. Пусть ρpx,xq “ 0 @x P X и ρpx,yq “ 1 @x‰ y P X . ρ — метрика.

Пример 3.2. На множестве R мы можем взять метрику ρpx,yq :“ |x´ y|.

Определение 3.2. pX ,ρq называется метрическим пространством, если ρ —
метрика на X .

Утверждение 3.1. Метрика задаёт топологию.

Рассмотрим шары

Uεpxq :“ ty P X |ρpy,xq ă εu
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— открытый шар радиусом ε ą 0 с центром в точке x P X .

tUεpxquεą0
xPX

— база топологии, которая называется метрической топологией. Проверим, что
это база. Во-первых, это покрытие: если мы каждую точку можем покрыть таким
шаром, то всё наше множество будет покрыто такими шарами. Мы должны прове-
рить, что если мы пересечём 2 таких шара Uαpxq и Uβ pyq (причём пересечение будет
непустым), то мы найдём такой элемент, который будет целиком лежать в пересече-
нии.

Рассмотрим Uγpzq. Если мы возьмём числа α´ρpx,zq и β´ρpz,xq и возьмём из них
минимум, то мы сможем взять число γ от 0 до минимума включительно. Тогда шар
Uγpzq будет целиком лежать как в Uαpxq, так и в Uβ pyq. Критерий базы выполнен.

Хаусдорфовость метрической топологии. Вопрос о

метризуемости топологических пространств

Определение 3.3. Топология является хаусдорфовой тогда и только тогда, ко-
гда

@x‰ y P X : DUε1pxq, DUε2pyq такие, что Uε1pxqXUε2pyq “∅

Немецкий математик Феликс Хаусдорф в 1914 году ввёл это понятие отделимости,
которое означает, что каждые две точки, если они не совпадают, можно отделить
окрестностями, которые не пересекаются.

Утверждение 3.2. Метрическая топология является хаусдорфовой.

Доказательство.

Так как x‰ y, то расстояние между ними ρpx,yq “ α ą 0. Пусть ε1 “ ε2 “
α

3 . Тогда
шары Uα

3
pxq и Uα

3
pyq не пересекаются.

Предположим обратное, то есть

Uα

3
pxqXUα

3
pyq ‰∅

Тогда существует точка, лежащая в их пересечении:
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Dz PUα

3
pxqXUα

3
pyq

Тогда по условию транзитивности

α “ ρpx,yq ď ρpx,zq`ρpy,zq

Но поскольку z лежит в пересечении шаров, то она удалена от точек x и y на
расстояния, меньшие чем α

3 . Значит

ρpx,zq`ρpy,zq ă
α

3
`

α

3
ă α

Пришли к противоречию с определением, значит, шары не пересекаются. А это в
свою очередь значит, что топология является хаусдорфовой по определению, что и
требовалось доказать. �

Как определить непрерывность отображения в метрическом пространстве? По-
скольку мы установили, что метрика определяет топологию, то можно ещё задать
обратный вопрос: а всякая ли топология задаёт метрику? Если у нас есть тополо-
гическое пространство, можно ли в этом множестве задать такую метрику, что мет-
рическая топология будет совпадать с исходной? Такой вопрос формулируется как
вопрос о метризации топологического пространства: всегда ли можно метризовать
топологическое пространство?

Ответ очевиден: нет, не всегда. Если у пространства топология такова, что она
не является хаусдорфовой, тогда никакая метрика не будет её индуцировать, пото-
му что если топология индуцирована любой какой-то метрикой, то она обязательно
хаусдорфова.

Непрерывность отображений метрических пространств

Пусть у нас имеется 2 метрических пространства pX ,ρq и pY,rq. Пусть есть отоб-
ражение f : X Ñ Y .

В математическом анализе есть 2 определения непрерывности отображения: пер-
вое определение называется по Коши и оно формулируется в терминах ε-δ , второе
определение называется по Гейне и оно формулируется в терминах сходящихся по-
следовательностей.
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Определение 3.4. Говорят, что последовательность txnu, где xn P X , сходится к
x0 P X , в том и только в том случае, если расстояние между этими точками

ρpx0,xnq ÝÝÝÑ
nÑ8

0

Определение 3.5. Отображение f : X Ñ Y называется секвенциально непре-
рывным в том и только в том случае, если

@txnu, xn
ρ
ÝÑ x0 f pxnq

r
ÝÑ f px0q

Теорема 3.1. Отображение метрических пространств f : X
ρ
Ñ Y

r
непрерывно в

обычном смысле тогда и только тогда, когда f секвенциально непрерывно.

Доказательство.

1) ñ

Пусть f — непрерывно в обычном смысле, то есть прообраз всякого открытого
множества открыт. Пусть f px0q “ y0 P Y , где x0 P X . Покажем. что тогда f секвенци-
ально непрерывно. По условию @ε ą 0 если мы рассмотрим шар Uεpy0q, то его полный
прообраз W “ f´1pUεpy0qq является открытым множеством, очевидно x0 PW . Значит
(рис. 3.1):

Dδ “ δ pεq ą 0 такое, что Uδ px0q ĂW

Рис. 3.1. f непрерывно в обычном смысле, прообраз окрестности y0 открыт в W

Пусть @txnu, xn
ρ
ÝÑ x0. Тогда для данного

δ ą 0 DN “ Npδ q “ N : @ną N : xn PUδ px0q

Следовательно f pxnq PUεpy0q. Другими словами, для любого ε ą 0 мы нашли такой
номер N, начиная с которого члены последовательности образов лежат в окрестности
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точки y0. Это означает, что последовательность f pxnq Ñ y0. То есть мы проверили
условие секвенциальной непрерывности для любой точки прообраза точки y0.

2) ð

Пусть f — секвенциально непрерывно. Покажем, что f непрерывно по обычному
определению. Пусть @V — открыто в Y (в τr). Покажем, что его полный прообраз
f´1pV q будет открыт в топологии τρ . Пусть точка y0 P V . Поскольку мы рассматри-
ваем полный прообраз, то произвольная точка x0 P f´1pV q такова, что f px0q “ y0. Мы
хотим показать, что полный прообраз будет открыт. Нам достаточно показать, что
DUαpx0q — окрестность такая, что Uαpx0q Ď f´1pV q.

Предположим обратное, то есть что обнаружилась точка x0 такая, что у неё нет
такой окрестности, которая целиком попадает в прообраз. Значит, какую бы окрест-
ность, с каким угодно положительным радиусом мы бы не взяли с центром в точке
x0, она не будет целиком принадлежать этому прообразу. Рассмотрим последова-
тельность αn “

1
n и возьмём окрестности U1

n
px0q. Поскольку ни одна окрестность не

принадлежит целиком нашему прообразу, то значит, что в каждой из этих окрест-
ностей Dxn такая, что xn PU1

n
px0q, но xn R f´1pV q (рис. 3.2).

Рис. 3.2. Обнаружилась точка x0 такая, что у неё нет такой окрестности, которая
целиком попадает в прообраз

Если мы проделаем это для всех n P N, то отсюда у нас возникает последова-
тельность txnu, которая очевидно xn

ρ
ÝÑ x0. Что тогда можно сказать про образы этой

последовательности? Если мы рассмотрим f pxnq, то поскольку xn не принадлежит
полному прообразу множества V , то f pxnq RV . Поскольку множество V — открытое,
а точка y0 PV , то у точки y0 есть своя окрестность Uεpy0q, которая целиком лежит в V .
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Если f pxnq RV , то очевидно, что f pxnq RUεpy0q. Это равносильно тому, что расстояние
rp f pxnq,y0q ě ε , то есть последовательность f pxnq Û y0 “ f px0q.

Если мы предположили, что прообраз открытого множества не является откры-
тым, то есть там нашлась хотя бы одна точка, у которой у любой окрестности есть
точки, не лежащие в прообразе, то мы приходим к противоречию: у нас обнаружива-
ется последовательность, сходящаяся к точке x0, но образ этой последовательности
не сходится к образу точки, нарушается заданное условие секвенциальной непре-
рывности. Это противоречие доказывает, что если наше отображение секвенциально
непрерывно, то оно и непрерывно по обычному определению, что и требовалось до-
казать. �

Примеры метрик. Подпространство метрического

пространства

Пример 3.3. В пространстве Rn введём метрику

ρpx,yq :“ max
1ďiďn

t|xi´ui|u

x“ tx1, . . . ,xnu, y“ ty1, . . . ,ynu

Пример 3.4. В пространстве Cra,bs (непрерывных функций на отрезке ra,bs) можно
взять метрику

ρp f ,gq :“ max
aďxďb

t| f pxq´gpxq|u

Пример 3.5. В пространстве Rn можно взять метрику

µpx,yq “

¨

˝

n
ÿ

j“1

|x j´ y j|
p

˛

‚

1
p

Упражнение 3.1. Показать, что в примерах 3.3, 3.4 и 3.5 выполняется определе-
ние метрики.

Поскольку мы рассматриваем метрические пространства, то интересно рассмат-
ривать их подмножества. Пусть у нас есть метрическое пространство pX ,ρq и есть
некоторое подмножество AĂ X . Тогда мы можем рассмотреть сужение отображения
ρ на произведение AˆA, то есть отображение, метрика на подмножестве A:
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ρA “ ρ

ˇ

ˇ

ˇ

AˆA
: AˆAÑ R

Эта метрика будет индуцировать топологию на A. У нас есть топология τρ на X , а
τρA — топология на A. Легко заметить, что эта топология будет индуцирована тополо-
гией τρ . В этом случае мы говорим, что pA,ρAq — это подпространство метрического
пространства pX ,ρq.

У метрических пространств есть некоторые парадоксы.

1) Пусть метрическое пространство состоит из 3 точек: X “ ta,b,cu. Зададим рас-
стояния: ρpa,bq “ c, ρpb,cq “ 2, ρpc,aq “ 1. Мы можем увидеть, что откры-
тый шар с центром в точке a и радиусом 1,2 содержит все точки, то есть
U1,2paq “ ta,b,cu. Рассмотрим другой шар: U1,5pcq “ ta,cu Ă U1,2paq. Выходит,
то шар большего радиуса целиком содержится в шаре меньшего радиуса. В,
например, евклидовом пространстве такое невозможно.

2) Если мы возьмём метрическое пространство с тем же X “ ta,b,cu, но зададим
расстояния как ρpa,bq “ 1, ρpa,cq “ 2, ρpb,cq “ 2. Мы можем рассмотреть за-
мкнутый шар U1,5pcq “ tcu. Если взять замкнутый шар U1paq “ ta,bu “ Xztcu,
мы получаем, что U1paq — замкнутый шар, который открыт, потому что он
является дополнением замкнутого множества.

Полнота метрических пространств

Как и в математическом анализе (в пространстве Rn и других функциональных
пространствах), в метрическом пространстве вводится понятие полноты.

Определение 3.6. Метрическое пространство pX ,ρq называется полным, если
любая фундаментальная последовательность в нём сходится к какому-то элемен-
ту этого пространства.

Напомним, что последовательность xn называется фундаментальной, если

@ε ą 0DN P N : @n1,n2 ą N : ρpxn1,xn2q ă ε

Пример 3.6. Пространство En очевидно полное.
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Пример 3.7. Пространство Cra,bs, метрика определяется как

ρp f ,gq “ max
aďxďb

t| f pxq´gpxq|u

— пространство является полным.

Пример 3.8. Пространство rLpr´1,1s, определяется норма

}xptq}p
“

¨

˝

1
ż

´1

|xptq|pdt

˛

‚

1
p

для pě 1 — пространство неполное (то есть не все фундаментальные последо-
вательности сходятся к точке пространства).

Доказательство.

Приведём пример фундаментальной последовательности, которая не сходится:
Dtxnptqu — фундаментальная, но у неё не существует предела в этом пространстве.
Здесь метрика определяется как ρpx,yq “ }x´ y}. Рассмотрим последовательность
функций с рисунка 3.3.

Рис. 3.3. Фундаментальная не сходящаяся
последовательность

Рис. 3.4. График предела последователь-
ности с рис. 3.3

Она является фундаментальной, но если рассматривать предел таких функций
lim

nÑ8
xnptq “ x0ptq, то он равняется функции, не являющейся непрерывной, её график

представлен на рис. 3.4. Следовательно, x0ptq R rLpr´1,1s, значит нашлась фундамен-
тальная последовательность, которая сходится не к токе пространства. �

Упражнение 3.2. Проверить полноту в примере 3.7.
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Возникает вопрос, а является ли свойство полноты топологическим? Топологиче-
скими свойствами называются такие свойства топологических пространств, которые
сохраняются при гомеоморфизмах.

Утверждение 3.3. Свойство полноты топологическим пространств не является
топологическим свойством.

Пример 3.9. Пространство X “ p0,1q. Топология в нём будет индуцироваться
обычной метрикой на числовой оси R (то есть ρpx,yq “ |x´y|). Пространство Y “R
с той же топологией. Известно, что Y (то есть вся вещественная ось) являет-
ся полным пространством (доказывается в курсе математического анализа). Про-
странство X очевидно не полное. Однако между этими пространствами можно
установить гомеоморфизм ϕ : X ÑY , например, с помощью функции ϕpxq “ ctgπx.
Значит, полное пространство может переходить в неполное, и наоборот.

Упражнение 3.3. Показать, что в множестве X “ ta1, . . . ,anu единственная хау-
сдорфова топология является дискретной (такая, у которой каждый элемент яв-
ляется открытым множеством, см. лекцию 1).

Эквивалентность. Классы эквивалентности.

Фактор-множество

Пусть у нас имеется топологическое пространство pX ,τq.

Определение 3.7. Эквивалентностью на множестве X ‰∅ называется такое
бинарное отношение α Ď X ˆX , которое удовлетворяет следующим условиям:

1) @x P X : px,xq P α ô xαx — условие рефлексивности;

2) если px,yq P α, то py,xq P α ô если xαy, то yαx — условие симметричности;

3) если px,yq P α ^ py,zq P α, то px,zq P α ô если xαy^ yαz, то xαz — условие
транзитивности.

Обозначим эквивалентность символом «.

Определение 3.8. Класс эквивалентности элемента x PX — это совокупность

rxs :“ ty P X |y« xu

Легко заметить, что @x,y P X либо rxs “ rys, либо rxsX rys “∅. Отсюда возникает
разбиение X на классы эквивалентности.
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Определение 3.9. Фактор-множество X{ « (X по заданной эквивалентности
«) — это множество классов эквивалентности, то есть X{ «:“ trxsuxPX .

Пример 3.10. Пусть X “ Z. Будем говорить, что n « m в том и только в том
случае, если pm´nq

...3.
Тогда

r0s “ t3kukPZ; r1s “ t3k`1ukPZ; r2s “ t3k`2ukPZ

других классов нет. Если мы будем переходить к фактор-множеству, то полу-
чим набор tr0s, r1s, r2su.

Топология, индуцированная отображением. Фактор-топология

Пусть pX ,τq — топологическое пространство, B ‰ ∅ — множество, f : X Ñ B —
отображение. Мы хотим задать на множестве B топологию так, чтобы f было непре-
рывным. Например, зададим на B совокупность множеств β “ tVuVĎB.

Назовём множество V открытым тогда и только тогда, когда f´1pV q P τ . Оказы-
вается, что β — топология: во-первых, всевозможные объединения V будут являться
всевозможными объединениями прообразов, которые будут лежать в τ ; во-вторых,
конечные пересечения V будут являться конечными пересечениями прообразов, ко-
торые будут лежать в τ ; в-третьих, ∅ и B принадлежат β — определение топологии
выполняется.

Определение 3.10. Топология β f , полученная таким образом, называется топо-
логией, индуцированной отображением f .

Пусть pX ,τq — топологическое пространство и α — эквивалентность на X . Тогда
мы можем рассмотреть фактор-множество X{α . Отображение pr : X Ñ X{α опре-
делим таким образом, что каждой точке x P X будем ставить в соответствие класс
эквивалентности rxs “ prpxq. На этом фактор-множестве зададим топологию, инду-
цированную на данном отображении pr.

Определение 3.11. Фактор-топология на фактор-множестве X{α — это то-
пология, индуцированная проекцией pr.

Пример 3.11. Рассмотрим на R эквивалентность α. Будем говорить, что xαy

ô x´ y P Q. α очевидно эквивалентность по определению. Рассмотрим фактор-
множество R{α. Зададим в нём топологию τα , индуцированную отображением
pr : RÑ R{α. Является ли фактор-топология τα хаусдорфовой?
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Доказательство.

Фактор-топология τα не является хаусдорфовой. В любой окрестности класса эк-
вивалентности x содержится r0s “ Q, так как в окрестности любого числа x всегда
найдётся рациональное число (рис. 3.5). �

Рис. 3.5. В окрестности любого числа x всегда найдётся рациональное число
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Лекция 4. Факторизация геометрических фигур

Введение

Напомним, как на прошлой лекции мы ввели понятие топологии, индуцированной
отображением:

pX ,τq
f
ÝÑ pY,τ f q

в индуцированной топологии

U P τ f ô f´1
pUq P τ

Мы также рассматривали проекции на фактор-множества: α — эквивалентность,

prα : X Ñ X{α

Получаем топологию τprα
“ τα , индуцированную отображением-проекцией.

Утверждение 4.1. Топология τ f , индуцированная на множестве Y отображением
f , является сильнейшей, в которой отображение f является непрерывным.

Доказательство.

Предположим, что мы нашли более сильную топологию, то есть к топологии τ f

добавили ещё какие-то множества. Но прообразы этих добавленных множеств уже
не будут открытыми в pX ,τq, потому что в топологии τ f выбраны именно все та-
кие подмножества Y , прообразы которых открыты. Значит, у добавленных множеств
прообразы уже не будут открыты, значит, отображение не будет непрерывным. �

Следствие. Фактор-топология τα по эквивалентности α является сильнейшей из
всех, в которых проекция prα является непрерывной.

Пример 4.1. Рассмотрим на R эквивалентность «. Будем говорить, что x « y

ô x´ y P Q. « очевидно эквивалентность по определению. Рассмотрим фактор-
множество R{ «. Зададим в нём топологию τ«, индуцированную отображением
pr : RÑ R{ «. Топология τ« не является хаусдорфовой (см. пример 3.11).
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Всюду плотные и нигде не плотные подмножества

Пусть pX ,τq — топологическое пространство, множество AĂ X .

Определение 4.1. Говорят, что A всюду плотно в X тогда и только тогда,
когда

@U P τ U XA‰∅

Пример 4.2. В R{ « из примера 4.1 содержится всего лишь одно множество r0s
— значит, R{ « является всюду плотным в фактор-множестве.

Пример 4.3. Множество Q всюду плотно в множестве R (со стандартной то-
пологией).

Определение 4.2. Множество B Ă X , лежащее в топологическом пространстве
pX ,τq, называется нигде не плотным в X тогда и только тогда, когда

@U P τ DV P τ : V ĎU и V XB“∅

Пример 4.4. Верно ли, что дополнение до всюду плотного подмножества являет-
ся нигде не плотным?

Доказательство.

Нет, не является. Контрпример: QĂR, Q всюду плотно. Но дополнение RzQ“ Ir

— множество иррациональных чисел — тоже всюду плотно. �

Упражнение 4.1. Доказать, что объединение конечного числа нигде не плотных
подмножеств в множестве X является тоже нигде не плотным.

Упражнение 4.2. Какова мощность фактор-множества X{ «? (Напомним, что
x« y ô x´ y PQ.)

Факторизация геометрических фигур. Примеры

Пусть задан квадрат ABCD на плоскости. Попробуем применить к нему фактори-
зацию. Это топологическое пространство, топология в нём индуцирована с плоскости
R2 — то есть базой топологии будут всевозможные пересечения открытых шаров на
плоскости с этим квадратом.
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Рис. 4.1. Склейка цилиндра

Рис. 4.2. Склейка тора

Пример 4.5. Возьмём ребро AD и будем его точки считать эквивалентными соот-
ветствующим точкам ребра BC. Такие пары эквивалентных точек будем считать
за одну и «склеим» их — получится цилиндр. Любая другая точка квадрата, не
лежащая на рёбрах AD и BC, эквивалентна сама себе и больше ничему. Фактор
пространства квадрата ABCD будет эквивалентен цилиндру (рис. 4.1).

Пример 4.6. Зададим более сильную эквивалентность: будем склеивать рёбра AD

и BC и рёбра AB и DC таким же образом. Можем поступить поэтапно: сначала
склеить рёбра AD и BC и получить цилиндр, а затем склеить рёбра AB и DC,
получим тор (рис. 4.2).

Пример 4.7. Лист Мёбиуса. Возьмём квадрат из предыдущего примера и будем
склеивать рёбра DA и CB, но теперь в разных направлениях (то есть теперь точка
A будет эквивалентна точке C и т. д.). Получим т. н. ленту Мёбиуса M2 (рис. 4.3).
Границей BM2 будет являться окружность S1.

Пример 4.8. Проективная плоскость. Возьмём квадрат из предыдущего приме-
ра, будем таким же образом склеивать рёбра DA и CB и теперь ещё рёбра AB и CD

таким же образом. Можно представить квадрат в виде окружности, отметив со-
ответствующие точки, затем «склеить» половинки окружности, склеить остав-
шиеся вершины и получить двумерную проективную плоскость RP2 (рис. 4.4), ко-
торую невозможно изобразить на двумерной плоскости.
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Рис. 4.3. Склейка листа Мёбиуса

Рис. 4.4. Склейка проективной плоскости

Пример 4.9. Бутылка Клейна. Возьмём квадрат из предыдущего примера, будем
таким же образом склеивать рёбра AB и CD, но рёбра DA и BC будем на этот раз
склеивать «параллельно» (рис. 4.5). Просто склеить его, как в примере с тором, не
получится, так как кольца AB и DC будут направлены в разные стороны. Придётся
«скручивать» одну часть цилиндра и изнутри присоединять её с другой частью.

Все полученные фигуры являются фактор-пространствами изначального квадра-
та по заданным эквивалентностям.

Отображения фактор-пространств

Какие условия надо выполнить, чтобы если у нас было отображение в исход-
ных пространствах, то возникло бы естественным образом отображение фактор-
пространств? Как оно строится?

Пусть у нас имеется 2 топологических пространства pX ,τq и pY,µq. Пусть заданы
эквивалентности α на X и β на Y . Пусть задано отображение f : X Ñ Y (рис. 4.6).
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Рис. 4.5. Бутылка Клейна

Рис. 4.6. Заданы отображение f : X Ñ Y

и эквивалентности α на X и β на Y

Рис. 4.7. Отображение фактор-
пространств pf

Определение 4.3. Отображение фактор-пространств pf строится следую-
щим образом: rxsα , говорят, что фактор-класс rysβ “ pf prxsαq тогда и только тогда,
когда f pxq “ y, если отображение f сохраняет эквивалентности, то есть если xαz,
то f pxqβ f pzq (рис. 4.7).

Лемма 4.1. Пусть отображение f сохраняет эквивалентности и является непре-
рывным. Тогда отображение pf непрерывно.

Доказательство.

τα и µβ — фактор-топологии, τ и µ — топологии исходных пространств. Пусть
W P µβ (то есть оно открыто в фактор-пространстве). Покажем по определению
непрерывности, что полный прообраз pf´1pW q P τα . Так как W P µβ , то pprβ q

´1pW q P µ .
Так как отображение f по условию непрерывно, то f´1

`

pprβ q
´1pW q

˘

P τ . Поскольку
оно открыто, то

prα

`

f´1 `
pprβ q

´1
pW q

˘˘

P τα

Что это за множество f´1
`

pprβ q
´1pW q

˘

? Когда мы строили отображение pf , то
говорили, что pf есть композиция, брали фактор-пространство X{α , брали его полный
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прообраз при проектировании, брали f и брали проекцию (см. рис. 4.6). Запишем по-
другому.

pf “ prβ ˝ f ˝ pprαq
´1

Если мы хотим записать pf´1, то это будет всё в обратном порядке:

pf´1
“ prα ˝ f´1

˝ pprαq
´1

Тогда
prα

`

f´1 `
pprβ q

´1
pW q

˘˘

“ pf´1
pW q P τα

— полный прообраз множества W . Что и требовалось доказать. �

Следствие. Пусть отображение f : X ÑY — гомеоморфизм (взаимно-однозначное
непрерывное отображение, обратное отображение которого тоже непрерывно),
отображение f сохраняет эквивалентности α и β и пусть обратное отображе-
ние f´1 тоже сохраняет эти эквивалентности, тогда отображение

pf : X{α Ñ Y{β

тоже будет гомеоморфизмом.

Три модели построения проективной плоскости

Проективное пространство можно получить тремя различными факторизациями.
Первая модель — получение RP2 из квадрата, как было рассмотрено ранее. Вторая
модель: получение RP2 из круга, который в свою очередь был получен гомеоморфиз-
мом из квадрата, как тоже было рассмотрено ранее. Третья модель: из двумерной
сферы, если склеивать диаметрально противоположные точки. Эквивалентность пер-
вой и второй модели очевидна из приведённых нами раннее примеров, рассмотрим
эквивалентность второй и третьей модели.

Проведём факторизацию двумерной сферы S2 в два этапа: сначала возьмём ча-
стичную факторизацию, в результате которой получим диск D2, следующим обра-
зом: для начала на сфере зададим частичную эквивалентность такую, что элементы
верхней полусферы S2

` склеиваются с диаметрально противоположными (точки эк-
ватора ни с чем не склеиваются, то есть эквивалентны только себе). Тогда очевидно
останется только одна полусфера (допустим верхняя). Покажем, что это фактор-
пространство гомеоморфно диску из второй модели. Гомеоморфизм можно задать
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Рис. 4.8. Частичная факторизация двумерной сферы

следующим образом: спроектируем все точки полусферы на плоскость XOY , прохо-
дящую через экватор, то есть у всех точек px,y,zq поставим z “ 0. Если двигаться в
обратную сторону и брать любую точку диска, то из точки px,yq получим точку с
координатами px,y,

a

1´ x2´ y2q (предполагая, что и диск, и сфера радиусом 1).

S2
`

π
ÝÑ D2 π´1

ÝÝÑ S2
`

Оба отображения корректно определены и непрерывны. Получаем, что диск го-
меоморфен полусфере.

Пример 4.10. Можно так же легко показать, что открытый диск D̊2 гомеомор-
фен плоскости R2.

Доказательство.

Выше показано, что D̊2 гомеоморфен S̊2
`. Покажем, что открытая полусфера го-

меоморфна R2 (отсюда будет следовать и гомеоморфизм диска с плоскостью). Зада-
дим плоскость R2 уравнением z“ 1 (рис. 4.9).

Если через точку A, лежащей на полусфере, провести прямую из начала коорди-
нат до пересечения с R2, то на ней будет точка ϕpAq. И наоборот, если из точки B

провести прямую в начало координат, то пересечением прямой и сферы будет точка
ϕ´1pBq. Понятно, что отображение ϕ работает в обе стороны. Вопрос: как конкретно
задать формулу для такого отображения?

Рассмотрим луч OA. Координаты точки A“ px,y,zq, координаты точки

ϕpAq “ ptxa, tya, tzaq

причём tza “ 1, то есть t “ 1
za
ą 0, так как za ą 0 (ведь полусфера открытая). Тогда
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Рис. 4.9. Доказательство гомеоморфности открытого диска и плоскости R2

ϕpAq “
ˆ

xa

za
,
ya

za
,1
˙

Таким образом мы построили гомеоморфизм между полусферой и плоскостью
R2. Получаем, что

D̊2
– S̊2

` – R2
ñ D̊2

– R2

�

Вернёмся к модели проективного пространства. S2 α1
ÝÑ S2

`, где α1 — склеивание
диаметрально противоположных всех точек, кроме точек экватора. S2

` –D2. Во вто-
рой модели D2 α2

ÝÑ RP2, где α2 — склеивание диаметрально противоположных точек
границы замкнутого диска.

Сравнение эквивалентностей

Пусть у нас есть множество X ‰∅ и на нём заданы две эквивалентности α и β .

Определение 4.4. Говорят, что эквивалентность β слабее эквивалентности α

(или α сильнее β ), если

@x P X xβyñ xαy

Пример 4.11. Пусть у нас есть множество точек и на нём заданы две эквива-
лентности, их классы эквивалентности изображены на рис. 4.10. Если какие-то 2
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Рис. 4.10. Круглые скобки — «склеивание» точек

точки склеиваются по β , то они обязательно склеиваются по α. Иначе говоря, мы
можем построить X{β , которое будет состоять из 5 точек. Заметим, что каж-
дый класс эквивалентности по β целиком содержится в классе эквивалентности
по α.

Поэтому на множестве X{β можно задать ещё т.н. дробную эквивалентность
α{β . Классы эквивалентности назовём эквивалентными между собой, если они
попали в один общий класс эквивалентности по α:

rxsβ
α{β
„ rysβ ô x α

„ y

При этом β слабее α.
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Лекция 5. Двумерная поверхность. Триангуляция

Двумерная поверхность

Для решения многих задач зачастую требуется определить тип поверхностей.

Определение 5.1. Топологическое пространство X называется двумерной по-
верхностью, если у каждой точки x P X существует окрестность, гомеоморфная
либо плоскости R2, либо замкнутой полуплоскости R2

` “ ty P R|yěu.

Два условия, представленные в определение, взаимоисключающие. Иначе говоря,
если у точки есть окрестность, гомеоморфная целой плоскости, то эта окрестность
не будет гомеоморфна замкнутой полуплоскости, и наоборот.

Определение 5.2. Границей поверхности X называется совокупность точек

BX “ tx P X |DUpxq : Upxq – R2
`u

Определение 5.3. Поверхность X называется замкнутой тогда и только тогда,
когда её граница пуста: BX “∅.

На прошлой лекции говорилось, что плоскость R2 гомеоморфна двумерному дис-
ку D2, поэтому в определении можно говорить не про R2, а про D2.

Пример 5.1. Двумерная сфера S2 ĂR3 — замкнутая поверхность (рис. 5.1). Инду-
цированная топология состоит из таких множеств, называемыми открытыми,
которые являются пересечениями открытых множеств пространства R3 с этой
сферой. Действительно, возьмём любую точку x на поверхности и её окрестность
— она будет гомеоморфна двумерному диску, а не половине диска, поэтому граница
пуста и, следовательно, поверхность замкнута.

Пример 5.2. Если взять цилиндр, то у него есть точки, окрестности которых го-
меоморфны дискам или половинам дисков (рис. 5.2). Границами цилиндра являются
верхняя и нижняя окружности. Значит цилиндр — незамкнутая поверхность.

Пусть у нас имеется некоторые поверхности. Рассмотрим понятие связности по-
верхностей. В математическом анализе в конечномерных пространствах связность
фактически совпадает с понятием линейной связности, поэтому рассматриваемое да-
лее понятие фактически является линейной связностью
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Рис. 5.1. Окрестность x гомеоморфна дис-
ку

Рис. 5.2. Окрестность x гомеоморфна дис-
ку, а y — полудиску

Определение 5.4. Поверхность X называют связной, если любые две точки a,b P

X можно соединить непрерывной кривой LĂ X , то есть Lp0q “ a, Lp1q “ b.

Непрерывная кривая это отображение вида L : r0,1s Ñ X . Направление пути это
направление роста параметра t, который принадлежит отрезку r0,1s.

Топологический треугольник на поверхности. Триангуляция

Определение 5.5. Топологическим треугольником на поверхности X назовём
пару pT,ϕq, где T — плоский треугольник и ϕ : T Ñ X такое, что ϕ : T Ñ

–
ϕpT q —

вложение (гомеоморфизм с образом ϕpT q).

Часто сам образ ϕpT q называют топологическим треугольником. Образы рёбер
и вершин плоского треугольника T при отображении ϕ называют соответственно
рёбрами и вершинами топологического треугольника (рис. 5.3).

Рис. 5.3. Топологический треугольник

Определение 5.6. Говорят, что поверхность X триангулируема (или допус-
кает конечную триангуляцию) в том и только в том случае, если существует
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конечное число треугольников tpTi,ϕiqu таких, что X “
N
Ť

i“1
ϕipTiq, причём при i ‰ j

пересечение ϕipTiqXϕ jpTjq либо пусто, либо совпадает с их общим ребром или вер-
шиной.

Определение 5.7. Триангуляцией замкнутой поверхности триангулируемой X

называется набор не пересекающихся плоских треугольников tTiu1ďiďN, причём в
объединении этих треугольниках задано отношение эквивалентности α:
если x,y P

Ť

i“1
Ti и x P Ti, y P Tj, то

xαyô ϕipxq “ ϕ jpyq

Если мы возьмём
Ť

i“1
Ti и профакторизуем по эквивалентности αЮ то получится

пространство, гомеоморфное поверхности X :
ď

i“1

Ti{α – X

Эквивалентными будут те точки, которые являются границы треугольников.

Развертка. Кодирование многоугольника развертки словом

Легко понять, что поверхность X можно склеивать не только из треугольников,
но и из многоугольников.

Определение 5.8. Развёрткой замкнутой двумерной поверхности X называет-
ся конечный набор многоугольников (в том числе и треугольников) с заданными
правилами попарной склейки их рёбер.

Триангуляция — это частный случай развёртки.

Пример 5.3. Склейка двумерной сферы. Можно взять 4 треугольника. Направим
и обозначим их рёбра (рис. 5.4), тогда эквивалентность определяется одинаковым
направлением и одинаковым обозначением. После склейки получим пирамиду, экви-
валентную двумерной сфере.

Как мы уже говорили, существуют разные эквивалентности: обычная, частичная
и дробная. В описанном примере мы тоже можем применить частичные эквивалент-
ности, сначала склеив 3 ребра, получив при этом некий многоугольник (рис. 5.5).

Получившийся многоугольник надо профакторизовать по эквивалентности α и в
итоге получим фигуру, гомеоморфную двумерной сфере.
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Рис. 5.4. Склейка двумерной сферы

Рис. 5.5. Частичная эквивалентность при склейке сферы

Почему это гомеоморфизм? Понятно, что внутренность каждых из этих треуголь-
ников гомеоморфно отображается на соответствующий участок сферы по условию.
Что будет на границе? Если мы возьмём соответствующую точку x на ребре пира-
миды с рисунка 5.4 (её образом будет точка ϕpxq на сфере), то её окрестность будет
лежать на двух треугольниках. В этих треугольниках с индуцированной топологией
с плоскости эти два множества будут являться открытыми, поэтому их объединение
в самой триангуляции тоже открыто. В обратную сторону так же. Поэтому это будет
гомеоморфизм на всей поверхности.

Следующая задача такова. У нас есть поверхность X . Мы рассматриваем её неко-
торую развёртку и обратим внимание на то, что если эта поверхность замкнутая,
триангулируемая и связная (как, например, сфера), то её развёртку можно предста-
вить в виде одного многоугольника. Его рёбра будут склеиваться попарно.

Пусть нам задан многоугольник M — развёртка некоторой поверхности X . За-
дадим на нём обход по часовой стрелке. Будем его рёбра обозначать следующим
образом: направив первое ребро по направлению обхода и обозначив его за a, если у
какого-то ребра многоугольника направление обхода совпадает с его направлением,
то обозначим его тоже как a; если направление обратное, то просто рисуем стрелку в
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обратную сторону. Если обходиться без рисования стрелок, как в описанном раннее
примере, то рёбра, направленные в обратную сторону от направления обхода, будем
обозначать как a´1.

Можно сказать, что мы фактически закодировали многоугольник развёртки
одним словом.

Пример 5.4. На рисунке 5.6 многоугольник M можно закодировать словом (начи-
ная с ребра a) ab´1a´1bcc (начинать можно с любой буквы).

Рис. 5.6. Вариант слова развёртки — ab´1a´1bcc

Задача состоит в том, чтобы по данному слову определить, что за поверхность
была дана изначально. Чтобы менять эти слова, нужно ввести такие операции, кото-
рые не изменяют гомеоморфизма развёртки после склеивания, но которые бы слова
тем не менее упрощали.

Эквивалентность разверток. Классификация разверток

Определение 5.9. Две развёртки называются эквивалентными, если соответ-
ствующие им фактор-пространства (поверхности, получающиеся после склеек) го-
меоморфны.

Теорема 5.1. (о классификации развёрток поверхностей) В классе эквива-
лентности любой развёртки существует развёртка со словом одного из следующих
типов:

1) W “ c1c1c2c2 . . .cqcq;

2) W “ a1b1a´1
1 b´1

1 . . .apbpa´1
p b´1

p .

2 типа слов из теоремы являются взаимоисключающими. При этом поверхность, у
которой слово первого типа, является неориентируемой , а поверхность со словом
второго типа является ориентируемой .

ФАКУЛЬТЕТ  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ 
МАТЕМАТИКИ  И  КИБЕРНЕТИКИ
МГУ ИМЕНИ  М.В. ЛОМОНОСОВА

52



ОСНОВЫ ОБЩЕЙ ТОПОЛОГИИ

ФОМЕНКО ТАТЬЯНА НИКОЛАЕВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Пример 5.5. Двумерная сфера — ориентируемая поверхность. Возьмём точку A

и будем проводить замкнутую кривую по поверхности. Если в точке A взять век-
тор, направленный перпендикулярно к поверхности, и провести его по замкнутой
кривой, то он вернётся в изначальную точку с тем же направлением (рис. 5.7).

Рис. 5.7. Ориентация двумерной сферы Рис. 5.8. Ориентация ленты Мёбиуса

Пример 5.6. Лента Мёбиуса — неориентируемая поверхность, то есть на ней
есть хотя бы одна кривая, у которой после обхода меняется ориентация. Если в
точке A взять вектор, направленный перпендикулярно к поверхности, и провести
его по замкнутой кривой, то он вернётся в изначальную точку A с противополож-
ным направлением (рис. 5.8).

Вернёмся к рассмотренной теореме.
Доказательство.

Для доказательства теоремы рассмотрим несколько простейших операций, кото-
рые не выводят развёртку из класса эквивалентности и в то же время упрощают
слово.

1) Подразделение (или разрезание) (рис. 5.9).

2) Укрупнение (или склеивание) — обратная процедура первой (рис. 5.9).

3) Если в слове развёртки имеется сочетание вида aa´1, то операция свёртывания:
на рис. 5.10 мы берём вершину A, уводим её гомеоморфно вниз и склеиваем
рёбра a, a´1.
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Рис. 5.9. Подразделение и укрупнение

Рис. 5.10. Свёртывание

Нулевой шаг . Осуществим всевозможные свёртывания: все существующие па-
ры рёбер a и a´1 склеим вместе, то есть уберём из слова W нашей развёртки все
сочетания вида aa´1.

Первый шаг . Получить развёртку, в которой все вершины эквивалентны — то
есть они при переходе в поверхность склеиваются в одну точку.

Если не все вершины в развёртке эквивалентны, то обязательно DAB — ребро
такое, что A ff B. Возьмём соседнее ребро AC (рис. 5.11) и посмотрим, как могут
склеиться рёбра AB и AC. В нулевом шаге все сочетания вида aa´1 уже убраны, так
что случай, когда AB и AC направлены в противоположные стороны, невозможен.
Тогда рассмотрим случай, когда они сонаправлены. Значит, при склеивании рёбер
склеятся точки A и B, а этот случай невозможен по заданному нам условию. Отсюда
следует, что ребро AC не может склеиваться с ребром AB.

Заметим, что ребро AC склеивается с ребром, который находится вне треугольни-
ка ABC (рис. 5.11). Сделаем разрез по ребру CB и склеим по b. Получится развёртка,
как на рис. 5.12. Класс эквивалентности вершины A уменьшился на 1, а класс экви-
валентности вершины B увеличился на 1. Продолжая эту процедуру, мы будем класс
эквивалентности A уменьшать, а класс эквивалентности B увеличивать.

Если в процессе таких перестроек мы получили, что класс эквивалентности вер-
шины A состоит из одной точки (то есть она эквивалентна только самой себе), то это
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Рис. 5.11. Разрез по d Рис. 5.12. Склеивание по b

означает, что мы получим при вершине A рёбра a и a´1. Следовательно, эта вершина
участвует в сочетании вида aa´1, которое легко убирается свёртыванием, и таким
образом исчезает сама вершина A.

Продолжая такую процедуру для всех вершин, которые не эквивалентны B, мы
получим один класс эквивалентности, то есть все вершины будут эквивалентны меж-
ду собой.

Второй шаг . Если в слове развёртки существуют две одинаковых буквы, ко-
торые не стоят рядом, то их можно «поставить рядом»2. Сделаем разрез по d (рис.
5.13) и склеим по a. После такой склейки (рис. 5.14) ребро a исчезает, образовавшиеся
рёбра вида bb´1 мы свернём, в итоге получим сочетание вида dd.

Рис. 5.13. Разрез по d Рис. 5.14. Склеивание по a

Третий шаг . Если в слове развёртки буквы a и a´1 не стоят рядом, то обяза-
тельно существует такая пара b и b´1, которые их разделяют, то есть b находится
между a и a´1, а b´1 между a´1 и a (рис. 5.15). Докажем, что такая пара обязательно
существует.

2Имеется в виду, что стоять рядом будут не те же самые буквы, а какие-то новые, другие, а
старые исчезнут
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Рис. 5.15. Третий шаг доказательства теоремы о классификации развёрток

Предположим противное, тогда все рёбра между a и a´1 склеиваются попарно
между собой, ни одно из этих рёбер не склеивается ни с каким ребром между a´1 и
a. Заметим, что если между a и a´1 есть ребро c, то между a´1 и a точно нет ребра
c, так как на втором шаге такие рёбра мы поставили рядом. Тогда получаем, что
A ff B (так как мы не можем склеить ребро из A и ребро из B). Но это невозможно,
так как на первом шаге мы сделали все вершины эквивалентными. Следовательно,
пара, описанная в третьем шаге, обязательно существует.

Четвёртый шаг . Пусть существуют пары pa,a´1q и pb,b´1q, разделяющие друг
друга. Тогда их можно сдвинуть в слове и получить сочетание вида dcd´1c´1.

Продолжение доказательства в следующей лекции �
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Лекция 6. Классификация разверток поверхностей

Теорема о классификации разверток (продолжение)

Доказательство.

Напомним проделанные шаги.

Нулевой шаг . Осуществим всевозможные свёртывания: все существующие па-
ры рёбер a и a´1 склеим вместе, то есть уберём из слова W нашей развёртки все
сочетания вида aa´1.

Первый шаг . Получить развёртку, в которой все вершины эквивалентны — то
есть они при переходе в поверхность склеиваются в одну точку.

Второй шаг . Если в слове развёртки существуют две одинаковых буквы, кото-
рые не стоят рядом, то их можно «поставить рядом».

Третий шаг . Если в слове развёртки буквы a и a´1 не стоят рядом, то обяза-
тельно существует такая пара b и b´1, которые их разделяют, то есть b находится
между a и a´1, а b´1 между a´1 и a.

Четвёртый шаг . Пусть существуют пары pa,a´1q и pb,b´1q, разделяющие друг
друга. Тогда их можно сдвинуть в слове и получить сочетание вида dcd´1c´1.

Рис. 6.1. Разрез по d Рис. 6.2. Склеивание по b

Докажем четвёртый шаг. Пусть у нас есть такие разделяющие друг друга пары
a и a´1, b и b´1 (рис. 6.1). Сделаем разрез по ребру d и сделаем склейку по рёбрам
b (рис. 6.2). Преобразуем фигуру в выпуклую (рис. 6.3), сделаем разрез по ребру e

и склеим по a (рис. 6.4).
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Рис. 6.3. Разрез по e Рис. 6.4. Склеивание по a

Напомним, что если в процессе преобразования у нас появляются сочетания вида
f f´1, то мы их можем свернуть. Получаем многоугольник, изображённый на рис. 6.4,
который гомеоморфен многоугольнику, чьё слово можно записать как e´1d´1ed . . .

или, если обозначить e´1 “ x, d´1 “ y, то получим слово xyx´1y´1 . . ., как и описыва-
лось в четвёртом шаге.

Пятый шаг . После нулевого — четвёртого шагов в слове rW развёртки остаются
сочетания вида либо cc, либо aba´1b´1. Если остались сочетания только вида cc,
то получена каноническая развёртка первого типа, а если только вида aba´1b´1, то
получена каноническая развёртка второго типа.

А что, если остались сочетания обоих видов? Предположим, что в действитель-
ности остались сочетания вида cc и aba´1b´1 одновременно. Покажем, что в этом
случае можно так преобразовать слово развёртки, что останутся сочетания только
вида cc.

Проведём ряд разрезов и склеек. Сначала разрежем по ребру d (рис. 6.5) и склеим
по ребру c (рис. 6.6).

Рис. 6.5. Разрез по d Рис. 6.6. Склеивание по c

Преобразуем фигуру в выпуклую (рис. 6.7), сделаем разрез по e и склейку по a

(рис. 6.8).
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Рис. 6.7. Разрез по e Рис. 6.8. Склеивание по a

Преобразуем фигуру в выпуклую (рис. 6.9), сделаем разрез по f и склейку по b

(рис. 6.10).

Рис. 6.9. Разрез по f Рис. 6.10. Склеивание по b

И последним шагом сделаем разрез по g (рис. 6.11) и склейку по d (рис. 6.12).

Рис. 6.11. Разрез по g Рис. 6.12. Склеивание по d

В итоге получим слово gge´1e´1 f´1 f´1, а обозначив e´1 “ x и f´1 “ y, получим
слово вида ggxxyy, что и есть набор сочетаний вида cc. Таким образом, если в слове
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развёртки есть сочетания вида aba´1b´1 и сочетания вида cc, то описанным выше
способом можно свести всё слово к первому типу (то есть состоящего только из
сочетаний cc). �

Возникает вопрос: если мы взяли две разные развёртки одной и той же поверхно-
сти, преобразовали их, то одна из них была приведена к каноническому слову первого
типа, а другая — второго?

Теорема 6.1. Для замкнутой связной триангулируемой поверхности S любая её
развёртка приводится к одному из канонических видов со словом либо первого типа
(когда W “ c1c1 . . .cqcq), либо второго типа (когда W “ aba´1

1 b´1
1 . . .apbpa´1

p b´1
p ), где

p,q P N, причём для любой начальной развёртки результат один и тот же.

Теорему оставим без доказательства.

Геометрическая структура поверхностей

Здесь и далее мы рассматриваем только замкнутые связные триагнулируемые
поверхности. Какова геометрическая структура поверхности X , если её развёртка
первого канонического типа (то есть слово вида W “ c1c1 . . .cqcq)? Такую поверхность
обозначают как Nq.

Рассмотрим случай, когда q“ 1, то есть поверхность N1. Покажем, что N1 “RP2.
Поверхность RP2 получают склейкой квадрата (рис. 6.13). Слово этого квадрата:
W “ abab (если обозначать рёбра по порядку склеивания). Можно выполнить разрез
по c и склейку по b. У нас появится сочетание вида aa´1 (степень ´1 появилась, пото-
му что верхнее ребро a направлено против обхода), если мы его свернём, то получим
развёртку на рис. 6.14, чьё слово W “ cc — первый канонический вид. Оказыва-

Рис. 6.13. Разрез по c и склеивание по b Рис. 6.14. Получившаяся развёртка
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Рис. 6.15. Развёртки диска и листа Мёбиуса

ется, эту поверхность N1 можно интерпретировать как склеивание диска с листом
Мёбиуса (рис. ?? — развёртки, ?? — склейка). Для более простого восприятия диск
можно представить как двумерную полусферу (их гомеоморфность доказывалась в
предыдущих лекциях) и склеить «отверстие» сферы с прямоугольником из рис. ??.

Рис. 6.16. Проекция склейки диска и листа

Утверждение 6.1. Поверхность Nq, у которой слово развёртки W “ c1c1 . . .cqcq,
можно интерпретировать как сферу S2, к которой приклеено q листов Мёбиуса.

Утверждение оставим без доказательства. Каким образом приклеиваем листы
Мёбиуса? Берём сферу, проделываем в ней q «дырок» и к каждой приклеиваем свой
лист Мёбиуса.

Теперь рассмотрим ориентируемую поверхность с каноническим словом развёрт-
ки

W “ a1b1a´1
1 b´1

1 . . .apbpa´1
p b´1

p

Она обозначается как Mp.

Для начала рассмотрим M1, то есть W “ a1b1a´1
1 b´1

1 . Такой случай мы уже рас-
сматривали в предыдущих лекциях, после склейки выйдет тор (рис. 6.17). Тогда M1

это тор T 2, который можно интерпретировать как сферу S2 с «ручкой» U (рис. 6.18).

Утверждение 6.2. Поверхность Mp можно интерпретировать как сферу S2 с p

«ручками».

Замечание : если мы рассмотрим M0 и N0, то это будет просто сфера S2.
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Эйлерова характеристика поверхности

Пусть на поверхности X задана некоторая триангуляция. Обозначим за a0 число
вершин (после склейки на X), за a1 — число рёбер, за a2 — число многоугольников
(в частности, треугольников).

Рис. 6.17. Склейка тора Рис. 6.18. Сфера с «ручкой»

Определение 6.1. Эйлеровой характеристикой на поверхности X (с заданной
триангуляцией) называется число χpXq :“ a0´a1`a2.

Пример 6.1. χpS2q. У двумерной сферы 4 вершины, 3 ребра и 1 многоугольник (рис.
6.19). Тогда эйлерова характеристика сферы χpS2q “ 2.

Рис. 6.19. Один из вариантов триангуляции сферы

Пример 6.2. χpT 2q. У тора 1 вершина, 2 ребра и 1 многоугольник. Тогда эйлерова
характеристика тора χpT 2q “ 0.

Упражнение 6.1. Проверить, что эйлерова характеристика проективной плоско-
сти χpN1q “ 1.

Лемма 6.1. 1) Для поверхностей Mp и Nq верны формулы

χpMpq “ 2´2p и χpNqq “ 2´q p,q P N

ФАКУЛЬТЕТ  ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ 
МАТЕМАТИКИ  И  КИБЕРНЕТИКИ
МГУ ИМЕНИ  М.В. ЛОМОНОСОВА

62



ОСНОВЫ ОБЩЕЙ ТОПОЛОГИИ

ФОМЕНКО ТАТЬЯНА НИКОЛАЕВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

2) Mp fl Nq ни при каких значениях p,q P N.

Данную лемму оставляем без доказательства.

Классификация правильных многогранников

Напомним, что к правильным многогранникам относятся выпуклые многогран-
ники правильной формы с одинаковыми рёбрами (например, тетраэдр, куб и т. д.). У
правильного многогранника обозначим за α количество вершин, за β — количество
рёбер, за γ — количество граней. Определим тип многогранника.

Определение 6.2. Говорят, что многогранник M имеет тип pn,mq, если n —
количество рёбер в одной его грани, а m — количество граней (или рёбер), которые
сходятся в одной вершине.

Рассмотрим связь между числами α, β , γ и n, m. Поскольку грани примыкают по
ребру, то если мы в каждой грани будет считать все рёбра, которые в ней участвуют,
то каждое ребро мы очевидно посчитаем 2 раза. Тогда n ¨ γ “ 2β . Поскольку каждое
ребро входит в 2 вершины, то мы посчитаем каждое ребро 2 раза. Тогда m ¨α “ 2β .
Из этих двух уравнений следует nα “ 2β “ mγ . Это так же можно записать как:

α

1

m

“
β

1

2

“
γ

1

n

Мы знаем, что любой правильный многогранник (точнее, его поверхность) гомео-
морфен сфере S2. Следовательно, эйлерова характеристика χpMq “ 2. Тогда имеет
место равенство:

2“ α´β ` γ

Упражнение 6.2. Проверить, что верно равенство:

α´β ` γ

1
m ´

1
2 `

1
n

“ αm“ 2β “ nγ

Приведём описанную в выражении дробь к общему знаменателю. Получим
2 ¨2mn

2n´mn`2m
“

4mn
2n´mn`2m

“ αmą 0 ñ 2n´mn`2mą 0

Заметим, что pn´2qpm´2q “ nm´2m´2n`4. Тогда написанное выше неравенство
равносильно pn´ 2qpm´ 2q ă 4. Отсюда следует, что существуют только следующие
типы многогранников (рис. 6.20):
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Рис. 6.20. Слева-направо: тетраэдр, куб, октаэдр, додекаэдр, икосаэдр

1) p3,3q — тетраэдр;

2) p4,3q — куб;

3) p3,4q — октаэдр;

4) p5,3q — додекаэдр (12-гранник);

5) p3,5q — икосаэдр (20-гранник).
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Лекция 7. Действие группы на топологическом

пространстве

Действие группы на топологическом пространстве

Пусть задано топологическое пространство pX ,τq и имеется некоторая группа
pG,˚q. Напомним, что группой называется непустое множество с бинарной операцией,
которую в некоммутативном случае обозначают как ˚ (в коммутативном обозначают
как ` и группу называют абелевой) и которая обладает свойствами, что в множе-
стве есть тривиальный элемент (обозначаемый как 0) такой, что при умножении на
него другой элемент не меняется, и у каждого нетривиального элемента существует
обратный ему (их произведение равно тривиальному).

HomeopXq— группа гомеоморфизмов X . Бинарная операция здесь это композиция
˝. То есть при X

ϕ
ÝÑ X

ψ
ÝÑ X есть композиция ψ ˝ϖ . idx — тривиальный элемент в

HomeopXq.

Пусть задан некоторый гомоморфизм h : GÑ HomeopXq. Тогда @g P G отображе-
ние hpgq : X Ñ X .

Определение 7.1. Действием группы G на топологическом пространстве X

называют отображение

ϕ : GˆX Ñ X , где ϕpg,xq :“ hpgqpxq

Орбита элемента. Пространство орбит

Для любого элемента x P X мы можем рассмотреть образы этого элемента, меняя
элемент g P G.

Определение 7.2. Орбитой элемента x при заданном действии группы G на
топологическом пространстве X называется множество

rxsG :“ ty P X |y“ hpgqpxq, g P Gu

«Длина» орбиты (мощность множества rxsG) может различаться у разных эле-
ментов x.

Пример 7.1. Рассмотрим пространство, состоящее их диска D2, объединённое с
точками a и b (рис. 7.1). Пусть группа G“ pZ4,‘q. Напомним, что Z“ t0,1,2,3u.
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Заметим, что в этой группе любой её элемент является её образующей, то есть
все остальные элементы получаются из него с помощью сложения.

Рис. 7.1. Пространство, состоящее их диска D2, объединённое с точками a и b

Будем считать, что 1G “ f : X Ñ X по следующему правилу: если x PD2, то f pxq

— поворот на π

2 против часовой стрелки. Отметим, что

0paq “ a,1paq “ b,2paq “ a,3paq “ b

0pbq “ b,1pbq “ a,2pbq “ b,3pbq “ a

У каждой точки x PD2 орбита состоит из четырёх точек xi “ iGpxq, i“ 0, . . . ,3.
Орбиты точек a и b состоят из двух точек: rasG “ rbsG “ ta,bu. Орбита точки 0:
r0sG “ t0u.

Утверждение 7.1. Орбиты при действии G разных точек пространства X либо
совпадают, либо не пересекаются, то есть они образуют разбиение X , а следова-
тельно, задают эквивалентность на X .

Доказательство.

Предположим противное. Пусть rxsGXrysG ‰∅ и они не совпадают. Значит, Dz“

hpgqpxq “ hpg1qpyq. Поскольку hpgq и hpg1q — гомеоморфизмы, то отсюда следует, что
x “ phpgqq´1 ˝ hpg1qpyq. Поскольку композиция гомеоморфизмов есть гомеоморфизм
hpg´1 ˚g1q, то следовательно x P rysG. Поскольку отображение GÑHomeopXq — гомо-
морфизм, то композиция g´1 ˚g1 соответствует phpgqq´1 ˝hpg1q. Приходим к противо-
речию, что rxsG “ rysG. �
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Определение 7.3. Пространством орбит по заданному действию группы G на
топологическом пространстве X называется фактор-пространство X{G по эк-
вивалентности, задаваемой разбиением на орбиты.

Транзитивное действие группы. Однородное пространство

Определение 7.4. Действие группы G на X называется транзитивным, если

@x,y P X D!g P G : hpgqpxq “ g

Отсюда следует, что все элементы X принадлежат одной орбите @x.

Определение 7.5. Однородным топологическим пространством (для груп-
пы G) называется топологическое пространство X с заданным на нём транзитив-
ным действием группы G.

Пример 7.2. Пусть X “ S1 — окружность. Рассмотрим группу pG,‘2πq, где G “

r0,2πq, а операция x‘2π y “ rx` ys2π . Такая группа очевидно задаёт транзитивное
действие на окружности (рис. 7.2). S1 — однородное пространство относительно
действия данной группы.

Рис. 7.2. Транзитивное действие группы pG,‘2πq на окружности

Пример 7.3. Рассмотрим пространство орбит из примера 7.1. Заметим, что ра-
диусы диска между x и f pxq при действии 1G поворачиваются на 90˝, то есть весь
сектор от x до f pxq (невключительно) поворачивается целиком на 90˝. Если мы
у каждой точки полузамкнутого сектора возьмём орбиты, то они покроют весь
диск. Пространство орбит на диске есть сектор шириной π

2 . Точки a и b образуют
одну орбиту.
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Вещественное проективное пространство как пространство

орбит

В предыдущих лекциях мы рассматривали 3 модели построения проективной
плоскости RP2: квадрат, диск и двумерная сфера (см. 4.8). Если посмотреть на тре-
тью модель, то можно заметить, что на сфере S2 можно задать действие Z2, где
1Z2 : z ÞÑ z1 — переводит точку в диаметрально противоположную. Отсюда следует,
что пространство RP2 это пространство орбит по заданному действию группы Z2 на
двумерной сфере.

Эту модель можно модифицировать. Двумерная сфера расположена в трёхмер-
ном пространстве. Когда мы факторизуем по диаметрально противоположным точ-
кам, то мы получаем столько орбит, сколько мы получим, если совершим следующее
действие.

Из центра сферы через каждую точку сферы проведём луч. При склеивании диа-
метрально противоположных точек мы склеиваем 2 луча (заметим, что 2 луча, прове-
дённые через диаметрально противоположные точки, образуют прямую). Возникает
ассоциация, что когда мы склеиваем две диаметрально противоположные точки на
сфере, то мы получим ровно столько классов эквивалентности (орбит), как если бы
мы склеивали в одну точку любую прямую, проходящую через эти две диаметрально
противоположные точки.

Поэтому получается, что мы факторизуем пространство R3zt0u по эквивалент-
ности, задаваемой прямыми, проходящими через начало координат. В этом случае,
пространство Rzt0u можно считать группой по умножению.

hpαq : R3zt0u Ñ R3zt0u

x ÞÑ α ¨ x

Если мы будем менять элементы группы, то орбитой будет являться прямая,
проходящая через начало координат и точку x. Легко проверить, что

R3
zt0u{Rzt0u – S2

{Z2

Если взять окрестность точки на сфере, то это всё равно, что взять стоящие
в окрестности близкие к данной прямой прямые. Соответствие между открытыми
множествами будет очевидно.
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Аналогично можно определять проективные вещественные пространства вида

RPn :“ Rn`1
zt0u{Rzt0u

— n-мерное вещественное проективное пространство.

Если n“ 0, то получаем R1zt0u{Rzt0u “ tptu — одна точка.

Если n “ 1, то R2zt0u{Rzt0u будет представлять собой плоскость, факторизован-
ную по прямым, — получится окружность S1.

Случай, когда n“ 2, мы уже рассмотрели.

Комплексные проективные пространства. Расслоение Хопфа

Определим комплексную проективную плоскость:

CPn :“ Cn`1
zt0u{Czt0u

Здесь Czt0u — группа по умножению. Действие этой группы на пространстве
Cn`1zt0u будет следующим: @z“ pz1, . . . ,zn`1q возьмём u P Czt0u. Тогда

hpuqpzq :“ u ¨ z“ pu ¨ z1, . . . ,u ¨ zn`1q

Если рассматривать сферу Sn
C и её пресечение с орбитой rzsCzt0u, то это будет (при

|z| “ 1 и |u| “ 1)
Sn
CXrzsCzt0u “ tu ¨ zuu“eiϕ

— если мы берём точки z P Sn
C, то получаем окружность большого круга на этой

сфере, проходящего через точку z.

Таким образом, CPn можно рассматривать как S2n`1{γ , где γ — эквивалентность,
по которой эквивалентны точки, лежащие на одном большом круге, проходящем
через заданную точку. Тогда можно записать

CPn
” S2n`1

{S1

Рассмотрим частные случаи. Если n“ 0, то рассматривается одна точка
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CP0
“ S1

{S1
“ tptu

Если n “ 1, то рассматривается CP1 “ S3{S1. Сфера размерность 3 находится в
четырёхмерном пространстве или двумерном комплексном пространстве. Пусть пара
pz,uq P C2zt0u. Рассмотрим пространство орбит таких элементов:

CP1
“ tzpz,uq |zpz,uq “ λ pz,uq

где λ PCzt0uu. Совокупность tλ pz,uqu можно ассоциировать как
λ z
λu
“

z
u
. Тогда мы

получаем всю комплексную плоскость C. А если допускать, что u“ 0, то к плоскости
добавляется символическая точка8. Тогда фактически мы получаем (гомеоморфно)
двумерную сферу.

Трёхмерную сферу мы проектируем в двумерную, то есть

π : S3 S1
ÝÑ S2, где π

´1
pxq – S1

@x P S2

Можно представить двумерную сферу, над каждой точкой которой «висит» окруж-
ность, все окружности не пересекаются. Отображение π называется расслоением
Хопфа .

Утверждение 7.2. Расслоение Хопфа является локально тривиальным расслое-
нием: то есть у каждой точки x P S2 существует некоторая окрестность Upxq

такая, что
π
´1
pUpxqq – upxqxS1

Оставим данное утверждение без доказательства. Аналогично иногда рассматри-
вают расслоение

S2n`1 S1
ÝÑ CPn

Трёхмерная сфера как фактор-пространство

Саму трёхмерную сферу можно представлять как некое фактор-пространство.
Важным фактом является то, что сфера S3 нечётной размерности, так как такие
сферы обладают похожими свойствами (в данном случае сферы S1 и S3).

Рассмотрим, как окружность S1 представляется в виде фактор-пространства.
Окружность задаётся как
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S1
“ tpx,yq P R2

|x2
` y2

“ 1u

Рассмотрим поверхность

P“ tpx,yq P S1
||x| “ |y|u

— таких точек 4. Тогда окружность можно представлять как S1 “ Π1YΠ2, где
(рис. 7.3)

Π1 “ tpx,yq P S1
||xď |y|u

Π2 “ tpx,yq P S1
||xě |y|u

Рис. 7.3. Π1 “ tpx,yq P S1||xď |y|u и Π2 “ tpx,yq P S1||xě |y|u

Эти поверхности можно представить как Π1 “ D1ˆS0 и Π2 “ S0ˆD1. Границы

BΠ1 “ S0
1ˆS0

2 и BΠ2 “ S0
1ˆS0

2

Тогда окружность

S1
“Π1YΠ2{BΠ1 “ BΠ2

Оказывается, что трёхмерная сфера устроена похожим образом. Она лежит в
четырёхмерном вещественном или двумерном комплексном пространстве. Тогда

S3
“ tpz,uq||z|2`|u|2 “ 1u z,u P C
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Рис. 7.4. Поверхность Π3
1

Будем считать, что z“ a` ib, u“ c` id. Рассмотрим поверхность

P3
“ tpz,uq P S3

||z| “ |u|u

поскольку сумма квадратов равна единице, то получаем, что

z“ 1?
2
eiϕ и u“ 1?

2
eiψ

Получаем, что z и u образуют окружности S1. Получаем, что P3 “ S1ˆS1 “ T 2 —
двумерный тор. Теперь рассмотрим такие подмножества трёхмерной сферы:

Π
3
1 “ tpz,uq P S3

||z| ď |u|u

Π
3
2 “ tpz,uq P S3

||z| ě |u|u

Рис. 7.5. Трёхмерная сфера
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Если записать в общем виде Π3
1, то z“ reiϕ , где r “ |z|. Следовательно r ď

?
1´ r2.

Следовательно 0 ă r ă 1?
2
. Получаем некий диск радиуса 1?

2
. Здесь u “

?
1´ r2eiψ .

Получается, что каждая точка диска умножается на окружность, радиус которой
определяется по формуле

?
1´ r2. Отсюда мы видим, что поверхность Π3

1 – D2
1 ˆ

S1
2 (рис. 7.4). Аналогично Π3

2 – S1
1 ˆD2

2. Получаем полноторие («бублик») в обоих
случаях.

Рассмотрим границу BΠ3
1 “ S1

1ˆ S1
2. Когда мы склеиваем оба диска по их общей

границе (параллель одного полнотория склеивается с меридианом второго), то полу-
чается трёхмерная сфера. Напомним, что

S3
“Π

3
1YΠ

3
2{BΠ

3
1 “ BΠ

3
2

На рис. 7.5 приведена примерная проекция трёхмерной сферы.
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Лекция 8. Линзовые пространства. Непрерывность и

топология

Напомним, что комплексное проективное пространство CPn мы рассматривали
как Cn`1zt0u{Czt0u. Если перевести на вещественную точку зрения, то мы рассмат-
ривали S2n`1{S1. Если мы рассматриваем сферы, то действие группы Czt0u сводится
к сфере S1, потому что берётся точка на сфере S2n`1 и её умножают на комплексные
числа так, чтобы оставаться на этой сфере. Тогда эти комплексные числа должны
иметь модуль, равный 1. Также нужно помнить, что в любой группе есть бинарная
операция, которая является ассоциативной.

Линзовые пространства

Будем рассматривать действие группы Zk на сфере S2n`1. Конечная группа Zk

имеет k элементов. Рассмотрим любой элемент z P S2n`1, рассмотрим окружность
большого круга, проходящего через него, но факторизовать будем не по всей окруж-
ности, а по действию Zk на этой окружности.

z P Sn
C, z“ pz1, . . . ,znq

Зададим число k P N и числа k1, . . . ,kn такие, что k j и k — взаимно простые чис-
ла, причём 1 ă k j ă k. Тогда мы можем задать следующее действие: компоненту z1

умножим на e
2π

k i, следующую компоненту z2 — на e
2π

k k1i, . . ., компоненту zn`1 — на

e
2π

k kni. По каждой координате мы делаем свой поворот. Раз числа взаимно простые с
k, то орбиты действия этих поворотов имеют одинаковую длину, равную k для всех
координат.

При факторизации по каждой координате в качестве фактора образуется окруж-
ность.

Определение 8.1. Если произвести такую факторизацию S2n`1{Zk, то это про-
странство называется обобщённое линзовое пространство с параметрами k,
k1, . . ., kn. Обозначается как Lpk,k1, . . . ,knq.

В частности, при n “ 1 рассмотрим взаимно простые числа p ą 1 и 1 ă q ă p —
например, 5 и 3. Тогда мы можем рассмотреть линзу Lp5,3q. На трёхмерной сфере
мы рассматриваем действие группы Z5, тогда
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z“ pz1,z2q Ñ

ˆ

z1 ¨ e
2π

5 i,z2 ¨ e
2π

5 3i
˙

Поскольку при факторизации по каждой координатное в фактор-пространстве
образовалась окружность, то мы можем сделать ещё одну факторизацию. На линзе
Lpk,k1, . . . ,knq можно задать действие окружности S1 и факторизовать по S1. Полу-
чаем тот же результат, как если бы мы сразу профакторизовали всю окружность
большого круга под действием S1. Все результаты факторизации по разным коорди-
натам нивелируются, потому что все полученные окружности мы переводим в точку.
Тогда Lpk,k1, . . . ,knq{S1 “ CPn.

Таким образом, комплексное проективное пространство можно получить с помо-
щью двухэтажной факторизации: сначала профакторизовать сферу S2n`1 под дей-
ствием конечной группы Zk, затем этот результат факторизации профакторизовать
ещё раз под действием окружности S1.

Непрерывность и топология

Мы уже рассматривали понятие непрерывности с разных точек зрения (см. опре-
деления 2.3, 2.4, 2.5).

Определение 8.2. Замыкание A — это пересечение всех замкнутых множеств
(дополнение открытых множеств), содержащих A.

Теорема 8.1. Пусть задано некоторое отображение f : X Ñ Y , где X — топо-
логическое пространство с топологией τ и Y — топологическое пространство с
топологией µ. Следующие три утверждения эквивалентны:

1) f— непрерывно.

2) @AĎ X верно, что f pAq Ď f pAq.

3) @BĎ X верно, что f´1pBq Ď f´1pBq.

Доказательство.

1. Докажем, что из первого утверждения следует второе.

Рассмотрим прообраз f´1p f pAqq. Само множество A содержится в этом прообразе,
более того, оно так же A Ď f´1pAq. Прообраз замкнут (в силу непрерывности отоб-
ражения). Раз множество A содержится в замкнутом множестве, то A Ď f´1p f pAqq.
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Отсюда следует, что если мы применим f к обеим частям, то f pAq Ď f pAq, что и
требовалось доказать.

2. Докажем, что из второго утверждения следует первое.

Из второго утверждения следует, что A Ď f´1p f pAqq. Пусть F — произвольное
замкнутое множество в Y . В качестве A рассмотрим f´1pFq. Покажем, что это мно-
жество A замкнуто.

f´1pFq Ď f´1
p f p f´1pFqqq

Заметим, что f p f´1pFqq “ F . Но F замкнуто. Значит, F “ F .

ñ f´1
p f p f´1pFqqq “ f´1

pFq

Таким образом, замыкание f´1pFq Ď f´1pFq. Отсюда следует, что f´1pFq “ A —
замкнуто. Значит, f непрерывно, и выполняется первое утверждение.

3. Докажем, что из первого утверждения следует третье.

Покажем, что f´1pBq Ď f´1pBq. Прообраз f´1pBq замкнут. Полный прообраз про-
извольного множества целиком содержится в полном прообразе замыкания, то есть
f´1pBq Ď f´1pBq. Отсюда следует, что f´1pBq Ď f´1pBq — получаем третье утвержде-
ние.

4. Докажем, что из третьего утверждения следует первое.

Пусть @BĎ X верно, что f´1pBq Ď f´1pBq. Рассмотрим такое включение:

f´1
pBq Ď f´1pBq Ď f´1

pBq

Предположим, что B “ F — замкнутое множество, то есть B “ B “ F . Тогда про-
образ f´1pFq Ď f´1pFq — замыкание прообраза содержится в его прообразе, отсюда
следует, что f´1pFq замкнуто, значит, отображение f непрерывно. �

На предыдущих лекциях разобрали утверждение, что если отображение непре-
рывно, то оно непрерывно в каждой точке, и наоборот. Теперь рассмотрим утвержде-
ние о связи топологий в пространствах X и Y с непрерывностью заданного отображе-
ния. Но сначала возникает несколько вопросов. Пусть f : X ÑY , где X (с топологией
τ) и Y (с топологией η) — топологические пространства.
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1) Если топологии τ и η уже заданы, то непрерывно ли отображение f ?

2) Если топология в X задана, а в Y — нет, то как задать топологию в пространстве
Y , чтобы отображение f было непрерывным?

3) Если топология в Y задана, а в X — нет, то как задать топологию в пространстве
X , чтобы отображение f было непрерывным?

В первом случае непрерывность отображения f проверяется по определению.
Во втором случае η — топология в Y , индуцированная отображением f . Тополо-
гия η “ tV Ď Y | f´1pV q P τu — сильнейшая топология, при которой отображение f

будет непрерывным. В третьем случае @W P η обязательно f´1pW q — открыто в X .
Тогда τ “ t f´1pW q|W P ηu — слабейшая топология, в которой f непрерывно.

Конструкция гомеоморфизма из сюръективного отображения

Пусть X (с топологией τ) и Y (с топологией η) — топологические пространства и
задано отображение f : X Ñ Y , которое является сюръективным

@y P Y Dx P X : f pxq “ y

Теорема 8.2. Пусть f — непрерывно и сюръективно. Тогда отображение rf : X{γ f Ñ

Y — гомеоморфизм, где γ f — эквивалентность, задаваемая по правилу: x„γ f x1 тогда
и только тогда, когда

f pxq “ f px1q и rf prxsγ f q :“ f pxq

Доказательство.

Рис. 8.1. Диаграмма теоремы 8.2

Из диаграммы, приведённой на рис. 8.1, видно, что f “ rf ˝π.
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1) Ясно, что rf взаимно-однозначно: rf´1py P Y q “ rxsγ f .

2) Покажем, что rf непрерывно. Возьмём @V P η . Тогда его прообраз rf´1pV q “W .
С другой стороны, мы знаем, что f´1pV q “U P τ . Тогда πpUq “W .

U ´π
´1
˝ rf´1

pV q “ f´1
pV q P τ

Заметим, что πpUq “ rf´1pV q отрыто в фактор-пространстве X{γ f по определению
фактор-топологии. Отсюда следует, что rf непрерывно.

3) Покажем, что и обратное отображение rf´1 непрерывно. Мы должны взять
произвольное множество W — открытое в rf´1. Покажем, что его образ rf pW q P η . �

Упражнение 8.1. Доказать пункт 3 доказательства самостоятельно.

Теорема 8.3. Пусть у нас имеется отображение f : X Ñ Y , где τ и η — тополо-
гии в пространствах X и Y соответственно. Пусть f сюръективно, непрерывно и
открыто (то есть образ любого открытого множества из X открыт в Y ). Тогда
топология η в Y является топологией, индуцированной отображением f (то есть
η “ γ f ).

Доказательство.

Для доказательства сравним топологии η (заданную в Y ) и γ f (индуцированную
отображением). Рассмотрим открытое множество U P η . Так как f непрерывно, то
полный прообраз этого множества будет открыт, то есть f´1pUq P τ . Это означает,
что U P γ f , то есть мы показали, что η Ď γ f . Также можно отметить, что F´1pUq ‰∅,
если U ‰∅, так как f сюръективно.

Рассмотрим в обратную сторону. Пусть множество V P γ f . Тогда (и только тогда)
f´1pV q P τ — прообраз открыт в пространстве X . А раз отображение f открыто по
условию, то его образ f p f´1pV qq “V P η — открыто в Y . Отсюда следует, что γ f Ď η .

Раз η Ď γ f и γ f Ď η , то η “ γ f , что и требовалось доказать. �
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Топология произведения пространств

Существуют два важных случая: произведение конечного и произведение беско-
нечного набора топологических пространств.

Определение 8.3. Прямое произведение множеств A и B это множество

AˆB :“ tpa,bq|a P A,b P Bu

Пусть X с топологией τ и Y с топологией η — топологические пространства. Тогда
мы можем рассмотреть их прямое произведение XˆY . Возникает вопрос: как на этом
множестве ввести топологию?

Пусть
tUαuαPA‰∅ “ Bτ и tVγuγPC‰∅ “ Bη

— базы топологий τ и η соответственно. Чтобы задать топологию в прямом про-
изведении X ˆY , нужно задать её базу. Докажем следующее утверждение.

Утверждение 8.1. Совокупность прямых произведений tUα ˆVγuαPA
γPC

“ B — база

топологии в X ˆY , которая называется также топологией произведения.

Доказательство.

По теореме (критерий базы топологии) для любой точки

pa,bq P pUα ˆVγqXpUα1ˆVγ1q ‰∅

надо найти элемент вида U ˆV P B такой, что

pa,bq PU ˆV Ă pUα ˆVγqXpUα1ˆVγ1q

Uα ˆVγ P B и Uα1ˆVγ1 P B

Заметим, что пересечение можно представить как

pUα ˆVγqXpUα1ˆVγ1q “ pUα XUα1qˆpVγ ˆVγ1q

a PUα XUα1 и b PVγ ˆVγ1
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По критерию базы в топологиях τ и η мы можем в каждом из пересечений найти
свой элемент базы, то есть:

DU P Bτ : a PU ĎUα XUα1

DV P Bη : b PV ĎVγ ˆVγ1

Отсюда следует, что

pa,bq PU ˆV Ď pUα ˆVγqXpUα1ˆVγ1q

что и требовалось доказать. �

Если мы умеем задавать топологию в двух пространствах, то можно задавать
топологию в любом конечном произведении топологических пространств.

Замечание . Топология, определяемая в произведении XˆY по базе B, является
слабейшей топологией из всех, в которых все проекции непрерывны. Проекции

πX : XˆÑ X и πY : X ˆY Ñ Y

Если взять любое открытое множество U в топологии τ в X , то полный прообраз
проекции π

´1
X pUq “U ˆY . Аналогично @V P η полный прообраз проекции π

´1
Y pV q “

X ˆV .

Топология бесконечного произведения

Топология в бесконечном произведении топологических пространств также назы-
вается тихоновской топологией.

Пусть X “
ź

αPA

Xα , где A — бесконечное множество. Элемент x P X это отображение

x : AÑ
Ť

X (объединение без пересечений), причём xpαq “ Xα P X . Иначе говоря, если
A — это счётное множество, которое можно занумеровать натуральными числами,
тогда элемент прямого произведения это будет последовательность элементов из этих
пространств.

Как задать топологию на таком произведении? Для задания топологии требова-
лось, чтобы все проекции были непрерывны:
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πα0 :
ź

αPA

Xα Ñ Xα0

Задаётся слабейшая топология с этим условием. Если рассмотреть множество Uα0 ,
открытое в Xα0 , то прообраз проекции

π
´1
α0
pUα0q “Uα0ˆ

ź

α‰α0

Xα

Это множество должно быть открыто.

Рассматривая такую совокупность этих множеств как предбазу, база B тополо-
гии в прямом произведении

ź

αPA

Xα задаётся как всевозможные конечные пересечения

таких множеств. Если взять несколько таких множеств, являющимися полными про-
образами открытых множеств в различных пространствах, тогда база представляет
собой

B“

#

Uα1ˆ . . .ˆUαnˆ
ź

α‰αk

Xα

+

1ďkďn

когда каждое Uαk P τ — открытое множество в соответствующей компоненте.

Упражнение 8.2. Проверить, что получившаяся совокупность B — база тополо-
гии (по критерию базы).
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Лекция 9. Непрерывные отображения в

произведении пространств

Теорема о непрерывном отображении в произведение

топологических пространств

Теорема 9.1. Пусть Y — топологическое пространство и X “
ź

αPA‰∅
Xα , где pXα ,ταq

— топологическое пространство. Отображение f : Y ÑX непрерывно тогда и толь-
ко тогда, когда непрерывны все композиции вида

fα :“ πα ˝ f , где πα : X Ñ Xα для всех α P A

Доказательство.

1) ñ

Заметим, что проекции πα непрерывны по определению. Если мы возьмём любое
открытое множество U P τα0 , то его полный прообраз

π
´1
α0
pUq “U ˆ

ź

α‰α0

Xα

По определению тихоновской топологии это открытое множество. Так как f и πα

непрерывны, то композиция πα ˝ f “ fα непрерывна @α P A.

2) ð

Пусть все композиции πα ˝ f “ fα непрерывны @α P A. Для непрерывности f до-
статочно показать, что прообраз базовых открытых множеств из X при отображении
f будут открыты в Y . Рассмотрим множество

W “Uα1ˆ . . .Uαnˆ
ź

α‰αi

Xα 1ď iď n, Uαi P ταi

Это множество W принадлежит базе. Заметим, что это множество W можно пред-

ставить как пересечение W “
n
Ş

i“1
Uαiˆ

ź

α‰αi

Xα . Рассмотрим прообраз:

f´1
pW q “

n
č

i“1

f´1

˜

Uαiˆ
ź

α‰αi

Xα

¸
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Достаточно показать, что такие прообразы (в знаке пересечения) являются от-
крытыми. Заметим, что

Uαiˆ
ź

α‰αi

Xα “ π
´1
αi
pUαiq

Если взять прообраз, то получим

f´1

˜

Uαiˆ
ź

α‰αi

Xα

¸

“ f´1
˝π

´1
αi
pUαiq

Т.к. f´1 ˝π´1
αi
“ f´1

αi
, то получаем, что наш прообраз равняется f´1

αi
pUαiq. Посколь-

ку эти композиции непрерывны, то f´1
αi
pUαiq P τY . Что и требовалось доказать. �

Связность топологических пространств. Внутренние,

внешние, граничные точки

Определение 9.1. Пусть pX ,τq — топологическое пространство и подмножества
A,BĂ X . Говорят, что A и B отделены друг от друга, если AXB“ BXA“∅.

Определение 9.2. Топологическое пространство pX ,τq называется несвязным,
если X “ AYB, где A и B отделены друг от друга и не пусты. В противном случае
X называется связным.

Определение 9.3. Топологическое пространство pX ,τq называется несвязным,
если X “ AXB, где AXB“∅ и оба являются открытыми (и одновременно замкну-
тыми) и не пустыми. В противном случае X называется связным.

Прежде чем доказывать эквивалентность определений, стоит оговорить о точках
в топологическом пространстве X для данного подмножества A.

Определение 9.4. Говорят, что a P X является внутренней для A, если a P A и
DUpaq — открытая окрестность такая, что Upaq P τ и Upaq Ď A.

Определение 9.5. Говорят, что a P X является внешней для A, если a P XzA и
DV paq P τ — окрестность такая, что V paq Ď XzA.

Определение 9.6. Говорят, что a P X является граничной для A, если a не внут-
ренняя и не внешняя (то есть никакая её окрестность не содержится целиком
ни в A, ни в XzA, иными словами, @Upaq P τ выполняется, что Upaq X A ‰ ∅ и
UpaqXpXzAq ‰∅).
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Определение 9.7. Говорят, что a P X является предельной для A, если @Upaq P τ

— открытой окрестности выполняется UpaqXpAztauq ‰∅.

Определение 9.8. Говорят, что a P X является точкой прикосновения к A,
если @Upaq P τ — открытой окрестности выполняется UpaqXA‰∅.

Определение 9.9. Замыканием множества A Ď X называется наименьшее за-
мкнутое множество A, содержащее A.

Определение 9.10. Замыканием множества A называется множество A, ко-
торое является совокупностью всех точек прикосновения множества A.

Определение 9.11. Множество A“ A (то есть A замкнуто) тогда и только то-
гда, когда A содержит все свои граничные точки.

Определение 9.12. Множество A“ A (то есть A замкнуто) тогда и только то-
гда, когда A содержит все свои предельные точки.

Эквивалентность определений несвязности пространств

Лемма 9.1. Определения связности 9.2 и 9.3 эквивалентны.

Доказательство.

1) 9.2 ñ 9.3

Имеем, что X “AYB, где AXB“∅. Тогда B“XzA, следовательно B открыто. Так-
же имеем, что AXB“∅. Тогда A“ XzB, следовательно A тоже открыто. Множества
A и B одновременно являются открытыми и замкнутыми.

2) 9.3 ñ 9.2

Если X “ AYB и AXB“∅, где A и B — открыты, то отсюда следует, что B“ XzA

— замкнуто, то есть B“ B, следовательно BXA“∅. Аналогично наоборот. �

Связность отрезка. Связность выпуклого множества

Теорема 9.2. Отрезок ra,bs на вещественной оси связен.
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Доказательство.

Предположим обратное, тогда отрезок ra,bs представим в виде объединения ra,bs “
UYV , где UXV “∅ и U , V являются открытыми и лежат в вещественной оси. Пусть
точка a PU . Множество U ограничено сверху. b RU , иначе отрезок ra,bs очевидно свя-
зен. Тогда D supU “ c, причём aă că b.

Принадлежит ли c множеству U? Так как U открыто, то DW pcq “ pc´δ ,c`δ q ĂU

— окрестность. В частности Dyą c такая, что y PU . Но тогда c‰ supU — противоре-
чие.

Принадлежит ли c множеству V? Аналогично, тогда Dγ такая, что pc´γ,c`γq ĂV

— окрестность. Тогда Dză c такая, что z PV . Но так как если ză c, то z PU (так как
c — супремум). Получаем противоречие. Что и требовалось доказать. �

Определение 9.13. Множество называется выпуклым, если любые две его точки
можно соединить отрезком.

Теорема 9.3. Всякое выпуклое множество связно.

Доказательство.

Предположим обратное: пусть множество M выпукло и несвязно, тогда M“ AYB,
где AXB“∅ и A, B открыты и не пусты.

Рис. 9.1. ra,bs “U YV , где U “ ra,bsXA и V “ ra,bsXB

Точки a P A, b P B (рис. 9.1). Тогда

ra,bs “U YV , где U “ ra,bsXA и V “ ra,bsXB
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Получается, что отрезок распадает своё объединение двух не пересекающихся
множеств, которые открыты в этом топологическом пространстве. Но это противо-
речие со связностью отрезка ra,bs (по только что доказанной теореме 9.2). �

Сохранение связности при непрерывном отображении

Теорема 9.4. Пусть pX ,τq — связное топологическое пространство. Пусть pY,ηq
— топологическое пространство и задано отображение f : X ÑY и оно непрерывно.
Тогда образ f pXq Ď Y связен.

Доказательство.

Предположим обратное: пусть f pXq “ U YV , где U XV “ ∅ и U,V P η . Отсюда
следует, что

X “ f´1
pUqY f 1pV q

f´1
pUqX f´1

pV q “∅

f´1
pUq, f´1

pV q P τ

Тогда X несвязно, получаем противоречие, так как X связано. ЧТо и требовалось
доказать. �

Следствие. Связность топологического пространства — это топологическое свой-
ство (т. е. оно сохраняется при гомеоморфизме).

Доказательство.

Пусть pX ,τq — связное топологическое пространство и пусть pY,ηq — топологи-
ческое пространство. Пусть задано отображение f : X Ñ Y — гомеоморфизм. По
определению f является взаимно однозначным, непрерывном и обратное к нему то-
же непрерывно. Так как f непрерывно, то его образ f pXq “Y очевидно связен. Также
D f´1 — непрерывно. Тогда f´1pY q “ X тоже связно. �

Пример 9.1. Покажем, что отрезок r0,1s не гомеоморфен окружности S1.
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Доказательство.

Предположим, что r0,1s – S1, тогда Dϕ : r0,1s Ñ S1 — гомеоморфизм. Тогда возь-
мём точку a “ 1

2 и ϕpaq P S1. «Выбросим» эту точку из отрезка, тогда на отрез-
ке образуются два полуинтервала. Образовавшееся множество r0,1sztau — несвяз-
ное множество. Если «выбросить» точку ϕpaq из окружности, то получится дуга.
Получится множество, гомеоморфное интервалу, который является связным. ϕ по-
прежнему является гомеоморфизмом. Получается противоречие, ведь выходит, что
r0,1sztau – pα,β q, то есть несвязное множество гомеоморфно связному (рис. 9.2). �

Рис. 9.2. Если r0,1s – S1, тогда Dϕ : r0,1sÑ S1 — гомеоморфизм. «Выброшена» точка
1
2

Линейная связность. Пример связного, но не линейно

связного пространства

Определение 9.14. Топологическое пространство pX ,τq называют линейно связ-
ным, если две любые его точки можно соединить путём S, лежащим в этом про-
странстве.

Определение 9.15. Путь в топологическом пространстве X — это образ непре-
рывного отображения S : r0,1s Ñ X , то есть SpIq — путь в X (рис. 9.3).

Из предыдущего ясно, что любой путь в пространстве X является связным мно-
жеством.

Лемма 9.2. Если пространство pX ,τq линейно связно, то оно обязательно связно.

Доказательство.
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Рис. 9.3. Определение пути в топологическом пространстве

Предположим обратное: пусть пространство pX ,τq линейно связно, но не связно.
Тогда X “ U YV , где U XV “ ∅, U,V P τ и U , V не пусты. Тогда D a P U и v P V .
Их можно соединить путём S. Тогда путь S “ pSXUq Y pSXV q. Оба пересечения
являются открытыми не пересекающимися множествами, тогда путь не связен, что
противоречит определению. �

Но если пространство pX ,τq связно, то оно не обязательно линейно связно. Приве-
дём пример связного пространства, которое не связно линейно. Но прежде рассмот-
рим вспомогательную лемму.

Лемма 9.3. Если в X содержится связное, всюду плотное подмножество, то X

тоже связно.

Доказательство.

Предположим противное: пусть X не связно. Тогда X “U YV , где U XV “ ∅ и
U , V не пусты и открыты. Отсюда следует, что A “ pAXUqY pAXV q. Но множество
A связно. Значит, одно из пересечений является пустым. Пусть пусто AXU . Если
пересекать всюду плотное множество с непустым множеством, то пересечение AXU

не может быть пустым. Получаем противоречие, что и требовалось доказать. �

Пример 9.2. Рассмотрим пространство X “ AYtp0,0qu Ă R2, где

A“ t
`

x,sin 1
x

˘

|xą 0u

(рис. 9.4). Докажем, что оно является связным, но не линейно связным.

Доказательство.
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Рис. 9.4. График функции sin 1
x

1) Пространство X не является линейно связным Возьмём любую точку A. Не
существует пути, связывающего точку B“ p0,0q с точкой A. Предположим противное,
пусть DSptq такой, что Sp0q “ B, а Sp1q “ A. Рассмотрим точки

xn “
1

π

6 `2πn

Путь из A в B будет очевидно проходить через эти точки. Тогда D tn — последо-
вательность такая, что Sptnq “

`

xn,
1
2

˘

. Эта последовательность очевидно ограничена.
Тогда существует сходящаяся подпоследовательность tnk Ñ 0, где Sptnkq Ñ

`

0, 1
2

˘

R X ,
что является противоречием. Значит, X не является линейно связным.

2) Пространство X является связным. Множество A всюду плотно в X и очевидно
линейно связно, а значит, оно является связным. Отсюда по лемме 9.3 следует, что
X является связным. �

Компоненты связности и линейной связности

Пусть pX ,τq — топологическое пространство, пусть точка a P X .

Определение 9.16. Компонентой (линейной) связности точки a называется
наибольшее по включению (линейно) связное подмножество Xpaq Ď X , содержащее
эту точку a.
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Если у каждой точки есть своя компонента связности, то как они взаимодейству-
ют между собой?

Лемма 9.4. Объединение пересекающихся связных множеств связно.

Доказательство.

Предположим обратное: пусть объединение таких связных множеств AYB не связ-
но, то есть AYB “U YV , где U XV “∅ и U , V открыты и не пусты. Тогда хотя бы
одно из множеств A и B разбивается множествами U и V на две не пустых части.
Например, множество

A“ pAXUqYpAXV q

AXU ‰∅ и AXV ‰∅

Отсюда следует, что A не связно — противоречие, что и требовалось доказать. �

Теорема 9.5. Совокупность компонент связности точек X представляет собой
разбиение пространства X . Мощность множества компонент связности X явля-
ется топологическим инвариантом (при гомеоморфизмах эта мощность сохраня-
ется).

Доказательство.

Из леммы 9.4 следует, что две любые компоненты связности (например, Xpaq

и Xpbq) либо не пересекаются, либо совпадают. Отсюда следует, что определяется
разбиение пространства X на компоненты.

Образы связных множеств связны. Если они не пересекаются, то их образы то-
же не пересекаются. Поэтому если,например, в каком-то пространстве две компо-
ненты связности и рассматривается его гомеоморфизм с другим пространством, то
обязательно там тоже будут две компоненты связности. Тогда мощность множества
компонент связности X является топологическим инвариантом.

Аналогично всё определяется и для компонент линейной связности. �

Пример 9.3. Покажем, что отрезок r0,1s fl R.
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Доказательство.

Предположим обратное: пусть Dϕ : r0,1s ÑR — гомеоморфизм. Пусть ϕp0q “ a и
ϕp1q “ b. Если мы «уберём» точки 0 и 1, то отрезок превратится в интервал p0,1q,
что очевидно является связным множеством. Если убрать их образы, то получится
совокупность трёх интервалов:

p´8,ϕp0qYpϕp0q,ϕp1qqYpϕp1q,8q

(может быть иной порядок, главное, что ϕp0q ‰ ϕp1q). Гомеоморфизма не может
быть. �
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Лекция 10. Произведение связных пространств.

Аксиомы отделимости

Замкнутость компоненты связности

Лемма 10.1. Компонента связности любой точки замкнута.

Доказательство.

Было доказано, что если в множестве A существует связное, всюду плотное под-
множество B, то A тоже связно. Пусть Apxq — компонента связности точки x в неко-
тором топологическом пространстве pX ,τq. Тогда замыкание этой компоненты Apxq

тоже связно. Отсюда следует, что A“ A, следовательно A замкнуто. �

Замечание . Компоненты линейной связности не обязательно замкнуты. В при-
мере 9.2 предыдущей лекции было пространство

X “ AYtp0,0qu, где A“ t
`

x,sin 1
x

˘

|xą 0u

Пусть точка px,yq P A. Тогда её компонента линейной связности Kpx,yq “ A и это
множество является открытым. Компонента линейной связности Kp0,0q “ tp0,0qu.

Пример 10.1. Пусть X “ R и рассмотрим на нём множество рациональных чи-
сел Q. На множестве Q индуцирована топология из R. Сколько здесь компонент
связности и какие они?

Точки r,q P R, точка z P R и лежит между ними.

Uprq “ p´8,zqXQ,V pqq “ pz,8qXQ

— окрестности не пересекаются. Пересечение

rr,qsQ “ rr,qsXQ“ prr,qsQXUqYprr,qsQXV q

Отсюда легко вывести, что компонента связности любой точки r это сама
точка r и что топология на множестве Q не является дискретной (то есть точка
не является замкнутым множеством).

Замечание . Если в топологическом пространстве X задана дискретная тополо-
гия τ1, то компоненты связности каждых точек это сами точки.
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Конечное произведение связных пространств. Тихоновское

произведение связных пространств

Теорема 10.1. Пусть pX ,τq и pY,ηq — связные топологические пространства. То-
гда прямое произведение X ˆY тоже связно (с топологией произведения).

Доказательство.

Рис. 10.1. Доказательство теоремы 10.1

Зафиксируем точку pa,bq P X ˆY , где a P X и b P Y (рис. 10.1). Возьмём любую
точку pc,dq P X ˆY , где c P X и d P Y . Заметим, что точка pc,dq P X ˆtdu. Очевидно,
что X ˆtdu – X . Но X — связное пространство. Заметим, что pa,bq P tauˆY – Y —
связное пространство. Замечаем также, что

pX ˆtduqXptauˆY q “ tpa,bqu

На предыдущей лекции мы доказали, что pX ˆtduqY ptauˆY q связно. Таким об-
разом, мы видим, что точки pa,bq и pc,dq обе лежат в этом объединении. Отсю-
да следует, что точка pc,dq находится в связной компоненте Kpa,bq. Следовательно
Kpa,bq “ X ˆY . Отсюда следует, что X ˆY связно, что и требовалось доказать. �

Замечание Из этой теоремы следует, что любое конечное произведение является
связным.

Теорема 10.2. Тихоновское (бесконечное) произведение связных топологических
пространств связно.
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Доказательство.

Пусть pX ,τq— топологическое пространство такое, что X “
ź

αPA‰∅
Xα , где Xα связно

@α P A и τ — тихоновская топология. Зафиксируем некоторую точку x “ txαu P X .
Рассмотрим любую другую точку y“ tyαu P X .

Рассмотрим произвольную открытую окрестности Upyq точки y. Тогда существует
базовая окрестность

V pyq ĎUpyq, где V pyq “Vα1ˆ . . .ˆVαnˆ
ź

α‰αi

Xα , где 1ď iď n

Обязательно yαk PVαk . В этой окрестности содержится точка

ry“ pyα1, . . . ,yαn ,txαuα‰αkq PV pyq

Заметим, что x и ry содержатся в пространстве

Xα1ˆ . . .ˆXαnˆtxαuα‰αk

Легко заметить, что такое пространство очевидно гомеоморфно прямому произ-
ведению Xα1 ˆ . . .ˆ Xαn — берём любую точку из пространства и сопоставляем ей
соответствующие первые n координат, то есть

pzα1, . . . ,zαn,txαuα‰αkq Ø pzα1, . . . ,zαnq

Все пространства связны. Прямое произведение конечного числа связных про-
странств связно по предыдущей теореме. Тогда получается, что

Xα1ˆ . . .ˆXαnˆtxαuα‰αk

— связное пространство, поскольку оно гомеоморфно с прямым произведением.
Таким образом, в любой окрестности произвольной точки y P X существует точка ry,
которая принадлежит связной компоненте точки x (рис. 10.2).

Отсюда следует, что y содержится в замыкании связной компоненты точки x —
или просто в связной компоненте, поскольку она замкнута. Получается, что про-
странство X связно, что и требовалось доказать. �
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Рис. 10.2. Доказательство теоремы 10.2

Аксиомы отделимости топологических пространств

Существует 5 основных аксиом отделимости топологических пространств: T0, T1,
T2, T3, T4.

Определение 10.1. Говорят, что топологическое пространство pX ,τq удовле-
творяет аксиоме T0 (аксиоме Колмогорова), если для любых двух точек a

и b из пространства X хотя бы одна точка имеет окрестность, не содержащую
другую точку (рис. 10.3).

Рис. 10.3. Аксиома T0 Рис. 10.4. Аксиома T1

Определение 10.2. Говорят, что топологическое пространство pX ,τq удовле-
творяет аксиоме T1 (тихоновской аксиоме), если у каждой из произвольных
двух точек a и b из пространства X существуют окрестности, не содержащие
другую точку, то есть (рис. 10.4):

pDUpaq,b RUpaqq^pDV pbq,a RV pbqq

Определение 10.3. Говорят, что топологическое пространство pX ,τq удовле-
творяет аксиоме T2 (хаусдорфовой аксиоме), если для любых двух точек a

и b из пространства X существуют такие окрестности Upaq P τ и V pbq P τ такие,
что UpaqXV pbq “ ∅. Такое пространство называется хаусдорфовым или отде-
лимым (рис. 10.5).
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Рис. 10.5. Аксиома T2 Рис. 10.6. Аксиома T3

Определение 10.4. Говорят, что топологическое пространство pX ,τq удовле-
творяет аксиоме T3, если для любой точки a P X и любого замкнутого непустого
множества F Ă X (такого, что a R F) существуют такие окрестность Upaq P τ и
окрестность V pFq такие, что UpaqXV pFq “∅ (рис. 10.6).

Определение 10.5. Говорят, что топологическое пространство pX ,τq удовле-
творяет аксиоме T4, если для любых двух не пересекающихся замкнутых непу-
стых подмножеств F Ă X и G Ă X существуют открытые окрестности UpFq и
V pGq такие, что UpFqXV pGq “∅ (рис. 10.7).

Рис. 10.7. Аксиома T4

Определение 10.6. Топологическое пространство pX ,τq называется регулярным,
если оно удовлетворяет аксиомам T1 и T3.

Определение 10.7. Топологическое пространство pX ,τq называют нормальным,
если в нём выполнены аксиомы T1 и T4.

Сравнение аксиом отделимости

Приведём примеры, которые показывают, что при возрастании номеров аксиомы
становятся сильнее.
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Пример 10.2. Пространство удовлетворяет аксиоме T0, но не T1. Рассмотрим
пространство X “ R и зададим базу топологии Б “ tpa,`8qu — совокупность ин-
тервалов. Если взять две любые точки b P R и c P R и b ă c, то мы можем отде-
лить окрестностью точку c от точки b, то есть окрестность Upcq “ pa,`8q не
содержит точку b. Однако не существует окрестности точки b, не содержащей
точку c.

Пример 10.3. Пространство удовлетворяет аксиоме T1, но не T2. Рассмотрим
пространство X “ r0,1s и зададим топологию τ “ tXzSu, где S — любое подмно-
жество X , которое не более чем счётно. Возьмём точки a P r0,1s и b P r0,1s, где
a ă b. Окрестности Upaq “ Xztbu и Upbq “ Xztau — очевидно выполняется аксио-
ма T1. Проверим аксиому T2. Возьмём любые окрестности точек a и b, например,
W paq “ r0,1szS и Upbq “ r0,1szM, где S и M не более чем счётны. Если взять пере-
сечение таких окрестностей, то это будет r0,1szpSYMq, где SYM тоже не более
чем счётно и оно не пусто. Аксиома T2 не выполняется.

Пример 10.4. Пространство удовлетворяет аксиоме T2, но не T3. Рассмотрим
отрезок r0,1s и зададим топологию с помощью окрестностей. У каждой точки
x P p0,1s зададим обычные окрестности (те, которые индуцируются с веществен-
ной оси). У точки 0 зададим любую окрестность Upaq “ r0,αqz

 1
n

(

. Понятно, что
любые две точки можно отделить друг от друга. Для точки 0 возьмём такое α,
чтобы окрестность не пересекала окрестность другой точки. Аксиома T2 выполня-
ется.

Но точку 0 нельзя отделить от замкнутого множества F “
 1

n

(

. Чтобы пока-
зать, что F замкнуто, достаточно заметить, что его дополнение открыто: если
это множество выбросить из отрезка, то останутся открытые интервалы. От-
делить это множество от точки 0 нельзя. Если взять окрестность множества
F, то это будут интервалы, описанные выше. А окрестность точки 0 это окрест-
ности, из которых выброшены точки

 1
n

(

. То есть @Up0q у нас Up0qXV pFq ‰ ∅,
следовательно аксиома T3 не выполняется.

Пример 10.5. Пространство удовлетворяет аксиоме T3, но не T4. Пространство
X “ N — пространство Немыцкого3. Пространство N “ AYL, где A — откры-
тая верхняя полуплоскость в R2, а L — ось абсцисс OX . Для любой точки M P A её
окрестности — обычные шаровые окрестности. Кроме того, открытыми множе-
ствами в этом пространстве считаются открытые произвольные шары, касающи-
еся L, вместе с точкой касания. Оказывается, что в этом пространстве выполнено

3Про это пространство можно прочитать в книге «Элементарная топология», Виро О. Я. и др
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T3, но существуют 2 замкнутых подмножества Q и RQ (иррациональные числа)
на L, которые нельзя отделить не пересекающимися окрестностями.

Стоит отметить, что также могут существовать пространства, в которых, напри-
мер, выполнено T4 или T3, но не выполнено T1.

Эквивалентные формулировки аксиом T3 и T4

Лемма 10.2. В топологическом пространстве X выполнена аксиома T3 тогда и
только тогда, когда у каждой точки a P X и у каждой её открытой окрестности
Upaq существует другая окрестность V paq такая, что a PV paq ĎV ĂUpaq.

Доказательство.

1) ñ

Пусть выполнена аксиома T3. Тогда покажем, что отсюда следует условие леммы.
Возьмём любую точку a P X и любую её открытую окрестность Upaq. Тогда дополне-
ние XzUpaq “ F — замкнутое множество. Поскольку выполнена аксиома, то точку a и
множество F можно отделить не пересекающимися окрестностями W paq и V pFq. Раз
W paqXV pFq “∅, то W paq Ă XzV pFq, которое является замкнутым множеством. Заме-
тим, что это замкнутое множество целиком содержится в Upaq. Тогда W paq Ă XzV pFq,
и получаем, что W paq ĂUpaq — выполняется условие леммы.

2) ð

Пусть выполнено условие леммы. Тогда возьмём любую точку a P X и любое за-
мкнутое множество F такое, что a R F . Поскольку F замкнуто, то XzF — откры-
тое множество, причём a P XzF “Upaq. Тогда по условию леммы DW paq такая, что
W paq ĂUpaq. Получается, что a PW paq ĎW paq ĂUpaq “ XzF . Если мы рассмотрим
XzW paq, то у нас получится V pFq — открытая окрестность множества F . Понятно,
что W paqXV pFq “∅. Что и требовалось доказать. �

Лемма 10.3. Пусть pX ,τq — топологическое пространство. Оно употребляет ак-
сиоме T4 тогда и только тогда, когда для любого F — замкнутого множества,
содержащегося в X , и любой её окрестности UpFq P τ существует меньшая окрест-
ность V pFq P τ такая, что F ĂV pFq ĎV pFq ĂUpFq.
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Упражнение 10.1. Доказать лемму 10.3 самостоятельно. Подсказка: пусть вы-
полнено T4, надо взять любое замкнутое множество, его любую окрестность, то-
гда её внешность будет другим замкнутым множеством, а их можно отделить
окрестностями; пусть выполнено условие леммы, надо взять любые 2 замкнутые
множества и вывести аксиому T4 по аналогии с доказательством предыдущей лем-
мы.
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Лекция 11. Аксиомы счётности

Примеры

Напомним, что пространства, где выполняются аксиомы T1 и T3, называются регу-
лярными. Пространство, где выполняются аксиомы T1 и T4, называется нормальным.
Приведём примеры пространств, где выполняется T4, но не выполняется T1.

Пример 11.1. Топологическое пространство pX ,τ0q, где τ0“t∅,Xu. Не существует
непустых не пересекающихся замкнутых подмножеств, тогда нет противоречий с
аксиомой T4, то есть эта аксиома выполнена. Но в этом пространстве невозможно
две точки отделить друг от друга, поэтому аксиома T1 не выполнена.

Пример 11.2. Пусть пространство X “ R, а топология η “ tpa,`8q|a P Ru (со-
вокупность интервалов). Если взять замкнутые множества, то они имеют вид
C “ p´8,as. Любые два замкнутых множества пересекаются, поэтому аксиома T1

не выполняется, а аксиоме T4 ничего не противоречит, поэтому она здесь выпол-
няется (этот случай разбирался в примере 10.2 предыдущей лекции).

Можно приводить аналогичные примеры, где в пространстве выполняется акси-
ома T1, но не выполняется T3.

Нормальность метрического пространства

Теорема 11.1. Метрическое пространство нормально.

Доказательство.

Возьмём произвольное метрическое пространство pX ,ρq, где ρ — метрика. Будем
предполагать, что имеются непустые замкнутые не пересекающиеся множества A и
B. Покажем, что существуют их окрестности, которые не пересекаются.

Рассмотрим множества

U “ tx P X |ρpx,Aq ă ρpx,Bqu

V “ tx P X |ρpx,Aq ą ρpx,Bqu

Заметим, что AĂU и BĂV . Покажем, что эти два множества открыты. Пусть

f pxq “ ρpx,Aq “ inf
yPA
tρpx,yqu
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gpxq “ ρpx,Bq “ inf
zPB
tρpx,zqu

Покажем, что f pxq и gpxq — непрерывные функции.

Рис. 11.1. Доказательство непрерывности функции f pxq

Разберём случай с функцией f pxq. Имеются три точки x, x и произвольная точ-
ка y P A (рис. 11.1). Рассмотрим для этих точек неравенство треугольника: ρpx,yq ď

ρpx,xq`ρpy,xq. Ясно, что f pxq ď ρpx,yq. Тогда f pxq ď ρpx,xq`ρpx,yq. Отсюда следует,
что f pxq ď ρpx,xq` f pxq, то есть f pxq´ f pxq ď ρpx,xq. Аналогично мы можем получить,
что f pxq´ f pxq ď ρpx,xq. Отсюда следует, что | f pxq´ f pxq| ď ρpx,xq. Тогда функция f pxq

является не просто непрерывной, а липшецевой функцией с константой 1. Аналогич-
но доказывается непрерывность функции gpxq.

Раз f pxq и gpxq — непрерывные функции, то ϕpxq “ f pxq´gpxq — тоже непрерывная
функция и действует ϕ : X ÑR`. Получаем, что U “ϕ´1pp´8,0qq и V “ϕ´1pp0,`8qq.
Так как ϕpxq — непрерывная функция, а множества p´8,0q и p0,`8q открыты, то
отсюда следует, что их прообразы U и V открыты в топологии, индуцированной
метрикой. Значит, мы нашли такие окрестности UpAq и V pBq, что U XV “ ∅, что и
требовалось доказать. �

Аксиомы счётности. Сепарабельность пространств

Напомним, что счётным множеством называется множество, эквивалентное по
мощности множеству натуральных чисел.

Определение 11.1. Говорят, что топологическое пространство pX ,τq удовле-
творяет I аксиоме счётности, если и только если у любой точки x P X су-
ществует счётная база окрестностей Bpxq “ tVnpxqu.

Напомним, что база окрестности — это такая совокупность окрестностей данной
точки, что в любой её окрестности содержится базовая окрестность.
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Определение 11.2. Говорят, что топологическое пространство pX ,τq удовле-
творяет II аксиоме счётности, если и только если существует счётная (не
более чем счётная) база топологии τ.

Сравним эти понятия с другими свойствами пространств.

Определение 11.3. Топологическое пространство pX ,τq называется сепарабель-
ным (лат. separabilis — отделимый), если и только если в нём существует не более
чем счётное, всюду плотное подмножество.

Например, на вещественной оси таким подмножеством из определения будет яв-
ляться множество рациональных чисел Q. Напомним, что всюду плотным множе-
ством называется множество в любой окрестности любой точки данного топологиче-
ского пространства есть элементы этого множества.

Теорема 11.2. (А. Н. Тихонова) Если топологическое пространство pX ,τq регу-
лярно и имеет счётную базу топологии (то есть удовлетворяет второй аксиоме
счётности), то оно является нормальным.

Данную теорему оставим без доказательства.

Теорема 11.3. Если топологическое пространство pX ,τq удовлетворяет II аксиоме
счётности, то оно сепарабельно.

Доказательство.

Рассмотрим счётную базу Bpτq “ tUnu. Возьмём по точке an PUn из каждого Un, где
n PN. Тогда множество A“tanu— совокупность выбранных точек будет всюду плотно
в X . В самом деле, для любого открытого множества U P τ обязательно существует
базовое открытое множество UnĂU , причём an PUnĂU . Что и требовалось доказать.
�

Замечание . Обратное утверждение не верно. Приведём пример.

Пример 11.3. Пусть топологическое пространство pX ,τq, где X не счётно, а то-
пология τ “ tXzK|K — любое конечное множествоu (легко проверить, что это то-
пология по определению). Это пространство является сепарабельным, но здесь не
выполняется аксиома II.

Доказательство.
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Покажем, что X сепарабельно. Пусть B — произвольное счётное подмножество
X . Возьмём любое открытое множество U P τ U “ XzK. Отсюда будет следовать, что
U XB‰∅. Тогда B всюду плотно, а значит, что X сепарабельно.

Покажем, что в X не выполняется II аксиома счётности. Рассмотрим любую точ-
ку x P X и заметим, что пересечение

Ş

@Upxq
Upxq “ txu, потому что любая окрестность

— это открытое множество (дополнение до конечного множества), если взять все
окрестности, то ни одна точка, кроме x, туда не попадёт.

Предположим противное: пусть в пространстве X выполняется вторая аксиома
счётности, то есть существует Bτ — счётная база топологии τ . В каждой окрестности
Upxq существует базовая окрестность V pxq P Bτ , причём V pxq ĎUpxq. Пересечение всех
базовых окрестностей

Ş

V pxqPBτ

V pxq Ď
Ş

@UpxqPτ

Upxq. Отсюда следует, что
Ş

V pxqPBτ

V pxq “ txu.

Тогда

Xztxu “ Xz
č

V pxqPBτ

V pxq “
ď

V pxqPBτ

pXzV pxqq

Любое открытое множество является дополнением до конечного. Тогда pXzV pxqq
— конечное множество. Значит, данное объединение является счётным объединений
конечных множеств. Тогда Xztxu — счётное множество. А значит, X тоже счётно, что
противоречит заданному условию. Значит, II аксиома не выполнена в X . �

Сепарабельное метрическое пространство и вторая аксиома

счётности

Теорема 11.4. Всякое сепарабельное метрическое пространство удовлетворяет II
аксиоме счётности.

Доказательство.

Пусть pX ,ρq — метрическое пространство и оно сепарабельно, то есть в нём есть
A “ tanunPN — всюду плотное множество в X . Рассмотрим Vn,k :“ B1

k
panq — шар ра-

диуса 1
k и центром в точке an, где k и n — натуральные числа. Совокупность таких

шаров tVn,ku счётна. Каждый шар Vn,k P τρ . Покажем, что Bτρ
“ tVn,ku — счётная база

топологии τρ , индуцированной метрикой.
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Рассмотрим любое число ε ą 0 и @x P X возьмём окрестность множество U P τρ

такое, что U “Uεpxq. Покажем, что существует некое множество Vn,k такое, что x P

Vn,k Ă U . Поскольку A — всюду плотное множество, то для ε

3 Dan P A такая, что
an PUε

3
pxq. Чтобы шар с центром an захватил и точку x, нужно, чтобы радиус был

больше, чем радиус этого шара. Иными словами, DVn,k “V1
k
panq, чтобы захватить x,

нужно, чтобы ε

3 ă
1
k ă

2ε

3 (рис. 11.2).

Рис. 11.2. Доказательство теоремы 11.4

Отсюда следует, что шар V1
k
panq ĂUεpxq. Итак, для любого ε в любом шаре ради-

уса ε в любой точке мы находим базовое открытое множество, содержащееся в этом
шаре. То есть мы показали, что всякое сепарабельное метрическое пространство удо-
влетворяет II аксиоме счётности. �

Связь двух аксиом счётности

Теорема 11.5. Если топологическое пространство pX ,τq удовлетворяет II аксиоме
счётности, то оно удовлетворяет I аксиоме счётности.

Доказательство.

Пусть Bτ “ tUnu — счётная база топологии τ . Тогда рассмотрим любую точку
x P X и любую её открытую окрестность V pxq P τ , то эта окрестность V pxq “

Ť

Unk

— объединение базовых открытых множеств. Отсюда следует, что DUnk такая, что
x PUnk ĂV pxq. Тогда совокупность tUnku “ Bpxq — счётная база окрестностей точки x.
Отсюда следует, что выполнена I аксиома счётности, что и требовалось доказать. �
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Замечание . Обратное утверждение не верно, то есть из I аксиомы счётности
не следует II аксиома счётности. Прежде чем приводить подтверждающий пример,
рассмотрим вспомогательную теорему.

Теорема 11.6. (Линделёфа) Если в топологическом пространстве pX ,τq выполне-
на II аксиома счётности, то из любого открытого покрытия этого пространства
X можно выбрать не более чем счётное подпокрытие.

Доказательство.

Пусть tUαu — произвольное открытое покрытие пространства X , и DBτ “ tVnu —
счётная база топологии τ . Тогда

@αUα “
ď

VnPBτ

Vn, где Vn ĎUα

Uα “
ď

Dα:VnĎUα

Vnk “ X

потому что каждый элемент покрытия есть объединение элементов базы. Тогда
tVnku — покрытие. Каждому элементу из этого покрытия сопоставим тот элемент
Uα , что Vnk ĂUα . Обозначим такой элемент как Uαpnkq

. Тогда tUαpnkq
u — не более чем

счётное покрытие. Что и требовалось доказать. �

Пример 11.4. Рассмотрим топологическое пространство X с дискретной топо-
логией τ1. Предположим, что множество X не счётно. Поскольку все множества
открыты, то @x P X верно, что txu P τ1. Отсюда следует, что у каждой токи
x существует база окрестностей Bpxq, которая состоит ровно из окрестности
V pxq “ txu. I аксиома счётности выполнена.

Покажем, что в X не выполнена II аксиома счётности. Заметим, что объеди-
нение всевозможных одноточечных множеств

Ť

xPX
txu есть не счётное покрытие,

поскольку пространство X не счётно. Предположим, что существует счётная ба-
за Bτ топологии τ. Тогда по теореме 11.6 существует не более чем счётное подпо-
крытие

Ť

txnu “ X . Возникло противоречие с тем, что X не счётно.

Замечание: в этом примере с дискретной топологией и пространством X у
каждой точки существует счётная база окрестностей, то есть оно удовлетворя-
ет I аксиоме счётности. Но если пространство не счётно, то не удовлетворяет
II аксиоме счётности.
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Сходимость последовательности в топологическом

пространстве

Пусть pX ,τq — топологическое пространство, пусть txnunPN Ă X — счётный набор
точек.

Определение 11.4. Говорят, что последовательность txnu сходится к точке
a P X , если и только если для любой открытой окрестности

Upaq DN P N : @ną N xn PUpaq

Свойство сходящихся последовательностей в топологическом пространстве.

Лемма 11.1. (Свойство сходящихся последовательностей) Если pX ,τq —
хаусдорфово, то есть выполнена аксиома T2, то предел любой сходящейся последо-
вательности является единственным.

Доказательство.

Предположим противное: пусть Da“ limtxnu и Db“ limtxnu такие, что a‰ b. Тогда

DUpaq,V pbq P τ : UpaqXV pbq “∅

Значит,
DN1,N2 P N : @ną N1 xn PUpaq и @ną N2 xn PV pbq

Тогда получается, что

@nąmaxtN1,N2u xn PUpaqXV pbq “∅

что невозможно, пришли к противоречию. Что и требовалось доказать. �

Замечание . Предел последовательности не зависит от её нумерации. Действи-
тельно, вне любой окрестности содержится только конечное число членов последо-
вательности. Если сделать перенумерацию (то есть пусть ϕ : N Ñ N — взаимно-
однозначное отображение перенумерации), то поскольку все элементы уже находи-
лись в окрестности, а вне её — только конечное число, то при нумерации эти элементы
могу получить другие номера. Тогда из номеров tϕpnqu можно выбрать максималь-
ный номер rn такой, что для всех номеров n таких, что ϕpnq ą rn, будет выполняться
xϕpnq PUpaq.
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Связь непрерывности и секвенциальной непрерывности

Напомним определение непрерывности в точке: если y “ f pxq, то для любой
окрестности Upyq найдётся такая окрестность точки x такая, что она полностью пе-
реходит в окрестность Upyq. Секвенциальная непрерывность означает, что если есть
последовательность, сходящаяся к точке x, то её образы при отображении f будут
сходиться к соответствующему образу f pxq.

Пусть f : pX τq Ñ pY,ηq — непрерывное отображение.

Лемма 11.2. 1) Пусть отображение f непрерывно в точке a. Тогда f секвенциаль-
но непрерывно в точке a.

2) Если f секвенциально непрерывно в точке a и X удовлетворяет I аксиоме
счётности, то f непрерывно в точке a.

Доказательство.

1) Пусть отображение f непрерывно в точке a и f paq “ b. Тогда для любой от-
крытой окрестности Upbq P η существует окрестность W paq P τ такая, что

f pW paqq ĎUp f paqq “Upbq

Тогда для любой последовательности xn ÝÝÝÑ
nÑ8

a для W paq существует такой номер
N, что @ną N xn PW paq. Отсюда следует, что f pxnq PUpbq. Поскольку это выполнено
для любой окрестности Upbq, то f pxnq ÝÝÝÑ

nÑ8
b“ f paq. Что и требовалось доказать.

2) Пусть f секвенциально непрерывно в точке a и X удовлетворяет I аксиоме счёт-
ности. Рассмотрим произвольное замкнутое множество F в Y и его полный прообраз
f´1pFq Ă X . Покажем, что этот прообраз тоже замкнут.

Покажем, что f´1pFq содержит все свои предельные точки. Пусть a — предельная
точка для f´1pFq. Тогда в любой открытой окрестности Upaq этой точки содержат-
ся точки из этого прообраза, отличные от a, то есть Upaq X p f´1pFqztauq ‰ ∅. Так
как выполнена I аксиома счётности, то в каждой окрестности содержится базовая
окрестность Wnpaq.

Из совокупности всевозможных базовых окрестностей можно построить убываю-

щую счётную базу окрестностей. Возьмём Vn “
n
Ş

k“1
Wkpaq. Тогда получится, что каж-

дая следующая окрестность содержится в предыдущей. Выберем по точке

xn PVnX f´1
pFqztau
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Тогда xn ÝÝÝÑ
nÑ8

a. Отсюда будет следовать, что f pxnq Ñ f paq. Поскольку f pxnq P F ,

то и f paq P F , так как F замкнуто. Отсюда следует, что точка a P f´1pFq. Получается,
что прообраз — тоже замкнутое множество, что и требовалось доказать. �
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Лекция 12. Компактные и паракомпактные

пространства

Функциональная отделимость

Определение 12.1. Пусть pX ,τq — топологическое пространство, пусть A,BĂ X

не пересекаются. Говорят, что множества A и B функционально отделимы,
если и только если Dϕ : X Ñ R — непрерывная функция такая, что:

ϕpxq “

$

&

%

0, x P A

1, x P B

Функция 0ă ϕpxq ă 1, если x P XzpAYBq.

Лемма 12.1. Если два множества A и B функционально отделимы, то существу-
ет их не пересекающиеся открытые окрестности.

Доказательство.

Возьмём окрестности
U “UpAq “ ϕ

´1
´”

0, 1
3

¯¯

V “V pBq “ ϕ
´1

´´

2
3 ,1

ı¯

Отсюда следует, что U и V открыты, принадлежат топологии τ и не пересекаются.
�

Замечание . Из этой леммы следует, что если любые два замкнутых множества
в X функционально отделимы, то X удовлетворяет аксиоме T4.

Теорема 12.1. (Большая лемма Урысона) В нормальном топологическом про-
странстве pX ,τq любые два замкнутых непустых не пересекающихся множества
A и B в X функционально отделимы.

Данную теорему оставим без доказательства4.
4Доказательство данной теоремы можно прочесть в книге «Введение в топологию», авторы Ю.

Г. Борисович и др
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Компактность и паракомпактность

Напомним, что покрытие топологического пространства X — это совокупность
множеств tUαu таких, что Uα Ă X и

Ť

α

Uα “ X . Покрытие называют открытым, если

все множества Uα P τ .

Определение 12.2. Топологическое пространство pX ,τq называется компакт-
ным, если и только если в любое его открытое покрытие можно вписать конечное
открытое покрытие.

Определение 12.3. Топологическое пространство pX ,τq называют паракомпакт-
ным, если и только если в любое его открытое покрытие можно вписать локально
конечное открытое покрытие.

Определение 12.4. Говорят, что покрытие tVγu вписано в покрытие tUαu, если
для каждого γ Dα такое, что Vγ ĎUα . Часто это обозначают как Vγ ă Uα .

Определение 12.5. Покрытие tUαu топологического пространства pX ,τq называ-
ется локально конечным, если у любой точки x P X существует некоторая её
окрестность W pxq, которая имеет непустое пересечение не более чем с конечным
числом элементов этого покрытия tUαu.

Термину компактное пространство можно дать эквивалентное определение.

Определение 12.6. Топологическое пространство pX ,τq называется компакт-
ным, если из любого его открытого покрытия можно выбрать конечное подпо-
крытие.

Лемма 12.2. Определения 12.2 и 12.6 компактного пространства эквивалентны.

Доказательство.

1) 12.6 ñ 12.2 — очевидно.

2) 12.2 ñ 12.6

Пусть для любого открытого покрытия tUαu существует конечное открытое по-
крытие tVku такое, что @k P r1,Ns Dα “ αpkq такое, что Vk Ď Uαpkq. Очевидно, что
объединение

X “
N
ď

k“1

Vk Ď

N
ď

k“1

Uαpkq

Тогда набор tUαpkqu — конечное подпокрытие. �
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Примеры компактных и паракомпактных пространств

Пример 12.1. Любой отрезок ra,bs со стандартной топологией, индуцированной
из вещественной оси, является компактным пространством.

Доказательство.

Возьмём любое открытое его покрытие tUαu. Предположим противное, что отре-
зок не компактен. Тогда найдётся некоторое открытое покрытие tVγu, из которого
нельзя выбрать конечное подпокрытие — то есть отрезок никаким конечным числом
подмножеств не покрывается. Если разделить отрезок пополам, то (по предполо-
жению) хотя бы одну из половин отрезка нельзя покрыть конечным числом подмно-
жеств, то есть Dra1,b1s, где b1´a1 “

b´a
2 , который не покрывается никаким конечным

числом элементов покрытия tVγu. Тогда существует последовательность отрезков

tran,bnsu : bn´an “
b´a

2n , где ran,bns Ă ran´1,bn´1s

Длины этих отрезков стремятся к нулю. Левые концы отрезков образуют неубы-
вающую последовательность, имеющую супремум, правые концы отрезков образуют
невозрастающую последовательность, имеющую инфимум, и эти инфимум и супре-
рмум совпадают, то есть все эти отрезы имеют непустое пересечение — одну точку.

Иными словами, D !tξu “
8
Ş

n“1
ran,bns. Отсюда следует, что Dγ0 такое, что ξ P Vγ0 . В

каждом открытом множестве в топологии отрезка

Dδ ą 0Dpξ ´δ ,ξ `δ q ĂVγ0

Тогда при достаточно большом n отрезок

ran,bns Ă pξ ´δ ,ξ `δ q ĂVγ0 Q ξ

Это противоречит тому, как выбирались отрезки. Отсюда следует, что предполо-
жение было неверным, и отрезок компактен. �

Пример 12.2. Прямая R1 не является компактной, так как, например, из покры-
тия tp´n,nqu нельзя выбрать конечное подпокрытие. Покажем, что R1 параком-
пактно.
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Доказательство.

@n PZ рассмотрим отрезок In,ε “ rn´ε,n`1`εs, причём он является компактным
(по доказанному раннее примеру). Пусть задано произвольное открытое покрытие
tUαu на вещественной оси. Пересечём покрытие tUαu с отрезками In,ε , получится со-
вокупность tUαuX In,ε “ tWα,n,εu. Для каждого n P Z существует конечное подпокры-
тие tWαk,n,εu отрезка In,ε . Объединим конечные подпокрытия по всем n. Получится
покрытие tW β u “

Ť

n
tWαk,n,εu. Отсюда следует, что новое покрытие tW β u вписано в

исходное покрытие tUαu и является локально конечным (рис. 12.1). �

Рис. 12.1. Покрытие tW β u

Свойства компактных пространств

Лемма 12.3. В компактном пространстве pX ,τq всякое замкнутое подмножество
является компактным.

Доказательство.

Рассмотрим любое открытое покрытие tUαu множества F — замкнутого подмно-
жества X . Присоединим к покрытию множество XzF — открытое множество. Полу-
чаем покрытие tUαuY pXzFq всего пространства X . Раз X — компактное простран-
ство, то существует конечное подпокрытие. Но когда мы будем выбирать конечное
подпокрытие, мы никак не можем исключить множество XzF , потому что никакое
конечное подпокрытие только набора tUαu не будет покрывать всё пространство.
Поэтому конечное подпокрытие будет иметь вид tUkuYpXzFq Ă tUαuYpXzFq. Тогда
tUku — конечное покрытие множества F , а значит, что F компактно. �

Определение 12.7. Пусть pX ,τq — топологическое пространство. Точка a P X на-
зывается точкой накопления подмножества AĂ X , если и только если в любой
окрестности Upaq содержится бесконечно много точек из множества A.
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Напомним, что точка a P X является точкой прикосновения к A, если @Upaq P τ —
открытой окрестности выполняется UpaqXA ‰ ∅. Точка a P X является предельной
для A, если @Upaq P τ — открытой окрестности выполняется UpaqXpAztauq ‰∅.

Замечание 1: если a – точка накопления для A, то она является предельной
точкой множества A (обратное утверждение не верно!).

Замечание 2: если пространство X удовлетворяет аксиоме T1, то всякая пре-
дельная точка для A является его точкой накопления. В силу T1 существует такая
окрестность W paq, что точка a1 P A не будет принадлежать этой окрестности. Отсюда
следует, что Da2 P Aztau, и т.д. Тогда a — точка накопления.

Лемма 12.4. В компактном пространстве pX ,τq любое бесконечное множество A

имеет точку накопления.

Доказательство.

Предположим противное: пусть B — бесконечное множество, которое не имеет
точек накопления. Тогда @b P B существует окрестность Upbq, где содержится не бо-
лее конечного числа точек из B. Тогда объединение

Ť

bPB
Upbq — открытое покрытие

замыкания B. Но в компактном пространстве любое замкнутое множество компакт-
но. Поэтому существует конечное подпокрытие tUpbkquq1ďkďN . Тогда в объединении

N
Ť

k“1
tUpbkquq конечное число точек из B. Тогда получается, что в замыкании конечное

число. Получаем противоречие, что и требовалось доказать. �

Теорема 12.2. Любое компактное подпространство (с индуцированной топологи-
ей) хаусдорфова пространства pX ,τq является замкнутым.

Доказательство.

Возьмём произвольную точку x P XzK и любую точку y P K — компактного под-
множества X (рис. 12.2). Так как X хаусдорфово, то существуют такие окрестности
V pxq и Upyq такие, что V pxqXUpyq “∅. Зафиксируем x и будем менять y P K.

Все окрестности tUpyquyPK — покрытие K, тогда существует конечное подпокры-
тие tUpykqu. Пусть набор tVkpxqu — соответствующие окрестности точки x, причём

UpykqXVkpxq “∅. Тогда объединение
N
Ť

k“1
Upykq “UpKq — открытая окрестность мно-

жества K. Пересечение
N
Ş

k“1
Vkpxq “V pxq. Поскольку ни одна из окрестностей Vk не пе-

ресекалась с соответствующей окрестностью Upykq, то получаем, что UpKqXV pxq “∅.
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Рис. 12.2. Доказательство теоремы 12.2

Отсюда следует, что V pxq Ă XzK — открытое множество, следовательно K — замкну-
тое множество. �

Упражнение 12.1. Доказать, что из выполнимости аксиомы T2 следует выпол-
нимость аксиомы T1.

Теорема 12.3. Компактное хаусдорфово пространство нормально.

Доказательство.

Проверим, что если pX ,τq компактно и хаусдорфово, то выполнена аксиома T4.
Пусть A и B — замкнутые непустые не пересекающиеся подмножества X . Пока-
жем, что их можно отделить в этом пространстве. A и B компактны. Зафикси-
руем произвольную точку b P B. Тогда @a P A существуют окрестности Upaq та-
кие, что Upaq XVapbq “ ∅. Из покрытия tUpaquaPA выберем конечное подпокрытие
tUpakqu1ďkďN , которому соответствует tVakpbqu. Тогда возьмём объединение

Ť

k
Upakq “

UpAq и пересечение
Ş

k
Vakpbq “V pbq. Получаем, что UpAqXV pbq “∅.

Меняя точки b и соответствующие окрестности, получим покрытие tV pbqubPB и
соответствующий набор окрестностей tUbpAqu. Поскольку множество B компактно,
то из него можно выбрать конечное подпокрытие tV pbkqu и соответствующий набор
tUbkpAqu. Тогда объединение

Ť

k
V pbkq “ pV pBq и пересечение

Ş

k
UbkpAq “ pUpAq, причём

pV pBq X pUpAq “ ∅. Таким образом мы отделили два замкнутых множества, отсюда
следует, что X нормально. �
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Рис. 12.3. Компактное хаусдорфово пространство

Центрированные системы и компактность

Определение 12.8. Бесконечная система подмножеств tAαu топологического про-
странства pX ,τq называется центрированной, если любая конечная совокупность

tAαku имеет непустое пересечение:
N
Ş

k“1
Aαk ‰∅.

Теорема 12.4. Топологическое пространство pX ,τq является компактным тогда и
только тогда, когда любая центрированная система его замкнутых подмножеств
имеет непустое пересечение.

Доказательство.

1) ñ

Пусть пространство X компактно. Предположим противное: пусть существует та-
кая центрированная система замкнутых подмножеств tAαu, что

Ş

α

Aα “ ∅. Рассмот-

рим множества tXzAαu — открытые подмножества. Поскольку система центрирова-
на, то для любого конечного набора tAαku их пересечение не пусто:

Ş

k
Aαk ‰∅.

Объединение
Ť

k
pXzAαkq “ Xz

Ş

k
Aαk . А раз пересечение не пусто, то Xz

Ş

k
Aαk ‰ X , то

есть набор tpXzAαkqu не является покрытием X . Однако, объединение

ď

α

pXzAαq “ Xz
č

α

Aα

Раз
Ş

α

Aα “ ∅, то
Ť

α

pXzAαq “ X . Таким образом, существует открытое покрытие

tXzAαuα такое, что из него нельзя выбрать конечное подпокрытие. Это противоречит
тому, что X компактно, что и требовалось доказать.

2) ð
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Пусть выполнено условие теоремы. Покажем, что X компактно. Предположим
противное: тогда существует некоторое открытое покрытие tWαu пространства X ,
что из него нельзя выбрать конечное подпокрытие. Рассмотрим дополнение tXzWαu,
причём для любого конечного набора tWαku Ă tWαu совокупность tWαku не является
покрытием X . Значит, объединение

Ť

Wαk Ă X . Это значит, что пересечение

č

pXzWαkq “ Xzp
ď

pWαkqq ‰∅

Отсюда следует, что система tXzWαu центрирована. Тогда по условию отсюда
следует, что пересечение

č

α

pXzWαq “ Xzp
ď

α

Wαq ‰∅

Значит, система tWαu не является покрытием, что является противоречием, что
и требовалось доказать. �
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Лекция 13. Секвенциальная компактность

Связь компактности и секвенциальной компактности

Теорема 13.1. Если топологическое пространство pX ,τq хаусдорфово (выполняет-
ся аксиома T2 (любые две не совпадающие точки можно отделить не пересекающи-
мися окрестностями)) и локально компактно (у каждой точки есть окрестность,
замыкание которой компактно, то оно регулярно (выполняются аксиомы T1 и T3).

Теорема 13.2. Если топологическое пространство pX ,τq локально компактно и
удовлетворяет II аксиоме счётности, то оно паракомпактно.

Данные теоремы оставим без доказательств.

Теорема 13.3. Пусть топологическое пространство pX ,τq удовлетворяет II аксио-
ме счётности (в этом пространстве не более чем счётная база топологии). Тогда
пространство X компактно (из любого открытого покрытия можно выбрать ко-
нечное подпокрытие) тогда и только тогда, когда X секвенциально компактно (из
любой бесконечной последовательности можно извлечь сходящуюся подпоследова-
тельность).

Доказательство.

1) ñ

Пусть X компактно. Покажем, что из любой бесконечной последовательности
можно извлечь сходящуюся подпоследовательность. Пусть дана произвольная по-
следовательность txnunPN. Раннее было доказано, что любое бесконечное множество
в компактном пространстве имеет точку накопления (такая точка, что в любой её
окрестности имеется бесконечно много точек из данного множества).

Пусть точка x0 — точка накопления для последовательности txnu. Поскольку про-
странство удовлетворяет II аксиоме счётности, то оно удовлетворяет и I аксиоме
счётности. Отсюда следует, что у точки x0 существует не более чем счётная база

окрестностей Vx “ tUnu. Следовательно база rBx “ tVnunPN, где Vn “
N
Ş

n“1
Un, является

базой вложенных окрестностей, то есть Vn`1 ĎVn. Выберем в каждой окрестности Vn

по точке xnN из последовательности txnu так, чтобы номер nN`1 ą nN .

Поскольку в каждой окрестности имеется бесконечно много точек, то txnNu —
подпоследовательность. Она сходится к x0 (то есть для любой окрестности точки x0
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найдётся такой номер последовательности, начиная с которого все члены последо-
вательности будут располагаться с бо́льшими номерами в этой окрестности). Что и
требовалось доказать.

2) ð

Пусть pX ,τq секвенциально компактно и удовлетворяет II аксиоме счётности.
Предположим противное: пусть X не компактно. Тогда существует такое открытое
покрытие tUαu, из которого нельзя выбрать конечное. Если выполняется II аксиома
счётности, то выполняется теорема Линделёфа, которая говорит о том, что из любо-
го покрытия такого пространства можно выбрать счётное подпокрытие. Тогда мож-
но ограничиться рассмотрением только счётных покрытий. Пусть имеется открытое
счётное покрытие tUnu такое, что из него нельзя выбрать конечное подпокрытие. То-
гда система замкнутых множеств tXzUnu является центрированной, так как конечное
пересечение

N
č

k“1

pXzUnkq “ Xzp
N
ď

k“1

Unkq ‰∅

Рассмотрим систему подмножеств tFmu, где Fm “
m
Ş

n“1
pXzUnq. Отсюда следует, что

Fm`1Ď Fm. Возьмём по точке xm P Fm @m PN. Получится последовательность txmu Ă X .
Так как X секвенциально компактно, то из этой последовательности можно выбрать

сходящуюся подпоследовательность txmku Ñ x0 P X . Отсюда следует, что x0 P
8
Ş

k“1
Fmk .

Отсюда в свою очередь следует, что

x0 P

8
č

m“1

pXzUnq “ Xzp
8
ď

m“1

Unq ‰∅

Следовательно tUnu не является покрытием, что противоречит предположению.
Что и требовалось доказать. �

Напомним, что метрическое пространство хаусдорфово и удовлетворяет II ак-
сиоме счётности.

Следствие. Пусть pX ,ρq — метрическое пространство. Тогда подмножество M Ď

X является компактным тогда и только тогда, когда оно замкнуто и секвенци-
ально компактно.
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Доказательство.

1) ñ

Поскольку множество M компактно, то отсюда следует, что M замкнуто в хау-
сдорфовом пространстве X . Так как X удовлетворяет II аксиоме счётности, то по
предыдущей теореме если M компактно, то оно и секвенциально компактно.

2) ð — по предыдущей теореме. �

Непрерывные отображения компактных пространств

Теорема 13.4. Пусть pX ,τq и pY,ηq — топологические пространства. pX ,τq ком-
пактно. Задано непрерывное отображение f : X Ñ Y . Тогда f pXq Ď Y и f pXq ком-
пактно.

Доказательство.

Рассмотрим произвольное открытое покрытие tUαuαPA‰∅ множества f pXq. Заме-
тим, что t f´1pUαqu — открытое покрытие X . Так как X компактно, то существует

конечное подпокрытие t f´1pUkqu1ďkďN , то есть объединение
N
Ť

k“1
f´1pUkq “ X . Отсю-

да следует, что соответствующее объединение
N
Ť

k“1
Uk Ě f pXq, то есть набор tUku —

конечное подпокрытие f pXq. Тогда образ f pXq компактен. �

Следствие. Всякая непрерывная функция на компактном пространстве достига-
ет своих наибольшего и наименьшего значений.

Доказательство.

Пусть pX ,τq — компактное топологическое пространство и имеется непрерывная
числовая функция ϕ : X Ñ R. Так как X компактно, то ϕpXq — компактное подмно-
жество в вещественной оси. R — хаусдорфово пространство, поэтому ϕpXq замкнуто
и ограничено в R. Отсюда следует, что ϕpXq содержит все свои предельные точки, в
частности,

ymin “ inf
xPX
tϕpXqu

ymax “ sup
xPX
tϕpXqu

Тогда существуют такие точки x1,x2 P X такие, что ϕpx1q “ ymin и ϕpx2q “ ymax. �
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Лемма 13.1. (Лебега) Пусть pX ,ρq — компактное метрическое пространство.
Тогда для любого его открытого покрытия tUαuαPA‰∅ “U Dλ pUq — число Лебега
такое, что любое подмножество M Ă X такое, что если его диаметр diampMq ă λ

(супремум расстояния между двумя точками данного множества), то DUα0 P tUαu

такое, что M ĎUα0.

Доказательство.

Раз пространство X компактно, то существует конечное подпокрытие tUku1ďkďN

у любого открытого покрытия tUαu. Рассмотрим функцию ϕkpxq :“ ρpx,XzUkq. По-
скольку метрика ρ — непрерывна в метрической топологии, то на X функция ϕkpxq

непрерывна. Рассмотрим другую функцию

ϕpxq :“ max
1ďkďN

tϕkpxqu ą 0

Эта функция тоже непрерывна на X (доказывать не будем). Так как X компактно,
то функция ϕpxq достигает своего наименьшего значения на X (по доказанной раннее
теореме), то есть

Dx0 P X : ϕpx0q “ λ pUq “ inf
xPX
tϕpxqu ą 0

Отсюда следует, что в любой точке x0 будет ϕpxq ě λ . Тогда для любого под-
множества M, чей диаметр diampMq ă λ , для любой точки m PM существует такой
элемент покрытия Uk такой, что M ĂUk. �

Частично упорядоченные множества. Лемма Цорна

Определение 13.1. Пусть A — непустое множество. Частичным порядком
на множестве A называется бинарное отношение (подмножество прямого произ-
ведения множества самого на себя) ď, удовлетворяющее следующим свойствам
(@a,b,c P A):

1) aď a — рефлексивность;

2) paď bq^pbď aq ñ a“ b — антисимметричность;

3) paď bq^pbď cq ñ aď c — транзитивность.

В таком случае A называют частично упорядоченным множеством.
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Определение 13.2. Если pA,ďq — частично упорядоченное множество и @a,b P A

всегда либо a ď b, либо b ď a (то есть a и b сравнимы), то частичный порядок ď
называется линейным порядком.

Определение 13.3. Пусть M Ă A и pM,ďq линейно упорядочено (то есть любые
m,n PM сравнимы). Тогда M называется цепью в частично упорядоченном множе-
стве A.

Частично упорядоченное множество можно изображать в виде графа (рис. 13.1).
Элементы a ă c, c ă e, c ă d, a ă b, b ă f . Элементы d и e, например, не сравнимы.
Примеры цепей — ace, acd, ab f .

Рис. 13.1. Граф частично упорядоченного множества

Лемма 13.2. (Цорна) Пусть A — частично упорядоченное множество. Если лю-
бая цепь в A имеет наибольший элемент, то 1) в A существует максимальный
(необязательно единственный) элемент, то есть такой элемент pa, что @b P A

либо b ď pa, либо pa и b не сравнимы; 2) @a0 P A существует такой максимальный
элемент pb, что a0 ď pb.

Теорема Тихонова о компактности топологического

произведения пространств

Теорема 13.5. (А. Н. Тихонов) Пусть пространство X “
ź

αPA‰∅
Xα с топологией

произведения, то есть с тихоновской топологией. Тогда X компактно в том и
только в том случае, когда каждая компонента Xα компактна @a P A.

Доказательство.

1) ñ
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Пусть пространство X компактно. Обозначим

πα : pX ,τq Ñ pXα0,τα0q

— проекция, которая является непрерывной, так как для любого открытого мно-
жества U P τα0 верно, что

π
´1
α0
pUq “U ˆ

ź

α‰α0

Xα

Заметим, что παpXq “ Xα , то есть πα сюръективно. По доказанной раннее теореме,
если пространство компактно и отображение (в нашем случае πα непрерывно, то его
образ тоже будет компактен, то есть Xα компактно.

2) ð

Пусть все Xα компактны @α P A. Для компактности пространства X рассмотрим
произвольную центрированную систему замкнутых подмножеств tMλ u “ σ0 в про-
странстве X . Если доказать, что эта система имеет не пустое пересечение, то есть
Ş

λ

Mλ ‰∅, то отсюда будет следовать компактность X .

Рассмотрим совокупность (или класс) S всевозможных центрированных систем
подмножеств в X (необязательно замкнутых). Упорядочим их по включению, то есть
S1 Ď S2 — «S1 не больше S2». Тогда если A P S1, то A P S2. Тогда pS,Ďq — частично упо-
рядоченное множество. Любая цепь σ в этом частично упорядоченном множестве —
это совокупность «расширяющихся» центрированных систем (рис. 13.2), обязательно
все элементы сравнимы.

Рис. 13.2. Совокупность «расширяющихся» центрированных систем

Покажем, что у такой цепи есть наибольший элемент. Рассмотрим объединение
всех этих центрированных систем из этой цепи, то есть совокупность S “ tB|DSγ P σ

такое, что B P Sγu. Покажем, что S — тоже центрированная система, то есть S P S.
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Рассмотрим пересечение
N
Ş

k“1
Ak — любое конечное пересечение, где Ak P S. Отсюда

следует, что DSk P σ такое, что Ak P Sk. Поскольку мы взяли конечное пересечение, то
среди множества tS1, . . . ,Snu существует наибольший элемент Sn0 такой, что Si Ď Sn0

@ i ‰ n0. Это означает, что все Ak P Sk Ď Sn0 . Отсюда следует, что Ak P Sn0 . Но Sn0 —

центрированная система. Тогда
N
Ş

k“1
Ak ‰∅.

Очевидно, что SĚ Sγ @Sγ P σ . Тогда S — наибольший элемент для цепи σ . Значит,
по лемме Цорна в частично упорядоченном множестве pS,Ďq существуют максималь-
ные элементы, и для выбранной центрированной системы σ0 замкнутых подмножеств
в X существует максимальный элемент pS — центрированная система такая, что σ0Ď pS.

Продолжение доказательства в следующей лекции �
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Лекция 14. Компактность топологического

произведения

Теорема Тихонова о компактности топологического

произведения пространств. (продолжение доказательства)

Напомним формулировку теоремы.

Теорема 14.1. (А. Н. Тихонов) Пусть пространство X “
ź

αPA‰∅
Xα с топологией

произведения, то есть с тихоновской топологией. Тогда X компактно в том и
только в том случае, когда каждая компонента Xα компактна @a P A.

Доказательство.

Для выбранной центрированной системы S0 замкнутых подмножеств X была рас-
смотрена совокупность M “ tSu всевозможных центрированных систем любых непу-
стых подмножеств в X . M мы упорядочили как pM,ďq, где

pS1 ď S2q ô pS1 Ď S2q

Чтобы воспользоваться леммой Цорна (если в частично упорядоченном множе-
стве каждая цепь имеет наибольший элемент, то в этом подмножестве есть макси-
мальные элементы и любой элемент подчинён какому-то максимальному) мы пока-
зали, что если есть любая цепь

σ : Sα Ď Sβ Ď Sγ Ď . . .

то у неё есть наибольший элемент для этой цепи σ :

Sσ “ tC|DSα P σ : C P Sαu

Чтобы показать, что Sσ — это тоже центрированная система, мы взяли конечное

пересечение подмножеств
N
Ş

k“1
Ak и показали, что оно не пусто (так как для каждого

Ai существуют соответствующие Sαi такие, в которых содержатся Ai; поскольку их
конечное число и они все сравнимы, то среди них есть наибольшая центрированная
система SN0 , в которой содержатся все подмножества Ai). Тогда, применив лемму
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Цорна, мы получили S0Ď pS — максимальный элемент в M. Тогда pS — центрированная
система, которую нельзя дополнить.

Свойства системы pS:

1) Если DA P pS такое, что какое-то множество B Ą A, то отсюда следует, что B P pS

(если B не содержится в pS и мы его туда добавим, то система станет больше, но
останется центрированной, потому что любое конечное пересечение, включая
множество B, будет не пусто, так как в B уже содержится непустое множество
A).

2) Любое конечное пересечение элементов
N
Ş

k“1
Ak “ E, где Ak P pS, принадлежит си-

стеме pS (если предположить, что конечное пересечение не принадлежит систе-
ме pS, то мы можем его добавить, тогда система станет больше, но останется
центрированной, потому что если взять конечное пересечение, содержащее E,
(а система центрирована, то есть любое конечное пересечение не пусто), то с
участием E это пересечение тоже будет не пусто, выходит противоречие с утвер-
ждением, что система pS была максимальной).

3) Если пересечение некоторого множества F Ă X с любым множеством A P pS не
пусто, то F P pS (предположим, что F R pS, тогда его можно добавить к pS и система
увеличится, но по-прежнему останется центрированной, потому что F пересе-
кается с любым подмножеством системы, и если взять конечное пересечение
новой системы, то оно тоже будет не пусто).

Введём фиксированную проекцию πα0 : X Ñ Xα0 — непрерывное отображение.
Пусть максимальный элемент

pS “ tNγuγPΓ‰∅, где Nγ Ă X

Рассмотрим проекцию
πα0pNγq “ Npα0q

γ Ă Xα

По всем α получается центрированная система tNpα0q
γ uγPΓ в Xα0 . Тогда система

tNpα0q
γ u — тоже центрированная система в Xα0 . Но Xα0 компактно. Тогда пересечение

Ş

γPΓ

Npα0q
γ ‰∅. Отсюда следует, что Dxα0 P

Ş

γPΓ

Npα0q
γ .
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Мы получили точку xα0 PXα0 , и точно так же можно проделать для каждой компо-
ненты Xα . Получается набор точек txαuαPA (которые принадлежат соответствующим
пересечениям). Заметим, что txαu “ x P X . Возьмём произвольную окрестность этой
точки: Upxq. Мы знаем, что тихоновская топология такого произведения имеет базу,
состоящую из определённого вида окрестностей. В Upxq существует базовая окрест-
ность V pxq ĎUpxq, причём

V pxq “Uα1ˆ . . .ˆUαN ˆ
ź

α‰αk

Xα , 1ď k ď N

Заметим, что эта базовая окрестность представима в виде конечного пересечения:

V pxq “
č

1ďkďN

π
´1
αk
pUαkq, где π

´1
αk
pUαkq “Uαk ˆ

ź

α‰αk

Xα

Отметим, что Uαk XNpαkq
γ ‰∅. Следовательно, прообраз пересечения

π
´1
αk
pUαk XNpαkq

γ q “ π
´1
αk
pUαkqXNγ ‰∅

Получаем, что прообраз окрестности Uαk пересекается с любым элементом мак-
симальной центрированной системы. Следовательно, по третьему свойству системы
pS

π
´1
αk
pUαkq P

pS

Поскольку базовая окрестность V pxq есть конечное пересечение таких прообразов
окрестностей, то по второму свойству системы pS получаем, что V pxq P pS. Затем, раз
Upxq ĚV pxq, а V pxq P pS, то по первому свойству максимальной центрированной систе-
мы pS получаем, что Upxq P pS. Отсюда следует, что эта произвольная окрестность Upxq

пересекается с любым из подмножеств системы pS “ tNγuγPΓ. Тогда точка x является
предельной точкой для любого из этих подмножеств Nγ , то есть x PNγ @γ P Γ. Отсюда
следует, что x P

Ş

γPΓ

Nγ . Тогда это пересечение
Ş

γPΓ

Nγ ‰∅. Поскольку S0 Ď pS, то

č

γPΓ

Nγ Ď
č

λPΛ

Nλ “
č

λPΛ

Nλ , где S0 “ tNλ uλPΛ

причём Nλ “ Nλ . Следовательно
Ş

λPΛ

Nλ ‰∅.
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Вывод: для любой центрированной системы замкнутых подмножеств S0 “ tNλ u,
где λ P Λ ‰ ∅, получили, что

Ş

λPΛ

Nλ ‰ ∅. Отсюда следует, что X компактно, что и

требовалось доказать. �

Компактные расширения топологических пространств.

Одноточечная компактификация Александрова

Определение 14.1. Пусть pX ,τq — топологическое пространство. Пространство
pY,ηq называется компактным расширением (компактификацией) X , если
X ãÑ Y — вложение, топология τ индуцирована из Y и Y является компактным
пространством.

Одноточечная компактификация (П. С. Александрова) — минимальная компак-
тификация.

Определение 14.2. Одноточечной компактификацией топологического про-
странства pX ,τq называется пространство Y “ X Ytξu с топологией, задаваемой
по правилу: @U P τ ñ U P η; окрестности точки ξ это V Ytξu, где V P τ и про-
странство XzV компактно (рис. 14.1).

Рис. 14.1. Компактификация П. С. Александрова

Одноточечную компактификацию пространства X часто обозначают как CX .

Теорема 14.2. CX — компактное пространство.

Доказательство.

Возьмём произвольное открытое покрытие tUαu пространства CX . Либо Uα P X ,
либо Uβ “VYtξu, где XzV компактно. Существует хотя бы один элемент Uα0 “VYtξu

(так как иначе в XC не было бы точки ξ ). Уберём из покрытия tUαu все такие эле-
менты. Останется покрытие подпространства XzV — оно компактно, поэтому из него
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можно выбрать конечное подпокрытие. Объединив его с соответствующим убранным
элементом, получится конечное подпокрытие всего пространства CX . Следовательно
CX — компактное пространство. �

Теорема 14.3. CX хаусдорфово тогда и только тогда, когда X хаусдорфово и ло-
кально компактно.

Доказательство.

1) ñ

Если CX хаусдорфово (то есть любые две точки можно отделить не пересекаю-
щимися окрестностями), то очевидно X тоже хаусдорфово. Окрестность Upxq Ă XzV ,
причём XzV компактно и V P τX (см. рис. 14.2).

Рис. 14.2. CX хаусдорфово ñ X хаусдорфово и локально компактно

Внутренность множества W pxq “ IntpXzV q — открытая окрестность точки x такая,
что W pxq “ XzV — компактно, отсюда следует локальная компактность.

2) ð

Так как X локально компактно, то @x P X DDpxq P τ такая, что Dpxq компактно.
Тогда XzDpxq “ V — окрестность точки ξ . Окрестности Dpxq и V pξ q не пересекают-
ся, то есть мы можем отделить точку ξ от остальных точек не пересекающимися
окрестностями (рис. 14.3). Следовательно CX хаусдорфово. �

Пример 14.1. Компактификация вещественной оси R это окружность S1. К ве-
щественной оси добавим точку бесконечность ξ , чьей окрестностью будет яв-
ляться интервал p8,´aq Y pa,`8q — открытое множество, а его дополнением
будет являться XzUpξ q “ r´a,as — отрезок (все отрезки являются компактны-
ми).
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Рис. 14.3. X хаусдорфово и локально компактно ñ CX хаусдорфово

Пример 14.2. Компактификация плоскости R2 это двумерная сфера S2. Добавим
аналогично точку ξ (рис. 14.4).

Рис. 14.4. Компактификация плоскости R2

Пример 14.3. Аналогично компактификация пространства Rn это n-мерная сфера
Sn.

Пример 14.4. Пусть пространство X “ pa,bs. Его компактификация CX “ ra,bs.

Пример 14.5. Пусть пространство X “ pa,bq. Его двуточечная компактификация
rX “ ra,bs.

Метризуемость топологических пространств. Ультраметрика

Определение 14.3. Топологическое пространство pX ,τq называется метризуе-
мым, если существует такая метрика ρ, что топология, индуцированная этой
метрикой, (база топологии задаётся открытыми шарами) совпадает с τ.
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Замечание . Иногда существует несколько таких метрик из определения. Тогда
пространства гомеоморфны: pX ,ρq – pX , rρq.

Напомним, что в полном метрическим пространстве любая фундаментальная
последовательность сходится, а в неполном метрическом пространстве существу-
ют фундаментальные последовательности, которые не сходятся к точке данного про-
странства, причём это это свойство полноты не является топологическим (не сохра-
няется при гомеоморфизмах).

Определение 14.4. Топологическое пространство pX ,τq называется топологиче-
ски полным, если существует такая метрика pρ, что индуцированная ею топо-
логия τ

pρ “ τ и метрическое пространство pX , pρq полно.

Пример 14.6. Пусть пространство X “ p´1,1q с топологией τ, индуцированной из
вещественной оси R. Рассмотрим метрику ρpx,yq “ |x´y|. Пространство pX ,ρq не
полно, потому что есть последовательности, которые сходятся к 1 или ´1 (а эти
точки не входят в X).

Пример 14.7. Пусть пространство X “ p´1,1q с топологией τ, индуцированной из
вещественной оси R. Рассмотрим метрику rρ:

rρpx,yq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x
?

1´ x2
´

y
a

1´ y2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Тогда pX , rρq полно. Можно задать гомеоморфизм

ϕ : p´1,1q Ø p´8,`8q, где ϕpxq “
x

?
1´ x2

Пример 14.8. Заметим, что X “QĂ R топологически не полно.

Теорема 14.4. (Урысона) Если X регулярно и имеет счётную базу топологии
(удовлетворяет II аксиоме счётности), то оно метризуемо.

Данную теорему о достаточном условии метризуемости оставим без доказа-
тельства.

Теорема 14.5. (Стоуна) Если пространство X метризуемо, то оно параком-
пактно.

Данную теорему о необходимом условии метризуемости оставим без доказатель-
ства.
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Лемма 14.1. Счётное произведение метрических пространств pXn,ρnq является
метризуемым, и его метрика может быть задана по формуле:

ρpx,yq “
8
ÿ

n“1

1
2n

ρnpxn,ynq

1`ρnpxn,ynq

x“ txnu и y“ tynu в
8
ź

n“1

Xn

Упражнение 14.1. Проверить, что ρ из данной леммы является метрикой.

Определение 14.5. Пусть X ‰ ∅ и есть функция ρ : X Ñ R`. Эта функция
называется ультраметрикой, если она удовлетворяет следующим свойствам
@x,y,z P X :

1) ρpx,yq ě 0, причём ρpx,yq ô x“ y — рефлексивность;

2) ρpx,yq “ ρpy,xq — симметричность;

3) ρpx,yq ďmaxpρpx,zq,ρpz,yqq — усиленное неравенство треугольника.

Перечислим геометрические свойства ультраметрики.

1) Любой треугольник является равнобедренным: если он не равносторонний, то
одна сторона меньше двух других.

2) Каждая точка шара является его центром. Если шар задать как

Brpaq “ tx P X |ρpx,aq ď ru

то для любой точки y на шаре будет верно неравенство

ρpx,yq ďmaxtρpa,yq,ρpa,xqu ď r

3) Если два шара пересекаются, то либо они совпадают, либо один содержится в
другом.

Пример 14.9. Пусть для X ‰ ∅ введена дискретная метрика, которая является
ультраметрикой:

dpx,yq “

$

&

%

0, x“ y

1, x‰ y
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Пример 14.10. Пусть пространство X “N и введена метрика dpm,nq “ dn (какое-
то число), когда nă m. Тогда d1 ě d2 ě . . .ě 0.

Пример 14.11. Пусть X — множество слов некоторого алфавита. Введём мет-
рику dpa,bq “ 2´n, где n — наименьший номер символа, различного в словах a и
b. Например, если взять слова «арбуз» и «арбалет», то расстояние между ними
будет равняться 2´4 (так как они различаются начиная с четвёртой буквы).
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