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Ëåêöèÿ 1

Îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Îðáèòà.

Ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè. Îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî.

Äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé îáû÷íî íàçûâàþò òðîéêó: ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâîX, îòîá-
ðàæåíèå f : X → X, âðåìÿ.
Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî X â íàøåì êóðñå ÷àñòî áóäåò ïðîñòî ìíîãîîáðàçèåì. Ïðî-
ñòðàíñòâîì âðåìåíè îáû÷íî ñëóæèò N0 = N∪{0} (èòåðèðîâàíèå îòîáðàæåíèé), Z
(èòåðèðîâàíèå îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé), R (ïîòîêè) èëè R+ (íåîáðàòèìûå ïîòîêè).
Ìû íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ò.å. âðåìÿ çàäàåòñÿ N0

èëè Z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f ◦k k-þ èòåðàöèþ îòîáðàæåíèÿ f , ò.å., íàïðèìåð, f ◦2(x) =
f(f(x)), f ◦3(x) = f(f(f(x))). Çäåñü çíà÷îê ◦ ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî ðå÷ü èäåò èìåííî î
êîìïîçèöèîííîé ñòåïåíè îòîáðàæåíèå, à íå ñòåïåíè ïðîèçâåäåíèÿ. Õîòÿ ôîðìàëüíî
çíàê ◦ íåîáõîäèì, ìû ïîçâîëèì ñåáå åãî îïóñêàòü äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè, òàê êàê
ýòî íå äîëæíî âûçâàòü ïóòàíèöû â íàøåé òåîðèè. Èòàê, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç fk

k-þ êîìïîçèöèîííóþ ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ f .

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü f : X → X � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå. Ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîðáèòîé òî÷êè x ∈ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Orb(x) = {fk(x), k ∈ N0}.

×àñòî ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîðáèòó íàçûâàþò ïðîñòî îðáèòîé, åñëè ýòî íå âûçû-
âàåò ïóòíèöû.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü f : X → X � íåêîòîðîå îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå. Ïîë-
íîé îðáèòîé òî÷êè x ∈ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Orb(x) = {fk(x), k ∈ Z}.

×àñòî ïîëíóþ îðáèòó íàçûâàþò ïðîñòî îðáèòîé, åñëè ýòî íå âûçûâàåò ïóòíèöû.
Èçó÷åíèå ñòðóêòóðû îðáèò ñîñòàâëÿåò îñíîâó òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ
f , åñëè f(x) = x. Â ýòîì ñëó÷àå å¼ îðáèòà ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà: Orb(x) =
{x}.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ
f , åñëè ∃n ∈ N : fn(x) = x. Â ýòîì ñëó÷àå å¼ îðáèòà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ýëåìåíòîâ. ×èñëî n íàçûâàþò ïåðèîäîì òî÷êè x.

Êîíå÷íî, â äàííîì îïðåäåëåíèè ïåðèîäà íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îí áûë ìèíèìàëü-
íûì. Îäíàêî, îáû÷íî, óïîòðåáëÿÿ òåðìèí ¾ïåðèîä¿, ïîäðàçóìåâàþò èìåííî ìèíè-
ìàëüíûé ïåðèîä, òàê êàê îí íàèáîëåå èíòåðåñåí.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Ìèíèìàëüíûé ïåðèîä òî÷êè äåëèò ëþáîé äðóãîé ïåðèîä ýòîé
òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m � ìèíèìàëüíûé ïåðèîä òî÷êè x, à n � êàêîé-òî ïåðèîä
òî÷êè x. Ïóñòü n = km+ r, ãäå k ∈ N è 0 < r < m. Òîãäà x = fn(x) = f r ◦ fkm(x) =
f r(x), ò.å. r � òîæå ïåðèîä òî÷êè x, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè m.

4

https://vk.com/teachinmsu


ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÌÈÍÊÎÂ ÑÒÀÍÈÑËÀÂ ÑÅÐÃÅÅÂÈ×

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ïóñòü òåïåðü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.5. ω-ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì òî÷êè x ∈ X îòíîñèòåëüíî f
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê å¼ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîðáèòû
(ðàññìàòðèâàåìîé êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)}).

Îïðåäåëåíèå 1.6. Åñëè îòîáðàæåíèå f îáðàòèìî, òî α-ïðåäåëüíûì ìíîæå-
ñòâîì òî÷êè x ∈ X îòíîñèòåëüíî f íàçûâàåòñÿ ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè
x îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f−1. Îáîçíà÷åíèå: α(x).

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.2. ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî çàìêíóòî. Åñëè X � ñåêâåíöèàëü-
íûé êîìïàêò, òî ω(x) íåïóñòî.

Íàêðûòèÿ îêðóæíîñòè.

Îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè ïðèìåðàìè âîçìîæíûõ ïîâåäåíèé
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîä îêðóæíîñòüþ ìû áóäåì ïîíèìàòü S1 = R /Z. ×åðåç {x}
áóäåì îáîçíà÷àòü äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Ea : S1 → S1, a ∈ N, ãäå Ea = {ax}. Â ÷àñòíîñòè, ïðè

a = 2 ìû ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìîå óäâîåíèå E2 îêðóæíîñòè, à ïðè a = 3 � óòðîåíèå
E3 îêðóæíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà S1 èìååò ðîâíî äâà ïðîîáðàçà ïðè îòîáðàæåíèè E2,

ðîâíî òðè ïðîîáðàçà ïðè îòîáðàæåíèè E3, è ðîâíî a ïðîîáðàçîâ ïðè îòîáðàæåíèè
Ea. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå Ea ¾íàêðûâàåò¿ îêðóæíîñòü a ðàç.

Ïîäñ÷åò êîëè÷åñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Ñâÿçü ñ ìàëîé òåîðåìîé Ôåðìà.

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: ñêîëüêî ó Ea íåïîäâèæíûõ òî÷åê èëè n-ïåðèîäè÷åñêèõ òî-
÷åê? Ðåøèòü ýòó, íà ïåðâûé âçãëÿä, íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó íàì ïîìîæåò ñëåäóþùàÿ
õèòðîñòü.
Òî÷êó x ∈ S1 ìîæíî ìûñëèòü êàê ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 1). Äàííîå ÷èñëî

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â a-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, x ∼ {x1x2x3 . . . },
ãäå xi ∈ {0, 1, . . . , a− 1}, è èìååòñÿ ðàâåíñòâî x = x1a

−1 + x2a
−2 + . . . . Îòîáðàæåíèå

Ea åñòü ïðîñòî ñäâèã âëåâî íà ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: Ea(x)i = xi+1.
Òåïåðü äîâîëüíî ëåãêî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Íóæíî, îäíàêî,
ïîìíèòü, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå ÷èñëó åãî a-è÷íîé çàïèñè íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Íà÷íåì ñ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê. ßñíî, ÷òî ó òàêîé òî÷êè x âñå

÷èñëà xi äîëæíû ñîâïàäàòü. Îäíàêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà {a− 1, a− 1, . . . } ñî-
îòâåòñòâóåò ÷èñëó 1, ÷òî íàì íå ïîäõîäèò. Ïîýòîìó âñåãî èìååòñÿ a−1 íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà.
Ïîñ÷èòàåì òåïåðü âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïåðèîäà n ∈ N (íå îáÿçàòåëüíî ìèíè-

ìàëüíîãî). Ó òàêîé òî÷êè äîëæíî áûòü âûïîëíåíî xi+n = xi, ò.å. îíà îïðåäåëÿåòñÿ
ïåðâûìè n ÷èñëàìè x1, . . . , xn. Âñåãî èìååòñÿ a

n âàðèàíòîâ, íî, àíàëîãè÷íî ïðåäûäó-
ùåìó ñëó÷àþ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ ÷èñåë a−1, íàì íå ïîäõîäèò.
Èòîãî, ìû èìååì an − 1 òî÷êó ïåðèîäà n.
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Ïóñòü òåïåðü n = p � ïðîñòîå ÷èñëî. È ìû õîòèì ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ñ ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì p. Äëÿ ýòîãî èç êîëè÷åñòâà âñåõ p-
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê íåîáõîäèìî âû÷åñòü êîëè÷åñòâî òåõ èç íèõ, ó êîòîðûõ ìèíè-
ìàëüíûé ïåðèîä ìåíüøå p. Ïî óòâåðæäåíèþ 1.1, íåîáõîäèìî âû÷åñòü òî÷êè ïåðèîäà
m, ãäå m äåëèò p. Òàê êàê p � ïðîñòîå, âû÷òåì òîëüêî íåïîäâèæíûå òî÷êè. Èòîãî
èìååì: ap − 1− (a− 1) = ap − a òî÷åê ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà p.
Äàâàéòå òåïåðü óâèäèì, êàê ñêó÷íûé ïîäñ÷åò ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê íàêðûòèÿ

îêðóæíîñòè ïðèâîäèò íàñ ê ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà. Åñëè x èìååò ìèíèìàëüíûé
ïåðèîä p, òî âñå òî÷êè {x,Ea(x), . . . , Ep−1(x)} ðàçëè÷íû è òîæå èìåþò ïåðèîä p.
Òàêèì îáðàçîì, âñå p-ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ñîáðàíû â íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïà÷êè ïî
p øòóê, à âñåãî èõ ap − a. Òàêèì îáðàçîì, ap − a äåëèòñÿ íà p íàöåëî.

Ïðèìåð, êîãäà îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî åñòü êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.

Äàâàéòå ïîðàçìûøëÿåì, íàñêîëüêî ¾ïëîõèìè¿ ìîãóò áûòü ω-ïðåäåëüíûå ìíî-
æåñòâà îòîáðàæåíèé. Íàïðèìåð, ìîæåò ëè ó êàêîé-òî òî÷êè ìíîæåñòâî ω(x) áûòü
ñòàíäàðòíûì êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì?
Ìû óæå ïîêàçûâàëè, ÷òî ω(x) çàìêíóòî. Åñëè ðå÷ü èäåò îá îòîáðàæåíèè îêðóæ-

íîñòè, òî äîïîëíåíèå äî ω(x) åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ò.å. íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå
îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ. Íà ïåðâûé âçãëÿä, êàæåòñÿ, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî
ñëèøêîì óæ ðàçðûâíî, è òàêîãî íèêàê íå áûâàåò. Íî îòîáðàæåíèå E3 äåìîíñòðè-
ðóåò èìåííî òàêîé êîíòðèíòóèòèâíûé ïðèìåð.
Èçâåñòíûé ôàêò, ÷òî êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü îïèñàíî êàê òàêèå òî÷-

êè èç îòðåçêà [0, 1], â òðîè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ÷èñëà 0 è
2. Íàïîìíèì, ÷òî óòðîåíèå îêðóæíîñòè, ðàññìàòðèâàåìîå êàê îòîáðàæåíèå íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿõ òðîè÷íîé çàïèñè, äåéñòâóåò êàê ëåâûé ñäâèã. Ïîýòîìó íåñëîæíî
ïîñòðîèòü òàêóþ òî÷êó x ∈ S1, òðîè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîé ñîäåðæèò âñå êîíå÷íûå
ñëîâà èç 0 è 2. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîñòî ïåðå÷èñëÿòü èõ ïî ïîðÿäêó: ñíà÷àëà âñå
ñëîâà äëèíû 1, çàòåì âñå ñëîâà äëèíû 2 è ò.ä. ßñíî, ÷òî òîãäà ω(x) åñòü êàíòîðîâî
ìíîæåñòâî.

Ïîâîðîòû îêðóæíîñòè.

Óñëîâèå ïëîòíîñòè è ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè îðáèòû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè � ïîâîðîò. Ïóñòü α ∈ R,
òîãäà ïîâîðîò Rα : S1 → S1 íà óãîë α îïðåäåëÿåòñÿ êàê Rα(x) = {x+ α}.
Åñëè α ∈ Q, òî îðáèòà ëþáîé òî÷êè x ∈ S1 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè α = m
q
, òî Rq

α(x) = {x+m} = x.

Åñëè α /∈ Q, òî îðáèòà ëþáîé òî÷êè x ∈ S1 ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíîé â S1. Äàííîå
óòâåðæäåíèå ðàçáèðàëîñü íà ñåìèíàðå, ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìû
îïóñòèì.
Áîëåå òîãî, â ñëó÷àå α /∈ Q ëþáàÿ îðáèòà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé.

Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ôàêò â âèäå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü α /∈ Q. Ïóñòü x ∈ S1 è I ⊂ S1 � íåêîòîðûé èíòåðâàë.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

An(x) =
#{m ∈ Z, 0 ≤ m ≤ n : Rm

α (x) ∈ I}
n+ 1

, (1.1)

ãäå #A îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå A. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ðàâíîìåðíûé ïðåäåë äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíûé äëèíå èíòåðâàëà I:

An(x) ⇒ |I|, n→ +∞.

Ðàñïðåäåëåíèå ïåðâûõ öèôð ñòåïåíåé äâîéêè.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü ðàâíîìåðíóþ ðàñïðåäåëåííîñòü èððàöèîíàëüíîãî ïîâî-
ðîòà, ïîñìîòðèì, êàê ýòîò ôàêò ìîæåò ðåøèòü, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñîâåðøåííî ñòî-
ðîííþþ çàäà÷ó.
Ðàññìîòðèì ñòåïåíè äâîéêè: 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024 . . . . Çàäàäèìñÿ âî-

ïðîñîì, êàê ÷àñòî ñòåïåíü äâîéêè íà÷èíàåòñÿ ñ öèôðû k? ×òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó,
íàì ñïåðâà ñòîèò ïîíÿòü, êàê îïðåäåëèòü ïåðâóþ öèôðó ÷èñëà N .

Óòâåðæäåíèå 1.3. Óñëîâèå log10(k) ≤ {log10N} < log10(k+1) ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî ÷èñëî N íà÷èíàåòñÿ ñ öèôðû k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, N = 10log10N = 10[log10N ]10{log10N}. Ïîýòîìó, ÷èñ-
ëàN è 10{log10N} èìåþò îäèíàêîâûå ïåðâûå öèôðû. Ïðè ýòîì, 10{log10N} ∈ [1, 10).

Èòàê, óñëîâèå, ÷òî 2n íà÷èíàåòñÿ ñ öèôðû k, ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ log10(k) ≤
{n log10 2} < log10(k + 1), ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ Rn

α(0) ∈ [log10(k), log10(k +
1)), ãäå α = log10 2. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî log10 2 èððàöèîíàëüíîå, à ïîòîìó
îðáèòà íóëÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé. Ïóñòü P (k) � âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñòåïåíü äâîéêè íà÷èíàåòñÿ ñ k. Òîãäà

P (k) = lim
n→+∞

#{0 ≤ m ≤ n : Rm
α (0) ∈ [log10(k), log10(k + 1))}

n+ 1
=

= log10(k + 1)− log10(k) = log10

(
k + 1

k

)
.

Èíâàðèàíòíàÿ ìåðà. Ïðèìåðû.

Ïóñòü (X,F , µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé µ, çàäàííîé íà σ-àëãåáðå F .

Îïðåäåëåíèå 1.7. Ìåðà µ èíâàðèàíòíà äëÿ èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → X,
åñëè ∀A ∈ F âûïîëíåíî µ(A) = µ(f−1(A)).

Ïðèìåð 1.1. Ìåðà Ëåáåãà èíâàðèàíòíà äëÿ ïîâîðîòà îêðóæíîñòè. Ýòî âïîëíå
î÷åâèäíî.
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Ïðèìåð 1.2. Ìåðà Ëåáåãà èíâàðèàíòíà äëÿ óäâîåíèÿ îêðóæíîñòè. Íà ïåðâûé
âçãëÿä, ýòî êàæåòñÿ êîíòðèíòóèòèâíûì, òàê êàê îêðóæíîñòü âðîäå áû ðàñòÿãè-
âàåòñÿ, è äëèíà ëþáîãî èíòåðâàëà äîëæíà óâåëè÷èâàòüñÿ. Íî â îïðåäåëåíèè ìåðû
íå çðÿ íàïèñàí èìåííî ïðîîáðàç îòîáðàæåíèÿ: ëþáîé èíòåðâàë ïðè óäâîåíèè èìååò
ðîâíî äâà ïðîîáðàçà, äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà ïîëîâèíå äëèíû èñõîäíîãî
èíòåðâàëà.

Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî ó èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà îêðóæíîñòè èíâàðèàíòíàÿ
ìåðà åäèíñòâåííà. À ó óäâîåíèÿ è óòðîåíèÿ, íàïðîòèâ, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî èíâàðèàíòíûõ ìåð.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè

èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà.

Èòàê, äîêàæåì òåîðåìó 1.1. Ïóñòü χI � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà I. Òîãäà
ôóíêöèè An çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

An(x) =
1

n+ 1
(χI(x) + χI(Rα(x)) + · · ·+ χI(R

n
α(x))).

Ââåäåì áîëåå îáùåå îáîçíà÷åíèå:

An,φ =
1

n+ 1
(φ(x) + φ(Rα(x)) + · · ·+ φ(Rn

α(x))),

ãäå φ : S1 → R � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ
ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1.4. Ïóñòü M � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå, à C(M) � ïðî-
ñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà M . Ïóñòü Φ ⊂ C(M) � âñþäó ïëîòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî. Åñëè ∀φ ∈ Φ âåðíî An,φ ⇒ Cφ ïðè n→ +∞, ãäå Cφ � êîíñòàíòà, òî
∀ψ ∈ C(M) âåðíî An,ψ ⇒ Cψ ïðè n→ +∞, ãäå Cψ � êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ ∈ C(M). Çàôèêñèðóåì ε > 0. Ñóùåñòâóåò φ ∈ Φ, ÷òî
∥ψ − φ∥ < ε.
Òîãäà ∀x ∈ M ∀n ∈ N âûïîëíåíî |An,ψ(x) − An,φ(x)| < 1

n+1
(ε+ ε+ · · · + ε) =

1
n+1

((n+ 1) ε) = ε. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò ∀x âåðíî

| lim
n→+∞

supAn,ψ(x)− Cφ| ≤ ε, | lim
n→+∞

inf An,ψ(x)− Cφ| ≤ ε .

Òàêèì îáðàçîì, âåðõíèé è íèæíèé ïðåäåëû An,ψ(x) îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà
2 ε. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà lim

n→+∞
An,ψ(x)

äëÿ êàæäîãî x. Áîëåå òîãî, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ∀ ε ∃C = const ÷òî ∀x âûïîëíåíî
| lim
n→+∞

An,ψ(x) − C| < ε, îòêóäà ñëåäóåò ÷òî ïðåäåë lim
n→+∞

An,ψ(x) åñòü íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà Cψ. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ê Cψ ðàâíîìåðíàÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. ßñíî, ÷òî åñëè An,f ⇒ Cf , An,g ⇒ Cg, òî An,af+bg ⇒
aCf + bCg, ãäå a, b êîíñòàíòû. Îòñþäà âîçíèêàåò èäåÿ ðàçëîæèòü ôóíêöèþ χI â
ðÿä Ôóðüå. Ìû äîêàæåì ñõîäèìîñòü ê êîíñòàíòå äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìîíîìîâ
e2πimx, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ê êîíñòàíòå äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïî-
ëèíîìîâ. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû âñþäó ïëîòíû
íà C(S1), îòêóäà, ïîëüçóÿñü óòâåðæäåíèåì 1.4 ñõîäèìîñòü ê êîíñòàíòå âåðíà äëÿ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Çàòåì, ïðèáëèæàÿ èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ ãëàäêèìè, çà-
âåðøèì äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü f = e2πimx. ßñíî, ÷òî f(Rk

α(x)) = e2πim(x+kα). Òîãäà

|An,f (x)| =
1

n+ 1

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

e2πim(x+kα)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

n+ 1
|e2πimx|

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

e2πimkα

∣∣∣∣∣ .
ßñíî, ÷òî åñëè m = 0, òî An,f (x) = 1. Ïîýòîìó An,f ⇒ 1.
Åñëè æå m > 0, òî ïîñëåäíÿÿ ñóììà åñòü ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, îòêóäà∣∣∣∣∣

n∑
k=0

e2πimkα

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1− e2πimnα

1− e2πimα

∣∣∣∣ ≤ 2

|1− e2πimα|
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè m > 0, òî |An,f | ≤ const
n+1

→ 0 ïðè n→ +∞. Ïîýòîìó An,f ⇒ 0.

Òîãäà äëÿ ïîëèíîìîâ f(x) = a0 +
n∑

m=0

ame
2πimx âûïîëíåíî An,f ⇒ a0. Çàìåòèì, ÷òî

a0 =
1∫
0

f(x)dx.

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ∀φ ∈ C(S1) âåðíî An,φ ⇒ Cφ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî
äëÿ ôóíêöèé φ ∈ C2(S1), êîýôôèöèåíòû Ôóðüå êîòîðûõ óáûâàþò êàê 1

n2 . Ïðè÷åì,

÷àñòè÷íûå ñóììû Ôóðüå SN(x) = a0+
N∑
k=0

ake
2πikx ñõîäÿòñÿ ê φ ∈ C2(S1) ðàâíîìåðíî

íà S1 (ôàêò èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà). Òàê êàê ∀N An,SN
⇒ a0 =

1∫
0

SN(x)dx

ïðè n→ +∞, òî An,φ ⇒ a0 =
1∫
0

φ(x)dx.

Áóäåì ïðèáëèæàòü èíäèêàòîðíóþ ôóíêöèþ χI ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ C2-ãëàäêèõ
ôóíêöèé. Ïóñòü φm ⇒ χI è ψm ⇒ χI , ïðè÷åì φm ≤ χI ≤ ψm (ñì. ðèñ. 1.1).

Òîãäà An,φm ≤ An,χI
≤ An,ψm . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî n, ïîëó÷àåì

1∫
0

φm(x)dx ≤

lim
n→+∞

supAn,χI
≤

1∫
0

ψm(x)dx. Äàëåå, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî m, ñ ó÷åòîì ðàâíîìåð-

íîé ñõîäèìîñòè, ïîëó÷àåì
1∫
0

χI(x)dx ≤ lim
n→+∞

supAn,χI
≤

1∫
0

χI(x)dx. Àíàëîãè÷íîå

íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ íèæíåãî ïðåäåëà, à ïîòîìó îíè ñîâïàäàþò. Òàê êàê
1∫
0

χI(x)dx = |I|, ìû ïîëó÷èëè òðåáóåìîå.
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Ðèñ. 1.1. Ïðèáëèæåíèå èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ãëàäêèõ ôóíê-
öèé ñíèçó è ñâåðõó.

Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè èíâàðèàíòíîé ìåðû

èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà.

Óòâåðæäåíèå 1.5. Ïóñòü α /∈ Q. Òîãäà ó ïîâîðîòà Rα îêðóæíîñòè ñóùåñòâóåò
òîëüêî îäíà èíâàðèàíòíàÿ áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà � ìåðà Ëåáåãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ìåðà Ëåáåãà èíâàðèàíòíà. Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ íåò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ � èíâàðèàíòíàÿ áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A è ëþáîãî n ∈ N âåðíî µ(A) = µ(R−n
α (A)). Çàïèøåì

ýòî ðàâåíñòâî â èíòåãðàëüíîì âèäå

1∫
0

χAdµ =

1∫
0

χR−n
α (A)dµ =

1∫
0

χA ◦Rn
αdµ.

Òàêèì îáðàçîì, ∀n ∈ N âûïîëíåíî
1∫
0

An,χI
dµ =

1∫
0

χIdµ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââè-

äó ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà, èìååì An,χI
⇒ |I|,

îòêóäà
1∫
0

An,χI
(x)dx→ |I|. Òîãäà ïîëó÷àåì µ(I) =

1∫
0

χIdµ = |I|.

Ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ èìåòü òîëüêî îäíó èíâàðèàíòíóþ ìåðó íàçûâàåòñÿ ñòðî-
ãîé ýðãîäè÷íîñòüþ. Ïîäðîáíåå îá ýðãîäè÷íîñòè è ñòðîãîé ýðãîäè÷íîñòè ìû åùå
ïîãîâîðèì íà ñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

Çàìå÷àíèÿ î ðàöèîíàëüíîì ïîâîðîòå îêðóæíîñòè.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî èððàöèîíàëüíûé ïîâîðîò îêðóæíîñòè îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

� Âñå îðáèòû âñþäó ïëîòíû.

� Ðàâíîìåðíàÿ ðàñïðåäåëåííîñòü.

� Ñòðîãàÿ ýðãîäè÷íîñòü (ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà âåðîÿòíîñòíàÿ èíâàðèàíòíàÿ
ìåðà).
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Ðàññìîòðèì äàëåå α ∈ Q. Êîíå÷íî, ïîâîðîò Rα íå îáëàäàåò íè îäíèì èç óêà-
çàííûõ ñâîéñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, âñå îðáèòû ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, à
ïîòîìó íå ìîãóò áûòü âñþäó ïëîòíû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòñóòñòâóåò è ðàâíî-
ìåðíàÿ ðàñïðåäåëåííîñòü. Íàïðèìåð, åñëè âûáðàòü èíòåðâàë I íå ïåðåñåêàþùèìñÿ
ñ îðáèòîé òî÷êè x, òî ∀n ∈ N âåðíî An,χI

(x) = 0. Òîãäà lim
n→+∞

An,χI
(x) = 0 ̸= |I|.

Ó ðàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà îãðîìíîå êîëè÷åñòâî èíâàðèàíòíûõ ìåð. Íàïðèìåð,
ìîæíî çàäàòü ðàâíîìåðíóþ ìåðó íà îðáèòå êàêîé-òî òî÷êè. Ïóñòü x ∈ S1 è Orb(x) =

{x1, . . . , xq} ñîñòîèò èç q ýëåìåíòîâ. Òîãäà ïîëîæèì µ = 1
q

q∑
k=1

δxk . Íåòðóäíî óáåäèòü-

ñÿ, ÷òî òàêàÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé.
Ìîæíî ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíóþ ìåðó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü α = m

n
. Ðàçî-

áüåì îêðóæíîñòü íà n îòðåçêîâ: Ik = [ k
n
, k+1

n
], k = 0, . . . , n− 1.

Çàäàäèì ìåðó λ0 ïðîèçâîëüíî íà I0, ÷òîáû λ0(I0) = 1
n
. Ïóñòü F0 � ïîëó÷èâøàÿñÿ

ñèãìà-àëãåáðà èçìåðèìûõ ïî λ0 ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà I0. Òîãäà íà îòðåçêå Ik çà-
äàäèì ìåðó ïî ôîðìóëå λk(A) = λ0(R

−1
k
n

(A)) äëÿ A ∈ R k
n
(F0) = Fk. Òîãäà ìåðà

µ(A) =
n−1∑
k=0

λk(A ∩ Ik) áóäåò èíâàðèàíòíîé âåðîÿòíîñòíîé äëÿ Rα.
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Ëåêöèÿ 2

Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ïîòîêè.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Òàêèå
ñèñòåìû îáû÷íî íàçûâàþò ¾ïîòîêàìè¿.
Â íàøåì êóðñå ïîòîêîì ìû áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî {gt} ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé

gt : M → M íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Èíäåêñ t
ïðèíàäëåæèò ëèáî R (îáðàòèìûå ïîòîêè), ëèáî R+ = {t ∈ R : t ≥ 0} (íåîáðàòèìûå
ïîòîêè) è âûïîëíåíî ãðóïïîâîå ñâîéñòâî: gt+s = gt ◦ gs = gs ◦ gt.
Ïóñòü M � çàìêíóòîå (êîìïàêòíîå è áåç êðàÿ) ìíîãîîáðàçèå, à V � ãëàäêîå âåê-

òîðíîå ïîëå íà M . Ïóñòü x(t, x0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ(t) = V (x(t)) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x(0, x0) = x0. Òîãäà ÿñíî, ÷òî x(t + s, x0) = x(t, x(s, x0)). Ïîýòîìó ñåìåé-
ñòâî îòîáðàæåíèé gt(x0) = x(t, x0) óäîâëåòâîðÿåò ãðóïïîâîìó ñâîéñòâó.
Áîëåå òîãî, òàê êàê ìíîãîîáðàçèåM çàìêíóòî, ëþáîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî ïðè âñåõ
t ∈ R. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êîìïàêò K = M × [−T, T ], ãäå T > 0 � ïðî-
èçâîëüíîå ÷èñëî. Ïî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ðåøåíèå x(t, x0) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà îòðåçîê [a, b] òàê, ÷òî òî÷êè (x(a, x0), a)
è (x(b, x0), b) ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå êîìïàêòà K. Íî òàê êàê ãðàíèöà M ïóñòà, òî
a = −T è b = T . Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü ðåøåíèå x(t, x0) íà ëþáîé
îòðåçîê [−T, T ].
Èòàê, ñåìåéñòâî gt(x0) = x(t, x0) ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì.

Îñîáûå òî÷êè. Äâóìåðíûé ëèíåéíûé ñëó÷àé.

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà x0 âåêòîðíîãî ïîëÿ V íàçûâàåòñÿ îñîáîé, èëè íåïîäâèæíîé,
åñëè V (x0) = 0. Òàêîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîå ðåøåíèå x(t) = x0. Îñîáûå
òî÷êè î÷åíü âàæíû äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäåííîé ïîòîêîì
âåêòîðíîãî ïîëÿ. Âñïîìíèì, ÷òî ïðîèñõîäèò íà ïëîñêîñòè.
Â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáñóæäàëàñü êëàññèôèêàöèÿ äâóìåðíûõ

ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà

(
ẋ
ẏ

)
= A

(
x
y

)
, ãäå A : R2 → R2 � ëèíåéíûé îïåðàòîð. ßñíî,

÷òî äëÿ äàííîé ñèñòåìû òî÷êà (0, 0) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé. Íàïîìíèì ïîâåäåíèå
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ïðè íåêîòîðûõ (íàèáîëåå
èíòåðåñíûõ) óñëîâèÿõ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.
Ñåäëî. Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A åñòü λ, µ ∈ R è âûïîëíåíî λµ <

0. Òîãäà ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò ìîæíî ïðèâåñòè ñèñòåìó ê âèäó(
ẋ
ẏ

)
=

(
λ 0
0 µ

)(
x
y

)
.

Ðåøåíèÿ èìåþò âèä x(t) = x0e
λt, y = y0e

µt, îòêóäà |y(x)| = C|x|µλ , ãäå µ
λ
< 0, à

êîíñòàíòà C íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ y(x0) = y0. Îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) òàêîé ñèñòåìû
íàçûâàåòñÿ ñåäëîì (ðèñ. 2.1).
Óçåë. Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A åñòü λ, µ ∈ R è âûïîëíåíî λµ > 0.
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Òîãäà ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò ìîæíî ïðèâåñòè ñèñòåìó ê âèäó(
ẋ
ẏ

)
=

(
λ 0
0 µ

)(
x
y

)
.

Ðåøåíèÿ èìåþò âèä x(t) = x0e
λt, y = y0e

µt, îòêóäà |y(x)| = C|x|µλ , ãäå µ
λ
> 0. Îñîáàÿ

òî÷êà (0, 0) òàêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì ïðè λ < 0 è íåóñòîé÷èâûì
óçëîì ïðè λ > 0 (ðèñ. 2.2).
Öåíòð. Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A åñòü iθ è −iθ, ãäå θ ∈ R \{0}.

Òîãäà ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò ìîæíî ïðèâåñòè ñèñòåìó ê âèäó(
ẋ
ẏ

)
=

(
0 θ
−θ 0

)(
x
y

)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ x2 + y2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì äàííîé ñèñòåìû.
Ïîýòîìó èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â îñî-
áîé òî÷êå. Èíòåðåñíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ïîòîê ñèñòåìû çà âðåìÿ 1 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîâîðîò îêðóæíîñòè íà óãîë −θ. Äåéñòâèòåëüíî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñèñòåìà èìååò âèä ṙ = 0, φ̇ = −θ. Îñîáàÿ òî÷êà (0, 0) òàêîé
ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ öåíòðîì (ðèñ. 2.1).
Ôîêóñ. Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A åñòü µ + iθ è µ − iθ, ãäå µ, λ ∈

R \{0}. Òîãäà ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò ìîæíî ïðèâåñòè ñèñòåìó ê âèäó(
ẋ
ẏ

)
=

(
µ θ
−θ µ

)(
x
y

)
.

Òðàåêòîðèè äàííîé ñèñòåìû ñîâåðøàþò âðàùåíèÿ, êàê è ó öåíòðà, íî íà ýòîò ðàç
ðàäèóñ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò â çàâèñèìîñòè îò çíàêà µ. Îñîáàÿ òî÷êà
(0, 0) òàêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ôîêóñîì ïðè µ < 0 è íåóñòîé÷èâûì
ôîêóñîì ïðè µ > 0 (ðèñ. 2.3).

Ðèñ. 2.1. Îñîáûå òî÷êè òèïà ñåäëî (ñëåâà) è öåíòð (ñïðàâà).

Äàííûå êàðòèíêè áóäóò ÷àñòî âîçíèêàòü â íàøåì êóðñå â êà÷åñòâå èëëþñòðèðó-
þùèõ ïðèìåðîâ. Ìû òàêæå óâèäèì, ÷òî íåëèíåéíûå àâòîíîìíûå ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ìîãóò áûòü ïðèáëèæåíû ñâîåé
ëèíåàðèçàöèåé.
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Ðèñ. 2.2. Óñòîé÷èâûé (ñëåâà) è íåóñòîé÷èâûé (ñïðàâà) óçåë.

Ðèñ. 2.3. Óñòîé÷èâûé (ñëåâà) è íåóñòîé÷èâûé (ñïðàâà) ôîêóñ.

Åùå îäèí èíòåðåñíûé âîïðîñ � êàêèå îñîáûå òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ óñòîé÷èâû ê
ìàëûì âîçìóùåíèÿì. Íàïðèìåð, öåíòð ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì â ýòîì ñìûñëå, òàê
êàê ìàëûìè êîëåáàíèÿìè åãî ìîæíî ïðåâðàòèòü â ôîêóñ.

Îìåãà-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî. Òåîðåìà

Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà.

Îïðåäåëèì ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî äëÿ ïîòîêà gt àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû äå-
ëàëè ýòî äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

Îïðåäåëåíèå 2.1. ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî òî÷êè x0 äëÿ ïîòîêà gt � ýòî ìíî-
æåñòâî òàêèõ òî÷åê x, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåí tk → +∞ ïðè
k → +∞, ÷òî gtk(x0) → x ïðè k → +∞. Îáîçíà÷àåòñÿ ω(x0).
Åñëè ïîòîê îáðàòèì, òî ìîæíî îïðåäåëèòü α-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî êàê ìíî-
æåñòâî òàêèõ òî÷åê y, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âðåìåí tk → −∞ ïðè
k → +∞, ÷òî gtk(x0) → y ïðè k → +∞. Îáîçíà÷àåòñÿ α(x0).

Àíàëîãè÷íî äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ω(x0) çàìêíóòî, íåïóñòî íà
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ìåòðèçóåìîì êîìïàêòå è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîòîêà gt.
Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ âàæíóþ òåîðåìó î ñòðóêòóðå ω-ïðåäåëüíîãî ìíîæå-

ñòâà íà ñôåðå.

Òåîðåìà 2.1 (Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà). Ïóñòü V � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà ñôåðå
S2, èìåþùåå êîíå÷íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê. Ïóñòü gt � ïîòîê ýòîãî ïîëÿ. Òîãäà
äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ S2 ìíîæåñòâî ω(x0) îòíîñèòåëüíî g

t ÿâëÿåòñÿ ëèáî îñîáîé
òî÷êîé, ëèáî öèêëîì, ëèáî ïîëèöèêëîì.

Íàïîìíèì, ÷òî öèêëîì íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ.
Ïîëèöèêëîì íàçûâàþò îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê è ñîåäèíÿþ-

ùèõ èõ òðàåêòîðèé ñ óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ îáõîäà (ðèñ. 2.4). Ãîâîðÿò, ÷òî òðàåê-
òîðèÿ gt(x0) ñîåäèíÿåò òî÷êè x è y, åñëè ëèáî gt(x0) → x ïðè t→ −∞ è gt(x0) → y
ïðè t → +∞, ëèáî ýòî âåðíî äëÿ g−t(x0). Â ýòîì ñëó÷àå ñîåäèíÿþùàÿ òðàåêòîðèÿ
gt(x0) íàçûâàåòñÿ ñåïàðàòðèñíîé ñâÿçêîé. Åñëè ñ÷èòàòü îñîáûå òî÷êè âåðøèíàìè,
à ñåïàðàòðèñíûå ñâÿçêè íàïðàâëåííûìè ðåáðàìè, òî ìû ïîëó÷èì íåêîòîðûé ãðàô.
Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáõîäà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê óñëîâèå ýéëåðîâîñòè
ïîëó÷åííîãî ãðàôà.

Ðèñ. 2.4. Ïðèìåð ïîëèöèêëà, îáðàçîâàííîãî îñîáûìè òî÷êàìè x1, x2, x3 è ñåïàðà-
òðèñíûìè ñâÿçêàìè γ1, γ2, γ3, γ4.

Äàííóþ òåîðåìó ìû îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, òàê êàê ÷àñòè÷íî îíà óæå îá-
ñóæäàëàñü â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Áîëåå ïîäðîáíî ìîæíî ïðî÷è-
òàòü â êíèãå À.È. Áóôåòîâ, Í.Á. Ãîí÷àðóê, Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî ¾Îáûêíîâåííûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿.

Îáìîòêà äâóìåðíîãî òîðà. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ïåðâîãî

âîçâðàùåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå íà òîðå T2 = R2 /Z2. Íàì áóäåò óäîá-
íî ïðåäñòàâëÿòü òîð êàê êâàäðàò [0, 1] × [0, 1] ñî ñêëååííûìè ïðîòèâîïîëîæíûìè
ñòîðîíàìè.
Âåêòîðíîå ïîëå V = (a, b) çàäàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé ẋ ≡ a è ẏ ≡ b, îòêóäà

x(t) = {at + x0} è y(t) = {bt + y0}. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç {x} îáîçíà÷àåòñÿ äðîá-
íàÿ ÷àñòü ÷èñëà x. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ¾ïðÿìîé¿,
íàìàòûâàþùåéñÿ íà òîð (ðèñ. 2.5).
Ïóñòü a ̸= 0 è b ̸= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç β óãîë íàêëîíà ¾ïðÿìîé¿ (x, y), ò.å.

tan(β) = b
a
. Ðàññìîòðèì ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ L = {(x, y), y = y0}. Òàê êàê
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Ðèñ. 2.5. Ïîòîê ïîñòîÿííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òîðå.

âåêòîðíîå ïîëå V íå ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì, òî èíòåãðàëüíûå êðèâûå âñþäó
ïåðåñåêàþò L òðàíñâåðñàëüíî (íå êàñàÿñü). Ãèïåðïîâåðõíîñòü, îáëàäàþùàÿ òàêèì
ñâîéñòâîì, íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüþ.
Èòàê, ìû âûáðàëè òðàíñâåðñàëü L ⊂ T2. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå P : L → L

Ïóàíêàðå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ. Ïóñòü (x0, y0) ∈ L, òîãäà ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíóþ
êðèâóþ φ(t) = (x(t, x0), y(t, y0)), ò.å. φ(0) = (x0, y0). Òîãäà P (x0, y0) = φ(s), ãäå
s = min{t > 0 : φ(t) ∈ L} � âðåìÿ ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà òðàíñâåðñàëü (ðèñ. 2.6).
Â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè òàêæå âñòðå÷àþòñÿ äðóãèå íàçâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ
Ïóàíêàðå. Íàïðèìåð, åãî íàçûâàþò îòîáðàæåíèåì ãîëîíîìèè èëè îòîáðàæåíèåì
ìîíîäðîìèè.

Ðèñ. 2.6. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà òðàíñâåðñàëü L ê ïîñòî-
ÿííîìó âåêòîðíîìó ïîëþ íà òîðå.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî P (x, y0) = ({x + 1
tan(β)

}, y0). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïî-

âîðîò îêðóæíîñòè R : S1 → S1 íà óãîë 1
tan(β)

, ãäå îòîáðàæåíèå R(x) = {x + 1
tan(β)

}.
Íàì óæå èçâåñòíî, ÷òî ïðè tan(β) ∈ Q âñå îðáèòû R ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè, îòêóäà
ñëåäóåò çàìêíóòîñòü âñåõ îðáèò âåêòîðíîãî ïîëÿ V . Åñëè æå tan(β) /∈ Q, òî ëþáàÿ
îðáèòà R âñþäó ïëîòíà â S1 è ëþáàÿ îðáèòà P âñþäó ïëîòíà â L, îòêóäà ëåãêî
ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ îðáèòà ïîëÿ V âñþäó ïëîòíà â T2.
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå èððàöèîíàëüíîãî tan(β) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ∀(x0, y0) ∈ T2

âåðíî ω(x0, y0) = T2. Ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà, íèêàêîå ãëàäêîå âåêòîðíîå
ïîëå íå ìîãëî áû ïîðîäèòü ïîäîáíîå ïîâåäåíèå íà ñôåðå.
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Íàäñòðîéêà è îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èìåÿ ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè,
ìû íàó÷èëèñü ñòðîèòü îòîáðàæåíèå P Ïóàíêàðå, äåéñòâóþùåå íà òðàíñâåðñàëè ê
ýòîìó âåêòîðíîìó ïîëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå P äåéñòâóåò íà
ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè n− 1.
Òåïåðü ìû ïðåäëîæèì êîíñòðóêöèþ íàäñòðîéêè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì

ñìûñëå îáðàòíîé ïðîöåäóðîé. Ïóñòü çàäàí äèôôåîìîðôèçì f íà ìíîãîîáðàçèè M
ðàçìåðíîñòè n − 1. Ìû ïîñòðîèì òàêîå ìíîãîîáðàçèå N ðàçìåðíîñòè n è òàêîå
âåêòîðíîå ïîëå V íà íåì, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüþ îòíîñèòåëüíî V , à äèô-
ôåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ äëÿ ïîòîêà ïîëÿ V .
Ïóñòü M̃ = M × [0, 1]. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå N áóäåò ïîëó÷åíî èç M̃ ïóòåì ñêëå-

èâàíèÿ êðà¼â ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïîëîæèì (f(x), 0) = (x, 1) äëÿ âñåõ x ∈ M .
Òàê ìû ïîëó÷èì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå N áåç êðàÿ.
Âåêòîðíîå ïîëå V íà N áóäåò óñòðîåíî î÷åíü ïðîñòî. Ïóñòü (x, s) � ëîêàëüíûå

êîîðäèíàòû íà N , ãäå x ∈ U ⊂ Rn−1 è s ∈ [0, 1]. Ïîëîæèì V = ∂
∂s
. Òàêèì îáðà-

çîì, èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïîëÿ èìåþò âèä (x(t), s(t)) = (x0, t), è ìíîãîîáðàçèå M
ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüþ îòíîñèòåëüíî V .
Åñëè ìûñëèòü íàïðàâëåíèå ïîëÿ, êàê âåðòèêàëüíîå, òî òðàåêòîðèè âåäóò ñåáÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå (x, 0), ãäå x ∈M ,
ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ äî òî÷êè (x, 1), êîòîðàÿ ñêëååíà ñ òî÷êîé îñíîâàíèÿ (f(x), 0) è
òàê äàëåå (ðèñ. 2.7). Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå P : M → M
ñîâïàäàåò ñ äèôôåîìîðôèçìîì f .

Ðèñ. 2.7. Íàäñòðîéêà äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f .

Ïðèìåð 2.1. Êàê ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, äâóìåðíûé òîð ÿâëÿåòñÿ íàä-
ñòðîéêîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïîâîðîòà îêðóæíîñòè. À ïîâîðîò îêðóæíîñòè, â ñâîþ
î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ äëÿ ïîòîêà ïîñòîÿííîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ íà òîðå.

Ïðèìåð 2.2. Ïóñòü f : [0, 1] → [0, 1], f(x) = 1 − x. Òîãäà íàäñòðîéêîé ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàò [0, 1]×[0, 1], òî÷êè êîòîðîãî ñêëååíû ïî ïðàâèëó (x, 1) = (1−x, 0). Íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî òàêîé ïðîöåäóðîé ìû ïîëó÷àåì ëèñò Ì¼áèóñà.
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ òðàíçèòèâíîñòü è ìèíèìàëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå f :
X → X íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûì, åñëè ∃x ∈ X, ÷òî îðáèòà
Orb(x) âñþäó ïëîòíà â X.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå f :
X → X íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ìèíèìàëüíûì, åñëè ∀x ∈ X îðáèòà Orb(x)
âñþäó ïëîòíà â X.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, f : X → X � îòîáðàæåíèå. Ôóíêöèÿ
φ : X → R íàçûâàåòñÿ f -èíâàðèàíòíîé, åñëè φ ◦ f = φ.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, à f :M →M ãîìåîìîð-
ôèçì. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû

1) Îòîáðàæåíèå f òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíî;

2) Äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ îòêðûòûõ U, V ⊂M íàéäåòñÿ n ∈ Z, ÷òî
fn(U) ∩ V ̸= ∅;

Äîêàçàòåëüñòâî.
1 ⇒ 2. Ïóñòü îðáèòà Orb(x) ïëîòíà â M . Òîãäà ∃n1, n2 ∈ Z, ÷òî fn1(x) ∈ U è

fn2(x) ∈ V . Òàê êàê fn2−n1(fn1(x)) = fn2(x) ∈ V , òî fn2−n1(U) ∩ V ̸= ∅.
2 ⇒ 1 (ñõåìàòè÷íî). Ïóñòü U1, U2 . . . � ñ÷åòíàÿ áàçà òîïîëîãèè íà M . Íàéäåòñÿ

n1 ∈ Z, ÷òî U1 ∩ fn1(U2) ̸= ∅. Âîçüìåì îòêðûòîå V1, ÷òî Cl(V1) ⊂ U1 ∩ fn1(U2).
Íàéäåòñÿ n2, ÷òî V1 ∩ fn2(U3) ̸= ∅. Âîçüìåì îòêðûòîå V2, ÷òî Cl(V2) ⊂ V1 ∩ fn2(U3).
Ïðîäîëæàÿ ïî èíäóêöèè, ìû ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Vi ñî ñâîéñòâîì Cl(Vi) ⊂
Vi−1∩fni(Ui+1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Cl(Vi) èìåþò îáùóþ òî÷êó x, îðáèòà
êîòîðîé ïåðåñåêàåò âñå Ui. Ñëåäîâàòåëüíî, Orb(x) âñþäó ïëîòíà.
Àêêóðàòíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ñëóøàòåëþ.

Óòâåðæäåíèå 2.2. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå, à f :M →M � îòîáðàæåíèå. Åñëè
f òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíî, òî ëþáàÿ f -èíâàðèàíòíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
íà M ïîñòîÿííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ � èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü òî÷êà x ∈M òàêàÿ, ÷òî
Cl(Orb(x)) =M .
Èç èíâàðèàíòíîñòè φ ñëåäóåò, ÷òî îíà ïîñòîÿííà íà îðáèòå Orb(x), à èç íåïðåðûâ-
íîñòè ñëåäóåò, ÷òî φ ïîñòîÿííà íà Cl(Orb(x)) =M .

Çàìå÷àíèå 2.1. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. ×óòü ïîçæå ìû ðàññìîòðèì ñåâåðî-
þæíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè, äëÿ êîòîðîãî âñå èíâàðèàíòíûå ôóíêöèè ïîñòî-
ÿííû, íî, òåì íå ìåíåå, îíî íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûì.

Ñäâèã íà n-ìåðíîì òîðå.

Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé òîð Tn = Rn /Zn. Ïóñòü fγ : Tn → Tn � îòîáðàæåíèå
ñäâèãà íà âåêòîð (γ1, . . . , γn) ∈ Rn, ò.å. äëÿ x = (x1, . . . , xn) ∈ Tn âûïîëíåíî fγ(x) =
({x1 + γ1}, . . . , {xn + γn)}.
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Åñëè n = 1, ìû ïîëó÷àåì T1 = S1, à fγ : S1 → S1 � ïîâîðîò îêðóæíîñòè íà óãîë
γ1. Ìû óæå ïîêàçûâàëè, ÷òî âîçìîæíû äâà òèïà ïîâåäåíèÿ: ïðè γ1 ∈ Q âñå îðáèòû
fγ ïåðèîäè÷åñêèå, à ïðè γ1 /∈ Q âñå îðáèòû fγ âñþäó ïëîòíû â S1.
Ïóñòü òåïåðü n ≥ 2. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî îðáèòû fγ ïåðèîäè÷åñêèå òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå γi ∈ Q. Íî â îòëè÷èå îò ïîâîðîòà îêðóæíîñòè, îòðèöàíèå
óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè íå âëå÷åò ïëîòíîñòü îðáèò íà Tn. Íàøà çàäà÷à íàéòè êðèòå-
ðèé òîïîëîãè÷åñêîé òðàíçèòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ fγ. Ïðåæäå âñåãî, ñôîðìóëèðóåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2.3. Åñëè îòîáðàæåíèå fγ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíî, òî fγ òî-
ïîëîãè÷åñêè ìèíèìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, îðáèòû ëþáûõ äâóõ òî÷åê îòëè÷àþòñÿ ñäâèãîì,
à ïîòîìó îäíîâðåìåííî ëèáî ïëîòíû, ëèáî íåò.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè êðèòåðèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ìèíèìàëüíîñòè íàì ïîòðåáóåòñÿ
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.5. ×èñëà ai ∈ R, i = 1, . . . , N ðàöèîíàëüíî çàâèñèìû, åñëè íàé-
äåòñÿ òàêîé íàáîð ÷èñåë ki ∈ Z, i = 1, . . . , N , íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ, ÷òî

âûïîëíåíî
N∑
i=1

aiki = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ÷èñëà ai íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíî

íåçàâèñèìûìè.

Òåîðåìà 2.2. Îòîáðàæåíèå fγ òîïîëîãè÷åñêè ìèíèìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ÷èñëà γ1, . . . , γn, 1 ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìû, ò.å. ðàâåíñòâî
n∑
i=1

γiki = k ∈ Z

ïðè ki ∈ Z âëå÷åò ∀i ki = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ìèíèìàëüíîñòü âëå÷åò íåçàâèñèìîñòü. Ïóñòü îòîáðàæåíèå fγ òîïîëîãè÷å-

ñêè ìèíèìàëüíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γi è 1 ðàöèîíàëüíî çàâèñèìû. Òîãäà íàéäåòñÿ

íåòðèâèàëüíûé íàáîð ÷èñåë ki ∈ Z, ÷òî
n∑
i=1

γiki = k ∈ Z. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ

ôóíêöèþ φ : Tn → R:

φ(x) = sin(2π
n∑
i=1

kixi).

Òàê êàê íå âñå ki ðàâíû íóëþ, òî ôóíêöèÿ φ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé. Íî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ èíâàðèàíòíîé:

φ(fγ(x)) = sin(2π
n∑
i=1

ki(xi + γi)) = sin(2π
n∑
i=1

kixi + 2πk) = φ(x).

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè fγ.
Íåçàâèñèìîñòü âëå÷åò ìèíèìàëüíîñòü. Ïóñòü ÷èñëà γi è 1 ðàöèîíàëüíî íåçà-

âèñèìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî fγ íå ìèíèìàëüíî. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå îòêðûòûå
íåïóñòûå ìíîæåñòâà Ũ è Ṽ , ÷òî äëÿ ëþáîãî m ∈ Z ïåðåñå÷åíèå fmγ (Ũ) ∩ Ṽ ïóñòî.
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Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà U è V ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U = ∪+∞
i=−∞f

i
γ(Ũ), V = ∪+∞

i=−∞f
i
γ(Ṽ ).

ßñíî, ÷òî U è V � íåïóñòûå îòêðûòûå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà è U ∩ V = ∅. Â
÷àñòíîñòè, U è V èçìåðèìû ïî ìåðå µ Ëåáåãà, è µ(U) > 0, µ(V ) > 0.
Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ χU ìíîæåñòâà U . Èç èçìåðèìîñòè è

èíâàðèàíòíîñòè U ñëåäóåò èçìåðèìîñòü è èíâàðèàíòíîñòü ôóíêöèè χU .
Ðàçëîæèì χU â ðÿä Ôóðüå:

χU(x) =
∑

k1,...,kn∈Zn

χk1,...,kn exp{2πi
n∑
j=1

kjxj},

ãäå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ ï.â. x ∈ Tn, ÷èñëà χk1,...,kn � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå.
Èç èíâàðèàíòíîñòè χU èìååì ðàâåíñòâî

χU(x) = χU(fγ(x)) =
∑

k1,...,kn∈Zn

χk1,...,kn exp{2πi
n∑
j=1

kjγj} exp{2πi
n∑
j=1

kjxj}.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, äëÿ âñåõ k1, . . . , kn ∈ Zn âûïîëíåíî

χk1,...,kn = χk1,...,kn exp{2πi
n∑
j=1

kjγj}. (2.1)

Ïðè k1 = · · · = kn = 0 ðàâåíñòâî (2.1) âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Èíà÷å ëèáî

χk1,...,kn = 0, ëèáî
n∑
j=1

kjγj ∈ Z. Íî âòîðîé âàðèàíò íåâîçìîæåí èç ïðåäïîëîæåíèÿ

ðàöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè γi è 1. Ñëåäîâàòåëüíî, χk1,...,kn = 0 ïðè íåòðèâèàëüíîì
íàáîðå k1, . . . , kn. Ïîýòîìó φ = χ0,...,0 äëÿ ï.â. x. Çíà÷èò, êîýôôèöèåíò χ0,...,0 ðàâåí
ëèáî 0, ëèáî 1. Íî, òàê êàê, χU ðàâíî 1 íà ìíîæåñòâå U ïîëîæèòåëüíîé ìåðû è
ðàâíî 0 íà ìíîæåñòâå V ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
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Ëåêöèÿ 3

Îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíîé ìåðû. Ïðèìåðû.

Íà ñåãîäíÿøíåé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì.
Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à µ � ìåðà íà X. Äàëåå âñå ìåðû ìû

áóäåì ïðåäïîëàãàòü áîðåëåâñêèìè (ñîãëàñîâàííûìè ñ òîïîëîãèåé íà X) è âåðîÿò-
íîñòíûìè (µ(X) = 1), åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. Ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå îòîá-
ðàæåíèÿ f : X → X ïðåäïîëàãàþòñÿ µ-èçìåðèìûìè, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ èçìåðèìîãî îòîáðàæå-
íèÿ f : X → X, åñëè äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî A ⊂ X âûïîëíåíî: µ(f−1(A)) = µ(A).

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû, êîãäà ó îòîáðàæåíèÿ òî÷íî îäíà èíâàðèàíòíàÿ ìåðà, áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî èíâàðèàíòíûõ ìåð è âîâñå íåò èíâàðèàíòíûõ ìåð.

Ïðèìåð 3.1 (Òîëüêî îäíà èíâàðèàíòíàÿ ìåðà). Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû äîêàçàëè,
÷òî ó ïîâîðîòà îêðóæíîñòè íà èððàöèîíàëüíûé óãîë ðîâíî îäíà èíâàðèàíòíàÿ ìåðà
� ìåðà Ëåáåãà.

Ïðèìåð 3.2 (Ìíîãî èíâàðèàíòíûõ ìåð). Âñïîìíèì îòîáðàæåíèå óòðîåíèÿ E3(φ) =
{3φ} îêðóæíîñòè. Ìû ìîæåì ¾ïîñàäèòü¿ èíâàðèàíòíóþ ìåðó íà îðáèòó êàêîé-òî
òî÷êè x0, à íà âñåõ ìíîæåñòâàõ, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ ýòîé îðáèòîé, ïîëîæèòü å¼
ðàâíîé íóëþ.
Âîçüìåì, íàïðèìåð, íåïîäâèæíóþ òî÷êó x0 = 0, ïîëó÷èì èíâàðèàíòíóþ ìåðó δ0.
Ó ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê (êîòîðûå âñþäó ïëîòíû) îðáèòà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîëîæèòü µ ðàâíîìåðíîé íà ýòîé îðáèòå.
Òàê, ìû óæå ïîëó÷èëè ñ÷åòíîå ÷èñëî èíâàðèàíòíûõ ìåð.
Ðàíåå ìû ïîêàçûâàëè, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x0, ÷òî ClOrb(x0) � êàíòîðîâñêîå
ìíîæåñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî òðîè÷íàÿ çàïèñü òî÷êè x0 åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω,
ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç íóëåé è äâîåê è ñîäåðæàùàÿ âñå âîçìîæíûå êîíå÷íûå ñëîâà.
Ðàçðåæèâàÿ äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω (âûêèäûâàÿ çàäàííûé êîíå÷íûé íàáîð
ñëîâ), ìîæíî ïîñòðîèòü êîíòèíóóì òî÷åê xα, çàìûêàíèå îðáèò êîòîðûõ åñòü (ðàç-
ëè÷íûå) êàíòîðîâû ìíîæåñòâà Kα. Ìîæíî îïðåäåëèòü èíâàðèàíòíûå ìåðû µα, ñî-
ñðåäîòî÷åííûå íà Kα. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì êîíòèíóóì èíâàðèàíòíûõ ìåð.

Ó âñåãî ëèøü èçìåðèìîãî (íî íå íåïðåðûâíîãî) îòîáðàæåíèÿ f ìîæåò âîâñå íå
ñóùåñòâîâàòü èíâàðèàíòíûõ ìåð.

Ïðèìåð 3.3 (Íåò èíâàðèàíòíûõ ìåð). Ïóñòü f : [0, 1] → [0, 1] èìååò âèä:

f(x) =

{
1
2
x, x ̸= 0;

1, x = 0.

Òîãäà ó îòîáðàæåíèÿ f íåò èíâàðèàíòíîé ìåðû. ßñíî, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ x →
1
2
x åäèíñòâåííàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà � ýòî δ0 (ò.ê. ∀n µ([0, 1

2n
] = µ([0, 1

2n−1 ] · · · =
µ([0, 1] = 1).
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Èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé, èíâàðèàíòíàÿ ìåðà f ìîæåò áûòü ñîñðåäîòî÷åíà
òîëüêî íà îðáèòå íóëÿ: Orb(0) = {0, 1, 1

2
, 1
4
, . . . } � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Ââèäó èí-

âàðèàíòíîñòè ∀a, b ∈ Orb(0) äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî µ({a}) = µ({b}).
Íî íà áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ðàâíîìåðíîé âåðîÿòíîñòíîé
ìåðû.

Òåîðåìà Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà î ñóùåñòâîâàíèè

èíâàðèàíòíîé ìåðû

Åñëè îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è äåéñòâóåò íà äîñòàòî÷íî ¾õîðîøåì¿ ïðîñòðàí-
ñòâå, òî ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîé ìåðû ãàðàíòèðóåò

Òåîðåìà 3.1 (Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà). Ïóñòü X � ìåòðèçóåìûé êîìïàêò, à f :
X → X � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ f ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ âå-
ðîÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ (âîçìîæíî íåèíâàðèàíòíóþ)
áîðåëåâñêóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ íà X. Äàëåå îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðèáëèæàþùèõ ìåð µn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µn(A) =
1

n+ 1
(µ(A) + µ(f−1(A)) + · · ·+ µ(f−n(A))). (3.1)

ßñíî, ÷òî

|µn(A)− µn(f
−1(A))| = 1

n+ 1
|(µ(A)− µ(f−n−1(A)))| ≤ 2

n+ 1
,

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê ìåðà µ âåðîÿòíîñòíàÿ, è ïîòîìó
ìåðà êàæäîãî ñëàãàåìîãî íå ïðåâîñõîäèò 1. Ïîýòîìó ìåðû µn ñ ðîñòîì n êàê áû
ñòàíîâÿòñÿ âñ¼ áîëåå è áîëåå ¾èíâàðèàíòíûìè¿. Èç äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ âîçíèêà-
åò èäåÿ ðàññìîòðåòü ïðåäåë (â êàêîì-òî ñìûñëå) ìåð µn, êîòîðûé è áóäåò íàøåé
èñêîìîé èíâàðèàíòíîé ìåðîé µ∞. Ðàçóìååòñÿ, ýòî è åñòü íàèáîëåå ñëîæíàÿ ÷àñòü
äîêàçàòåëüñòâà.

×òîáû ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî áîëåå ñòðîãî, íàì ïîòðåáóåòñÿ òåîðåìà Ðèññà-
Ìàðêîâà-Êàêóòàíè èç êóðñà ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ïðèâåäåì å¼ â íóæíîé íàì
ôîðìóëèðîâêå.

Òåîðåìà 3.2 (Ðèññà-Ìàðêîâà-Êàêóòàíè). Ïóñòü X � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðî-
ñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ôóíêöèî-
íàëà I íà C(X) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ, ÷òî I(φ) =

∫
φdµ

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ C(X).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà. Èòàê, ìû ïîñòðîèëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìåð µn, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (3.1). Î÷åâèäíî, âñå ýòè ìåðû áî-
ðåëåâñêèå è âåðîÿòíîñòíûå, à ïîòîìó èì ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå
ôóíêöèîíàëû In íà C(X):

In(φ) =

∫
X

φdµn,
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ãäå φ ∈ C(X).
Äàâàéòå íàéäåì êàêîé-íèáóäü ïðåäåë I∞ ôóíêöèîíàëîâ In â íàäåæäå âîñïîëüçî-

âàòüñÿ òåîðåìîé Ðèññà-Ìàðêîâà-Êàêóòàíè.
X � ìåòðèçóåìûé êîìïàêò, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî C(X) ñåïàðàáåëüíî. Ïóñòü

{φ1, φ2, . . . } � ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî C(X). Ðàññìîòðèì äåéñòâèå
In íà ôóíêöèè φk:

In(φk) =

∫
X

φkdµn =
1

n+ 1

∫
X

φk + φk ◦ f 1 + · · ·+ φk ◦ fndµ.

Òàê êàê X êîìïàêò, èìååì |In(φk)| ≤ sup |φk|. Ïîýòîìó ïðè ôèêñèðîâàííîì k ìû
èìååì îãðàíè÷åííóþ ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {In(φk)}, èç êîòîðîé ìîæíî
âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äèàãîíàëüíûì ñïîñîáîì (ïîñëåäîâà-
òåëüíî ðàçðÿæàÿ ïåðâîíà÷àëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) íåñëîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nj}, ÷òî äëÿ âñåõ k ∈ N ñóùåñòâóåò lim

j→+∞
Inj

(φk) = Jk.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ïðåäåëüíûé ôóíêöèîíàë I∞ íà âñþäó ïëîòíîì
ìíîæåñòâå: I∞(φk) = Jk, êîòîðûé ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ íà âñ¼ C(X)
(ïðîâåðüòå). ßñíî, ÷òî I∞ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì è ïîëîæèòåëüíûì,
à ïîòîìó (ïî òåîðåìå Ðèññà-Ìàðêîâà-Êàêóòàíè) åìó ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ∞, êîòîðàÿ ê òîìó æå âåðîÿòíîñòíàÿ è èíâàðèàíòíàÿ (ïðîâåðü-
òå).

Äàííûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû íàçûâàþò Êðûëîâî-Áîãîëþáîâñêèì.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì ïîëó÷èòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîãî èí-
âàðèàíòíûõ ìåð µ∞: ââèäó ñâîáîäû âûáîðà íà÷àëüíîé ìåðû µ è ÷àñòè÷íûõ ïðåäå-
ëîâ Jk.

Èíâàðèàíòíûå ìåðû äëÿ ñåâåðî-þæíîãî îòîáðàæåíèÿ

îêðóæíîñòè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N � ñåâåðíûé ïîëþñ îêðóæíîñòè, à ÷åðåç S � þæíûé. Ñåâåðî-
þæíîå îòîáðàæåíèå f îêðóæíîñòè óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èìååòñÿ òîëüêî
äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè: f(N) = N è f(S) = S. Îñòàëüíûå òî÷êè îêðóæíîñòè êàê
áû ¾ñòåêàþò¿ âíèç îò ñåâåðíîãî ïîëþñà ê þæíîìó (ñì. ðèñ. 3.1). Íåñëîæíî çàäàòü
f ÿâíî, íî íàì ýòî íå ïîòðåáóåòñÿ.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíûõ ìåð îòîáðàæåíèÿ f èìååò âèä
αδN + (1− α)δS, α ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, δN è δS, à òàêæå èõ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ÿâëÿþòñÿ
èíâàðèàíòíûìè ìåðàìè äëÿ f .
Ïóñòü µ � èíâàðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ f . Ïóñòü a ∈ (S,N). Èìååì f−1([S, a]) =

[S, f−1(a)], ñëåäîâàòåëüíî, µ([S, f−1(a)]) = µ([S, a]). Èç àääèòèâíîñòè ìåðû ïîëó-
÷àåì, ÷òî µ([a, f−1(a)]) = 0. Àíàëîãè÷íî, µ([f−k(a), f−k−1(a)]) = 0, k ∈ N. Òîãäà
µ(∪k≥0[f

−k(a), f−k−1(a)]) = µ([a,N)) = 0. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè a ïîëó÷àåì, ÷òî
íîñèòåëåì ìåðû µ ìîãóò áûòü òîëüêî òî÷êè N è S.

23

https://vk.com/teachinmsu


ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÌÈÍÊÎÂ ÑÒÀÍÈÑËÀÂ ÑÅÐÃÅÅÂÈ×

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ðèñ. 3.1. Ñåâåðî-þæíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè.

Ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíûõ ìåð. Òåîðåìà Øîêå î

ñóùåñòâîâàíèè ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê.

Êàê ìû óæå âèäåëè íà ïðèìåðå ñåâåðî-þæíîãî îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè, ìíî-
æåñòâî âñåõ èíâàðèàíòíûõ ìåð îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïîäìíîæåñòâîì
â ïðîñòðàíñòâå âñåõ áîðåëåâñêèõ ìåð.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü S ⊂ L � âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîãî ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L. Òî÷êà x ∈ S íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé, åñëè s
íåëüçÿ ðàçëîæèòü â íåòðèâèàëüíóþ âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ äðóãèõ äâóõ òî÷åê èç
S. Òî åñòü, èç ñîîòíîøåíèÿ x = αy+(1−α)z, ãäå y, z ∈ S, y ̸= z, α ∈ [0, 1] ñëåäóåò
α = 0 èëè α = 1.

Åñòü ïðèìåðû âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåç ýêñ-
òðåìàëüíûõ òî÷åê. Íî äëÿ ïðîñòðàíñòâà ìåð ñóùåñòâîâàíèå ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðå-
ìîé Øîêå (Choquet).

Òåîðåìà 3.3 (Øîêå). Ó âûïóêëîãî çàìêíóòîãî (â *-ñëàáîé òîïîëîãèè) ïîäìíî-
æåñòâà S ïðîñòðàíñòâà âñåõ áîðåëåâñêèõ ìåð ìíîæåñòâî ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê
Sext íåïóñòî. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé ìåðû µ ∈ S ñóùåñòâóåò ìåðà ν íà Sext, ÷òî
µ =

∫
Sext

θdν(θ).

Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òîãî ôàêòà, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ëþáàÿ òî÷êà âûïóêëîãî êîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé åãî
ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê.
Â ñëó÷àå, êîãäà X � ìåòðèçóåìûé êîìïàêò, ìíîæåñòâî âñåõ èíâàðèàíòíûõ ìåð

íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f çàìêíóòî â *-ñëàáîé òîïîëîãèè, è, òàêèì îáðàçîì,
óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû Øîêå.

Ýðãîäè÷íîñòü. Ñâÿçü ýðãîäè÷íîñòè è ýêñòðåìàëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ìåðà µ íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → X
(èëè ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f ýðãîäè÷åñêîå îòíîñèòåëüíî ìåðû µ), åñëè îíà
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f -èíâàðèàíòíà è äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî f -èíâàðèàíòíîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X
(ò.å. f−1(A) = A) âûïîëíåíî µ(A) = 0 èëè µ(A) = 1.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X → X ýðãîäè÷íî îòíîñèòåëüíî ìåðû µ.
Ïóñòü φ � èçìåðèìàÿ f -èíâàðèàíòíàÿ (ò.å. φ = φ ◦ f) ôóíêöèÿ íà X. Òîãäà
φ = const ï.â. ïî ìåðå µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî Ma = {x : φ(x) ≤ a} èçìåðèìî è èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî f , ïîýòîìó µ(Ma) ðàâíà ëèáî 0, ëèáî 1. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ
òàêèå a, b, ÷òî µ(Ma) = 0 è µ(Mb) = 1. Êðîìå òîãî, èç a1 ≤ a2 ñëåäóåò Ma1 ⊂ Ma2 .
Ïîýòîìó ÷èñëà a0 = sup{a : µ(Ma) = 0}, a1 = inf{a : µ(Ma) = 1} êîíå÷íû è îáÿçàíû
ñîâïàäàòü. Îòñþäà ñëåäóåò ÷òî φ(x) = a0 = a1 = const ï.â.

Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ëåììà íàìíîãî ìåíåå ñîäåðæàòåëüíà, ÷åì êàæåòñÿ íà ïåð-
âûé âçãëÿä. Äåëî â òîì, ÷òî ýðãîäè÷åñêàÿ ìåðà ìîæåò áûòü óñòðîåíà ¾ïëîõî¿, íà-
ïðèìåð, ñ íîñèòåëåì â îäíîé òî÷êå (êàê ó ñåâåðî-þæíîãî îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè).
È ðàâåíñòâî êîíñòàíòå ïî÷òè âñþäó ïî òàêîé ìåðå óæå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ óäèâè-
òåëüíûì ôàêòîì.
Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýðãîäè÷åñêèå ìåðû ýòî â òî÷íîñòè ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè

âûïóêëîãî ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ïóñòü áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ íà X ÿâëÿåòñÿ ýêñ-
òðåìàëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà âñåõ áîðåëåâñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ èíâàðèàíòíûõ
ìåð îòîáðàæåíèÿ f : X → X. Òîãäà µ ýðãîäè÷åñêàÿ äëÿ f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íàøëîñü èçìåðèìîå èíâàðèàíòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî A ⊂ X, ÷òî 0 < µ(A) < 1. Òîãäà êîððåêòíî îïðåäåëåíû ìåðû µA(B) =
µ(B∩A)
µ(A)

è µĀ(B) = µ(B∩Ā)
µ(Ā)

, ãäå Ā = X \A. ßñíî, ÷òî ýòè äâå ìåðû òàêæå áîðåëåâñêèå

âåðîÿòíîñòíûå è f -èíâàðèàíòíûå. Íî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìû ìîæåì ðàçëîæèòü ìåðó
µ â èõ íåòðèâèàëüíóþ êîìáèíàöèþ: µ(B) = αµA(B) + (1 − α)µĀ(B), ãäå α = µ(A).
À ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó ýêñòðåìàëüíîñòè.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ýðãîäè÷íàÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé, íàì ïîíà-
äîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü λ, µ � äâå áîðåëåâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà X. Òîãäà ñó-
ùåñòâóþò òàêèå áîðåëåâñêèå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû sµ è aµ è ÷èñëî α ∈ [0, 1], ÷òî
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî λ = αsµ + (1− α)aµ.
Ïðè÷åì, ìåðà aµ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî µ, òî åñòü ñóùåñòâóåò
µ-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ρ, ÷òî äëÿ ëþáîé aµ-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè φ âûïîëíåíî∫
X

φdaµ =
∫
X

φρdµ. À ìåðà sµ � âçàèìíî ñèíãóëÿðíà ñ µ, òî åñòü ∃A ⊂ X, ÷òî

µ(A) = 0, sµ(A) = 1.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü ìåðà µ ýðãîäè÷åñêàÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → X. Òîãäà îíà
ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð îòîáðàæåíèÿ f .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ìû ðàçëîæèëè ìåðó µ â íåòðèâèàëü-
íóþ âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ èíâàðèàíòíûõ ìåð λ1, λ2: µ(A) = βλ1(A)+(1−β)λ2(A),
ãäå β ∈ (0, 1).
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.4 è ðàçëîæèì ìåðó λ1 îòíîñèòåëüíî µ: λ1 = αsµ+(1−

α)aµ, ãäå aµ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî µ, à sµ âçàèìíî ñèíãóëÿðíà ñ µ,
à ÷èñëî α ∈ [0, 1]. Ïî îïðåäåëåíèþ âçàèìíîé ñèíãóëÿðíîñòè, íàéäåòñÿ èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî A ⊂ X, ÷òî µ(A) = 0 è sµ(A) = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 0 = µ(A) =
βλ1(A) + (1 − β)λ2(A). Ñóììà äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ ðàâíà íóëþ, åñëè
êàæäîå èç íèõ ðàâíî íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ1(A) = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî sµ(A) = 1, ïîëó÷àåì 0 = λ1(A) = α + (1 − α)aµ(A). Ñëåäîâàòåëüíî,
α = 0, ò.å. λ1 = aµ.
Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ρ, ÷òî äëÿ ëþáîé aµ-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè φ âåðíî

∫
X

φdaµ =∫
X

φρdµ. Èç èíâàðèàíòíîñòè ìåð µ è aµ ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü ôóíêöèè ρ. Íî òàê

êàê µ ýðãîäè÷åñêàÿ, ïî ëåììå 3.1 ïîëó÷àåì, ÷òî ρ = const ï.â. Çíà÷èò, λ1 = cµ,
c ∈ R. Íî òàê êàê îáå ìåðû âåðîÿòíîñòíûå, ïîëó÷àåì c = 1. Íî òîãäà β = 1, ÷òî
ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Âðåìåííûå è ïðîñòðàíñòâåííûå ñðåäíèå. Àíîíñ òåîðåìû

Áèðêãîôà. Ïîñëåäíÿÿ ïðîáëåìà Òàêåíñà.

Ïóñòü f : X → X � ãîìåîìîðôèçì, µ � áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà X, à
φ : X → R � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Âðåìåííûì ñðåäíèì ôóíêöèè φ â òî÷êå x ∈ X íàçûâàþò
ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò):

lim
n→+∞

1

n+ 1
(φ(x) + φ(f(x)) + · · ·+ φ(fn(x))).

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ïðîñòðàíñòâåííûì ñðåäíèì ôóíêöèè φ íàçûâàþò èíòåãðàë∫
X

φdµ.

Òåîðåìà 3.6 (Áèðêãîôà). Åñëè µ ýðãîäè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî f , òî âðåìåííîå
ñðåäíåå ðàâíî ïðîñòðàíñòâåííîìó äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X.

Ýòî àíîíñ òåîðåìû, êîòîðóþ ìû îáñóäèì ïîäðîáíåå è äîêàæåì íåñêîëüêî ïîçæå.
Ñôîðìóëèðóåì òàêæå, ïîêà íåôîðìàëüíî, ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.

Ãèïîòåçà 3.1 (Ïîñëåäíÿÿ ïðîáëåìà Òàêåíñà). Äëÿ òèïè÷íîãî (èëè îòêðûòîãî,
èëè ïëîòíîãî) ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé âðåìåííûå ñðåäíèå ñóùåñòâóþò ïî÷òè
âñþäó ïî ìåðå Ëåáåãà.

Çäåñü ñëîâî ¾òèïè÷íûé¿ íàì ïîêà íåèçâåñòíî, íî ìû îáñóäèì ýòî â äàëüíåéøåì.
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Òåîðåìà Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè. Ñâÿçü ýðãîäè÷íîñòè è

òîïîëîãè÷åñêîé òðàíçèòèâíîñòè. Ñòðîãàÿ ýðãîäè÷íîñòü è

ìèíèìàëüíîñòü.

Òåîðåìà 3.7 (Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè). Ïóñòü µ � áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ
ìåðà íà X, èíâàðèàíòíàÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → X. Ïóñòü A ⊂ X � èçìåðè-
ìîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî N ∈ N âûïîëíåíî

µ({x ∈ A : {fn(x)}n≥N ⊂ X \ A}) = 0.

Òî åñòü, ìåðà òî÷åê èç A, íå âîçâðàùàþùèõñÿ â A ïîñëå êàêîãî-òî ìîìåíòà,
ðàâíà íóëþ.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû N = 1.

1) Ìíîæåñòâî A1 = {x ∈ A : {fn(x)}n≥1 ⊂ X \ A} äåéñòâèòåëüíî èçìåðèìî.

2) Ìíîæåñòâà A1, f
−1(A1), f

−2(A1), . . . èìåþò îäèíàêîâóþ ìåðó è íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ.

3) Òàê êàê ìåðà âñåãî ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åíà, ìåðà ìíîæåñòâà A1 îáÿçàíà áûòü
ðàâíà íóëþ.

Äàëåå ðàññìîòðèì äâà óòâåðæäåíèÿ î ñâÿçè ýðãîäè÷íîñòè è òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå íîñèòåëÿ ìåðû.

Îïðåäåëåíèå 3.6. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ áîðåëåâñêîé ìåðîé
µ. Íîñèòåëåì ìåðû supp(µ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê X, ÷òî ìåðà
ëþáîé èõ îêðåñòíîñòè ïîëîæèòåëüíà. Òî åñòü,

supp(µ) = {x ∈ X : ∀U − îòêðûòîå, x ∈ U ⇒ µ(U) > 0}.

Åñëè X ìåòðèçóåìîå, òî íîñèòåëü ðàâåí âñåìó ïðîñòðàíñòâó áåç îáúåäèíåíèÿ âñåõ
øàðîâ íóëåâîé ìåðû (òàêèå øàðû íàçûâàþò íåñóùåñòâåííûìè).

Óòâåðæäåíèå 3.3. Ïóñòü X � ìåòðèçóåìûé êîìïàêò. Ïóñòü ìåðà µ íà X ýð-
ãîäè÷åñêàÿ äëÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → X. Òîãäà ó îòîáðàæåíèÿ
f supp(µ) : supp(µ) → supp(µ) åñòü ïëîòíàÿ îðáèòà (ñâîéñòâî òîïîëîãè÷åñêîé òðàí-
çèòèâíîñòè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Ui} � ñ÷åòíàÿ áàçà òîïîëîãèè. Íå ìåíÿÿ îáîçíà÷åíèé,
îñòàâèì èç íèõ òîëüêî ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé ìåðû µ(Ui) > 0.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Si òî÷åê X, ïîïàäàþùèõ â Ui áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç:

Bi = {x ∈ X : ∀N ∃n ≥ N : fn(x) ∈ Ui}.

ßñíî, ÷òî Bi èíâàðèàíòíî.
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Ðàññìîòðèì Ai = Bi∩Ui. Ïî òåîðåìå 3.7 Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè, µ(Ai) = µ(Ui) >
0 (ò.ê. Ai = Ui \ ∪NAi,N , à ìåðà Ai,N íóëåâàÿ ïî òåîðåìå). Íî òîãäà è µ(Bi) > 0, à
ââèäó ýðãîäè÷íîñòè, µ(Bi) = 1.
Ïóñòü B = ∩iBi. ßñíî, ÷òî µ(B) = 1 è ëþáàÿ òî÷êà èç B ïîïàäàåò â êàæäóþ

îêðåñòíîñòü Ui áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, îòêóäà ñëåäóåò ïëîòíîñòü îðáèòû â supp(µ).

Çàìå÷àíèå 3.1. Íà ñàìîì äåëå, ìû äîêàçàëè äàæå áîëüøå: ïî÷òè âñå òî÷êè supp(µ)
èìåþò ïëîòíóþ â supp(µ) îðáèòó.

Îïðåäåëåíèå 3.7. Îòîáðàæåíèå f : X → X íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ýðãîäè÷íûì,
åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ èíâàðèàíòíàÿ
ìåðà.

Çàìå÷àíèå 3.2. Åñëè µ � åäèíñòâåííàÿ áîðåëåâñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ èíâàðèàíòíàÿ
ìåðà äëÿ f , òî, î÷åâèäíî, µ � ýêñòðåìàëüíàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ýðãîäè÷åñêàÿ äëÿ f .

Óòâåðæäåíèå 3.4. Ïóñòü X � ìåòðèçóåìûé êîìïàêò, à íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå f : X → X ñòðîãî ýðãîäè÷íî. Òîãäà âñå îðáèòû f supp(µ) ïëîòíû â supp(µ)
(òîïîëîãè÷åñêàÿ ìèíèìàëüíîñòü).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ åäèíñòâåííóþ âåðîÿòíîñòíóþ ýðãîäè÷åñêóþ
ìåðó äëÿ f . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî x ∈ supp(µ) è ðàññìîòðèì ω(x) � çàìêíóòîå
èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî. ßñíî, ÷òî ω(x) ⊂ ClOrb(x) ⊂ Cl supp(µ) = supp(µ).
Ïî òåîðåìå Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà, äëÿ îòîáðàæåíèÿ f ω(x) : ω(x) → ω(x) ñóùåñòâóåò
èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ν íà ω(x). Ïðîäîëæèì ν íà âñ¼X, ïîëàãàÿ ν(A) = ν(A∩ω(x)). Èç
ñòðîãîé ýðãîäè÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî ν = µ, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî supp(µ) = supp(ν) ⊂
ω(x), îòêóäà supp(µ) = ω(x).
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Ëåêöèÿ 4

Òåîðåìà Áèðêãîôà î âðåìåííûõ ñðåäíèõ.

Ïóñòü X � ìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à µ � áîðåëåâñêàÿ âåðîÿò-
íîñòíàÿ ìåðà íà X. Ïóñòü f : X → X � èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå ñ èíâàðèàíòíîé
ìåðîé µ. Äëÿ ôóíêöèè φ : X → R è òî÷êè x ∈ X ðàññìîòðèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü:

An,φ(x) =
1

n+ 1
(φ(x) + φ(f(x)) + · · ·+ φ(fn(x))), n ∈ N .

Òåîðåìà 4.1 (Áèðêãîôà î âðåìåííûõ ñðåäíèõ). Åñëè φ ∈ L1(X), òî ñóùåñòâóåò
lim

n→+∞
An,φ(x) = A∞,φ(x) äëÿ ï.â. x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü ïî øàãàì.
Øàã 1. Ïóñòü Ba,b = {x : lim supAn,φ(x) > b è lim inf An,φ(x) < a}, ãäå a, b ∈ R,

a < b. Ìíîæåñòâî Ba,b èçìåðèìî è èíâàðèàíòíî (äîêàçàòü èíâàðèàíòíîñòü ìîæíî
àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 4.2).
Îáîçíà÷èì B = ∪{Ba,b : a, b ∈ Q, a < b}. Åñëè óäàñòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî µ(B) = 0,

òî ìû äîêàæåì òåîðåìó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ x ∈ X íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà
An,φ(x), òî lim inf An,φ(x) < lim supAn,φ(x). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ p, q ∈ Q, ÷òî
p < q è x ∈ Bp,q.
Äîêàçûâàòü áóäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ(B) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

∃a, b, a < b, ÷òî µ(Ba,b) > 0. Ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Øàã 2. Ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ, äîêàçàâ äâà íåñîâìåñòèìûõ ôàêòà:

∫
Ba,b

φdµ ≥

bµ(Ba,b) è
∫
Ba,b

φdµ ≤ aµ(Ba,b).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîãî çàìåíîé φ íà
−φ. Äåéñòâèòåëüíî,An,−φ(x) = −An,φ(x), îòêóäà lim supAn,−φ(x) = − lim supAn,φ(x).
Òîãäà ïåðâîå óòâåðæäåíèå äëÿ −φ èìååò âèä

∫
Ba,b

−φdµ ≥ −aµ(Ba,b), ÷òî ñîâïàäàåò

ñî âòîðûì óòâåðæäåíèåì äëÿ ôóíêöèè φ.
Îáîçíà÷èì ψ = φ− b. Èòàê, íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

∫
Ba,b

ψdµ ≥ 0.

Øàã 3. Ïîñòðîèì èñ÷åðïûâàíèÿ Cn ìíîæåñòâà Ba,b. Ïóñòü Cn = {x ∈ Ba,b :
maxj≤nAj,φ(x) > b}. ßñíî, ÷òî Cn ⊂ Cn+1, è ∪nCn = Ba,b.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ âñåõ n âåðíî

∫
Cn

ψdµ ≥ 0, òî âûïîëíåíî è íóæíîå íàì

íåðàâåíñòâî. Ïóñòü χn � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Cn. Òîãäà 0 ≤∫
Cn

ψdµ =
∫
Ba,b

χn · ψ dµ →
∫
Ba,b

ψ dµ, ãäå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñïðàâåäëèâ ïî òåîðåìå

Ëåáåãà.
Èòàê, íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ n âåðíî

∫
Cn

ψdµ ≥ 0.

Øàã 4. Ïåðåïèøåì ìíîæåñòâî Cn íåìíîãî ïî-äðóãîìó.
Âî-ïåðâûõ, â òåðìèíàõ ôóíêöèè ψ ïîëó÷àåì Cn = {x ∈ Ba,b : maxj≤nAj,ψ(x) >
0}. Âî-âòîðûõ, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ψ0(x) = 0, ψn(x) = (n + 1)An,ψ(x) è Ψn(x) =
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max0≤j≤n ψj(x). Òîãäà Cn = {x ∈ Ba,b : Ψn(x) > 0}. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Ψn(x) > 0,
òîãäà ψj(x) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ j ≤ n. Íî ψ0 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, 0 < j ≤ n. Íî
òîãäà è Aj,ψ(x) > 0, ò.å. x ∈ Cn. Ýòà æå öåïî÷êà â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè äîêàçûâàåò
îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.
Øàã 5. Äëÿ ëþáîãî j, ÷òî 0 ≤ j ≤ n, î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ñëåäñòâèé.

Ψn ≥ ψj ⇒ Ψn ◦ f ≥ ψj ◦ f ⇒ Ψn ◦ f + ψ ≥ ψj ◦ f + ψ = ψj+1.

Òîãäà (Ψn ◦ f)(x) + ψ(x) ≥ max1≤j≤n ψj(x). Åñëè ïðè ýòîì x ∈ Cn, òî Ψn(x) > 0,
è ïîýòîìó max1≤j≤n ψj(x) = max0≤j≤n ψj(x) = Ψn(x). Èòîãî ïðè x ∈ Cn ïîëó÷àåì:
(Ψn ◦ f)(x) + ψ(x) ≥ Ψn(x), ÷òî ýêâèâàëåíòíî ψ(x) ≥ Ψn(x)− (Ψn ◦ f)(x).
Øàã 6. Ïðîèíòåãðèðóåì ïî Cn ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî:∫

Cn

ψdµ ≥
∫
Cn

Ψndµ−
∫
Cn

(Ψn ◦ f)(x)dµ.

Òàê êàê Ψn(x) = 0 ïðè x ∈ Ba,b \Cn, ïîëó÷àåì
∫
Cn

Ψndµ =
∫
Ba,b

Ψndµ. Òàê êàê Ψn ≥ 0,

èìååì íåðàâåíñòâî
∫
Cn

(Ψn◦f)(x)dµ ≤
∫
Ba,b

(Ψn◦f)dµ. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü

ìíîæåñòâà Ba,b è ìåðû µ, ïîëó÷àåì:∫
Cn

ψdµ ≥
∫
Ba,b

Ψndµ−
∫
Ba,b

Ψn ◦ fdµ = 0.

×òî è òðåáîâàëîñü.

Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Áèðêãîôà. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà

Áèðêãîôà.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Ôóíêöèÿ A∞,φ èçìåðèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî n ôóíêöèè An,φ èçìåðèìû, à ïîòîìó A∞,φ èçìåðèìà
êàê èõ ïðåäåë.

Óòâåðæäåíèå 4.2. Ôóíêöèÿ A∞,φ èíâàðèàíòíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâ

An,φ(f(x)) =
φ(f(x)) + · · ·+ φ(fn+1(x))

n+ 1
, An+1,φ(x) =

φ(x) + · · ·+ φ(fn+1(x))

n+ 2
,

ïîëó÷àåì An+1,φ(x) =
φ(x)+(n+1)An,φ(f(x))

n+2
. Òîãäà äëÿ ï.â. x ñóùåñòâóåò ïðåäåë

A∞,φ(x) = lim
n→+∞

An+1,φ(x) = lim
n→+∞

An,φ(f(x)) = A∞,φ(f(x)).
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Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ ñ ïðîøëîé ëåêöèè, åñëè ìåðà µ ýðãîäè÷åñêàÿ, òî èíâàðè-
àíòíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ A∞,φ åñòü êîíñòàíòà C = const ïî ìåðå µ. ßñíî, ÷òî äëÿ
âñåõ n âûïîëíåíî

∫
X

An,φdµ =
∫
X

φdµ, è
∫
X

A∞,φdµ = C. Ïîýòîìó õî÷åòñÿ ïðåäïîëî-

æèòü, ÷òî C =
∫
X

φdµ. Ýòî è óòâåðæäàåò ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà Áèðêãîôà, êîòîðóþ

ìû ñôîðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 4.2 (Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà Áèðêãîôà.). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.1 ïðè
äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ýðãîäè÷íîñòè ìåðû µ, äëÿ ï.â. x ∈ X âåðíî A∞,φ(x) =∫
X

φdµ.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìåðà ýðãîäè÷åñêàÿ, òî ïî÷òè âñþäó âðåìåííûå ñðåäíèå îïðå-
äåëåíû è ñîâïàäàþò ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ñðåäíèì.

Öåïíûå äðîáè. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Áèðêãîôà.

Ïîãîâîðèì î öåïíûõ äðîáÿõ è èõ ñâÿçè ñ ýðãîäè÷åñêîé òåîðèåé. Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî
ïðèìåðà:

19

7
= 2 +

5

7
= 2 +

1
7
5

= 2 +
1

1 + 2
5

= 2 +
1

1 + 1
5
2

= 2 +
1

1 + 1
2+ 1

2

.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå ÷èñëà 19
7
â öåïíóþ äðîáü.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Ãàóññà g(x) =
{

1
x

}
. Ïóñòü äëÿ óäîáñòâà äàëåå x ∈ (0, 1).

Òîãäà ðàçëîæåíèå x â öåïíóþ äðîáü ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x =
1[

1
x

]
+ 1

[ 1
g(x) ]+

1[
1

g2(x)

]
+...

.

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, êàê ðàñïðåäåëåíû öåëûå ÷èñëà
[

1
gn(x)

]
? Óäèâèòåëüíî, ÷òî îò-

âåò ïî÷òè âñåãäà íå çàâèñèò îò ñàìîãî ÷èñëà x. Ïîêàçàòü ýòî íàì ïîìîæåò ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3 (Êóçüìèí). Îòîáðàæåíèå Ãàóññà g ýðãîäè÷íî îòíîñèòåëüíî ìåðû µ
ñ ïëîòíîñòüþ ρ(x) = c

x+1
, ãäå êîíñòàíòà c = 1

ln 2
âûáðàíà òàê, ÷òîáû ìåðà áûëà

âåðîÿòíîñòíîé.

Èòàê, âû÷èñëèì P (k)(x) � äîëþ òåõ ÷èñåë â ðàçëîæåíèè x â öåïíóþ äðîáü, ÷òî

ðàâíû k. Çàìåòèì, ÷òî åñëè 1
k+1

< gn(x) ≤ 1
k
, òî

[
1

gn(x)

]
= k. Ïîýòîìó P (k) � ýòî

äîëÿ òåõ n, ÷òî gn(x) ∈ ( 1
k+1

, 1
k
].

Ïóñòü χk � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ïîëóèíòåðâàëà ( 1
k+1

, 1
k
]. Òîãäà äëÿ ï.â. x

P (k)(x) = A∞,χk
(x) =

1∫
0

χkdµ =

1
k∫

1
k+1

1dµ =
1

ln 2

1
k∫

1
k+1

1

x+ 1
dx =

1

ln 2
ln

(
(k + 1)2

k(k + 2)

)
.

Àñèìïòîòè÷åñêè ïðè áîëüøèõ k ýòà âåðîÿòíîñòü âåäåò ñåáÿ êàê 1
k2
.
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Ïðèìåð èç ìåõàíèêè. Ñâÿçü ñ ýðãîäè÷åñêîé òåîðèåé.

Ôèçèêà ÷àñòî âäîõíîâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé òåîðèåé, õîòÿ ôîðìàëüíî ïðèìåíèòü å¼
íå âñåãäà óäàåòñÿ. Íàïðèìåð, êàêàÿ-òî ôóíêöèÿ ìîæåò êàçàòüñÿ ýðãîäè÷íîé, èç ýòèõ
ñîîáðàæåíèé âîçíèêàþò èäåè äîêàçàòü êàêèå-òî å¼ ñâîéñòâà (èñïîëüçóÿ ñòîðîííèå
èíñòðóìåíòû), à ïîòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èçíà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ âîâñå ýðãîäè÷íîé
íå áûëà.
Ìû ðàññìîòðèì ïðèìåð òîãî, êàê ýòî ðàáîòàåò. Çäåñü íå óäàåòñÿ ïðèìåíèòü ýð-

ãîäè÷åñêóþ òåîðåìó íàïðÿìóþ, íî îíà íàâîäèò íà íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèå.
Äàííûé ïðèìåð íóæíî âîñïðèíèìàòü íå î÷åíü ôîðìàëüíî, òàê êàê ýòî ëèøü

èëëþñòðàöèÿ. Â ãëóáîêèå ïîäðîáíîñòè ìû âíèêàòü íå áóäåì.

Ìåòîä óñðåäíåíèÿ.

Â ìåõàíèêå ÷àñòî áûâàåò, ÷òî 2n-ìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâîM åñòü ðàññëîåíèå
íà n-ìåðíûå òîðû. Ïóñòü φ � êîîðäèíàòà íà òîðå, à I � êîîðäèíàòà íà áàçå ðàññëî-
åíèÿ. Äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (ñîõðàíÿþùåé ýíåðãèþ) óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà â
êîîðäèíàòàõ (φ, I) èìåþò ñëåäóþùèé âèä{

φ̇ = ω(I),

İ = 0,
(4.1)

ãäå ω � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ñèñòåìó (4.1) íàçûâàþò íåâîçìóùåííîé ñèñòåìîé.
Ïîñëå âîçìóùåíèÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä{

φ̇ = ω(I) + ε f(I, φ, ε),

İ = ε g(I, φ, ε),
(4.2)

ãäå f è g ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè ïî φ (íåïðåðûâíû íà òîðå), à ε � ìàëûé
ïàðàìåòð. Ñèñòåìó (4.2) áóäåì íàçûâàòü âîçìóùåííîé ñèñòåìîé.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííîå ñðåäíåå ôóíêöèè g íà òîðå:

G(J) =

∮
g(J, φ, 0)dφ∮

dφ
,

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî òîðó (ñëîþ). Òîãäà óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

J̇ = εG(J).

Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåò ìíîãèå ñâîéñòâà ïîâåäåíèÿ
ïåðåìåííîé I, óäîâëåòâîðÿþùåé âîçìóùåííîé ñèñòåìå, íî â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåê-
òèâå.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä{
φ̇ = ω,

İ = ε(a+ b cosφ).
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Òîãäà óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä J̇ = ε a. Î÷åâèäíî, J(t) = ε at. Ðåøåíèå
âîçìóùåííîé ñèñòåìû èìååò âèä I(t) = ε at + ε b

ω
sin(ωt). Âèäíî, ÷òî I îòëè÷àåòñÿ

îò J ëèøü ìàëûì êîëåáëþùèìñÿ ñëàãàåìûì. Íà êàðòèíêå 4.1 ìîæíî íàáëþäàòü,
êàê J îïèñûâàåò ïîâåäåíèå I íà áîëüøîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

Ðèñ. 4.1. Èëëþñòðàöèÿ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ. Ôóíêöèÿ J ïðèáëèæàåò ôóíêöèþ I â
äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå.

Î âðåìåííûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ ñðåäíèõ.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê âðåìåíè [0, T ], ãäå 1 ≪ T ≪ 1
ε
. Ñêàæåì ÷òî íà ýòîì îòðåçêå

İ ∼ ε g(I0, φ, 0), ãäå I0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå I. Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå I íà [0, T ]:

∆I =

T∫
0

ε g(I0, φ(t), 0)dt = ε T

 1

T

T∫
0

g(I0, φ(t), 0)dt

 (4.3)

Çàìåòèì, ÷òî 1
T

T∫
0

g(I0, φ(t), 0)dt � ýòî âðåìåííîå ñðåäíåå (äëÿ íåïðåðûâíîãî âðå-

ìåíè). Ââåäåì íîâîå ìåäëåííîå âðåìÿ τ = ε t, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî óñðåäíåííàÿ
ñèñòåìà è ñèñòåìà (4.3) èìåþò ïðèìåðíî òàêîé âèä

J ′ = G(J),
∆I

∆τ
≈ Âðåìåííîå ñðåäíåå g.

Çàìåíà I íà J åñòü íåêîòîðûé àíàëîã çàìåíû âðåìåííîãî ñðåäíåãî íà ïðîñòðàí-
ñòâåííîå.

Ëèíåéíûå äèôôåîìîðôèçìû Àíîñîâà. Ïåðåìåøèâàíèå.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M =

(
1 1
1 0

)
. Îíà âîçíèêàåò, íàïðèìåð, èç ñëåäóþùåãî

ñîîòíîøåíèÿ: (
pn+1

pn

)
=M

(
pn
pn−1

)
,

ãäå pn � ýòî n-å ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è.
Îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû M êàê φ è − 1

φ
. Ïóñòü A = M2 =(

2 1
1 1

)
. Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ðàâíû φ2 > 1 è 1

φ2 < 1. Òàê êàê
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ìàòðèöà A ñèììåòðè÷åñêàÿ, èì ñîîòâåòñòâóþò îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòî-
ðû. Òàêèì îáðàçîì, âäîëü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ îïåðàòîð A ðàñòÿãèâàåò, à âäîëü
äðóãîãî, îðòîãîíàëüíîãî ïåðâîìó, � ñæèìàåò.
Ðàññìîòðèì òîð T2 = R2 /Z2. Òàê êàê îïåðàòîð A ïåðåâîäèò öåëî÷èñëåííûå âåê-

òîðû â öåëî÷èñëåííûå, òî êîððåêòíî îïðåäåëåí îïåðàòîð íà òîðå (îáîçíà÷èì åãî
òîé æå áóêâîé): A({x}) = {Ax}. Áîëåå òîãî, îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 òîæå ïåðå-
âîäèò öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû â öåëî÷èñëåííûå (òàê êàê detA = 1), à ïîòîìó A
� ýòî äèôôåîìîðôèçì íà òîðå. Äàííûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì
ëèíåéíîãî äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà.
Èçó÷èì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà A : T2 → T2.

ßñíî, ÷òî (0, 0) � åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.
Ðàññìîòðèì òî÷êó x ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè ( a

n
, b
n
). Îáðàçû òî÷êè x ïîä

äåéñòâèåì îïåðàòîðà A òàêæå áóäóò ðàöèîíàëüíûìè ñ òåì æå çíàìåíàòåëåì n.
ßñíî, ÷òî òàêèõ òî÷åê íà òîðå êîíå÷íîå ÷èñëî, à ïîòîìó íàéäóòñÿ m1 è m2, ÷òî
Am1(x) = Am2(x). Òàê êàê A � îáðàòèìûé îïåðàòîð, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ
m > 0, ÷òî Am(x) = x. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè
ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, à ïîòîìó ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê âñþäó ïëîòíî.
Ó ýòîãî îòîáðàæåíèÿ âîçìîæíû è èíûå òèïû ïîâåäåíèÿ. Ïóñòü x � íåêîòîðàÿ

ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ñ ïåðèîäîì m. Ðàññìîòðèì y = x + αv, ãäå α ∈ R, à v �
ñîáñòâåííûé âåêòîð, îòâå÷àþùèé ñæèìàþùåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1

φ2 . Òîãäà

An(y) = An(x) + α 1
φ2nv. Â ÷àñòíîñòè, Am(y) = x + α 1

φ2mv. Òàêèì îáðàçîì, ω(y) =

Orb(x). Åñëè x = (0, 0), òî An(y) ñõîäèòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò.
Íåñêîëüêî ñëîæíåå óâèäåòü, ÷òî ó äàííîãî îòîáðàæåíèÿ åñòü âñþäó ïëîòíàÿ îð-

áèòà. Ìû ïîêàæåì ýòî, óñòàíîâèâ äëÿ íà÷àëà, ÷òî A îáëàäàåò òàê íàçûâàåìûì
ñâîéñòâîì ïåðåìåøèâàíèÿ. Äàäèì òî÷íîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → X ïåðåìåøèâàåò (ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðåìåøèâàíèåì) îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíòíîé ìåðû µ, åñëè äëÿ ëþáûõ
èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ A,B âûïîëíåíî

lim
n→+∞

µ(f−n(A) ∩B) = µ(A)µ(B).

Ïðèìåð 4.2. Ïîâîðîò îêðóæíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåøèâàíèåì îòíîñèòåëüíî ìå-
ðû Ëåáåãà.

×óòü ïîçæå ìû äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð A, îïðåäåëåííûé âûøå, ÿâëÿåòñÿ ïåðåìå-
øèâàíèåì. À ñåé÷àñ ïîêàæåì, êàê èç ýòîãî ñâîéñòâà ëåãêî ñëåäóåò ýðãîäè÷íîñòü.

Óòâåðæäåíèå 4.3. Åñëè f : X → X � ïåðåìåøèâàíèå îòíîñèòåëüíî èíâàðèàíò-
íîé ìåðû µ, òî f � ýðãîäè÷åñêîå îòíîñèòåëüíî µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå èíâàðèàíòíîå ìíî-
æåñòâî B. Ïîäñòàâèì â óñëîâèå ïåðåìåøèâàíèÿ A = B. Èç èíâàðèàíòíîñòè ñëåäóåò,
÷òî µ(f−n(B) ∩ B) = µ(B ∩ B) = µ(B). Èç ñâîéñòâà ïåðåìåøèâàíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî
lim

n→+∞
µ(B) = µ(B)2. Îòñþäà µ(B) = µ(B)2, ÷òî îñòàâëÿåò âîçìîæíûìè òîëüêî äâà

âàðèàíòà: µ(B) = 0 èëè µ(B) = 1.
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Ëåêöèÿ 5

Ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà ïåðåìåøèâàåò.

Ìû ðàññìàòðèâàëè ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà f : T2 → T2, çàäàþùèéñÿ
ôîðìóëîé

f(x) =

(
2 1
1 1

)
x =

(
{2x1 + x2}
{x1 + x2}

)
.

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð èìååò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ 0 < λ1 < 1 < λ2 è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû v1, v2. Íàïîìíèì òàêæå îïðåäåëåíèå
ìåòðè÷åñêîãî ïåðåìåøèâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Îòîáðàæåíèå f : X → X ïåðåìåøèâàåò îòíîñèòåëüíî èíâà-
ðèàíòíîé ìåðû µ, åñëè äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ A,B âûïîëíåíî

lim
n→+∞

µ(f−n(A) ∩B) = µ(A)µ(B). (5.1)

Óòâåðæäåíèå 5.1. Îïåðàòîð f : T2 → T2 ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïåðåìåøèâàíè-
åì îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.

Ïðåæäå ÷åì íà÷àòü äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.1 ðàññìîòðèì âàæíûå ñëåä-
ñòâèÿ èç íåãî.

Ñëåäñòâèå 5.1. Îïåðàòîð f ýðãîäè÷åñêèé îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óòâåðæäåíèþ 4.3 ïðîøëîé ëåêöèè, ïåðåìåøèâàíèå âëå÷åò ýð-
ãîäè÷íîñòü.

Ñëåäñòâèå 5.2. Îïåðàòîð f òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê íîñèòåëü ìåðû Ëåáåãà ñîâïàäàåò ñ T2, ïî ñëåäñòâèþ 3.1,
îðáèòû ïî÷òè âñåõ òî÷åê èç T2 âñþäó ïëîòíû â T2.

Ðèñ. 5.1. Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïåðåìåøèâàíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà Àíîñîâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.1. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî ñëåäóþùåìó ïëà-
íó.

1) Ïðåäñòàâèì òîð T2 êàê ïðÿìîóãîëüíèê [0, 1]× [0, 1] ⊂ R2 ñî ñêëååííûìè ïðî-
òèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè.

2) Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèêè äâóõ òèïîâ. Ïðÿìîóãîëüíèêè ïåðâîãî òèïà èìå-
þò ñòîðîíû, ïàðàëëåëüíûå ñîáñòâåííûì âåêòîðàì v1, v2. Ïðÿìîóãîëüíèêè âòî-
ðîãî òèïà èìåþò ñòîðîíû, ïàðàëëåëüíûå îñÿì êîîðäèíàò.

3) Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð f ïåðåìåøèâàåò ïðÿìîóãîëüíèêè äâóõ îïèñàííûõ òè-
ïîâ.

4) Äîêàæåì, ÷òî èç ïåðåìåøèâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñëåäóåò ïåðåìåøèâàíèå
ëþáûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ.

Èòàê, íàì íóæíî äîêàçàòü ïóíêòû 3 è 4.
Ïóíêò 4. Ïóñòü ôîðìóëà (5.1) âåðíà, åñëè A � ïðÿìîóãîëüíèê ïåðâîãî òèïà, à B

� âòîðîãî. Ïîêàæåì, ÷òî îíà âåðíà è äëÿ êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
Ïóñòü A = ⊔ki=0Ai, B = ⊔mj=0Bj, ãäå Ai � ïðÿìîóãîëüíèêè ïåðâîãî òèïà, à Bj �
âòîðîãî. Òîãäà

µ(f−n(A)∩B) =
k∑
i=0

m∑
j=0

µ(f−n(Ai)∩Bj) →
k∑
i=0

m∑
j=0

µ(Ai)µ(Bj) = µ(A)µ(B), n→ +∞.

Ïóñòü òåïåðü Ã è B̃ � ïðîèçâîëüíûå èçìåðèìûå ìíîæåñòâà. Äëÿ çàäàííîãî ε > 0
íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A � êîíå÷íîå äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïåð-
âîãî òèïà è ìíîæåñòâî B � êîíå÷íîå äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ
âòîðîãî òèïà, ÷òî µ(A∆Ã) < 1

4
ε è µ(B∆B̃) < 1

4
ε.

Îöåíèì ðàçíîñòü:

|µ(f−n(Ã) ∩ B̃)− µ(Ã)µ(B̃)| ≤ µ(f−n(A∆Ã) ∩B) + µ(f−n(A) ∩ (B∆B̃))+

+|µ(f−n(A) ∩B)− µ(A)µ(B)|+ µ(A)µ(B∆B̃) + µ(B̃)µ(A∆Ã).

Ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü ìåðû µ, ïîëó÷àåì îöåíêó

|µ(f−n(Ã) ∩ B̃)− µ(Ã)µ(B̃)| ≤ |µ(f−n(A) ∩B)− µ(A)µ(B)|+ ε .

Òàê êàê âûðàæåíèå ïîä ìîäóëåì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n, à ε � ïðîèçâîëüíî,
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
Ïóíêò 3. Ïóñòü A � ïðÿìîóãîëüíèê ïåðâîãî òèïà, à B � âòîðîãî. Ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî f−n(A) ïðè áîëüøèõ n. Òàê êàê f−1 ðàñòÿãèâàåò ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà
v1 è ñæèìàåò ïî íàïðàâëåíèþ v2, òî f

−n(A) ýòî òîæå ïðÿìîóãîëüíèê ïåðâîãî òèïà,
î÷åíü óçêèé âäîëü v2 è äëèííûé âäîëü v1. Ýòà óçêàÿ ïîëîñà íàìàòûâàåòñÿ íà òîð,
íàïîìèíàÿ åãî èððàöèîíàëüíóþ îáìîòêó (òàê êàê ñîîòíîøåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà
v1 èððàöèîíàëüíî).
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Ïóñòü Jn ⊂ f−n(A) � îòðåçîê ìàêñèìàëüíîé äëèíû, ïàðàëëåëüíûé äëèííîé ñòî-
ðîíå ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïóñòü L ⊂ T2 � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ. Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ Jn è L (ñì. ðèñ. 5.1). Òàê êàê ñ ðîñòîì n îòðåçîê Jn ïðèáëè-
æàåòñÿ ê èððàöèîíàëüíîé îáìîòêå òîðà, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ Jn è L ïðèáëèæàþò
îðáèòó èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà îêðóæíîñòè.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå bh = L ∩ B. Òîãäà bh ëèáî ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê èç B,

äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ñòîðîíå B, ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü #{Jn ∩ bh} � ÷èñëî
òî÷åê èç ïåðåñå÷åíèÿ Jn ∩ bh, à #{Jn ∩L} � ÷èñëî òî÷åê èç Jn ∩L. Èç ðàâíîìåðíîé
ðàñïðåäåëåííîñòè èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà ñëåäóåò, ÷òî

#{Jn ∩ bh}
#{Jn ∩ L}

→ µ1(bh), n→ +∞,

ãäå ÷åðåç µ1 îáîçíà÷åíà îäíîìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà.
Çàìåòèì, ÷òî çäåñü L � ïðîèçâîëüíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ, ðàñïîëîæåííàÿ íà
íåêîòîðîé âûñîòå q ∈ [0, 1]. Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî âñåì âîç-
ìîæíûì q ∈ [0, 1]. Òîãäà, ïîëó÷èì

µ1(Jn ∩B)

µ1(Jn)
→ µ1(bh)µ1(bv) = µ(B), n→ +∞,

ãäå bv � âåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà B.
Äàëåå ïðîèíòåãðèðóåì ïî âñåì Jn ⊂ f−n(A). Òàê êàê µ(f−n(A)) = µ(A), ïîëó÷èì

µ(f−n(A) ∩B)

µ(A)
→ µ(B), n→ +∞.

×òî è òðåáîâàëîñü.

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü. Ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü.

Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàëè ðàçëè÷íûå ïðèìåðû êîíêðåòíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è èçó÷àëè èõ ñâîéñòâà. Ñåé÷àñ ìû ïåðåéäåì íà íîâûé óðîâåíü
èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìû áóäåì èçó÷àòü èõ íå ïî îòäåëüíîñòè, à â öåëîì.
Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Ïóñòü X, Y � äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü f :
X → X, g : Y → Y � îòîáðàæåíèÿ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f, g òî-
ïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : X → Y , ÷òî âåðíî
f = h ◦ g ◦ h−1.

Èíîãäà ïîëåçíî äóìàòü î ãîìåîìîðôèçìå h êàê î çàìåíå êîîðäèíàò. Ìû óâèäèì,
÷òî ó òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ îòîáðàæåíèé äåéñòâèòåëüíî ìíîãî îáùåãî. Íà-
ïðèìåð, åñëè x � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ g, òî h(x) ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà
ñ òåì æå ïåðèîäîì äëÿ îòîáðàæåíèÿ f .

Ïðèìåð 5.1. Ïóñòü f : R → R è g : R → R � äâà ñæàòèÿ ïðÿìîé: f(x) = 1
8
x,

g(x) = 1
2
x. Òîãäà h(x) = x3 ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿãàþùèì ãîìåîìîðôèçìîì. Îòîáðàæåíèÿ

f, g íå ìîãóò áûòü ñîïðÿæåíû äèôôåîìîðôèçìîì, òàê êàê â òàêîì ñëó÷àå ó íèõ
äîëæíà áûëà áû ñîâïàäàòü ïðîèçâîäíàÿ â íóëå.
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Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå, à C � íåêîòîðûé êëàññ îòîáðàæå-
íèé íà M ñ çàäàííîé òîïîëîãèåé. Îòîáðàæåíèå f ∈ C íàçûâàþò ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûì â êëàññå îòîáðàæåíèé C , åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U ⊂ C , f ∈ U
è äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ g ∈ U âåðíî, ÷òî g è f òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû.

Íàïðèìåð, êëàññ C � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåîìîðôèçìîâ èëè ìíîæåñòâî âñåõ
k-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé.
Íà ñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ ìû ïîêàæåì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà ÿâëÿåòñÿ

ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì â êëàññå âñåõ äèôôåîìîðôèçìîâ òîðà.

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè. Ñîõðàíåíèå

ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ïðè âîçìóùåíèè.

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, f ∈ Diff(M) � ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ
íà M . Ïóñòü f q(x) = x, q ∈ N. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë Dx f

p : TxM → TxM
îòîáðàæåíèÿ f q â òî÷êå x.

Îïðåäåëåíèå 5.4. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Dx f
q íàçûâàþòñÿ ìóëüòè-

ïëèêàòîðàìè ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè x.

Îïðåäåëåíèå 5.5. Ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè ìî-
äóëü ëþáîãî å¼ ìóëüòèïëèêàòîðà îòëè÷åí îò 1.

Îïðåäåëåíèå 5.6. Ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà x íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíîé, åñëè ëþ-
áîé å¼ ìóëüòèïëèêàòîð îòëè÷åí îò 1.

Óòâåðæäåíèå 5.2. Ïóñòü x � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ñ ïåðèîäîì
q. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V (x) ⊂ M òî÷êè x è òàêàÿ îêðåñò-
íîñòü U(f) ⊂ Diff(M) îòîáðàæåíèÿ f , ÷òî äëÿ ëþáîãî g ∈ U(f) ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííàÿ y ∈ V (x) ïåðèîäà q äëÿ g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü U(f) � êàêàÿ-òî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü f è g ∈ U(f). Ðàññìîò-
ðèì íåâÿçêó H = f q− gq è îòîáðàæåíèå F = f q− id. Óñëîâèå gq(y) = y ðàâíîñèëüíî
f q(y)−H(y) = y, ÷òî ðàâíîñèëüíî F (y)+y−H(y) = y. Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëü-
íî F (y) = H(y). Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Dx F îòëè÷íû îò 0, îòîáðàæåíèå F
ëîêàëüíî îáðàòèìî. Òîãäà äëÿ y ∈ V (x), ãäå V (x) � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè x, âåðíî y = F−1(H(y)).
Âûáåðåì U(f) íàñòîëüêî ìàëîé, ÷òî F−1◦H ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü,
òàê êàê äëÿ g èç ìàëîé U(f) ïðîèçâîäíûå H î÷åíü ìàëû, è ïîòîìó ñàìî H ÿâëÿåò-
ñÿ ñæàòèåì. Ñäåëàâ ïðîèçâîäíûå äîñòàòî÷íî ìàëûìè, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû
êîìïîçèöèÿ F−1 ◦ H îñòàëàñü ñæàòèåì. Òîãäà ïî ïðèíöèïó ñæàòûõ îòîáðàæåíèé,
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y ∈ V (x), ÷òî gq(y) = y.

Çàìå÷àíèå 5.1. Îêðåñòíîñòü V (x) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî òî÷êà x � åäèíñòâåííàÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïåðèîäà q îòîáðàæåíèÿ f â äàííîé îêðåñòíîñòè.
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Ïðèìåðû.

Ïîâîðîò îêðóæíîñòè ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâ.

Ëþáîé ïîâîðîò îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûì â êëàññå Diff(S1).
Ñíà÷àëà óâèäèì, ÷òî ëþáûå äâà ïîâîðîòà íà èððàöèîíàëüíûé è ðàöèîíàëüíûé óãîë
íå ìîãóò áûòü òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû. Äåéñòâèòåëüíî, òîïîëîãè÷åñêîå ñîïðÿæå-
íèå ïåðåâîäèò ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè â ïåðèîäè÷åñêèå. Íî ó ðàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà
âñå òî÷êè ïåðèîäè÷íû, à ó èððàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê íåò.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè U(Rα) ⊂ Diff(S1) íàéäåòñÿ ïîâîðîò
Rβ, ÷òî îäíî èç ÷èñåë α, β ðàöèîíàëüíî, à äðóãîå èððàöèîíàëüíî.

Ñåâåðî-þæíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî.

Ïóñòü f � ñåâåðî-þæíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè. Âñïîìíèì, ÷òî f èìååò ðîâíî
äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè: ñåâåðíûé ïîëþñ N è þæíûé ïîëþñ S. Îñòàëüíûå òî÷êè
ïîä äåéñòâèåì f ïåðåìåùàþòñÿ îò N ê S.

Ðèñ. 5.2. Ïîñòðîåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ñåâåðî-þæíûìè
îòîáðàæåíèÿìè îêðóæíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 5.3. Ïóñòü f ãëàäêîå. Åñëè íåïîäâèæíûå òî÷êè N è S ãèïåðáîëè-
÷åñêèå, òî ñåâåðî-þæíîå îòîáðàæåíèå f ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî â êëàññå Diff(S1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 5.2 è êîìïàêòíîñòü S1, ìîæíî âèäåòü,
÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü îòîáðàæåíèÿ f , ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå f̃ èç ýòîé
îêðåñòíîñòü èìååò ðîâíî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè Ñ è S̃. Òî åñòü, f̃ òàêæå ÿâëÿåò-
ñÿ ñåâåðî-þæíûì. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà ñåâåðî-þæíûå îòîáðàæåíèÿ
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû.
Áóäåì ñòðîèòü ñîïðÿæåíèå ÿâíî. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S̃1 îêðóæ-

íîñòü, íà êîòîðîé äåéñòâóåò âîçìóùåííîå îòîáðàæåíèå f̃ . Ïóñòü x ∈ S1 � ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò N è S. Ïóñòü x̃ ∈ S̃1 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, îòëè÷íàÿ îò
Ñ è S̃. Ïóñòü h : [x, f(x)] → [x̃, f̃(x̃)] � ïðîèçâîëüíûé ãîìåîìîðôèçì. Äîñòðîèì
ãîìåîìîðôèçì h äî ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîðôèçìà ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàçíåñåíèÿ
äèíàìèêîé. Èçíà÷àëüíàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ h, òî åñòü îòðåçîê [x, f(x)], íàçûâà-
åòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ.
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Ïîëîæèì h(x) = f̃ ◦ h ◦ f−1(x) äëÿ x ∈ [f(x), f 2(x)]. ßñíî, ÷òî h : [f(x), f 2(x)] →
[f̃(x̃), f̃ 2(x̃)] � ãîìåîìîðôèçì. Äàëåå äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî. Ïóñòü ãîìåîìîðôèçì
h ïîñòðîåí íà îòðåçêàõ [0, f(x)], . . . , [fn−1(x), fn(x)], ïðè÷åì h : [fk−1(x), fk(x)] →
[f̃k−1(x̃), f̃k(x̃)]. Ïîëîæèì h(x) = f̃ ◦ h ◦ f−1(x) íà [fk(x), fk+1(x)].
Òîãäà h : [fk(x), fk+1(x)] → [f̃k(x̃), f̃k+1(x̃)] � ãîìåîìîðôèçì. Òàêèì îáðàçîì, ìû
îïðåäåëèëè h íà [x, S). Äåéñòâóÿ â îáðàòíîì âðåìåíè, ìîæíî îïðåäåëèòü h íà (N, x].
Ïîëàãàÿ h(N) = Ñ è h(S) = S̃, ìû îïðåäåëèëè ãîìåîìîðôèçì h íà [N,S].
Äàëåå âûáåðåì òî÷êè y èç âòîðîé ïîëóîêðóæíîñòè S1 è ỹ èç âòîðîé ïîëóîêðóæ-

íîñòè S̃1 è ïîñòðîèì h ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî. Òàê ìû ïîëó÷èì ãîìåîìîðôèçì íà
âñåé îêðóæíîñòè h : S1 → S̃1. Î÷åâèäíî, h ñîïðÿãàåò f è f̃ ïî ïîñòðîåíèþ.

Îòìåòèì ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ ñòðóê-
òóðíîé óñòîé÷èâîñòè. Íà ñàìîì äåëå, ýòî ñïðàâåäëèâî è â áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ.
Îäíàêî êðèòåðèé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ãîðàçäî áîëåå ñëîæíàÿ âåùü, è ãèïåð-
áîëè÷íîñòü òî÷åê íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì.

Ïîëóóñòîé÷èâîñòü. Òîïîëîãè÷åñêèé ôàêòîð. Ñòåïåíü

îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 5.4. Óäâîåíèå E2 îêðóæíîñòè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî â êëàññå
âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíî îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 5.7. Ïóñòü X, Y � äâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü f :
X → X, g : Y → Y � îòîáðàæåíèÿ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f, g òîïîëîãè-
÷åñêè ïîëóñîïðÿæåíû, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
h : X → Y , ÷òî âåðíî h ◦ f = g ◦ h. Â ýòîì ñëó÷àå g íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì
ôàêòîðîì îòîáðàæåíèÿ f .

Çàìå÷àíèå 5.2. Åñëè f åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé f : X → X, ãäå
X = Y × Z, f(y, z) = (g(y), r(z)), òî g åñòü òîïîëîãè÷åñêèé ôàêòîð äëÿ f . Îòîáðà-
æåíèå h : X → Y � ïðîåêöèÿ íà Y .

Ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå äîêàæåì íà ñëåäóþùåé
ëåêöèè.

Óòâåðæäåíèå 5.5. Ïóñòü îòîáðàæåíèå g îêðóæíîñòè èìååò ñòåïåíü 1 è âû-
ïîëíåíî g ◦ Ek = Ek ◦ g, k ̸= 1. Òîãäà g = id.

Íàïîìíèì, ÷òî òàêîå ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè. Îáîçíà÷èì π : R → S1 �
óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå îêðóæíîñòè: π(x) = {x}.

Îïðåäåëåíèå 5.8. Ïóñòü f : S1 → S1 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè.
Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : R → R íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòèåì îòîáðàæåíèÿ f ,
åñëè âûïîëíåíî π ◦ F = f ◦ π.

Óòâåðæäåíèå 5.6. Ïóñòü f : S1 → S1 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, à F � åãî
ïîäíÿòèå íà R. Òîãäà F (1)−F (0) = z ∈ Z. Ïðè÷åì, ÷èñëî z íå çàâèñèò îò âûáîðà
ïîäíÿòèÿ F .
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Îïðåäåëåíèå 5.9. Ïóñòü f : S1 → S1 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, à F � åãî
ïîäíÿòèå íà R. ×èñëî F (1)− F (0) íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f .
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Ëåêöèÿ 6

Ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ðàñòÿæåíèÿ îêðóæíîñòè â k ðàç.

Ïóñòü äàëåå k ∈ N, k ≥ 2. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî C1(S1,S1) ñ
íîðìîé ∥f − g∥ = max

S1
|f(x)− g(x)|+max

S1
|f ′(x)− g′(x)|.

Óòâåðæäåíèå 6.1. Îòîáðàæåíèå Ek ðàñòÿæåíèÿ îêðóæíîñòè S1 â k ðàç ÿâëÿ-
åòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì â êëàññå C1(S1,S1).

Íàïîìíèì, ÷òî Ek ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî, åñëè íàéäåòñÿ åãî îêðåñòíîñòü U(Ek) ⊂
C1(S1,S1), ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå f ∈ U(Ek) òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî Ek. Ïîýòî-
ìó, ñïåðâà èçó÷èì ñâîéñòâà áëèçêèõ ê Ek îòîáðàæåíèé.

Óòâåðæäåíèå 6.2. Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(Ek) ⊂ C1(S1,S1) îòîáðàæåíèÿ
Ek, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå f ∈ U(Ek) ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ðàñ-
òÿæåíèåì (ò.å. f ′ > 1) ñòåïåíè k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê E ′
k = k > 1, òî è ó áëèçêîãî â C1-òîïîëîãèè îòîáðàæå-

íèÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò áîëüøå 1. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ
íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ îêðóæíîñòè åãî ñòåïåíü, íåïðåðûâíî çàâèñèò îò îòîá-
ðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå C(S1,S1). Òàê êàê ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò òîëüêî öåëûå
çíà÷åíèÿ, îíà ëîêàëüíî ïîñòîÿííà.

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 6.1 áóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû äîêàæåì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 6.3. Ïóñòü f ∈ C1(S1,S1). Ïóñòü f ′ > 1 è f ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæå-
íèåì ñòåïåíè k ≥ 2. Òîãäà f è Ek òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü íàøå óòâåðæäåíèå â òðè øàãà.

1) Ïîñòðîèì ïîëóñîïðÿæåíèå h : S1 → S1, ÷òî Ek◦h = h◦f , ãäå h � ñþðüåêòèâíîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 1.

2) Ïîñòðîèì ïîëóñîïðÿæåíèå h̃ : S1 → S1, ÷òî h̃◦Ek = f ◦ h̃, ãäå h̃ � ñþðüåêòèâíîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè 1.

3) Ïîêàæåì, ÷òî h ◦ h̃ = id, îòêóäà ñëåäóåò ñîïðÿæåííîñòü Ek è f .

Ïóíêò 3. Ïóñòü ìû óæå ïîñòðîèëè h è h̃ èç ïóíêòîâ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
èìååì

h ◦ h̃ ◦ Ek = h ◦ f ◦ h̃ = Ek ◦ h ◦ h̃.

Òàêèì îáðàçîì, Ek êîììóòèðóåò ñ íåêîòîðûì íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì h ◦ h̃
ñòåïåíè 1. Èç ëåììû 6.1, êîòîðóþ óäîáíî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îòäåëüíî,
ñëåäóåò, ÷òî h ◦ h̃ = id. Òàêèì îáðàçîì, h � äèôôåîìîðôèçì, h̃ = h−1. Ïîýòîìó
Ek = h ◦ f ◦ h−1.
Ïóíêò 1. Ïî ëåììå 6.2, îòîáðàæåíèå f èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó x0. Áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = 0.
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Ïóñòü F : R → R � ïîäíÿòèå f . Òîãäà π(F (0)) = f(π(0)) = f(0) = 0, ò.å. F (0) ∈ Z.
Òàê êàê F � íåïðåðûâíî è F (1) = F (0) + k, òî íàéäóòñÿ òî÷êè aj ∈ [0, 1], 0 ≤ j ≤ k,
÷òî F (aj) = F (0) + j. ßñíî, ÷òî a0 = 0 è a1 = 1. Òàê êàê f ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ,
ïîäíÿòèå F ñòðîãî âîçðàñòàåò, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 0 < a1 < · · · < ak−1 < 1. Çàìå-
òèì, ÷òî îáðàç f([am, am+1)) = [0, 1) åñòü âñÿ îêðóæíîñòü. À îãðàíè÷åíèå f |[am,am+1)

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ H � ïîäíÿòèå ïîëóñîïðÿæåíèÿ h. ×òîáû ñòåïåíü h ïîëó-

÷èëàñü ðàâíîé 1, ïîòðåáóåì H(x + 1) − H(x) = 1. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî íàéòè
ôóíêöèþ H íà îòðåçêå [0, 1]. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì H(0) = 0, îòêóäà H(1) = 1.
Ïóñòü Z = {H ∈ C([0, 1], [0, 1]) : H(0) = 0, H(1) = 1}. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð
F : Z → Z, çàäàííûé ôîðìóëîé

F(H)(x) =

{
1
k
H({F (x)}) + m

k
, x ∈ [am, am+1);

1, x = 1,
(6.1)

ãäå 0 ≤ m ≤ k − 1.
Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð F ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Z

ñ ìåòðèêîé ρ(H1, H2) = max
[0,1]

|H1(x)−H2(x)|. Äåéñòâèòåëüíî,

ρ(F(H1),F(H2)) ≤
1

k
max
[0,1]

(H1({F (x)})−H2({F (x)})) =
1

k
ρ(H1, H2).

Òàê êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Z ïîëíîå, òî îïåðàòîð F èìååò íåïîäâèæíóþ
òî÷êó Ĥ ∈ Z. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ôóíêöèÿ h(x) = {Ĥ(x)} = {F(Ĥ)(x)} ÿâëÿåòñÿ
èñêîìûì ïîëóñîïðÿæåíèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Êk : R → R � ïîäíÿòèå Ek. Òîãäà äëÿ
x ∈ [0, 1) âûïîëíåíî

Ek ◦ h = Ek ◦ {F(Ĥ)} = Ek ◦ π ◦ F(Ĥ) = π ◦ Êk ◦ F(Ĥ).

Èç ÿâíîãî âèäà (6.1) îïåðàòîðà F ñëåäóåò, ÷òî ïðè x ∈ [0, 1) âûïîëíåíî

π ◦ Êk ◦ F(Ĥ)(x) = {Ĥ({F (x)})} = h({F (x)}) = h ◦ f(x).

×òî è òðåáîâàëîñü.
Ïóíêò 2.Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïóíêòó 1. Ïîäíÿòèå ïîëóñîïðÿæåíèÿ h̃ èùåò-

ñÿ êàê íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà F̃ : Z → Z, çàäàííîãî ôîðìóëîé

F̃(H)(x) =

{
f−1
m (H({kx})), x ∈ [m

k
, m+1

k
);

1, x = 1,

ãäå 0 ≤ m ≤ k − 1 è f−1
m = (f |[am,am+1])

−1.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü àíàëîãè÷íî, ÷òî F̃ ñæèìàåò è åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà åñòü
èñêîìîå ïîäíÿòèå.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü Ek ◦ g = g ◦ Ek, ãäå g : S1 → S1 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
ñòåïåíè 1. Òîãäà g = id.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G : R → R � ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ g. Òîãäà ôóíêöèÿ
G̃(x) = G(x) − x ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 1, ò.ê. G̃(x + 1) − G̃(x) =
G(x+ 1)−G(x)− x− 1 + x = G(x+ 1)−G(x)− 1 = 0.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî èç êîììóòèðîâàíèÿ g è Ek ñëåäóåò êîììóòèðîâàíèå èõ ïîä-
íÿòèé G è x 7→ kx, ò.å.

G(kx) = kG(x) ⇒ G̃(kx) + kx = kG̃(x) + kx⇒ G̃(kx) = kG̃(x).

Èíäóêòèâíî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî G̃(knx) = knG̃(x) äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî åñëè G̃(x0) ̸= 0, òî |G̃(knx0)| → +∞ ïðè n → +∞. Íàïîìíèì, ÷òî G̃ �
íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà R, à ïîòîìó îãðàíè÷åíà. Çíà÷èò, G̃ ≡ 0,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíåíî G(x) = x. Òîãäà, êàê è òðåáîâàëîñü,
g = id.

Ëåììà 6.2. Ïóñòü f : S1 → S1 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñòåïåíè k ≥ 2. Òîãäà
ó f ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F : R → R � ïîäíÿòèå f . Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ x ∈ [0, 1),
÷òî F̃ (x) = F (x)− x ∈ Z. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ðàññìîòðèì F̃ (1)−F̃ (0) = k−1 ≥ 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîä äåéñòâèåì F̃ ïîëóèíòåðâàë
[0, 1) ïåðåõîäèò â ïîëóèíòåðâàë äëèíû íå ìåíåå, ÷åì 1. À çíà÷èò, íàéäåòñÿ òî÷êà ñ
öåëûì çíà÷åíèåì.

Ïðèìåð 6.1. Ëåììà 6.2 íåâåðíà äëÿ îòîáðàæåíèé ñòåïåíè 1. Äëÿ ïðèìåðà ìîæíî
âçÿòü ïîâîðîò.

Çàìå÷àíèå 6.1. Ñëåäóåò, îòìåòèòü, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ,
ÿâëÿþùèåñÿ ïîëóñîïðÿæåííûìè ñ äâóõ ñòîðîí, íî íå ñîïðÿæåííûìè. Ïîýòîìó ïðè-
åì, èñïîëüçóåìûé â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 6.3, íå âñåãäà ðàáîòàåò.

Ñäâèã Áåðíóëëè.

Ïóñòü Σ2 = 2Z = {ω = (. . . , ω−2, ω−1, ω0, ω1, ω2, . . . ), ωj ∈ {0, 1}} � ìíîæåñòâî âñåõ
äâóñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòîÿùèõ èç 0 è 1.
È ïóñòü Σ2

+ = 2Z+ = {ω = (ω0, ω1, ω2, . . . ), ωj ∈ {0, 1}} � ìíîæåñòâî âñåõ îäíîñòî-
ðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîòîÿùèõ èç 0 è 1.
Íà Σ2 è Σ2

+ ìîæíî çàäàòü ìåòðèêó ρ(ω, ω̃) = 2−|n|, ãäå n � ýòî íàèìåíüøèé ïî
ìîäóëþ íîìåð, ÷òî ωn ̸= ω̃n.
Ðàññìîòðèì σ : Σ2 → Σ2 � îòîáðàæåíèå ëåâîãî ñäâèãà: (σ(ω))j = ωj+1. ßñíî, ÷òî σ

� áèåêöèÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ëåâûé ñäâèã σ+ : Σ2
+ → Σ2

+, êîòîðûé, êî-
íå÷íî, óæå áèåêöèåé íå ÿâëÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, σ+ ïåðåâîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ω0, ω1, ω2, . . . ) â (ω1, ω2, ω3, . . . ), òåðÿÿ èíôîðìàöèþ îá ω0.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Îòîáðàæåíèÿ σ è σ+ íàçûâàþò ñäâèãàìè Áåðíóëëè.

Íà ñàìîì äåëå, ìû óæå èñïîëüçîâàëè ñäâèã σ+, êîãäà èçó÷àëè ïîâåäåíèå óäâîåíèÿ
îêðóæíîñòè. Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ýòó ñâÿçü òî÷íî.
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Óòâåðæäåíèå 6.4. Ñäâèã Áåðíóëëè σ+ è óäâîåíèå îêðóæíîñòè E2 ïîëóñîïðÿæå-
íû: σ+ ◦ h = h ◦ E2, ãäå îòîáðàæåíèå h : S1 → Σ+ ñîïîñòàâëÿåò óãëó (ðàññìàò-
ðèâàåìîìó êàê ÷èñëî èç [0, 1)) åãî äâîè÷íóþ çàïèñü. Îòîáðàæåíèå h íàçûâàþò
îòîáðàæåíèåì ñóäüáû.

Çàìåòèì, ÷òî h íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç îäíèõ
íóëåé è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç îäíèõ åäèíèö ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òîæå ÷èñëî.
ßñíî, ÷òî σ+ è E2 íå ìîãóò áûòü òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, òàê êàê ïðîñòðàíñòâà
Σ+ è S1 íå ãîìåîìîðôíû.

Ðèñ. 6.1. Ïîëóñîïðÿæåíèå h óäâîåíèÿ îêðóæíîñòè E2 è ñäâèãà Áåðíóëëè σ+.

Èòàê, ñäâèã σ+ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ôàêòîðîì îòîáðàæåíèÿ E2. Õîòåëîñü
áû íàéòè îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî ñäâèã σ áûë áû òîïîëîãè÷åñêèì ôàêòîðîì.

Ïîäêîâà Ñìåéëà.

Ìû ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå, íàçûâàåìîå ïîäêîâîé Ñìåéëà. Îáñóäèì åãî, íå âäà-
âàÿñü â ãëóáîêóþ ôîðìàëèçàöèþ, íî èäåÿ áóäåò ÿñíà èç êàðòèíîê.

Íà÷àëüíîå îòîáðàæåíèå ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ïóñòü X � ïðÿìîóãîëüíèê íà êàêîì-íèáóäü äâóìåðíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
M . Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîM = R2, à ïðÿìîóãîëüíèê X èìååò
ñòîðîíû, ïàðàëëåëüíûå îñÿì êîîðäèíàò.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : X → M , äåéñòâóþùåå íà X ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñíà÷àëà f ñæèìàåò X ïî ãîðèçîíòàëè è âûòÿãèâàåò ïî âåðòèêàëè, òàêèì îáðàçîì
ïðåâðàùàÿ íàø ïðÿìîóãîëüíèê â óçêóþ ïîëîñó. À çàòåì ñêðó÷èâàåò ïîëó÷åííóþ
ïîëîñó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 6.2. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà âçàèìíîå ðàñ-
ïîëîæåíèå X è åãî îáðàçà f(X): îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïî äâóì ïðÿìîóãîëüíèêàì. Òàê-
æå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû f : X → f(X) áûëî äèôôåîìîðôèçìîì. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
â äîïîëíåíèè M \ X îòîáðàæåíèå f äîîïðåäåëåíî äî äèôôåîìîðôèçìà íà M , íî
ïîâåäåíèå âíå ïðÿìîóãîëüíèêà íàñ íå áóäåò âîëíîâàòü.
Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, íåêîòîðûå òî÷êè îáðàçà f(X) ëåæàò âíå X. ×òîáû ýòî

èñïðàâèòü, ìû ïîñòðîèì èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî Λ ⊂ X è ðàññìîòðèì îãðàíè-
÷åíèå f |Λ : Λ → Λ, êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïîäêîâû Ñìåéëà.
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ, äàâàéòå îáñóäèì íàçâàíèå ¾ïîäêîâà¿. Êîíå÷-

íî, íà ðèñóíêå 6.2 îáðàç ïðÿìîóãîëüíèêà íàïîìèíàåò ñêîðåå êàêóþ-íèáóäü ñêðåïêó.
Äåëî â òîì, ÷òî ñàì Ñìåéë ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäëàãàë îòîáðàæåíèå, ïðåîáðàçóþùåå
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X â èìåííî ïîäêîâó (ðèñ. 6.3), íî ýòîò ïðèìåð áûë ïîçäíåå ìîäåðíèçèðîâàí, à
íàçâàíèå ¾ïîäêîâà¿ ñîõðàíèëîñü. Îòìåòèì, ÷òî äèíàìèêà â îáîèõ ïðèìåðàõ ïî-
ëó÷àåòñÿ ñîâåðøåííî îäèíàêîâàÿ, îäíàêî ìîäåðíèçèðîâàííûé ïðèìåð îêàçûâàåòñÿ
áîëåå ïðîñòûì äëÿ èçëîæåíèÿ.

Ðèñ. 6.2. Ïðåîáðàçîâàíèå f ïðÿìîóãîëüíèêà X.

Ðèñ. 6.3. Ïåðâîíà÷àëüíûé ïðèìåð Ñìåéëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêà X.

Äëÿ áîëåå ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ïîòðåáóåì îò îòîáðàæåíèÿ f ñëåäóþùåå. Äèô-
ôåðåíöèàë Dx f äëÿ x ∈ X ∩f(X) äîëæåí èìåòü îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå áîëüøå
1 ïî ìîäóëþ, à âòîðîå � ìåíüøå 1 ïî ìîäóëþ. Ïðè÷åì, ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñî-
îòâåòñòâóþùèé áîëüøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, äîëæåí áûòü âåðòèêàëüíûì, à
ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ìåíüøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ � ãîðè-
çîíòàëüíûì. Ò.å. ïðè x ∈ X ∩ f(X) äèôôåðåíöèàë f ðàñòÿãèâàåò ïî âåðòèêàëè è
ñæèìàåò ïî ãîðèçîíòàëè.

Ïîñòðîåíèå îãðàíè÷åíèÿ.

Íàøà çàäà÷à � ïîñòðîèòü è îïèñàòü ìíîæåñòâî Λ ⊂ X òåõ òî÷åê x, ÷òî ∀n ∈
Z âåðíî fn(x) ∈ X. ßñíî, ÷òî Λ � èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì
ðàññìàòðèâàòü íàñòîÿùóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó f |Λ : Λ → Λ. Íåñëîæíî âèäåòü,
÷òî Λ = ∩+∞

n=−∞f
n(X).

Îïðåäåëåíèå 6.2. Îòîáðàæåíèå f |Λ : Λ → Λ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ïîäêîâû
Ñìåéëà.

Ïîïðîáóåì ïîíÿòü, êàê óñòðîåíî ìíîæåñòâî Λ.
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ∩Nn=0f

n(X) ñîñòîèò èç 2N âåðòèêàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ. Äåéñòâèòåëüíî, X ∩f(X) ñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
Rl è Rr. Ðàññìîòðèì òåïåðü X∩f(X)∩f 2(X). ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïå-
ðå÷åíèå X∩f(X)∩f(Rl)∩f(Rr) = (Rl⊔Rr)∩f(Rl)∩f(Rr). Ìû èìååì f(Rj) ⊂ f(X),
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Ðèñ. 6.4. Ìíîæåñòâà f(X) ∩X = Rl ⊔Rr è f
−1(Rj).

ïðè÷åì Rl ∩ f(Rj) ñîñòîèò èç îäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Rjl, è Rr ∩ f(Rj) ñîñòîèò èç
îäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Rjr (ðèñ. 6.5 è 6.6). Èòîãî èìååì 22 ïðÿìîóãîëüíèêà: Rll,
Rlr, Rrl, Rrr. Ïðîäîëæàÿ èíäóêòèâíî, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Ðèñ. 6.5. Ïðèìåðíûé âèä ìíîæåñòâ f(Rl) è f(Rr).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì íîâîì ïåðåñå÷åíèè ìû äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî ïîñòðî-
åíèþ ìíîæåñòâà Êàíòîðà. Ïðè íàõîæäåíèè X ∩ f(X) ∩ f 2(X), ïðÿìîóãîëüíèê Rj

ðàçáèâàåòñÿ íà 5 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, èç êîòîðûõ 3 ïðÿìîóãîëüíèêà âûáðàñûâàþòñÿ,
à 2 îñòàþòñÿ. Ïîýòîìó ïðè N → +∞ ìû ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî âèäà K1 × I1, ãäå K1

� êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî, à I1 �âåðòèêàëüíûé îòðåçîê.
Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî ∩0

n=−Nf
n(X) ñîñòîèò èç 2N ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìîóãîëü-

íèêîâ. Â ïðåäåëå N → +∞ ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî âèäà I2 ×K2, ãäå I2 � ãîðèçîí-
òàëüíûé îòðåçîê, à K2 � êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî.
Îòñþäà ìîæíî âèäåòü, ÷òî Λ = K1 × K2 � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ êàíòî-

ðîâñêèõ ìíîæåñòâ.
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Ðèñ. 6.6. Ïðèìåðíûé âèä ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rll, Rlr, Rrl è Rrr.

Êîäèðîâàíèå.

Ïóñòü x ∈ Λ. Òîãäà f(x) ∈ Rl ⊔ Rr. Ïóñòü, äëÿ ïðèìåðà, x ∈ Rl. Òîãäà äàëåå
f 2(x) ∈ Rll ⊔ Rlr. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ðàç ïðè èòåðàöèè f òî÷êà fn(x) ïîïà-
äàåò ëèáî â ëåâûé, ëèáî â ïðàâûé ïðÿìîóãîëüíèê. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó x ∈ Λ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω(x) èç 2N ïî ïðàâèëó ωj = 0, åñëè òî÷êà f j(x) ïîïàëà â ëåâûé
ïðÿìîóãîëüíèê, è ωj = 1, åñëè òî÷êà f j(x) ïîïàëà â ïðàâûé ïðÿìîóãîëüíèê.
Àíàëîãè÷íî, ïðîîáðàçû f−n(x), 0 ≤ n ≤ +∞ áóäóò ïîïàäàòü ëèáî â íèæíèé,

ëèáî â âåðõíèé ïðÿìîóãîëüíèêè. Ïóñòü íèæíåìó ñîîòâåòñòâóåò 0, à âåðõíåìó ñîîò-
âåòñòâóåò 1. Òîãäà ìû òàêæå ñîïîñòàâèì x ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ω̃(x) èç 2Z+ .
Îáúåäèíèì äâå îäíîñòîðîííèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω(x) è ω̃(x) â îäíó äâóñòîðîí-

íþþ. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå h : Λ → Σ. Ìû íå áóäåì ýòî ñòðîãî
äîêàçûâàòü, íî îòîáðàæåíèå h � ãîìåîìîðôèçì. Áîëåå òîãî, h � ñîïðÿãàåò ñäâèã
Áåðíóëëè è fΛ, ò.å. σ = h ◦ f |Λ ◦ h−1.
Ïðîâåäåííûé íàìè ïðîöåññ ñîïîñòàâëåíèÿ òî÷êàì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ÷èñåë â çàâèñèìîñòè îò äèíàìèêè íàçûâàåòñÿ êîäèðîâàíèåì. Îòîá-
ðàæåíèå h íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñóäüáû èëè îòîáðàæåíèåì êîäèðîâàíèÿ.
Èç ñîïðÿæåíèÿ ïîäêîâû Ñìåéëà ñäâèãó Áåðíóëëè ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîå ñëåä-

ñòâèå. Åñëè f̃ � áëèçêîå ê f îòîáðàæåíèå, òî f̃ |Λ̃ òàêæå ñîïðÿæåíî σ (áåç äîêàçà-
òåëüñòâà). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f̃ |Λ̃ è f |Λ ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé. Îòñþäà ìîæíî
ïîëó÷èòü è ñòðóêòóðíóþ óñòîé÷èâîñòü f |Λ, íî ìû îñòàâèì ýòîò ôàêò áåç äîêàçà-
òåëüñòâà.

Ëîêàëüíî óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ

ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè.

Ïóñòü f : M → M � äèôôåîìîðôèçì. Ïóñòü p ∈ M � íåïîäâèæíàÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêàÿ òî÷êà f , ò.å. f(x) = x è ìîäóëè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèôôåðåíöèàëà Dp f
îòëè÷íû îò 1.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ëîêàëüíî óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì â îêðåñòíîñòè U òî÷êè
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p íàçûâàþò ìíîæåñòâî

W s = {x ∈ U : ∃λ < 1 ∃C ∈ R : dist(fn(x), p) ≤ C dist(x, p)λn}.

Èç îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîâåðøåííî íå î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæå-
ñòâî W s èìååò ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Îäíàêî, ýòî äåéñòâèòåëüíî âû-
ïîëíåíî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê ïî òåîðåìå Àäàìàðà-Ïåððîíà, êîòîðóþ ìû ðàñ-
ñìîòðèì íåñêîëüêî ïîçæå. Òàêæå â îïðåäåëåíèè íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ âñåõ x ∈ U
÷èñëî λ áûëî îäíèì è òåì æå. Òåì íå ìåíåå, ìû ñìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî λ ìîæåò áûòü
âûáðàíà íåçàâèñèìî îò òî÷êè.
Áóêâà ¾s¿ â îáîçíà÷åíèè W s ïðîèñõîäèò îò àíãëèéñêîãî ¾stable¿. Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëèì íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u, ãäå u îçíà÷àåò ¾unstable¿.

Îïðåäåëåíèå 6.4. Ëîêàëüíî íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì â îêðåñòíîñòè U òî÷-
êè p íàçûâàþò ìíîæåñòâî

W u = {x ∈ U : ∃µ < 1 ∃C ∈ R : dist(f−n(x), p) ≤ C dist(x, p)µn}.

Ìíîæåñòâà W s è W u èíâàðèàíòíû ïî ìîäóëþ òîãî, ÷òî îíè ìîãóò âûëåçòè çà
ïðåäåëû U . ßñíî, ÷òî fn(W s) ⊂ W s ⊂ f−n(W s) è f−n(W u) ⊂ W u ⊂ fn(W u) äëÿ
áîëüøèõ n. ×òî ïðîèñõîäèò çà ïðåäåëàìè ýòîé îêðåñòíîñòè � îòäåëüíûé èíòåðåñíûé
âîïðîñ.
Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì f : R2 → R2 � äèôôåîìîðôèçì ïëîñêîñòè ñ ñåäëî-

âîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé p. Ò.å.Dp f â ïîäõîäÿùèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

(
λ 0
0 µ

)
,

ãäå λ < 1 è µ > 1 � äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Â äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè W s � ýòî êðèâàÿ, áëèçêàÿ ê âåðòèêàëüíîìó ëó÷ó, à W u � êðèâàÿ, áëèç-
êàÿ ê ãîðèçîíòàëüíîìó ëó÷ó (ñì. 6.7).
Îáîçíà÷èì Ŵ s = ∪+∞

n=0f
−n(W s) � ãëîáàëüíî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå è Ŵ u =

∪+∞
n=0f

n(W u) � ãëîáàëüíî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå. Òàêèì îáðàçîì, Ŵ s � ýòî ìàê-
ñèìàëüíîå ïðîäîëæåíèå W s íàçàä ïî âðåìåíè, à Ŵ u � ïðîäîëæåíèå W u âïåðåä ïî
âðåìåíè. Ìíîæåñòâà Ŵ s è Ŵ u ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðèâûå íà ïëîñêîñòè, êîòîðûå
â òåîðèè ìîãóò ïåðåñå÷üñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå q. Òî÷êà q èõ òðàíñâåðñàëüíîãî ïå-
ðåñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèì ïåðåñå÷åíèåì. Íà ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû
óâèäèì, êàê ãîìîêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå ïîðîæäàåò ïîäêîâó Ñìåéëà.

Ðèñ. 6.7. Ïðèìåð ãîìîêëèíè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå q.
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Ëåêöèÿ 7

Ãîìîêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå.

Ïóñòü f :M →M � äèôôåîìîðôèçì. Ïóñòü s ∈M � íåïîäâèæíàÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêàÿ òî÷êà f . Ïóñòü U � íåêîòîðàÿ ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè s.
Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû îïðåäåëèëè ëîêàëüíî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s ⊂ U è
ëîêàëüíî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u ⊂ U .
Òåîðåìà Àäàìàðà-Ïåððîíà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê ëîêàëüíî

óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóþò (â ìàëîé îêðåñòíîñòè U) è
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Áîëåå òîãî, åñëè f ∈ Ck, k ∈
[0,+∞], òî è ìíîãîîáðàçèÿ W s, W u áóäóò Ck ãëàäêèìè. Òàêæå âåðåí ôàêò, ÷òî
dimW s + dimW u = dimM . Ýòè óòâåðæäåíèÿ ìû ïîêà îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Òàêæå ìû ðàññìîòðåëè ãëîáàëüíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå Ŵ s = ∪+∞

n=0f
−n(W s)

è ãëîáàëüíî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå Ŵ u = ∪+∞
n=0f

n(W u). Òàê êàê f � äèôôåî-
ìîðôèçì, ìíîæåñòâà Ŵ s, Ŵ u äåéñòâèòåëüíî èìåþò ñòðóêòóðó ìíîãîîáðàçèÿ.
Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà M = R2. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííî-

ñòè ñîáñòâåííûé âåêòîð Ds f , îòâå÷àþùèé ñæèìàþùåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ,
âåðòèêàëüíûé, à ðàñòÿãèâàþùåìó � ãîðèçîíòàëüíûé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ Ŵ s è Ŵ u òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþòñÿ â íåêî-

òîðîé òî÷êå p âíå îêðåñòíîñòè U . Òàêàÿ òî÷êà p íàçûâàåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèì ïå-
ðåñå÷åíèåì (ðèñ. 7.1).

Ðèñ. 7.1. Ïðèìåð ãîìîêëèíè÷åñêîãî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå p.

Ðàññìîòðèì òåïåðü f(p). Òàê êàê Ŵ s � èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, òî f(Ŵ s) ⊂ Ŵ s.
Ïîýòîìó äëÿ âñåõ n ∈ N òî÷êà fn(p) ∈ Ŵ s è fn(p) → s ïðè n→ +∞ ïî îïðåäåëåíèþ
Ŵ s. Íî òàê êàê Ŵ u èíâàðèàíòíî, fn(p) ∈ Ŵ u. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Ŵ u

êàê áû ¾íàìàòûâàåòñÿ¿ íà ìíîãîîáðàçèå Ŵ s (ðèñ. 7.2).
Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íî f−n(p) ∈ Ŵ u ïðè n ∈ N è f−n(p) → s ïðè n→ +∞. Èìååì
òàêæå f−n(p) ∈ Ŵ s, òî åñòü Ŵ s àíàëîãè÷íî ¾íàìàòûâàåòñÿ¿ íà Ŵ u.
Òàêèì îáðàçîì, ãîìîêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå ïîðîæäàåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïåðå-

ñå÷åíèé ãëîáàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé Ŵ s è Ŵ u. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ íàìàòûâàþòñÿ äðóã
íà äðóãà, îáðàçóÿ äîâîëüíî ñëîæíóþ êàðòèíó (ðèñ. 7.3).
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Ðèñ. 7.2. Ìíîãîîáðàçèå Ŵ u ¾íàìàòûâàåòñÿ¿ íà ìíîãîîáðàçèå Ŵ s.

Ðèñ. 7.3. Ïðèìåðíîå ïîâåäåíèå Ŵ s è Ŵ u ïðè ãîìîêëèíè÷åñêîì ïåðåñå÷åíèè.

Ñâÿçü ñ ïîäêîâîé Ñìåéëà.

Ðàññìîòðè ó÷àñòîê L ìíîãîîáðàçèÿ Ŵ u îò òî÷êè s äî òî÷êè p. Â íàøåì ïðèìåðå
ýòî íåêîòîðàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ. Âûáðàâ ïîäõîäÿùèå êîîðäèíàòû, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî L � îòðåçîê ïðÿìîé.
Ðàññìîòðèì óçêèé ìíîãîóãîëüíèê B, ñîäåðæàùèé L âî âíóòðåííîñòè. Ðàññìîò-

ðèì åãî ïðîîáðàç f−N(B) ïðè áîëüøîì N . Òî÷êè, áëèçêèå ê s áóäóò ðàñòÿãèâàòüñÿ
âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ Ŵ s, à òî÷êè, áëèçêèå ê p áóäóò ñæèìàòüñÿ âäîëü Ŵ u. Òàêèì îá-
ðàçîì, f−N(B) áóäåò ïîõîäèòü íà ïîäêîâó, ïåðåñåêàþùóþ B ïî äâóì ¾ïðÿìîóãîëü-
íèêàì¿ (ðèñ. 7.4). Ýòî è åñòü óæå çíàêîìîå íàì îòîáðàæåíèå ïîäêîâû Ñìåéëà.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü áîëåå êîðîòêèé ïðÿìîóãîëüíèê B̃, ñîäåðæàùèé âî âíóòðåí-

íîñòè ó÷àñòîê ìåæäó òî÷êàìè s è f−1(p), íî íå ñîäåðæàùèé L. Ïðîèòåðèðóåì B̃
íàçàä ïî âðåìåíè äî òåõ ïîð, ïîêà ïîëîñà f−N(B̃) íå ïåðåñå÷åò f−1(p). Òàêèì îáðà-
çîì, ìû ïîëó÷èì áîëåå ïðèâû÷íóþ íàì ìîäåðíèçèðîâàííóþ ïîäêîâó, èëè ñêðåïêó
(ðèñ. 7.5).

Ðèñ. 7.4. Ïîëèêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå ïîäêîâû Ñìåéëà.
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Ðèñ. 7.5. Ïîëèêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå ïîðîæäàåò ìîäåðíèçèðîâàííîå îòîáðàæåíèå
ïîäêîâû Ñìåéëà.

Èòàê, ïóñòü N � äîñòàòî÷íî áîëüøîå. Îáîçíà÷èì Λ = ∩+∞
k=−∞f

k(B). Òîãäà f−N |Λ :
Λ → Λ åñòü îòîáðàæåíèå ïîäêîâû Ñìåéëà.
Ìû ïîêàçûâàëè, ÷òî îòîáðàæåíèå ïîäêîâû ñîïðÿæåíî ñäâèãó Áåðíóëëè. Òàê êàê

ñäâèã Áåðíóëëè èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, òî áåñêîíå÷íî ìíîãî
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê èìååòñÿ è ó îòîáðàæåíèÿ f−N |Λ. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå
f èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê èç Λ ⊂ B. ßñíî, ÷òî ýòè òî÷êè
ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè, òàê êàê äèôôåðåíöèàë f â ýòèõ òî÷êàõ èìååò îäíî ñæèìàþùèå
è îäíî ðàñòÿãèâàþùåå íàïðàâëåíèÿ.

Ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå. Ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ.

Ïóñòü f : R2 → R2 � äèôôåîìîðôèçì. Ïóñòü s1, s2 ∈ R2 äâå ñåäëîâûå òî÷êè
f . Ïóñòü Ŵ s(s1) è Ŵ

u(s1) � ãëîáàëüíûå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ
òî÷êè s1, à Ŵ

s(s2) è Ŵ
u(s2) � ãëîáàëüíûå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ

òî÷êè s2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ŵ
s(s1) òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ Ŵ

u(s2) è Ŵ
u(s1)

òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ Ŵ s(s2). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêèì ïåðåñå÷åíèåì (ðèñ. 7.6).

Ðèñ. 7.6. Ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå.

Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ñåäëîâûõ òî÷êàõ îòîáðàæåíèÿ f . À èìåí-
íî, äâà ñåäëà ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó íèìè èìååò ìåñòî ãåòåðîêëè-
íè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå. Çàìûêàíèå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ ãîìîêëèíè-
÷åñêèì êëàññîì.
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Çà÷àñòóþ èçó÷åíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê ïîíèìàíèþ âçàèìíîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ êëàññîâ è îïèñàíèþ äèíàìèêè íà êàæäîì èç íèõ.

Ãàìèëüòîíîâ õàîñ. Òåîðåìà Ìåëüíèêîâà.

Ãîìîêëèíè÷åñêàÿ ïåòëÿ.

Ïóñòü ïîâåäåíèå íåêîòîðîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ äâóìåðíîé ãà-
ìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì H:{

ẋ = ∂H
∂y

(x, y),

ẏ = −∂H
∂x

(x, y).
(7.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãàìèëüòîíèàí H èìååò òî÷êó ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà q è ñåäëî-
âóþ òî÷êó s, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 7.7. Òàê êàê ôóíêöèÿ H ïîñòîÿííà âäîëü
ñèñòåìû (7.1), òî ðåøåíèÿ (x, y) ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ïðîåêöèé ëèíèé óðîâíÿ
H. Ïðèìåðíûé èõ âèä èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 7.8. Ëîêàëüíûé àðãìèíèìóì q ãà-
ìèëüòîíèàíà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ãàìèëüòîíîâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ òèïà öåíòð,
à ñåäëîâàÿ òî÷êà s � îñîáîé òî÷êîé òèïà ñåäëî. Òî÷êà s â íàøåì ïðèìåðå ïðèìå-
÷àòåëüíà òåì, ÷òî åå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàþò, îáðàçóÿ,
òàê íàçûâàåìóþ, ãîìîêëèíè÷åñêóþ ïåòëþ.

Ðèñ. 7.7. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ãàìèëüòîíèàíà è îñîáûå òî÷êè ãàìèëüòîíîâîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ.

Òàêóþ êàðòèíó ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëè ìîæíî íàáëþäàòü äîâîëüíî ÷àñòî ñðå-
äè ïîòîêîâ âåêòîðíûõ ïîëåé. Îäíàêî, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ñ¼äëà ïðîèçâîëüíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ (êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïîòîêàìè), òî ãîìîêëèíè÷å-
ñêàÿ ïåòëÿ ñòàíîâèòñÿ ðåäêîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìà åäèíñòâåí-
íîñòè íå çàïðåùàåò ìíîãîîáðàçèÿì (óñòîé÷èâîìó è íåóñòîé÷èâîìó) ïåðåñåêàòüñÿ,
÷òî íàìíîãî âåðîÿòíåå, ÷åì èõ ñîâïàäåíèå.
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Ðèñ. 7.8. Ïîëèêëèíè÷åñêàÿ ïåòëÿ ãàìèëüòîíîâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó{
ẋ = ∂H

∂y
(x, y) + ε g1(x, y, t, ε),

ẏ = −∂H
∂x

(x, y) + ε g2(x, y, t, ε),
(7.2)

ãäå gi � ïåðèîäè÷åñêèå ïî t ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì T = 2π
ω
, à ε � ìàëûé ïàðàìåòð.

Ââåäåì óãëîâóþ êîîðäèíàòó φ = ωt(mod 2π). Òàêèì îáðàçîì, φ(t+ T ) = φ(t).
Ïóñòü ñíà÷àëà ε = 0. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = ∂H
∂y

(x, y),

ẏ = −∂H
∂x

(x, y),

φ̇ = ω.

(7.3)

Òàê êàê s � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, òî (s, ωt) ÿâëÿåòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû (7.3) ñ ïåðèîäîì T .
Ïðèìåðíûé âèä òðàåêòîðèé ñèñòåìû (7.3) ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 7.9.

Ðèñ. 7.9. Ïðèìåðíûé âèä òðàåêòîðèé ñèñòåìû (7.3).

Ïóñòü òåïåðü ε ̸= 0 ìàëî. Ãèïåðáîëè÷åñêèå òî÷êè óñòîé÷èâû ê ìàëûì âîçìóùå-
íèÿì. Ò.å, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε íàéäåòñÿ áëèçêàÿ ê s ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îñîáàÿ
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òî÷êà sε ñèñòåìû (7.2). Ïóñòü W s(sε) è W
u(sε) � å¼ óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíî-

ãîîáðàçèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè s ìíîãîîáðàçèÿ
W s(sε), W

u(sε) áëèçêè ê W s(s) è W u(s) ñîîòâåòñòâåííî (ýòîò ôàêò ïîêà îñòàâèì
áåç äîêàçàòåëüñòâà). Îäíàêî ãëîáàëüíûå ìíîãîîáðàçèÿ Ŵ s(sε) è Ŵ

u(sε) ìîãóò îòëè-
÷àòüñÿ îò Ŵ s(s) è Ŵ u(s) äîâîëüíî ñèëüíî. Â ÷àñòíîñòè, Ŵ s(sε) è Ŵ

u(sε) ïåðåñòàþò
ñîâïàäàòü.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ïðè ε ̸= 0

ẋ = ∂H
∂y

(x, y) + ε g1(x, y, t, ε),

ẏ = −∂H
∂x

(x, y) + ε g2(x, y, t, ε),

φ̇ = ω.

(7.4)

ßñíî ÷òî ðåøåíèå (sε, ωt) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì T . È â ìàëîé îêðåñò-
íîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (7.4) óñòðîåíû òàê æå, êàê è ó ñèñòåìû
(7.3). Íî âíå ýòîé îêðåñòíîñòè ïîâåäåíèå ïîëíîñòüþ ìåíÿåòñÿ.
Ïóñòü ε ∈ (− ε0, ε0). Âûáåðåì ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü Σφ0 = {(x, y, φ0)} è ðàñ-

ñìîòðèì îòîáðàæåíèå Pε : Σφ0 → Σφ0 ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ Ïóàíêàðå. ßñíî, ÷òî
Sε = (sε, φ0) � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà Pε. Ðàññìîò-
ðèì ëîêàëüíî óñòîé÷èâîå Ŵ s

Pε
(Sε) è íåóñòîé÷èâîå Ŵ u

Pε
(Sε) ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè Sε

ïîä äåéñòâèåì äèôôåîìîðôèçìà Pε.
Ïðè ε = 0 ìíîãîîáðàçèÿ Ŵ s

P0
(S) è Ŵ u

P0
(S) ñîâïàäàþò, îáðàçóÿ ãîìîêëèíè÷åñêóþ

ïåòëþ. Ïðè ε ̸= 0 âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: ëèáî ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìûêàþòñÿ áåç ïå-
ðåñå÷åíèé (õîðîøèé ñëó÷àé), ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ (ðèñ. 7.10). Çàìåòèì, ÷òî Pε � ýòî
äèôôåîìîðôèçì (à íå ïîòîê), à ïîòîìó ìíîãîîáðàçèÿ Ŵ s

Pε
(Sε) è Ŵ

u
Pε
(Sε) äåéñòâè-

òåëüíî ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ.

Ðèñ. 7.10. Âîçìóùåííûå ìíîãîîáðàçèÿ Ŵ s
Pε
(Sε) è Ŵ

u
Pε
(Sε).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîãîîáðàçèÿ Ŵ s
Pε
(Sε) è Ŵ

u
Pε
(Sε) ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñ-

âåðñàëüíî. Òàêèì îáðàçîì îíè îáðàçóþò ãîìîêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå, êîòîðîå îá-
ðàçóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò îòîáðàæåíèÿ Pε.
Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ¾ãàìèëüòîíîâûì õàîñîì¿, òàê êàê äåéñòâèòåëüíî ïî-
ðîæäàåò äîâîëüíî ñëîæíîå è õàîòè÷íîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû. Ïîòîìó íàì õîòåëîñü
áû óìåòü ïðîâåðÿòü, êîãäà ïðè âîçìóùåíèè ñèñòåìû èìååò ìåñòî ãîìîêëèíè÷åñêîå
ïåðåñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèé Ŵ s

Pε
(Sε) è Ŵ

u
Pε
(Sε).
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Òåîðåìà Ìåëüíèêîâà. Ðàññòîÿíèå Ìåëüíèêîâà.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû ââåäåì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé.
Ïóñòü q0(t), t ∈ (−∞,+∞) � ðåøåíèå ñèñòåìû (7.1), ñîîòâåòñòâóþùåå ãîìîêëè-

íè÷åñêîé ïåòëå â òî÷êå s. Ïóñòü ∇H =
(
∂H
∂x
, ∂H
∂y

)
, g = (g1, g2).

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ââåäåì ôóíêöèþ M Ìåëüíèêîâà

M(τ0, φ0) =

+∞∫
−∞

⟨∇H(q0(t)), g(q0(t), ωt+ ωτ0 + φ0, 0)⟩dt,

ãäå τ0 ∈ (−∞,+∞) è φ0 ∈ [0, 2π), à ÷åðåç ⟨·, ·⟩ îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ìåëüíèêîâà íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ ε.

Òåîðåìà 7.1. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà (τ̂ , φ̂), ÷òîM(τ̂ , φ̂) = 0, íî ∂M
∂τ0

(τ̂ , φ̂) ̸=
0, òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ̸= 0 èìååò ìåñòî ãàìèëüòîíîâ õàîñ.

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ìåëüíèêîâà ïðîèñõîäèò èç èäåè èçìåðÿòü ¾ðàññòîÿíèå¿
ìåæäó óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè, êîòîðîå ðàâíî íóëþ â ñëó÷àå
ïåðåñå÷åíèÿ. Óñëîâèå ∂M

∂τ0
(τ̂ , φ̂) ̸= 0 íóæíî, ÷òîáû ýòî ïåðåñå÷åíèå áûëî òðàíñâåð-

ñàëüíûì. Ðàññòîÿíèå, çàäàþùååñÿ ôóíêöèåé Ìåëüíèêîâà, íàçûâàþò ðàññòîÿíèåì
Ìåëüíèêîâà. Ê ñîæàëåíèþ, áîëåå ïîäðîáíîå ïîñòðîåíèå ðàññòîÿíèÿ Ìåëüíèêîâà
âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.

Ñïèðàëüíîñòü âåêòîðíûõ ïîëåé.

Â îñòàâøååñÿ âðåìÿ ìû êðàòêî àíîíñèðóåì òåìó îáñóæäåíèÿ ñëåäóþùåé ëåêöèè.
Ïóñòü M ⊂ R3 � îáëàñòü, ãðàíèöà ∂M êîòîðîé åñòü ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü

ξ � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå â R3. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ξ áåçäèâåðãåíòíîå, ò.å.
ñîõðàíÿåò îáúåì. Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ξ êàñàåòñÿ ãðàíèöû ∂M îáëàñòè, ò.å.
∀x ∈ ∂M âûïîëíåíî ξ(x) ∈ Tx∂M .
Ìû õîòèì îïðåäåëèòü ñïèðàëüíîñòü ïîëÿ ξ. Äëÿ ýòîãî ñïåðâà îïðåäåëèì àñèìï-

òîòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ.
Ïóñòü gt � ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ. Çàôèêñèðóåì x1 ∈M è T1 ∈ R \{0}. Ðàññìîò-

ðèì êðèâóþ {gt(x1), t ∈ [0, T1]}. Çàìêíåì ýòó êðèâóþ, ñîåäèíèâ ëîìàíîé òî÷êè x1 è
gT1(x1) òàê, ÷òîáû èòîãîâàÿ êðèâàÿ íå èìåëà ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ïîëó÷èì íåêîòîðîå
âëîæåíèå γ1 îêðóæíîñòè â R3. Çàôèêñèðóåì x2 ∈M è T2 ∈ R \{0} è ïîñòðîèì âëî-
æåíèå γ2 îêðóæíîñòè àíàëîãè÷íî. Òîãäà ó êðèâûõ γ1 è γ2 îïðåäåëåí êîýôôèöèåíò
çàöåïëåíèÿ k(x1, x2, T1, T2). Êàê åãî îïðåäåëèòü, îáñóäèì íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.

Ðàññìîòðèì ïðåäåë lim
T1,T2→+∞

k(x1,x2,T1,T2)
T1T2

= λ(x1, x2). Äàííûé ïðåäåë äåéñòâèòåëü-

íî ñóùåñòâóåò, à åãî çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì çàöåï-
ëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Ñïèðàëüíîñòüþ (helicity) âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ íàçûâàåòñÿ âåëè-
÷èíà

H(ξ) =

∫
M

∫
M

λξ(x1, x2)dx1dx2.
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Íà ñëåäóþùåé ëåêöèè ìû ïîäðîáíåå ïîãîâîðèì î êîýôôèöèåíòå çàöåïëåíèÿ è
ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ñïèðàëüíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ.
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Ëåêöèÿ 8

Ñïèðàëüíîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ïóñòü M ⊂ R3 � îáëàñòü, ãðàíèöà ∂M êîòîðîé åñòü ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü
ξ � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå â R3. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ξ áåçäèâåðãåíòíîå, ò.å.
ñîõðàíÿåò îáúåì. Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ξ êàñàåòñÿ ãðàíèöû ∂M îáëàñòè, ò.å.
∀x ∈ ∂M âûïîëíåíî ξ(x) ∈ Tx∂M .
Íàøà öåëü îïðåäåëèòü è îáîñíîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïîíÿòèÿ ñïèðàëüíîñòè âåê-

òîðíîãî ïîëÿ ξ. Äëÿ íà÷àëà ââåäåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ êîíñòðóêöèé.

Êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ. Òåîðåìà Ãàóññà.

Ïóñòü γ1 è γ2 � âëîæåíèÿ îêðóæíîñòè â R3. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü èõ êîýôôè-
öèåíò çàöåïëåíèÿ. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè, êðàòêî ïîÿñíèì, êàê îí ñ÷èòàåòñÿ.
Çàôèêñèðóåì íà γ1 è γ2 îðèåíòàöèþ è ïîñëåäîâàòåëüíî ñïðîåöèðóåì êðèâûå íà

ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêîñòü. Ïîëó÷èì ïëîñêèå êðèâûå ψ1 è ψ2. Íàñ èíòåðåñóþò òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ êðèâûõ ñ ó÷åòîì òîãî, êàêàÿ êðèâàÿ â îêðåñòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ
îêàçûâàåòñÿ ¾ñâåðõó¿. Íà ðèñóíêå 8.1 ïðåäñòàâëåíû âñå âîçìîæíûå òèïû ïåðåñå-
÷åíèÿ. Ïåðâîìó è âòîðîìó òèïàì ìû ñîïîñòàâèì çíàê +, à òðåòüåìó è ÷åòâåðòî-
ìó ñîïîñòàâèì çíàê −. Îáîçíà÷èì ÷åðåç nk êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé òèïà k, ãäå
k ∈ {1, 2, 3, 4}. Òîãäà êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïî ôîðìóëå

k(γ1, γ2) = n1 − n4 = n2 − n3 =
(n1 + n2)− (n3 + n4)

2
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ γ1 ïàðàìåòðèçîâàíà ïàðàìåòðîì t ∈ [0, τ1), à êðèâàÿ γ2
ïàðàìåòðîì t ∈ [0, τ2). Ïóñòü γ1(t), γ2(t) � ãëàäêèå ôóíêöèè. Òîãäà êîýôôèöèåíò
çàöåïëåíèÿ ìîæíî ïîñ÷èòàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 8.1 (Ãàóññà).

k(γ1, γ2) =
1

4π

τ1∫
0

τ2∫
0

(γ̇1(t1); γ̇2(t2); γ1(t1)− γ2(t2))

∥γ1(t1)− γ2(t2)∥3
dt1dt2, (8.1)

ãäå ÷åðåç (x; y; z) îáîçíà÷åíî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x, y, z.

Ðèñ. 8.1. ×åòûðå òèïà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ψ1 è ψ2. Êðèâûå îáîçíà÷åíû ðàçíûì
öâåòîì.
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Àñèìïòîòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ è ñïèðàëüíîñòü.

Ïóñòü gt � ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ. Çàôèêñèðóåì x1 ∈M è T1 ∈ R \{0}. Ðàññìîò-
ðèì êðèâóþ {gt(x1), t ∈ [0, T1]}. Çàìêíåì ýòó êðèâóþ, ñîåäèíèâ ëîìàíîé òî÷êè x1 è
gT1(x1) òàê, ÷òîáû èòîãîâàÿ êðèâàÿ íå èìåëà ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ïîëó÷èì âëîæåíèå
γ1 îêðóæíîñòè â R3. Çàôèêñèðóåì x2 ∈ M è T2 ∈ R \{0} è ïîñòðîèì âëîæåíèå γ2
îêðóæíîñòè àíàëîãè÷íî. Òîãäà ó êðèâûõ γ1 è γ2 îïðåäåëåí êîýôôèöèåíò çàöåïëå-
íèÿ k(x1, x2, T1, T2).

Îïðåäåëåíèå 8.1. Àñèìïòîòè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì çàöåïëåíèÿ íàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùèé ïðåäåë

λξ(x1, x2) = lim
T1,T2→+∞

k(x1, x2, T1, T2)

T1T2
.

Îïðåäåëåíèå 8.2. Ñïèðàëüíîñòüþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

H(ξ) =

∫
M

∫
M

λξ(x1, x2)dx1dx2.

Èç ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íè àñèìïòîòè÷åñêîãî êî-
ýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ, íè ñïèðàëüíîñòè. Ìû ïîñâÿòèì ñëåäóþùèé ðàçäåë äîêà-
çàòåëüñòâó òåîðåìû Àðíîëüäà, óòâåðæäàþùåé êîððåêòíîñòü ýòèõ îïðåäåëåíèé.

Òåîðåìà Àðíîëüäà.

Ïóñòü X1(t) = gt(x1) è X2(t) = gt(x2). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùóþ ôóíê-
öèþ

Λξ(x1, x2) = lim
T1,T2→+∞

1

k

T1∫
0

T2∫
0

(Ẋ1(t1); Ẋ2(t2);X1(t1)−X2(t2))

∥X1(t1)−X2(t2)∥3
dt1dt2,

ãäå êîýôôèöèåíò k = 4πT1T2, à ÷åðåç (x; y; z) îáîçíà÷åíî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ x, y, z.

Òåîðåìà 8.2 (Àðíîëüäà). Äëÿ ïî÷òè âñåõ ïàð (x1, x2) ∈M×M âåëè÷èíà Λξ(x1, x2)
ñóùåñòâóåò è âûïîëíåíî Λξ(x1, x2) = λξ(x1, x2). Áîëåå òîãî, Λξ(x1, x2) ∈  L1(M ×
M), ò.å. ñïèðàëüíîñòü H(ξ) êîððåêòíî îïðåäåëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

αx1,x2(t1, t2) =
(Ẋ1(t1); Ẋ2(t2);X1(t1)−X2(t2))

∥X1(t1)−X2(t2)∥3
, φ(x1, x2) =

1∫
0

1∫
0

αx1,x2(t1, t2)dt1dt2.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî φ ∈ L1(M ×M). Ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà H(ξ) áóäåò ñëå-
äîâàòü èç èíòåãðèðóåìîñòè φ è ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà Λξ. Ìû íå áóäåì îñòàíàâ-
ëèâàòüñÿ íà ýòîì ìîìåíòå ïîäðîáíî, à ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ
Λξ, â êîòîðîì óäèâèòåëüíî âîçíèêàåò òåîðåìà Áèðêãîôà.
Ñóùåñòâîâàíèå Λξ. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ f1(x1, x2) = (g1(x1), x2) è f2(x1, x2) =

(x1, g
1(x2)). Òàêèì îáðàçîì, fi :M ×M →M ×M .
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ßñíî, ÷òî

(φ ◦ fn1 )(x1, x2) =
1∫

0

n+1∫
n

αx1,x2(t1, t2)dt1dt2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T1 ∈ Z. Òîãäà âåðíî ñîîòíîøåíèå

1

T1 + 1

T1∑
n=0

(φ ◦ fn1 )(x1, x2) =
1

T1 + 1

1∫
0

T1+1∫
0

αx1,x2(t1, t2)dt1dt2.

Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòîÿùàÿ ñëåâà ñóììà åñòü âðåìåííîå ñðåäíåå ôóíêöèè φ îò-
íîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f1. Òàê êàê ïîëå ξ áåçäèâåðãåíòíîå, òî ïîòîê g

t ñîõðàíÿåò
ìåðó Ëåáåãà, à ïîòîìó ìåðà Ëåáåãà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ f1. Ïî
òåîðåìå Áèðêãîôà î âðåìåííûõ ñðåäíèõ, äëÿ ï.â. (x1, x2) ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
T1→+∞

1

T1 + 1

1∫
0

T1+1∫
0

αx1,x2(t1, t2)dt1dt2 = ψ(x1, x2).

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ìåðà Ëåáåãà íå ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷íîé îòíîñèòåëüíî f1, òî
ôóíêöèÿ ψ íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.
Ïðåäïîëîæèì, T2 ∈ Z. Ðàññìîòðèì âðåìåííûå ñðåäíèå ôóíêöèè ψ îòíîñèòåëüíî

îòîáðàæåíèÿ f2:

AT2(x1, x2) =
1

T2 + 1

T2∑
n=0

(ψ ◦ fn2 )(x1, x2).

Èç àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé òåîðåìà Áèðêãîôà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäå-
ëà lim

T2→+∞
AT2(x1, x2) äëÿ ï.â. (x1, x2). ßñíî, ÷òî ýòîò ïðåäåë ñîâïàäàåò ñ 4πΛξ(x1, x2),

à ïîòîìó âåëè÷èíà Λξ(x1, x2) îïðåäåëåíà ï.â.
Çàìåòèì, ÷òî ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà Λξ òîëüêî äëÿ öåëûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé T1 è T2. Íî èç ýòîãî ñëó÷àÿ íåñëîæíî âûâîäèòñÿ îáùèé, ÷òî ìû
îñòàâëÿåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Ðàâåíñòâî Λξ = λξ. ×òîáû ïîñ÷èòàòü λξ, íàì íåîáõîäèìî çàìêíóòü êðèâûå X1(t)

è X2(t) ëîìàíîé, ÷òîáû ïîëó÷èëèñü âëîæåíèÿ γ1, γ2 îêðóæíîñòè â R3. Ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî èç òî÷êè X1(T1) â òî÷êó x1 ìû ïîïàäàåì çà âðåìÿ 1, ò.å. âëîæåíèå γ1
ïàðàìåòðèçîâàíî t ∈ [0, T1 + 1] è γ1(t) = X1(t) ïðè t ∈ [0, T1]. Àíàëîãè÷íî âëîæåíèå
γ2 ïàðàìåòðèçîâàíî t ∈ [0, T2 + 1] è γ2(t) = X2(t) ïðè t ∈ [0, T2]. Òîãäà, èñïîëüçóÿ
òåîðåìó 8.1 Ãàóññà, ïîëó÷àåì

λξ(x1, x2) = lim
T1,T2→+∞

1

4πT1T2

 T1∫
0

T2∫
0

αx1,x2(t1, t2)dt1dt2 +

T1+1∫
T1

T2+1∫
T2

(γ̇1(t1); γ̇2(t2); γ1(t1)− γ2(t2))

∥γ1(t1)− γ2(t2)∥3
dt1dt2

 .
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Îñòàëîñü òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå âûðàæåíèå â ñêîáêàõ åñòü ō(T1T2). Äåéñòâè-
òåëüíî, åãî âêëàä ìîæíî îöåíèòü êàê C(T1 + T2), ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ìû
îñòàâèì ýòó îöåíêó áåç ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíîãî äèôôåîìîðôèçìà

Àíîñîâà.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà ÿâëÿåòñÿ
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì â êëàññå C1-ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé.
Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçìîì Àíîñîâà ìû íàçûâàëè îïåðàòîð F : T2 → T2,

çàäàþùèéñÿ ìàòðèöåé A =

(
2 1
1 1

)
. Òàêèì îáðàçîì, F (x, y) = ({2x+ y}, {x+ y}).

Ìàòðèöà A èìååò âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 > 1 > λ2. Îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ÷åðåç v1 è v2.
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåò ñõîæà ñ èäååé, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè ïðè äîêàçàòåëü-

ñòâå ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ðàñòÿæåíèÿ îêðóæíîñòè â k ðàç. Ïóñòü G � íåêîòî-
ðîå C1-áëèçêîå ê F îòîáðàæåíèå òîðà â ñåáÿ. Òîãäà, â ñèëó êîìïàêòíîñòè T2, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî G � äèôôåîìîðôèçì. Äîêàæåì òîïîëîãè÷åñêóþ ñîïðÿæåííîñòü F è
G ïî øàãàì:

1) Ïîñòðîèì íåïðåðûâíîå ñþðüåêòèâíîå ïîëóñîïðÿæåíèå h : T2 → T2, ÷òî
h ◦G = F ◦ h;

2) Ïîñòðîèì íåïðåðûâíîå ñþðüåêòèâíîå ïîëóñîïðÿæåíèå h̃ : T2 → T2, ÷òî
G ◦ h̃ = h̃ ◦ F ;

3) Äîêàæåì, ÷òî h ◦ h̃ = h̃ ◦ h = id. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h � ãîìåîìîðôèçì, ò.å.
òîïîëîãè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå.

Ïðåæäå ÷åì èñêàòü h è h̃, íåîáõîäèìî ïîíÿòü, êàêèìè ñâîéñòâàìè îíè äîëæíû
îáëàäàòü äëÿ âîçìîæíîñòè âûïîëíåíèÿ øàãà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû øàãè
1 è 2, òîãäà h ◦ h̃ ◦ F = h ◦G ◦ h̃ = F ◦ h ◦ h̃. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå h ◦ h̃ êîì-
ìóòèðóåò ñ F . Ìîæíî ëè ïðèäóìàòü óñëîâèÿ íà êîììóòèðóþùåå ñ F îòîáðàæåíèå,
èç êîòîðîãî áû ñëåäîâàëî åãî ðàâåíñòâî òîæäåñòâåííîìó?

Ðàçäåëÿþùèé äèôôåîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèå 8.3. Ïóñòü M � ãëàäêîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, è f : M → M �
äèôôåîìîðôèçì. Ãîâîðÿò, ÷òî f ðàçäåëÿþùèé, åñëè ñóùåñòâóåò δ > 0, ÷òî èç
óñëîâèÿ ∀k ∈ Z ρ(fk(x), fk(y)) < δ ñëåäóåò x = y. ×èñëî δ íàçûâàþò êîíñòàíòîé
ðàçäåëåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 8.1. Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì f : M → M ðàçäåëÿþùèé ñ êîíñòàí-
òîé δ. Ïóñòü h :M →M � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
h ◦ f = f ◦ h è ∀x ∈M âûïîëíåíî ρ(x, h(x)) < δ. Òîãäà h = id.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü òî÷êà x ∈ M òàêàÿ, ÷òî h(x) =
y ̸= x. Òàê êàê f ðàçäåëÿþùèé, òî ∃k ∈ Z, ÷òî ρ(fk(x), fk(y)) ≥ δ.
Èç êîììóòèðîâàíèÿ f è h ñëåäóåò, ÷òî fk(y) = fk(h(x)) = h(fk(x)). Íî òîãäà
ρ(fk(x), fk(y)) = ρ(fk(x), h(fk(x))) < δ ïî ñâîéñòâó îòîáðàæåíèÿ h. Ïðîòèâîðå÷èå.

Óòâåðæäåíèå 8.2. Äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà F ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü x, y ∈ T2, x ̸= y � äîñòàòî÷íî áëèçêèå òî÷êè. Ðàñ-
ñìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê x è y:

1) Âåêòîð x− y ñîíàïðàâëåí ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì v2, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1 > 1;

2) Âåêòîð x− y ñîíàïðàâëåí ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì v1, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2 < 1;

3) Âåêòîð x− y íå ñîíàïðàâëåí íè ñ v1, íè ñ v2.

Ïóñòü âûïîëíåí ñëó÷àé 1. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ρ(F n(x), F n(y))
ïðè n > 0 óâåëè÷èòñÿ õîòÿ áû äî 1

2λ1
.

Ïóñòü âûïîëíåí ñëó÷àé 2. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ρ(F n(x), F n(y))
ïðè n < 0 óâåëè÷èòñÿ õîòÿ áû äî 1

2λ2
.

Â îáùåì ñëó÷àå 3 ïðîâåäåì ÷åðåç îäíó òî÷êó ïðÿìóþ L1, ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì
v1, à ÷åðåç äðóãóþ òî÷êó � ïðÿìóþ L2 ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì v2. Ýòè ïðÿìûå
ïåðåñåêóòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå z. Ïðÿìûå L1 è L2 âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû òî÷êà
z áûëà áëèçêà ê x, y. Ïóñòü, ê ïðèìåðó, L1 ïðîõîäèò ÷åðåç x, à L2 ÷åðåç y. Òîãäà,
èç äîêàçàííîãî â ïóíêòàõ 1 è 2, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî èòåðàöèè F n(x) è F n(z) ïðè
n > 0 áóäóò ¾îòäàëÿòüñÿ¿, à èòåðàöèè F n(y) è F n(z) ïðè n > 0, íàîáîðîò, áóäóò
¾ñáëèæàòüñÿ¿. Îòñþäà, ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, ðàññòîÿíèå ρ(F n(x), F n(y))
ìîæíî ñäåëàòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì.
Àêêóðàòíîå äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ ñëóøàòåëþ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåàëèçàöèè øàãà 3 ìû ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü ïîëóñîïðÿæåíèÿ
h è h̃ äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü,
÷òî èõ êîìïîçèöèÿ h ◦ h̃ äîñòàòî÷íî áëèçêà ê òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ è êîì-
ìóòèðóåò ñ F , à ïîòîìó h ◦ h̃ = id.

Ïîñòðîåíèå ïåðâîãî ïîëóñîïðÿæåíèÿ.

Èòàê, íàì íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü òàêîå íåïðåðûâíîå ñþðüåêòèâíîå h : T2 → T2,
÷òî h ◦G = F ◦ h è ρ(h, id) < δ äëÿ íåêîòîðîãî ìàëîãî ÷èñëà δ > 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç π : R2 → T2 ñòàíäàðòíîå íàêðûòèå òîðà: π(x1, x2) = ({x1}, {x2}).

Îïðåäåëåíèå 8.4. Ïóñòü f : T2 → T2 � ïðîèçâîëüíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Ïîäíÿòèå f̂ : R2 → R2 � ýòî òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, ÷òî π ◦ f̂ = f ◦ π.
ßñíî, ÷òî f̂(x1 + 1, x2 + 1) − f̂(x1, x2) = (z1, z2) ∈ Z2, ãäå òî÷êà (z1, z2) îäíà è òà
æå äëÿ âñåõ ïàð (x1, x2).
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Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà, F = π ◦ L, ãäå L : R2 → R2 � ëèíåé-

íûé îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé A =

(
2 1
1 1

)
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð L

ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì F .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĝ òàêîå ïîäíÿòèå äèôôåîìîðôèçìà G, ÷òî Ĝ(x, y) = G(x, y) ïðè

((x, y) ∈ [0, 1)× [0, 1)). Òîãäà îòîáðàæåíèå ḡ = Ĝ−L áëèçêî ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå
C1(R2,R2) è ïåðèîäè÷íî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.
Ïóñòü ĥ � ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ h. Òàê êàê èç ðàâåíñòâà ĥ ◦ Ĝ = L ◦ ĥ ñëåäóåò

ðàâåíñòâî h◦G = F ◦h, òî íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ĥ. Îáîçíà÷èì h̄ = ĥ−id. Ïîäñòàâèì
âûðàæåíèÿ Ĝ = L+ ḡ è ĥ = id+h̄ â óðàâíåíèå ĥ = L−1ĥ ◦ Ĝ:

(id+h̄) = L−1 ◦ (id+h̄) ◦ (L+ ḡ).

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ñîêðàùåíèÿ îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷èì

h̄ = L−1 ◦ ḡ + L−1 ◦ h̄ ◦ (L+ ḡ) = F(h̄).

Òàê êàê ìû èùåì h áëèçêîå ê id, òî îòîáðàæåíèå h̄ áóäåì èñêàòü áëèçêèì ê íóëþ
â ïðîñòðàíñòâå C(R2,R2).
Ê ñîæàëåíèþ, îïåðàòîð F íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Ïîýòîìó äîêàçûâàòü ñóùåñòâî-
âàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðèäåòñÿ íåìíîãî ñëîæíåå. Ìû ïîêàæåì, êàê ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.
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Ëåêöèÿ 9

Ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíîãî äèôôåîìîðôèçìà

Àíîñîâà. Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà.

Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçìîì Àíîñîâà ìû íàçûâàëè îïåðàòîð F : T2 → T2,

çàäàþùèéñÿ ìàòðèöåé A =

(
2 1
1 1

)
. Òàêèì îáðàçîì, F (x, y) = ({2x+ y}, {x+ y}).

Ìàòðèöà A èìååò âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 > 1 > λ2 > 0. Îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ÷åðåç v1 è v2.
Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû íà÷àëè äîêàçàòåëüñòâî ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè F â

êëàññå C1(T2,T2). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì îñòàëîñü ïîñòðîèòü äâà
íåïðåðûâíûõ ñþðüåêòèâíûõ ïîëóñîïðÿæåíèÿ h, h̃, ÷òî h◦G = F ◦h è G◦ h̃ = h̃◦F ,
ïðè÷åì h è h̃ áëèçêè ê òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ.
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð L : R2 → R2, çàäàííûé ìàòðèöåé A, ÿâëÿ-

åòñÿ ïîäíÿòèåì äèôôåîìîðôèçìà F .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĝ òàêîå ïîäíÿòèå äèôôåîìîðôèçìà G, ÷òî Ĝ(x, y) = G(x, y) ïðè
((x, y) ∈ [0, 1)× [0, 1)). Òîãäà îòîáðàæåíèå ḡ = Ĝ−L áëèçêî ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå
C1(R2,R2) è ïåðèîäè÷íî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.

Ïîñòðîåíèå ïåðâîãî ïîëóñîïðÿæåíèÿ.

Ïîñòðîèì òàêîå íåïðåðûâíîå ñþðüåêòèâíîå h : T2 → T2, ÷òî h ◦ G = F ◦ h è
ρ(h, id) < δ äëÿ íåêîòîðîãî ìàëîãî ÷èñëà δ > 0.
Ïóñòü ĥ � ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ h. Òàê êàê èç ðàâåíñòâà ĥ ◦ Ĝ = L ◦ ĥ ñëåäó-

åò ðàâåíñòâî h ◦ G = F ◦ h, òî íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ĥ. Îáîçíà÷èì h̄ = ĥ − id �
íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó ôóíêöèÿ. Ïîäñòàâèì âûðàæå-
íèÿ Ĝ = L+ ḡ è ĥ = id+h̄ â óðàâíåíèå ĥ = L−1ĥ ◦ Ĝ:

(id+h̄) = L−1 ◦ (id+h̄) ◦ (L+ ḡ).

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ñîêðàùåíèÿ îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷èì

h̄ = L−1 ◦ ḡ + L−1 ◦ h̄ ◦ (L+ ḡ) = F(h̄). (9.1)

Òàê êàê ìû èùåì h áëèçêîå ê id, òî îòîáðàæåíèå h̄ áóäåì èñêàòü áëèçêèì ê íóëþ â
ïðîñòðàíñòâå C(R2,R2). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò ñþðüåêòèâíîñòü h, òàê
êàê h̄ îãðàíè÷åíà íà R2.
Îïåðàòîð F , ê ñîæàëåíèþ, íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.

Ïóñòü h̄ = (h1, h2) â áàçèñå v1, v2, ò.å. h̄(x, y) = h1(x, y)v1 + h2(x, y)v2. Àíàëîãè÷íî
ḡ = (g1, g2) â áàçèñå v1, v2. Òîãäà óðàâíåíèå (9.1) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå{

h1 = λ−1
1 g1 + λ−1

1 h1 ◦ (L+ ḡ) = F1(h1);

h2 = λ−1
2 g2 + λ−1

2 h2 ◦ (L+ ḡ) = F2(h2).
(9.2)

Ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ.
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Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð F1 : D → D ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà ïðîñòðàíñòâå D ⊂
C(R2,R) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ïåðèîäîì 1 ïî êàæäîìó àðãóìåíòó. Ïóñòü a, b ∈
D, òîãäà

ρ(F1(a),F1(b)) = ρ(λ−1
1 a ◦ (L+ ḡ), λ−1

1 b ◦ (L+ ḡ)) = λ−1
1 ρ(a, b).

Òàê êàê λ−1
1 < 1, òî F1, äåéñòâèòåëüíî, ñæèìàåò. Ïîýòîìó, ïî ïðèíöèïó ñæèìàþùèõ

îòîáðàæåíèé, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà F1(h1) = h1.
Ïðîâåðèì, íàñêîëüêî h1 áëèçêî ê íóëþ. Òàê êàê ê íåïîäâèæíîé òî÷êå h1 ñõîäÿòñÿ
èòåðàöèè ëþáîé òî÷êè èç D, òî, â ÷àñòíîñòè, h1 = lim

n→+∞
Fn

1 (0). Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâ-

ëåíèåì Fn
1 (0) =

n−1∑
i=0

(F i+1
1 (0)−F i

1(0)), èìååì h1 =
∞∑
i=0

(F i+1
1 (0)−F i

1(0)). Òîãäà

|h1| ≤
∞∑
i=0

|F i+1
1 (0)−F i

1(0)| = |F1(0)|
∞∑
i=0

λ−n1 = λ−1
1 |g1|

1

1− λ−1
1

=
1

λ1 − 1
|g1|.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè G äîñòàòî÷íî áëèçêî ê F , òî |h1| äîñòàòî÷íî áëèçêî ê íóëþ.
Ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Óìíîæèì îáå ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

(9.2) íà λ2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

λ2h2 = g2 + h2 ◦ (L+ ḡ).

Äàëåå ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì ñëåâà îïåðàòîð Ĝ−1 = (L+ ḡ)−1. Ïîëó÷èì

λ2h2 ◦ Ĝ−1 = g2 ◦ Ĝ−1 + h2.

Âûðàæàÿ h2, èìååì

h2 = −g2 ◦ Ĝ−1 + λ2h2 ◦ Ĝ−1 = F̃(h2).

Ò.ê. |λ2| < 1, îïåðàòîð F̃ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà ïðîñòðàíñòâå D ⊂ C(R2,R)
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ïåðèîäîì 1. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà h2 ∈ D. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íîðìà ôóíêöèÿ |h2| â C(R2,R) äî-
ñòàòî÷íî ìàëà, åñëè íîðìà |g2| äîñòàòî÷íî ìàëà. Îöåíèòü |h2| ìîæíî àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê ìû îöåíèâàëè |h1|.

Ïîñòðîåíèå âòîðîãî ïîëóñîïðÿæåíèÿ.

Ïîñòðîèì òàêîå íåïðåðûâíîå ñþðüåêòèâíîå h̃ : T2 → T2, ÷òî G ◦ h̃ = h̃ ◦ F è
ρ(h̃, id) < δ äëÿ íåêîòîðîãî ìàëîãî ÷èñëà δ > 0.
Ïóñòü ĥ � ïîäíÿòèå îòîáðàæåíèÿ h̃. Òàê êàê èç ðàâåíñòâà Ĝ ◦ ĥ = ĥ ◦ L ñëåäóåò

ðàâåíñòâî G◦h̃ = h̃◦F , òî íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ĥ. Îáîçíà÷èì h̄ = ĥ−id. Ïîäñòàâèì
âûðàæåíèÿ Ĝ = L+ ḡ è ĥ = id+h̄ â óðàâíåíèå Ĝ ◦ ĥ = ĥ ◦ L:

(L+ ḡ) ◦ (id+h̄) = (id+h̄) ◦ L.

Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ñîêðàùåíèÿ îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷èì

ḡ ◦ (id+h̄) = h̄ ◦ L− L ◦ h̄. (9.3)
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Òàê êàê ìû èùåì h̃ áëèçêîå ê id, òî îòîáðàæåíèå h̄ áóäåì èñêàòü áëèçêèì ê íóëþ â
ïðîñòðàíñòâå C(R2,R2). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò ñþðüåêòèâíîñòü h̃, òàê
êàê h̄ îãðàíè÷åíà íà R2.
Îáîçíà÷èì T (h̄) = ḡ ◦ (id+h̄) è L(h̄) = h̄ ◦ L− L ◦ h̄.
Ïóñòü h̄ = (h1, h2) â áàçèñå v1, v2, ò.å. h̄(x, y) = h1(x, y)v1 + h2(x, y)v2. Òîãäà

h̄ ◦ L = (h1 ◦ L)v1 + (h2 ◦ L)v2;
L ◦ h̄ = L(h1v1 + h2v2) = λ1h1v1 + λ2h2v2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

L(h̄) = (h1 ◦ L− λ1h1)v1 + (h2 ◦ L− λ2h2)v2 = L1(h1)v1 + L2(h2)v2,

ãäå L1(h1) = h1 ◦ L− λ1h1 è L2(h2) = h2 ◦ L− λ2h2.

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð L1 èìååò îáðàòíûé L−1
1 (h1) = −

∞∑
n=0

λ−n−1
1 (h1 ◦ Ln). Äåé-

ñòâèòåëüíî,
L1(L−1

1 (h1)) = L−1
1 (h1) ◦ L− λ1L−1

1 (h1) =

−
∞∑
n=0

λ−n−1
1 (h1 ◦ Ln+1) +

∞∑
n=0

λ−n1 (h1 ◦ Ln) = h1.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî L2 èìååò îáðàòíûé L−1
2 =

∞∑
n=0

λn2 (h2 ◦ L−n−1). Èç îá-

ðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ L1 è L2 ñëåäóåò îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà L. Òîãäà óðàâíåíèå
(9.3) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

h̄ = L−1 ◦ T (h̄).

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð F = L−1 ◦ T ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà ïðîñòðàíñòâå D2 ⊂
C(R2,R2) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ ïåðèîäîì 1 ïî êàæäîìó àðãóìåíòó. Ïóñòü a, b ∈
D2, òîãäà

∥F(a)−F(b)∥ ≤ ∥L−1∥∥T (a)− T (b)∥ ≤
≤ ∥L−1∥ sup

x
∥ḡ(x+ a(x))− ḡ(x+ b(x))∥ ≤ ∥L−1∥ sup

x
∥Dx ḡ∥∥a− b∥.

Òàê êàê îòîáðàæåíèå ḡ ìàëî â C1-ìåòðèêå, òî ÷èñëî ∥L−1∥ supx ∥Dx ḡ∥ ìåíüøå 1.
Çíà÷èò, êîãäàG äîñòàòî÷íî áëèçêî ê F , îòîáðàæåíèå F ñæèìàþùåå, è ïîòîìó èìååò
è åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó h̄ ∈ D2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå h̄
äîñòàòî÷íî áëèçêî ê íóëþ â ïðîñòðàíñòâå C(R2,R2) àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû äåëàëè
ïðè ïîñòðîåíèè ïåðâîãî ïîëóñîïðÿæåíèÿ.

Óïðîù¼ííîå âûðàæåíèå äëÿ ñïèðàëüíîñòè.

ÏóñòüM ⊂ R3 � îáëàñòü, ãðàíèöà ∂M êîòîðîé åñòü ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ïóñòü ξ
� áåçäèâåðãåíòíîå âåêòîðíîå ïîëå â R3. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ξ êàñàåòñÿ ãðàíèöû
∂M îáëàñòè, ò.å. ∀x ∈ ∂M âûïîëíåíî ξ(x) ∈ Tx∂M .
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Íà ïðîøëûõ ëåêöèÿõ ìû ââåëè ïîíÿòèå ñïèðàëüíîñòè H(ξ) âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ
è äîêàçàëè êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîå
âûðàæåíèå äëÿ ïîäñ÷åòà ñïèðàëüíîñòè.
Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî

H(ξ) =

∫
M

∫
M

φ(x1, x2)dx1dx2,

ãäå

φ(x1, x2) =

1∫
0

1∫
0

(Ẋ1(t1); Ẋ2(t2);X1(t1)−X2(t2))

∥X1(t1)−X2(t2)∥3
dt1dt2.

Ïîõîæèìè ðàññóæäåíèÿìè (ìû íå áóäåì âäàâàòüñÿ â ïîäðîáíîñòè) ìîæíî ïîëó-
÷èòü

H(ξ) =

∫
M

∫
M

(ξ(x1), ξ(x2), (x1 − x2))

∥x1 − x2∥3
dx1dx2.

Òàê êàê ξ � áåçäèâåðãåíòíîå âåêòîðíîå ïîëå, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ðîòîðîì íåêîòîðîãî
äðóãîãî ïîëÿ A, êîòîðîå ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå Áèî-Ñàâàðà (ýòî ÷àñòíûé
ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîãî ðàçëîæåíèÿ Ãåëüìãîëüöà):

A(x1) =

∫
M

[ξ(x2), x1 − x2]

∥x1 − x2∥3
dx2.

Ïîñêîëüêó rotA = ξ, ïèøóò, ÷òî A = rot−1 ξ. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïèðàëüíîñòü
ìîæíî âûðàçèòü ñîâñåì ïðîñòî:

H(ξ) =

∫
M

⟨ξ(x), rot−1 ξ(x)⟩dx.

Àòòðàêòîðû.

Ïîíÿòèå àòòðàêòîðà ïðèøëî èç ôèçèêè è äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëîñü ÷èñòî èíòó-
èòèâíûì. Êîãäà âñòàë âîïðîñ î ñòðîãîé ôîðìàëèçàöèè, îêàçàëîñü, ÷òî ìîæíî ââå-
ñòè ìíîãî ðàçóìíûõ íåýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé àòòðàêòîðà. Ìû ðàññìîòðèì
íåñêîëüêî èç íèõ.
Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → X � îòîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 9.1. Îáëàñòü U ⊂ X íàçûâàåòñÿ ïîãëîùàþùåé äëÿ f , åñëè
Cl(f(U)) ⊂ U .

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ïóñòü U � ïîãëîùàþùàÿ îáëàñòü äëÿ f . Òîãäà ìàêñèìàëüíûì
àòòðàêòîðîì Amax,U äëÿ U íàçûâàþò ìíîæåñòâî Amax,U = ∩∞

n=0f
n(U).

Óòâåðæäåíèå 9.1. Ïóñòü X =M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Åñëè U � îãðàíè÷åííàÿ
ïîãëîùàþùàÿ îáëàñòü, òî ìíîæåñòâî Amax,U êîìïàêòíî è íåïóñòî.

67

https://vk.com/teachinmsu


ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÌÈÍÊÎÂ ÑÒÀÍÈÑËÀÂ ÑÅÐÃÅÅÂÈ×

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ áîðåëåâñêîé ìåðîé µ, f : X → X �
èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 9.3. Àòòðàêòîðîì Ìèëíîðà Am îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàþò ìèíè-
ìàëüíîå ïî âëîæåíèþ çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ω-ïðåäåëüíîå ìíîæå-
ñòâî ï.â. òî÷åê X îòíîñèòåëüíî ìåðû µ.

Òåîðåìà 9.1 (Ìèëíîðà). Ïóñòü X =M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, à f :M →M
� äèôôåîìîðôèçì. Òîãäà àòòðàêòîð Ìèëíîðà ñóùåñòâóåò.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Â êà÷åñòâå ìåðû µ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåðó
Ëåáåãà.

Ïðèìåð 9.1. Ïóñòü f : S1 → S1 � ñåâåðî-þæíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè. Òîãäà,
î÷åâèäíî, àòòðàêòîð Ìèëíîðà ðàâåí þæíîìó ïîëþñó Am = {S}. ßñíî, ÷òî ïîãëî-
ùàþùåé îáëàñòüþ ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè S, îòêóäà Amax,U = {S}.

Ïðèìåð 9.2. Ïóñòü F : T2 → T2 � ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà. Ìû äîêà-
çûâàëè, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåøèâàþùèì, îòêóäà ñëåäóåò åãî ýðãîäè÷íîñòü, îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî îðáèòû ï.â. òî÷åê âñþäó ïëîòíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Am = T2. Â êà-
÷åñòâå ïîãëîùàþùåé îáëàñòè U ïîäõîäèò òîëüêî ñàì òîð, è Amax,U = T2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ðàçíèöó äâóõ îïðåäåëåíèé àòòðàê-
òîðà.

Ïðèìåð 9.3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : R2 → R2 çàäàíî â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (φ, r)
ñëåäóþùèì îáðàçîì: f((φ, r)) = (SN(φ), 1 + 1

2
(r − 1)), ãäå SN : S1 → S1 � ñåâåðî-

þæíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà îêðóæíîñòè ëþáîãî ðàäèóñà ñòÿãèâàþòñÿ ê îêðóæíîñòè
S1

1 åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ïðè ýòîì òî÷êè íà îêðóæíîñòÿõ äâèãàþòñÿ îò ñåâåðíîãî
ïîëþñà ê þæíîìó (ðèñ. 9.1). Òàêèì îáðàçîì, Am = {S}. Îäíàêî ìàêñèìàëüíûé
àòòðàêòîð ñèëüíî çàâèñèò îò âûáîðà ïîãëîùàþùåé îáëàñòè. Åñëè U � îêðåñòíîñòü
S, òî Amax,U = Am = {S}. Îäíàêî â êà÷åñòâå U ìîæíî âçÿòü îêðåñòíîñòü åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè S1

1, è òîãäà Amax,U = S1
1.

Ðèñ. 9.1. Ïðèìåðíûé âèä îòîáðàæåíèÿ f èç ïðèìåðà 9.3.
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Íåáëóæäàþùàÿ òî÷êà.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → X � îòîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 9.4. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé, åñëè äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè V ⊂ X òî÷êè x è äëÿ ëþáîãî N ∈ N íàéäåòñÿ y ∈ V è n > N ,
÷òî fn(y) ∈ V .

ßñíî, ÷òî, íàïðèìåð, ëþáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé, òàê
êàê âñåãäà ìîæíî ïîëîæèòü y = x.

Îïðåäåëåíèå 9.5. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ f � ýòî ìíîæåñòâî
âñåõ åãî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê. Îáîçíà÷åíèå NW (non-wandering).

Ïðèìåð 9.4. Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü îñîáîé òî÷êè òèïà ôîêóñ. Òîãäà áëóæäà-
þùèì ìíîæåñòâîì îòîáðàæåíèÿ ïîòîêà (çà âðåìÿ 1) ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ñàìà íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà.

Ïðèìåð 9.5. Ðàññìîòðèì ïîâîðîò îêðóæíîñòè íà óãîë α. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α
ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê ñîâïàäàåò ñî âñåé îêðóæíîñòüþ.

Îáû÷íî íàèáîëåå íåòðèâèàëüíûå ÿâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîñðåäîòî÷åíû
èìåííî íà íåáëóæäàþùèõ ìíîæåñòâàõ. Ïîýòîìó íåáëóæäàþùèå òî÷êè òàê èíòå-
ðåñíû äëÿ èçó÷åíèÿ. Ê ïðèìåðó, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ÿâíûé êðèòåðèé ñòðóê-
òóðíîé óñòîé÷èâîñòè îòîáðàæåíèÿ â òåðìèíàõ íåáëóæäàþùèõ ìíîæåñòâ. Ñôîðìó-
ëèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå ïîêà ÷òî íå î÷åíü ôîðìàëüíî. Ìû óòî÷íèì ôîðìóëèðîâêó
íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.
ÏóñòüM � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, f :M →M � äèôôåîìîðôèçì. Îòîáðàæåíèå

f ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

1) Âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè f ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè;

2) Îòñóòñòâóþò êàñàíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷å-
ñêèõ òî÷åê;

3) Ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû âñþäó ïëîòíû â íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííûé êðèòåðèé âûïîëíåí äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåîìîð-
ôèçìà Àíîñîâà, ÷òî âëå÷åò åãî ñòðóêòóðíóþ óñòîé÷èâîñòü. Îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî
ñàìîãî êðèòåðèÿ äîâîëüíî ñëîæíî è âûõîäèò çà ðàìêè ïðîãðàììû íàøåãî êóðñà.
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Ëåêöèÿ 10

Ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå

ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, f :M →M � äèôôåîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Λ ⊂ M íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêèì ìíîæåñòâîì f , åñëè èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó, òàê íàçû-
âàåìûõ, ïîëåé ïëîñêîñòåé èëè ðàñïðåäåëåíèé: TΛ = Es⊕Eu. Òî åñòü, ∀x ∈ Λ âåðíî
TxM = Es

x ⊕ Eu
x , ãäå E

s
x è E

u
x � èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà TxM , íåïðåðûâíî

çàâèñÿùèå îò òî÷êè x. Ïðè ýòîì, ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C > 0, 0 < λ < 1, ÷òî
ïðè n ∈ N âåðíî ∥Dfn|Es∥ < Cλn è ∥Df−n|Eu∥ < Cλn. Ðàñïðåäåëåíèå Es íàçûâàþò
óñòîé÷èâûì, à Eu íåóñòîé÷èâûì.

Ïðèìåð 10.1. Ìû ñòðîèëè îòîáðàæåíèå f ïîäêîâû Ñìåéëà, êîòîðîå äåéñòâîâàëî
íà èíâàðèàíòíîì ìíîæåñòâå Λ = K1 × K2, ãäå Ki � êàíòîðîâñêèå ìíîæåñòâà. Ñà-
ìî ìíîæåñòâî Λ è åñòü ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ f : â êàæäîé òî÷êå x ∈ Λ
äèôôåðåíöèàë Dx f ðàñòÿãèâàåò ïî âåðòèêàëè è ñæèìàåò ïî ãîðèçîíòàëè.

Ïðèìåð 10.2. Ïóñòü F : T2 → T2 � ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà. Òîãäà
ãèïåðáîëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ âåñü òîð T2, òàê êàê â êàæäîé òî÷êå îòîáðà-
æåíèå F ðàñòÿãèâàåò âäîëü îäíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà è ñæèìàåò âäîëü äðóãîãî.

Ïîíÿòèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà è ïðèìåð 10.2 ïîçâîëÿþò íàì ñôîðìóëè-
ðîâàòü îáùåå îïðåäåëåíèå äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíîãî).

Îïðåäåëåíèå 10.2. Ïóñòü M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå. Äèôôåîìîðôèçì f :
M → M íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Àíîñîâà, åñëè M � ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíî-
æåñòâî äëÿ f .

Ðàñïðåäåëåíèÿ Es, Eu äëÿ ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ èíòå-
ãðèðóåìûìè. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðîæäàþò èíòåãðàëüíûå óñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå W s è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u ñîîòâåòñòâåííî. Äàííûå ìíîãî-
îáðàçèÿ òàêæå íàçûâàþò óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ñëîÿìè. Ãëàäêîñòü W s, W u

òåì âûøå, ÷åì âûøå ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ f . Íàïðèìåð, äëÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêî-
ãî f ìíîãîîáðàçèÿ W s, W u òàêæå áåñêîíå÷íî ãëàäêèå, à äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî f �
àíàëèòè÷åñêèå.

Ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 10.3. Ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî Λ � ýòî
òàêîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî Λ ⊂M , ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Λ ⊂ U ,
÷òî Λ = ∩+∞

k=−∞f
k(U).

Îïðåäåëåíèå 10.4. Åñëè U � ïîãëîùàþùàÿ îáëàñòü, è Λ = ∩+∞
k=0f

k(U) (ò.å. Λ �
ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð U), òî ìíîæåñòâî Λ íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì.
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Ïóñòü M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, f :M →M � äèôôåîìîðôèçì.
Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû îïðåäåëèëè íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW îòîáðàæå-

íèÿ f . ßñíî, ÷òî âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè f ÿâëÿþòñÿ íåáëóæäàþùèìè. Òàêæå
ω-ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâî ëþáîé îðáèòû ëåæàò â íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê íåïóñòî (òàê êàê ω-ïðåäåëüíîå
ìíîæåñòâî ëþáîé òî÷êè íåïóñòî íà ìåòðèçóåìîì êîìïàêòå.)
Íåñêîëüêî ïîëåçíûõ óòâåðæäåíèé ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Óòâåðæäåíèå 10.1. Ïóñòü Λ � ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî. Òîãäà ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ f ïëîòíû â NW (f |Λ) (íåáëóæäà-
þùàÿ ÷àñòü ìíîæåñòâà Λ).

Óòâåðæäåíèå 10.2. Ïóñòü Λ � êîìïàêòíîå ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîå ãèïåðáîëè÷å-
ñêîå ìíîæåñòâî. Òîãäà Λ îáëàäàåò ëîêàëüíîé ñòðóêòóðîé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïîä ëîêàëüíîé ñòðóêòóðîé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóùåñòâîâà-
íèå ε > 0 è δ > 0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü
Bε ⊂M � øàð ðàäèóñà ε. Òîãäà

1) Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Bε ∩ Λ ìíîæåñòâî Z = W s(x) ∩W u(y) ∩ Bε ñîñòîèò èç íå
áîëåå ÷åì îäíîé òî÷êè.

2) Ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y ìåíüøå δ, ìíîæåñòâî Z ñîñòîèò
ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.

3) Åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Z ïðèíàäëåæèò Λ.

Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå óòâåðæäåíèå 10.2 îçíà÷àåò, ÷òî âñå êîìïàêòíûå ëîêàëü-
íî ìàêñèìàëüíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîæåñòâà óñòðîåíû îäèíàêîâî è íàïîìèíàþò
ïîäêîâó Ñìåéëà.

Êðèòåðèé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè.

Ïóñòü M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, f :M →M � äèôôåîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèå 10.5. Ãîâîðÿò, ÷òî f óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå A, åñëè

� NW = ⊔Λi, ãäå Λi � êîìïàêòíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî f .

� Ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû f âñþäó ïëîòíû â NW .

Åñëè îòîáðàæåíèå f îáëàäàåò àêñèîìîé A, òî óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé ñëîè
ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì

W s(z) = {z′ ∈M : lim
n→+∞

ρ(fn(z), fn(z′)) = 0},

W u(z) = {z′ ∈M : lim
n→−∞

ρ(fn(z), fn(z′)) = 0},

ãäå W s(z), W u(z) � óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
ãèïåðáîëè÷åñêóþ òî÷êó z.
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Îïðåäåëåíèå 10.6. Ãîâîðÿò, ÷òî f ñèëüíî òðàíñâåðñàëüíî, åñëè äëÿ ëþáîé ãèïåð-
áîëè÷åñêîé òî÷êè z óñòîé÷èâûé W s(z) è íåóñòîé÷èâûé W u(z) ñëîè ïåðåñåêàþòñÿ
òðàíñâåðñàëüíî, ò.å. TzW

s ⊕ TzW
u = TzM .

Òåîðåìà 10.1 (Ðîáèíñîí, Ìàíå). Äèôôåîìîðôèçì f :M →M ñòðóêòóðíî óñòîé-
÷èâ â êëàññå C1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f îáëàäàåò äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

1) Àêñèîìà A.

2) Ñèëüíàÿ òðàíñâåðñàëüíîñòü.

Ïðèìåð 10.3. Ïóñòü F : T2 → T2 � ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà. Ìû çíàåì,
÷òî ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè âñþäó ïëîòíû â T2. Òîãäà NW = T2 è, êðîìå òîãî, T2 � ãè-
ïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî äëÿ F . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ F âûïîëíåíà àêñèîìà A.
Ñèëüíàÿ òðàíñâåðñàëüíîñòü òîæå âûïîëíåíà, òàê êàê óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé
ñëîè êàñàþòñÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, à ïîòîìó ïåðåñåêàþòñÿ ïîä óãëîì π/2.

Ïðèìåð 10.4. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ëþáîãî ïîâîðîòà ñîâïàäàåò ñ ñàìîé îêðóæ-
íîñòüþ. Èððàöèîíàëüíûé ïîâîðîò íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, è ïîýòîìó îíè íå
ìîãóò áûòü âñþäó ïëîòíû. Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ïîâîðîòà âñå òî÷êè ïåðèîäè÷åñêèå,
îäíàêî íå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè. Òàê êàê àêñèîìà A íå âûïîëíåíà, ïîâîðîò
îêðóæíîñòè ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâ.

Ïðèìåð Ñìåéëà: îòêðûòîå ìíîæåñòâî íå ñòðóêòóðíî

óñòîé÷èâûõ îòîáðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð Ñìåéëà, èëëþñòðèðóþùèé, ÷òî ìíîæåñòâî ñòðóêòóðíî óñòîé-
÷èâûõ îòîáðàæåíèé íå âñþäó ïëîòíî. Äëÿ ýòîãî ìû ïîñòðîèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî
ñòðóêòóðíî íå óñòîé÷èâûõ îòîáðàæåíèé. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ íóæíî âîñïðè-
íèìàòü êàê ýñêèç äîêàçàòåëüñòâà, òàê êàê ñòðîãèå âûâîäû áûëè áû äîñòàòî÷íî
îáðåìåíèòåëüíû, õîòÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ èíòóèòèâíî ïîíÿòíû.
Ïóñòü M � êîìïàêòíîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå (íàïðèìåð, M = S3). Ïóñòü

T2 ⊂ M � íåêîòîðûé òîð. Îò äèôôåîìîðôèçìà f : M → M ïîòðåáóåì ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ.
Ïóñòü îãðàíè÷åíèå f |T2 ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì äèôôåîìîðôèçìîì Àíîñîâà. Ïðè

ýòîì, òîð T2 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì àòòðàêòîðîì äëÿ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíî-
ñòè U , ÿâëÿþùåéñÿ ïîãëîùàþùåé îáëàñòüþ. Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè íà
òîðå åñòü îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå è îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ îòíîñè-
òåëüíî ëèíåéíîãî äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà. Åñëè æå ñìîòðåòü íà äèíàìè÷åñêóþ
ñèñòåìó â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî f , ìû ïîëó÷èì äëÿ êàæäîé òî÷-
êè x ∈ T2 óñòîé÷èâîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå W s(x) è îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå.
Ïóñòü èìååòñÿ s ∈ M \ Cl(U) � òàêàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà f , ÷òî W u(s) îäíîìåðíî,

è W s(s) äâóìåðíî. Êðîìå òîãî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îäíîìåðíîå W u(s) êàñàåòñÿ
íåêîòîðîãî äâóìåðíîãî ñëîÿ W s(x) íàä x ∈ T2 â òî÷êå y, îáðàçóÿ, òàê íàçûâàåìûé,
êðþ÷îê (ðèñ. 10.1). Â îñòàëüíîì âûáîð äèôôåîìîðôèçìà f ïðîèçâîëåí.
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Ðèñ. 10.1. Ïðèìåð Ñìåéëà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ñòðóêòóðíî íå óñòîé÷èâûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ.

Ïóñòü fO � äèôôåîìîðôèçì ñ âûøåîïèñàííûìè ñâîéñòâàìè è äîïîëíèòåëüíûì
óñëîâèåì, ÷òî êàñàíèå ïðîèñõîäèò â ñëîå íàä x = O, ãäå O = (0, 0) ∈ T2 � íåïîäâèæ-
íàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà. Ïîêàæåì, ÷òî fO íå ìîæåò áûòü ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g � áëèçêèé ê fO äèôôåîìîðôèçì. Òàê êàê ñåä-
ëîâàÿ òî÷êà è äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâû, òî g îáëàäàåò òåìè
æå ñàìûìè ñâîéñòâàìè: èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó s̃, áëèçêóþ ê s, è îäíîìåðíîå íåóñòîé-
÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(s̃) êàñàåòñÿ íåêîòîðîãî äâóìåðíîãî ñëîÿ W s(x̃), ãäå òî÷êà
x̃ áëèçêà ê O.
Îáîçíà÷èì òî÷êó êàñàíèÿ ÷åðåç ỹ ∈ W u(s̃) ∩ W s(x̃). Òîãäà lim

n→+∞
gn(ỹ) = x̃. Åñëè

g = h ◦ fO ◦ h−1 äëÿ íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà h : M → M , òî x̃ äîëæíà áûòü
íåïîäâèæíîé òî÷êîé äëÿ g (òàê êàê êàñàþùèéñÿ ñëîé òîïîëîãè÷åñêè âûäåëåí). Íî
ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì âîçìóòèòü FO òîëüêî â îêðåñòíîñòè ñåäëà s, ñäåëàâ
êàñàíèå íàä òî÷êîé x̃, êîòîðàÿ íå îáÿçàòåëüíî íåïîäâèæíà. Ïðîòèâîðå÷èå.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fp,

äëÿ êîòîðîãî ìíîãîîáðàçèå W u(s) êàñàåòñÿ ñëîÿ W s(p) íàä ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé
p. Ñ îäíîé ñòîðîíû, áëèçêèé òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûé ñ fp äèôôåîìîðôèçì
äîëæåí èìåòü êàñàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîîáðàçèé ñíîâà â ñâîåé ïåðèîäè÷å-
ñêîé òî÷êå òîãî æå ïåðèîäà. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî âîçìóòèòü fp òîëüêî â
îêðåñòíîñòè ñåäëà è ñìåñòèòü òî÷êó êàñàíèÿ p â íåïåðèîäè÷åñêóþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
äèôôåîìîðôèçì fp íå ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì.
Ðàññìîòðèì ìàëóþ îêðåñòíîñòü U(fO) äèôôåîìîðôèçìà fO è ïîêàæåì, ÷òî ëþ-

áîé äèôôåîìîðôèçì g ∈ U(fO) ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâ. Âîçüìåì ëþáóþ îêðåñò-
íîñòü V (g) ⊂ U(fO) îòîáðàæåíèÿ g. Òàê êàê ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèô-
ôåîìîðôèçìà Àíîñîâà âñþäó ïëîòíî, òî íàéäåòñÿ ĝ ∈ V (g) ñ êàñàíèåì â ñëîå íàä
ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé. Ïî äîêàçàííîìó âûøå, ĝ íå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâî, ò.å. íàé-
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äåòñÿ ḡ ∈ V (g) íå ñîïðÿæåííûé ĝ. Íî òîãäà è g íå ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì,
èíà÷å âñå îòîáðàæåíèÿ èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè áûëè áû åìó ñîïðÿæåíû,
à ïîòîìó ñîïðÿæåíû è ìåæäó ñîáîé.
Òàêèì îáðàçîì, ìàëàÿ îêðåñòíîñòü U(fO) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì ñòðóê-
òóðíî íå óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ.

Òèïè÷íîñòü.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 10.7. Ìíîæåñòâî Y ⊂ X íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì â X åñëè Y ⊃
∪k∈NAk, ãäå Ak ⊂ X � îòêðûòûå âñþäó ïëîòíûå â X.

Îïðåäåëåíèå 10.8. Ïóñòü U ⊂ X � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî Y ⊂ U
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî îñòàòî÷íûì â U åñëè Y ⊃ ∪k∈NAk, ãäå Ak ⊂ U � îòêðûòûå
âñþäó ïëîòíûå â U .

Îïðåäåëåíèå 10.9. Ãîâîðÿò, ÷òî ñâîéñòâî òèïè÷íî (èëè X-òèïè÷íî), åñëè îíî
âûïîëíåíî íà íåêîòîðîì îñòàòî÷íîì ìíîæåñòâå.

Îïðåäåëåíèå 10.10. Ãîâîðÿò, ÷òî ñâîéñòâî ëîêàëüíî òèïè÷íî, åñëè îíî âûïîë-
íåíî íà íåêîòîðîì ëîêàëüíî îñòàòî÷íîì ìíîæåñòâå Y . Ò.å., ñóùåñòâóåò îò-
êðûòîå U ⊂ X, ÷òî Y � ëîêàëüíî îñòàòî÷íî â U .

Ïðèìåð 10.5. Ïóñòü X = R. Òîãäà ìíîæåñòâî Y âñåõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îñòà-
òî÷íî â X, ò.ê. â êà÷åñòâå Ak ìîæíî âçÿòü R \{pk}, ãäå pk ∈ Q.
Îïðåäåëåíèå 10.11. Îòîáðàæåíèå f ∈ X, ãäå X � íåêîòîðîå ôóíêöèîíàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåòñÿ òèïè÷íûì, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó îñòà-
òî÷íîìó ìíîæåñòâó Y ⊂ X.

Óòâåðæäåíèå 10.3. Ïóñòü X = C1(M,M), ãäå M � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå.
Òîãäà òèïè÷íîå f ∈ X èìååò òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè.

Äàííîå ïðåäëîæåíèå îñòàâëÿåì áåç äîêàçàòåëüñòâà. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ìà-
ëûìè âîçìóùåíèÿìè ìîæíî ñìåñòèòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ åäèíè÷íîé îêðóæíî-
ñòè, õîòÿ ýòî òðåáóåò áîëåå ñòðîãèõ ðàññóæäåíèé.

Ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ. Ðó÷íûå è äèêèå äèôôåîìîðôèçìû.

Íàïîìíèì ïîíÿòèå ãîìîêëèíè÷åñêîãî êëàññà.
Ïóñòü f : M → M � äèôôåîìîðôèçì. Ïóñòü s1, s2 ∈ M äâå ñåäëîâûå òî÷êè

f . Ïóñòü W s(s1) è W
u(s1) � ãëîáàëüíûå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ

òî÷êè s1, à W
s(s2) è W

u(s2) � ãëîáàëüíûå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ
òî÷êè s2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîW

s(s1) òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñW
u(s2) èW

u(s1)
òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ W s(s2). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêèì ïåðåñå÷åíèåì.
Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ñåäëîâûõ òî÷êàõ îòîáðàæåíèÿ f . À èìåí-

íî, äâà ñåäëà ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó íèìè èìååò ìåñòî ãåòåðîêëè-
íè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå. Çàìûêàíèå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ ãîìîêëèíè-
÷åñêèì êëàññîì. Îáîçíà÷åíèå HCl(s) � ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ ñåäëà s.
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Óòâåðæäåíèå 10.4. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW òèïè÷íîãî äèôôåîìîðôèç-
ìà f ∈ Diff(M,M) åñòü îáúåäèíåíèå ïî âñåì ãîìîêëèíè÷åñêèì êëàññàì NW =
⊔HCli. Áîëåå òîãî, ëþáîé êëàññ HCli òðàíçèòèâåí (ò.å. îãðàíè÷åíèå f |HCLi

òî-
ïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíî).

Ïîäîáíîå ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì íà ìàêñèìàëüíûå òðàíçèòèâíûå
êîìïîíåíòû.

Îïðåäåëåíèå 10.12. Äèôôåîìîðôèçì f : M → M íàçûâàåòñÿ ðó÷íûì (tame),
åñëè ÷èñëî ãîìîêëèíè÷åñêèõ êëàññîâ êîíå÷íî. Èíà÷å äèôôåîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ
äèêèì (wild).

Îïðîâåðæåíèå ãèïîòåçû Òîìà.

Äîëãîå âðåìÿ ñïåöèàëèñòîâ ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ìó÷èë âîïðîñ î ñóùåñòâî-
âàíèè äèêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ. Åùå íà çàðå òåîðèè áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ
ãèïîòåçà, ôîðìóëèðóþùàÿ, íà ñàìîì äåëå, òîò æå ñàìûé âîïðîñ.

Ãèïîòåçà 10.1 (Òîì). Ó òèïè÷íîãî äèôôåîìîðôèçìà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðèòÿãèâà-
þùèõ îðáèò.

Äàííàÿ ãèïîòåçà áûëà îïðîâåðãíóòà (Íüþxàóñ, Øèëüíèêîâ). Òàê êàê ïðèòÿãè-
âàþùàÿ îðáèòà ïîðîæäàåò ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ, òî ïîñòðîåííûå êîíòðïðèìåðû
êàê ðàç èëëþñòðèðóþò äèêóþ äèíàìèêó.
Ðàññìîòðèì î÷åíü ñõåìàòè÷íî èäåþ Íüþõàóñà. Ïóñòü f : R2 → R2 � äèôôåî-

ìîðôèçì, è s ∈ R2 � åãî ñåäëî. Ñèòóàöèÿ, êîãäà W s(s) êàñàåòñÿ W u(s) íàçûâàåòñÿ
ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì (ðèñ.10.2). Åñëè ó äèôôåîìîðôèçìà f èìååòñÿ îäíî
èçîëèðîâàííîå ñåäëî, òî ìàëûì âîçìóùåíèåì ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå ëåãêî ëè-
áî ðàçîìêíóòü, ëèáî ïåðåâåñòè â ãîìîêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå (ðèñ. 10.3). Îäíàêî
ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ, åñëè ñåäëî s ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà ñ¼-
äåë äèôôåîìîðôèçìà f : âîçìóùåíèå, ðàçìûêàþùåå îäíî ñåäëî, ñîçäà¼ò êàñàíèå
äðóãîãî ñåäëà. Íüþõàóñ ïîêàçàë, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû ñ ïîäîáíîé êàðòèíîé ðàñ-
ïîëîæåíèÿ ñ¼äåë ëîêàëüíî ïëîòíû. Äàëåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàçìûêàíèè ãî-
ìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ â îáëàñòè ðàçìûêàíèÿ ïîðîæäàåòñÿ ñèëüíîå ïðèòÿæåíèå,
ò.å. âîçíèêàåò ïðèòÿãèâàþùàÿ îðáèòà. Òàêèì îáðàçîì, ââèäó ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè,
äëÿ òèïè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ìàëûì âîçìóùåíèåì ìîæíî ïîðîäèòü áåñêîíå÷íîå ÷èñ-
ëî ïðèòÿãèâàþùèõ îðáèò.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî Íüþõàóñ ðàáîòàë ñ C2-ãëàäêèìè äèôôåîìîðôèçìàìè. Ïðè-

ìåð æå C1-ãëàäêîãî äèêîãî äèôôåîìîðôèçìà íà ïëîñêîñòè äî ñèõ ïîð íåèçâåñòåí.

Ïîâåäåíèå ðó÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïóñòü f :M →M � äèôôåîìîðôèçì.

Îïðåäåëåíèå 10.13. Ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ HCl íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì,
åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ⊂ M ýòîãî êëàññà, ÷òî HCl = ∩∞

k=0f
k(U), ò.å.

HCl � ìàêñèìàëüíûé àòòðàêòîð ñâîåé îêðåñòíîñòè.
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Ðèñ. 10.2. Ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå.

Ðèñ. 10.3. Âîçìóùåíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ.

Òåîðåìà 10.2 (Carballo, Morales). Äëÿ òèïè÷íîãî ðó÷íîãî C1-äèôôåîìîðôèçìà f
ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå â M ìíîæåñòâî V , ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ V íàéäåòñÿ íèãäå íå ïëîòíûé ïðèòÿãèâàþùèé ãîìîêëèíè÷åñêèé êëàññ HCl,
÷òî ω(x) ∈ HCl.

Âñ¼ åùå îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, ìîæíî ëè âûáðàòü ìíîæåñòâî V ïîëíîé ìåðû
(ïî Ëåáåãó).

Óíèâåðñàëüíàÿ äèíàìèêà.

Ïóñòü B ⊂ Rn � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Diff+(Rn) ìíîæå-
ñòâî òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ f øàðà B, ÷òî f ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ è f(B) ⊂
int(B). Ïóñòü O ⊂ Diff+(Rn) � íåêîòîðîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 10.14. Äèôôåîìîðôèçì g : M → M îáëàäàåò ñâîéñòâîì óíèâåð-
ñàëüíîé äèíàìèêè, åñëè ñóùåñòâóåò äèñê D ⊂M è ÷èñëî n ∈ N, ÷òî gn(Cl(D)) ⊂
D, ïðè÷åì âñå gi(D) íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè 0 ≤ i ≤ n, à îòîáðàæåíèå gn|D ãëàäêî
ñîïðÿæåíî íåêîòîðîìó äèôôåîìîðôèçìó f ∈ O.

Ïóñòü Diff1(M,M) � ìíîæåñòâî C1-ãëàäêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ M .

Òåîðåìà 10.3 (Bonatti, Diaz). Ñóùåñòâóåò Diff1(M,M)-òèïè÷íîå ìíîæåñòâî äè-
êèõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ óíèâåðñàëüíîé äèíàìèêîé.
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Êëàññèôèêàöèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû äåëÿòñÿ íà ðó÷íûå è äèêèå. Ïðè ýòîì,
óíèâåðñàëüíàÿ äèíàìèêà ïðèñóùà òîëüêî äèêèì äèôôåîìîðôèçìàì, à ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâû ìîãóò áûòü òîëüêî ðó÷íûå äèôôåîìîðôèçìû (ðèñ. 10.4).

Ðèñ. 10.4. Êëàññèôèêàöèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ äàííîé òåìàòèêè ðåêîìåíäóåòñÿ êíèãà Bonatti,
D��az, Viana ¾Dynamics Beyond Uniform Hyperbolicity¿.

Ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 10.4 (Áîóýí, Ñèíàé, Ðþýëëü). Ïóñòü f :M →M � 2-ãëàäêèé äèôôåîìîð-
ôèçì, à Λ � ëîêàëüíî ìàêñèìàëüíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî ñ ïîãëîùàþùåé
îêðåñòíîñòüþ U (ò.å. Λ = ∩∞

n=0f
k(U)). Òîãäà ñóùåñòâóåò f -èíâàðèàíòíàÿ âåðî-

ÿòíîñòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íà Λ, ÷òî

1) Íà íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ óñëîâíûå ìåðû àáñîëþòíî íåïðåðûâíû.

2) Äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ : U → R äëÿ ï.â. òî÷åê x ∈ U ïî ìåðå
Ëåáåãà âûïîëíåíî

An,φ(x) =
1

n

+∞∑
n=0

φ(fn(x)) →
∫
φdµ.

Òàêàÿ ìåðà µ íàçûâàåòñÿ SRB-ìåðîé. Â ÷àñòíîñòè, íîñèòåëü suppµ = Λ.

Òåîðåìà 10.5 (Bonatti, Ìèíêîâ, Îêóíåâ, Øèëèí). Ñóùåñòâóåò C1-ãëàäêèé äèô-
ôåîìîðôèçì Àíîñîâà f : T2 → T2, ÷òî äëÿ ï.â. òî÷åê x ∈ T2 âûïîëíåíî ω(x) = H,
ãäå H � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ïîäêîâà. Ïðè ýòîì, íà ìíîæåñòâå H ñóùåñòâó-
åò SRB-ìåðà.

Ïîä ïîäêîâîé H ïîäðàçóìåâàåòñÿ èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå ïðî-
èçâåäåíèþ äâóõ êàíòîðîâñêèõ, ÷òî f |H � îòîáðàæåíèå ïîäêîâû Ñìåéëà.
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Ëåêöèÿ 11

Ôîðìàëüíàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Íîðìàëüíàÿ

ôîðìà.

Íà ýòîé ëåêöèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèÿ f : Rn → Rn, àíàëèòè÷å-
ñêèå â îêðåñòíîñòè ñâîåé íåïîäâèæíîé òî÷êè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò O íåïîäâèæíî îòíîñèòåëüíî f (ò.å. f(O) = O) è îòîáðàæåíèå
f àíàëèòè÷íî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O.
Ðàññìîòðèì äâà îòîáðàæåíèÿ f, g : Rn → Rn ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé O è àíà-

ëèòè÷åñêèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè O. Ââåäåì ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîé àíàëèòè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 11.1. Îòîáðàæåíèÿ f è g àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû â òî÷êå O,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé àíàëèòè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì h ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé
O, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè O âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f ◦ h = h ◦ g.

Çàìå÷àíèå 11.1. Â îïðåäåëåíèè 11.1, êîíå÷íî, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå
h îïðåäåëåíî â òàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O, ÷òî ðàâåíñòâî f ◦h = h◦g èìååò ñìûñë.
Ìû îïóñòèì ñòðîãóþ ôîðìàëèçàöèþ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèÿ äëÿ îòîá-
ðàæåíèÿ h, êîòîðûå èíòóèòèâíî ïîíÿòíû. ×èòàòåëè, çíàêîìûå ñ ïîíÿòèåì ðîñòêà
ôóíêöèè, ìîãóò âîñïðèíèìàòü äàííîå îïðåäåëåíèå êàê îïðåäåëåíèå àíàëèòè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòêîâ â òî÷êå O.

Èçó÷åíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè î÷åíü âàæíî, òàê êàê ýêâèâàëåíòíûå îòîáðà-
æåíèÿ èìåþò ðÿä îäèíàêîâûõ ñâîéñòâ. Îäèí èç âîïðîñîâ, êîòîðûìè ìîæíî çàäàòü-
ñÿ, ÿâëÿåòñÿ ïîèñê íàèáîëåå ¾ïðîñòîé¿ ôîðìû îòîáðàæåíèÿ â åãî êëàññå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè. Îáû÷íî òàêàÿ ôîðìà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ôîðìîé îòîáðàæåíèÿ. Ýòî
ïîíÿòèå ñêîðåå èíòóèòèâíîå è îñòàåòñÿ áåç ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ. Íàøà îñíîâíàÿ
öåëü: ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó î ïðèâåäåíèè ê àíàëèòè÷åñêîé íîðìàëü-
íîé ôîðìå, ò.å. ê íàèáîëåå ïðîñòîìó âèäó â êëàññå àíàëèòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíî (áîëåå ñëàáîå) îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ïóñòü Rn[[x]] � ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ ïåðåìåííîé

x ∈ Rn. Ôîðìàëüíûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ñóììà âèäà
+∞∑
k=0

Vk(x), ãäå Vk(x) ÿâëÿåòñÿ

âåùåñòâåííûì îäíîðîäíûì âåêòîð-ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k ïåðåìåííîé x. Â îòëè÷èå
îò îáû÷íûõ ðÿäîâ, çäåñü ìû íå ðàññìàòðèâàåì âîïðîñû ñõîäèìîñòè. Òåì íå ìåíåå,
ôîðìàëüíûå ðÿäû ìîæíî ñêëàäûâàòü: ñóììîé ÿâëÿåòñÿ ðÿä, êîýôôèöèåíòû êîòî-
ðîãî ïðè êàæäîì ìîíîìå ðàâíû ñóììå êîýôôèöèåíòîâ ñëàãàåìûõ ðÿäîâ ïðè òåõ æå
ìîíîìàõ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî óìíîæàòü ôîðìàëüíûå ðÿäû íà ÷èñëà, äèôôåðåíöè-
ðîâàòü, áðàòü êîìïîçèöèþ è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 11.2. Îòîáðàæåíèÿ f è g ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíû â òî÷êå O,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ôîðìàëüíûé ðÿä h ∈ Rn[[x]] áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, ÷òî
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f ◦h = h◦g, ðàññìàòðèâàåìîå êàê ðàâåíñòâî äëÿ ôîðìàëüíûõ
ðÿäîâ â òî÷êå O (â êà÷åñòâå f è g íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü èõ ðàçëîæåíèå â ðÿä
â òî÷êå O).
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ßñíî, ÷òî èç àíàëèòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè îòîáðàæåíèé ñëåäóåò èõ ôîðìàëü-
íàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü. Ò.å., åñëè äâà îòîáðàæåíèÿ íå ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíû, òî
îíè è íå àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó ìû íà÷íåì ñ ïîèñêà ôîðìàëüíîé
íîðìàëüíîé ôîðìû, à çàòåì óòî÷íèì, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé íîðìàëü-
íîé ôîðìîé.

Ôîðìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà.

Ïóñòü îòîáðàæåíèå f â îêðåñòíîñòè U íåïîäâèæíîé òî÷êè O èìååò âèä:

f(x) = Ax+
+∞∑
k=2

Vk(x) = Ax+ V (x), (11.1)

ãäå A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, Vk åñòü îäíîðîäíûé âåêòîð-ïîëèíîì ñòåïåíè k, à V (x) =
+∞∑
k=2

Vk(x).

Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ ôîðìàëüíîé çàìåíû ïðèâåñòè f ê îòîáðàæåíèþ f̃(x) = x?
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè îïåðàòîðû A
è id ñîïðÿæåíû.

Óòâåðæäåíèå 11.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ f, g ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíû â íåïî-
äâèæíîé òî÷êå O. Òîãäà îïåðàòîðû dOf è dOg ñîïðÿæåíû. Â ÷àñòíîñòè, îïåðà-
òîðû dOf è dOg èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àíàëèòè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì h ∈ Rn[[x]] òàêîé, ÷òî f ◦
h = h ◦ g è h(O) = O. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òîãäà dO(f ◦ h) = dOf ◦ dOh è
dO(h ◦ g) = dOh ◦ dOg, îòêóäà dOf = dOh ◦ dOg ◦ (dOh)−1.

Ñëåäóþùèé âîïðîñ: ìîæíî ëè ôîðìàëüíîé çàìåíîé ïðèâåñòè îòîáðàæåíèå f ê âè-
äó f̃(x) = Ax? Îêàçûâàåòñÿ, îòâåò çàâèñèò îò ñâîéñòâ íàáîðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îïåðàòîðà A. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëå-
íèÿ.
Ïóñòü Rn

>0 = {v ∈ Rn : vi > 0} è Zn≥0 = {v ∈ Zn : vi ≥ 0}. Äëÿ µ = (µ1, . . . , µn) ∈
Rn
>0, α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn≥0 ââåäåì îáîçíà÷åíèå: µα = µα1

1 · · ·µαn
n .

Îïðåäåëåíèå 11.3. Íàáîð ÷èñåë µ = (µ1, . . . , µn) ∈ Rn
>0 íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëè-

êàòèâíî ðåçîíàíñíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn≥0,
÷òî

1) |α| =
n∑
k=1

αk ≥ 2;

2) ∃i ∈ {1, . . . , n}, ÷òî µi = µα.
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Ôîðìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïðè îòñóòñòâèè ðåçîíàíñîâ.

Òåîðåìà 11.1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f èìååò âèä 11.1. Ïóñòü µ = (µ1, . . . , µn) ∈
Rn
>0 � íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Òîãäà, åñëè íàáîð µ ÍÅ ìóëüòè-

ïëèêàòèâíî ðåçîíàíñíûé, òî îòîáðàæåíèå f ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíî â òî÷êå O
ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè, ò.å. îòîáðàæåíèþ f̃(x) = Ax.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 11.4. Äëÿ α ∈ Zn≥0 ÷åðåç xα áóäåì îáîçíà÷àòü ìîíîì îò n ïåðå-
ìåííûõ âèäà xα1

1 · · ·xαn
n .

Îïðåäåëåíèå 11.5. Äëÿ j ∈ {1, . . . , n} è α ∈ Zn≥0 îáîçíà÷èì ÷åðåç φj,α � òàêîé

áàçèñíûé ìîíîì, ÷òî φjj,α = xα è φij,α = 0 ïðè i ̸= j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ äèàãîíàëèçèðóåìîãî îïåðàòî-
ðà A. Äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî ñëó÷àÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, íåñêîëüêî ìîäåðíèçèðîâàâ
ïðåäëîæåííîå äàëüøå äîêàçàòåëüñòâî, íî îíî îïóñêàåòñÿ ââèäó íåõâàòêè âðåìåíè.
Äàëåå âñå ðàññóæäåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïå-

ðàòîðà A, îáîçíà÷àÿ äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó îïåðàòîðà òåì æå ñèìâîëîì A.
Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Áóäåì èíäóêòèâíî ¾óáèâàòü¿ ñëàãàåìûå Vk â ðàçëîæå-

íèè îòîáðàæåíèÿ f . Ñíà÷àëà ìû ïîñòðîèì ðÿä ĥ2, ôîðìàëüíî ïðèâîäÿùèé f ê âèäó
f2(x) = Ax+o(x2), çàòåì ðÿä ĥ3, ôîðìàëüíî ïðèâîäÿùèé f2 ê âèäó f3(x) = Ax+o(x3)
è ò.ä. Â èòîãå, ìû ïîñòðîèì ñ÷åòíîå ÷èñëî ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ ĥ2, ĥ3, . . . . Êîìïîçè-
öèÿ ĥk ◦ · · · ◦ ĥ2 ôîðìàëüíî ïðèâîäèò f ê âèäó fk = Ax+ o(xk).
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ìû ïîñòðîèì íå áåñêîíå÷íûå ðÿäû, à ìíîãî-

÷ëåíû ĥk âèäà ĥk = id+hk, ãäå hk � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k. Ïîêàæåì, ÷òî
èç ýòîãî ñëåäóåò êîððåêòíàÿ îïðåäåëåííîñòü ñ÷åòíîé êîìïîçèöèè h = · · ·◦ĥ3◦ĥ2 êàê
ôîðìàëüíîãî ðÿäà. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó ÿâíîãî âèäà ĥk, äëÿ ëþáîãî j íàéäåòñÿ
òàêîå N , ÷òî âñå êîìïîçèöèè ĥk ◦ · · · ◦ ĥ2 ïðè k ≥ N èìåþò îäíè è òå æå êîýôôèöè-
åíòû ïðè ìîíîìàõ ñòåïåíè j. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ìîíîìà,
ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü êîýôôèöèåíò ïðè í¼ì ó êîìïîçèöèè h çà êîíå÷íîå ÷èñëî øà-
ãîâ. Çíà÷èò h ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìàëüíûé ðÿä. ßñíî, ÷òî h ôîðìàëüíî
ïðèâîäèò f ê âèäó f̃(x) = Ax. Îñòàëîñü ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåíû ĥk.
Âûâîä óðàâíåíèÿ íà hk. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óæå óäàëîñü ïðèâåñòè f ê

âèäó
f(x) = Ax+ Vk(x) + o(xk),

ãäå k ≥ 2, Vk � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k.
Íàéäåì ñîïðÿãàþùèé ìíîãî÷ëåí ĥk òàêîé, ÷òî f ◦ ĥk = ĥk ◦ fk, ãäå fk = Ax+ o(xk).
Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî

f ◦ ĥk = ĥk ◦ (A+ o(xk)). (11.2)

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, ìíîãî÷ëåí ĥk ìû èùåì â âèäå ĥk = id+hk, ãäå
hk åñòü îäíîðîäíûé âåêòîð-ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ĥ−1

k � àíà-

ëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå O. Êðîìå òîãî, èç ÿâíîãî âèäà ĥk ñëåäóåò,
÷òî ĥk ◦ (A + o(xk)) = ĥk ◦ A + o(xk). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî òîãäà óðàâíåíèå (11.2)
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ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ f ◦ ĥk − ĥk ◦A = o(xk). Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîé ìíîãî÷ëåí ĥk, ÷òî âñå ÷ëåíû ôîðìàëüíîãî ðÿäà f◦ĥk−ĥk◦A
ïîðÿäêà ≤ k ðàâíû íóëþ.
Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä f è ĥk, èìååì f ◦ ĥk − ĥk ◦A = A ◦ hk − hk ◦A+ Vk + o(xk).

Òîãäà íàøå èòîãîâîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

hk ◦ A− A ◦ hk = Vk. (11.3)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íà hk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç RA ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâó-
þùèé íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ îäíîðîäíûõ âåêòîð-ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k ïî ïðàâèëó
RA(φ) = φ ◦ A− A ◦ φ.
Òàê êàê ìàòðèöà A äèàãîíàëüíà, òî Ax = (µ1x1, . . . , µnxn). Îòñþäà ïîëó÷àåì

(φj,α ◦A)j(x) = µαxα è (φj,α ◦A)i(x) = 0 ïðè i ̸= j. Àíàëîãè÷íî èìååì (A◦φj,α)j(x) =
µjx

α è (A ◦ φj,α)i(x) = 0 ïðè i ̸= j. Èòîãî ìû ïîëó÷èëè RA(φj,α)
j(x) = (µα − µj)x

α è
RA(φj,α)

i(x) = 0 ïðè i ̸= j. Äðóãèìè ñëîâàìè, RA(φj,α) = (µα−µj)φj,α, ò.å. îïåðàòîð
RA äèàãîíàëüíûé.
Òàê êàê íàáîð (µ1, . . . , µn) íå ðåçîíàíñíûé, òî äèàãîíàëüíûé îïåðàòîð RA îáðà-

òèì. Çíà÷èò óðàâíåíèå 11.3 èìååò è åäèíñòâåííîå ðåøåíèå hk = R−1
A ◦Vk � îäíîðîä-

íûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k.

Ôîðìàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïðè íàëè÷èè ðåçîíàíñîâ.

Îïðåäåëåíèå 11.6. Ïàðà (j, α), ãäå j ∈ {1, . . . , n} è α ∈ Zn≥0, |α| = k íàçûâàåòñÿ
ðåçîíàíñíîé ñòåïåíè k, åñëè µα = µj.

Îïðåäåëåíèå 11.7. Áàçèñíûé ìîíîì φj,α (ñì. îïð. 11.5) íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì
ñòåïåíè |α|, åñëè (j, α) � ðåçîíàíñíàÿ ïàðà.

Òåîðåìà 11.2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f èìååò âèä 11.1. Ïóñòü µ = (µ1, . . . , µn) ∈
Rn
>0 � íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Òîãäà îòîáðàæåíèå f ôîðìàëüíî

ýêâèâàëåíòíî â òî÷êå O îòîáðàæåíèþ f̃(x) = Ax +
+∞∑
k=2

Ṽk, ãäå Ṽk � îäíîðîäíûé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè òîëüêî ïðè ðåçîíàíñíûõ ìî-
íîìàõ.

×àñòè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 11.1 ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü îïåðàòîð A äèàãîíàëèçèðóåìûì. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäèì â áàçèñå
èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ A.
Äîêàçàòåëüñòâî óñòðîåíî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 11.1:

ìû áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ¾óáèâàòü¿ êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ ìîíîìàõ â Vk, çà
èñêëþ÷åíèåì ðåçîíàíñíûõ, ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíîâ ĥk = id+hk, ãäå hk � îäíîðîä-
íûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k. Òîãäà ñ÷åòíàÿ êîìïîçèöèÿ · · · ◦ ĥ3 ◦ ĥ2 îïðåäåëåíà êàê
ôîðìàëüíûé ðÿä è ïðèâîäèò f ê íóæíîìó âèäó.

Ïóñòü f èìååò âèä f = A +
k−1∑
j=2

Ṽj + Vk + o(xk), ãäå îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû Ṽj

ñîäåðæàò òîëüêî ðåçîíàíñíûå ìîíîìû. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè Ṽ2,k−1 =
k−1∑
j=2

Ṽj.
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Íàéäåì òàêîé ìíîãî÷ëåí ĥk = id+hk, ÷òî

f ◦ ĥk = ĥk ◦ (A+ Ṽ2,k−1 +Wk + o(xk)),

ãäå Wk � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k, ñîäåðæàùèé òîëüêî ðåçîíàíñíûå ìîíî-
ìû ìíîãî÷ëåíà Vk ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè. Ââèäó ÿâíîãî âèäà ĥk ýòî óðàâíåíèå
ýêâèâàëåíòíî

f ◦ ĥk − ĥk ◦ (A+ Ṽ2,k−1 +Wk) = o(xk).

Âûïèøåì ÷ëåíû ëåâîé ÷àñòè ïîðÿäêà ≤ k è ïðèðàâíÿåì èõ ê íóëþ. Ïîëó÷èì èòî-
ãîâîå óðàâíåíèå íà hk:

hk ◦ A− A ◦ hk = Vk −Wk. (11.4)

Äàëåå, äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 11.1, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ðåøåíèå (11.4) ñóùåñòâóåò (õîòÿ è íå åäèíñòâåííî), áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî êîýôôè-
öèåíòû ìíîãî÷ëåíà Vk −Wk ïðè ðåçîíàíñíûõ ìîíîìàõ ðàâíû íóëþ.

Çàìå÷àíèå 11.2. Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ Ṽk, âîîáùå ãîâîðÿ,
îòëè÷àþòñÿ îò êîýôôèöèåíòîâ ïðè ðåçîíàíñíûõ ìîíîìàõ ìíîãî÷ëåíîâ Vk.

Ìàæîðàíòíîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü O ∈ Cn � íà÷àëî êîîðäèíàò. Â ýòîì ðàçäåëå âñå ôóíêöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ
ãîëîìîðôíûìè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëè íå îãîâîðåíî ïðî-
òèâíîå. Òàêæå èñïîëüçîâàíèå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ðÿä ïðåäïîëàãàåòñÿ â îêðåñò-
íîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå 11.8. Ïóñòü f : Cn → C � ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü f(z) =∑
α

aαz
α, ãäå z ∈ Cn, aα ∈ C. Òîãäà ìàæîðàíòîé ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ãîëîìîðô-

íàÿ ôóíêöèÿ Mf : Cn → C âèäà Mf(z) =
∑
α

|aα|zα.

Ïóñòü äàëåå ρ > 0.

Îïðåäåëåíèå 11.9. Ìàæîðàíòíàÿ ρ-íîðìà ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f : Cn → C
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∥f∥ρ = sup{|Mf(z)| : |z| < ρ} =Mf(ρ, . . . , ρ).

Ìàæîðàíòíàÿ ρ-íîðìà ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f = (f 1, . . . , fn) : Cn → Cn îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∥f∥ρ =
n∑
k=1

∥fk∥ρ.

Îïðåäåëåíèå 11.10. Ìàæîðàíòíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì B(n,n)
ρ =

Bnρ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ â îêðåñòíîñòè O ôóíêöèé f : Cn →
Cn, èìåþùèõ êîíå÷íóþ ìàæîðàíòíóþ ρ-íîðìó.

Óòâåðæäåíèå 11.2. Ïðîñòðàíñòâî Bnρ áàíàõîâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Bnρ è Bn1 èçîìåòðè÷íû (ïðåîáðàçî-
âàíèå f(z) 7→ f(ρz)). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîëíîòó Bn1 . Áîëåå òîãî, èç

îïðåäåëåíèÿ 11.9 ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà B(n,1)
1 ãî-

ëîìîðôíûõ ôóíêöèé f : Cn → C ñ îãðàíè÷åííîé ìàæîðàíòíîé íîðìîé ∥f∥ρ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî B(n,1)

1 èçîìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâó áåñêîíå÷íûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé l1, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, ïîëíî. Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäå-
íèÿ áóäåò çàêîí÷åíî.
Çàíóìåðóåì âñå α ∈ Zn≥0 è ïîëó÷èì òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αk},

k ∈ N. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L : B(n,1)
1 → l1, äåéñòâóþùåå ïî ïðà-

âèëó L(
∑
k∈N

aαk
zαk) = a = {αk}. ßñíî, ÷òî L � èçîìåòðèÿ, òàê êàê ∥

∑
k∈N

aαk
zαk∥1 =∑

k∈N
|aαk

| = ∥a∥l1 .

Îïðåäåëåíèå 11.11. Ïóñòü f, g : Rn → Rn � àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè U ôóíê-
öèè. Ïóñòü fk(x) =

∑
akαx

α è gk(x) =
∑
bkαx

α, k ∈ {1, . . . , n} â îáëàñòè U . Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî f ìåíüøå èëè ðàâíî g (îáîçíà÷åíèå f ≪ g) â U , åñëè ∀k ∀α âûïîë-
íåíî akα ≤ bkα.

Ëåììà 11.1.

1) Ïóñòü f, g : Cn → C � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè. Òîãäà ∥fg∥ρ ≤ ∥f∥ρ∥g∥ρ.

2) Ïóñòü f, g, g̃ : Rn → Rn � àíàëèòè÷åñêèå â îáëàñòè U è g ≪ g̃. Òîãäà f ◦ g ≪
f ◦ g̃.

3) Ïóñòü f, g : Cn → Cn � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè è f(O) = g(O) = O. Òîãäà
∥f ◦ g∥ρ ≤ ∥f∥σ, ãäå σ = ∥g∥ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ëåììû íåñëîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî,
àêêóðàòíî ðàñïèñàâ êîýôôèöèåíòû ïðîèçâåäåíèÿ è êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé ïðè
êàæäîì ìîíîìå. Ìû äîêàæåì íåñêîëüêî ìåíåå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå 3.
Ïóñòü n = 1. Òîãäà ∥f ◦ g∥ρ = M(f ◦ g)(ρ) ≤ (Mf ◦ Mg)(ρ) = Mf(Mg(ρ)) =

Mf(σ) = ∥f∥σ.
Ïóñòü n > 1. Ïóñòü f = (f 1, . . . , fn) è g = (g1, . . . , gn). Òîãäà

∥f ◦ g∥ρ =
n∑
k=1

M(fk ◦ g)(ρ, . . . , ρ) ≤
n∑
k=1

Mfk ◦ (Mg1, . . . ,Mgn)(ρ, . . . , ρ) ≤

≤
n∑
k=1

Mfk(σ, . . . , σ) = ∥f∥σ.

Àíàëèòè÷åñêàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà.

Îïðåäåëåíèå 11.12. Îáëàñòüþ Ïóàíêàðå P n ⊂ Rn
>0 íàçûâàþò îáúåäèíåíèé äâóõ

ìíîæåñòâ:
{v ∈ Rn

>0 : ∀i vi < 1} ∪ {v ∈ Rn
>0 : ∀i vi > 1}.

Òåîðåìà 11.3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f èìååò âèä 11.1. Ïóñòü µ = (µ1, . . . , µn) ∈
P n � íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Òîãäà, â òåðìèíàõ òåîðåìû 11.2,
îòîáðàæåíèÿ f è f̃ àíàëèòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì òåîðåìó 11.3 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íàáîð µ íå ðå-
çîíàíñíûé. Îáùèé ñëó÷àé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, íî îïóñêàåòñÿ ââèäó íåõâàòêè
âðåìåíè.
Ìû òàêæå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå µi < 1. Ñëó÷àé, êîãäà âñå µi > 1 ñâîäèòñÿ ê
ïðåäûäóùåìó ðàññìîòðåíèåì îòîáðàæåíèÿ f−1 âìåñòî f .
Èòàê, áóäåì èñêàòü àíàëèòè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì h, ñîõðàíÿþùèé O è òàêîé,

÷òî f ◦ h = h ◦ A. Ïóñòü h èìååò âèä h = id+H, ãäå H(x) = O(x2). Òîãäà ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

H ◦ A− A ◦H = V ◦ (id+H). (11.5)

Îïåðàòîð ñëåâà íàì óæå çíàêîì: ýòî äèàãîíàëüíûé îïåðàòîð RA(H) = H◦A−A◦H.
Îïåðàòîð ñïðàâà îáîçíà÷èì SV (H) = V ◦ (id+H). Òàê êàê ðåçîíàíñû îòñóòñòâó-
þò, îïåðàòîð RA îáðàòèì. Ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.5) ýêâèâàëåíòíî ïîèñêó
íåïîäâèæíîé òî÷êè îïåðàòîðà R−1

A ◦ SV :

H = R−1
A ◦ SV (H). (11.6)

Äëÿ ïîèñêà íåïîäâèæíîé òî÷êè ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìàæîðàíòíûì ôóíêöèîíàëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì Bnρ . Ïóñòü Z = {f ∈ Bnρ : f(O) = O} � ïîëíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà
ÿñíî, ÷òî îïåðàòîðû R−1

A , SV è R−1
A ◦ SV äåéñòâóþò èç Z â Z.

Îïåðàòîð R−1
A îãðàíè÷åí â Z äëÿ ëþáîãî ρ (ñì. ëåììà 11.2), à îïåðàòîð SV ñèëü-

íî ñæèìàþùèé äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ρ (ñì. ëåììà 11.3). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
êîìïîçèöèÿ R−1

A ◦ SV åñòü ñæèìàþùèé îïåðàòîð íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Z äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëîãî ρ. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå H ∈ Z, óäî-
âëåòâîðÿþùåå (11.6).
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî H|Rn � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè O è

H|Rn(x) = O(x2). Ïî ïîñòðîåíèþ, h = id+H èñêîìûé àíàëèòè÷åñêèé äèôôåîìîð-
ôèçì.

Ëåììà 11.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 11.3. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ó îïå-
ðàòîðà A îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû, è âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µi < 1. Òîãäà
ñóùåñòâóåò C > 0, ÷òî ∀ρ > 0 âûïîëíåíî ∥R−1

A ∥ρ ≤ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà RA ðàâíû λi,α = µα − µi. Èç
ïðåäïîëîæåíèÿ îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñîâ ñëåäóåò, ÷òî âñå λi,α ̸= 0. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ,
÷òî âñå µi < 1, ñëåäóåò, ÷òî |µα| → 0 ïðè |α| → +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
ε > 0, ÷òî âñå |λi,α| > ε. Çíà÷èò, ∥R−1

A ∥ρ ≤ 1
ε
.

Ëåììà 11.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 11.3. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ó îïå-
ðàòîðà A îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû, è âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µi < 1. Òîãäà
îïåðàòîð SV ñèëüíî ñæèìàåò ïðè ìàëûõ ρ, ò.å. ∥SV (O)∥ρ = O(ρ2) è ∥SV (H) −
SV (H̃)∥ρ = O(ρ)∥H − H̃∥ρ ïðè ρ→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê SV (O)(x) = V (x) = O(x2), òî ∥SV (O)∥ρ = O(ρ2).

ßñíî, ÷òî SV (H)(x) − SV (H̃)(x) = (V (x+ tH(x) + (1− t)H̃(x)))
∣∣∣1
0
. Òîãäà ëåâóþ

÷àñòü ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç èíòåãðàë ñëåäóþùèì îáðàçîì:

SV (H)(x)− SV (H̃)(x) =

1∫
0

(
∂V

∂x
(x+ tH(x) + (1− t)H̃(x))[H(x)− H̃(x)]

)
dt.
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Òàê êàê ∂V
∂x
(x) = O(x), òî ∥∂V

∂x
∥ρ = O(ρ). Äëÿ t ∈ [0, 1] îáîçíà÷èì Gt(x) =

x + tH(x) + (1 − t)H̃(x). Òîãäà ∥Gt∥ρ = O(ρ). Ïðèìåíÿÿ ïóíêò 3 ëåììû 11.1 ê
îòîáðàæåíèÿì ∂V

∂x
è Gt, ïîëó÷àåì, ÷òî ∥∂V

∂x
◦Gt∥ρ = O(ρ).

Äàëåå èç ïóíêòà 1 ëåììû 11.1 ñëåäóåò, ÷òî ∥∂V
∂x

◦ Gt[H − H̃]∥ρ ≤ O(ρ)∥H − H̃∥ρ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∥SV (H)− SV (H̃)∥ρ ≤ O(ρ)∥H − H̃∥ρ.

85

https://vk.com/teachinmsu


ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÌÈÍÊÎÂ ÑÒÀÍÈÑËÀÂ ÑÅÐÃÅÅÂÈ×

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ëåêöèÿ 12

Ââèäó íåõâàòêè âðåìåíè íåêîòîðûå äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåíû ëèøü ñõåìàòè÷íî.
Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ äàííîé òåìû ëåêòîð ðåêîìåíäóåò ñòàòüþ ¾Embedology¿
àâòîðîâ Tim Sauer, James A. Yorke, Martin Casdagli.

Òåîðåìà Òàêåíñà î âëîæåíèè äëÿ ïîòîêîâ.

Ôóíêöèÿ ëàãîâûõ êîîðäèíàò. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðèìåðû.

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, è {Φt, t ∈ R} � ïîòîê íà M . Ââåäåì T > 0 �
ëàã (delay). Ïóñòü h :M → R � ãëàäêàÿ íàáëþäàåìàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïóñòü n ∈ N. Ôóíêöèÿ ëàãîâûõ êîîðäèíàò Fh,Φ,T : M → Rn

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Fh,Φ,T (x) = (h(x), h(Φ−T (x)) . . . , h(Φ−(n−1)T )).

Íàøà çàäà÷à � îïðåäåëèòü, êîãäà Fh,Φ,T : M → Rn ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Îòâåò
íà äàííûé âîïðîñ âàæåí ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ: ìû õîòèì, ÷òîáû áëèçêèì
çíà÷åíèÿì ôóíêöèè ëàãîâûõ êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâîâàëè áëèçêèå ñîñòîÿíèÿ äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì, ÷òî ñëàáàÿ òåîðåìà Óèòíè íèêàê íå îáëåã÷àåò íàì çàäà÷ó.

Òåîðåìà 12.1 (Óèòíè). Òèïè÷íîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå F : M → R2n+1, ãäå n =
dimM , ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì M íà îáðàç F (M).

Äåëî â òîì, ÷òî íàì áû õîòåëîñü ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ
ïî÷òè âñåõ (â íåêîòîðîì õîðîøåì ñìûñëå, íàïðèìåð, ïî ìåðå òèïà Ëåáåãà) ôóíê-
öèé h è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ëàãà T îòîáðàæåíèå Fh,Φ,T áûëî áû âëîæåíèåì.
Íî, âî-ïåðâûõ, Fh,Φ,T èìååò ñïåöèôè÷åñêèé âèä è ïîòîìó èçìåíåíèå h ïîðîæäàåò
ñïåöèôè÷åñêèé êëàññ îòîáðàæåíèé Fh,Φ,T . Âî-âòîðûõ, ¾òèïè÷íîå¿ îòîáðàæåíèå èç
ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîìó ïåðåñå÷å-
íèþ îòêðûòûõ âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâ, ÷òî ìîæåò èìåòü íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà è
ïîòîìó íå îòâå÷àåò íàøåìó òðåáîâàíèþ ¾ïî÷òè âñå¿.
Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà îòñóòñòâèÿ âëîæåíèÿ â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòî-

ðèè.

Ïðèìåð 12.1. Ïóñòü A ⊂ M � ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðèîäà T äëÿ ïîòîêà
Φ. Òîãäà äëÿ x ∈ A âûïîëíåíî Fh,Φ,T (x) = (h(x), . . . , h(x)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Fh,Φ,T (A) ⊂ Diag(Rn) åñòü îòðåçîê. Òàê êàê A � òîïîëîãè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü, ïîëó-
÷àåì, ÷òî Fh,Φ,T (A) íå äèôôåîìîðôíî A.

Ïðèìåð 12.2. Ïóñòü A ⊂ M � ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà
2T äëÿ ïîòîêà Φ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ d(x) = h(x) − h(Φ−T (x)). Òîãäà ïðè x ∈ A
èìååì d(Φ−T )(x) = h(Φ−T (x)) − h(Φ−2T (x)) = −d(x). Òàêèì îáðàçîì, d|A : A → A
åñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêîé îêðóæíîñòè, ìåíÿþùåå çíàê. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x0 ∈ A, ÷òî d(x0) = 0. Ò.å., h(x0) =
h(Φ−T (x0)).
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Äðóãèìè ñëîâàìè, íàéäóòñÿ äâå òî÷êè x0, x1 ∈ A, ÷òî h(x0) = h(x1). Çàìåòèì,
÷òî, ò.ê. ìèíèìàëüíûé ïåðèîä A ðàâåí 2T , òî x1 = Φ−T (x0) ̸= x0. Êàê íåñëîæíî
âèäåòü, òîãäà Fh,Φ,T (x0) = Fh,Φ,T (x1), ÷òî íàðóøàåò áèåêöèþ.

Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû.

Êîíå÷íî, ðàññìîòðåííûå íàìè ïðèìåðû 12.1, 12.2 äîâîëüíî ñïåöèôè÷íû. Îêàçû-
âàåòñÿ, óæå ïðè ïåðèîäå 3T ñèòóàöèÿ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Íèæå ìû ñôîðìóëè-
ðóåì òåîðåìó Òàêåíñà î âëîæåíèè äëÿ ïîòîêîâ. Íîâûå ïîíÿòèÿ, çàäåéñòâîâàííûå â
ôîðìóëèðîâêå, ìû îáúÿñíèì äàëåå.

Òåîðåìà 12.2 (Òàêåíñ). Ïóñòü A ⊂ M � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè
d ïî Ìèíêîâñêîìó (îïð. 12.2). Ïóñòü n ∈ N è n > 2d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà
ìíîæåñòâå A ïîòîê Φ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

1) ×èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê êîíå÷íî.

2) Îòñóòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ïåðèîäà T è 2T .

3) ×èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäà kT , k ∈ N, k ≥ 3
êîíå÷íî. Ïðè ýòîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ Ïó-
àíêàðå â ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷êàõ ðàçëè÷íû.

Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ (îïð. 12.3) ãëàäêèõ ôóíêöèé h îòîáðàæåíèå Fh,Φ,T :M → Rn

åñòü

1) Áèåêöèÿ.

2) Âëîæåíèå íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ èç A.

Îïðåäåëåíèå 12.2 (Ðàçìåðíîñòü Ìèíêîâñêîãî.). Ïóñòü S ⊂ Rn � ïîäìíîæåñòâî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(ε) ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êóáîâ ñî ñòîðîíîé ε > 0, îáúåäèíåíèå
êîòîðûõ ïîêðûâàåò S. Òîãäà ðàçìåðíîñòüþ Ìèíêîâñêîãî dim(S) íàçûâàþò ñëåäó-
þùèé ïðåäåë

dim(S) = lim
ε→0

lnN(ε)

ln(1/ ε)
.

Îïðåäåëåíèå 12.3 (Ïî÷òè âñå ôóíêöèè.). Äàäèì îïðåäåëåíèå â ñëó÷àå, êîãäàM =
U � îáëàñòü â Rm.
Ïóñòü h1, . . . , ht � áàçèñ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ 2n, a h0 � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ. Òîãäà â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû Òàêåíñà ôðàçà ¾äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé¿
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ α ∈ Rt ïî ìåðå Ëåáåãà òåîðåìà âåðíà äëÿ ôóíêöèè

hα = h0 +
t∑
i=0

αihi.
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Ïðèìåð îòñóòñòâèÿ áèåêöèè ïðè ïëîõîì ñîîòíîøåíèè ðàçìåðíîñòåé.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ n > 2d â òåîðåìå
12.2.

Ïðèìåð 12.3. Ïóñòü M = R, è Φ : R → R � ïîòîê. Â êà÷åñòâå A ìû ðàññìîòðèì
îðáèòó Orb ïîòîêà Φ ñ îïèñàííûìè íèæå ñâîéñòâàìè. Òàêèì îáðàçîì, d = 1. Ìû
ïîêàæåì, ÷òî ïðè n = 2 äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé îòîáðàæåíèå Fh,Φ,T íå
ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.
Ïóñòü îðáèòà Orb ïîòîêà Φ óñòðîåíà êàê íà ðèñóíêå 12.1. Êîîðäèíàòû íà ïëîñêî-

ñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x1, x2. Ââåäåì òàêæå îäíîèìåííûå ôóíêöèè xi : R2 → R,
ñîïîñòàâëÿþùåå òî÷êå å¼ ñîîòâåòñòâóþùóþ êîîðäèíàòó.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ðàçëè÷íûå òî÷êè a, b, c, d ∈ Orb, ÷òî

x1(b) < x1(d), x1(a) < x1(c), x2(b) < x2(a), x2(d) < x2(c),

x1(a) = x1(b), x1(c) = x1(d).

Áîëåå òîãî, ïîòðåáóåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå T > 0, ÷òî âûïîëíåíî

x1(Φ
−T (b)) < x1(Φ

−T (a)) < x1(a), x1(Φ
−T (c)) < x1(Φ

−T (d)) < x1(c).

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîòîê Φ ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò.
Â êà÷åñòâå íàáëþäàåìîé ôóíêöèè âîçüìåì ïåðâóþ êîîðäèíàòó: h = x1. Òîãäà äëÿ
y ∈ Orb èìååì Fh,Φ,T (y) = (x1(y), x1(Φ

−T (y))). Ðàññìîòðèì òî÷êè A = Fh,Φ,T (a),
B = Fh,Φ,T (b), C = Fh,Φ,T (c) è D = Fh,Φ,T (d). Îíè ñîñòàâëÿþò òðàïåöèþ (ðèñ. 12.2).
Êðèâàÿ Fh,Φ,T (y) ïðè y ∈ Orb èìååò âèä ¾áàíòèêà¿, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû òðàïå-
öèè â ïîðÿäêå B,D,A,C. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî íàéäóòñÿ ðàçëè÷íûå òî÷êè y, z ∈ Orb,
÷òî Fh,Φ,T (y) = Fh,Φ,T (z). Íî ýòî íàðóøàåò áèåêöèþ.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ìàëîå øåâåëåíèå h îñòàâèò ¾áàíòèê¿ íà ìåñòå. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ öåëîé îêðåñòíîñòè h = x1 îòîáðàæåíèå Fh,Φ,T íå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ðèñ. 12.1. Ïðèìåðíûé âèä îðáèòû ïîòîêà Φ

Òåîðåìà Òàêåíñà î âëîæåíèè äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ.

Ïóñòü U ⊂ Rm � îáëàñòü, è g : U → U � äèôôåîìîðôèçì. Äëÿ n ∈ N ââåäåì
ôóíêöèþ

Fh,g(x) = (h(x), h(g(x), . . . , h(gn−1(x)).
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Ðèñ. 12.2. Ïðèìåðíûé âèä êðèâîé Fh,Φ,T (y), y ∈ Orb.

Îïðåäåëåíèå 12.4. Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ U ÷åðåç Ap, p ∈ N áóäåì îáîçíà÷àòü
ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ îòíîñèòåëüíî g òî÷åê èç A ïåðèîäà p.

Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû.

Òåîðåìà 12.3 (Òàêåíñ). Ïóñòü A ⊂ U � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè d
ïî Ìèíêîâñêîìó (îïð. 12.2). Ïóñòü n ∈ N è n > 2d. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
p ∈ N, p ≤ n âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

1) dimAp < p
2
.

2) Äèôôåðåíöèàë Dx g
p äëÿ x ∈ Ap èìååò ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ (îïð. 12.3) ãëàäêèõ ôóíêöèé h îòîáðàæåíèå Fh,g : U → Rn

åñòü

1) Áèåêöèÿ.

2) Âëîæåíèå íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ èç A.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà.

Óñëîâèÿ òåîðåìû 12.3 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â âèäå òð¼õ óñëîâèé: A1, A2, A3.
Äàëåå, èç óñëîâèé A1, A2 ñëåäóåò áèåêöèÿ, à èç óñëîâèé A2, A3 ñëåäóåò ïîãðóæåíèå
íà ìíîãîîáðàçèÿõ èç A, îòêóäà è ïîëó÷àåì âëîæåíèå.
Ìû ðàññìîòðèì íåìíîãî áîëåå ïîäðîáíî èäåþ äîêàçàòåëüñòâà áèåêöèè. Îíî îïè-

ðàåòñÿ íà ñëåäóþùóþ ëåììó, ñâÿçûâàþùóþ ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö è ðàç-
ìåðíîñòü Ìèíêîâñêîãî.

Ëåììà 12.1. Ïóñòü F0, F1, . . . , Ft � ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ èç A â Rn. Ïóñòü
Mx,y � ìàòðèöà ðàçìåðà n× t, ñîñòîÿùàÿ èç ñòîëáöîâ {F1(x)− F1(y), . . . , Ft(x)−
Ft(y)}.
Äëÿ r ∈ N îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Sr ⊂ A × A êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (x, y),

÷òî rkMx,y = r. Îáîçíà÷èì dr = dim(Cl(Sr)).
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Äëÿ α ∈ Rt ðàññìîòðèì Fα = F0 +
t∑
i=1

αiFi. Åñëè ∀r âûïîëíåíî dr < r, òî äëÿ

ï.â. α îòîáðàæåíèå Fα åñòü áèåêöèÿ.

Ïóñòü Ek � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà k × k. Îïðåäåëèì ìàòðèöó Cp,q ðàçìåðà
(p−ÍÎÄ(p, q))× p ñëåäóþùèì îáðàçîì

Cp,q =

(
Ep−ÍÎÄ(p,q)

−EÍÎÄ(p,q) · · · − EÍÎÄ(p,q)

)
.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó Cn
p,q ðàçìåðà (p − ÍÎÄ(p, q)) × n. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ñòîëü-

êî ñòðî÷åê ìàòðèöû Cp,q, ïîêà íå íàáåðåì n øòóê: åñëè p < n, òî ïðîäóáëèðóåì
ìàòðèöó Cp,q ñàìó ïîä ñîáîé íåñêîëüêî ðàç, âîçìîæíî íåöåëîå.
Äàëåå ïåðåôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ òåîðåìû 12.3 â íîâûõ òåðìèíàõ.
Óñëîâèå A1: äëÿ p ∈ N, p ≤ n âûïîëíåíî rkCn

p,0 > 2 dim(Ap). Çäåñü ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ, ÷òî ÍÎÄ(p, 0) = 0. Ïîýòîìó Cp,0 = Ep, è rkEp = p. Òàê êàê p ≤ n, òî
rkCn

p,0 = p. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå A1 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ p > 2 dim(Ap), ÷òî
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ 1 òåîðåìû 12.3.
Óñëîâèå A2: äëÿ p, q ∈ N, 1 ≤ q < p ≤ n âûïîëíåíî rkCn

p,q > dim(Ap).
Èõ äàííûõ óñëîâèé ìîæíî âûâåñòè, ÷òî äëÿ ï.â. α îòîáðàæåíèå F (hα, g) åñòü

áèåêöèÿ A íà F (A) ïðè n > 2d. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü ëåììó 12.1 ê
îòîáðàæåíèÿì Fi : U → Rn, îïðåäåëåííûì íèæå.
Ïóñòü h1, . . . , ht åñòü áàçèñ ìíîãî÷ëåíîâ íà U ñòåïåíè ≤ 2n, à h0 � ïðîèçâîëüíàÿ

ôóíêöèÿ íà U . Äëÿ i = 1, . . . , t îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ Fi = (hi(g
0(x)), . . . , hi(g

n−1(x))tr,
ãäå tr � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Äëÿ α ∈ Rt èìååì

Fα = F0 +
t∑
i=1

αiFi = (h0 +
t∑
i=1

αihi, . . . , (h0 +
t∑
i=1

αihi) ◦ gn−1)tr = Fhα,g.

Îñòàëîñü ëèøü ïðîâåðèòü óñëîâèÿ ëåììû äëÿ ìàòðèöûMx,y. Ìû îïóñòèì âûêëàäêè
ââèäó íåõâàòêè âðåìåíè.
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