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1. Лекция 1

Кривые в евклидовом пространстве

Классическая дифференциальная геометрия изучает объекты, расположенные в
конечномерном евклидовом пространстве. Мы начнем с напоминания необходимых
определений и обозначений из математического анализа и линейной алгебры.

Через Rn мы будем обозначать n-мерное арифметическое евклидово линейное про-
странство, т.е. множество всех упорядоченных наборов x = (x1, . . . , xn) веществен-
ных чисел xi, на котором введена естественная структура линейного пространства,
а также стандартное скалярное произведение

〈(v1, . . . , vn), (w1, . . . , wn)〉 =
∑n

i=1 v
iwi

Скалярное произведение порождает норму ||v|| =
√
〈v, v〉 и функцию расстояния

|vw| = ||v − w||. С помощью функции расстояния определяются замкнутый шар
Bn
r (x), открытый шар Un

r (x) и сфера Sn−1
r (x) радиуса r с центром в точке x:

Bn
r (x) = {y ∈ Rn : |xy| ≤ r}

Un
r (x) = {y ∈ Rn : |xy| < r}

Sn−1
r (x) = {y ∈ Rn : |xy| = r}

Пустое множество, а также произвольные объединения открытых шаров называ-
ются открытыми множествами в Rn. Также можно сказать, что подмножество ев-
клидова пространства открыто, если и только если оно вместе с каждой точкой
содержит и некоторый открытый шар с центром в этой точке. Перейдем теперь к
определению кривых.

Параметрические кривые

Обозначим через I ⊂ R конечный или бесконечный промежуток одного из следу-
ющих видов: отрезок [a, b], интервал (a, b), полуинтервал (a, b] или [a, b). Для каждой
точки t ∈ I ее окрестностью будем называть каждое множество вида I∩(t−ε1, t+ε2),
где ε1, ε2 — произвольные положительные числа.

Рассмотрим отображение γ : I 7→ Rn. Для каждого t ∈ I точка γ(t) ∈ Rn име-
ет вид (x1(t), . . . , xn(t)), поэтому отображение порождает n функций xi(t), которые
называются координатными функциями отображения γ. Напомним, что отобра-
жение γ является непрерывным (векторнозначным отображением), тогда и только
тогда, когда все его координатные функции непрерывны.
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Определение 1.1. Непрерывное отображение γ : I 7→ Rn называется парамет-
рической кривой, а переменная t ∈ I — ее параметром.

Рассмотрим теперь кривую Пеано — это непрерывная кривая, заполняющая квад-
рат или треугольник, может быть построена, например, следующим образом. Возь-
мем равнобедренный прямоугольный треугольник T , разобьем его на два равно-
бедренных прямоугольных треугольника T1 и T2, проведя высоту h из вершины
прямого угла. Обозначим через r1 отрезок, соединяющий центры треугольников
Tj, j = 1, 2.
Чтобы построить ломаную r2, в каждом из треугольников Tj, j = 1, 2, построим
такую же ломаную, как во всем треугольнике T на первом шаге. Другими словами,
возьмем два экземпляра треугольника T с уже построенной ломаной r1, уменьшим
их до размера треугольников Tj и отождествим каждый из экземпляров с соответ-
ствующим треугольником Tj, j = 1, 2. Полученное объединение отрезков достроим
до связной ломаной, соединив две концевые вершины, ближайшие к высоте h.
Наконец, на i+1 -м шаге построим ломаную из ломаной ri, полученной на i-м шаге.
Для этого вновь разобьем треугольник T на два треугольника T1 и T2, проведя в T
высоту h из вершины прямого угла. Возьмем два экземпляра треугольника T с уже
построенной ломаной ri, уменьшим их до размера треугольников Tj и отождествим
каждый из них с соответствующим треугольником Tj, j = 1, 2. Полученное объеди-
нение двух ломаных, лежащих в треугольнике T , достроим до связной ломаной,
соединив две концевые вершины этих ломаных, ближайшие к высоте h.
Продолжим этот процесс до бесконечности. Предельная кривая называется кривой
Пеано.

Рис. 1. Кривая Пеано

Определение 1.2. Если при некоторых t 6= t
′ точки γ(t) и γ(t

′
) совпадают, то

P = γ(t) = γ(t
′
) называется точкой самопересечения параметрической кривой γ.

Если γ не имеет точек самопересечения, то ее называют вложенной.
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Определение 1.3. Параметрическая кривая γ : I 7→ Rn называется гладкой, если
все ее координатные функции xi(t) — гладкие.

Для каждого значения параметра t0 гладкой параметрической кривой γ(t) опре-
делен вектор γ̇(t0) = (ẋ1(t0), . . . , ẋn(t0)), составленный из производных координат-
ных функций, вычисленных в точке t0.

Определение 1.4. Вектор γ̇(t0) называется вектором скорости параметрической
кривой γ в точке γ(t0), соответствующим значению параметра t = t0.

Точка гладкой параметрической кривой, в которой вектор скорости обращается
в ноль, называется особой или сингулярной, а остальные точки — неособыми или
регулярными.

Определение 1.5. Гладкая параметрическая кривая называется регулярной, если
ее вектор скорости всюду отличен от нуля

Пример 1.1
• Интуитивное представление о гладкости кривой как об отсутствии изломов ока-
зывается не всегда верным в рамках данного определения. Рассмотрим полукуби-
ческую параболу — плоскую гладкую параметрическую кривую γ(t) = (t3, t2), t ∈
[−1, 1], изображенную на рис. 1. Вектор скорости γ̇(t) в начале координат равен
нулю, а его направление, т.е. нормированный вектор γ̇(t)

||γ̇(t)|| , имеет разрыв, т.е. на-
правление скорости меняется скачком. В этом случае говорят, что кривая имеет
излом. Ясно, что регулярная кривая не может иметь изломов. •

Рис. 2. Полукубическая парабола
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Теперь Пусть t(s) — некоторая строго монотонная непрерывная функция, отоб-
ражающая промежуток I ′ на промежуток I, а γ(t), t ∈ I — некоторая параметри-
ческая кривая. Тогда δ(s) = γ(t(s)) — тоже некоторая параметрическая кривая.

Определение 1.6. Отображение t : I
′ 7→ I называется заменой параметра, а про

кривую δ(s) = γ(t(s)) говорят, что она получена из кривой γ заменой параметра
t = t(s)

Если кривая δ получена из γ заменой параметра, то, очевидно, γ и δ имеют одина-
ковые образы. Однако, замена параметра гладкой кривой может привести к потере
гладкости.

Пример 1.2
• Если в гладкой параметрической кривой γ(t) = (t, 0) сделать замену t = t(s), для
которой функция t(s) равна s при s ≤ 0 и 2s при s ≥ 0, то полученная кривая
γ(t(s)) не будет дифференцируемой в s = 0.

Если замена параметра t = t(s) и обратная замена параметра s = s(t) — гладкие,
то регулярность кривой γ(t) равносильна регулярности кривой δ(s), полученной из
γ(t) такой заменой параметра.

Замена параметризации может превратить нерегулярную параметрическую кривую
в регулярную. Например, параметрическая кривая γ с координатными функциями
x(t) = t3, y(t) = t6 не регулярна. Положив τ = t3, мы получим регулярную парамет-
рическую кривую x(τ) = τ, y(τ) = τ 2. При этом, отображение τ(t) = t3 не обладает
гладким обратным, так как производная τ ′(t) обращается в нуль.

Определение 1.7. Углом между γ1 и γ2 в их точке пересечения P , соответству-
ющим значениям параметров t1 и t2, называется угол между векторами скоро-
стей γ̇1(t1) и γ̇2(t2)

Кривые-графики

Пусть f : I 7→ Rn — непрерывная векторнозначная функция.

Определение 1.8. Множество Gr(f) = {(t, f(t))|t ∈ I} ⊂ Rn называется кри-
вой–графиком в пространстве Rn.

По определению, множество Gr(f) — образ непрерывного отображения γf (t) =

(t, f(t)), представляющего собой параметрическую кривую, про которую будем го-
ворить, что она соответствует кривой–графику Gr(f). Если отображение f гладкое,
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то Gr(f) назовем гладкой кривой–графиком.

Параметрическая кривая γf , соответствующая гладкой кривой–графику, всегда ре-
гулярна, так как γ̇f (t) = (1, f(t)) 6= 0

Образ параметрической кривой не всегда является кривой–графиком. Действитель-
но, кривая–график однозначно проецируется на координатную прямую, а, напри-
мер, дуга окружности угловой величины больше π — нет.

Теорема 1.1. Пусть γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) — регулярная параметрическая кри-
вая. Для каждого t0 ∈ I существует такая его окрестность U ⊂ I, что множе-
ство γ(U) является кривой–графиком Gr(f) для некоторой гладкой векторнознач-
ной функции f (возможно, после перенумерации координат).

Доказательство.
Так как γ̇(t0) 6= 0, для некоторого i имеем ẋi(t0) 6= 0. Без ограниче общности будем
считать, что i = 1 (иначе перенумеруем координаты). Тогда при всех t из некоторой
окрестности U точки t0 функция x1(t) строго монотонна и имеет ненулевую произ-
водную, поэтому на промежутке I ′ = x1(U) существует гладкая обратная функция
t = t(x1). Но тогда функция f(x1) = (x2(t(x1)), . . . , xn(t(x1))) является гладкой и
порождает искомую кривую–график Gr(f). �

Неявные кривые

Пусть F i : Ω 7→ R, i = 2, . . . , n — гладкие функции, заданные на области Ω ⊂ Rn

и c = (c2, . . . , cn) — некоторый постоянный вектор. Предположим, что семейство
функций F i удовлетворяет условиям теоремы о неявной функции, т.е. множество
Mc всех решений системы уравнений F i(x1, . . . , xn) = ci, i = 2, . . . , n не пусто, и ранг
матрицы Якоби J = (∂F i/∂j) в каждой точке из Mc равен n− 1.

Определение 1.9. Множество Mc называется неявной кривой

Каждая гладкая кривая–графикGr(f) векторнозначной функции f = (f 2, . . . , fn),
определенной на некотором интервале (a, b), является также и неявной кривой, за-
данной системой уравнений xi − f i(x1) = 0, i = 2, . . . , n, на области (a, b) × Rn−1.
Обратный результат снова не имеет места: например окружность (x1)2 + (x2)2 = 1

не представляется в виде кривой-графика.

Лемма 1.1 Пусть P — произвольная точка неявной кривой Mc. Тогда в неко-
торой окрестности точки P в Rn множество Mc можно представить как гладкую
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кривую–график для некоторой векторнозначной функции f (возможно, после пе-
ренумерации координат).

Доказательство.
Без ограничения общности, предположим, что минор, порожденный столбцами мат-
рицы Якоби J в точке P , начиная со второго, отличен от нуля. Тогда, по теореме о
неявной функции, в некоторой окрестности точки P система уравнений, задающая
Mc, разрешима в том смысле, что переменные x2, . . . , xn выражаются через x1. Это
означает, что часть множества Mc, попавшая в эту окрестность, представляется в
виде (x1, x2(x1), . . . , xn(x1)), т.е. является гладкой кривой–графиком. �

Локальная эквивалентность

Теорема 1.2. С локальной точки зрения три способа задания регулярной кривой
эквивалентны в следующем смысле:

• если γ : (a, b) 7→ Rn — регулярная параметрическая кривая, то для каждого
t ∈ (a, b) существует такая окрестность U точки t в интервале (a, b), ),
что ее образ γ(U) является и гладкой кривой–графиком, и неявной кривой;

• для каждой точки P кривой–графика Gr(f) произвольной гладкой функции
f , заданной на некотором интервале (a, b), существует такая окрестность
U ⊂ Rn, что U ∩Gr(f) есть и образ регулярной параметрической кривой, и
неявная кривая;

• для каждой точки P неявной кривой Mc существует такая окрестность
U ⊂ Rn, что U ∩ Mc есть и образ регулярной параметрической кривой, и
кривая–график в Rn

Приведем одно очевидное, но полезное следствие локальной эквивалентности па-
раметрического задания кривой и представления ее в виде кривой–графика.

Пусть γ : I 7→ Rn — регулярная параметрическая кривая. Для каждого t ∈ I

существует такая окрестность U точки t в промежутке I, что ограничение отобра-
жения γ на U взаимно однозначно с образом.

Далее мы будем заниматься локальной теорией регулярных кривых, поэтому бу-
дем использовать следующее соглашение.

Там, где это не вызовет недоразумений, мы будем говорить просто о регулярной
кривой, подразумевая что соответствующий объект задан удобным для нас спосо-
бом (или как кривая–график, или как неявная кривая, или как регулярная пара-
метрическая кривая). Причем в последнем случае, если не оговорено противное,
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параметризующее отображение предполагается взаимно однозначными с образом,
а замены параметризации —гладкими и с гладкими обратными.

Теперь определим понятия длины кривой и натурального параметра.

Общее определение длины кривой обычно использует приближение кривой впи-
санными ломаными. Для случая гладкой параметрической кривой γ : [a, b] 7→ Rn

мы сразу дадим определение через интеграл.

Определение 1.10. Длиной l(γ) гладкой параметрической кривой γ : [a, b] 7→ Rn

называется величина интеграла
∫ b
a
||γ̇(t)||dt.

Лемма 1.2 Длина гладкой параметрической кривой не меняется при замене па-
раметризации.

Доказательство.
Действительно, пусть γ(t) — гладкая кривая, t = t(s) — замена параметра, где
t ∈ [t0, t1], а s ∈ [s0, s1]. Положим γ̃(s) = γ(t(s)). По теореме о замене параметра в
определенном интеграле имеем:

l(γ̃) =
∫ s1
s0
||dγ̃
ds
||ds =

∫ t(s1)

t(s0)
||dγ
dt
|| · | dt

ds
|ds
dt
dt

Осталось избавиться от модуля в правой части. Так как t(s) - строго монотонная
функция, ее производная по s знакопостоянна. Если t(s) монотонно возрастает, то
производная dt/ds неотрицательна и модуль можно опустить. При этом, t(s0) = t0
и t(s1) = t1, поэтому правая часть равна длине l(γ) параметрической кривой γ,
т.е. утверждение доказано. Если же функция t(s) убывает, то dt/ds < 0, и модуль
раскрывается с минусом. Но t(s0) = t1 и t(s1) = t0, что и дает недостающий “минус”
в правой части. �

Определение 1.11. Параметр s, s ∈ [a, b], гладкой параметрической кривой γ(s)

называется натуральным, если величина s−a равна длине части кривой γ между
точками γ(a) и γ(s) для любого s ∈ [a, b].

Лемма 1.3 Параметр s на гладкой кривой γ(s) является натуральным тогда и
только тогда, когда ||γ̇(s)|| = 1.

Доказательство.
Пусть s - натуральный параметр, т.е.

s = a+
∫ s
a
||γ̇(σ)||dσ.
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Дифференцируя левую и правую части равенства по s, получаем требуемое. Об-
ратно, если ||γ̇(s)|| = 1, то

s− a =
∫ s
a

1dσ =
∫ s
a
||γ̇(σ)||dσ,

поэтому s − a равно длине части кривой γ между точками γ(a) и γ(s), т.е. s -
натуральный параметр, что и требовалось доказать. �

Лемма 1.3 Переход к натуральному параметру сохраняет гладкость параметриче-
ской кривой, если и только если эта кривая регулярна.

Доказательство.
Если кривая γ(t) регулярна, то отображение

ϕ : t 7→
∫ t
a
||γ̇(τ)||dτ

имеет гладкое обратное (так как ϕ̇(t) = ||γ̇(t)|| 6= 0), поэтому результирующая кри-
вая γ(ϕ−1(s)) — это гладкая кривая с натуральным параметром s = ϕ(t). Обратное
утверждение следует из предыдущей леммы. �

Определение 1.12. Вектором ускорения гладкой параметрической кривой γ в
точке γ(t) называется вектор γ̈(t) = (ẍ1(t), . . . , ẍn(t))

Лемма 1.3 Пусть s — натуральный параметр на регулярной кривой γ. Тогда в
каждой точке кривой γ вектор ускорения γ̈ перпендикулярен вектору скорости γ̇.

Доказательство.
Действительно, 〈γ̇(s), γ̇(s)〉 = 1 в силу леммы 1.3. Дифференцируя это равенство
по s, получаем

2〈γ̇(s), γ̈(s)〉 = 0,

что и требовалось доказать. �

Чтобы охарактеризовать степень искривления отдельных участков кривой, обычно
используют величину ускорения при равномерном движении по рассматриваемой
кривой.

Определение 1.13. Пусть γ — произвольная регулярная кривая, параметризо-
ванная натуральным параметром s. Величина k(s) = ||γ̈(s)|| называется кривиз-
ной кривой γ в точке γ(s), а величина R(s) = 1/k(s) — радиусом кривизны в точке
γ(s) (если k(s) = 0, то полагают R(s) =∞).
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Определение 1.14. Регулярная параметрическая кривая γ(t) называется бирегу-
лярной, если ее кривизна всюду отлична от нуля.

Регулярная кривая γ бирегулярна, если и только если ее векторы скорости γ̇(t) и
ускорения γ̈(t) линейно независимы в каждой точке γ(t) в произвольной парамет-
ризации.

Пусть γ(s) — натурально параметризованная бирегулярная кривая в Rn. Обозначим
через τ единичный вектор скорости γ̇(s) в точке γ(s), а через ν — нормированный
вектор ускорения в точке γ(s), т.е. ν = γ̈(s)/||γ̈(s)||. Векторы τ и ν ортогональны.

Определение 1.15. Пара векторов (τ, ν) называется репером Френе плоской би-
регулярной кривой в соответствующей её точке.

Теорема 1.3. Пусть γ — натурально параметризованная плоская бирегулярная
кривая, и s — натуральный параметр. Тогда справедливы следующие соотношения:{

= k ν

= - k τ

где k = k(s) — кривизна кривой γ в точке γ(s).

Доказательство.
Первое равенство мгновенно следует из определения векторов τ и ν. Докажем вто-
рое равенство. Дифференцируя тождество 〈ν, ν〉 = 1, находим, что 〈ν̇, ν〉 = 0, т.е.
вектор ν̇ перпендикулярен ν и поэтому коллинеарен τ (здесь мы пользуемся тем,
что кривая — плоская). Следовательно,

ν̇ = 〈ν̇, τ〉τ

Покажем, что 〈ν̇, τ〉 = −k. Для этого продифференцируем тождество 〈ν, τ〉 = 0.
Получим, что 0 = 〈ν̇, τ〉 + 〈ν, τ̇〉 = 〈ν̇, τ〉 + 〈ν, kν〉 = 〈ν̇, τ〉 + k, что и требовалось
доказать. �
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2. Лекция 2

Кривизна натурально параметризованной кривой

Напомним некоторые соотношения и понятия из предыдущей лекции.

Определение 2.1. Пусть γ — произвольная регулярная кривая, параметризован-
ная натуральным параметром s. Величина k(s) = ||γ̈(s)|| называется кривизной
кривой γ в точке γ(s), а величина R(s) = 1/k(s) — радиусом кривизны в точке
γ(s) (если k(s) = 0, то полагают R(s) =∞).

Определение 2.2. Регулярная параметрическая кривая γ(t) называется бирегу-
лярной, если ее кривизна всюду отлична от нуля.

Регулярная кривая γ бирегулярна, если и только если ее векторы скорости γ̇(t) и
ускорения γ̈(t) линейно независимы в каждой точке γ(t) в произвольной парамет-
ризации.

Пусть γ(s) — натурально параметризованная бирегулярная кривая в Rn. Обозначим
через τ единичный вектор скорости γ̇(s) в точке γ(s), а через ν — нормированный
вектор ускорения в точке γ(s), т.е. ν = γ̈(s)/||γ̈(s)||. Векторы τ и ν ортогональны.

Определение 2.3. Пара векторов (τ, ν) называется репером Френе плоской бире-
гулярной кривой в соответствующей её точке.

Теорема 2.1. Пусть γ — натурально параметризованная плоская бирегулярная
кривая, и s — натуральный параметр. Тогда справедливы следующие соотношения:{

= k ν

= - k τ

где k = k(s) — кривизна кривой γ в точке γ(s).

Доказательство.
Первое равенство мгновенно следует из определения векторов τ и ν. Докажем вто-
рое равенство. Дифференцируя тождество 〈ν, ν〉 = 1, находим, что 〈ν̇, ν〉 = 0, т.е.
вектор ν̇ перпендикулярен ν и поэтому коллинеарен τ (здесь мы пользуемся тем,
что кривая — плоская). Следовательно,

ν̇ = 〈ν̇, τ〉τ

Покажем, что 〈ν̇, τ〉 = −k. Для этого продифференцируем тождество 〈ν, τ〉 = 0.
Получим, что 0 = 〈ν̇, τ〉 + 〈ν, τ̇〉 = 〈ν̇, τ〉 + 〈ν, kν〉 = 〈ν̇, τ〉 + k, что и требовалось
доказать. �
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Для плоских кривых можно определить понятие ориентированной кривизны, кото-
рое в некоторых случаях оказывается более удобным.

Фиксируем стандартную ориентацию плоскости, т.е. объявим положительно ори-
ентированными те базисы, матрицы перехода от которых к стандартному базису
имеют положительный определитель, а все остальные — отрицательно ориентиро-
ванными. Пусть γ(s) — натурально параметризованная плоская регулярная кривая,
и ν0(s) — семейство единичных нормалей, таких, что при каждом s пара (γ̇(s), ν0(s))

образует положительно ориентированный базис.

Определение 2.4. Базис (γ̇(s), νO(s)) называется ориентированным репером Френе.
Ориентированной кривизной kO(s) кривой γ в точке γ(s) называется число 〈γ̈(s), νO(s)〉.

Легко видеть, что kO(s) = ±k(s). Кроме того, имеет место следующий аналог
формул Френе.

Теорема 2.2. Справедливы следующие соотношения:{
= kOνO

O = −kOτ

где k = k(s) — кривизна кривой γ в точке γ(s).

Теорема 2.3. Пусть f(s) — произвольная гладкая функция, заданная на проме-
жутке I. Тогда существует плоская регулярная кривая γ, натурально параметри-
зованная параметром s, такая, что ее ориентированная кривизна kO(s) в каждой
точке γ(s) равна f(s), причем такая кривая единственна с точностью до движе-
ния плоскости, сохраняющего ориентацию.

Доказательство.
Пусть γ(s) — произвольная натурально параметризованная регулярная плоская
кривая, ориентированная кривизна которой kO(s) равна f(s). Выясним, как такая
кривая может выглядеть. Так как вектор γ̇ — единичный, его можно представить
в виде (cos(ϕ), sin(ϕ)), где ϕ = ϕ(s). Поэтому:

γ̈ = ϕ̇(−sin(ϕ), cos(ϕ)) = ϕ̇νO(s)

откуда ϕ̇ = kO. Следовательно, ϕ(s) = ϕ0 +
∫ s
a
f(t)dt, a ∈ I, и

x1(s) = x1
0 +

∫ s
a
cos(ϕ(t))dt, x2(s) = x2

0 +
∫ s
a
sin(ϕ(t))dt

где ϕ0, x
1
0 и x2

0 - некоторые числа. Таким образом, мы нашли кривую γ с точно-
стью до чисел ϕ0, x

1
0 и x2

0, т.е. с точностью до поворота плоскости на угол ϕ0 и

16

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ​ ​• 
ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

сдвига на вектор (x1
0, x

2
0).

Покажем теперь, что построенная кривая γ — искомая. Действительно, вычислив
скорость и ускорение кривой γ, заметим, что она регулярна, натурально парамет-
ризована, и ее ориентированная кривизна равна f(s). Доказательство закончено. �

Мы нашли явные формулы для восстановления регулярной кривой γ по ее ориен-
тированной кривизне. Любая гладкая функция может быть реализована как ори-
ентированная кривизна некоторой плоской регулярной кривой. Чтобы задать на
плоскости регулярную кривую (с точностью до движения), достаточно задать одну
гладкую функцию — ориентированную кривизну этой кривой.

Предыдущую теорему можно переформулировать и для обычной кривизны кривой.

Теорема 2.4. Пусть f(s) — произвольная положительная гладкая функция, за-
данная на промежутке I. Тогда существует плоская бирегулярная кривая γ, на-
турально параметризованная параметром s, такая, что ее кривизна k(s) в каж-
дой точке γ(s) равна f(s), причем такая кривая единственна с точностью до
движения плоскости.

Кривые в трехмерном пространстве

Рассмотрим теперь регулярные кривые в трехмерном евклидовом пространстве
R3. В предыдущем разделе мы построили репер Френе для плоской бирегулярной
кривой и изучили его зависимость от натурального параметра, что, в конечном
счете, позволило нам решить натуральное уравнение. В трехмерном пространстве
двух векторов — скорости и главной нормали, — не хватает для репера, поэтому
нужны дополнительные построения.
Пусть γ(s) - натурально параметризованная бирегулярная кривая в R3. Как и выше,
пусть τ - вектор скорости γ̇(s), и ν - главная нормаль к γ в точке γ(s). Обозначим
через β - векторное произведение [τ, ν]. Тройка (τ, ν, β) образует положительно ори-
ентированный ортонормальный базис в R3.

Определение 2.5. Вектор β называется бинормалью к бирегулярной кривой γ в
точке γ(s), а базис (τ, ν, β) — репером Френе кривой γ в точке γ(s).

Лемма 2.1
Производная β̇(s) вектора бинормали по натуральному параметру коллинеарна век-
тору главной нормали ν.

Доказательство.
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По формуле Лейбница имеем:

β̇ = [τ, ν]· = [τ̇ , ν] + [τ, ν̇] = [τ, ν̇]

где последнее равенство справедливо, т.к. вектор τ̇ , равный γ̈, коллинеарен ν и
[τ̇ , ν] = 0. Отсюда следует, что β̇ ортогонален τ . Далее, т.к. вектор β(s) - единич-
ный при каждом s, то β̇ перпендикулярен β. Следовательно, β̇ коллинеарен вектору
ν. �

Определение 2.6. Величина κ = −〈β̇, ν〉 называется кручением бирегулярной
кривой γ в точке γ(s).

Теорема 2.5. сделанных предположениях справедливы следующие соотношения:
τ̇ = kν

ν̇ = −kτ + κβ
β̇ = −κν

где k и κ - кривизна и кручение бирегулярной кривой γ в точке γ(s) соответ-
ственно.

Доказательство.
Первое и третье уравнения — это фактически определения кривизны и кручения.
Осталось доказать второе равенство.

Так как вектор ν̇ перпендикулярен ν, то его можно разложить по векторам τ и
β. Положим ν̇ = aτ + bβ. В силу ортонормальности репера Френе имеем a = 〈ν̇, τ〉
и b = 〈ν̇, β〉. Мы должны показать, что a = −k, а b = κ.

Так как 〈ν, τ〉 = 〈ν, β〉 = 0, то, дифференцируя эти равенства, заключаем, что

0 = 〈ν̇, τ〉+ 〈ν, τ̇〉 = a+ k, 0 = 〈ν̇, β〉+ 〈ν, β̇〉 = b− κ

что и требовалось доказать. �

Приведем теперь явные формулы для вычисления кривизны и кручения кривой
в произвольной параметризации.

Теорема 2.6. Пусть γ(t) — бирегулярная кривая. Тогда

k = ||[γ̇,γ̈]||
||γ̇||3 ,κ = (γ̇,γ̈,

...
γ )

||[γ̇,γ̈]||2

где через (u, v, w) обозначено смешанное произведение векторов u, v, w ∈ R3
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Доказательство.
Пусть сначала t = s — натуральный параметр. Тогда

γ̇ = τ, ||γ̇|| = 1, γ̈ = kν, ||[γ̇, γ̈]|| = k

...
γ = k̇ν + k(−kτ + κβ), (γ̇, γ̈,

...
γ ) = k2κ

поэтому в этом случае теорема имеет место. Сделаем замену параметра. Оказыва-
ется, что приведенные формулы при этом не изменятся. Действительно, обозначая
начальный параметр через s, новый параметр — через t, а дифференцирования по
параметрам — соответствующими нижними индексами, получаем

γs = γtts, γss = γttt
2
s + γttss, γsss = γtttt

3
s + 3γtttstss+ γttsss

откуда получаем, что

[γs, γss] = [γt, γtt]t
3
s, (γs, γss, γsss) = (γt, γtt, γttt)t

6
s

||[γs,γss]||
||γs||3 = ||[γt,γtt]||

||γt||3 , (γs,γss,γsss)
||[γs,γss]||2 = (γt,γtt,γttt)

||[γt,γtt]||2 . �

Натуральные уравнения

Оказывается, кривизна и кручение полностью определяют форму бирегулярной
кривой в трехмерном пространстве. Сформулируем соответствующую теорему.

Теорема 2.7. Пусть f(s) и g(s) — две гладкие функции на отрезке [a, b], при-
чем функция f(s) положительна. Тогда существует единственная, с точностью
до сохраняющего ориентацию движения пространства, натурально параметризо-
ванная кривая γ(s), такая, что ее кривизна k(s) и кручение κ(s) равны соответ-
ственно f(s) и g(s).
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3. Лекция 3

Натуральные уравнения

Докажем теорему, на которой завершилась предыдущая лекция.

Теорема 3.1. Пусть f(s) и g(s) — две гладкие функции на отрезке [a, b], при-
чем функция f(s) положительна. Тогда существует единственная, с точностью
до сохраняющего ориентацию движения пространства, натурально параметризо-
ванная кривая γ(s), такая, что ее кривизна k(s) и кручение κ(s) равны соответ-
ственно f(s) и g(s).

Доказательство.
Формулы Френе, в которые вместо кривизны подставлена функция f , а вместо
кручения — функция g, можно рассматривать как систему линейных дифферен-
циальных уравнений первого порядка с девятью неизвестными — компонентами
векторов τ, ν и β. Эту систему будем обозначать символом ∗. Нам будем удобно
записать ее в матричном виде. Пусть τ = (τ 1, τ 2, τ 3), ν = (ν1, ν2, ν3), β = (β1, β2, β3),
тогда система ∗ имеет видτ̇ 1 τ̇ 2 τ̇ 3

ν̇1 ν̇2 ν̇3

β̇1 β̇2 β̇3


Матрицу из системы ∗, строками которой являются координаты векторов τ, ν и
β, обозначим через η, а матрицу, содержащую f и g, — через Ω. Таким образом,
система ∗ имеет вид η̇ = Ωη. Отметим, что Ω — кососимметричная матрица.

Выберем в R3 некоторый ортонормальный положительно ориентированный репер
(τ0, ν0, β0). По теореме существования и единственности решения задачи Коши для
системы дифференциальных уравнений существуют и единственны вектор-функции
(τ(s), ν(s), β(s)), удовлетворяющие системе ∗ и начальным условиям τ(a) = τ0, ν(a) =

ν0, β(a) = β0. Положим

γ(s) = γ0 +
∫ s
a
τ(t)dt

где γ0 — произвольный вектор, и покажем, что γ — искомая кривая, т.е. γ — бире-
гулярная кривая, параметризованная натуральным параметром s, её кривизна k(s)

равна f(s), а кручение κ(s) равно g(s). �

20

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ​ ​• 
ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Параметрические поверхности

Понятие кривых естественным образом обобщается на объекты большей размер-
ности, которые называются поверхностями. Как и в случае кривых, мы рассмотрим
несколько подходов к определению понятия поверхности, которые приводят к, во-
обще говоря, разным, но, тем не менее, локально эквивалентным объектам.

Обозначим через Ω область в евклидовом пространстве Rk, т.е. его открытое связное
подмножество.

Определение 3.1. Непрерывной параметрической поверхностью размерности k

в n-мерном евклидовом пространстве Rn, n ≥ k, называется произвольное непре-
рывное отображение r : Ω 7→ Rn из некоторой области Ω ⊂ Rk в Rn.

Такое отображение r задается набором из координатных функций xi(u1, . . . , uk),
где u1, . . . , uk — стандартные координаты в Rk ⊃ Ω, а x1, . . . , xn - стандартные коор-
динаты в Rn. При этом непрерывность отображения r равносильна непрерывности
всех функций xi(u1, . . . , uk). Координаты ui называются параметрами для r, или
координатами на параметрической поверхности r.

Непрерывная параметрическая поверхность r может, вообще говоря, иметь само-
пересечения, т.е. могут существовать такие точки P и P ′ из Ω, что r(P ) = r(P

′
).

Определение 3.2. Если отображение r взаимно-однозначно с образом, то пара-
метрическая поверхность r называется вложенной.

Определение 3.3. Будем называть непрерывную параметрическую поверхность
r : Ω 7→ Rn гладкой, если все ее координатные функции xi(u1, . . . , uk) — гладкие,
т.е. непрерывно дифференцируемые бесконечное число раз.

Для каждой точки (u1, . . . , uk) области Ω гладкой параметрической поверхности
определены векторы rui = (x1

u1 , . . . , x
n
uk

), где через xj
ui

обозначена частная произ-
водная функции xj по параметру ui в этой точке.

Определение 3.4. Векторы ruj , j = 1, . . . , k называются базисными касательны-
ми векторами поверхности r в точке (u1, . . . , uk).

Одна и та же точка образа параметрической поверхности может соответство-
вать разным точкам параметризующей области (именно так дело обстоит в точках
самопересечения). Поэтому, чтобы выделить один набор базисных касательных век-
торов, нужно указывать значения параметров.

Для поверхностей “изломы” могут возникать лишь в тех точках, в которых базис-
ные касательные векторы линейно зависимы. Такие точки называются особыми,
или сингулярными, а все остальные — регулярными, или неособыми.
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Определение 3.5. Гладкая параметрическая поверхность называется регуляр-
ной, если ее базисные касательные векторы линейно независимы в каждой точке
параметризующей области.

Пусть r : Ω 7→ Rn — непрерывная параметрическая поверхность. Рассмотрим
взаимно-однозначное непрерывное вместе со своим обратным отображение ϕ : Ω

′ 7→
Ω области Ω ⊂ Rk на область Ω

′ ⊂ Rk. Каждое такое отображение порождает новую
непрерывную параметрическую поверхность r ◦ ϕ : Ω

′ 7→ Rn

Определение 3.6. Отображение ϕ называется заменой параметризации, а по-
верхность r ◦ ϕ получена из поверхности r заменой параметризации.

Ясно, что если ϕ — замена параметризации, то ϕ−1 также является заменой па-
раметризацией. Параметрические поверхности r и r◦, полученные друг из друга
заменой параметризации, имеют совпадающие образы в Rn.

Как и в случае параметрических кривых, гладкая замена параметризации может
нарушить регулярность параметрической поверхности. Однако, если оба отображе-
ния ϕ и ϕ−1, задающие замену параметризации, — гладкие, то отличающиеся на
такую замену параметризации параметрические поверхности регулярны одновре-
менно.

Поверхности-графики

Пусть f : Ω 7→ Rn−k — векторнозначная функция, заданная на области Ω ⊂ Rk,
и u1, . . . , uk — стандартные координаты на Rk.

Определение 3.7. Множество Gr(f) = {(u1, . . . , uk, f(u1, . . . , uk)|(u1, . . . , uk) ∈
Ω)} ⊂ Rn называется поверхностью-графиком в пространстве Rn

По определению, поверхность–график Gr(f) представляет собой образ k-мерной
параметрической поверхности rf : Ω 7→ Rn, где rf : (u1, . . . , uk) 7→ (u1, . . . , uk, f(u1, . . . , uk)),
про которую будем говорить, что она соответствует поверхности–графику Gr(f).
Если функция f — гладкая, тоGr(f) будем называть гладкой поверхностью–графиком.
В этом случае, очевидно, rf — гладкая параметрическая поверхность.

Лемма 3.1
Для любой регулярной параметрической поверхности r : Ω 7→ Rn и любой точки
P ∈ Ω существует такая окрестность U ⊂ Ω этой точки, что образ отображения r|U
является графиком некоторой гладкой функции (возможно, после перенумерации
координат в Rn).

22

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ​ ​• 
ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Доказательство.
Пусть xi — стандартные координаты в Rn, а ui — координаты на поверхности r. В
силу регулярности поверхности r ранг матрицы (xiuj(P )) равен k. Без ограничения
общности будем считать, что квадратная матрица (xiuj(P ))ki,j=1 невырождена (иначе
— перенумеруем координаты xj). Тогда по теореме об обратной функции отобра-
жение

ψ : (u1, . . . , uk) 7→ (x1(u1, . . . , uk), . . . , xk(u1, . . . , uk))

ограниченное на некоторую окрестность U точки P , имеет гладкое обратное отоб-
ражение ϕ : ψ(U) 7→ U , где

ϕ : (x1, . . . , xk) 7→ (u1(x1, . . . , xk), . . . , uk(x1, . . . , xk)), являющееся, по определению,
заменой параметризации для поверхности r : U 7→ Rn. Согласно определению отоб-
ражения ϕ имеем

xi(u1(x1, . . . , xk), . . . , uk(x1, . . . , xk)), i = 1, . . . , k.

Положим ψ(U) = Ω
′ . Тогда параметрическая поверхность r ◦ ϕ : Ω

′ 7→ Rn имеет
вид

r ◦ ϕ : (x1, . . . , xk) 7→

7→ (x1, . . . , xk, xk+1(u1(x1, . . . , xk), . . . , uk(x1, . . . , xk)), . . . , xn(u1(x1, . . . , xk), . . . , uk(x1, . . . , xk)))

т.е. ее образ r ◦ϕ(Ω
′
) = r(U) является графиком гладкой векторнозначной функции

f : Ω
′ 7→ Rn−k, где

f(x1, . . . , xk) =

= (xk+1(u1(x1, . . . , xk), . . . , uk(x1, . . . , xk)), . . . , xn(u1(x1, . . . , xk), . . . , uk(x1, . . . , xk)))

Лемма доказана. �

Неявные поверхности

Пусть F : U 7→ Rn−k — гладкая векторнозначная функция, заданная на некото-
рой области U ⊂ Rn, и пусть c — некоторый постоянный вектор из Rn−k. Предпо-
ложим, что система уравнений F (x1, . . . , xn) = c удовлетворяет условиям теоремы
о неявной функции, а именно, множество Mc = {(x1, . . . , xn)|F (x1, . . . , xn) = c} всех
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решений этой системы не пусто, и ранг матрицы Якоби (∂F
i

∂xj
) в каждой точке из Mc

максимален и равен n− k.

Определение 3.8. Множество Mc называется неявной поверхностью.

Поверхность-график произвольной гладкой векторнозначной функции f : Ω 7→
Rn−k,Ω ⊂ Rk, является неявной поверхностью, поскольку может быть задана как
множество решений системы уравнений xi−f i−k(x1, . . . , xk) = 0, i = k+1, . . . , n, где
через f i обозначены компоненты вектора f . Обратное неверно.

Лемма 3.2
Пусть P — произвольная точка неявной поверхностиMc. Тогда в некоторой окрест-
ности точки P ∈Mc в пространстве Rn множествоMc можно представить как глад-
кую поверхность–график некоторой векторнозначной функции f (возможно, после
перенумерации координат).

Доказательство.
По условию ранг матрицы Якоби (∂F

i

∂xj
) в точке P равен n − k. Предположим, что

невырожденной оказалась подматрица (∂F
i

∂xj
), i = 1, . . . , n−k и j = k+1, . . . , n (иначе

— перенумеруем координаты). Обозначим через P ′ проекцию точки P на коорди-
натную плоскость xk+1 = · · · = xn = 0. Тогда по теореме о неявной функции в
некоторой окрестности U

′ точки P
′ (на этой плоскости) определена гладкая век-

торнозначная функция f : U
′ 7→ Rn−k, такая, что

F (x1, . . . , xk, f(x1, . . . , xk)) = c для всех (x1, . . . , xk) ∈ U ′

т.е. точки (x1, . . . , xk, f(x1, . . . , xk)), где (x1, . . . , xk) ∈ U
′ принадлежат Mc. Таким

образом, положив U = U
′ ×Rn−k, заключаем, что множество U ∩Mc является гра-

фиком гладкой функции f . Лемма доказана. �

Локальная эквивалентность

Мы описали три разных подхода к определению понятия поверхности. При этом,
каждая поверхность–график представляет собой также и неявную поверхность, и
образ регулярной параметрической поверхности, однако, неявная поверхность не
обязана быть поверхностью–графиком, а образ регулярной параметрической по-
верхности не обязан быть неявной поверхностью. Таким образом все три опреде-
ления поверхности задают разные объекты. С другой стороны, с локальной точки
зрения эти три подхода к определению регулярной поверхности эквивалентны в
следующем смысле.
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Теорема 3.2. С локальной точки зрения три способа задания регулярной поверх-
ности эквивалентны в следующем смысле:

• если r : Ω 7→ Rn — регулярная параметрическая поверхность, то для каж-
дого u ∈ Ω существует такая окрестность U точки u в области Ω, что
ее образ r(U) является поверхностью–графиком для некоторой гладкой век-
торзначной функции;

• для каждой точки P неявной поверхности Mc существует такая окрест-
ность U ⊂ Rn, что U ∩Mc есть поверхность-график;

Пусть r : Ω 7→ Rn — регулярная параметрическая поверхность. Для каждого
u ∈ Ω существует такая окрестность U точки u в области Ω, что ограничение отоб-
ражения r на U взаимно однозначно с образом.

Там, где это не вызовет недоразумений, мы будем говорить просто о регулярной
поверхности, подразумевая, что соответствующий объект задан удобным для нас
способом (или как поверхность–график, или как неявная поверхность, или как ре-
гулярная параметрическая поверхность или её образ). Причем в последнем случае,
если не оговорено противное, параметризующее отображение предполагается вза-
имно однозначными с образом, а замены параметризации гладкими и с гладкими
обратными.

Пусть M ⊂ Rn — регулярная поверхность, и f : M 7→ Rm - (векторнозначная)
функция на поверхности. Пусть rM : ΩM 7→ Rn — (взаимно-однозначное с образом)
параметризующее отображение поверхности M . Положим f̃ = f ◦ rM . Обратно,
так как отображение rM взаимно-однозначно с образом, то для каждой функции
f̃ : ΩM 7→ Rm однозначно определена функция f : Ω 7→ Rm, такая, что f̃ = f ◦ rM ,
а именно f = f̃ ◦ r−1

M , где r−1
M : M 7→ ΩM .

Аналогично, пусть задано отображение γ : I 7→ M промежутка I в регулярную
поверхность M . Тогда определено отображение γ̃ = r−1

M ◦ γ : I 7→ ΩM и наоборот,
для каждого отображения γ̃ : I 7→ ΩM из промежутка I в параметрическую область
ΩM однозначно определено отображение γ = rM ◦ γ̃ : I 7→M , причем γ̃ = r−1

M ◦ γ.

Наконец, пусть N ⊂ Rn - еще одна регулярная поверхность, и rN : ΩN 7→ Rn - ее
(взаимно-однозначное с образом) параметризующее отображение. Пусть F : M 7→
N отображение поверхности M в поверхность N . Тогда в силу взаимной однознач-
ности параметризующих отображений определено отображение F̃ : ΩM 7→ ΩN сле-
дующего вида: F̃ = r−1

N ◦ F ◦ rM . Обратно, для каждого отображения F̃ : ΩM 7→ ΩN

однозначно определено отображение поверхностей F : M 7→ N , такое, что F̃ =

r−1
N ◦ F ◦ rM .
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Определение 3.9. Функция f̃ и отображения F̃ и γ̃ называются координатными
представлениями функции f и отображения F и γ соответственно.

Определение 3.10. Гладкое отображение F одной регулярной поверхности в дру-
гую называется регулярным, если регулярным является его координатное пред-
ставление, т.е. если ранг матрицы Якоби отображения F̃ максимален в каждой
точке.
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4. Лекция 4

Кривые на поверхности

Пусть M ⊂ Rn — регулярная поверхность и γ : I 7→ Rn — параметрическая
кривая.

Определение 4.1. Говорят, что кривая γ лежит на M , если γ(I) ⊂ M . Ле-
жащая на поверхности параметрическая кривая называется гладкой, если она
гладкая как отображение промежутка в поверхность, т.е., если её координатное
представление гладкое.

Если γ — гладкая параметрическая кривая, лежащая на регулярной поверхности,
то соответствующая параметрическая кривая в Rn тоже гладкая. В этом случае ко-
ординатное представление кривой γ задает регулярную кривую в Rk, если и только
если кривая γ регулярна.

Пусть r : Ω 7→ Rn — параметризация регулярной поверхности M , u1, . . . , uk — коор-
динаты в пространстве Rk, в котором лежит область Ω, и x1, . . . , xn - координаты
в объемлющем пространстве. Координатное представление кривой γ задается на-
бором функций ui(t), t ∈ I, i = 1, . . . , k, которые называются координатными функ-
циями кривой. Сама параметрическая кривая γ записывается через координатные
функции так: γ(t) = r(u1(t), . . . , uk(t)). Координатные функции кривой γ имеют вид
xi(t) = xi(u1(t), . . . , uk(t)), где xi(u1, . . . , uk) — координатные функции поверхности
r.

Касательное пространство

Пусть P ∈ M — произвольная точка регулярной поверхности M , и γ : I 7→ Rn -
гладкая кривая, лежащая на M . Пусть γ(t0) = P , т.е. γ проходит через P .

Определение 4.2. Вектор скорости γ̄(t0) ∈ Rn кривой γ в точке P назовем ка-
сательным вектором к поверхности M в точке P . Совокупность касательных
векторов в точке P , построенных по всем гладким кривым на поверхности M ,
проходящим через эту точку, называется касательным пространством к поверх-
ности M в точке P и обозначается через TPM .

Лемма 4.1
Пусть P ∈ M — произвольная точка регулярной k-мерной поверхности M ⊂ Rn.
Тогда касательное пространство TPM является линейным пространством размер-
ности k.
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Доказательство.
Пусть, как и выше, xi = xi(u1, . . . , uk), i = 1, . . . , n — координатные функции поверх-
ности M . Возьмем произвольную кривую γ(t) на поверхности, проходящую через
точку P , и пусть uj = uj(t) — координатные функции этой кривой, а P = γ(t0).
Тогда i-я координата соответствующего касательного вектора имеет вид

dxi

dt
|t=t0 =

∑k
j=1

∂xi

∂uj
|P du

j

dt
|t=t0

Таким образом, вектор скорости кривой γ — произвольный элемент касательно-
го пространства TPM , — это линейная комбинация вида ∂x1

∂u1

. . .
∂xn

∂u1

 du1

dt
+ · · ·+

 ∂x1

∂uk

. . .
∂xn

∂uk

 duk

dt

где векторы-столбцы (∂x
1

∂ui
, . . . , ∂x

n

∂ui
)T , i = 1, . . . , k, не зависят от выбора кривой γ

и однозначно определяются координатными функциями xi(u1, . . . , uk) поверхности
M и точкой P . В то же время, в силу произвольности гладкой кривой γ числа
dui

dt
|t=t0 произвольны. Поэтому касательное пространство TPM — это линейное про-

странство, натянутое на векторы ∂u1 , . . . , ∂uk , где через ∂ui обозначен вектор-столбец

(∂x
1

∂ui
, . . . , ∂x

n

∂ui
)T

Матрица, составленная из векторов-столбцов ∂ui — это в точности матрица Яко-
би отображения xi = xi(u1, . . . , uk), задающего поверхность M . Ранг этой матрицы,
в силу регулярности поверхности M , равен k, поэтому векторы ∂u1 , . . . , ∂uk линейно
независимы и образуют базис в линейном пространстве TPM . �

Определение 4.3. Базис в касательном пространстве TPM , составленный из
векторов ∂ui, называется каноническим базисом в точке P , соответствующим
координатам u1, . . . , uk на поверхности. Коэффициенты разложения касательного
вектора к поверхности по элементам канонического базиса (∂ui) называются ком-
понентами или координатами этого вектора в этом каноническом базисе или его
координатами (компонентами) относительно системы координат (u1, . . . , uk).

Лемма 4.2
При замене координат на регулярной поверхности, векторы канонического базиса
в каждой точке поверхности преобразуются с помощью матрицы Якоби этой заме-
ны координат, которая играет роль матрицы перехода от одного базиса к другому.
Компоненты одного и того же касательного вектора в разных системах координат
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связаны между собой с помощью этой матрицы перехода.

Доказательство.
Пусть, vi = vi(u1, . . . , uk) замена координат на регулярной поверхности M . Тогда в
каждой точке P определены сразу два канонических базиса: (∂ui) и ∂vi . Из опре-
деления векторов канонических базисов и теоремы о дифференцировании сложной
функции получаем:

∂vi =

 ∂x1

∂vi

. . .
∂xn

∂vi

 = du1

dt
+ · · ·+


∑

j
∂x1

∂uj
∂uj

∂vi

. . .∑
j
∂xn

∂uj
∂uj

∂vi

 =
∑

j

 ∂x1

∂uj

. . .
∂xn

∂uj

 ∂uj

∂vi

т.е. окончательно имеем:

∂vi =
∑

j ∂uj
∂uj

∂vi

или, в матричном виде,

(∂v1 , . . . , ∂vk) = (∂u1 , . . . , ∂uk)J, J = (∂u
j

∂vi
)

Далее, пусть a ∈ TPM - произвольный касательный вектор, и пусть

a =
∑k

j=1 a
j∂uj =

∑k
i=1 ã

i∂vi

т.е. (a1, . . . , ak), (ã1, . . . , ãk) — компоненты вектора a в базисах ∂ui и ∂vi соответ-
ственно. Тогда из теорем линейной алгебры о преобразовании компонент вектора
при замене базиса вытекает, что

(ã1, . . . , ãk)T = J−1(ã1, . . . , ãk)T

или, поскольку матрицы (∂uj
∂vi)

(∂vi
∂uj)

взаимно обратны, в координатах имеем:

ãi =
∑k

α=1( ∂v
i

∂uα
aα), i = 1, . . . , k �

Дифференциал

Пусть F : M 7→ N — гладкое отображение регулярных поверхностей, P ∈ M

— произвольная точка поверхности M и v ∈ TPM — произвольный касательный
вектор. Напомним, что каждый такой вектор является по определению вектором
скорости некоторой кривой ., проходящей через точку P . Пусть v = γ̇(t0), где γ —
гладкая кривая на M и γ(t0) = P . Построим отображение dF |P : TPM 7→ TF (P )N ,
положив
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dF |P (v) = d
dt
|t=t0F (γ(t))

Заметим, что F ◦ γ — гладкая кривая на поверхности N , проходящая через точку
F (P ), а именно, F (γ(t0)) = F (P ), поэтому отображение dF |P определено корректно.

Определение 4.4. Отображение dF |P : TPM 7→ TF (P )N называется дифференци-
алом отображения F в точке P .

Лемма 4.3
Дифференциал гладкого отображения регулярных поверхностей — линейное отоб-
ражение соответствующих касательных пространств. В канонических базисах си-
стем координат он задается матрицей Якоби координатного представления отобра-
жения, вычисленной в соответствующей точке

Доказательство.
Пусть u1, . . . , um — координаты на поверхности M , а v1, . . . , vn — координаты на
поверхности N , точка P имеет координаты u1

0, . . . , u
m
0 , и vi = vi(u1, . . . , um) — коор-

динатные функции отображения F . Рассмотрим произвольный вектор v ∈ TPM , и
пусть a = γ̇(t0) для некоторой проходящей через P гладкой кривой γ на M,γ(t0) =

P , координатные функции которой имеют вид ui(t). Тогда компоненты ai вектора
a в каноническом базисе (∂uj) имеют вид ai = u̇i(t0).

Вычислим вектор dF |P (a). Координатные функции кривой F ◦ γ имеют вид vj(t) =

vj(u1(t), . . . , un(t)), поэтому

v̇j(t0) =
∑m

α=1
∂vj

∂uα
|P u̇α(t0) =

∑m
α=1

∂vj

∂uα
|Paα.

Таким образом, компоненты v̇j(t0) вектора dF |P (a) в базисе ∂vj получаются из
столбца компонент вектора a в базисе (∂ui) умножением на матрицу Якоби ко-
ординатного представления отображения F в точке P . Это доказывает линейность
дифференциала и требуемую формулу. �

Первая фундаментальная форма

Пусть, как и выше, P — произвольная точка регулярной k-мерной поверхности
M ⊂ Rn. Скалярное произведение векторов в Rn порождает скалярное произведе-
ние касательных векторов из TPM .

Пусть ξ и η — касательные векторы к поверхности M в точке P . Определим функ-
цию G(P ) : T |PM × TPM 7→ R так: G(ξ, η) = 〈ξ, η〉, где справа стоит стандартное
скалярное произведение в Rn. Другими словами, функция G(P ) есть ограничение
стандартного скалярного произведения на подпространство TPM .
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Лемма 4.4
В произвольной точке P регулярной поверхности M функция G(P ) — это положи-
тельно определенная симметричная билинейная форма на касательном простран-
стве TPM .

Доказательство.
Линейность по каждому аргументу, положительная определенность и симметрич-
ность функции G(P ) вытекают из соответствующих свойств евклидова скалярного
произведения. �

Определение 4.5. Билинейная форма G(P ) называется первой фундаментальной
формой поверхности в точке P или индуцированной метрикой.

Выясним, как выглядит матрица (gij) билинейной формы G(P ) в каноническом
базисе.

Лемма 4.5
Пусть xi(u1, . . . , uk) — координатные функции регулярной поверхности. Тогда ком-
поненты gij матрицы первой фундаментальной формы имеют вид:

gij(u
1, . . . , uk) =

∑n
p=1

∂xp

∂ui
∂xp

∂uj
В частности, gij — гладкие функции координат ui,

т.е. гладко зависят от точки P .

Доказательство.
Пусть ξ и η — произвольные касательные векторы к поверхности M в точке P ,
а ξ = (ξ1, . . . , ξk) и η = (η1, . . . , ηk) — их компоненты в этих координатах. Тогда
ξ =

∑
j ξ

i∂ui и η =
∑

j η
j∂uj , где ∂ui — канонический базис в точке P . Поэтому, с

одной стороны,

G(P )(ξ, η) = 〈ξ, η〉 = 〈
∑k

i=1 ξ
i∂ui ,

∑k
i=1 η

i∂uj =
∑k

i,j=1〈∂ui ,
∑k

i=1 ξ
i∂ui〉ξiηj

а с другой

G(P )(ξ, η) =
∑k

i,j=1 gij(P )ξiηj откуда gij = 〈∂ui , ∂uj〉, и нам остается воспользоваться
видом векторов канонического базиса. �

Определение 4.6. Числа gij(P ) называются компонентами индуцированной мет-
рики или компонентами первой фундаментальной формы поверхности M в коор-
динатах u1, . . . , uk, а матрица G(P ) = (gij(P )) — матрицей первой фундаменталь-
ной формы или матрицей индуцированной метрики.

Лемма 4.5
При замене координат vi = vi(u1, . . . , uk) матрица первой фундаментальной фор-
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мы поверхности меняется по закону изменения матриц билинейных форм: G(u) =

JT (G̃(v(u)))J , где G - матрица первой фундаментальной формы в координатах
u1, . . . , uk, G̃ - матрица той же формы в координатах v1, . . . , vk, а J = ( ∂v

i

∂uj
) — мат-

рица Якоби замены координат.

Если задана первая фундаментальная форма, то для вычисления скалярного про-
изведения касательных векторов, их длин и углов между ними нет необходимости
вычислять их координаты в объемлющем пространстве. Достаточно знать их ко-
ординаты на поверхности. В частности, нам не важен конкретный вид отображе-
ния r, задающего поверхность. Иногда, чтобы подчеркнуть этот факт, говорят, что
скалярное произведение вычисляется во внутренних терминах, а индуцированную
метрику называют внутренней метрикой поверхности, или внутренним скалярным
произведением. Здесь слово “внутренний” подчеркивает независимость вычисления
скалярных произведений от объемлющего пространства.

Длины и углы

В терминах первой фундаментальной формы легко записываются длины каса-
тельных векторов и углы между ними и, как следствие, — длины кривых на по-
верхности и углы между кривыми.

Лемма 4.6
Пусть u1, ..., uk — координаты на регулярной поверхности, gij(u) — компоненты её
первой фундаментальной формы в этих координатах, и (u1(t), ..., uk(t)), t ∈ [a, b] —
координатные функции гладкой кривой γ, лежащей на этой поверхности. Тогда

l(γ) =
∫ b
a
||γ̇(t)||dt =

∫ b
a

√∑
i,j giju̇

i(t)u̇j(t)dt

Определение 4.7. Пусть γ1 и γ2 — две кривые на поверхности, пересекающиеся
в точке P . Тогда углом между кривыми γ1 и γ2 в точке P называется меньший
из двух углов между касательными векторами к этим кривым в точке P .

Угол между векторами определяется через скалярное произведение. А именно,
если a и b — произвольные векторы, то косинус угла между ними, по определению,
равен

〈a,b〉
||a||·||b||

Лемма 4.7
Пусть P — точка регулярной поверхности, и кривые γp, p = 1, 2 лежат на ней
и пересекаются в точке P. Пусть u1, . . . , uk — координаты на этой поверхности,
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gij(u) — компоненты её первой фундаментальной формы в этих координатах, а
uip = uip(t), p = 1, 2 — координатные функции кривых γp. Тогда косинус угла между
кривыми γp может быть вычислен по формуле

∑
gαβ(P )u̇α1 u̇

α
1√∑

gαβ(P )u̇α1 u̇
α
1

√∑
gαβ(P )u̇α2 u̇

α
2

Изометрии поверхностей

Общее понятие изометрии как отображения, сохраняющего расстояния относится
скорее к метрической геометрии, т.е. к геометрии метрических пространств общего
вида. Здесь мы дадим определение и приведем ряд результатов, основанных на
дифференциально-геометрическом подходе.

Определение 4.8. Пусть заданы две k-мерные регулярные поверхности Mi, i =

1, 2. Будем говорить, что поверхности M1 и M2 изометричны, если существует
гладкое, взаимно-однозначное, регулярное отображение ψ : M1 7→ M2, сохраняю-
щее длины всех переходящих друг в друга гладких кривых.

Лемма 4.8
Гладкое взаимно-однозначное регулярное отображение ψ : M1 7→M2 задает изомет-
рию регулярных поверхностей Mi, если и только если отображение ψ “сохраняет
первую фундаментальную форму” в следующем смысле:

G1 = JTG2J ,

где Gi — матрица первой фундаментальной формы поверхности Mi, а J — мат-
рица Якоби отображения ψ в соответствующих координатах.

Доказательство.
Проверим достаточность. Рассмотрим произвольную гладкую кривую γ на поверх-
ности M1. Зафиксируем на M1 некоторые координаты u1, ..., uk, а на M2 — коорди-
наты v1, ..., vk. Пусть ui(t) — координатные функции кривой γ. Если vi(u1, ..., uk) —
координатные функции, задающие отображение ψ, то образ кривой γ при отображе-
нии ψ имеет вид vi(t) = vi(u1(t), ..., uk(t)). Обозначим через gij элементы матрицы
G1(u) первой фундаментальной формы поверхности M1, а через hij — элементы
матрицы G2(v) первой фундаментальной формы поверхности M2 в выбранных ко-
ординатах. Тогда длина кривой γ на M1 имеет вид

l(γ) =
∫ √∑

ij giju̇
iu̇jdt

В то же время длина кривой ψ ◦ γ на M2 вычисляется как

33

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ​ ​• 
ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

l(ψ ◦ γ) =
∫ √∑

ij hij v̇
iv̇jdt =

∫ √∑
ij hij

∑
α
∂vi

∂uα
u̇α
∑

β
∂vj

∂uβ
u̇βdt =

=
∫ √∑

αβ(
∑

ij hij
∂vi

∂uα
∂vj

∂uβ
)u̇αu̇βdt =

∫ √∑
α,β gαβu̇

αu̇βdt = l(γ)

поскольку

∑
ij hij

∂vi

∂uα
∂vj

∂uβ
= gαβ

по предположению, что и требовалось.

Докажем справедливость обратного утверждения. Пусть ψ — некоторое регуляр-
ное взаимно-однозначное отображение из M1 в M2, сохраняющее длины всех кри-
вых. Это означает, что для произвольной кривой γ при сделанных выше обозначе-
ниях справедливо приведенное выше интегральное равенство. Из произвольности
кривой γ следует совпадение подынтегральных выражений для каждого вектора.
Действительно, для вектора a ∈ TP (M) достаточно рассмотреть семейство кривых
γs : [0; s] 7→ M , координатные функции которых имеют вид ui(t) = ui0 + ait, где
(u1

0, ..., u
k
0) — координаты точки P , и ai — компонент вектора a. Тогда интегральное

равенство имеет вид

l(γs) =
∫ s

0

√∑
ij giju̇

iu̇jdt = l(ψ ◦ γs) =
∫ s

0

√∑
ij hij v̇

iv̇jdt

откуда, дифференцируя его по верхнему пределу в s = 0, получаем равенство
подынтегральных выражений:

∑
ij gija

iaj =
∑

αβ(
∑

ij hij
∂vi

∂uα
∂vj

∂uβ
)aαaβ

Далее, из произвольности вектора a вытекает, что gαβ =
∑

ij hij
∂vi

∂uα
∂vj

∂uβ
в каждой

точке поверхности M1. Последнее, по определению, означает, что отображение ψ
сохраняет первую квадратичную форму. Доказательство закончено. �
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5. Лекция 5

Поверхности. Вторая фундаментальная форма

В данной лекции мы будем рассматривать гиперповерхности в Rn. Пусть M

— регулярная гиперповерхность в евклидовом пространстве Rn. Обозначим че-
рез (x1, . . . , xn) стандартные координаты Rn, а через (u1, . . . , un−1) — координаты
на поверхности. В каждой точке P на M определен канонический базис ∂ui каса-
тельного пространства TPM . Поэтому в каждой точке P поверхности однозначно
определен единичный вектор N(P ), ортогональный всем векторам ∂iu и дополняю-
щий систему векторов ∂ui до положительно ориентированного базиса в Rn. Други-
ми словами, вектор N(P ) однозначно определяется из соотношений 〈∂ui , N(P )〉 =

0, 〈N(P ), N(P )〉 = 1 и, наконец,

det(∂u1 , . . . , ∂un−1 , N(P )) > 0

Так как векторы ∂ui гладко зависят от точки поверхности, то и вектор N(P ) тоже
гладко зависит от точки.

Определение 5.1. Вектор N(P ) называется (ориентированной) поле нормалью
к поверхности M , соответствующей координатам (ui). Также будем говорить,
что N — это поле ориентированных нормалей, имея ввиду, что вектор N(P )

задан в каждой точке P ∈M .

Лемма 5.1
Предположим, что на поверхностиM заданы две системы координат: (u1, . . . , un−1),

(v1, . . . , vn−1), и vi = vi(u1, . . . , un−1). Тогда векторы ориентированных нормалей в
точке P , соответствующие координатам (ui)(vi), отличаются на знак определителя
матрицы Якоби (∂vi/∂uj) замены координат.

Доказательство.
Прямая, проходящая через вектор N(P ) в точке P , однозначно определяется каса-
тельным пространством TPM и не зависит от выбора базиса в нем. �

На регулярной гиперповерхности существуют в точности два ориентированных по-
ля нормалей, которые в каждой точке поверхности противонаправлены.

Пусть M — регулярная гиперповерхность в Rn и P ∈ M — некоторая ее точка.
Фиксируем одно из двух полей нормалей к поверхности M и обозначим его че-
рез N . Пусть γ(t) — произвольная кривая, лежащая на M и проходящая через P ,
γ(t0) = P , и ξ ∈ TPM — вектор скорости γ̇(t0) кривой γ(t) в точке P . Построим
функцию q : TPM → R, положив q(ξ) = 〈γ̈(t0), N〉.
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Лемма 5.2
Пусть на регулярной гиперповерхностиM фиксировано поле нормалей N . Функция
q является квадратичной формой на линейном пространстве TPM . Если (u1, . . . , un−1)

— координаты на M , то матрица квадратичной формы q в соответствующем кано-
ническом базисе (∂ui) имеет вид qij = 〈ruiuj , N〉.

Доказательство.
Пусть (u1, . . . , un−1) — координаты на поверхностиM и ui(t) — координатные функ-
ции кривой γ. Тогда ξ = (u1, . . . , un−1) и

γ̈ = ˙(
∑

i rui ˙ i)u =
∑

ij ruiuj u̇
iu̇j +

∑
i ruiü

i,

поэтому

q(ξ) = 〈γ̈, N〉 =
∑

ij〈ruiuj , N〉u̇iu̇j

поскольку 〈rui , N〉 = 0. Таким образом, q(ξ) зависит лишь от компонент векто-
ра ξ и величин 〈ruiuj(P ), N(P )〉, которые не зависят от вектора ξ, а зависят толь-
ко от точки P . Более того, при фиксированной P величина q(ξ) равна значению
квадратичной формы на векторе ξ, где форма эта задана в базисе (∂ui) матрицей
Q(u) = (〈ruiuj(P ), N(P )〉). �

Лемма 5.3
Пусть (u1, . . . , un−1), (v1, . . . , vn−1) — две системы координат на регулярной поверх-
ности M . Тогда в каждой точке P матрицы Q(u) = (〈ruiuj(P ), N(P )〉) и Q(v) =

(〈rvivj(P ), N(P )〉) связаны между собой по правилу Q(u) = J tQ(v)J , где J =
(∂vi )

(∂
uj

)
—

матрица Якоби замены координат, вычисленная в точке P .

Доказательство.
Величина q(ξ) = 〈γ̈, N〉. не зависит от выбора координат (напомним, что мы зафик-
сировали поле нормалей N, т.е. рассматриваем только замены координат с положи-
тельным якобианом). С другой стороны,

q(ξ) =
∑

ij〈rvivj , N〉v̇iv̇j =
∑

ij〈ruiuj , N〉u̇iu̇j

где u̇i и v̇i — компоненты одного и того же касательного вектора ξ в координа-
тах ui и vi соответственно. Поэтому матрицы Q(u) и Q(v) — суть матрицы одной
и той же квадратичной формы в разных базисах. Осталось применить теорему из
линейной алгебры об изменении матрицы квадратичной формы. �

Определение 5.2. Квадратичная форма q на касательном пространстве TPM
называется второй фундаментальной формой, или второй квадратичной формой,
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гиперповерхности M в точке P (по отношению к нормали N).

Если заменить поле N на N , то вторая фундаментальная форма изменит знак.
Вторую фундаментальную форму также часто записывают в дифференциальном
виде:

dq2 =
∑

ij qijdu
iduj

Геометрический смысл второй формы

ПустьM — регулярная гиперповерхность, ориентированная с помощью поля нор-
малей N , P — произвольная ее точка, и q — вторая фундаментальная форма по-
верхности. Мы начнем со следующего общего результата.

Теорема 5.1. Пусть γ — произвольная регулярная кривая наM , проходящая через
точку P . Обозначим через ξ ∈ TPM её вектор скорости в точке P , а через k — ее
кривизну. Тогда или k и q(ξ) одновременно равны нулю, или кривая γ бирегулярна
в точке p и k cos θ = q(ξ)

G(ξ)
,где θ — угол между главной нормалью кривой γ и нор-

малью N к поверхности M в точке P (напомним, что вторая фундаментальная
форма вычисляется по отношению к N).

Доказательство.
Рассмотрим первую возможность. Условие k = 0 равносильно линейной зависимо-
сти векторов γ̇ и γ̈, что, в свою очередь, возможно, если и только если γ̈ лежит в
касательной плоскости TPM . Значит, условие k = 0 равносильно перпендикулярно-
сти векторов γ̈ и N , что равносильно условию q(ξ) = 0. В первом случае теорема
доказана.
Рассмотрим теперь случай k = 0. Покажем сначала, что равенство, которое мы до-
казываем, не меняется при регулярной замене параметра на кривой . Действитель-
но, левая часть вообще не зависит от параметризации, а вектор скорости кривой при
замене растягивается в некоторое число раз. С другой стороны, каждая квадратич-
ная форма — однородная функция степени однородности 2, поэтому q(λξ) = λ2q(ξ)

и G(λξ) = λ2G(ξ) для любых вектора ξ ∈ TPM и числа λ = 0. Поэтому

q(ξ)
G(ξ)

= q(λξ)
G(λξ)

Таким образом, теорему достаточно доказать для натурально параметризованной
кривой γ.
Выберем на кривой γ натуральный параметр s, такой, что γ(t0) = P , γ̇(s0) = ξ,
тогда γ̈(s0) = k, G(ξ) = 1 и q(ξ)

G(ξ)
= 〈γ̈(s0), N〉 = 〈kv,N〉 = k〈v,N〉 = k cos θ,

что и требовалось доказать. �
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Чтобы выяснить геометрический смысл второй фундаментальной формы, рассмот-
рим на поверхности кривые специального вида.

Пусть Π ∈ Rn — произвольная, проходящая через P ∈ M двумерная аффинная
плоскость, не лежащая в TPM . Несложно показать, что она пересекает поверхность
M около точки P по некоторой регулярной кривой γ.

Определение 5.3. Кривая γ называется плоским сечением, проходящим через
P . Если плоскость Π проходит через нормаль N к поверхности M в точке P ,
то плоское сечение γ называется нормальным. Нам также будет удобно гово-
рить, что сечение γ проведено в направлении вектора ˙γ(t0), где t — произвольный
параметр на γ, такой, что γ(t0) = P .

Лемма 5.4
Пусть ξ ∈ TPM — произвольный ненулевой вектор, γ — плоское сечение, проведен-
ное через P в направлении ξ, и Π — плоскость сечения. Фиксируем в плоскости Π

некоторый единичный вектор m перпендикулярны ξ и фиксируем ориентацию этой
плоскости с помощью базиса (ξ,m). Обозначим через ko ориентированную кривиз-
ну плоского сечения γ в точке P . Тогда ko cos θ = q(ξ)

G(ξ)
, где θ — угол между m и

нормалью N к поверхности M в точке P .

Доказательство.
Заметим, что знак выражения ko cos θ не зависит от выбора вектора m, посколь-
ку при замене m на −m меняется знак и у ориентированной кривизны, и у cos θ.
Поэтому, если кривая γ бирегулярна в точке P , то достаточно выбрать m = и при-
менить теорему 5.1. Если же кривая не является бирегулярной, то ориентированная
кривизна равна нулю, а величина q(ξ) равна нулю снова по теореме 5.2. �

Лемма 5.5
Значение q(ξ) второй фундаментальной формы поверхности M на единичном век-
торе ξ ∈ TPM равно ориентированной кривизне ko плоского нормального сечения
γ, проведенного через P в направлении ξ (плоскость сечения ориентирована с по-
мощью базиса (ξ,N). В частности, для обычной кривизны плоского нормального
сечения выполнено равенство k = |q(ξ)|

Определение 5.4. Ориентированной кривизной нормального сечения , проведен-
ного через точку P в направлении ξ ∈ TPM , (без явного указания ориентации плос-
кости сечения) будем называть его ориентированную кривизну, соответствую-
щую ориентации плоскости сечения базисом (ξ,N).

Фиксируем касательный вектор ξ ∈ TPM и проведем через него два плоских
сечения, одно — нормальное, которое мы обозначим через γn, и еще одно, не нор-
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мальное, которое обозначим через γ.

Теорема 5.2. Пусть ξ ∈ TPM — ненулевой вектор, γ и γn — некоторое плоское и
плоское нормальное сечения, проведенные через P в одном и том же направлении
ξ, а k и kn — их кривизны. Тогда или одновременно k = 0 и kn = 0, или kn = k cosα,
где α — угол между главными нормалями к этим сечениям.

Доказательство.
По следствию Лемме 5.5 из равенства нулю одной из кривизн равносильно равен-
ству нулю величины q(ξ), что, в свою очередь, равносильно равенству нулю второй
кривизны снова по следствию Лемме 5.5.
Пусть теперь k 6= 0. Выберем в качестве нормали N к поверхности в точке P глав-
ную нормаль к плоскому нормальному сечению γn. По Теореме 5.1

k cos θ = q(ξ)
G(ξ)

= kn cos θ = kn,

что и требовалось доказать. �

Главные кривизны и главные направления

Пусть, как и выше, P — произвольная точка регулярной гиперповерхности M в
Rn. Тогда, как уже известно, в точке P определены две квадратичные формы: G
и q. Следующая теорема, известная в линейной алгебре как теорема о паре квад-
ратичных форм, позволяет выбрать удобный базис, в котором обе формы имеют
простой вид.

Лемма 5.6
Пусть в линейном пространстве Rn, в котором фиксирован произвольный базис,
задано скалярное произведение 〈 ˙ , ˙ 〉 с помощью симметричной невырожденной,
положительно определенной матрицы G. Пусть, кроме того, задана квадратичная
форма q. Тогда в Rn существует такой базис (ei), ортонормальный относительно
указанного скалярного произведения, что форма q имеет в нем диагональный вид.
При этом если Q — это матрица формы q в исходном базисе, то базис (ei) и со-
ответствующие собственные числа формы Q относительно формы G могут быть
найдены из следующего характеристического уравнения:

det(Q− λG) = 0.

Доказательство.
Как известно из линейной алгебры (теорема о собственном базисе квадратичной
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формы), в пространстве Rn существует базис (fi), ортонормированный относитель-
но невырожденной, положительно определенной квадратичной формы, задающей
скалярное произведение. Пусть A — матрица перехода к этому базису, другими
словами, компоненты X произвольного вектора в исходном базисе связаны с его
компонентами Xf в базисе (fi) так: Xf = AX. Тогда матрица Gf квадратичной
формы G, задающей скалярное произведение, связана с матрицей G этой квадра-
тичной формы в исходном базисе: ATGfA = G. Аналогично, ATQfA = Q. Отметим,
что, так как базис (fi) выбран ортонормированным относительно нашего скаляр-
ного произведения, матрица Gf — это единичная матрица, т.е. ATA = G.
Теперь воспользуемся теоремой о приведении квадратичной формы q в евклидовом
пространстве Rn к главным осям. В силу этой теоремы форма q имеет ортонор-
мированный собственный базис (ei). Отметим, что, так как базис (ei) ортонорми-
рованный, матрица формы G в нем по-прежнему единичная. Собственные числа
и собственные векторы формы q могут быть найдены, как известно, при решении
характеристического уравнения det(Qf − λE) = 0. Умножив это уравнение на не
равный нулю квадрат определителя матрицы перехода A и внеся матрицу A под
знак определителя, получим

detATdet(Qf − λE)detA = det(ATQfA− λAEAT ) = det(Q− λG).

Таким образом, характеристическое уравнение эквивалентно уравнению det(QλG) =

0, что и требовалось доказать. �

Определение 5.5. Пусть G и Q — матрицы первой и второй фундаментальных
форм регулярной гиперповерхности M в некоторой ее точке P . Корни уравнения
det(Q − λG) = 0 называются главными кривизнами поверхности M в точке P .
Если λ0 — главная кривизна, то векторы из TPM , соответствующие нетриви-
альным решениям линейного уравнения (Q − λ0G)X = 0, называются главными
направлениями поверхности M в точке P .

Если λ0 — главная кривизна, det(Q−λ0G) = 0, поэтому уравнение (Q−λ0G)X = 0

имеет нетривиальные решения.

Главная кривизна λi поверхности M в точке P равна ориентированной кривизне
нормального сечения поверхности в точке P вдоль соответствующего главного на-
правления.

С помощью главных кривизн и главных направлений можно легко вычислить кри-
визну любого нормального сечения. Фиксируем в касательном пространстве TPM к
поверхности M в точке P произвольный касательный вектор V единичной длины.
Выберем в касательном пространстве TPM ортонормированный базис, состоящий
из векторов главных направлений. Тогда координаты вектора V в этом базисе мо-
гут быть записаны в виде
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V = (cosϕ1, . . . , cosϕn1),

где ϕi — угол между вектором V и i-м базисным вектором.Ориентированная кри-
визна kn(V ) нормального сечения поверхности в точке P в направлении V может
быть вычислена следующим образом: kn(V ) = dq2(V, V ) =

∑
i λi(cosϕi)

2.

Особенно полезна эта формула в случае двумерной поверхности в R3. Пусть M2

— двумерная регулярная поверхность в R3 и P — точка из M . Тогда ориентиро-
ванная кривизна kn(V ) нормального сечения в точке P в направлении V ∈ TPM
может быть вычислена следующим образом:

kn(V ) = λ1(cosϕ)2 + λ2(sinϕ)2,

где λ1, λ2 — главные кривизны поверхности в точке M , а ϕ — угол между век-
тором V и главным направлением, соответствующим главной кривизне λ1.

Лемма 5.7
Главные кривизны и главные направления двумерной регулярной поверхности в
точке P соответствуют наибольшему и наименьшему значениям функции λ1(cosϕ)2+

λ2(sinϕ)2 ,значение которой равно ориентированной кривизне нормального сечения,
проведенного в направлении вектора (cosϕ, sinϕ).

Доказательство.
Производная функции kn(ϕ) = λ1(cosϕ)2 + λ2(sinϕ)2 по ϕ имеет вид

k′n(ϕ) = 2(λ2 − λ1) cosϕ sinϕ = (λ2 − λ1) sin 2ϕ

поэтому, если λ1 6= λ2, то точки экстремума функции k(ϕ) — это точки вида ϕ = kπ

и ϕ = π/2 + kπ, т.е. как раз главные направления. Если же λ1 = λ2, то все ориенти-
рованные кривизны нормальных сечений одинаковы. Доказательство закончено. �

Средняя и гауссова кривизны

Как и в линейной алгебре, иногда бывает полезно исследовать инвариантные
функции главных кривизн, а не сами главные кривизны.

Определение 5.6. Сумма главных кривизн поверхности M в точке P называет-
ся средней кривизной поверхности M в точке P и обозначается H(P ). Произве-
дение главных кривизн называется гауссовой кривизной и обозначается K(P ).
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Лемма 5.8
Средняя и гауссова кривизны поверхности не зависят от выбора координат на по-
верхности. При этом, если G и Q — матрицы первой и второй квадратичных форм
поверхности в точке P в некотором базисе, то средняя и гауссова кривизны могут
быть вычислены следующим образом:

H(P ) = trace(G−1Q), K(P ) = det(G−1Q) = detQ
detG

.

Доказательство.
Первое утверждение очевидно, так как сами главные кривизны не зависят от вы-
бора параметризации. Второе утверждение тоже очевидно, так как приведенные
формулы справедливы в базисе, составленном из главных направлений, а в силу
первого утверждения и инвариантности этих формул — и в любом другом базисе.

Знак гауссовой кривизны двумерной поверхности имеет простой геометрический
смысл. �

Лемма 5.9
Пусть P — произвольная точка двумерной регулярной поверхности M ⊂ R3 . Если
в точке P гауссова кривизна K(P ) поверхности M положительна, то достаточно
малая окрестность точки P поверхности расположена целиком в одном из двух
полупространств, определяемых касательной плоскостью TPM , рассматриваемой
как аффинная плоскость, проходящая через точку P пространства R3 . Если же
K(P ) < 0, то это не так, а именно, любая окрестность точки P пересекается с внут-
ренностью обоих полупространств.

Доказательство.
Действительно, пусть гауссова кривизна K(P ) положительна. В двумерном случае
это равносильно тому, что обе главных кривизны поверхности M в точке P имеют
один и тот же знак, т.е. их главные нормали лежат в одном и том же полупростран-
стве по отношению к касательной плоскости TPM . Но тогда из формулы Эйлера
вытекает, что главная нормаль любого нормального сечения поверхности в точке
P определена и расположена в том же полупространстве. Отсюда следует, что в
том же полупространстве находятся и сами сечения (в некоторой достаточно малой
окрестности). Если же K(P ) < 0, то из сказанного выше очевидно, что нормальные
сечения вдоль главных направлений лежат в разных полупространствах по отно-
шению к TPM . Доказательство закончено. �

Определение 5.7. Точка двумерной поверхности, в которой K > 0, называется
точкой выпуклости, или сферической точкой. Точка, в которой K < 0, называет-
ся седловой.
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Следующее важное свойство средней кривизны, объясняет отчасти ее название.

Лемма 5.10
Пусть P — произвольная точка гиперповерхности M ⊂ Rn и N — нормаль к M в
точке P . Пусть v1, . . . , vn−1 — произвольный набор попарно ортогональных единич-
ных векторов из TPM . Обозначим через ki ориентированную кривизну нормального
сечения поверхности M вдоль направления vi . Тогда сумма чисел ki равна средней
кривизне поверхности M в точке P .

Доказательство.
Пусть A = (aji ) - матрица, столбцы которой — суть координаты векторов vi в орто-
нормированном базисе из главных направлений поверхности M в точке P . Тогда,
по определению, матрица A ортогональна. Величина ki равна

λ1(a1
i ) + · · ·+ λn−1(an−1

i )2,

поэтому, суммируя все ki , меняя порядок суммирования и пользуясь тем свойством
ортогональной матрицы, что скалярный квадрат любой ее строки равен единице,
получаем

∑
i ki =

∑
i(
∑

α λα(aαi )2) =
∑

α(λα
∑

i(a
α
i )2) =

∑
α λα1 = H(P )

что и требовалось доказать. �
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6. Лекция 6

Теорема Лапласа–Пуассона

Рассмотрим малый участок поверхности раздела двух физических сред, в одной
из которых давление равно p1, а в другой — p2 (в окрестности поверхности). Пред-
ставим себе малое возмущение поверхности, при котором каждая точка движется
вдоль нормального поля N , направленного, скажем, в сторону второй среды. При
этом, если поверхность смещается на , то объем пространства между исходной и
возмущенной поверхностями равен δNdS, где dS — элемент площади исходной по-
верхности. Полная работа δA при таком возмущении складывается из работы по
изменению объема, которая есть (p2p1)δNdS -, и работы поверхностных сил, ко-
торая, в свою очередь, есть σδS. Здесь через δS обозначено изменение площади
поверхности, а через σ — коэффициент поверхностного натяжения. Условие термо-
динамического равновесия записывается так:

δA = (p2 − p1)δNdS + σδS = 0

Вычислим площадь возмущенной поверхности. Рассмотрим пару главных нормаль-
ных сечений, проведенных через фиксированную точку P , и пусть ri(ti) — их нату-
ральные параметризации. Элемент dS площади невозмущенной поверхности можно
записать в виде dt1, dt2. Рассмотрим возмущения главных сечений в их плоскостях
вдоль вектора N(P ) нормали к поверхности в этой точке. Эти возмущения имеют
вид ri + εN . Однако, по определению, вектор нормали N и вектор главной нор-
мали ni к кривой ri коллинеарны, поэтому возмущения имеют вид ri + εsini, где
si = 〈ni, N〉. Из плоских формул Френе следует, что элемент длины возмущенной
кривой ri имеет вид (1+εsiki)dti, что в силу следствий 4.25 и 4.32 можно переписать
в виде (1 + ελi)dti. Здесь через λi обозначена главная кривизна, соответствующая
i-му главному направлению. Наконец, элемент площади возмущенной поверхности
равен произведению элементов длин возмущенных кривых γi (эти кривые ортого-
нальны), поэтому приращение δS площади равно

(1 + ελ1)(1 + ελ2)dt1dt2 − dS = ((λ1 + λ2)ε+ o(ε))dS

Подставляя полученный результат в условие термодинамического равновесия, за-
меняя в нем ε на δN и пренебрегая членами порядка o(ε), получаем

((p2 − p1) + σ(λ1 + λ2))dSδN = 0

Отсюда окончательно получаем уравнение Лапласа:

σ(P )H(P ) = p1 − p2
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Итак, доказан следующий результат.

Теорема 6.1. Средняя кривизна поверхности раздела двух равновесных физиче-
ских сред пропорциональна разности давлений в этих средах вблизи поверхности
раздела.

О теореме Бонне

Пусть Ω — область, в точках которой заданы две квадратичные формы g и q,
гладко зависящие от точки. Если фиксированы координаты, то можно считать, что
просто заданы матрицы G и Q этих форм, гладко зависящие от координат. Предпо-
ложим, что форма g невырождена и положительно определена. Можно ли задать на
Ω параметрическую поверхность r так, чтобы ее первая квадратичная форма сов-
падала с g, а вторая — q? Оказывается, в общем случае ответ — отрицательный.
Дело в том, что первая и вторая формы не являются независимыми. Связь между
ними выражается в так называемых условиях Петерсона–Кодацци. Мы поговорим
о них в следующей лекции. Бонне удалось показать, что этих условий достаточно
для восстановления поверхности.

Теорема 6.2. Пусть на Ω заданы положительно определенная квадратичная фор-
ма g и произвольная квадратичная форма q, удовлетворяющие условиям Петерсо-
на–Кодацци. Тогда существует единственная (с точностью до движения объем-
лющего пространства) регулярная поверхность на Ω, такая, что ее первая квад-
ратичная форма совпадает с g, а вторая квадратичная форма — с q.

Деривационные формулы Вейнгартена–Гаусса

Определение 6.1. Гладкое отображение X : M → Rn регулярной поверхности
M в объемлющее пространство Rn называется (гладким) векторным полем на M .
Если при этом X(P ) ∈ TpM для всех P ∈ M , то векторное поле X называется
касательные векторным полем.

Пусть на регулярной гиперповерхности M с полем нормалей N задано векторное
поле X. Если на M фиксированы координаты u1, . . . , un−1, то в каждой точке
P вектор X(P ) можно разложить по базису, полученному из канонического базиса
(∂u

i) добавлением вектора нормали:

X = X1∂u
1 + ...+Xn−1∂u

n−1 +XnN.

При этом гладкость отображенияX равносильна гладкости функцийX i (u1, ..., un−1).Обратно,
по набору X i(u1, ..., un−1), i = 1, ..., n, гладких функций однозначно восстанавлива-
ется векторное поле. Если поле X - касательное, то достаточно (n− 1)
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Определение 6.2. Функции X i называются компонентами векторного поля X в
координатах u1, . . . , un−1.

Пусть поверхность задана параметрически в виде r : Ω→ Rn, и на ней фиксиро-
ваны координаты u1, . . ., un−1. Напомним, что вектор ∂u

i каноническогобазиса в
точке P — это производная ∂r/∂ui радиус-вектора поверхности по координате ui в
точке P . Поэтому производная вектора ∂ui по координате uj — это вектор, равный
второй производной радиус-вектора:

∂
∂uj
∂u

i = ∂2r
∂ui∂uj

Для краткости будем обозначать дифференцирование по u i нижним индексом i,
например ∂2r

∂ui∂uj
= rij , а ∂ui = ri. Как и любой другой вектор, вектор rij раскла-

дывается по базису объемлющего пространства Rn, составленного из векторов ri
канонического базиса и вектора N нормали к гиперповерхности. Аналогично, по
этому же базису раскладывается производная Nj по uj вектора нормали. Запишем
соответствующие разложения:

rij = ΣαΓαijrα + qijN,Nj = Σαb
α
j rα + cjN

где через Γαij, bαj , qij и c обозначены соответствующие коэффициенты.
Коэффициенты ij , bj , qij и cj выражаются через компонентыпервой и второй фун-
даментальных форм.

Определение 6.3. Набор величин

Γαij = 1/2Σα(gkα(
∂gjα
∂ui

+ ∂gαi
∂uj
− ∂gij

∂uα
))

называется символами Кристоффеля поверхности M в точке P в системе ко-
ординат (u1, ... , un−1).

Лемма 6.3 Для вторых производных радиус-вектора неособой поверхности M
имеют место следующие деривационные формулы Гаусса–Вейнгартена:

∂
∂uj
∂u

i = ΣαΓαijrα + qijN

где qij — матрица второй квадратичной формы поверхности, а Γαij — символы Кри-
стоффеля поверхностиM . Производные нормального векторного поля N на поверх-
ности имеют вид

∂N
∂ui

= Σαb
α
i ∂u

α,

где коэффициенты bαi выражаются через первую и вторую квадратичные формы
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поверхности так:

bαi = −Σkqikg
kα

Теорема Гаусса

Теорема 6.3. Гауссова кривизна двумерной поверхности не меняется при изо-
метрии. Другими словами, двумерные изометричные поверхности имеют в со-
ответствующих точках одинаковую гауссову кривизну.

Доказательство.
Итак, пусть M — регулярная гиперповерхность, заданная параметрически в виде r
: Ω → Rn, и пусть u1, ..., un−1 — координаты на M . Как и выше, будем обозначать
нижним индексом i производную вектора по координате ui. В этих обозначениях,
напомним, вектор канонического репера ∂ui — это вектор ri. Тогда, сохраняя обо-
значения предыдущего пункта и пользуясь леммой 6.4, найдем, что

riij = (rii)j = (ΣkΓ
k
iirk+qiiN)j = Σk

∂Γkii
∂uj

rk+ΣkΓ
k
ii(ΣαΓαkjrα+qkjN)+ ∂qii

∂uj
N+qiiΣαb

α
j rα =

Σβ(
∂Γβii
∂uj

+ ΣkΓ
k
iiΣkΓ

β
kj + qiib

β
j )rβ + (ΣkΓ

k
iiqkj + ∂qii

∂uj
)N

В то же время аналогично

riji = (rij)i = Σβ(
∂Γβij
∂ui

+ ΣkΓ
k
ijΓ

β
ki + qijb

β
i )rβ + (ΣkΓ

k
ijqki +

∂qij
∂ui

)N

Очевидно, что riij = riji. Приравняв коэффициенты при rβ и воспользовавшись-
выражением для bβi , получим для любого набора индексов i, j и β следующее ра-
венство:

∂Γβii
∂uj
− ∂Γβij

∂ui
+ Σk(Γ

k
iiΓ

β
kj − ΓkijΓ

β
ki) = qijb

β
i − qiib

β
j = Σα(qiiqjα − qijqiα)gαβ

Умножим последнее равенство на gβj и просуммируем по всем β. Поскольку Σβg
αβgβj =

δjα — символ Кронекера, получим в итоге уравнения Гаусса:

Σβgβj{∂Γβii
∂uj
− ∂Γβij

∂ui
+ Σk(Γ

k
iiΓ

β
kj − ΓkijΓ

β
ki)} = qiiqjj − qijqij.

Заметим, что до этого момента мы нигде не пользовались тем, что поверхность
M двумерна. Теперь запишем уравнение Гаусса для двумерной поверхности при i
= 1 и j = 2:

Σβgβ2{∂Γβ11
∂u2
− ∂Γβ12

∂u1
+ Σk(Γ

k
11Γβk2 − Γk12Γβk1)} = detQ.
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Здесь Q — матрица второй квадратичной формы. Однако в силу лемма 5.8 гауссова
кривизна K равна отношению определителей первой и второй квадратичных форм.
Из этого факта и уравнения Гаусса следует, что гауссова кривизна выражается
только через элементы первой квадратичной формы. Доказательство закончено. �

Лемма 6.4
Никакую окрестность точки на стандартной двумерной сфере невозможно изомет-
рично отобразить на плоскость.

Доказательство.
Действительно, в противном случае их гауссовы кривизны совпадали бы. Однако
гауссова кривизна сферы радиуса R равна 1/R2, а гауссова кривизна плоскости
равна нулю. Доказательство закончено. �

Ковариантная производная касательного векторного поля

Определение 6.4. Ковариантной производной ∇iX касательного векторного по-
ля X по координате ui называется касательное векторное поле, полученное в каж-
дой точке из вектора ∂X

∂ui
ортогональным проецированием на касательную плос-

кость:

∇iX = ( ∂X
∂ui

)T ,

где через (.)T обозначена операция ортогонального проецирования на касательную
плоскость. Непосредственно из определения получаем следующее выражение для
координат векторного поля ∇iX

Лемма 6.5
Пусть в окрестности точки P регулярной гиперповерхности M задано касательное
векторное поле X, имеющее в координатах (u1, ..., un−1) вид X = ΣαX

α∂uα . Тогда
координаты касательного векторного поля ∇iX относительно (u1, ..., un−1) могут
быть вычислены следующим образом:

(∇iX)j = ∂Xj

∂ui
+ ΣαΓjiαX

α,

где Γkij — символы Кристоффеля поверхности M .

Лемма 6.6
Если X и Y — произвольные касательные векторные поля на поверхности, то

∇i〈X, Y 〉 = 〈∇iX, Y 〉+ 〈X,∇iY 〉.
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Лемма 6.7
Иногда этот факт формулируют так: ковариантное дифференцирование сохраняет
первую фундаментальную форму поверхности, или метрика поверхности ковари-
антно постоянна.

Доказательство.
Воспользуемся определением ковариантной производной:

∂X
∂ui

= ( ∂X
∂ui

)T + ( ∂X
∂ui

)N = ∇iX + ( ∂X
∂ui

)N

где через (.)N обозначена ортогональная проекция на нормаль к поверхности. Для
любого касательного поля Y

〈 ∂X
∂ui
, Y 〉 = 〈∇iX, Y 〉,

так как нормальный вектор (Z)N перпендикулярен касательному вектору Y для
любого исходного вектора Z. Итак,

∇iX〈X, Y 〉 = ∂〈X,Y 〉
∂ui

= 〈 ∂X
∂ui
, Y 〉+ 〈X, ∂Y

∂ui
〉 = 〈∇iX, Y 〉+ 〈X,∇iY 〉,

что и требовалось доказать. �

Определение 6.5. Ковариантной производной поля Y вдоль поля X называется
касательное векторное поле

∇XY = ΣαX
α∇αY.

Лемма 6.8
Пусть X и Y — касательные векторные поля на регулярной гиперповерхности M с
координатами u1,..., un−1. Тогда ∇XY — касательное векторное поле, компоненты
которого имеют вид: (∇XY )i = Σα

∂Y i

∂uα
Xα + ΣkαΓiαkX

αY k.

Доказательство.
В силу определений и леммы 6.5 имеем:

∇XY = ΣαX
α∇αY = Σα(XαΣβ(∇αY )βrβ) = Σα,βX

α(∂Y
β

∂uα
+ ΣkΓ

β
αkY

k)rβ =

Σβ(Σα
∂Y β

∂uα
Xα + ΣkΓ

β
αkX

αY k)rβ,

т.е. мы записали ∇XY в виде линейной комбинации векторов канонического ба-
зиса, что и требовалось. �

Из лемм 6.3 и 6.8 немедленно получается следующий результат.
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Лемма 6.9
Пусть на поверхности M задано три касательных векторных поля X1, X2 и Y .
Тогда ∇Y 〈X1, X2〉 = 〈∇YX1, X2〉+ 〈X1,∇YX2〉.

Определение 6.6. Векторное поле ∇γ̇X , заданное в точках кривой γ(t) называ-
ется производной векторного поля X вдоль кривой γ.

Если u1,..., un−1 — регулярные координаты наM и ui(t) — координатные функции
кривой γ, то компоненты поля ∇γ̇X X имеют вид (∇γ̇X)k= d

dt
Xk+ΣipΓkipu̇

iXp. В частно-
сти, поле ∇γ̇X полностью определяется значениями поля X в точках кривой γ, т.е.
ограничением X|γ поля X на эту кривую.
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7. Лекция 7

Геодезические кривые на поверхности

Пусть M — регулярная гиперповерхность, заданная параметрически в виде r :

Ω → Rn, и пусть γ — гладкая кривая на M с параметром s. Фиксируем на M

какие-нибудь координаты (u1, · · · , un−1), и пусть ui(s), i = 1, · · · , n, — координат-
ные функции кривой γ. Обозначим через xk(u1, · · · , un−1) координатные функции
поверхности M . Как и выше, будем обозначать дифференцирование по ui нижним
индексом i, а по параметру s — точкой. Тогда вектор скорости γ̇ кривой γ как эле-
мент касательного пространства к поверхности имеет вид

γ̇ = Σαrαu̇
α·

Продифференцируем еще раз. Получим следующее выражение для вектора уско-
рения γ̈:

d
ds
γ̇ = Σα

d
ds

(rαu̇
α) = Σα(Σβrαβu̇

αu̇β + rαü
α)

Перепишем последнее выражение, воспользовавшись деривационными формулами
(см. лемма 6.3), и затем переменим порядок суммирования. Получим:

γ̈ = Σα(Σβ(ΣkΓ
k
αβrk + qαβN)u̇αu̇β + rαü

α) = Σk(ΣαβΓkαβu̇
αu̇β + ük)rk + (Σαβqαβu̇

αu̇β)N ·

Выполним ряд формальных преобразований. Представив производную по парамет-
ру s в виде

d
ds

= Σαu̇
α ∂
∂uα

можно переписать вторую производную ük в виде

ük = Σαu̇
α ∂u̇k

∂uα

Тогда в силу леммы 6.8 выражение для вектора ускорения можно представить как

γ̈ = ∇γ̇ γ̇ + q(γ̇, γ̇)N ,

где через q обозначена вторая квадратичная форма поверхности. Итак, доказано
следующее утверждение.

Лемма 7.1
Вектор ускорения кривой γ на гиперповерхности в каждой точке раскладывается
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в сумму касательного вектора ∇γ̇ γ̇ и нормального вектора q(γ̇, γ̇)N .

Определение 7.1. Параметрическая кривая γ на поверхностиM называется гео-
дезической, если в каждой её точке P вектор ускорения γ̈(P ) коллинеарен вектору
нормали N(P ) к поверхности.

Лемма 7.2
Гладкая кривая γ на поверхности M является геодезической, если и только если в
каждой точке из γ имеет место равенство

∇γ̇ γ̇ = 0

Длина вектора скорости геодезической постоянна. Если на поверхности фиксиро-
ваны координаты (u1, · · · , un−1), то равенство ∇γ̇ γ̇ = 0 эквивалентно следующей
системе уравнений:

ük + ΣαβΓkαβu̇
αu̇β = 0,

k = 1, · · · , n− 1·

Доказательство.
Из леммы 7.1 немедленно вытекает, что координатные функции геодезической удо-
влетворяют соотношению∇γ̇ γ̇. Обратно: если координатныефункции кривой γ с па-
раметром t удовлетворяют этому уравнению, то вектор ускорения γ̈ (относительно
этого параметра t) коллинеарен нормали к поверхности. Далее, воспользовавшись
леммой 6.9, имеем

d
dt

(γ̇, γ̇) = ∇γ̇(γ̇, γ̇) = 2(∇γ̇ γ̇, γ̇) = 0

что и требовалось. Наконец, вид уравнений уже получен нами выше. �

Определение 7.2. Уравнения из леммы 7.2 называются уравнениями геодезиче-
ских на гиперповерхности M.

Пусть теперь γ — натурально параметризованная кривая на поверхности. Напом-
ним, что тогда модуль вектора γ¨ по определению равен кривизнеэтой кривой. Из
леммы 7.2 и теоремы Пифагора следует, что кривизна k(P ) натурально парамет-
ризованной кривой γ в произвольной точке P может быть вычислена следующим
образом:

k(P ) =
√

(‖∇γ̇ γ̇‖2 + (q(γ̇, γ̇))2).
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Определение 7.3. Для натурально параметризованной кривой γ величину ‖∇γ̇ γ̇‖
обычно обозначают через kg(P ) и называют геодезической кривизной кривой γ в
точке P .

Лемма 7.3
Если F : M1 → M2 — изометрия регулярных поверхностей, то F переводит гео-
дезические в геодезические. Более формально, образ геодезической γ1 ⊂ M1 при
изометрии F — это геодезическая на M2, и, обратно, кривая γ2 — геодезическая на
M2, если и только если она является F − некоторой геодезическойна M1.

Доказательство.
Коэффициенты в уравнениях геодезических — это символы Кристоффеля, которые,
напомним, вычисляются в терминах первой квадратичной формы поверхности, по-
этому сохраняются при изометриях. Утверждение доказано. �

Поверхности вращения

В данном разделе приводится несколько простейших примеров геодезических, а
также обсуждаются свойства геодезических на поверхностях вращения.

Лемма 7.4
Геодезические на стандартной евклидовой плоскости — это всевозможные прямые
линии.

Доказательство.
Пусть R2 — стандартная евклидова плоскость с декартовыми координатами (x, y).
Напомним, что метрика на R2 имеет вид ds2 = dx2 + dy2. Поэтому все символы
Кристоффеля тождественно равны нулю, и уравнения геодезических принимают
вид

ẍ = 0,

ÿ = 0.

Их решения — это всевозможные прямые на плоскости, и только они.
�

Пусть в евклидовом пространстве R3 задана поверхности вращения, параметри-
зация которой имеет выглядит так:

x(ϕ, z) = f(z) cosϕ,
y(ϕ, z) = f(z) sinϕ,
z(ϕ, z) = z.
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Здесь f(z) — строго положительная гладкая функция. Поскольку канонический
базис имеет вид

∂ϕ = (−f(z) sinϕ, f(z) cosϕ, 0),
∂z = (f ′(z) cosϕ, f ′(z) sinϕ, 1),

первая квадратичная форма поверхности вращения записывается как

ds2 = (f(z))2dϕ2 + (1 + (f ′(z))2)dz2

Вектор нормали к поверхности вращения найдем как нормированное векторное про-
изведение векторов канонического репера. Получим:

N = 11 + f ′(z)2(cosϕ, sinϕ,−f ′(z)).

Лемма 7.5
Пусть M ⊂ R3 — поверхность вращения графика положительной гладкой функции
f(z). Тогда каждый меридиан наM является геодезической. Среди параллелей гео-
дезическими являются те и только те, которые соответствуют критическим точкам
функции f .

Доказательство.
Начнем с параллелей (координатных линий z = z0). Каждая из них представля-
ет собой окружность, лежащую в плоскости, перпендикулярной оси Oz. Вектор
ускорения натурально параметризованной плоской окружности в точке P = (ϕ, z0)

коллинеарен вектору (cosϕ, sinϕ, 0). Этот вектор коллинеарен вектору N(P ) нор-
мали к поверхности, если и только если f ′(z0) = 0. Итак, параллель z = z0 является
геодезической, если и только если функция f(z) имеет в z0 критическую точку.
Рассмотрим теперь меридиан (координатную линию ϕ = ϕ0). Он тоже является
плоской кривой, лежащей в плоскости, содержащей ось Oz и получающейся при по-
вороте координатной плоскости Oxz вокруг Oz на угол ϕ0. Пусть сначала ϕ0 = 0. То-
гда меридиан лежит в плоскости Oxz и задается в этой плоскости в виде x−f(z) = 0.
Поэтому вектор нормали к меридиану в этой плоскости может быть записан, как
(1,−f ′(z)). Вернувшись обратно в R3, получим вектор (1, 0,−f ′(z)). Меридиан с
произвольным ϕ0 получается из рассмотренного поворотом на угол ϕ0 вокруг оси
Oz.
Таким образом, вектор нормали к меридиану ϕ = ϕ0 в точке P = (ϕ0, z)(cosϕ, sinϕ,−f ′(z)),
т.е. коллинеарен вектору N(P ), поэтому любой меридиан является геодезической
на поверхности вращения. �
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Запишем уравнения геодезических на поверхности вращения. Для этого удобно
перепараметризовать ее, выбрав на графике функции f натуральный параметр.
Будем считать, что эта кривая задана, как плоская натурально параметризованная
кривая в плоскости Oxz в виде x = x(t), z = z(t), где x(t) 6= 0. Тогда поверхность
вращения можно параметризовать как

x(ϕ, t) = x(t) cosϕ,
y(ϕ, t) = x(t) sinϕ,
z(ϕ, t) = z(t)

В этой параметризации канонический базис имеет вид

∂ϕ = (−x(t) sinϕ, x(t) cosϕ, 0),
∂t = (x′(t) cosϕ, x′(t) sinϕ, z′(t)),

поэтому первая квадратичная форма выглядит следующим образом:

ds2 = x(t)2dϕ2 + (x′(t)2 + z′(t)2)dt2 = x(t)2(dϕ2 + dt2

x(t)2
)

Перейдем к новому параметру τ = τ(t), такому, что dτ = dt/x(t). Окончательно
первая квадратичная форма поверхности вращения в параметрах (ϕ, τ) имеет вид

ds2 = ρ(τ)2(dϕ2 + dτ 2),

где ρ(τ) = x(t(τ)). Отметим, что геометрический смысл функции ρ(τ) по-прежнему
очень прост — это расстояние от точки (ϕ, τ) поверхности до оси вращения.
Чтобы записать уравнения геодезических на поверхности вращения, нам нужна
матрица G первой квадратичной формы и обратная к ней матрица G−1, которые
могут быть записаны, как

G =

(
ρ(τ)2 0

0 ρ(τ)2

)
,

G−1 =

(
1/ρ(τ)2 0

0 1/ρ(τ)2

)
Выпишем символы Кристоффеля для поверхности вращения. Поскольку матри-
ца G−1 диагональна, в выражении для каждого символа Кристоффеля будет лишь
одно слагаемое. Положив u1 = ϕ, u2 = τ и обратив внимание на то, что первая
квадратичная форма не зависит от u1, получаем:

Γ1
11 = 1

2
g11(∂g11

∂u1
+ ∂g11

∂u1
− ∂g11

∂u1
) = 0,

Γ1
12 = 1

2
g11(∂g11

∂u2
+ ∂g21

∂u1
− ∂g12

∂u1
) = 2ρ(τ)ρ′(τ)

2ρ(τ)2
= ρ′τ

ρ(τ)
= Γ1

21,
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Γ1
22 = 1

2
g11(∂g21

∂u2
+ ∂g21

∂u2
− ∂g22

∂u1
) = 0.

Точно так же получаем

Γ2
11 = 1

2
g22(∂g12

∂u1
+ ∂g21

∂u1
− ∂g11

∂u2
) = −2ρ(τ)ρ′(τ)

2ρ(τ)2
= −ρ′τ

ρ(τ)
,

Γ2
12 = 1

2
g22(∂g12

∂u2
+ ∂g22

∂u1
− ∂g12

∂u1
) = 0 = Γ2

21,
Γ2

22 = 1
2
g22(∂g22

∂u2
+ ∂g22

∂u2
− ∂g22

∂u2
) = 2ρ(τ)ρ′(τ)

2ρ(τ)2
= ρ′τ

ρ(τ)
.

В итоге уравнения геодезических имеют вид{
0 = ϕ̈+ 2ρ

′(τ)
ρ(τ)

ϕ̇τ̇ ,

0 = τ̈ + ρ′(τ)
ρ(τ)

(τ̇ 2 − ϕ̇2).

Мы используем приведенные выше вычисления для доказательства теоремы Клеро
о первом интеграле уравнении геодезической на поверхности вращения

Теорема Клеро

Теорема 7.1. Пусть γ(s) — произвольная геодезическая на поверхности, полу-
ченной вращением плоской регулярной кривой вокруг прямой, лежащей в той же
плоскости, причем ось вращения и кривая не пересекаются. Тогда произведение
c(s) расстояния ρ(τ) от оси вращения до точки γ(s) на синус угла α между γ(s)

и соответствующим меридианом есть величина постоянная вдоль γ:

c(s) = ρ(τ(s)) sinα(s) = const.

Доказательство.
Пусть γ(s) = (ϕ(s), τ(s)) — решение уравнения геодезических. Вычислим угол α

между геодезической и соответствующим меридианом (ϕ0, τ ), с которым геоде-
зическая γ пересекается в точке ϕ(s0) = ϕ0, τ0 = τ(s0). Касательный вектор к
геодезической имеет вид γ̇ = (ϕ̇, τ̇), а касательный вектор к меридиану — (0, 1)
(здесь точкой обозначена производная по параметру s, а штрихом — по параметру
τ). Поэтому

cosα = τ̇ρ(τ)2√
(ρ(τ)2(ϕ̇2+τ̇2))

√
(ρ(τ)2)

= τ̇√
(ϕ̇2+τ̇2)

и соответственно

sinα = ϕ̇√
(ϕ̇2+ ˙τ2)

(при этом мы учли, что ρ(τ) > 0 по предположению).
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Продифференцируем функцию c(s) = ρ(τ) sinα по параметру s. Получим:

ċ(s) = d
ds

( ρ(τ)ϕ̇√
(ϕ̇2+ ˙τ2)

) = (ρ′τ̇ ϕ̇+ρϕ̈)(ϕ̇2+ ˙τ2)−ρϕ̇(ϕ̇ϕ̈+τ̇ τ̈)

(ϕ̇2+ ˙τ2)
3
2

Перепишем числитель последнего выражения в виде

ρτ̇ 2(ϕ̈+ 2ρ
′

ρ
ϕ̇τ̇)− ρϕ̇τ̇(τ̈ + ρ′

ρ
(τ̇ 2 − ϕ̇2))

Так как выражения в больших скобках равны нулю в силу уравнений геодезических,
заключаем, что c(s) = const вдоль произвольной геодезической, что и требовалось.
�
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8. Лекция 8

Определение криволинейных координат

Пусть Ω - некоторая область в Rn и (x1, ..., xn) - евклидовы координаты в Rn. Рас-
смотрим еще один экземпляр Rn (обозначим его Rn

1 ) со стандартными координатами
(y1, ..., yn).

Определение 8.1. Система из n функций yi = yi(x1, ..., xn), i = 1, ..., n, заданных
на Ω, называется непрерывной системой координат, если отображение ψ : Ω 7→
Rn

1 , заданное в виде
y1 = y1(x1, ..., xn)

...

yn = yn(x1, ..., xn)

является непрерывным и взаимно-однозначным с образом, а обратное к нему отоб-
ражение ψ−1, заданное системой функций
x1 = x1(y1, ..., yn)

...

xn = xn(y1, ..., yn)

также непрерывно. Набор чисел (y1(P ), ..., yn(P )) для произвольной точки P ∈ Ω

называется криволинейными координатами точки P (по отношению к системе
координат, заданной функциями yi, или, что то же самое, заданной отображе-
нием ψ).

Определение 8.2. Если все функции xi(y1, ..., yn) — гладкие, то координаты yi на-
зываются гладкими. Для гладкой системы координат определена матрица Якоби
J , составленная из частных производных ( ∂x

i

∂yj
), и якобиан J , равный определителю

матрицы Якоби.

Определение 8.3. Гладкая система координат называется регулярной, если ее
якобиан всюду отличен от нуля, иными словами, матрица Якоби всюду невы-
рождена.

Лемма 8.1
В сделанных обозначениях, гладкая система координат является регулярной, если и
только если отображение ψ — гладкое. В этом случае матрица Якоби отображения
ψ равна J−1.

Пусть (y1
0, ..., y

n
0 ) — криволинейные координаты некоторой точки P ∈ Ω. Для каж-

дого i рассмотрим кривую δi(t), определенную для t, близких к yi0 так:
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
x1(t) = x1(y1

0, ..., y
i−1
0 , t, yi+1

0 , ..., yn0 )

...

xn(t) = xn(y1
0, ..., y

i−1
0 , t, yi+1

0 , ..., yn0 )

Аналогично, для фиксированного набора индексов (i1, ..., ik), k < n, и для tip , близ-
ких к yip0 , зададим параметрически k-мерную поверхность:
x1(ti1 , ..., tik) = x1(y1

0, ..., t
i1 , ..., tik , yn0 )

...

xn(ti1 , ..., tik) = xn(y1
0, ..., t

i1 , ..., tik , yn0 )

Определение 8.4. Построенная кривая δi(t) называется i-й координатной кри-
вой, проходящей через точку P , а построенные поверхности — k-мерными коорди-
натными поверхностями. Если k = n−1, то k-мерные координатные поверхности
называются координатными гиперповерхностями.

Лемма 8.2
Координатные кривые и поверхности регулярной системы координат являются ре-
гулярными кривыми и регулярными поверхностями соответственно.

Пусть в области Ω заданы две регулярные системы координат, скажем кооринаты
(y1, ..., yn), заданные с помощью отображения ψ, и координаты (z1, ..., zn), заданные
с помощью отображения ξ. Поскольку отображения, задающие эти координаты,
взаимно-однозначны, на их образах определены “сквозные” отображения ψ ◦ ξ−1 и
ξ ◦ ψ−1, которые задаются наборами функций yi(z1, ..., zn) и zi(y1, ..., yn) соответ-
ственно. В силу регулярности координат, определены матрицы Якоби J(y, z) = ∂yi

∂zj

и J(z, y) = ∂zi

∂yj
этих систем функций.

Определение 8.5. Отображение ψ ◦ ξ−1 и ψ ◦ ξ−1 называются заменами коорди-
нат, а матрицы J(y, z) и J(z, y) - матрицами Якоби этих замен.

Касательное пространство к области

Как мы уже отмечали, область Ω ⊂ Rn можно рассматривать как частный слу-
чай регулярной поверхности. Поэтому для нее определены касательные векторы и
касательное пространство в каждой её точке.

Определение 8.6. Касательным вектором к области Ω в точке TPΩ называется
вектор скорости произвольной гладкой кривой, проходящей через P , вычисленный
в этой точке. Касательным пространством TPΩ в точке P области Ω ⊂ Rn на-
зывается множество вычисленных в точке P векторов скоростей всевозможных
гладких кривых, проходящих через P , т.е. множество всех касательных векторов
к области в этой точке.
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Пусть (x1, ..., xn) — регулярные координаты в Ω ⊂ Rn и v ∈ TPΩ — вектор скоро-
сти кривой (x1(t), ..., xn(t)), причем P = (x1(t0), ..., xn(t0)). Тогда вектор v в коорди-
натах (x1, ..., xn) имеет вид (ẋ1(t0), ..., ẋn(t0)).

Определение 8.7. Величины (ẋ1(t0), ..., ẋn(t0)) называются компонентами каса-
тельного вектора v или координатами касательного вектора v в системе коорди-
нат x1, ..., xn

Пусть снова (x1, ..., xn) — регулярные координаты в Ω ⊂ Rn. Рассмотрим i-ую
координатную кривую, проходящую через точку P . Тогда компоненты ее вектора
скорости, т.е. компоненты соответствующего касательного вектора из TPΩ, имеют
вид: (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0), где единица стоит на i-ом месте.

Определение 8.8. Векторы скоростей координатных линий регулярной системы
x1, ..., xn координат обозначаются через ∂xi и называются векторами каноническо-
го базиса, соответствующего системе координат (x1, ..., xn).

Лемма 8.3
Касательное пространство TPΩ представляет собой n-мерное линейное простран-
ство. Если x1, ..., xn — регулярная система координат в области, то векторы ∂xi , i =

1, ..., n образуют базис в TPΩ, и каждый касательный вектор v ∈ TPΩ представляет-
ся в виде v =

∑
i v

i∂xi , где vi — компоненты вектора v в системе координат x1, ..., xn.

Доказательство. Пусть фиксирована система координат. Тогда каждый касатель-
ный вектор задает набор из n чисел — своих компонент, который является эле-
ментом арифметического пространства Rn. С другой стороны, для любого вектора
a = (a1, ..., an) из арифметического пространства легко найти гладкую кривую в
области, проходящую через точку P с вектором скорости a. Действительно, если P
имеет координаты (x1

0, ..., x
n
0 ), то достаточно рассмотреть кривую с координатными

функциями xi(t) = xi0 + ait, где t меняется в достаточно малой окрестности нуля.
Таким образом, множество TPΩ отождествляется с арифметическим пространством
Rn, что и превращает его в линейное пространство.

Линейная независимость векторов ∂xi и формула v =
∑

i v
i∂xi тривиально следует

из вида векторов ∂xi . �

Лемма 8.4
Пусть v ∈ TPΩ — касательный вектор к области Ω, в которой задано две регуляр-
ных системы координат x1, ..., xn и y1, ..., yn. Тогда канонические базисы (∂xi) и (∂yj)

связаны между собой с помощью матрицы Якоби J(y, x) замены координат y(x),
вычисленной в точке P , а именно
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∂xi =
∑n

α=1
∂yα

∂xi
∂yα

или, в матричном виде,

(∂x1 , ..., ∂xn) = (∂y1 , ..., ∂yn)J(y, x)

Если v1, ..., vn и ṽ1, ..., ṽn обозначают компоненты вектора v в координатах x1, ..., xn

и y1, ..., yn соответственно, то

ṽi =
∑n

α=1
∂yi

∂xα
vα

Доказательство.
Начнем с формулы пересчета компонент вектора. Пусть γ(t) — такая гладкая кри-
вая в области что γ(t0) = P и γ̇(0) = v. Если xi(t) и yj(t) — координатные функции
кривой γ в системах координат x1, ..., xn и y1, ..., yn, соответственно, то

yi(t) = yj(x1(t), ..., xn(t)),

где yj(x1, ..., xn) — функции замены координат. Тогда, по теореме о дифференциро-
вании сложной функции имеем

ṽj = ẏj(t0) =
∑n

α=1
∂yj

∂xα
ẋα(t0) =

∑n
α=1

∂yj

∂xα
vα

что и требовалось.

Применив полученную формулу к вектору ∂xk , найдем, что его i-ая компонента
в координатах y1, ..., yn имеет вид

(∂xk)
i = ∂yi

∂xk
,

откуда

∂xk =
∑

α
∂yα

∂xk
∂yα . �

Евклидова метрика в криволинейных координатах

Для любых двух касательных векторов v и w из TPΩ определено их евклидово
скалярное произведение 〈v, w〉 как векторов в Rn. Тем самым, для каждой точки
P ∈ Ω определена билинейная форма g(P ) : TPΩ× TPΩ 7→ R.
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Определение 8.9. Семейство билинейных форм g(P ) называется евклидовой мет-
рикой в области Ω.

Лемма 8.5
Пусть x1, ..., xn — декартовы координаты в Rn, а y1, ..., yn — регулярные коорди-
наmты в области Ω. Матрица G = (gij) евклидовой метрики в точке P в базисе (∂yi)

имеет вид

gij =
∑n

α=1
∂xα

∂yi
∂xα

∂yj

Если z1, ..., zn еще одна регулярная система координат в Ω, а H = (hpq) — матрица
евклидовой метрики в точке P в базисе ∂zj , то матрицы G и H связаны между
собой с помощью матрицы Якоби замены координат так:

hij =
∑

k,l
∂yk

∂zi
yl

zj
gkl

Доказательство.
Пусть (ṽ1, ..., ṽn) и (w̃1, ..., w̃n) — компоненты векторов v и w по отношению к yi.
Выразим скалярное произведение векторов v и w через эти компоненты. Имеем

v =
∑

i ṽ
i∂yi , w =

∑
i w̃

i∂yi , 〈v, w〉 =
∑

i,j〈∂yi , ∂yj ṽiw̃j

Таким образом, матрица gij евклидовой метрики в базисе (∂yi) совпадает с матрицей
Грама 〈∂yi , ∂yj〉 базиса (∂y1 , ..., ∂yn). Записав векторы ∂yi в декартовых координатах,
получаем

gij =
∑

k
∂xk

∂yi
xk

yj

Теперь найдем связь между матрицами H и G. Так как hij = 〈∂zi , ∂zj〉, имеем:

hij = 〈∂zi , ∂zj〉 = 〈
∑

k
∂yk

∂zi
∂yk ,

∑
k
∂yl

∂zj
∂yl〉 =

∑
k,l

∂yk

∂zi
∂yl

∂zj
〈∂yk , ∂yl〉 =

∑
k,l

∂yk

∂zi
∂yl

∂zj
gkl

Иными словами, H = J(y, z)TGJ(y, z), где (·)T обозначает транспонирование мат-
рицы. �

Регулярные координаты на поверхности

Понятие регулярных (криволинейных) координат естественным образом перено-
сится на случай регулярных поверхностей.

Определение 8.10. Пусть M — регулярная k-мерная поверхность в Rn. Регу-
лярное взаимно-однозначное с образом отображение ψ : M 7→ Rk называется ре-
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гулярными координатами на поверхности M .

Пусть регулярная поверхностьM в Rn, задана параметрически, r : Ω 7→ Rn — па-
раметризующее отображение, и пусть ϕ : M 7→ Rk — регулярные координаты наM .
Если u1, ..., uk — евклидовы координаты в Rk ⊃ Ω, а y1, ..., yk — евклидовы координа-
ты в Rk ⊃ ψ(M), то возникает набор гладких функций yi(u1, ..., uk), i = 1, ..., k, — ко-
ординатное представление отображения ψ, — причем матрица Якоби ∂yi

∂uj
невырож-

дена. Поэтому отображение ψ ◦ r задает регулярные координаты на области Ω. По-
ложим Ω

′
= ψ(r(Ω)). Ясно, что Ω

′ — область в Rk. Отображение ψ−1 : Ω
′ 7→M ⊂ Rn

задает в Rn регулярную поверхность r′ : Ω
′ 7→ Rn, которая отличается от исходной

заменой параметризации. Если x1, ..., xn — евклидовы координаты в Rn, координат-
ные функции параметризующего отображения r имеют вид xi(u1, ..., uk), а коорди-
натные функции отображения ψ имеют вид yi(u1, ..., uk), то координатные функции
отображения r′ имеют вид

xj(y1, ..., yk) = xi(u1(y1, ..., yk), ..., uk(y1, ..., yk))

Стереографические координаты сферы

В качестве примера мы построим удобную систему координат на сфере.

Рассмотрим двумерную сферу радиуса R. Пусть (x, y, z) — стандартные коорди-
наты в R3, тогда сфера S2 задается уравнением x2 + y2 + z2 = R2. Обозначим через
N северный полюс сферы S2, т.е. точку с координатами (0, 0, R), а через S — юж-
ный полюс, т.е. точку с координатами (0, 0,−R). Пусть Π — координатная плоскость
z = 0. Зададим отображение

ν : S2 N 7→ Π

следующим образом. Для каждой точки P ∈ S2 N обозначим через P ′ единственную
точку пересечения прямой NP с плоскостью Π. Положим ν(P ) = P

′ Отображение
ν : S2 N 7→ R2 задает на сфере систему координат (ниже мы покажем что это —
регулярные координаты).

Определение 8.11. Отображение ν называется стереографической проекцией из
северного полюса N . Соответствующие координаты на сфере S2 без северного по-
люса называются стереографическими.

Лемма 8.5
Пусть P = (x, y, z) и P ′ = ν(P ) = (u, v, 0) — образ точки P при стереографической
проекции. Тогда
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(x = 2R2u
u2+v2+R2 , y = 2R2v

u2+v2+R2 , z = Ru2+v2−R2

u2+v2+R2 )

Доказательство.
Введем в пространстве цилиндрические координаты (r, ϕ, z), и пусть P = (r, ϕ, z) и
P
′

= (ρ, ϕ, 0) в этих координатах. Легко убедиться, что r и ρ связаны следующим
соотношением: ρ = rR

(R−z) , откуда r
2 = x2 + y2 = (R−z)2ρ2

R2 . Так как P ∈ S2, то

R2 = x2 + y2 + z2 = ρ2

R2 (R− z)2 + z2

Это уравнение описывает точки пересечения прямой NP со сферой. Корень z = R

соответствует точке N , поэтому нам нужен другой:

R2 − z2 = (R− z)(R + z) = ρ2

R2 (R− z)2 → R + z = ρ2

R2 (R− z)→

→ z = r ρ
2−R2

ρ2+R2 = Ru2+v2−R2

u2+v2+R2

откуда

r = ρ
R

(R− z) = 2R2ρ
ρ2+R2

и, следовательно,

x = rcos(ϕ) = 2R2ρcos(ϕ)
ρ2+R2 = 2R2u

u2+v2+R2

y = rsin(ϕ) = 2R2ρsin(ϕ)
ρ2+R2 = 2R2v

u2+v2+R2 �

Лемма 8.5
В полярных координатах (ρ, ϕ) на плоскости стереографическая проекция выгля-
дит так:

(x = 2R2ρcos(ϕ)
ρ2+R2 , y = 2R2ρsin(ϕ)

ρ2+R2 , z = Rρ2−R2

ρ2+R2 )

Если (r, ϕ, z) — цилиндрическими координатами точки P , то

(r = 2R2ρ
ρ2+R2 , ϕ = ϕ, z = Rρ2−R2

ρ2+R2 )

Следующий результат получается прямым подсчетом.

Теорема 8.1. Индуцированная метрика dσ2 на сфере S2 радиуса R в стереографи-
ческих координатах имеет вид

dσ2 = 4R4

(u2+v2+R2)2
(du2 + dv2) = 4R4

(ρ2+R2)2(dρ2+ρ2dϕ2)
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где (u, v) — декартовы, а (ρ, ϕ) — полярные координаты в плоскости проекции.
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9. Лекция 9

Риманова и псевдориманова метрики

В данной лекции мы обобщим понятия евклидовой и индуцированной метрик.
Это позволит нам расширить класс примеров метрик, не заботясь о построении
конкретной поверхности и индуцированной метрики на ней.

Пусть M — регулярная k-мерная поверхность в Rn, k ≤ n, (напомним, что при
k = n мы имеем дело просто с областью в Rn).

Определение 9.1. Будем говорить, что на поверхности (области) M задана би-
линейная форма b, если в каждой точке P ∈ M определена билинейная форма
b(P ) на касательном пространстве TPM , т.е., напомним, линейное по каждому
аргументу отображение b(P ) : TPM × TPM → R.

Пусть u1 . . . uk — регулярные координаты на поверхности M , на которой зада-
на билинейная форма b. Тогда в каждой точке P ∈ M определен канонический
базис ∂ui в касательном пространстве TPM , поэтому определена матрица bji (P )

билинейной формы b(P ), а именно, bji (P ) = b(P )(∂ui , ∂uj). При этом величины
bji (P ) = bji (u

1 . . . uk) естественно рассматривать как функции на параметризующей
области.

Определение 9.2. Величины bji (P ) называются компонентами билинейной фор-
мы b в координатах u1 . . . uk. Они образуют матрицу B(P ) = (bji (P )) билинейной
формы b в координатах u1 . . . uk.

Определение 9.3. Билинейная форма на поверхности называется гладкой, если
в некоторой системе координат все ее компоненты — гладкие функции от коор-
динат.

Лемма 9.1
Пусть vi = vi(u1 . . . uk) — регулярная замена координат на регулярной поверхности
M , и bji и b̃ji — компоненты билинейной формы b в системе координат u1 . . . uk и
v1 . . . vk соответственно. Тогда

b̃ji =
∑k

α,β=1 bαβ
∂u
∂vi

∂uβ

∂vj
.

В частности, гладкость билинейной формы не зависит от выбора системы коор-
динат, участвующей в определении.
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Доказательство.
Действительно, как и в линейной алгебре, формулы преобразования компонент вы-
текают из формул преобразования векторов базиса:

b̃ji = b(∂vi , ∂vj) = b(
∑

α
∂uα

∂vi
∂uα,

∑
β
∂uβ

∂vj
∂uβ) =

∑
αβ

∂uα

∂vi
∂uβ

∂vj
b(∂uα , ∂uβ) =

∑
αβ

∂uα

∂vi
∂uβ

∂vj
bαβ

что и требовалось. �

Лемма 9.2
Пусть на регулярной поверхности M задана билинейная форма b, и пусть x, y ∈ TPM
— касательные векторы к M в точке P . Пусть u1 . . . uk — регулярные координаты
на M , и xi, yi и bji, 1 ≤ i, j ≤ k — компоненты векторов x и

b(P )(x, y) =
∑

ij bijx
iyj.

В частности, значение этого выражения не меняется при замене координат

Доказательство.
Доказательство точно такое же, как в линейной алгебре. Разложим векторы x и y
по векторам канонического базиса ∂ui . Получим:

b(x, y) = b(
∑

i x
i∂ui ,

∑
j y

j∂uj) =
∑

i,j x
iyjb(∂ui , ∂uj) =

∑
ij bijx

iyj

что и требовалось. �

Определение 9.4. Билинейная форма b на поверхности M называется симмет-
ричной (невырожденной, положительно определенной), если в каждой точке P ∈
M билинейная форма b(P ), соответственно, симметрична, невырождена, поло-
жительно определена (в смысле линейной алгебры).

Лемма 9.3
Билинейная форма b на поверхностиM симметрична (невырожденна, положитель-
но определена), если в некоторой системе координат на поверхности матрица формы
b в этих координатах, соответственно, симметрична, невырождена, положительно
определена в каждой точке поверхности.

Доказательство.
В заданной системе координат в фиксированной точке утверждение известно из
линейной алгебры. Независимость от выбора системы координат следует из Леммы
9.1. Доказательство закончено �
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Определение 9.5. Невырожденная симметричная билинейная форма на поверх-
ности называется псевдоримановой метрикой, а невырожденная симметричная
положительно определенная форма — риманова метрикой.

Псевдоевклидовы пространства

Рассмотрим следующий важный пример. Пусть Ω ∈ Rn — область в Rn, и x1 . . . xn

— линейные координаты в Rn, как в арифметическом линейном пространстве. Рас-
смотрим в каждой точке области Ω билинейную форму, матрица которой в кано-
ническом базисе ∂xi диагональна, причем на диагонали стоит s штук 1 и ns штук
+1. Другими словами, в дифференциальной записи эта форма имеет вид

−
∑s

i=1(dxi)2 +
∑n

i=s+1(dxi)2

Полученная билинейная форма является псевдоевклидовой метрикой.

Определение 9.6. Пространство Rn на котором задана псевдоевклидова метри-
ка из предыдущего примера, называется псевдоевклидовым пространством индек-
са s и обозначается через Rn

s , а координаты x1 . . . xn — псевдоевклидовыми. Со-
ответствующая билинейная форма называется псевдоскалярным произведением.
Пространство Rn

1 называется пространством Минковского.

Определение 9.7. Псевдосферой Sn−1
s (R) индекса s и радиуса R называется под-

множество пространства Rn
s , заданное уравнением

−
∑s

i=1(xi)2 +
∑n

j=s+1(xj)2 = R2

Геометрия псевдосферы

Изучим более подробно геометрию псевдосферы Sn1 (iR).
Пусть M — регулярная поверхность в пространстве Rn+1

s , заданная параметрически
в виде r : Ω→ Rn+1

s . Точно так же, как и в случае евклидова пространства, заданное
в Rn+1

s псевдоевклидово скалярное произведение индуцирует в каждой касательной
плоскости TPM поверхности M симметричную билинейную форму (которая может
быть вырожденной).

Определение 9.8. Если эта билинейная форма является римановой метрикой,
то поверхность M называется пространственноподобной

Рассмотрим в пространстве Rn+1
1 псевдосферу Sn1 чисто мнимого радиуса iR. По

определению, она задается уравнением
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−(x1)2 + (x2)2 + · · ·+ (xn+1)2 = −R2.

Ясно, что псевдосфера Sn1 состоит из двух компонент, разделенных координатной
гиперплоскостью x1 = 0 (при n = 2 это обычный двуполостный гиперболоид). Рас-
смотрим половинку псевдосферы, заданную неравенством x1 > 0, и произвольную
точку P из этой половинки соединим с точкой S = (−R, 0, . . . , 0) отрезком SP , см.
рис. 3 Этот отрезок пересекает плоскость x1 = 0 в некоторой точке, которую обозна-
чим через σ(P ). Определим отображение σ(P ), положив σ : P → σ(P ). Ясно, что
отображение σ взаимно-однозначно отображает полусферу Sn1 (x1 > 0) на открытый
шар радиуса R в плоскости x1 = 0. Обозначим через (u1 . . . un) стандартные коор-
динаты в плоскости x1 = 0 (для точек плоскости x1 = 0, по определению, положим
xi = ui−1, i = 2, . . . , n+ 1).

Рис. 3. Стереографическая проекция псевдосферы

Определение 9.9. Точка N = (R, 0, . . . , 0) называется северным полюсом псевдо-
сферы, точка S = (−R, 0, . . . , 0) — южным полюсом, а отображение σ : Sn1 (x1 >

0)→ Rn(x1 = 0) — стереографической проекцией из южного полюса.

Лемма 9.4
Стереографическая проекция взаимно-однозначно отображает половину псевдосфе-
ры Sn1 (x1 > 0) на открытый шар радиуса R в плоскости x1 = 0. Во введенных выше
обозначениях, если (u1, . . . , un) - координаты точки σ(P ) то координаты (x1, . . . , xn+

1) точки P могут быть вычислены следующим образом:
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x1 = R
R2+

∑
i(u

i)2

R2−
∑
i(u

i)2
, xi+1 = 2R2ui

R2−
∑
i(u

i)2
, i = 1, . . . , n.

Доказательство.
Действительно, поскольку треугольники Sσ(P )O и SPO′ подобны (рис. 3), имеют
место следующие равенства:

ui

xi+1 = R
R+x1

, i = 1, . . . , n

Подставляя их в уравнение псевдосферы, получаем квадратное уравнение на x1.
Решая его и отбрасывая решение x1 = −R, соответствующее южному полюсу, на-
ходим

x1 = R
R2+

∑
i(u

i)2

R2−
∑
i(u

i)2

Подставляя это соотношение в предыдущие, получаем

xi+1 = 2R2ui

R2−
∑
i(u

i)2
, i = 1, . . . , n

что и требовалось доказать �

Определение 9.10. Регулярные координаты (u1, dots, un) , заданные стереогра-
фической проекцией на полусфере Sn1 (x1 > 0) называются координатами стерео-
графической проекции.

Из леммы 9.4 с помощью непосредственных вычислений получаем следующее
утверждение
Псевдосфера мнимого радиуса iR с центром в начале координат в пространстве
Минковского Rn + 11 является пространственноподобной поверхностью. Индуциро-
ванная на ней риманова метрика в координатах стереографической проекции (со-
ответствующая риманова метрика в шаре радиуса R) имеет вид

ds2 = 4R2

(R2−
∑
i(u

i)2)2

∑
i(du

i)2

Определение 9.11. Открытый шар радиуса RRn с метрикой из предыдущего
утверждения называется шаром Пуанкаре (при n = 2 — кругом Пуанкаре).

Определение 9.12. Метрики, отличающиеся от евклидовой на функциональный
множитель, называются конформно-евклидовыми.

Лемма 9.5
Предположим, что в области Ω ∈ Rn заданы две римановых метрики ds2 и d2, от-
личающиеся на положительную функцию λ2, т.е. d2 = λ2ds2. Тогда величины угла
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между парой пересекающихся кривых, вычисленные по отношению к обеим этим
метрикам, одинаковы.

Доказательство.
Пусть γ и δ — две кривые в Ω, пересекающиеся в точке P под углом α по отношению
к ds2 и под углом β по отношению к d2 . Обозначим через ξ и η векторы скоростей
этих кривых. Тогда

cosα = ds2(ξ,η)
ds(ξ)ds(η)

= λ2ds2(ξ,η)
λds(ξ)λds(η)

= dσ2(ξ,η)
dσ(ξ)dσ(η)

= cos β

что и требовалось доказать. Здесь через ds2(ξ, η) и dσ2(ξ, η) обозначены скалярные
произведения векторов ξ и η по отношению к метрикам ds2 и dσ2 соответственно, а
через ds(ξ) и dσ(ξ) — длина вектора ξ, вычисленная по отношению к этим метрикам.
�
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10. Лекция 10

Геометрия Лобачевского

Можно ли построить пример геометрии, где выполняются все постулаты, кроме
пятого? Ответ на этот вопрос положительный. Геометрия, в которой это так, на-
зывается геометрией Лобачевского. Оказывается, чтобы ее получить, надо вместо
сферы взять псевдосферу.
Рассмотрим пространство R3

1 с псевдоевклидовыми координатами (x, y, z). Псевдо-
сфера мнимого радиуса iR (двуполостный гиперболоид) задается уравнением

−x2 + y2 + z2 = −R2.

Обозначим половинку этой псевдосферы, выделенную условием x > 0, через L2(R)

и рассмотрим на L2(R) геометрию, в которой прямые — это пересечения L2(R) с
плоскостями, проходящими через начало координат в R3

1, а движения — преобразо-
вания L2(R), индуцированные преобразованиями пространства R3

1, сохраняющими
псевдоскалярное произведение и переводящими L2(R) в себя.

Определение 10.1. Поверхность L2(R) называется плоскостью Лобачевского, а
определенная на ней геометрия — геометрией Лобачевского, или гиперболической
геометрией.
Оказывается, построенная геометрия удовлетворяет всем аксиомам евклидовой
геометрии, кроме аксиомы параллельности. Мы докажем только последнее.

Лемма 10.1
Пусть ` — произвольная прямая на плоскости Лобачевского L2(R), и P — произ-
вольная точка из L2(R), не лежащая на `. Тогда на L2(R) существует бесконечно
много прямых, проходящих через P и не пересекающих `.

Доказательство.
Действительно, пусть ` — прямая в L2(R), порожденная плоскостью L, и P ∈ L2(R)

— произвольная точка, не лежащая на `. Обозначим через C множество всех век-
торов из L неотрицательной (псевдоевклидовой) длины. Легко видеть, что это мно-
жество не пусто и ограничено пересечением плоскости L с изотропным конусом,
поэтому само является невырожденным конусом с центром в начале координат
(другими словами, C — это подмножество плоскости, ограниченное парой пересе-
кающихсяв начале координат прямых).
Рассмотрим произвольную прямую m′, лежащую в C, и пусть L′ — плоскость, про-
ходящая через P и m′. Так как L

⋂
L′ = m′ и прямая m′ не пересекает L2(R),

то соответствующая плоскости L′ прямая `′ на L2(R), проходящая через P , не пе-
ресекает прямой `. Из построения видно, что существует бесконечно много таких
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прямых `′ (так как имеется бесконечно много прямых m′ из конуса C), что и тре-
бовалось доказать. �

Модель Пуанкаре в круге

Для того чтобы представить себе геометрию Лобачевского более наглядно, удобно
воспользоваться другими координатами на L2(R), а именно координатами стерео-
графической проекции.
Обозначим через (x, y, z) — координаты в R3

1, причем будем предполагать, что псев-
доскалярное произведение в R3

1 имеет вид ds2 = dx2 + dy2dz2. Рассмотрим стерео-
графическую проекцию плоскости Лобачевского L2(R) из южного полюса (0, 0, R)

на координатную плоскость Oxy =
∏
, стандартные координаты на которой обозна-

чим через (u, v). Стереографическая проекция описана в лемме 9.4. Она переводит
L2(R) во внутренность круга D2(R) радиуса R с центром в начале координат. Мет-
рика на плоскости Лобачевского в координатах стереографической проекции, как
было показано в предыдущей лекции, имеет вид

ds2 = 4R4

(R2−u2−v2)2
((du)2 + (dv)2).

Определение 10.2. Круг D2(R) на плоскости с координатами (u, v), на котором
задана метрика

ds2 = 4R4

(R2−u2−v2)2
((du)2 + (dv)2),

называется моделью Пуанкаре плоскости Лобачевского в круге или, кратко, кру-
гом Пуанкаре. Окружность, ограничивающая круг D2(R), называется абсолютом.

Лемма 10.2
Углы между кривыми на плоскости Лобачевского в модели Пуанкаре совпадают с
евклидовыми углами, т.е. углами, измеренными в евклидовой метрике.

Доказательство.
Это следует из конформно-евклидовой формы метрики на круге Пуанкаре. �

Лемма 10.3
Стереографическая проекция σ : L2(R) →

∏
переводит каждую прямую Лобачев-

ского в дугу окружности, перпендикулярную абсолюту, или в диаметр диска D2(R).

Доказательство.
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Доказательство получается прямым подсчетом. �

Дробно-линейные преобразования

При изучении геометрии Лобачевского оказывается очень полезным комплекс-
ный язык.
Каждую точку плоскости R2, на которой введены стандартные декартовы коор-
динаты (u, v), можно рассматривать как комплексное число z = u + iv, где i —
мнимая единица. Также полезна так называемая тригонометрическая форма за-
писи комплексного числа, а именно, если (r, ϕ) — полярные координаты на R2, то
комплексное число z равно reiϕ, где eiϕ = cosϕ+ i sinϕ.

Лемма 10.4

Арифметические операции над комплексными числами и комплексное сопряжение
задают преобразования плоскости, являющиеся композициями сдвига, растяжения,
осевой симметрии и инверсии относительно единичной окружности с центром в ну-
ле.

Доказательство.
Пусть c = c1 + ic2 — некоторое фиксированное комплексное число. Преобразование
плоскости, ставящее в соответствие каждой точке z точку z + c, т.е. в явном виде

z = u+ iv → z + c = (u+ c1) + i(v + c2),

представляет собой сдвиг плоскости (т.е. параллельный перенос) на вектор c.
Далее, напомним, что комплексное число z̄ = u − iv называется сопряженным с
z = u + iv. Преобразование, ставящее в соответствие каждому числу z число z̄,
является осевой симметрией относительно координатной оси Ou.
Пусть теперь a = rαe

iϕα — некоторое ненулевое комплексное число, записанное
в тригонометрической форме. Преобразование, ставящее в соответствие каждому
числу z = reiϕ число αz, имеет вид

z = reiϕ → αz = rrαe
i(ϕ+ϕα),

иными словами, полярный радиус точки z увеличивается в ra раз (растяжение плос-
кости в ra раз), а полярный угол ϕ изменяется на ϕa (поворот плоскости на угол
ϕa вокруг начала координат). Таким образом, рассмотренное преобразование есть
композиция растяжения и поворота.
Наконец, рассмотрим теперь преобразование, ставящее в соответствие каждой точ-
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ке z точку 1/z. В явном виде

z = reiϕ → 1
r
e−iϕ,

поэтому полярный радиус r меняется на 1/r (при сохранении полярного угла ϕ

это — инверсия относительно стандартной единичной окружности с центром в ну-
ле), а полярный угол меняется с ϕ на −ϕ (осевая симметрия относительно оси u).
�

Пополним обычную (комплексную) плоскость C = R2, добавив к ней бесконечность
∞. Для этого рассмотрим стереографическую проекцию ν сферы S2 из северного
полюса N на плоскость C и отождествим точки из S2 с их образами на плоскости,
а точку N — с бесконечностью. Тем самым, расширенная комплексная плоскость
C̄ = C

⋃
∞ — это вся сфера S2.

Определение 10.3. Расширенной комплексной плоскостью C̄ называется сфера
S2 вместе с описанным только что отождествлением ее точек с комплексными
числами.

Пусть a, b, c, d — комплексные числа. Рассмотрим отображение, заданное форму-
лой

Φ : z → az+b
cz+d

.

Отметим, что Φ определено на всей плоскости C, за исключение точки −d/c, в
которой знаменатель дроби, стоящей в правой части, обращается в ноль. Кроме то-
го, отображение Φ есть отображение в точку, если и только если ad− bc = 0 (в этом
случае числитель дроби пропорционален знаменателю), поэтому, так как нас будут
интересовать преобразования плоскости, мы будем предполагать, что ad − bc 6= 0.
Доопределим Φ до отображения расширенной комплексной плоскости на себя, по-
ложив Φ(−d/c) =∞,Φ(∞) = a/c.

Определение 10.4. Построенное отображение Φ : C̄ → C̄ называется дробно-

линейным преобразование плоскости с матрицей
(
a b

c d

)
, которая, в свою очередь,

называется матрицей дробно-линейного преобразования Φ.

Лемма 10.5
Каждое дробно-линейное преобразование представимо в одном из двух видов:

z → Az +B или z → A
z+B

+ C,
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где A,B,C — некоторые комплексные числа. Поэтому каждое дробно-линейное пре-
образование есть или композиция поворота, растяжения и сдвига (в первом случае),
или композиция сдвига, инверсии, осевой симметрии, поворота, растяжения и сдви-
га (во втором случае).

Доказательство.
Возможны следующие два случая: c = 0c 6= 0. В первом случае d 6= 0 (матрица
преобразования невырождена), поэтому

αz+b
cz+d

= a
d
z + b

d
= Az +B,

т.е. дробно-линейное преобразование есть композиция поворота, растяжения и сдви-
га. Во втором случае

αz+b
cz+d

= α(z+d/c)+b−αd/c
c(z+d/c)

= A
z+B

+ C,

поэтому рассматриваемое преобразование есть композиция сдвига, инверсии, осе-
вой симметрии, поворота, растяжения и сдвига. Утверждение доказано. �

Лемма 10.6
Множество всех дробно-линейных преобразований расширенной комплексной плос-
кости образует группу относительно операции композиции. В частности, дробно-
линейные преобразования — действительно преобразования, т.е. взаимно однознач-
ные отображения расширенной плоскости на себя.

Доказательство.
Рассмотрим композицию µ ◦ ν двух дробно-линейных преобразований:

µ : z → αz+b
cz+d

и ν : z → a′z+b′

c′z+d′
.

Имеем:

µ ◦ ν(z) =
aa
′z+b′
c′z+d′+b

ca
′z+b′
c′z+d′+d

= (aa′+bc′)z+ab′+bd′

(ca′+dc′)z+cb′+dd′
,

т.е. эта композиция также является дробно-линейным преобразованием, причем его

матрица Mµ◦ν совпадает с произведением матриц Mµ =

(
a b

c d

)
и Mν =

(
a′ b′

c′ d′

)
преобразований µ и ν,Mµ◦ν =MµMν , поэтому невырождена. Ассоциативность ком-
позиции имеет место для произвольных отображений и хорошо известна. Тожде-
ственное преобразование z :→ z, которое, очевидно, является дробно линейным (ему
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соответствует единичная матрица), представляет собой нейтральный элемент. На-

конец, дробно-линейное преобразование с матрицей
(
a b

c d

)−1

будет обратным для

дробнолинейного преобразования с матрицей
(
a b

c d

)
, поскольку матрица компози-

ции есть произведение матриц. Таким образом, множество дробно линейных преоб-
разований — группа. Из обратимости дробно-линейного преобразования вытекает
его взаимно однозначность. Утверждение доказано. �

Обозначим через GL(2,C) группу невырожденных комплексных (2 × 2)-матриц.
Рассмотрим отображение ψ из группы GL(2,C) в группу дробнолинейных преоб-
разований:

ψ :

(
a b

c d

)
→ (z → az+b

cz+d
).

Лемма 10.7
Отображение является эпиморфизмом (т.е. сюрьективным гомоморфизмом групп).
Группа дробно-линейных преобразований изоморфна группе GL(2,C)C∗.

Доказательство.
Действительно, ψ(AB) = ψ(A) ◦ ψ(B) для любых A,B ∈ GL(2,C). Далее, если
Mµ — матрица дробно линейного преобразования µ, то ψ(Mµ) = µ, поэтому ψ —

сюръекция. Вычислим теперь ядро эпиморфизма ψ. Если
(
a b

c d

)
задает тожде-

ственное дробно-линейное отображение z → z, то z = az+b
cz+d

, при всех z, откуда
cz2 + dz = az + b, ⇒ c = b = 0, a = d. Итак, ядро отображения ψ состоит из всех

диагональных невырожденных матриц вида
(
a 0

0 a

)
и изоморфно группе C∗()... �

Множество комплексных (2 × 2) - матриц с единичным определителем образует
группу, которая, напомним, называется комплексной специальной линейной груп-
пой, обозначается через SL(2,C) и является подгруппой в группе GL(2,C). Обозна-
чим через ψ′ ограничение отображения ψ, описанного в лемме 10.7 на SL(2,C).

Метрика в комплексном виде

Работая с дробно-линейными (комплексными) преобразованиями плоскости, удоб-
но уметь записывать метрику на ней в комплексной форме. Особенно удобным это
оказывается в случае конформно-евклидовых метрик.

Пусть на плоскости со стандартными координатами u, v задана конформно-евклидова
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метрика ds2 = λ(u, v)(du2 + dv2). Поскольку z = u+ ivz̄ = u− iv, введем в рассмот-
рение следующие комплексные дифференциалы:

dz = du+ idv, dz̄ = du− idv.

Легко сосчитать, что du2 + dv2 = dzdz̄, поэтому конформно-евклидова метрика
ds2 = λ(u, v)(du2 + dv2) в комплексном виде выглядит так:

ds2 = µ(z, z̄)dzdz̄,

где функция µ(z, z̄) получается из λ(u, v) подстановкой u = (z, z̄)/2, v = (z−bz)/(2i).

Лемма 10.8
Дробно-линейное преобразование сохраняет конформно-евклидов вид метрики. В
частности, для конформно-евклидовых метрик дробно-линейные преобразования
сохраняют углы между кривыми.

Доказательство.
Пусть z = aω+b

cω+d
— дробно-линейное преобразование. Тогда

dz = a(cω+d)−c(aω+b)
(cω+d)2

dω = ad−cb
(cω+d)2

dω, dz̄ =
¯ad−cb
¯(cω+d)2

dω̄,

поэтому

ds2 = λdzdz̄ = λ |ad−cb|
2

|cω+d|4 dωdω̄,

т.е. метрика по-прежнему имеет конформно-евклидов вид, что и требовалось. �

Модель в верхней полуплоскости

Мы будем искать изометрии плоскости Лобачевского среди дробно-линейных пре-
образований. Для этого мы построим еще одну модель плоскости Лобачевского.
Выберем на плоскости Лобачевского в модели Пуанкаре в круге новую систему
координат. Для этого рассмотрим дробно-линейное преобразование плоскости, за-
данное в виде

ω = −iR z+iR
z−iR .

Это дробно-линейное преобразование отображает круг Пуанкаре на верхнюю (от-
крытую) полуплоскость. Чтобы проверить это, выясним сначала, куда перейдет
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окружность S1 = | z |= R, т.е. абсолют. Так как дробно-линейные преобразования
переводят прямые и окружности в прямые и окружности, то образ каждой окруж-
ности однозначно задается образами любых трех ее точек. В качестве таких точек
возьмем -R, -iR и R. Имеем:

−R→ −iR−R+iR
−R−iR = −iR−1+i

−1−i = −iR (−1+i)(−1+i)
2

= −R,

−iR→ 0,

R→ −iRR+iR
R−iR = −iR 1+i

1−i = −iR (1+i)(1+i)
2

= −iR 2i
2

= R,

поэтому абсолют переходит в вещественную координатную прямую. Отсюда следу-
ет, что внутренность круга D2(R) при рассматриваемом преобразовании переходит
или в верхнюю, или в нижнюю полуплоскость. Но поскольку точка 0 ∈ D2(R) пере-
ходит в точку iR, внутренность D2(R) переходит именно в верхнюю полуплоскость.

Лемма 10.9
В модели верхней полуплоскости метрика Лобачевского имеет вид

ds2 = R2 du2+dv2

v2
= −4R2dωdω̄

(ω−ω̄)2
,

где ω = u+ iv — соответствующая комплексная координата.

Доказательство.
Доказательство получается прямым подсчетом, аналогичным приведенному в до-
казательстве леммы 10.8. �

Определение 10.5. Верхняя полуплоскость v > 0 с метрикой ds2 = (du2+dv2)/v2,
где u, v — стандартные координаты на плоскости, называетсямоделью Пуанкаре
плоскости Лобачевского в верхней полуплоскости.
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11. Лекция 11

Топология и топологическое пространство

Определение 11.1. Пусть X — произвольное множество и τ = {Uα} — некото-
рое семейство подмножеств множества X. Семейство τ называется топологи-
ей, если оно удовлетворяет следующим свойствам:
(1) само пространство X и пустое множество принадлежат τ ;
(2) объединение любого семейства множеств из принадлежит τ ;
(3) пересечение любого конечного семейства множеств из также принадлежит
τ .

Определение 11.2. Множество X с фиксированной топологией τ называется
топологическим пространством и обозначается через (X, τ). Элементы множе-
ства X называются точками. Множества из τ называются открытыми в (X, τ).
Подмножество F топологического пространства называется замкнутым, если
его дополнение X \F.

Определение 11.3. Окрестностью точки x топологического пространства (X, τ)

будем называть произвольное открытое подмножество U , т.е. U ∈ τ , содержа-
щее x.

Топологическая внутренность и топологическое замыкание

Определение 11.4. Пусть (X, τ) — топологическое пространство. Точка a мно-
жества A ⊂ X называется внутренней точкой для A, если в A содержится
некоторая окрестность U точки a. Множество всех внутренних точек множе-
ства A называется внутренностью множества A и обозначается через intA.
Точка x ∈ X называется точкой прикосновения множества A ⊂ X, если любая
окрестность точки x пересекается с A. Замыканием Ā множества A называется
множество всех его точек.

Лемма 11.1
Пусть (X, τ) — топологическое пространство. Множество A ⊂ X является откры-
тым, если и только если intA = A. Множество A ⊂ X является замкнутым, если и
только если Ā = A.

Доказательство.
Каждое открытое множество само является окрестностью каждой своей точки, по-
этому совпадает со своей внутренностью. Обратно, если каждая точка множества A
является внутренней, то для каждой точки a ∈ A существует открытое множество
U(a) ⊂ A, содержащее a. Возьмем объединение U =a∈A U(a). По определению, U —
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открыто. Кроме того, так как каждое U(a) ⊂ U = A и, в частности, A — открыто.
Кроме того, так как каждое U(a) ⊂ A, то само множество U содержится в A. В то
же время A ⊂ U , так как каждая точка a ∈ U(a). Поэтому U = A и, в частности,
A — открыто. Далее, множество A — замкнуто, если и только если X\A открыто.
Последнее, как мы только что показали, равносильно тому, что каждая точка из
X\A обладает окрестностью, не пересекающейся с A, что, в свою очередь, равно-
сильно включению Ā ⊂ A, т.е. Ā = A. Доказательство закончено. �

Пусть A — произвольное подмножество топологического пространства (X, τ). Тогда
внутренность intA множества A открыта, а замыкание Ā множества A — замкнуто

Непрерывные отображения

Определение 11.5. Отображение f : X → Y топологического пространства
(X, τ) в топологическое пространство (Y, τY )называется непрерывным в точке
x0 ∈ X, если для любой окрестности V (f(x0)) ∈ τY точки f(x0) в пространстве
Y существует такая окрестность U(x0) ∈ τX точки x0 в пространстве X, что
f(U(x0)) ⊂ V (f(x0)).Отображение f называется непрерывным, если оно непре-
рывно в каждой точке x ∈ X.

Теорема 11.1. Отображение f : X → Y непрерывно, если и только если вы-
полнено одно из следующих эквивалентных условий: • прообраз любого открытого
множества A ⊂ Y открыт в X; • прообраз любого замкнутого множества за-
мкнут.

Доказательство.
Пусть сначала f непрерывно. Рассмотрим произвольное открытое множество A ⊂ Y

и обозначим через f−1(A) его прообраз при отображении f . Пусть x ∈ f−1(A) —
произвольная точка из прообраза; обозначим через y = f(x) образ точки x при
отображении f . Тогда y принадлежит открытому множеству A. Возьмем A в каче-
стве окрестности точки y : V (y) = A. Так как отображение f непрерывно в точке x,
то существует окрестность U(x) точки x, такая, что f(U(x)) ⊂ V (y) = A, но тогда
U(x)A, и множество f1(A) открыто по лемме 11.1 Обратно, пусть прообраз про-
извольного открытого подмножества из Y открыт в X. Фиксируем произвольную
точку x ∈ X, и пусть, как и выше, y = f(x). Рассмотрим произвольную окрестность
V (y) точки Y . По определению, V (y) — открытое множество, значит, f−1(V (y)) —
открытое подмножество в X, причем x ∈ f−1(V (y)). Выберем в качестве окрест-
ности U(x) точки x множество f−1(V (y)). Тогда f(U(x)) ⊂ V (y), поэтому отобра-
жение f непрерывно в произвольной точке x, что и требовалось доказать. Для за-
вершения доказательства утверждения осталось показать, что сформулированные
в нем условия непрерывности эквивалентны. Это немедленно следует из соотноше-
ния f−1(Y \A) = X\f−1(A), справедливого для произвольного множества A ⊂ Y и
отображения f . Доказательство закончено. �
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Вообще говоря, образ открытого (замкнутого) множества при непрерывном отоб-
ражении не обязан быть открытым (замкнутым). Приведите соответствующие при-
меры. Композиция непрерывных отображений непрерывна.

Определение 11.6. Пусть (X1, τ1) и (X2, τ2) — топологические пространства.
Взаимно-однозначное непрерывное отображение φ : X1 → X2 называется гомео-
морфизмом пространств X1X2, если обратное отображение также непрерывно.
Если существует гомеоморфизм пространств X1X2, то сами пространства на-
зываются гомеоморфными. Отображение φ : X1 → X2 называется вложением
X1X2,X1 и φ(X1) ⊂ X2. Свойство пространства называется топологическим, ес-
ли оно сохраняется при гомеоморфизме.
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12. Лекция 12

Классы топологических пространств

Среди огромного разнообразия топологических пространств естественно выде-
лить некоторые классы, обладающие специальными топологически инвариантными
свойствами. В данной лекции рассматриваются некоторые из таких классов.

Определение 12.1. Топологическое пространство X называется связным, если
его нельзя представить в виде объединения двух непересекающихся непустых под-
множеств A1 и A2, каждое из которых является открытым в X. Если такое
представление возможно, пространство X называется несвязным.

Определение 12.2. Подмножество A топологического пространства X называ-
ется связным, если связным является топологическое пространство A с тополо-
гией, индуцированной из X.

Лемма 12.1
Отрезок [a, b] ∈ R1 — связен.

Доказательство.
Предположим противное, и пусть [a, b] = A ∪ B, где множества A и B открыты,
непусты и не пересекаются. Предположим для определенности, что a ∈ A. Рассмот-
рим множество всех таких ε, что полуинтервал [a, a+ ε) содержится в A, и пусть ε0

— точная верхняя грань этого множества. Тогда, так как A — открыто, ε0 > 0. По-
скольку множество A замкнуто, точка a+ε0 принадлежит A. Но тогда, если только
a + ε0 6= b, существует открытый интервал (a + ε0δ, a + ε0 + δ), целиком лежащий
в A, и поэтому полуинтервал [a, a + (ε0 + δ)) содержится в A, что противоречит
выбору δ0. Поэтому a+ε0 = b. Но тогда A = [a, b] и множество B пусто. Полученное
противоречие завершает доказательство. �

Лемма 12.2
Пусть некоторое топологическое пространство X представлено в виде объединения
своих подмножеств Xα, каждое из которых связно. Предположим, что пересечение⋂
αXα непусто. Тогда пространство X связно

Доказательство.
Предположим противное, т.е. X = A ∪ B, где A и B — открыты, непусты, причем
A ∩B = ∅. Тогда каждое Xα можно представить в виде Xα = (Xα ∩A) ∪ (Xα ∩B).
Однако, так как по условию Xα связно, то или Xα ∩ A = ∅, или Xα ∩ B = ∅, т.е.
каждое из Xα целиком лежит или в A, или в B. В то же время, так как A и B не
пусты, существуют Xα0 ⊂ A и Xα1 ⊂ B. Однако A∩B = ∅, поэтому и Xα0∩Xα1 = ∅,
что противоречит условию. Утверждение доказано. �
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Определение 12.3. Максимальное по включению связное подпространство про-
странства X называется его связной компонентой или компонентой связности.

Лемма 12.3
Предположим, что в топологическом пространстве X для каждой пары его раз-
личных точек (x, y) найдется связное подмножество Cxy, содержащее x и y. Тогда
пространство X связно.

Доказательство.
В самом деле, если образ Y = f(X) связного множестваX при непрерывном отобра-
жении f несвязен, то, по определению, Y = A ∪ B, где A и B — открыты, непусты
и не пересекаются. Но тогда X = f−1(A) ∪ f−1(B), причем множества f−1(A) и
f−1(B) непусты, открыты и не пересекаются, т.е. X несвязно. Полученное проти-
воречие и завершает доказательство. �

Связность топологического пространства — топологический инвариант, т.е. сохра-
няется при гомеоморфизмах.

Лемма 12.4
Непрерывная функция, заданная на связном топологическом пространстве X, при-
нимает все промежуточные значения.

Доказательство.
Действительно, если, скажем, значение y0 не принимается непрерывной функцией
f : X → R, но принимаются некоторые значения больше и меньше y0, то образ f(X)

распадается в объединение двух открытых, непустых, непересекающихся подмно-
жеств f(X)∩(y0,∞) и f(X)∩(−∞, y0). Последнее противоречит Лемме 12.3. Лемма
доказана �

Линейно связное топологическое пространство

Определение 12.4. Топологическое пространство X называется линейно связ-
ным, если любые две точки из X можно соединить непрерывной кривой, т.е. для
любых x и y из X существует непрерывное отображение γ : [0, 1] → X, такое,
что γ(0) = x и γ(1) = y.

Аксиомы отделимости

Определение 12.5. Две различные точки топологического пространства X на-
зываются отделимыми, если у них существуют непересекающиеся окрестности.
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Более общо, два произвольных подмножества A1 и A2 топологического простран-
ства называются отделимыми, если у них существуют непересекающиеся окрест-
ности, т.е. непересекающиеся открытые множества U1 и U2, такие, что Ai ∈
Ui, i = 1, 2.

Определение 12.6. Топологическое пространство X называется хаусдорфовым,
если любые его две различные точки отделимы.

Пусть X — произвольное бесконечное множество. Зададим на X топологию, объ-
явив замкнутыми все возможные конечные подмножества из X и само множество
X. Полученная топология называется топологией Зарисского.

Лемма 12.5
Каждая точка хаусдорфова пространства является его замкнутым подмножеством.

Доказательство.
Пусть X — хаусдорфово топологическое пространство и x — произвольная точка из
X. Так как любая точка y ∈ X\x отделима от x, т.е. существует открытое множе-
ство Uy, содержащее y и не содержащее x, то множество X\x представимо в виде
∪y 6=xUy и поэтому открыто в X. Следовательно, x — замкнуто. Доказательство за-
кончено. �

Определение 12.7. Топологическое пространство называется нормальным, ес-
ли оно хаусдорфово, и, более того, любые его два непересекающихся замкнутых
подмножества отделимы.

Лемма 12.6
Каждое метрическое пространство нормально.

Доказательство.
Пусть (X, ρ) — метрическое пространство. Покажем сначала, что топологическое
пространство (X, τρ), где τρ) — соответствующая метрическая топология, хаусдор-
фово. Действительно, для произвольных различных точек x и y пространства X
рассмотрим открытые шары Oε(x)Oε(y), где ε = ρ(x, y)/3. Из неравенства треуголь-
ника следует, что эти шары не пересекаются, что и доказывает хаусдорфовость про-
странства X.
Пусть теперь A1, A2 — два произвольных непересекающихся замкнутых подмно-
жества в X. Для каждой точки x из множества A1 выберем число ε(x) > 0, поло-
жив ε(x) = (1/3)ρ(x,A2). Аналогично для каждой точки y из A2 определим число
ε′(y) = (1/3)ρ(y, A1). Построим открытые множества U1 и U2, положив
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U1 = ∪x∈A1Oε(x), U2 = ∪y∈A2Oε′(y)(y)

Очевидно, Ui ⊃ Ai, i = 1, 2. Покажем, что U1 и U2 не пересекаются. Действи-
тельно, пусть существует z ∈ U1 ∩ U2. Тогда имеются такие x ∈ A1 и y ∈ A2,
что z ∈ Oε(x)(x) и z ∈ Oε′(y)(y) Но тогда ρ(z, x) < (1/3)ρ(x,A2) ≤ (1/3)ρ(x, y),
ρ(z, y) < (1/3)ρ(y, A1) ≤ (1/3)ρ(y, x). Складывая последние два неравенства, полу-
чаем ρ(y, z) + ρ(z, x) < (2/3)ρ(y, x), что противоречит неравенству треугольника.
Утверждение доказано. �

Компактность

Определение 12.8. Система открытых множеств {Uα} топологического про-
странства X называется открытым покрытием пространства X, если ∪αUα =

X.

Определение 12.9. Топологическое пространство называется компактным или
компактом, если всякое его открытое покрытие {Uα} содержит конечное покры-
тие {Uαi}Ni=1 этого пространства. Подмножество Y топологического простран-
ства называется компактным, если подпространство Y — компактное простран-
ство.

Лемма 12.7
Замкнутое подмножество компактного топологического пространства компактно.

Доказательство.
Действительно, пусть {Vα} — произвольное открытое покрытие замкнутого под-
множества A компактного топологического пространства X. Тогда каждое Vα —
это пересечение некоторого открытого в X множества Uα со множеством A. На-
бор открытых множеств Uα ∪ X\A образует открытое покрытие пространства X,
из которого можно выбрать конечное подпокрытие Uαk ∪X\A. Но тогда конечная
система множеств Vαk образует конечное подпокрытие множества A. Утверждение
доказано. �

Лемма 12.8
Каждое хаусдорфово компактное топологическое пространство нормально.

Доказательство.
Пусть X — хаусдорфово компактное пространство, A — произвольное замкнутое
подмножество в X и x — точка из X, не лежащая в A. Покажем, что x и A отдели-
мы в X. Действительно, в силу хаусдорфовости пространства X, для каждой точки
a ∈ A существуют окрестности U(a) точки a и V (x, a) точки x (вообще говоря, за-
висящая от a), такие, что U(a) ∪ V (x, a) = ∅. Семейство U(a) образует открытое
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покрытие множества A, в котором, в силу Леммs 12.7, можно выбрать конечное
подпокрытие U(ak)

N
k=1. Поэтому окрестность ∩Nk=1V (x, ak) точки x определена и не

пересекается с содержащим A открытым множеством ∪Nk=1U(ak).
Рассмотрим теперь два произвольных непересекающихся замкнутых множества A1

и A2 в компактном пространстве X. Как мы только что доказали, для любой точки
a ∈ A1 существуют открытая окрестность U(a) точки a и содержащее множество A2

открытое множество Va, такие, что U(a) ∩ Va = ∅. Семейство U(a) образует откры-
тое покрытие замкнутого множества A1, в котором, в силу Леммы 12.7, можно вы-
делить конечное подпокрытие U(ak)

N
k=1. Поэтому определено открытое множество

∩Nk=1Vak , содержащее множество A2 и не пересекающееся с содержащим множество
A1 открытым множеством ∪Nk=1U(ak). Утверждение доказано. Вообще говоря, ком-
пактное подпространство топологического пространства не является замкнутым. �

Лемма 12.9
Пусть A — компактное подпространство в хаусдорфовом пространстве X. Тогда A
— замкнуто.

Доказательство.
Рассмотрим произвольную точку x изX\A. Достаточно показать, что x не является
точкой прикосновения для A. В силу хаусдорфовости пространства X, для каждой
точки a из A существуют окрестности U(a) точки a и V (x, a) точки x, такие, что
U(a) ∩ V (x, a) = ∅. Семейство {U(a)} образует открытое покрытие компакта A,
поэтому в нем можно выделить конечное подпокрытие {U(ak)}Nk=1. Следовательно,
определена открытая окрестность ∩Nk=1V (x, ak) точки x, которая не пересекается со
множеством A, т.е. x /∈ Ā. Утверждение доказано. �

Лемма 12.10
Пусть f : X → Y — непрерывное отображение компактного топологического про-
странства X в произвольное топологическое пространство Y . Тогда образ f(X)

компактен в Y

Доказательство.
Действительно, рассмотрим произвольное открытое покрытие {Uα} множества f(X).
Тогда система множеств {f 1(Uα)} образует открытое покрытие пространства X. В
силу компактности X в ней можно выделить конечное подпокрытие, образ которого
и даст искомое конечное покрытие для f(X). Доказательство закончено. �

Лемма 12.11
Функция, непрерывная на компактном топологическом пространстве X, ограниче-
на и принимает наибольшее и наименьшее значения.
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Доказательство.
В силу утверждения Леммы 12.10 образ f(X) функции f компактен, а в силу утвер-
ждения Леммы 12.9 — замкнут. Если бы образ f(X) не был бы ограничен, то си-
стема открытых интервалов Un = (n, n) покрывала бы f(X), но не содержала бы
конечного подпокрытия, поэтому множество f(X) ограничено. Далее, очевидно, что
точки supxXf(x) и infxXf(x) являются точками прикосновения замкнутого множе-
ства f(X) и поэтому принадлежат f(X). Утверждение доказано �

Лемма 12.12
Непрерывное взаимно-однозначное отображение f компактного пространства X в
хаусдорфово пространство Y является гомеоморфизмом.

Доказательство.
Достаточно показать непрерывность обратного отображения, что, в силу теоремы
11.1, равносильно замкнутости прообраза произвольного замкнутого подмножества
F ⊂ X при отображении f 1 , т.е. замкнутости f(F ) ⊂ Y . Но замкнутое под-
множество компакта — компакт (см. лемму 12.7). Далее, образ компакта F при
непрерывном отображении f — тоже компакт (см. лемму 12.10). Наконец, компакт-
ное подмножество f(F ) хаусдорфова пространства Y замкнуто в силу леммы 12.9.
Доказательство закончено. �
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13. Лекция 13

Топологические многообразия

Определение 13.1. Атласом размерности n на топологическом пространстве
X называется семейство A = (Uα, φα), где {Uα} — покрытие пространства X его
открытыми связными подмножествами, каждое из которых гомеоморфно неко-
торой области Vα в Rn, а φα : Uα → Vα — соответствующие гомеоморфизмы. Пара
(U,φα) называется картой, гомеоморфизм φalpha¯.Rn фиксированы некоторые ко-
ординаты, то говорят, что карта (Uα, φα) задает в окрестности Uα координаты,
сопоставляя каждой точке P ∈ Uα координаты вектора φα(P ) ∈ Rn. Если U ∩Uβ

непусто, то возникает гомеоморфизм

φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn → φβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn,

который называется отображением склейки, или функцией перехода (от одной
карты к другой или от одних координат к другим).

Определение 13.2. Хаусдорфово топологическое пространство называется то-
пологическим многообразием размерности n, если на нем существует не более чем
счетный атлас размерности n.

Функции и отображения

Определение 13.3. Функцию f̃ (x1, ..., xn) будем называть координатным пред-
ставлением функции f в карте (U, φ), или координатным представлением функ-
ции f в координатах (x1, ..., xn). При этом часто, допуская некоторую вольность
речи, будем отождествлять разные функции f и f и записывать координатное
представление f̃ функции f в виде f(x1, ..., xn).

Определение 13.4. Отображение называется координатным представлением
отображения F в картах (U, φ) и (W, ξ), или координатным представлением отоб-
ражения F в координатах (x1, ..., xm) и (y1, ..., yn). При этом часто, допуская неко-
торую вольность речи, будем отождествлять разные отображения F и F̃ и за-
писывать координатное представление F̃ отображения F как F i(x1, ..., xm).

ПустьM — гладкое многообразие (напомним, наM , по определению, фиксирован
некоторый гладкий атлас A) и f : M → R1 — непрерывная функция на M .

Определение 13.5. Функция f называется гладкой в точке P ∈ M , если для
некоторой карты (U, φ) ∈ A, такой, что P ∈ U , координатное представление
функции f является гладким в точке φ(P ). Функция f называется гладкой на
многообразии M , если она гладкая во всех точках многообразия M .

89

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ​ ​• 
ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Далее, пусть M и N — два гладких многообразия и F : M → N — непрерывное
отображение из M в N .

Определение 13.6. Отображение F называется гладким в точке P ∈ M , если
для некоторых карт (U, φ) на M и (W, ξ) на N , таких, что P ∈ U и F (U) ⊂ W

(напомним, что такие карты существуют для любой точки P ∈ M), соответ-
ствующее координатное представление отображения F является гладким в точ-
ке φ(P ). Отображение F называется гладким, если оно является гладким в каж-
дой точке P ∈M .

Лемма 13.1
Определения гладкой функции и гладкого отображения зависят только от гладких
структур рассматриваемых гладких многообразий и не зависят от выбора коорди-
нат (в фиксированных гладких структурах).

Доказательство.
Действительно, если (U, φ) и (U ′, φ′) — две карты на M , содержащие точку P , и f
— непрерывная функция на M , то координатные представления f ◦ φ−1f ◦ (φ′)−1

функции f в этих разных картах одновременно являются гладкими в точках φ(P )

и φ′(P ) соответственно, поскольку отличаются друг от друга на гладкую функцию
перехода φ′ ◦ φ−1. Аналогично, если F : M → N — гладкое отображение глад-
ких многообразий, то при заменах координат в окрестности точки P ∈ M и точки
F (P ) ∈ N координатные представления функции F отличаются на гладкие функ-
ции перехода. �

Пусть F :Mm → Nn — гладкое отображение гладких многообразий, P — произволь-
ная точка из M и Q = F (P ). Рассмотрим координатное представление функции F
в координатах (x1, ..., xm) в окрестности P M и (y1, ..., yn) в окрестности Q, которое
запишем в виде

yi = f i(x1, ..., xm), i = 1, ..., n.

Тогда определена матрица Якоби этого координатного представления, т.е. матрица

J(P ) = ( ∂y
i

∂xj
(P )).

Определение 13.7. Матрица J(P ), построенная выше, называется матрицей
Якоби отображения F в точке P в координатах (x1, ..., xm) и (y1, ..., yn).

Определение 13.8. Пусть F — гомеоморфизм гладкого многообразия M в глад-
кое многообразие N . Если отображение F является гладким и, более того, обрат-
ное отображение F−1 также является гладким, то отображение F называется

90

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


КЛАССИЧЕСКАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ​ ​• 
ИВАНОВ АЛЕКСАНДР ОЛЕГОВИЧ 

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

диффеоморфизмом. Если существует диффеоморфизм M в N , то говорят, что
многообразия M и N диффеоморфны.

Отношение диффеоморфности является отношением эквивалентности на клас-
се гладких многообразий, и мы, как правило, не будем различать диффеоморфные
многообразия. Свойства многообразий, сохраняющиеся при диффеоморфизмах, на-
зываются дифференциальными инвариантами. Такие свойства являются важными
характеристиками многообразий. Одним из таких инвариантов является размер-
ность многообразия.

Теорема 13.1. Если гладкие многообразия M и N диффеоморфны, то их размер-
ности совпадают.

Доказательство.
Пусть F : M → N — диффеоморфизм. Обозначим через m и n размерности много-
образий MN соответственно. Фиксируем произвольную точку P на многообразии
M , обозначим через Q ее образ при отображении F и рассмотрим координатные
представления отображений F и F−1 в координатах (x1, ..., xm) в окрестности точки
P наM и (y1, ..., yn) в окрестности точки Q на N . Эти координатные представления
— суть векторнозначные функции

(y1, ..., yn) = F (x1, ..., xm), (x1, ..., xm) = F−1(y1, ..., yn),

причем эти функции взаимно-обратны:

F (F−1(y1, ..., yn)) = (y1, ..., yn), F−1(F (x1, ..., xm)) = (x1, ..., xm) �

Обозначим через dF (P ) и dF−1 (Q) матрицы Якоби координатных представлений
отображений F и F−1 в точках P и Q соответственно. Напомним стандартную тео-
рему о дифференцировании сложной функции.

Задание многообразий уравнениями

Один из наиболее часто встречающихся в приложениях объектов — это подмно-
жество евклидового пространства Rn, заданное системой уравнений.

Теорема 13.2. Если множество Mc не пусто и матрица Якоби отображения
F имеет в каждой точке из Mc максимальный ранг, равный k, то Mc является
гладким многообразием размерности n− k. При этом, в подходящей окрестности
U произвольной точки из Mc в качестве координат можно выбрать некоторые
n− k декартовых координат объемлющего пространства Rn−k. Другими словами,
в качестве координатного гомеоморфизма можно выбрать проекцию окрестности
U на подходящую (n− k)-мерную координатную плоскость.
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Доказательство.
Пусть P — произвольная точка из Mc. По условию, ранг матрицы Якоби dF (P )

отображения F в точке P равен k. Это означает, что имеется набор из k столбцов
матрицы Якоби такой, что определитель соответствующего (k×k)- минора матрицы
dF (P ) отличен от нуля. Без ограничения общности предположим, что это столбцы
с номерами 1, ..., k. Обозначим через P̃ образ точки P при стандартной проекции
на координатную плоскость Rn−k, определенную соотношениями x1 = ... = xk = 0.
Тогда по теореме о неявной функции, известной из математического анализа, в
некоторой окрестности W точки P̃ в координатной плоскости Rn−k существуют
гладкие функции

xi(xk+1, ..., xn), i = 1, ..., k,

разрешающие нашу систему уравнений F (x1, ..., xn) = c, т.е.

F (x1(xk+1, ..., xn), ..., xk(xk+1, ..., xn), xk+1, ..., xn) = c

для всех (xk+1, ..., xn) из W .
Обозначим через U окрестность точки P вMc, проектирующуюся наW . В качестве
карты в окрестности точки P на Mc возьмем пару (U, π), где — стандартная про-
екция на координатную плоскость Rn−k. Обратное отображение π−1 задается в виде

π−1(xk+1, ..., xn) = (x1(xk+1, ..., xn), ..., xk(xk+1, ..., xn), ..., xk+1, ..., xn)

По построению, для каждой точки (xk+1, ..., xn)W ⊂ Rn−k точка π−1(xk+1, ..., xn)

принадлежит множеству уровня Mc. Отображения π и π−1 непрерывны и взаимно-
обратны. Итак, для каждой точки P ∈ Mc мы построили карту. Тем самым дока-
зано, что Mc — топологическое многообразие размерности n− k.
Осталось проверить гладкость многообразия Mc. Предположим, что точка P со-
держится как в построенной выше карте (U, π), так и в другой карте (U ′, π′). На-
помним,что во всех картах в качестве координат выступают некоторые n k де-
картовых координат объемлющего пространства. В карте (U, π) координаты — это
(xk+1, ..., xn),а в карте (U ′, π′) - (xi1 , ..., xin−k). Тогда функции перехода имеют вид

xip =

{
xip(xi+1, ..., xn), если ip <= k

xip , если ip > k

Но, по построению, функции xip , p = 1, ..., k, являются гладкими, что и доказы-
вает гладкость многообразия Mc. �
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14. Лекция 14

Касательное пространство

Напомним, что касательными векторами к поверхностиM в данной точке P ∈M
называются вычисленные в точке P векторы скоростей гладких кривых, лежащих
на поверхности M и проходящих через точку P . В этом определении использовано
то обстоятельство, что поверхность рассматривалась как подмножество векторного
пространства.
В случае абстрактных многообразий дело обстоит несколько сложнее (абстрактное
гладкое многообразие нигде, вообще говоря, не лежит). Тем не менее, имеется есте-
ственное определение касательного вектора в точке к гладкому многообразию M ,
использующее возможность ввести в окрестности каждой точки многообразия ло-
кальные координаты. Мы приведем три эквивалентных определения касательного
вектора (в разных задачах оказывается удобным использовать разные определе-
ния).

Определения касательного вектора

Итак, пустьM — гладкое многообразие размерности nP ∈M — некоторая точка.
Мы начнем с так называемого “алгебраического” или тензорного определения.

Определение 14.1. Касательный вектор V в точке P — это соответствие,
сопоставляющее каждой системе координат (x1, · · · , xn) в P набор из n чисел
(v1, · · · , vn), которые называются компонентами касательного вектора V в коор-
динатах (x1, · · · , xn),причем, если (x1, · · · , xn) и (y1, · · · , yn) — две системы коор-
динат в окрестности точки P и

V : (x1, · · · , xn)→ (v1, · · · , vn), V : (y1, · · · , yn)→ (ω1, · · · , ωn),

то wi = Σj
∂yi

∂xj
vj, J = ( ∂y

i

∂xj
) — матрица Якоби функции перехода из координат

x в координаты y, вычисленная в точке P (сравните с законом изменения каса-
тельного к поверхности вектора при замене криволинейных координат).

Пусть в окрестности точки P ∈M фиксированы некоторые координаты (x1, · · · , xn).
Сопоставим им произвольный набор чисел (v1, · · · , vn). С помощью правила пере-
счета компонент касательного вектора, приведенного в определении 14.1, вычислим
набор чисел (ω1, · · · , ωn) в каждой другой системе координат (y1, · · · , yn). Тем са-
мым, мы продолжим соответствие V : (x1, · · · , xn)→ (v1, · · · , vn), положив
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V : (y1, · · · , yn)→ (ω1, · · · , ωn), где ωi = Σj
∂yi

∂xj
(P )vj.

Построенное соответствие V сопоставляет каждой системе координат в окрестности
точки P свой набор чисел.

Лемма 14.1
Построенное выше соответствие V задает касательный вектор к многообразию M

в точке P .

Доказательство.
Для доказательства достаточно проверить, что для двух произвольных систем коор-
динат (y1, · · · , yn)(z1, · · · , zn) в точке P соответствующие им наборы чисел связаны
между собой так, как предписано определением 14.1.
Положим

V : (y1, · · · , yn)→ (ω1, · · · , ωn), V : (z1, · · · , zn)→ (u1, · · · , un).

По определению отображения V , числа uiwi выражаются через исходный набор
чисел (v1, · · · , vn) так:

ωi = Σn
k=1

∂yi

∂xk
(P )vk и ui = Σn

k=1
∂zi

∂xk
(P )vk, i = 1, · · · , n.

Отсюда, в силу обратимости матрицы Якоби функции перехода, легко находим, что

vk = Σn
p=1

∂xk

∂zp
(P )up, k = 1, · · · , n.

и окончательно

ωi = Σn
k=1

∂yi

∂xk
(Σn

p=1
∂xk

∂zp
) = Σn

p=1(Σn
k=1

∂yi

∂xk
∂xk

∂zp
)up = Σn

p=1
∂yi

∂zp
up,

т.е. построенные наборы чисел связаны так, как и предписано определением. Лемма
доказана.
�

Лемма 14.2
Множество TPM всех касательных векторов в произвольной точке P гладкого мно-
гообразия M образует n− векторное пространство, называемое касательным про-
странством к многообразию M в точке P .

Доказательство.
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В силу леммы 14.1 любой набор чисел (v1, · · · , vn), заданный в фиксированной си-
стеме координат (x1, · · · , xn) (в окрестности точки P ), можно единственным об-
разом превратить в касательный вектор v, и обратно: касательный вектор v одно-
значно определяет набор чисел (v1, · · · , vn) — своих компонент в выбранной системе
координат. Определив сложение и умножение касательных векторов на числа как
соответствующие покомпонентные операции на этих наборах, мы введем на множе-
стве TPM всех касательных векторов структуру n-мерного векторного простран-
ства. Осталось заметить, что эти операции не зависят от выбора системы координат
(x1, · · · , xn). Утверждение доказано.
�

Пусть (x1, · · · , xn) — фиксированная система координат в окрестности точки P

многообразия M . Из доказательства леммы 14.2 вытекает, что следующий набор
касательных векторов, заданных в соответствии с леммой 14.1, образует базис в
линейном пространстве TPM :

Ei : (x1, · · · , xn)→ (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0), i = 1, · · · , n.

где единица расположена на i − . Если V ∈ TPM — произвольный касательный
вектор и V : (x1, · · · , xn)→ (v1, · · · , vn), то V = ΣiviEi.

Определение 14.2. Базис E1, · · · , En называется каноническим базисом в TPM ,
соответствующим координатам x1, · · · , xn.

Пусть γ : I → M — гладкая кривая на многообразии M , проходящая через
точку P = γ(t0). Сопоставим локальным координатам (x1, · · · , xn) набор компо-
нент вектора скорости кривой γ в точке P в этих координатах. Более точно, если
xi(t), i = 1, · · · , n, — координатные функции кривой γ, то

γ̇ : (x1, · · · , xn)→ (ẋ1, · · · , ẋn).

Теорема 14.1. Три приведенные выше определения касательного вектора эквива-
лентны.

Доказательство.
Действительно, (x1, · · · , xn) — координаты в окрестности точки P , и V — касатель-
ный вектор из TPM в смысле первого определения,

V : (x1, · · · , xn)→ (v1, · · · , vn),
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то ему соответствует дифференцирование

∂v : f → Σiv
i ∂f
∂xi

(P ),

и наоборот. Построенное соответствие определено корректно, так как компоненты
вектора V меняются при замене координат по тому же правилу, что и коэффици-
енты, стоящие при частных производных в формуле для дифференцирования ∂V .
Теорема доказана.
�

Определение дифференциала

Перейдем к построению основ дифференциального исчисления гладких отобра-
жений многообразий. Это даст возможность изучать локальные свойства таких
отображений, пользуясь техническими средствами математического анализа. Фак-
тически, мы просто “пересадим” соответствующие понятия с областей в Rn на глад-
кие многообразия, воспользовавшись имеющейся на них гладкой структурой.
Пусть F : MßN — гладкое отображение m-мерного гладкого многообразия M в n-
мерное гладкое многообразие N и v ∈ TPM — произвольный касательный вектор.
Пусть γ — кривая, такая, что γ(0) = P и γ′(0) = v. Рассмотрим образ кривой γ при
отображении F . Если кривая γ задается гладким отображением γ : (1, 1) →M , то
ее образ — это гладкая кривая в N , заданная отображением F ◦ γ. Кривая F ◦ γ
проходит через образ F (P ) точки P . Обозначим через w вектор скорости кривой
F ◦ γ в точке F (P ). По определению, ω ∈ TF (P )N

Определение 14.3. Дифференциал dFP отображения F в точке P — это отобра-
жение dFP : TPM → TF (P )N касательных пространств, заданное так: dFP (v) = ω.

Лемма 14.3
Дифференциал отображения F — это линейное отображение касательных про-
странств. Если F (P ) = Q, и в окрестностях точек P и Q фиксированы системы
координат, то, в соответствующих канонических базисах, матрица дифференциала
dFP — это матрица Якоби отображения F в этих координатах.

Доказательство.
Пусть (x1, · · · , xm) — координаты на M в окрестности точки P и (y1, · · · , yn) — ко-
ординаты на N в окрестности точки Q, а yi = yi(x1, · · · , xm) — координатное пред-
ставление отображения F . Пусть xi = xi(t) — координатное представление кривой .
Тогда координатное представление кривой F ◦ γ имеет вид yi = yi(x1(t), · · · , xn(t)).
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В результате получаем.

dFP (v) = d(F◦γ)
dt

(0) = (Σj
∂y1

∂xj
(P )vi, · · · ,Σj

∂yn

∂xj
(P )vj) = Jv,

где J — матрица Якоби отображения F в точке P в локальных координатах (x1, · · · , xm)

и (y1, · · · , yn). Утверждение доказано. �
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15. Лекция 15

Понятия погружение, вложение и подмногообразие

Определение 15.1. Пусть F : M → N — гладкое отображение гладких много-
образий. Отображение F назовем погружением, или иммерсией, если в каждой
точке P из M дифференциал dFP отображения F в точке P является мономор-
физмом, т.е. отображение dFP взаимно-однозначно с образом.

Если дифференциал отображения F : M → N — мономорфизм, то выполнено
следующее соотношение на размерности многообразий: rankdFP = m = dimM ≤
dimN = n.

Определение 15.2. Погружение F называется вложением, если оно задает го-
меоморфизм многообразия M с образом F (M) (на F (M) рассматривается топо-
логия, индуцированная из N)

Определение 15.3. Подмножество M гладкого многообразия N размерности n

называется гладким подмногообразием размерности m, если для каждой точки
P ∈ M существует такая карта (U, φ) многообразия N,P ∈ U , что множество
φ(M ∩ U) является m-мерной регулярной поверхностью в Rn.

Теоремы о вложении

Теорема 15.1. Пусть M — произвольное компактное гладкое многообразие. Тогда
существует вложение Φ : M → RN многообразия M в евклидово пространство
подходящей размерности.

Доказательство.
В силу компактности многообразия M на нем можно выбрать конечный атлас
{(Uα, α)}Kα=1, причем можно считать без ограничения общности, что каждый ко-
ординатный гомеоморфизм φα переводит Uα в открытый шар Dα. �

Теорема 15.2. Пусть M — гладкое компактное многообразие размерности n. То-
гда существует вложение F : M → R2n+1.

Доказательство.
Воспользуемся предыдущей теоремой и построим вложение Φ многообразия M в
евклидово пространство RN . Рассмотрим произвольную, проходящую через нача-
ло координат прямую l в пространстве RN и обозначим через πl ортогональную
проекцию пространства RN вдоль прямой l на ортогональное подпространство раз-
мерности на единицу меньше: πl : RN → RN−1. Попробуем понизить размерность,
для чего рассмотрим композицию ◦Φ:M→RN−1 . Нужно выбрать прямую l так, чтобы
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композиция ◦Φ по-прежнему являлась бы вложением (этот способ называется мето-
дом проекций). Для этого достаточно проверить выполнение двух условий:
(1)мономорфность дифференциала композиции ◦Φ (тогда эта композиция является
погружением);
(2)биективность композиции биективность композиции ◦Φ (взаимно однозначное по-
гружение ◦Φ компактного многообразия M является вложением).
Наша цель — показать, что прямую l можно выбрать так, чтобы оба условия были
выполнены.
Рассмотрим первое условие. Пусть P — произвольная точка изM . Обозначим через
ΠP образ dΦ(TPM) касательного пространства TPM в точке P к многообразию M

под действием дифференциала dΦ отображения Φ в точке P . Так как Φ — вложение,
то ΠP — это n-мерное подпространство в RNTΦ(P )RN . Для того чтобы дифферен-
циал отображения ◦ был мономорфизмом в точке P , необходимо и достаточно,
чтобы прямая l не принадлежала бы подпространству ΠP (напомним, что и прямая,
и подпространство проходят через нуль). �

Риманова метрика, риманово многообразие

Как мы уже отмечали, риманова метрика является аналогом первой фундамен-
тальной формы поверхности или римановой метрики в области евклидова простран-
ства.
ПустьM — произвольное гладкое многообразие размерности m. Предположим, что
в каждой точке P ∈ M в касательном пространстве TPM фиксирована некото-
рая билинейная форма b(P ). Рассмотрим произвольные координаты (x1, . . . , xm).,
определенные на M в некоторой окрестности U . Тогда для каждой точки P ∈ U

в касательном пространстве TPM имеется канонический базис ∂i . В этом базисе
форма b(P ) задается матрицей B(P ) = (bij(P )) , где bij(P ) = b(P )(∂i, ∂j). Компо-
ненты bij(P ) являются функциями от координат точки P ∈ U , т.е. функциями от
(x1, . . . , xm).

Определение 15.4. Если в каждой точке P многообразия M задана билинейная
форма b(P ) : TPMTPM → R, то говорят, что на многообразии задана билинейная
форма b. Величины bij(P ) = b(P )(∂i, ∂j) называются компонентами формы b в
координатах (x1, . . . , xm).

Лемма 15.1
Пусть (x1, . . . , xm) и (y1, . . . , ym) — две системы координат, bij и cij — компоненты
билинейной формы b в первой и второй системах координат соответственно. Тогда
во всех точкам многообразия, где эти координаты определены одновременно, функ-
ции bij и cij связаны так:
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bij =
∑m

α,β=1
∂yα

∂xi
∂yβ

∂xj
cαβ

Доказательство.
Пусть P ∈M — точка, в которой определены обе системы координат, ∂xi — векторы
канонического базиса первой из этих систем, а ∂yi — второй. Тогда ∂xi =

∑
α
∂yα

∂xi
∂yα,

поэтому

bij = b(∂xi , ∂xj) = b(
∑

α
∂yα

∂xi
∂yα,

∑
β
∂yβ

∂xj
∂yβ =

∑
α,β

∂yα

∂xi
∂yβ

∂xj
b(∂yα , ∂yβ) =

∑
α,β

∂yα

∂xi
∂yβ

∂xj
cαβ

�

Определение 15.5. Будем говорить, что на многообразии M задана риманова
метрика, если на M задано скалярное произведение (т.е. невырожденная поло-
жительно определенная симметричная билинейная форма), которое гладко зави-
сит от точки в том смысле, что в каждой системе координат (x1, . . . , xm) на M
компоненты этого скалярного произведения являются гладкими функциями от
(x1, . . . , xm).
Многообразие, на котором задана риманова метрика называется римановым мно-
гообразием.

Определение 15.6. Говорят, что на гладком многообразии M задана риманова
метрика, если в каждой системе координат (x1, . . . , xm) на M в области опреде-
ления этих координат задан набор величин gij (x1, . . . , xm), i, j = 1, . . . ,m, которые
гладко зависят от (x1, . . . , xm) и называются компонентами римановой метрики
в этих координатах, и выполнены следующие два условия:
(1) матрицы (gij) являются симметричными и положительно определенными в
каждой точке области определения;
(2) компоненты римановой метрики в разных системах координат, связаны друг
с другом по формуле из Леммы 15.1 во всех точкам многообразия, где эти коор-
динаты определены одновременно.

Эквивалентное определение римановой метрики

Лемма 15.2
Два определения римановой метрики эквивалентны.

Доказательство.
Если дана риманова метрика в смысле определения 15.5, то наборы величин gij(x1, . . . , xm)

из предыдущего определения — это компоненты скалярного произведения в коор-
динатах (x1, . . . , xm). Требуемые свойства вытекают из определения и леммы 15.1
Обратно, пусть задана риманова метрика в смысле предыдущего определения. Опре-
делим наM скалярное произведение так. Пусть (x1, . . . , xm) — некоторые координа-
ты наM , и P — произвольная точка из соответствующей карты U. Сопоставим паре
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векторов v и w из TPM число 〈v, w〉P =
∑m

i,j=1 gijv
iwj, где gij компоненты римано-

вой метрики, а vi и wj — компоненты касательных векторов v и w в координатах
(x1, . . . , xm) соответственно. Заметим, что мы определили билинейную форму на
TPM , которая, в силу свойств матрицы (gij), является скалярным произведением,
причем 〈∂xi , ∂xj〉P = gij(P ), поэтому это скалярное произведение гладко зависит от
точки (в силу гладкости gij ). Таким образом, мы построили в U риманову метрику
в смысле первого определения, причем gij представляют собой компоненты этой
римановой метрики в координатах (x1, . . . , xm).
Остается проверить, что построенная нами риманова метрика не зависит от выбо-
ра координат (x1, . . . , xm) и, значит, корректно определена на всем многообразии
M. Пусть в окрестности точки P M заданы две системы координат (x1, . . . , xm)

и (y1, . . . , ym), и пусть gij и hij компоненты римановой метрики из определения в
этих координатах соответственно. Тогда для произвольных касательных векторов
v, w ∈ TPM , имеющих в (x1, . . . , xm) компоненты vi и wi , а в (y1, . . . , ym) — компо-
ненты ξi и ηi соответственно, числа

∑m
i,j=1 gijv

iwj и
∑m

i,j=1 ijξ
iηj равны. �

Длины и углы

Определение 15.7. Величина
l(γ) =

∫ b
a
‖γ′(t)‖dt называется длиной гладкой кривой γ на римановом многообразии

M .

Определение 15.8. Пусть γ1(t) и γ2(s) — гладкие кривые на римановом многооб-
разии M, пересекающиеся в некоторой точке P из M . Пусть γ1(t0) = γ2(s0) = P ,
тогда угол α между γ1 и γ2 в точка P определяется из соотношений
cosα =

〈γ′1(t0),γ′2(s0)〉P
‖γ′1(t0)‖‖γ′2(s0)‖ , 0 ≤ α ≤ π

Определение 15.9. Метрика 〈 ˙ , ˙ 〉P на многообразии M называется индуциро-
ванной из Rn.

Ориентируемые и неориентируемые многоообразия

Определение 15.10. Каждый из построенных классов называется ориентацией
векторного пространства L. Задать ориентацию на L или ориентировать про-
странство L означает выбрать один из двух этих классов. Каждый базис, при-
надлежащий выбранному классу называется положительно ориентированным, а
остальные базисы — отрицательно ориентированными.

Для задания ориентации линейного пространства L достаточно фиксировать в
нем один произвольный базис и объявить выбранной ориентацией ту, в которую он
входит. При этом выбранный базис будет положительно ориентированным.
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Определение 15.11. Пусть M гладкое многообразие. Ориентацией многообразия
M называется семейство ориентаций всех его касательных пространств TpM ,
P ∈ M , непрерывно зависящее от точки многообразия в следующем смысле. Для
произвольной системы координат (x1, ..., xm) наM канонические базисы (∂x1, ..., ∂xm)

во всех касательных пространствах TpM , где P — произвольная точка из обла-
сти определения координат, имеют одну и ту же ориентацию. Если ориентация
существует, то многообразие M называется ориентируемым, иначе — неориен-
тируемым. Если ориентация фиксирована, то многообразие называется ориенти-
рованным.

Лемма 15.3
Пусть M ⊂ Rn — гладкое k-мерное многообразие, 1k < n, являющееся решением
системы F1(x1, ...xn) = 0, ..., Fn−k(x

1, ..., xn) = 0, удовлетворяющей условию теоремы
о неявной функции: функции Fi — гладкие, и в каждой точке из M матрица Якоби
(∂Fi
∂xj

) имеет максимально возможный ранг n−k. Тогда многообразие M ориентиру-
емо.

Доказательство.
Напомним, что в каждой точке P M градиенты ∇Fi = ( ∂Fi

∂x1
, ..., ∂Fi

∂xn
) функций Fi

линейно независимы и ортогональны касательному пространству TpM . Зададим
в каждом TpM ориентацию, назвав базис (f1, ..., fk) пространства TpM положи-
тельно ориентированным, если и только если построенный с помощью него базис
(f1, ..., fk,∇F1, ...,∇Fn−k) пространства Rn положительно ориентирован по отноше-
нию к стандартной ориентации пространства Rn. Покажем, что так заданное се-
мейство ориентаций касательных пространств TpM многообразия M непрерывно
зависит от точки. Выберем произвольную точку P ∈ M и в некоторой ее связной
окрестности U ⊂ M рассмотрим локальные координаты (y1, ..., yk) и соответству-
ющие канонические базисы (∂1, ..., ∂k) касательных пространств TpM,P ∈ U , тогда
векторы базисов B = (∂1, ..., ∂k,∇F1, ...,∇Fn−k) пространства Rn непрерывно меня-
ются при изменении точки P ∈ U , так что если C(P ) обозначает матрицу перехода
от стандартного базиса (e1, ..., en) пространства Rn к базису B в точке P , то detC(P )

является нигде не обращающейся в ноль непрерывной функцией, определенной на
связном множестве, поэтому эта функция имеет везде один и тот же знак. Но то-
гда, по определению заданной выше ориентации касательных пространств TpM , все
канонические базисы (∂1, ..., ∂k) имеют одну и ту же ориентацию. Итак, заданное
семейство ориентаций непрерывно зависит от точки, поэтому задает ориентацию
многообразия M , так что M — ориентируемо. �

Определение 15.12. Пусть M — ориентированное в смысле определения 15.11
гладкое многообразие и (U, φ) — некоторая карта на нем. Карту (U, φ) назовем
положительной, если определенные ей канонические базисы во всех точках из U
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положительно ориентированы. Если же все такие базисы отрицательно ориен-
тированы, то карту (U, φ) назовем отрицательной.

Определение 15.13. Пусть γ(t), t ∈ [a, b], — непрерывная кривая на гладком мно-
гообразииM . При каждом t выберем в Tγ(t)M некоторый базис E(t) = (e1(t), ..., en(t))

. Будем говорить, что семейство базисов E(t) непрерывно вдоль γ, если при каж-
дом t0 существуют некоторые координаты в окрестности точки γ(t0), в которых
компоненты ei(t)

α векторов ei(t) являются непрерывными функциями параметра
t в некоторой окрестности точки t0.

Лемма 15.4
Для каждой непрерывной кривой γ(t), t ∈ [a, b], на гладком многообразии M суще-
ствует семейство базисов E(t) касательных пространств Tγ(t)M , непрерывно зави-
сящее от t.

Пусть P и Q — две произвольные точки гладкого многообразия M , соединенные
непрерывной кривой γ(t), t ∈ [0, 1], P = γ(a), Q = γ(b). Ориентируем касатель-
ное пространство TPM . Рассмотрим непрерывное вдоль γ семейство E(t) базисов
касательных пространств Tγ(t)M . Ориентируем пространство TQM так, чтобы ори-
ентации базисов E(a) и E(b) были одинаковы.

Определение 15.14. Во введенных выше обозначениях, будем говорить, что по-
лученная на TQM ориентация получена в результате переноса ориентации про-
странства TPM вдоль кривой γ.

Определение 15.15. Гладкое многообразие M назовем ориентируемым, если пе-
ренос ориентации вдоль непрерывных кривых, соединяющих одну и ту же пару
точек из M , не зависит от выбора таких кривых.
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