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Ëåêöèÿ 1

Íà÷íåì íàø êóðñ ñ äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè, íàïîìíèì âíà÷àëå ñîîòâåòñòâóþùóþ
òåîðåìó èç êóðñà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y1, . . . , yn) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y01, . . . , y0n) ÿâëÿåòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêîé, ò.å. ðàçëàãàåòñÿ â àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äàí-
íîé òî÷êè ñòåïåííîé ðÿä. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1))

y(x0) = y01

y′(x0) = y02

..
.

y(n−1)(x0) = y0n

ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè x0.

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
y′′ + ay′ + by = 0

y(0) = y0

y′(0) = y1.

Ïîêàæåì êàê ðàáîòàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ, êîòîðûé ìîæíî áóäåò ïåðå-
íåñòè íà óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.
Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

y(x) =
∞∑
n=1

cnx
n,

ãäå cn =
y(n)(0)

n!
. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ cn äîñòàòî÷íî

âû÷èñëèòü âñå ïðîèçâîäíûå y â íóëå. Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî c0 = y0

è c1 = y1. Èç óðàâíåíèÿ íàõîäèì: y′′(0) = −ay2 − by1. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå,
ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå íà ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà:

y(n)(0) = −ay(n−1)(0)− by(n−2)(0),

ïîçâîëÿþùåå âû÷èñëèòü âñå y(n)(0) è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå cn.
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Íåîáõîäèìî òàêæå äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
x = 0, íî èç ïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ò.ê. òàêèå ôóíêöèè ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè.

Óïðàæíåíèå 1.1. Íàéäèòå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
y′′ + y = 0

y(0) = 0

y′(0) = 0

â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà.

(Ðåøåíèåì áóäåò ÿâëÿòüñÿ sinx. Çàïèøèòå ðåøåíèå â âèäå ðÿäà è äîêàæèòå
åãî àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü.)

Ýòà èäåÿ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷ - çàäà÷ Êîøè
äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ñôîðìóëèðóåì ýòó çàäà÷ó.

Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà

Ïóñòü Ω ⊆ Rn - îáëàñòü. Îïðåäåëèì ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà êàê:

L : C2(Ω)→ C(Ω),

Lu(x) :=
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj(x) +
n∑
i=1

ai(x)uxi(x) + a(x)u(x),

ãäå aij, ai, a - íåïðåðûâíûå íà Ω ôóíêöèè è

uxi =
∂u

∂xi
, uxixj =

∂2u

∂xi∂xj
.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòèöà A = (aij), ñîñòàâëåííàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ ñòàðøèõ
ïðîèçâîäíûõ, îòëè÷íà îò íóëåâîé â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Ω è õîòÿ áû îäíà âòîðàÿ
ïðîèçâîäíàÿ u âñåãäà ïðèñóòñòâóåò â Lu.
Ìàòðèöó A âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé, ò.å. A = At, ãäå

÷åðåç At ìû îáîçíà÷àåì òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó. Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöó A
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ìàòðèö Q = (qij) è R = (rij), ãäå

Q =
A+ At

2
, R =

A− At

2
.
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Çäåñü Q = Qt, à R = −Rt. Èç uxixj = uxjxi âûâîäèì:

n∑
i,j=1

rijuxixj = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

n∑
i,j=1

aijuxixj =
n∑

i,j=1

(qij + rij)uxixj =
n∑

i,j=1

qijuxixj .

Äàëåå ñ÷èòàåì ìàòðèöó A ñèììåòðè÷íîé.
Ïóñòü f - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà Ω.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

Lu = f. (1.1)

(n− 1) - ìåðíûå ïîâåðõíîñòè êëàññà C2

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòàâèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) íàì ïîòðåáóåòñÿ
íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ ïîíÿòèé.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ (n−1) - ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ êëàñ-
ñà C2, åñëè äëÿ âñÿêîé òî÷êè x0 ∈ S ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(x0) ∈ Rn è äèô-
ôåîìîðôèçì êëàññà C2, îòîáðàæàþùèé U(x0) íà îêðåñòíîñòü íóëÿ V (0) òàê, ÷òî
÷òî ìíîæåñòâî S ∩ U ïðåîáðàçóåòñÿ â ìíîæåñòâî {yn = 0} ∩ V .

Ïðèìåðû:

1) Ãèïåðïëîñêîñòü xn = 0 ÿâëÿåòñÿ (n−1) - ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ êëàññà C2. Äëÿ
âñÿêîé òî÷êè x0 ∈ {xn = 0} â êà÷åñòâå äèôôåîìîðôèçìà íàäî âçÿòü ñäâèã íà
x0.

2) Ïóñòü F - ôóíêöèÿ êëàññà C2, ïðè÷åì âåêòîð ∇F (x) := (Fx1(x), . . . , Fxn(x))
îòëè÷åí îò íóëÿ (íàïðèìåð, Fxn 6= 0). Òîãäà ìíîæåñòâî, çàäàííîå óðàâíåíèåì
F (x) = 0, åñëè îíî íå ïóñòî, ÿâëÿåòñÿ (n − 1) -ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ êëàñ-
ñà C2. Çäåñü äëÿ âñÿêîé òî÷êè x0 â êà÷åñòâå äèôôåîìîðôèçìà ìîæíî âçÿòü
îòîáðàæåíèå Φ, ïåðåâîäÿùåå x â y ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

y1 = x1 − x01

. . . . . .

yn−1 = xn−1 − x0(n−1)

yn = F (x1, x2, . . . , xn)
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ßêîáèàí ýòîãî îòîáðàæåíèÿ:

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

..
.

0 0 0 . . . 1 0
Fx1 Fx2 Fx3 . . . Fxn−1 Fxn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Fxn 6= 0

Óïðàæíåíèå 1.2. Äîêàæèòå, ÷òî òîð è ñôåðà â R3 ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûìè ïî-
âåðõíîñòÿìè êëàññà C2.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè âñÿêàÿ (n − 1) - ìåðíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü êëàññà C2 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé ñâîåé òî÷êè ìîæåò áûòü çà-
äàíà óðàâíåíèåì F (x) = 0, ãäå F ∈ C2 è â êàæäîé òî÷êå x, òàêîé, ÷òî F (x) = 0,
âåêòîð ∇F (x) îòëè÷åí îò íóëÿ.

Óïðàæíåíèå 1.3. Îáîñíóéòå Çàìå÷àíèå 1.1.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Äëÿ âñÿêîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ = (ξ1, . . . , ξn), îïðå-
äåëèì ïðîèçâîäíóþ âäîëü ξ îò ôóíêöèè u ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂u

∂ξ
=

n∑
i=1

ξiuxi .

Ïîñòàâèì òåïåðü çàäà÷ó Êîøè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè è ñâåäåíèå ê ñëó÷àþ, êîãäà
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ëåæàò íà ãèïåðïëîñêîñòè {yn = 0}
Ïóñòü S - (n − 1) - ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, ëåæàùàÿ â îáëàñòè Ω. Ïóñòü

â êàæäîé òî÷êå x ∈ S îïðåäåëåí åäèíè÷íûé âåêòîð ξ(x) = (ξ1(x), . . . , ξ1(x)), íå
êàñàþùèéñÿ ïîâåðõíîñòè S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà S çàäàíû ôóíêöèè u0 è u1.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Çàäà÷åé Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ u ∈ C2(Ω) óðàâíåíèÿ
(1.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

u|S = u0, (1.2)

∂u

∂ξ

∣∣∣∣
S

= u1. (1.3)

Ôóíêöèè aij, ai, a, ξ, f, u0, u1, S íàçûâàþòñÿ äàííûìè çàäà÷è (1.1)− (1.3).

Ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè ïðîùå, åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû íå íà ïðîèçâîëü-
íîé ïîâåðõíîñòè, à íà ãèïåðïëîñòêîñòè {xn = 0}. Ñäåëàåì ñîîòâåòñâóþùóþ çàìåíó
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êîîðäèíàò, ñâîäÿþùóþ îáùóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè íà ãèïåð-
ïëîñêîñòè. Çàôèêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ S.
Ñîãëàñíî Çàìå÷àíèþ 1.1, â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0) ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü
çàäàíà óðàâíåíèåì F (x) = 0. Äèôôåîìîðôèçì Φ, îïðåäåëåííûé â ïðèìåðå 2, îòîá-
ðàæàåò U(x0) ∩ S íà Σ = {yn = 0} ∩ V (0), ãäå V (0) - íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ.
Ââåäåì íîâûå êîîðäèíàòû y = Φ(x). Ïîëîæèì v(y) = u(Φ−1(y)).

Óïðàæíåíèå 1.4. Ïðîâåðüòå, ÷òî:

uxj =
n∑
k=1

vyk
∂Φk

∂xj
, uxixj =

n∑
k,l=1

vykyl
∂Φk

∂xi

∂Φl

∂xj
+

n∑
k=1

vyk
∂2Φk

∂xi∂xj
(1.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.4) â (1.1), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà v:

n∑
k,l=1

bklvykyl +
n∑
k=1

bkvyk + bv = g

ãäå

bkl =
n∑

i,j=1

aij
∂Φk

∂xj

∂Φl

∂xi
,

bk =
n∑

i,j=1

aij
∂2Φk

∂xi∂xj
+

n∑
j=1

aj
∂Φk

∂xj
,

b(y) = a(Φ−1(y)),

g(y) = f(Φ−1(y)).

Çàìåòèì, ÷òî

bnn =
n∑

i,j=1

aij
∂Φn

∂xi

∂Φn

∂xj
= (A∇F,∇F ). (1.5)

Îïðåäåëèì âèä íà÷àëüíûõ óñëîâèé (1.2), (1.3). Èìååì

v(y)|yn=0 = u
(
Φ−1(y)

)∣∣
yn=0

= u0

(
Φ−1(y)

)∣∣
yn=0

= v0(ŷ), (1.6)

ãäå ŷ = (y1, . . . , yn−1) ∈ Σ è Σ = {yn = 0} ∩ V (0).
Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà v|yn=0 = v0 ìîæíî ïðè yn = 0 îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ âñåõ
ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè v, íå ñîäåðæàùèõ äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé yn.
Íàïðèìåð, vyk(ŷ, 0) = v0yk(ŷ).

Óïðàæíåíèå 1.5. Ïðîâåðüòå, ÷òî

∂u

∂ξ

(
Φ−1(y)

)
=

n∑
k=1

vyk
∂Φk

∂ξ
.
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Òàê êàê âåêòîð ξ íå êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè, à âåêòîð ∇F ñîíàïðàâëåí íîðìàëè ê
ïîâåðõíîñòè, òî (∇F, ξ) èëè, ÷òî òîæå ñàìîå ∂Φn

∂ξ
6= 0. Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì

âòîðîå íà÷àëüíîå óñëîâèå ïåðåïèñàòü â âèäå

vyn|yn=0 = u

(
∂Φn

∂ξ

)−1
(
v1(ŷ)−

n−1∑
k=1

v0yk

∂Φk

∂ξ

)∣∣∣∣∣
yn=0

= v1. (1.7)

Èòàê, äëÿ ôóíêöèè v ìû ïîëó÷èëè çàäà÷ó Êîøè (1.5)−(1.7), â êîòîðîé íà÷àëüíûå
äàííûå çàäàíû â ãèïåðïëîñêîñòè {yn = 0}.

Ëåììà 1.1. Åñëè bnn 6= 0 íà Σ, òî ÷åðåç äàííûå çàäà÷è (1.5)− (1.7) åäèíñòâåííûì
îáðàçîì âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ v íà Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå ìû çíàåì íà Σ âñå ïðîèçâîäíûå ôóíê-
öèè v, íå ñîäåðæàùèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé yn. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî îáúÿñíèòü êàê âû÷èñëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå, ñîäåðæàùèå
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî yn.
Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ íàõîäèòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ vyn|Σ = v1. Èç ýòîãî æå ðà-
âåíñòâà íàõîäèì âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè v, ñîäåðæàùèå îäíîêðàòíîå äèôôåðåí-
öèðîâàíèå ïî yn. Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå b

nn 6= 0, âûðàæàåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ
èç óðàâíåíèÿ (1.5):

vynyn = (bnn)−1

(
g −

n−1∑
k,l=1

bklvykyl −
n−1∑
k=1

bknvykyn −
n∑
k=1

bkvyk − bv

)
. (1.8)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1.8) íàõîäèì âñå ïðîèçâîäíûå v, ñîäåðæàùèå äâóêðàòíîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé yn.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ïðîâåäåì ðàññóæäåíèå ïî

èíäóêöèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû óæå âû÷èñëèëè âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè v, ñîäåðæàùèå

k-êðàòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî yn.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè v, ñîäåðæàùèå (k + 1)-êðàòíîå

äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî yn íàäî (k − 1) ðàç ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ðàâåíñòâî (1.8).
Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå y ∈ Σ êîýôôèöèåíò bnn ðàâåí íóëþ.
Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (1.5) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîé òî÷êå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøå-
íèå

n−1∑
k,l=1

bklvykyl +
n−1∑
k=1

bknvykyn +
n∑
k=1

bkvyk + bv = g. (1.9)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû âñå ïðîèçâîäíûå vyk è vykyl , ãäå 1 ≤ k ≤ n è 1 ≤ l ≤ n − 1,
îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ÷åðåç ôóíêöèè v0 è v1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèå (1.9) íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè v0 è v1, òî
åñòü äàííûå çàäà÷è íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè!
Îòìåòèì, ÷òî bnn(y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè x = Φ−1(y)

(A(x)∇F (x),∇F (x)) = 0.
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Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ S çàäàíà óðàâíåíèåì F (x) = 0,
ãäå F - ôóíêöèÿ êëàññà C2 è ∇F 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Òî÷êà x0, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òî÷êîé äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.1), åñëè

(A(x0)∇F (x0),∇F (x0)) = 0.

Åñëè äàííîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè, òî ïîâåðõ-
íîñòü íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1).
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Ëåêöèÿ 2

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïðèøëè ê âûâîäó: åñëè òî÷êà x0 ∈ S íå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêàÿ, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(x0) ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèå y = F (x), îòîáðàæàþùåå ýòó îêðåñòíîñòü íà íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü
V (0) íà÷àëà êîîðäèíàò, ïðè÷åì â ïåðåìåííûõ y çàäà÷à (1.1)− (1.3) èìååò âèä:

vynyn =
n−1∑
k,p=1

bkpvykyp +
n−1∑
k=1

bknvykyn +
n∑
k=1

bkvyk + bv + Φ(y), (2.1)

v|yn=0,ŷ∈Σ = v0(ŷ), (2.2)

vyn|yn=0,ŷ∈Σ = v1(ŷ), (2.3)

ãäå Σ - îáðàç S0 = U(x0) ∩ S ïðè ïðåîáðàçîâàíèè y = (x).
Èç (2.1) − (2.3) ñëåäóåò, ÷òî ñàìà ôóíêöèÿ v è âñå åå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî

ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íà Σ äàííûìè çàäà÷è. Óðàâíåíèå
(2.1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì, çàïèñàííûì â íîðìàëüíîé ôîðìå èëè óðàâíåíèåì òè-
ïà Êîâàëåâñêîé.

Óòâåðæäåíèå î íàõîæäåíèè ïðîèçâîäíûõ â íóëå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííûå çàäà÷è (1.1)− (1.3) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû, òî
åñòü , F, {aij}, {aj}, a ∈ C∞(Ω), ξ, u0, u1 ∈ C∞(S).

Ïóñòü S íå ñîäåðæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òî÷åê.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, åñëè çàäà÷à Êîøè (2.1) − (2.3) èìååò áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìîå â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ðåøåíèå, òî â íóëå îïðåäåëå-
íû âñå ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ ÷åðåç äàííûå çàäà÷è.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ: α = (α1, . . . , αn) - ìóëüòèèíäåêñ, α = (α′, αn),

α′ = (α1, . . . , αn−1), αj, j = 1, . . . , n - öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, |α| =
n∑
j=1

αj,

Dαv ≡ ∂|α|v

∂α1x1 . . . ∂αnxn
.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ âèäà D(α′,0)v,D(α′,1)v â íóëå ìîãóò áûòü íàé-
äåíû èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (), ().
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â íóëå íàéäåíû âñå ïðîèçâîäíûå ðåøåíèÿ âèäà D(α′,s)v
ãäå α′ - ïðîèçâîëüíûé ìóëüòèèíäåêñ è 0 ≤ s ≤ k − 1.

Ïîêàæåì, ÷òî â íóëå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïðîèçâîäíàÿ âèäà D(α′,k)v.
Èìååì

D(α′,k)v = D(α′,k−2)vynyn =

D(α′,k−2){
n−1∑
k,p=1

bkpvykyp +
n−1∑
k=1

bknvykyn +
n∑
k=1

bkvyk + bv + Φ(y)} ≡ D(α′,k−2)H1(y), (2.4)
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ãäå

H1(y) =
n−1∑
k,p=1

bkpvykyp +
n−1∑
k=1

bknvykyn +
n∑
k=1

bkvyk + bv + Φ(y).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â ïðàâîé ÷àñòè (2.4) ñòîÿò ïðîèçâîäíûå îò ðåøåíèÿ
âèäà D(α′,s)v ïðè 0 ≤ s ≤ k−1, è, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè (2.4) â íóëå
èçâåñòíî è îïðåäåëåíî ÷åðåç äàííûå èñõîäíîé çàäà÷è.
Ïîýòîìó èçâåñòíà â íóëå è ëåâàÿ ÷àñòü (2.4).

Èòàê, ÷åðåç äàííûå çàäà÷è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû âåëè÷èíû

vα(0) =
1

α!
D(α)v(0),

ãäå α! = α1! · . . . · αn!.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè v(y) - ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â
îêðåñòíîñòè V (0), ïðîèçâîäíûå êîòîðîé â íóëå îïðåäåëåíû äàííûìè çàäà÷è (1.1)−
(1.3), òî äëÿ ôóíêöèè

H̃(y) ≡ vynyn −
n−1∑
k,p=1

bkpvykyp −
n−1∑
k=1

bknvykyn −
n∑
k=1

bkvyk − bv − Φ(y)

èìååì
D(α)H̃(0) = 0,

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìóëüòèèíäåêñà α, |α| > 0.
Ìû ïðèøëè ê âûâîäó:

åñëè S íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé óðàâíåíèÿ Lu = f è v(y) - áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)− (2.3), òî â íà÷àëå êîîðäèíàò çíà÷åíèå ðåøåíèÿ
è ëþáîé ïðîèçâîäíîé îò íåãî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äàííûìè èñõîäíîé çàäà÷è
Êîøè.
Ïîýòîìó, â êëàññå ôóíêöèé, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûõ â íåêîòîðîé îáëàñòè ñâîèìè
çíà÷åíèÿìè è çíà÷åíèÿìè âñåõ ñâîèõ ïðîèçâîäíûõ â íåêîòîðîé òî÷êå, çàäà÷à Êîøè
íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
Òàêèì êëàññîì ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ êëàññ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ g, îïðåäåëåííàÿ â îáëàñòè Ω ∈
Rn íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå x0 ∈ Ω, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì

g(x) =
∑
α

Cα(x− x0)α,

ãäå (x− x0)α ≡ (x1 − x01)α1 · . . . · (xn − x0n)αn. Î÷åâèäíî, ÷òî Cα =
1

α!
D(α)g(x0).

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè Ω, åñëè îíà
àíàëèòè÷íà â êàæäîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè.
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Èç îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âî âñåé îáëàñòè ñâîèìè çíà÷åíèÿìè è çíà÷åíèÿìè âñåõ
ñâîèõ ïðîèçâîäíûõ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ Ω, â ÷àñòíîñòè, åñëè â êàêîé-ëèáî
òî÷êå Ω àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè, òî
g ≡ 0 â Ω.
Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ïîâåðõíîñòü S íå ñîäåðæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

òî÷åê è âñå äàííûå çàäà÷è Êîøè - àíàëèòè÷åñêèå (êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà L,
ôóíêöèè f è F - àíàëèòè÷åñêèå â Ω, u0, u1 è ξ - àíàëèòè÷åñêèå íà S), òî, åñëè
ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Ïðèìåð çàäà÷è Êîøè ñ äàííûìè íà õàðàêòðèñòèêå

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ux1x1 − ux2x2 = 0.

Óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ èìååò âèä

(A∇F,∇F ) = 0,

ãäå

A =

(
1 0
0 1

)
,

ò.å. F 2
x1
− F 2

x2
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê: x1−x2 =
C1 è x1 + x2 = C2, ãäå Ci ∈ R.

Èññëåäóåì ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè
ux1x1 − ux2x2 = 0

u|x1=x2
= u0(x2)

ux1|x1=x2
= u1(x2)

.

Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò y = Φ(x), çàäàííîé ðàâåíñòâàìè{
y1 = x1

y2 = x1 − x2

.

Ïîëîæèì v(y) ≡ u(Φ−1(y)).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ux1 = vy1 + vy2 , ux2 = −vy2 è ux1x1 = vy1y1 + 2vy1y2 + vy2y2 , ux2x2 = vy2y2 ,
äëÿ v(y) ïîëó÷èì çàäàó Êîøè

vy1y1 + 2vy1y2 = 0

v|y2=0 = u0(y1)

vy2|y2=0 = u1(y1)− u′0(y1)

.
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Ïîëàãàÿ y2 = 0 â óðàâíåíèè è ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå äàííûå, âûâîäèì 2u′1 − u′′0 = 0
è, ñëåäîâàòåëüíî,

2u1 − u′0 = C = const.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî èñõîäíàÿ çàäà÷à Êîøè íå èìååò
ðåøåíèé íè ïðè êàêèõ ñêîëüêî óãîäíî ãëàäêèõ äàííûõ çàäà÷è.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî.

Òîãäà çàäà÷à Êîøè èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, ïðè÷åì, âñå ðåøåíèÿ çàäà-
þòñÿ ôîðìóëîé

u(x1, x2) = h(x1 − x2) + u0

(
x1 + x2

2

)
− h(0),

ãäå h(τ) ∈ C2(R) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ h′(0) =
C

2
.

Òåîðåìà Êîøè-Êîâàëåâñêîé

Òåîðåìà 2.1.

Ïóñòü äàííûå çàäà÷è (1.1) − (1.3) àíàëèòè÷åñêèå è ïîâåðõíîñòü S íå ñîäåðæèò
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òî÷åê óðàâíåíèÿ (1.1).

Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ S ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0), â êîòîðîé
ýòà çàäà÷à èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, è íè â êàêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè õî íå
ìîæåò áûòü áîëåå îäíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óæå äîêàçàíà.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò V (0) ñóùåñòâóåò
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, òî, êàê áûëî óñòàíîâëåíî, çíà÷åíèå Dαv(0) äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ìóëüòèèíäåêñà à îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç äàííûå çàäà÷è.
Ñëåäîâàòåëüíî, â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðåøåíèå îïðåäåëåíî åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì. Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Ïðåæäå âñåãî ïðåîáðàçóåì íàøó çàäà÷ó ê çàäà÷å Êîøè ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñêàòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) − (2.3) â
âèäå

v(y) = w(y) +W (y),

ãäå W (y) = v0(ŷ) + ynṽ1(ŷ) - àíàëèòè÷åñêàÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ôóíêöèÿ.
Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ôóíêöèÿ w(y), ÿâëÿ-
þùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

wynyn =
n−1∑
k,p=1

bkpwykyp +
n−1∑
k=1

bknwykyn +
n∑
k=1

bkwyk + bw + Φ̃(y), (2.5)

w|yn=0 = 0, (2.6)
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wyn|yn=0 = 0, (2.7)

ãäå

Φ̃(y) = Φ(y) +
n−1∑
k,p=1

bkpWykyp +
n−1∑
k=1

bknWykyn +
n∑
k=1

bkWyk + bW.

Äîêàæåì, ÷òî çàäà÷à (2.5)− (2.7) èìååò àíàëèòè÷åñêîå â íóëå ðåøåíèå w(y).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîñêîñòü yn = 0 íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé óðàâíåíèÿ (2.5),
ïîëó÷èì, ÷òî, åñëè áû ðåøåíèå ñóùåñòâîâàëî, òî â íà÷àëå êîîðäèíàò åãî çíà÷åíèå
è çíà÷åíèÿ âñåõ åãî ïðîèçâîäíûõ îïðåäåëÿëèñü áû äàííûìè çàäà÷è (2.5)− (2.7).
Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.5)−
(2.7) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìàëüíî ñîñòàâëåííûé ñòåïåííîé ðÿä

w(y) =
∑
α

wαy
α, (2.8)

ãäå wα =
1

α!
Dαw(0) - îïðåäåëåíû äàííûìè çàäà÷è (2.5)− (2.7), ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî

ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò.
Òîãäà åãî ñóììà áóäåò àíàëèòè÷åñêèì â íóëå ðåøåíèåì çàäà÷è (2.5)− (2.7).
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì â îêðåñòíîñòè V (0) àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

H(y) ≡ wynyn −
n−1∑
k,p=1

bkpwykyp −
n−1∑
k=1

bknwykyn −
n∑
k=1

bkwyk − bw − Φ̃,

ãäå w çàäàíà ðÿäîì (2.8).
Â ñèëó âûáîðà ÷èñåë wα, èìååì DαH(0) = 0 äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà α.

Ó÷èòûâàÿ àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèèH(y) â íà÷àëå êîîðäèíàò, âûâîäèì, ÷òîH(y) = 0
â V (0).
Èòàê, äîêàæåì àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (2.8) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V (0).

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàæîðàíò.

Ïîíÿòèå ìàæîðàíòû. Ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 2.8. Àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå x0 âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
g̃(x) =

∑
α

g̃α(x − x0)α íàçûâàåòñÿ ìàæîðàíòîé â òî÷êå x0 äëÿ àíàëèòè÷åñêîé â

ýòîé òî÷êå ôóíêöèè g(x) =
∑
α

gα(x − x0)α, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α, |α| > 0,

âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà |gα| ≤ g̃α.

Çàìå÷àíèå 2.2. Î÷åâèäíî, ÷òî ó ëþáîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
g(x) =

∑
α

gα(x− x0)α èìååòñÿ ìàæîðàíòà g̃(x) =
∑
α

|gα|(x− x0)α.

Êðîìå òîãî, åñëè åñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (âåùåñòâåííàÿ èëè êîì-
ïëåêñíàÿ) {gα, |α| > 0}, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ
÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {g̃α, |α| > 0} òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìóëüòè-
èíäåêñà α, |gα| ≤ g̃α è ðÿä

∑
α

g̃α(x− x0)α àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x0, òî ôóíêöèÿ
∑
α

gα(x−x0)α - àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå x0 è ôóíêöèÿ

g̃(x) =
∑
α

g̃α(x− x0)α ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé â òî÷êå x0 ôóíêöèè g(x).
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Çàìå÷àíèå 2.3. Ïðèâåäåì åùå äâà ïðèìåðà ïîñòðîåíèÿ ìàæîðàíò.

Ïóñòü g(x) =
∑
gαx

α - àíàëèòè÷åñêàÿ â íóëå (x0 = 0) ôóíêöèÿ, gα =
1

α!
Dαg(0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â òî÷êå a ∈ U(0), a = (a1, . . . , an),
|ai| > 0, i = 1, . . . , n.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî M , ÷òî äëÿ ëþáîãî ìóëúòèèíäåêñà α

|dα||a1|α1 . . . |an|αn ≤M, (2.9)

Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêóþ â íóëå ôóíêöèþ

g̃(x) =
M(

1− x1

|a1|

)
. . .

(
1− xn
|an|

) =

= M

∞∑
α1=0

xα1
1

|a1|α1

∞∑
α2=0

xα2
2

|a2|α2
. . .

∞∑
αn=0

xαnn
|an|αn

= M
∑
α

xα

|a1|α1 . . . |an|αn
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â îáëàñòè {|xi| < ai, i = 1, . . . , n.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.9) èìååì, ÷òî g̃(x) ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé äëÿ ôóíêöèè
g â íóëå.

Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ

g̃(x) =
M

1−
x1 + . . .+ xn−1 +

xn
δ

a0

,

ãäå δ ∈ (0, 1), a0 = min{|a1|, . . . , |an|}, ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé ôóíêöèè g â íóëå.

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ g â îáëàñòè |x1 + . . . + xn−1 +
xn
δ
| < a0 ïðåäñòàâèìà â

âèäå ñòåïåííîãî àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

g̃(x) = M

∞∑
k=0

(
x1 + . . .+ xn−1 +

xn
δ

)k
ak0

=

= M
∞∑
k=0

1

ak0

∑
k1+...+kn=k

k!

k1! . . . kn!
xk1

1 . . . x
kn−1

n−1

(xn
δ

)kn
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

1

ak0
>

1

|a1|k1 . . . |an|kn
,

k!

k1! . . . kn!
> 1,

ïîëó÷èì

|gα| ≤
M

|a1|α1 . . . |an|αn
≤ M

ak0

1

δkn
k!

k1! . . . kn!
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, g̃(x) =
M

1−
x1 + . . .+ xn−1 +

xn
δ

a0

- ìàæîðàíòà â íóëå ôóíêöèè g.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà - â Ëåêöèè 2.

Â çàêëþ÷åíèè ýòîé ëåêöèè ðàññìîòðèì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî õàðàêòåðè-
ñòèêè ÿâëÿþòñÿ ìåñòîì íàõîæäåíèÿ òî÷åê ðàçðûâà "ðåøåíèÿ".

Ïóñòü êðèâàÿ γ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì y = φ(x), äåëèò âñþ ïëîñêîñòü íà äâå
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè Ω+ è Ω−.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî è u ∈ C2

(
Ω+
)
è u ∈ C2

(
Ω−
)
, è u ∈ C1 (R2), íî u /∈ C2 (R2),-

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

A(x, y)uxx +Buxy + Cuyy +Dux + Luy + gu = f(x, y)

â êàæäîé èç ÷àñòåé Ω+ è Ω−.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ è ñâîáîäíûé ÷ëåí ÿâëÿþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè íà âñåé ïëîñêîñòè.
Â ñèëó óñëîâèé íà u â êàæäîé òî÷êå (x0, y0) ∈ γ õîòÿ áû îäíà èç âòîðûõ ïðîèç-

âîäíûõ uxx, uxy, uyy èìååò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

g =

{
g+, (x, y) ∈ Ω+,

g−, (x, y) ∈ Ω−
.

Êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç [g] - ñêà÷îê ôóíêöèè g íà γ, òî åñòü

[g] ≡ g+(x, φ(x))− g−(x, φ(x)), x ∈ R1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî [u] = [ux] = [uy] = 0, ïîëó÷èì

d

dx
[u] = u+

x + u+
y φ
′(x)− u−x − u−y φ′(x) = [ux] + [uy]φ

′ = 0,

è, àíàëîãè÷íî,
d

dx
[ux] = [uxx] + [uyx]φ

′ = 0,

d

dx
[uy] = [uxy] + [uyy]φ

′ = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òî÷êå (x0, y0) ∈ γ èìååì, ÷òî [uyy] = λ 6= 0.

Òîãäà èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé âûâîäèì: [uxy] = −λφ′, [uxx] = λφ′2.

Èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êàõ êðèâîé γ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

A(x, y)[uxx] +B(x, y)[uxy] + C(x, y)[uyy] = 0,
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òî åñòü èç ïîëó÷åííûõ ðàíåå âûðàæåíèé äëÿ ñêà÷êîâ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ
èìååì

Aφ′
2 −Bφ′ + C = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, γ - õàðàêòåðèñòèêà èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
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Ëåêöèÿ 3

Ïðèìåð Æàêà Àäàìàðà (1865 - 1963)

Òåîðåìà Êîøè - Êîâàëåâñêîé óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè è àíàëèòè÷å-
ñêèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè, çàäàííûìè íà àíàëèòè÷åñêîé íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé
(n− 1) - ìåðíîé ïîâåðõíîñòè. Ìíîãèå çàäà÷è ôèçèêè ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ
àíàëèòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, çàäàííûìè íà íåõàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, íî íå ÿâëÿþùèìèñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì òàêîé ïóòü ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷: çà-
äàííûå íà÷àëüíûå äàííûå àïïðîêñèìèðóåì ìíîãî÷ëåíàìè. Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåé-
åðøòðàññà òàêèå ìíîãî÷ëåíû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî íà âñåé ðàññìàòðèâàåìîé ÷à-
ñòè ïëîñêîñòè t = t0, ãäå çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ Êîøè, ðàçíîñòü ìåæäó ýòèìè
ìíîãî÷ëåíàìè è ñîîòâåòñòâóþùèìè çàäàííûìè ôóíêöèÿìè áóäåò ñêîëü óãîäíî ìà-
ëîé. Ïî òåîðåìå Êîøè Êîâàëåâñêîé äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ðåøèòü
íåõàðàêòåðèñòè÷åñêóþ çàäà÷ó Êîøè ñ àíàëèòè÷åñêèì äàííûìè - ìíîãî÷ëåíàìè.

Êàçàëîñü áû, åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè â âèäå àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ áëèçêî ê ðåøåíèþ òîé æå çàäà-
÷è ïðè èñõîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, ïî êðàéíåé ìåðå âáëèçè òîé ÷àñòè ïîâåðõíî-
ñòè, ãäå çàäàþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè. Íî Æ. Àäàìàð ïîñòðîèë ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé,
÷òî äåëî îáñòîèò èíîãäà ñîâñåì íå òàê.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íà ïëîñêîñòè
∇u = uxx + uyy = 0,

u|y=0 =
cosnx

n
,

uy|y=0 = 0,

x ∈ R1.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â ïîëîñå Ω = {x ∈ R1,−δ < y < δ}. Çàìåòèì, ÷òî y = 0
íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (õàðàêòåðèñòèê íåò). Ïîýòîìó,
ñîãëàñíî òåîðåìå Êîøè - Êîâàëåâñêîé, çàäà÷à Êîøè èìååò åäèíñòâåííîå àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îñè y = 0. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìååò âèä

un(x, y) =
ch(ny) cos(nx)

n
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû

sup
R1

|u(x, 0)| = sup
R1

|cosnx

n
|, n→∞,

à ñ äðóãîé ñòîðîíû

sup
R1×[−δ,δ]

|un(x, y)| = chnδ

n
, n→∞.
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Æ. Àäàìàðîì áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ, âõîäÿùèå êàê â óðàâíåíèÿ,

òàê è â êðàåâûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ëèíåéíû. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ âûðàæåíèé ïîðîæäàåò íåêîòîðûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Λ, êîòî-
ðûé äåéñòâóåò èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B1(ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé íàøåé çàäà÷è) â
ïðîñòðàíñòâî B2 è ïðåîáðàçóåò èñêîìóþ ôóíêöèþ è â ñîâîêóïíîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïðàâûõ ÷àñòåé
êðàåâûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé - Φ.
Òîãäà èñõîäíóþ çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Λu = Φ. (3.1)

Îïåðàòîð Λ áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì äàííîé çàäà÷è. Ðåøèòü çàäà÷ó - çíà-
÷èò íàéòè âñå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà B1, êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ îïåðàòîðîì Λ â
ýëåìåíò Φ.

Îïðåäåëåíèå 3.9. Çàäà÷à (3.1) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé â ïàðå ïðîñòðàíñòâ B1 è
B2, åñëè:
1) äëÿ ëþáîãî Φ ∈ B2 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò u ∈ B1, òàêîé, ÷òî Λu = Φ;
2) åñëè u1 è u2 èç B1 òàêîâû, ÷òî Λu1 = Φ è Λu2 = Φ, ãäå Φ ∈ B2, òî u1 ≡ u2 â
B1.
3) äîñòàòî÷íî ìàëîìó èçìåíåíèþ ýëåìåíòà Φ â ïðîñòðàíñòâå B2 ñîîòâåòñòâóåò
ñêîëü óãîäíî ìàëîå èçìåíåíèå ðåøåíèÿ u â B1.

Åñëè â ïðèìåðå Àäàìàðà âçÿòü ïðîñòðàíñòâà: B1 = {u ∈ C(Ω) : |u| ≤M},
B2 = {φ ∈ C(R1) : |φ| ≤ C}, C = const, òî, êàê âèäèì, çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé â ýòîé ïàðå ïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð Ñ.Â. Êîâàëåâñêîé (1850 -1891)

Ñ.Â. Êîâàëåâñêàÿ ïðèâåëà ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî åñëè çàäà÷à Êîøè ñòà-
âèòñÿ äëÿ óðàâíåíèÿ, íå èìåþùåãî âèä (2.1) (òàê íàçûâàåìàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà
óðàâíåíèÿ), òî òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü è
íåâåðíà.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = uxx, u|t=0 =
1

1 + x2
. (3.2)

Çàìåòèì, ÷òî
1

1 + x2
- àíàëèòè÷åñêàÿ â íóëå ôóíêöèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå â òî÷êå (0, 0) ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è.
Òîãäà îíî äîëæíî áûòü ïðåäñòàâèìî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (0, 0) â âèäå àáñîëþò-
íî ñõîäÿùåãîñÿ ñòåïåííîãî ðÿäà

21

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

u(x, t) =
∑
α1,α2

hα1,α2t
α1xα2 . (3.3)

Ïîëàãàÿ â (3.3) t = 0 è ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå â çàäà÷å (3.2), ïîëó÷èì

∞∑
α2=0

h0,α2x
α2 ≡

∞∑
k=0

(−1)kx2k,

îòêóäà âûâîäèì, ÷òî h0,2k = (−1)k, h0,2k−1 = 0.
Ïîäñòàâëÿÿ ðÿä (3.3) â óðàâíåíèå çàäà÷è (3.2), ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå-

íèå íà êîýôôèöèåíòû hα1,α2 :

hm,p = hm−1,p+2
(p+ 1)(p+ 2)

m
,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî

hm,2k−1 = 0,m, k = 1, 2, . . . ,

hm,2k = hm−1,2k+2
(2k + 1)(2k + 2)

m
= . . . =

= hm−j,2k+2j
(2k + 1) . . . (2k + 2j)

m(m− 1) . . . (m− j + 1)
= . . . =

= h0,2k+2m
(2k + 2m) . . . (2k + 1)(2k)!

(2k)!m!
= (−1)k+m (2k + 2m)!

(2k)!m!
.

Èòàê, åñëè àíàëèòè÷åñêîå â íà÷àëå êîîðäèíàò ðåùåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî äîëæíî
áûòü ïðåäñòàâèìî â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà

u(x, t) =
∞∑

k,m=0

(−1)k+m (2k + 2m)!

(2k)!m!
tmx2k,

è, â ÷àñòíîñòè,

u(0, t) =
∞∑
m=0

(−1)m
(2m)!

(m!
tm

äëÿ t > 0. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå (0, t), t > 0 è åãî
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðàâåí íóëþ

R = lim
m→∞

| am
am+1

| = lim
m→∞

(2m)!(m+ 1)!

m!(2m+ 2)!
= 0.

Êëàññèôèêàöèÿ óð÷ï 2 ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè Ω â Rn óðàâíåíèå

n∑
i,j=1

aij(x)uxixj +
n∑
j=1

aj(x)uxj + a(x)u = f(x), (3.4)
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ãäå aij = aji - âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè.
Ôèêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ Ω è ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

(A(x0)ξ, ξ) ≡
n∑

i,j=1

aij(x0)ξiξj. (3.5)

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ξ = T (x0)η, T (x0) = (tpk), ïðèâîäÿùåå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (3.5) ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

(A(x0)ξ, ξ) =
n∑

k,p=1

(
n∑

i,j=1

aij(x0)tiktjp

)
ηkηp =

=
n∑
s=1

δsη
2
s = η2

1 + . . .+ η2
n+
− η2

n=+1 − . . .− η2
n++n− ,

ãäå δs - ÷èñëà, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ 0, 1 èëè −1.
Èçâåñòíî (çàêîí èíåðöèè), ÷òî ÷èñëà n+ è n− - èíâàðèàíòû êâàäðàòè÷íîé ôîð-

ìû è îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A(x0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç n0 - ÷èñëî íóëåâûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé, òî åñòü n0 = n−n+−n−. ×èñëà n+, n−, n0 îïðåäåëÿþò òèï óðàâíåíèÿ
(3.4) â òî÷êå x0.
Ñäåëàåì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

y = T t(x0)x,

ãäå T t(x0) = (t̂pk), t̂pk = tkp.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

uxj =
n∑
p=1

vyp t̂pj, uxixj =
n∑

p,k=1

vykyp t̂pj t̂ki,

ãäå v(y) = u(x(y)), ïîëó÷èì, ÷òî ãëàâíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.4) (òî åñòü ÷àñòü,
ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

n∑
i,j=1

aij(x0)uxixj =
n∑

k,p=1

(
n∑

i,j=1

aij t̂pj t̂ki

)
vykyp =

n∑
k,p=1

(
n∑

i,j=1

aijtjptik

)
vykyp . (3.6)

Ñðàâíèâàÿ (3.6) è (3.5), ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî â òî÷êå x0 óðàâíåíèå (3.5)
èìååò âèä

vy1y1 + . . .+ vyn+yn+
− vyn++1yn++1 − . . .− vyn++n−yn++n−

+ L1(y, v,∇v) = 0. (3.7)

Âèä (3.7) íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âèäîì óðàâíåíèÿ (3.5) â òî÷êå x0.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèå (3.5) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ñòàðøèõ

ïðîèçâîäíûõ êàíîíè÷åñêèé âèä íå çàâèñèò îò òî÷êè x0 îáëàñòè Ω.
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Îïðåäåëåíèå 3.10. Óðàâíåíèå (3.4) íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì â òî÷êå x0 îáëà-
ñòè Ω, åñëè â ýòîé òî÷êå n+ = n èëè n− = n.

Ïðèìåðîì ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ∆u = f ,

ãäå ∆g ≡
n∑
j=1

∂2u

∂x2
j

- îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Îïðåäåëåíèå 3.11. Óðàâíåíèå (3.4) íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì â òî÷êå x0 îá-
ëàñòè Ω, åñëè n+ = n− 1, n− = 1 èëè, åñëè n− = n− 1, n+ = 1.

Ïðèìåðîì ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå

utt = ∆u+ f,∆u = ux1x1 + . . .+ uxnxn .

Îïðåäåëåíèå 3.12. Óðàâíåíèå (3.4) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî òè-
ïà â òî÷êå x0, åñëè n0 > 0.

Ïðèìåðîì ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ut =
∆u+ f , ãäå îïåðàòîð Ëàïëàñà äåéñòâóåò òîëüêî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì
x1, . . . , xn.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (3.4) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì íà ìíîæåñòâå Ω,
åñëè îíî ýëëèïòè÷åñêîå â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå
(3.4) íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì (ïàðàáîëè÷åñêèì) íà ìíîæåñòâå Ω è ïðîñòðàí-
ñòâà Rn+1

xt , åñëè îíî ãèïåðáîëè÷åñêîå (ïàðàáîëè÷åñêîå) â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíî-
æåñòâà.

Òèï óðàâíåíèÿ ìîæåò ìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà òî÷êè îáëàñòè. Íà-
ïðèìåð, óðàâíåíèå Òðèêîìè uyy − yuxx = 0 ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ïðè y < 0,
ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðè y > 0, ïàðàáîëè÷åñêèì ïðè y = 0.

Áîëåå ïîäðîáíóþ êëàññèôèêàöèþ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ìîæíî
íàéòè â êíèãàõ [Ìèõàéëîâ], [Îëåéíèê].

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîäðîáíîìó èçó÷åíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Âîëíîâûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

utt = ∆u+ f(x, t),

ãäå îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ áåðåòñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x, ïåðåìåííàÿ
t èãðàåò ðîëü âðåìåíè, ôóíêöèÿ f(x, t) ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé, â ÷àñòíîñòè, åñëè f ≡ 0
òî âîëíîâîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì.
Âîëíîâîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå n = 1 óïðîùåííîé ìîäåëüþ êîëåáàíèÿ

ñòðóíû, ïðè n = 2 - êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, à ïðè n = 3 - êîëåáàíèÿ óïðóãîãî òåëà.
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Ïðè ýòîì ðåøåíèå u(x, t) õàðàêòåðèçóåò ñìåùåíèå â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè òî÷êè
x â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0.
Ïóñòü w - ãëàäêàÿ ïîäîáëàñòü Ω. Òîãäà óñêîðåíèå âíóòðè w õàðàêòåðèçóåòñÿ ôîð-

ìóëîé

d2

dt2

∫
w

udx =

∫
w

uttdx,

à ðåçóëüòèðóþùàÿ êîíòàêòíàÿ ñèëà ïðåäñòàâèìà â âèäå

−
∫
∂w

FvdS,

ãäå F - ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà w ÷åðåç ãðàíèöó ∂w; ïëîòíîñòü ìàññû ïîëàãàåòñÿ
ðàâíîé åäèíèöå. Ñîãëàñíî çàêîíó Íüþòîíà ïðîèçâåäåíèå ìàññû íà óñêîðåíèå ðàâíî
ðåçóëüòèðóþùåé ñèëå, òî åñòü ∫

w

uttdx = −
∫
∂w

FvdS.

Òàê êàê ýòî òîæäåñòâî èìååò ìåñòî äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè w, òî èìååì

utt = −÷ F.
Äëÿ óïðóãèõ òåë F ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ãðàäèåíòà ñìåùåíèÿ ∇u. Ïîýòîìó

utt +÷F (∇u) = 0.

Ïðè ìàëûõ |∇u| ÷àñòî èñïîëüçóþò ëèíåàðèçàöèþ F (∇u) ≈ −a2∇u. Òîãäà ïîëó-
÷àåì

utt − a2∆u = 0

- âîëíîâîå óðàâíåíèå.
Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äèêòóåò âêëþ÷àòü â ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çà-

äà÷è äâà íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ: íà ñìåùåíèå u è íà ñêîðîñòü ut â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè t = t0, êîòîðûé áóäåì ñ÷èòàòü íóëåâûì.
Çàäà÷à Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

utt = ∆u+ f(x, t), x ∈ Rn, , t ∈ (0, T ), (3.8)

óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u|t=0 = u0(x), ut|t=0 = u1(x), x ∈ Rn. (3.9)

Ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó (3.8), (3.9) äëÿ n = 1, 2, 3.

Îïðåäåëåíèå 3.13. Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèå çàäà÷è (3.8), (3.9) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ u ∈ C2(t > 0) ∩ C1(t ≥ 0), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (3.8) è íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì (3.9).

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ:
(t ≥ 0) = {(x, t)|x ∈ Rn, t ≥ 0},
(t > 0) = {(x, t)|x ∈ Rn, t > 0}.
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Ýíåðãåòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü T − t = |x − x0| ÿâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòèêîé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
Êîíóñ Kx0,T = {|x− x0| < T − t, 0 ≤ t ≤ T} áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

êîíóñîì ñ âåðøèíîé â òî÷êå (x0, T ), x0 ∈ Rn è n - ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Îáîçíà÷èì Ωτ = Kx0,T∩{τ = t} - ñå÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êîíóñà ïëîñêîñòüþ

τ = t.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü u ∈ C2(t > 0) ∩ C1(t ≥ 0) - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ utt = ∆u, x ∈ Rn, t > 0. Ïîëîæèì

E(t) ≡
∫
Ωt

(u2
t + |∇xu|2)dx. (3.10)

Òîãäà äëÿ ëþáûõ t1, t2, òàêèõ, ÷òî 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E(t2) ≤ E(t1). (3.11)

Ôóíêöèÿ
1

2
E(t) èìååò ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ - ïîëíîé ýíåðãèè êîëåáàòåëü-

íîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t. Íåðàâåíñòâî (3.11) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè
äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó ñèë, ýíåðãèÿ ýòîé ñèñòåìû íå âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì îáå ÷àñòè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ utt = ∆u íà ut è ïðî-
èíòåãðèðóåì ïî óñå÷åííîìó êîíóñó Kt1,t2 = K(x0, T ) ∩ {t1 ≤ t ≤ t2}.
Îáîçíà÷è ÷åðåç Γt1,t2 = {|x − x0| = T − t, t1 ≤ t ≤ t2} áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü óñå÷åí-
íîãî êîíóñà Kt1,t2 .
Èìååì ∫

Kt1,t2

ututtdxdt =

∫
Kt1,t2

ut∆udxdt.

Çàìåòèì, ÷òî ∫
Kt1,t2

ututtdxdt =
1

2

∫
Kt1,t2

∂

∂t
u2
tdxdt =

1

2

∫
∂Kt1,t2

u2
tνtdS =

1

2

∫
Ωt2

u2
tdx−

1

2

∫
Ωt1

u2
tdx+

1

2

∫
Γt1,t2

u2
tνtdS,

ãäå ν = (ν1, . . . , νn, νt) - âåêòîð åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå óñå÷åííîãî
êîíóñà.
Íàéäåì çíà÷åíèå νt íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè Γt1,t2 = {|x− x0| = T − t}.
Ïóñòü F (x, t) ≡ t− T + |x− x0|, t1 < t < t2 - óðàâíåíèå áîêîâîé ïîâåðõíîñòè Γt1,t2 .
Òîãäà

νj =
Fxj
|∇x,tF |

, j = 1, . . . , n;

26

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

νt =
Ft

|∇x,tF |
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Fxj =
xj − x0j

|x− x0|
è Ft = 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, |∇x,tF | =

√
2, âûâîäèì

νt =
1√
2
,

νj =
xj = x0j√
2|x− x0|

, j = 1, . . . , n.

Àíàëîãè÷íî, èìååì∫
Kt1,t2

ut∆udxdt = −
n∑
j=1

∫
Kt1,t2

∂2u

∂xj∂t

∂u

∂xj
dxdt+

n∑
j=1

∫
∂Kt1,t2

utuxjνjdS =

= −1

2

∫
Kt1,t2

∂

∂t
|∇xu|2dxdt+

n∑
j=1

∫
∂Kt1,t2

utuxjνjdS =

= −1

2

∫
∂Kt1,t2

|∇xu|2νtdS +
n∑
j=1

∫
∂Kt1,t2

utuxjνjdS =

= −1

2

∫
Ωt2

|∇xu|2dx+
1

2

∫
Ωt1

|∇xu|2dx−

− 1

2
√

2

∫
Γt1,t2

|∇xu|2dS +
1√
2

n∑
j=1

∫
Γt1,t2

utuxj
xj − x0j√
2|x− x0|

dS.

Èòàê, ïîëó÷èì

0 =

∫
Kt1,t2

(uttut − ut∆u)dxdt =

1

2

∫
Ωt2

(u2
t + |∇xu|2)dx− 1

2

∫
Ωt1

(u2
t + |∇xu|2)dx+

+

∫
Γt1,t2

(u2
t + |∇xu|2 − 2ut(∇xu, ñ))dS.

Äîêàæåì, ÷òî
u2
t + |∇xu|2 − 2ut(∇xu, ñ) ≥ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ut(∇xu, ñ) ≤ |ut||∇xu|, ïîëó÷èì

u2
t + |∇xu|2 − 2ut(∇xu, ñ) ≥ u2

t + |∇xu|2 − 2|ut||∇xu| = (|ut| − |∇xu|)2 ≥ 0.
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Â èòîãå ïîëó÷èì

0 =
1

2
E(t2)− 1

2
E(t1)+

+
1

2
√

2

∫
Γt1,t2

(u2
t + |∇xu|2 − 2ut(∇xu, ñ)dS ≥ 1

2
E(t2)− 1

2
E(t1),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
E(t2) ≤ E(t1).
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Ëåêöèÿ 4

Ñëåäñòâèÿ èç ýíåðãåòè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà

Èç ýíåðãåòè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì êîíóñå Kx0,t îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè u è
ut íà îñíîâàíèè ýòîãî êîíóñà
Ω0 = {(x, t) : t = 0, |x− x0| ≤ T}.
Èòàê, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü u1(x, t) è u2(x, t) ïðèíàäëåæàò C2 (Kx0,T )∩C1 (Kx0,T ∪ Ω0) è
u1tt −∆u1 = u2tt −∆u2 â Kx0,T è u1|Ω0

= u2|Ω0
è u1t|Ω0

= u2t|Ω0
.

Òîãäà u1 ≡ u2 â Kx0,T .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ v = u1 − u2 ïðèíàäëåæèò C
2 (Kx0,T ) ∩

C1 (Kx0,T ∪ Ω0) è óäîâëåòâîðÿåò
vtt = ∆v â Kx0,T ,

v|Ω0
= 0,

vt|Ω0
= 0

∀t ∈ (0, T ).
Òîãäà E(t) ≤ E(0) ≤

∫
Ω0

(v2
t + |∇v|2)dx = 0.

Òîãäà vt ≡ 0, |∇v| ≡ 0.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî v ≡ const, íî èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî const = 0.
Ò.î. u1 ≡ u2 â Kx0,T .

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò, ñôîðìóëèðîâàííûé â Òåîðåìå (4.3), âûðàæàåò âàæíîå
ñâîéñòâî ðåøåíèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé - êîíå÷íóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîçìóùåíèé.

Ïîÿñíèì ýòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíûå ôóíêöèè u0 è u1 îòëè÷íû îò íóëÿ
ëèøü â êàêîé-ëèáî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω̃ ïðîñòðàíñòâà R3, à f ≡ 0. Òîãäà îòâå-
÷àþùåå èì ðåøåíèå u(x, t), ñîãëàñíî ôîðìóëå Êèðõãîôà, áóäåò ðàâíî íóëþ âñþäó,

êðîìå t - îêðåñòíîñòè îáëàñòè Ω̃ (òî åñòü ñîâîêóïíîñòè òî÷åê Ω̃ è âñåõ òî÷åê x,

îòñòîÿùèõ îò Ω̃ íà ðàññòîÿíèå, ìåíüøåå èëè ðàâíîå 1).

(Åñëè áû ìû èìåëè âîëíîâîå óðàâíåíèå áîëåå îáùåãî âèäà, íàïðèìåð, utt =
µ∆u, µ > 0, òî ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü
â îáëàñòè Ω̃, ðåøåíèå áûëî áû îòëè÷íî îò íóëÿ â

√
µt - îêðåñòíîñòè îáëàñòè Ω̃ - òî

åñòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé íå ïðåâîñõîäèò
√
µ).

Êðîìå òîãî, èç Òåîðåìû (4.3) íåìåäëåííî ñëåäóåò òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè êëàñ-
ñè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 4.4. Çàäà÷à Êîøè (3.8), (3.9) íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî êëàññè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ.
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Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â R3.
Îäíîðîäíûé ñëó÷àé

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü n = 3 è f = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u0 ∈ C3(R3), u1 ∈ C2(R3).
Òîãäà êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.8), (3.9) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîð-
ìóëîé

u(x, t) =
1

4πt

∫
|x−ξ|=t

u1(ξ)dSξ +
∂

∂t

 1

4πt

∫
|x−ξ|=t

u0(ξ)dSξ

 , (4.1)

íîñÿùåé èìÿ Êèðõãîôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

M [g](x, t, τ) ≡ 1

4πt

∫
|x−ξ|=t

g(ξ, τ))dSξ.

Ó÷èòûâàÿ ýòî îáîçíà÷åíèå, ôîðìóëó Êèðõãîôà (4.7) ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå

u(x, t) = M [u1] +
∂

∂t
M [u0]. (4.2)

Âåëè÷èíó

1

t
M [g] =

1

4πt

∫
|x−ξ|=t

g(ξ, τ))dSξ

íàçûâàþò ñôåðè÷åñêèì ñðåäíèì ôóíêöèè g.
Èòàê, äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé (4.2), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çà-

äà÷è Êîøè (3.8), (3.9).
Ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà íåñêîëüêî øàãîâ.
1. Ïóñòü u1 ∈ C2(R3). Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

v(x, t) = M [u1](x, t) ∈ C2(t > 0) ∩ C1(t ≥ 0)

ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
vtt = ∆v, x ∈ R3, t > 0,

v|t=0 = 0

vt|t=0 = u1(x).

(4.3)

Çàìåòèì, ÷òî

M [u1] =
1

4πt

∫
|x−ξ|=t

u1(ξ)dSξ = |η =
ξ − x
t

, dSξ = t2dSη| =

=
t

4π

∫
|η|

u1(x+ tη)dSη,
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

M [u1] ∈ C2(t > 0) ∩ C1(t ≥ 0) M [u1]|t=0 = 0.

Èìååì

∂M [u1]

∂t
=

1

4π

∫
|η|

u1(x+ tη)dSη +
t

4π

∫
|η|

(∇ξu1(ξ), η)|ξ=x+tη dSη =

=
1

t
M [u1] +

1

4πt

∫
|x−ξ|=t

(
∇ξu1(ξ),

ξ − x
t

)
)dSξ = (4.4)

=
1

t
M [u1] +

1

4πt

∫
|x−ξ|=t

∂u1

∂vξ
dSξ =

=
1

t
M [u1] +

1

4πt

∫
|x−ξ|<t

∆ξu1(ξ)dξ.

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (4.4) ñëåäóåò, ÷òî

∂

∂t
M [u1]|t=0 = u1(x).

Êðîìå ýòîãî, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà (4.4) âûâîäèì, ÷òî

∂2M [u1]

∂t2
= − 1

t2
M [u1] +

1

t

∂M [u1]

∂t
− 1

4πt2

∫
|x−ξ|<t

∆u1(ξ)dξ +
1

4πt

∫
|x−ξ|=t

∆ξu1(ξ)dSξ =

= − 1

t2
M [u1] +

1

t2
M [u1] +

1

4πt2

∫
|x−ξ|<t

∆ξu1(ξ)dξ−

− 1

4πt2

∫
|x−ξ|<t

∆u1dξ +
1

4πt

∫
|x−ξ|=t

∆ξu1(ξ)dSξ =

=
1

4πt

∫
|x−ξ|=t

∆ξu1(ξ)dSξ = |ξ = x+ tη| = t

4π

∫
|η|=1

∆x(x+ tη)dSη =

= ∆x

 t

4π

∫
|η|=1

∆x(x+ tη)dSη

 = ∆xM [u1],

òî åñòü M [u1] - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (4.3).

2. Ïóñòü u0 ∈ C3(R3). Ïîêàæåì, ÷òî

W (x, t) =
∂

∂t
M [u0]
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ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè
Wtt = ∆W,x ∈ R3, t > 0,

W |t=0 = u0(x),
∂W

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

(4.5)

Íà ïðåäûäóùåì øàãå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî
∂W

∂t

∣∣∣∣
t=0

= u1(x), à òàêæå

∂2

∂t2
M [u0] = ∆M [u0] =

t

4π

∫
|η|=1

∆xu0(x+ tη)dSη,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
∂

∂t

(
∂

∂t
M [u0]

)∣∣∣∣
t=0

= 0.

Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî
∂

∂t
M [u0] - ðåøåíèå îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ u0 ∈ C3(R3), èìååì, ÷òî
M [u0] ∈ C3(t > 0) ∩ C2(t ≥ 0).
Âîñïîëüçóåòìñÿ åùå ðàç ðàâåíñòâàìè, ïîëó÷åííûìè íà ïðåäûäóùåì øàãå. Ïîëó-

÷èì
∂2

∂t2

(
∂

∂t
M [u0]

)
=

∂

∂t
∆M [u0] = ∆

∂

∂t
M [u0].

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè â R3.
Íåîäíîðîäíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
Vtt = ∆V + f(x, t), x ∈ R3, t > 0,

V |t=0 = 0,

Vt|t=0 = 0,

(4.6)

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü f(x, t) - ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà R3 × {t ≥ 0}, òàêàÿ, ÷òî
Dα
xf ∈ C(t ≥ 0) äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà α, 0 ≥ |α| ≥ 2. Òîãäà êëàññè÷åñêèì

ðåøåíèåì çàä÷è Êîøè (4.6) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

V (x, t) =

t∫
0

M [f ](x, t− τ, τ)dτ,

ãäå

M [f ](x, t, τ) =
t

4π

∫
|x−ξ|=t

f(ξ, τ)dSξ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

M [f ](x, t, τ) =
t

4π

∫
|η|=1

f(x+ tη, τ)dSη.

Ïîýòîìó, M [f ](x, 0, τ) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ R3 è τ ≥ 0.
Èìååì

V (x, t) =

t∫
0

t− τ
4π

∫
|η|=1

f(x+ (t− τ)η, τ)dSηdτ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, V (x, 0) = 0.
Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé t ôóíêöèè V (x, t). Ïîëó÷èì

∂V

∂t
= M [f ](x, t− τ, τ)|τ=t +

t∫
0

∂M [f ]

∂t
(x, t− τ, τ)dτ =

t∫
0

∂

∂t
M [f ](x, t− τ, τ)dτ.

Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî
∂V

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî V (x, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Vtt = ∆V + f(x, t).
Èìååì

∂2V

∂t2
=

∂

∂t
M [f ](x, t− τ, τ)

∣∣∣∣
τ=t

+

t∫
0

∂2

∂t2
M [f ](x, t− τ, τ)dτ. (4.7)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∂

∂t
M [f ](x, t− τ, τ) =

=
1

4π

∫
|η|=1

f(x+ (t− τ)η)sDξ +
(t− τ)

4π

∫
|η|=1

(∇ξf(ξ, τ), η))|ξ=x+(t−τ)η dSη,

ïîëó÷èì
∂

∂t
M [f ](x, t− τ, τ)

∣∣∣∣
τ=t

= f(x, t). (4.8)

Èòàê, èç (4.7), (4.8) âûòåêàåò

∂2V

∂t2
= f(x, t) +

t∫
0

∂2

∂t2
M [f ](x, t− τ, τ)dτ. (4.9)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

(t− τ)

4π

∫
|η|=1

(∇ξf(ξ, τ), η))|ξ=x+(t−τ)η dSη =

=
1

4π(t− τ)

∫
|x−ξ|=t−τ

∂fξ, τ

∂ν
dSξ =
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=
1

4π(t− τ)

∫
|x−ξ|<t−τ

∆ξf(ξ, τ)dξ,

ãäå ν - âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ãðàíèöå øàðà |x− ξ| < t− τ , ïîëó÷èì

∂

∂t
M [f ](x, t− τ, τ) =

1

t− τ
M [f ](x, t− τ, τ) +

∫
|x−ξ|<t−τ

∆ξf(ξ, τ)dξ.
1

4π(t− τ)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∂2

∂t2
M [f ](x, t− τ, τ) = − 1

(t− τ)2
M [f ](x, t− τ, τ) +

1

t− τ
∂

∂t
M [f ](x, t− τ, τ)−

− 1

4π(t− τ)2

∫
|x−ξ|<t−τ

∆ξf(ξ, τ)dξ +
1

4π(t− τ)

∫
|x−ξ|=t−τ

∆ξf(ξ, τ)dSξ =

= − 1

(t− τ)2
M [f ](x, t− τ, τ)+

+
1

(t− τ)

 1

(t− τ)
M [f ](x, t− τ, τ) +

1

4π(t− τ)

∫
|x−ξ|<t−τ

∆ξf(ξ, τ)dτ

+

+
∂

∂t

 1

4π(t− τ)

∫
|x−ξ|<t−τ

∆ξf(ξ, τ)dξ

 =

=
1

4π(t− τ)

∫
|x−ξ|=t−τ

∆ξf(ξ, τ)dSξ =

=
(t− τ)

4π

∫
|η|=1

∆xf(x+ (t− τ)η, τ)dSη =

= ∆x

(t− τ)

4π

∫
|η|=1

f(x+ (t− τ)η, τ)dSη

 =

= ∆xM [f ](x, t− τ, τ).

Îòñþäà, èç ôîðìóëû (4.9) è èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè V çàêëþ÷àåì, ÷òî

∂2V

∂t2
= f(x, t) + ∆x

t∫
0

M [f ](x, t− τ, τ)dτ = f(x, t) + ∆xV.

34

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Çàìå÷àíèå 4.4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (4.6). Îïðåäåëèì ðåøåíèå u = u(x, t, s) çàäà÷è
Êîøè 

utt(., ., s) = ∆u(., ., s), x ∈ Rn × (x,∞),

u(., ., s)|t=s = 0

ut(., ., s)|t=s = f(., s).

Ïîëîæèì

V (x, t) =

t∫
0

u(x, t, s)ds.

Ïðèíöèï Äþìåëÿ óòâåðæäàåò, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ðåøåíèåì
çàäà÷è (4.6).
Äîêàæèòå!

Îáúåäèíÿÿ ýòè äâå òåîðåìû â îäíó, ïîëó÷èì, ÷òî äîêàçàíà

Ôîðìóëà Êèðõãîôà

Òåîðåìà 4.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u0 ∈ C3(R3), u1 ∈ C2(R3) è f - ôóíêöèÿ, îïðå-
äåëåííàÿ íà R3 × (t ≥ 0), òàêàÿ, ÷òî Dα

xf ∈ C(t ≥ 0) äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà
α, 0 ≤ |α| ≤ 2. Òîãäà ôóíêöèÿ

u(x, t) =
∂

∂t

 1

4πt

∫
|x−ξ|=t

u0(ξ)dSξ

+
1

4πt

∫
|x−ξ|=t

u1(ξ)dSξ+

+

t∫
0

1

4π(t− τ)

∫
|x−ξ|=t−τ

f(ξ, τ)dSξdτ (4.10)

ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çäà÷è Êîøè
utt = ∆u+ f, x ∈ R3, t > 0,

u|t=0 = u0(x),

ut|t=0 = u1(x).

(4.11)

Ôîðìóëà (4.11) òàêæå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Êèðõãîôà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
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Ëåêöèÿ 5

Ôîðìóëà Ïóàññîíà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (3.8), (3.9) â ñëó÷àå n = 2. Ïðè ýòîì ìû áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî èìååì äåëî ñ çàäà÷åé äëÿ n = 3, â êîòîðîé òðåòüÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ
ïåðåìåííàÿ æç íå ó÷àñòâóåò â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî u ∈ C2 (R2 × [0,∞)) - ðåøåíèå çàäà÷è (3.8), (3.9)
ïðè n = 2, ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ ũ(x1, x2, x3, t) ≡ u(x1, x2, t) - ðåøåíèå çàäà÷è

ũtt −∆ũ = f̃ , x ∈ R3, t > 0,

ũ|t=0 = ũ0,

ũt|t=0 = ũ1,

ãäå f̃ ≡ f(x1, x2, t), ũ0 ≡ u0(x1, x2), ũ1 ≡ u1(x1, x2).

Ïóñòü x = (x1, x2) ∈ R2, x = (x1, x2, 0) ∈ R3.
Ñîãëàñíî ôîðìóëå Êèðõãîôà, èìååì

u(x, t) = ũ(x, t) =
∂

∂t

 1

4πt

∫
|x−ξ|=t

ũ0(ξ)dSξ

+
1

4πt

∫
|x−ξ|=t

ũ1(ξ)dSξ+

+

t∫
0

1

4π(t− τ)

∫
|x−ξ|=t−τ

f̃(ξ, τ)dSξdτ, (5.1)

çäåñü dSξ - äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà íà ñôåðå |x − ξ| = t. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
cosφdSξ = dξ1dξ2, ãäå dξ1dξ2 - ýëåìåíò ïëîùàäè íà êðóãå ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà
1, ëåæàùèé íà ïëîñêîñòè x3 = 0, φ - óãîë, ìåæäó íîðìàëüþ ê ñôåðå â òî÷êå ξ è
îñüþ x3 - íîðìàëüþ ê ïëîñêîñòè x3 = 0.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

cosφ =

√
t2 − |x− ξ|2

t
,

à òàêæå òî, ÷òî â êàæäóþ òî÷êó êðóãà ïðîåöèðóåòñÿ äâå òî÷êè ñôåðû (ñ âåðõíåé è
íèæíåé ïîëóñôåð), ïîëó÷èì, ÷òî ôîðìóëó (5.1) ìîæåì ïåðåïèñàòü â âèäå

u(x, t) =
1

2π

∫
|x−ξ|<t

u1(ξ1, ξ2)dξ1dξ2√
t2 − (x1 − ξ1)2 − (x2 − ξ2)2

+

+
∂

∂t

 1

2π

∫
|x−ξ|<t

u0(ξ1, ξ2)dξ1dξ2√
t2 − (x1 − ξ1)2 − (x2 − ξ2)2

+ (5.2)
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+

t∫
0

1

2π

∫
|x−ξ|<t−τ

f(ξ1, ξ2, τ)dξ1dξ2√
(t− τ)2 − (x1 − ξ1)2 − (x2 − ξ2)2

dτ.

Ôîðìóëà (5.2) ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è Êîøè
äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
Ìåòîä, êîòîðûì ìû íàøëè ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è (à äðóãèõ ðåøåíèé íåò â ñèëó
òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ñïóñêà - çíàÿ
ðåøåíèå äëÿ n = 3 ìû íàøëè åãî äëÿ n = 2.
Èòàê, äîêàçàíà

Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü u0 ∈ C3(R2), u1 ∈ C2(R2), f - îïðåäåëåíà íà R2 × (t ≥ 0) è
Dα
xf ∈ C(t ≥ 0) äëÿ ëþáîãî ìóëüòèèíäåêñà α, òàêîãî, ÷òî 0 ≤ |α| ≤ 2.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.8), (3.9) ïðè n = 2 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (5.2) è äðóãèõ
êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé íåò.

Ôîðìóëà Äàëàìáåðà

Óïðàæíåíèå 5.6. Äîêàæèòå ìåòîäîì ñïóñêà ôîðìóëó Äàëàìáåðà, à èìåííî, äî-
êàæèòå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü f ∈ C1(t ≥ 0), u0 ∈ C2(R2), u1 ∈ C1(R1).
Òîãäà êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (3.8), (3.9) ïðè n = 1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(x, t) =
u0(x+ t) + u0(x− t)

2
+

1

2

x+t∫
x−t

u1(ξ)dξ +
1

2

t∫
0

x+(t−τ)∫
x−(t−τ)

f(ξ, τ)dξdτ. (5.3)

Ôîðìóëà (5.3) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíî-
âîãî óðàâíåíèÿ ïðè n = 1.

Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïðîñòðàíñòâå è íà
ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

utt = ∆u, x ∈ R3, t > 0,

u|t=0 = u0(x), x ∈ R3,

ut|t=0 = u1(x), x ∈ R3,

Ïóñòü Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3 è suppu0 = suppu1 = Ω. Ðàññìîòðèì òî÷êó
x0 ∈ R3\Ω. Î÷åâèäíî, ÷òî u(x0, 0) = 0.

Ïóñòü δ = ρ(x0,Ω) - êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x0 äî ìíîæåñòâà Ω. Ïîýòîìó,
åñëè 0 ≤ t ≤ δ, òî â ñèëó ôîðìóëû Êèðõãîôà, u(x0, t) = 0, òî åñòü òî÷êà x0 íàõîäèò-
ñÿ â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ - âîëíà åùå íå äîøëà äî íåå. Íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = δ ñôåðà
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|x0−ξ| = t íà÷èíàåò ïåðåñåêàòü íîñèòåëü íà÷àëüíûõ äàííûõ è ýòî ïðîäîëæàåòñÿ äî
ìîìåíòà t = δ = max

x∈Ω
ρ(x0, x). Òî åñòü ïðè δ < t < k, ÷åðåç òî÷êó x0 ïðîõîäèò âîëíà,

òî÷êà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè âîçáóæäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, u(x0, t) 6= 0 ïðè t ∈ (δ, k).

Ìîìåíò t = δ ðàññìàòðèâàþò êàê ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà â òî÷êó x0 ïðèõîäèò
âîëíà, à ìîìåíò t = k - êàê ìîìåíò, â êîòîðûé èç òî÷êè x0 óõîäèò âîëíà. Ãîâîðÿò,
÷òî ïðè t = δ ÷åðåç òî÷êó x0 ïðîõîäèò ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû, à ïðè t = k ÷åðåç
òî÷êó x0 ïðîõîäèò çàäíèé ôðîíò âîëíû.

Åñëè æå t ≥ k, òî òî÷êà x0 âåðíóëàñü îïÿòü â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ, òî åñòü u(x0, t) =
0, t ≥ k.

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå, ëîêàëèçîâàííîå â ïðîñòðàíñòâå, âûçûâà-
åò â êàæäîé òî÷êå x0 ïðîñòðàíñòâà R3 äåéñòâèå, ëîêàëèçîâàííîå âî âðåìåíè, ïðè
ýòîì èìååò ìåñòî ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû ñ ðåçêî î÷åð÷åííûìè ïåðåäíèì è çàäíèì
ôðîíòàìè (ïðèíöèï Ãþéãåíñà). Áëàãîäàðÿ ðåçêî î÷åð÷åííîìó çàäíåìó ôðîíòó çâó-
êîâîå âîçäåéñòâèå íà óøè ìãíîâåííî ïðåêðàùàåòñÿ ñðàçó æå ïîñëå òîãî, êàê âîëíà
ïðîøëà.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåðåäíèé ôðîíò âñåãäà ðåçêî î÷åð÷åí, íî çàäíèé ôðîíò ðåçêî
î÷åð÷åí òîëüêî â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè n = 2k + 1, k - íàòóðàëüíîå.

Ðàññìîòðèì ìãíîâåííóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ êàðòèíó âîçìóùåíèÿ â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè t0. Ïóñòü Ω = |x| < R. Òî÷êè x ïðîñòðàíñòâà íàõîäÿòñÿ â ñî-
ñòîÿíèè ïîêîÿ, åñëè |x| − t0 ≥ R èëè t0 − |x| ≥ R, òî åñòü òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ
t0 −R ≤ |x| ≤ R + t0 íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè âîçáóæäåíèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî òî÷åê ñôåðû |x| = R + t0 ÿâëÿåòñÿ ïåðåäíèì ôðîíòîì
âîëíû, à ìíîæåñòâî òî÷åê ñôåðû |x| = t0 −R - çàäíèì ôðîíòîì âîëíû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé n = 1. Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ îò
òðåõìåðíîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â ôîðìóëå Ïóàññîíà (5.2) èäåò
ïî âñåìó äâóìåðíîìó êðóãó |x− ξ| < t. Ïîýòîìó ðåøåíèå u(x0, t) = 0 äëÿ 0 ≤ t ≤ δ.
Íî êàê òîëüêî t > δ êðóã, ïî êîòîðîìó âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå â ôîðìóëå Ïóàññîíà
ïåðåñåêàåòñÿ ñ íîñèòåëåì íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäà÷è è, ñëåäîâàòåëüíî, u(x0, t) 6= 0
ïðè âñåõ t > δ.
Èòàê, ïðè t = δ ÷åðåç òî÷êó x0 ïðîõîäèò ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû, à çàäíåãî ôðîíòà
âîëíû íåò!

Ïîäâîäÿ èòîã ïðè n = 2k ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî âëèÿíèå íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé,
ëîêàëèçîâàííûõ íà ïëîñêîñòè, íå ëîêàëèçîâàíî âî âðåìåíè è õàðàêòåðèçóåòñÿ äëè-
òåëüíî ïðîäîëæàþùèìñÿ ïîñëåäåéñòâèåì. Ïðèíöèï Ãþéãåíñà íå èìååò ìåñòà.
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Ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

utt = ∆u (5.4)

âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn+1.

Îïðåäåëåíèå 5.14. Ôóíêöèþ u(x, t) ∈ L2,loc(Rn+1) íàçîâåì îáîáùåííûì ðåøåíèåì
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (5.4) âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn+1, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü êëàññè÷åñêèõ (êëàññà C2(Rn+1)) ðåøåíèé uk(x, t) òàêàÿ, ÷òî

||uk − u||L2(Ω) → 0, k →∞,

ãäå Ω - ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn+1.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ äðóãîå îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.15. Ôóíêöèÿ u(x, t) ∈ L2,loc(Rn+1) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøå-
íèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (5.4) â Rn+1, åñëè∫

Rn+1

u(φtt −∆φ)dxdt = 0, (5.5)

ãäå φ - ïðîèçâîëüíàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü φ ∈ C∞0 (Rn+1).

Çàìå÷àíèå 5.5. Åñëè u ∈ C2(Rn+1), òî u - îáîáùåííîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.15 (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.14, u - î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííûì ðåøåíèåì).
Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì∫

Ω

u(φtt −∆φ)dxdt = −
∫
Ω

utφtdxdt+

∫
∂Ω

uφtνtds+

+

∫
Ω

∇u∇φdxdt−
∫
∂Ω

u∂νφds =

=

∫
Ω

(utt −∆u)φdxdt = 0,

ãäå φ ∈ C∞0 (Ω) - ïðîèçâîëüíàÿ ôèíèòíàÿ â Ω ôóíêöèÿ, ν - âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ
íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂Ω.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5.10. Îïðåäåëåíèÿ 5.14 è 5.15 ýêâèâàëåíòíû.
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Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó 5.10, íàïîìíèì ïîíÿòèå ñðåäíåé ôóíêöèè.
Ïóñòü

w(t) ∈ C∞(R1),

w(t) = w(−t),
w(t) ≥ 0,

w(t) = 0, |t| ≥ 1

è∫
Rn

w(|x|)dx = 1. (5.6)

Ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè w ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ

w(t) =

{
Ce
− 1

1−t2 , |t| ≤ 1,

0, |t| ≥ 1,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ (5.6).
Ïîëîæèì

wh(x) = h−nw

(
|x|
h

)
, h > 0.

Ôóíêöèÿ wh, íàçûâàåòñÿ ÿäðîì óñðåäíåíèÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

wh ∈ C∞(Rn), wh ≥ 0,

wh(x) = 0, |x| ≥ h,∫
Rn

wh(x)dx = 1.

Ïóñòü u ∈ L1,loc(Rn). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

uh(x) =

∫
Rn

wh(x− y)u(y)dy, (5.7)

íàçûâàåìóþ ñðåäíåé ôóíêöèåé èëè óñðåäíåíèåì ôóíêöèè u ñ
ðàäèóñîì óñðåäíåíèÿ h.

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë â (5.7) áåðåòñÿ ïî øàðó ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà

h. Êðîìå òîãî, òàê êàê |Dαwh| ≤
C0

hn+|α| , òî èíòåãðàë ìîæíî ñêîëüêî óãîäíî ðàç

äèôôåðåíöèðîâàòü ïî x è

Dαuh =

∫
Rn

Dα
xwh(x− y)u(y)ds.

Åñëè ôóíêöèÿ u(x) îïðåäåëåíà â îáëàñòè Ω è u ∈ L1(Ω), òî ïðè îïðåäåëåíèè ñðåäíåé
ôóíêöèè îò u(x) áóäåì ïîëàãàòü u = 0 â Rn\Ω.
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Ñâîéñòâà ñðåäíèõ ôóíêöèé

Ëåììà 5.2. Ïóñòü u ∈ L2(Ω),Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn. Òîãäà

||uh||L2(Ω) ≤ ||u||L2(Ω),

||uh − u||L2(Ω) → 0, h→ 0.

Ïóñòü u ∈ L2,loc(Rn). Òîãäà äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω èìååì

||uh||L2(Ωh) ≤ ||u||L2(Ωh),

||uh − u||L2(Ωh) → 0, h→ 0,

ãäå Ωh = {x ∈ Rn : ρ(x,Ω) ≤ h}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

uh =

∫
Rn

wh(|x− y|)u(y)dy =

∫
Rn

√
wh(|x− y|)

√
wh(|x− y|)u(y)dy ≤

≤

∫
Rn

wh(|x− y|)dy

1/2∫
Rn

wh(|x− y|)u2(y)dy

1/2

Îòñþäà âûâîäèì ∫
Ω

u2
hdx ≤

∫
Ω

∫
Rn

wh(|x− y|)u2(y)dydx =

=

∫
Rny

∫
Ω

wh(|x− y|)dx

u2(y)dy ≤
∫
Rny

∫
Rn

wh(|x− y|)dx

u2(y)dy =

=

∫
Rn

u2(y)dy =

∫
Ω

u2(y)dy.

Äîêàæåì, ÷òî

||uh − u||L2(Ω) → 0, h→ 0.

Òàê êàê u ∈ L2(Ω), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ v ∈ C∞0 (Ω) òàêàÿ, ÷òî
||u− x||L2(Ω) ≤ ε.
Èìååì

||uh − u||L2(Ω) ≤ ||uh − vh||L2(Ω) + ||vh − v||L2(Ω) + ||v − u||L2(Ω) ≤

≤ 2ε+ ||vh − v||L2(Ω).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
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vh − v =

∫
|x−y|<h

wh(|x− y|)(v(y)− v(x))dy,

ïîëó÷èì

|vh(x)− v(x)| ≤ max
x,y∈Ω:|x−y|≤h

|v(y)− v(x)| = α(h)→ 0, h→ 0.

Èòàê, âûâîäèì ∫
Ω

(vh − v)2dx ≤ α2(h)|Ω| → 0, h→ 0.

Ïóñòü òåïåðü u ∈ L2,loc(Rn). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ||uh||L2(Ω) ≤ ||u||L2(Ωh). Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê∫

Ω

u2
hdx ≤

∫
Ω

∫
|x−y|≤h

wh(|x− y|)u2(y)dydx =

=

∫
Ω

∫
|z|≤h

wh(|z|)u2(x+ z)dzdx =

∫
|z|≤h

wh(|z|)

∫
Ω

u2(x+ z)dx

 dz ≤

≤
∫
|z|≤h

wh(|z|)
∫
Ωh

u2(τ)dτdz =

∫
Ωh

u2(τ)dτ.

Ïóñòü Ω - ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è Ω1 - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, òàêàÿ,
÷òî Ω ⊂ Ω1. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ v ∈ C∞0 (Ω1),
÷òî ||u− v||L2(Ω) ≤ ε. Ïîýòîìó èìååì

||u− uh||L2(Ω) ≤ ||u− v||L2(Ω1) + ||v − vh||L2(Ω) + ||vh − uh||L2(Ω) ≤

≤ ε+ ||v − vh||L2(Ω) + ||u− v||L2(Ωh) ≤ 2ε+ ||v − vh||L2(Ω1).

Çäåñü ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî h íàñòîëüêî ìàëî, Ωh ⊂ Ω1.
Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå íèæå.
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Ëåêöèÿ 6

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 5.10.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü uk ∈ C2(Rn+1) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êëàññè÷åñêèõ ðåøå-
íèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, òàêàÿ, ÷òî

||uk − u||L2(Ω) → 0, k →∞,

äëÿ ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôèíèòíîé
ôóíêöèè φ ∈ C∞0 (Rn+1) èìååì∫

Rn+1

uk(φtt −∆φ)dxdt = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà áåðåòñÿ ïî îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé íîñèòåëü ôóíêöèè φ, è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîì
ðàâåíñòâå ïðè k →∞, ïîëó÷èì∫

Ω

u(φtt −∆)dxdt = 0,

òî åñòü u - îáîáùåííîå ðåøåíèå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.15.

Ïóñòü òåïåðü u - îáîáùåííîå ðåøåíèå â ñìûñëå âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïîêàæåì,
÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì è â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.14. Ðàññìîòðèì
ñðåäíèå ôóíêöèè îò u(x, t)

uh(x, t) =

∫
Rn+1

wh(x− y, t− τ)u(y, τ)dydτ.

Ïîêàæåì, ÷òî uh(x, t) - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Äåéñòâèòåëü-
íî,

(uh)tt −∆uh =

∫
Rn+1

((wh)tt −∆xwh)u(y, τ)dydτ =

=

∫
Rn+1

((wh)ττ −∆ywh)u(y, τ)dydτ = 0,

òàê êàê u - îáîáùåííîå ðåøåíèå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 5.15.
Ïî äîêàçàííîé ëåììå èìååì, ÷òî ||uh − u||L2(Ω) → 0, h→ 0.
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Ïîíÿòèå îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé â ñìûñëå
Ñîáîëåâà

Ïóñòü f ∈ C1(Ω), g ∈ C1
0(Ω). Òîãäà èç ôîðìóëû Ñòîêñà âûâîäèì∫

Ω

∂

∂xj
(fg) dx =

∫
∂Ω

fgνjds = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ∫
Ω

fxjgdx = −
∫
Ω

fgxjdx. (6.1)

Àíàëîãè÷íî, åñëè f ∈ C∞(Ω), g ∈ C∞0 (Ω), òî∫
Ω

fDαgdx = (−1)|α|
∫
Ω

gDαfdx. (6.2)

Ðàâåíñòâà (6.1), (6.2) ïîëîæåíû â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé â
ñìûñëå Ñîáîëåâà.

Îïðåäåëåíèå 6.16. Ïóñòü α = (α1, . . . , αn) - ìóëüòèèíäåêñ. Ôóíêöèÿ wα ∈ L2,loc(Ω)
íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé âèäà Dαu ôóíêöèè u ∈ L2,loc(Ω) â ñìûñëå Ñî-
áîëåâà, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ C∞0 (Ω) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (èíòå-
ãðàëüíîå òîæäåñòâî) ∫

Ω

wαφdx = (−1)|α|
∫
Ω

uDαφdx, (6.3)

Çàìåòèì, ÷òî Ω - ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü Rn, â òîì ÷èñëå è íåîãðàíè÷åííàÿ. Äëÿ
îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé ñîõðàíÿþò îáû÷íîå îáîçíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé, òî åñòü ïî-
ëàãàþò wα = Dαu.

Åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé

Òåîðåìà 6.11. Ôóíêöèÿ u ∈ L2,loc(Ω) íå ìîæåò èìåòü äâóõ ðàçíûõ îáîáùåííûõ
ïðîèçâîäíûõ â ñìûñëå Ñîáîëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü wα è w̃α - äâå îáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ:∫
Ω

wαφdx = (−1)|α|
∫
Ω

uDαφdx,

∫
Ω

w̃αφdx = (−1)|α|
∫
Ω

uDαφdx.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ C∞0 (Ω) èìååì
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∫
Ω

(wα − w̃α)φdx = 0. (6.4)

Ïóñòü Ω1 - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, òàêàÿ , ÷òî Ω1 ⊂ Ω. Òîãäà èç (6.4) âûâîäèì, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ C∞0 (Ω1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫

Ω1

(wα − w̃α)φdx = 0. (6.5)

Òàê êàê C∞0 (Ω1) âñþäó ïëîòíî â L2(Ω1) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî wα− w̃α ∈ L2(Ω1), ïîëó÷èì,
÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φk ∈ C∞0 (Ω1)}, òàêàÿ, ÷òî

||φk − (wα − w̃α)||L2(Ω1) →∞, k →∞.

Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞ â ðàâåíñòâå∫
Ω1

(wα − w̃α)φkdx = 0,

ïîëó÷èì ∫
Ω1

(wα − w̃α)2dx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, wα = w̃α ï.â. â Ω1. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè Ω1 ïîëó÷àåì, ÷òî
wα = w̃α ï.â. â Ω.

Ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

Îïðåäåëåíèå 6.17. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé u èç L2(Ω), èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå
ïðîèçâîäíûå â ñìûñëå Ñîáîëåâà âèäà ∂xju, j = 1, . . . , n èç L2(Ω), íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà H1(Ω). Èòàê

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ∃∂xju,−îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå â ñìûñëå Ñîáîëåâà è

∂xju ∈ L2(Ω), j = 1, . . . , n}

Î÷åâèäíî, ÷òî H1(Ω) - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
íà H1(Ω) è ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó íîðìó, ïîëàãàÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ
u, v ∈ H1(Ω)

(u, v)H1(Ω) =

∫
Ω

(uv +∇u∇v)dx

1/2

, (6.6)

||u||H1(Ω) =

∫
Ω

(u2 + |∇u|2)dx

1/2

, (6.7)

45

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Òåîðåìà 6.12. Ïðîñòðàíñòâî H1(Ω) - ãèëüáåðòîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ïîëíî-
òó H1(Ω) â ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (6.6) íîðìå (6.7).

Ïóñòü {uk} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, òî åñòü

||uk − um||H1(Ω) → 0, k,m→∞.

Îòñþäà èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû (6.7) ñëåäóåò, ÷òî

||uk − um||L2(Ω) → 0,

||∂xjuk − ∂xjum||L2(Ω) → 0, k,m→ 0,

ãäå j = 1, . . . , n

Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà L2(Ω) èìååì, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè u ∈ L2(Ω)
è wj ∈ L2(Ω), j = 1, . . . , n, òàêèå, ÷òî

||uk − u||L2(Ω) → 0, k →∞,

||∂xjuk − wj||L2(Ω) → 0, k →∞.
Äîêàæåì, ÷òî wj = ∂xju.

Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé â ñìûñëå Ñîáîëåâà, âûâî-
äèì ∫

Ω

uk∂xjφdx = −
∫
Ω

∂xjukφdx. (6.8)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå (6.8) ïðè k →∞, ïîëó÷èì∫
Ω

uφxjdx = −
∫
Ω

wjφdx,

îòêóäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé, ñëåäóåò, ÷òî wj = ∂xju.

Îïðåäåëåíèå 6.18. Çàìûêàíèå C∞0 (Ω) â íîðìå H1(Ω) íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì
Ñîáîëåâà H1

0 (Ω).

Èòàê, èç îïðåäåëåíèÿ H1
0 (Ω) ñëåäóåò, ÷òî u ∈ H1

0 (Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé um ∈ C∞0 (Ω), (m = 1, 2, . . .), òàêàÿ, ÷òî

||um − u||H1(Ω) → 0,m→∞.

Çàìå÷àíèå 6.6. Çàìåòèì, ÷òî H1
0 (Ω) ⊂ H1(Ω) (ïîçæå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî H1

0 (Ω) 6=
H1(Ω) è, ÿâëÿÿñü çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H1(Ω),
H1

0 (Ω) ñàìî ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

46

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû.
1. Ïóñòü

u(x) =

{
x, 0 ≤ x ≤ ‘1,

1, 1 ≤ x ≤ 2.

Èìååò ëè u(x) îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ â ñìûñëå Ñîáîëåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà íà
îòðåçêå [0, 2]?
Ïóñòü φ ∈ C∞0 [0, 2]. Òîãäà

2∫
0

uφ′dx = −
1∫

0

φdx = −
2∫

0

χ[0,1]φdx,

ãäå χω - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà w. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà îòðåçêå
[0, 2] îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñìûñëå Ñîáîëåâà èìååò âèä
u′ = 1, x ∈ [0, 1], u′0, x ∈ (1, 2].
2. Ïóñòü

u(x) =

{
x, 0 ≤ x ≤ 1,

2, 1 ≤ x ≤ 2.

Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé u′ â ñìûñëå Ñîáîëåâà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü φ ∈ C∞0 (0, 2). Òîãäà èìååì

2∫
0

uφ′dx =

1∫
0

xφ′dx+ 2

2∫
1

φ′dx =

= −
1∫

0

φdx− φ(1).

Åñëè áû ñóùåñòâîâàëà îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ u′ â ñìûñëå Ñîáîëåâà, òî âåðíî
áûëî áû ðàâåíñòâî

2∫
0

u′φdx = −
1∫

0

φdx− φ(1) (6.9)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ C∞0 (0, 2). Âîçüìåì â (7.9) â êà÷åñòâå φ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü φk ∈ C∞0 (0, 2), φk(1) = 1 äëÿ ëþáîãî èíäåêñà j = 1, 2, . . . , suppφk =
[1− 1

k
, 1 + 1

k
].

Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû

lim
k→∞

2∫
0

φku
′dx = 0,
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à ñ äðóãîé

lim
k→∞
{−

1∫
0

φkdx− φk(1)} = −1.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ó äàííîé ôóíêöèè íåò îáîáùåííîé ïðî-
èçâîäíîé â ñìûñëå Ñîáîëåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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Ëåêöèÿ 7

Ïðèìåð äëÿ H1

3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ |x|ε â åäèíè÷íîì øàðå Ω = {|x| < 1}, ãäå ε ∈ R.
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ε ýòà ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H1(Ω)?

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ε > −n/2 ôóíêöèÿ |x|ε ∈ L2(Ω). Äåéñòâèòåëüíî,

∫
Ω

|x|2εdx = wn

1∫
0

r2εrn−1dr <∞

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2ε+ n > 0. Àíàëîãè÷íî, èìååì

∫
Ω

|∇(|x|ε)|2dx = wn

1∫
0

|(rε)′r|2rn−1dr <∞

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2ε+ n− 2 > 0.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè n ≥ 3 ïàðàìåòð ε ìîæåò ïðèíèìàòü è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ!

Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè ε > −n/2 + 1 ôîðìàëüíî âû÷èñëåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂xj(|x|ε)φdx =

∫
Ω

|x|ε∂xjφdx ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé â ñìûñëå Ñîáîëåâà,

òî åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ C∞0 (Ω) äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∫
Ω

∂xj(|x|ε)φdx = −
∫
Ω

|x|ε∂xjφdx

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ C∞0 (Ω). Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç B0
δ øàð

ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñà δ. Òîãäà∫
Ω

|x|ε∂xjφdx = lim
δ→0

∫
Ω\B0

δ

|x|ε∂xjφdx =

= lim
δ→0
{−

∫
Ω\B0

δ

∂xj(|x|ε)φdx+

∫
∂B0

δ

|x|ε∂xjνjφds} =

= −
∫
Ω

∂xj(|x|ε)φdx,

òàê êàê ïðè ε > −n/2 + 1 èìååì

|δε
∫
∂B0

δ

νjφds| ≤ Cδε+n−1 → 0, δ → 0.
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Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

4. Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

Ïóñòü Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, u ∈ H1(Ω), v ∈ H1
0 (Ω). Òîãäà∫

Ω

uvxjdx = −
∫
Ω

uxjvdx. (7.1)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü vk - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà C∞0 (Ω),
òàêàÿ, ÷òî ||vk − v||H1

0 (Ω) → 0, k →∞.
Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé â ñìûñëå Ñîáîëåâà èìååì∫

Ω

u(vk)xjdx = −
∫
Ω

uxjvkdx.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, ïîëó÷èì (7.1).

Íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà

5. Íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà.

Ïóñòü u ∈ H1
0 (Ω). Òîãäà

||u||L2(Ω) ≤ C(Ω)||∇u||L2(Ω). (7.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ C∞0 (Ω).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω ⊂ Πa = {x| − aj < xj < aj, j = 1, . . . , n}, a = (a1, . . . , n), aj > 0,
j = 1, . . . , n, a1 = min{a1, . . . , n}.
Ïîëîæèì u ≡ 0 â Πa\Ω. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, âûâîäèì

u(x) =

x1∫
−a1

uy1(y1, x̂)dy1,

x̂ = (x2, . . . , xn).

Âîçâîäÿ â êâàäðàò îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì

u2(x) ≤ (x1 + a1)

a1∫
−a1

u2
x1
dx1.

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ïî Πa. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî áóäåì
èìåòü ∫

Ω

u2dx =

∫
Πa

urdx ≤ 2a2
1

∫
Πa

u2
x1
dx ≤ 2a2

1

∫
Ω

|∇u|2dx. (7.3)
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Ïóñòü u ∈ H1
0 (Ω).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um} ôóíêöèé èç C∞0 (Ω), òàêàÿ, ÷òî ||um−
u||H1(Ω) → 0,m→∞. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè um èìååì íåðàâåíñòâî (7.3).

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ïðè m→∞ â ýòîì íåðàâåíñòâå, ïîëó÷èì (7.2).

Èç íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà ñëåäóåò, ÷òî H1
0 (Ω) ⊂ H1(Ω), íî H1

0 (Ω) 6= H1(Ω).

Äåéñòâèòåëüíî, u ≡ 1 ∈ H1(Ω), íî 1 /∈ H1
0 (Ω).

Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà âûòåêàåò, ÷òî íà ïðîñòðàíñòâå H1
0 (Ω)

ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ,
çàäàííîìó ôîðìóëîé (6.6):

(u, v)H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇u∇vdx, (7.4)

è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó íîðìà èìååò âèä

||u||H1
0 (Ω) = ||∇u||L2(Ω). (7.5)

Äëÿ ôóíêöèè u, çàäàííîé ïî÷òè âñþäó (ï.â.) â îáëàñòè Ω ∈ Rn (ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî
ôóíêöèè ðàâíû, åñëè îíè ñîâïàäàþò â Ω ï.â.), íåëüçÿ îäíîçíà÷íî ñêàçàòü, ÷òî òàêîå
çíà÷åíèå u íà (n − 1) - ìåðíîé ïîâåðõíîñòè S ⊂ Ω, ïîñêîëüêó mesS = 0, òî ôóíê-
öèÿ ìîæåò èìåòü íà S ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òàêîé ôóíêöèè íå
îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî çíà÷åíèå u íà ãðàíèöå îáëàñòè, ò.å. íà ∂Ω.

Îäíàêî, äëÿ ôóíêöèè u ∈ L2(Ω) â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü î åå
çíà÷åíèè íà íåêîòîðûõ (n− 1) - ìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ (ñì. òåîðåìó Ôóáèíè).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ∈ C(Ω) åå çíà÷åíèå íà ïîâåðõíîñòè S ïîíèìàåò-
ñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì - êàê ïîòî÷å÷íîå îãðàíè÷åíèå u íà S, îáîçíà÷àåìîå u|S.
Ôóíêöèþ u|S áóäåì íàçûâàòü ñëåäîì ôóíêöèè u ∈ C(Ω) íà (n−1) - ìåðíîé ïîâåðõ-
íîñòè S.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ∈ H1
0 (Ω) ìîæíî ãîâîðèòü î åå ñëåäå

íà (n− 1) - ìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, â ÷àñòíîñòè, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î åå çíà-
÷åíèè íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S = {x : xj = C = const} ∩ Ω 6= ∅. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 7.13. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um}, um ∈ C∞0 (Ω), ôóíäàìåíòàëüíà â
ïðîñòðàíñòâå H1

0 (Ω), òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà â L2(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S = {x : x1 = x0
1}∩Ω 6= ∅

è Ω ⊂ ΠA = {x : |xj| < A, j = 1, . . . , n. Ïðîäîëæèì ôóíêöèè èç C∞0 (Ω) íóëåì íà

51

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

ΠA\Ω.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà è íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èìååì

(
um(x0

1, x̂)− up(x0
1, x̂)

)2
=

 x0
1∫

−A

∂xj(um(x)− up(x))dx1


2

≤

≤ 2A

∫
ΠA

|∇(um − up)|2dx1. (7.6)

Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (7.6) ïî S, ïîëó÷èì∫
S

(um − up)2 dx̂ ≤ 2A

∫
ΠA

|∇(um − up)|2dx,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

||um − up||L2(Ω) ≤
√

2A||um − up||H1
0 (Ω). (7.7)

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü u ∈ H1(Ω). Ïîëîæèì u ≡ 0 âíå Ω.
Íàïîìíèì, ÷òî ñðåäíåé ôóíêöèåé íçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

uh(x) =

∫
Rn

wh(|x− y|)u(y)dy,

ãäå wh(|x|) - ÿäðî óñðåäíåíèÿ. Èìååò ìåñòî

Ëåììà 7.3. Ïóñòü u ∈ L2(Ω) èìååò îáîáùåííóþ â ñìûñëå Ñîáîëåâà ïðîèçâîäíóþ
âèäà Dαu ∈ L2(Ω). Òîãäà

1) (Dαu)h(x) = Dαuh(x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Ω è äîñòàòî÷íî ìàëûõ h > 0.

2) ||Dαuh −Dαu||L2(Ω′) → 0, h→ 0, äëÿ ëþáîé îáëàñòè Ω′, òàêîé, ÷òî Ω′ ⊂ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Èìååì

Dαuh(x) =

∫
Rn

Dα
xwh(|x− y|)u(y)dy =

= (−1)|α|
∫
Rn

Dα
ywh(|x− y|)u(y)dy =

= (−1)|α|(−1)|α|
∫
Rn

wh(|x− y|)Dα
y u(y)dy = (Dαu)h(x),

ãäå h íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî çàìêíóòûé øàð Ωx
h ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà h

ëåæèò â îáëàñòè Ω.
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2) Ïóñòü Ω′ ⊂ Ω. Òîãäà ïðè h < ρ = ρ(Ω′, ∂Ω) èìååì, ÷òî (Dαu)h(x) = Dαuh(x),
x ∈ Ω′.
Èç ñâîéñòâ ñðåäíèõ ôóíêöèé, äîêàçàííûõ â Ëåêöèè 5, ñëåäóåò

||Dαuh −Dαu||L2(Ω′) = ||(Dαu)h −Dαu||L2(Ω′) → 0, h→ 0.

Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 7.14. Ïðîñòðàíñòâî C∞(Πa) âñþäó ïëîòíî â H
1(Πa), ãäå

Πa = {x ∈ Rn : |xj| < aj, j = 1, . . . , n}, a = (a1, . . . , an), aj > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ H1(Πa).

Òîãäà Dαu ∈ L2(Πa), |α| ≤ 1.
Òàê êàê C∞0 (Πa) âñþäó ïëîòíî â L2(Πa), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
ôóíêöèÿ φα ∈ C∞0 (Πa), òàêàÿ, ÷òî

||Dαu− φα||L2(Πa) < ε, |α| ≤ 1.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ Fσ(x) = u
(
x
σ

)
, σ > 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Fσ(x) ∈ H1(Πσa).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî σ > 1, èìååì Πa ⊂ Πσa.

Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî ñðåäíèõ ôóíêöèé, âûâîäèì

||(Fσ)h − Fσ||H1(Πa) → 0, h→ 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî,
||Dα(Fσ)h −DαFσ||L2(Πa) → 0, h→ 0, (7.8)

ãäå |α| ≤ 1.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ σ0 > 1, òàêîå, ÷òî

||DαFσ0 − φα||L2(Πa) < ε, |α| ≤ 1. (7.9)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè (7.9) áóäåò äîêàçàíî, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû òàêæå áóäåò äî-
êàçàíî.

Äåéñòâèòåëüíî, èç (7.8) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äàííîãî σ0 è ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùå-
ñòâóåò òàêîå h0 > 0, ÷òî ïðè h < h0

||(Fσ0)h − Fσ0||H1(Πa) < ε. (7.10)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî (Fσ0)h ∈ C∞(Πa), âûâîäèì èç (7.9) è (7.10)

||(Fσ0)h − u||H1(Πa) ≤ ||(Fσ0)h − Fσ0||H1(Πa) + ||Fσ0 − u||H1(Πa) ≤
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≤ ε+ ||Fσ0 − φ0||L2(Πa) + ||u− φo||L2(Πa)+

+
n∑
j=1

||(Fσ0)xj − φj||L2(Πa) + ||uxj − φj||L2(Πa) < 5ε.

Èòàê, äîêàæåì (8.2). Èìååì äëÿ |α| = 0

||Fσ − φ0||2L2(Πa) =

∫
Πa

(
u
(x
σ

)
− φ0(x)

)2

dx ≤

≤ 2

∫
Πa

(
u
(x
σ

)
− φ0

(x
σ

))2

dx+ 2

∫
Πa

(
φ0

(x
σ

)
− φ0(x)

)2

dx ≤

≤ 2σ2||u− φ0||2L2(Πa) + 2||φ0

(x
σ

)
− φ0(x)||2L2(Πa). (7.11)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî φ0 ∈ C∞(Πa), è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè σ → 1 èìååì, ÷òî

||φ0

(x
σ

)
− φ0(x)||L2(Πa) → 0.

Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå σ0 > 1, ÷òî ||φ0

(
x
σ

)
−φ0(x)||L2(Πa) ≤ ε äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

1 ≤ σ ≤ σ0.

Îòñþäà è èç (7.8), (7.11) âûâîäèì

||Fσ − φ0||L2(Πa) ≤ C0ε,

ãäå C0 = const > 0.

Àíàëîãè÷íî, èìååì ∫
Πa

(
∂

∂xj
u
(x
σ

)
− φj(x)

)2

dx ≤

≤ 2

∫
Πa

(
∂

∂xj
u
(x
σ

)
− φj

(x
σ

))2

dx+ 2

∫
Πa

(
φj

(x
σ

)
− φj

)2

dx ≤

≤ σn−2

∫
Πa

(
∂yju(y)− φj

)2
dy + σn(1− σ−1)2

∫
Πa

φ2
jdy + 2ε2.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî 1 − σ−1 → 0 ïðè σ → 1, ïîëó÷èì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïðè 1 ≤ σ ≤ σ1 (ñóùåñòâóåò òàêîå σ1 > 1), ìåíüøå C1ε.
Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå

Ïóñòü u ∈ H1(Πa), Πa = {x ∈ Rn, |xj| < aj, j = 1, . . . , n}.

Òîãäà ∫
Πa

u2dx ≤ |Πa|−1

∫
Πa

udx

2

+
n

2

n∑
j=1

(2aj)
2

∫
Πa

u2
xj
dx. (7.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ C∞(Πa).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π1 = {x : |xj| < 1/2, j = 1, . . . , n}.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (7.12) äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè u è äëÿ Π1, òî åñòü áóäåì
äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâî

∫
Π1

u2dx ≤

∫
Π1

udx

2

+
n

2

∫
Π1

|∇xu|2dx. (7.13)

Âîçüìåì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè P0 = (x0
1, . . . , x

0
n), P∗ = (x∗1, . . . , x

∗
n), ëåæàùèå â Π1.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ëåæàùèõ â Π1, â êîòîðîé êàæäàÿ ïîñëå-
äóþùàÿ òî÷êà îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé òîëüêî â îäíîé êîîðäèíàòå:

P0, P1 = (x∗1, x
0
2, . . . , x

0
n), P2 = (x∗1, x

∗
1, x

0
1, . . . , x

0
n), . . . , Pn−1 = (x∗1, . . . , x

∗
n−2, x

0
n−1, x

0
n), Pn = P∗.

Èìååì

u(P0)− u(P∗) = (u(P0)− u(P1)) + (u(P1)− u(P2)) + . . .+ (u(Pn−1)− u(P∗)) =

=

x0
1∫

x∗1

ux1(x1, x
0
2, . . . , x

0
n)dx1 +

x0
2∫

x∗2

ux2(x∗1, x2, x
0
3, . . . , x

0
n)dx2 + . . .+

+

x0
n∫

x∗n

uxn(x∗1, . . . , x
∗
n−1, xn)dxn.

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò è âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì
(a1 + . . .+ an)2 ≤ n(a2

1 + . . .+ a2
n) (Äîêàæèòå!). Ïîëó÷èì

u2(P0) + u2(P∗)− 2u(P0)u(P∗) ≤ n

 1/2∫
−1/2

u2
x1
dx1 + . . .+

1/2∫
−1/2

u2
xndxn

 . (7.14)
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Èíòåãðèðóåì (7.14) ñíà÷àëà ïî P0 ∈ Π1, à çàòåì ïî P∗ ∈ Π1, ïîëó÷èì (7.13)

2

∫
Π1

u2(x)dx− 2

∫
Π1

u(x)dx

2

≤ n

∫
Π1

|∇xu|2dx. (7.15)

Äåëàÿ â íåðàâåíñòâå (7.15) çàìåíó ïåðåìåííûõ xj =
yj
2aj

, j = 1, . . . , n, ïîëó÷èì

(7.12) äëÿ ãëàäêèõ â Πa ôóíêöèé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
u ∈ H1(Πa), âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 7.14.

Ïóñòü {um} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà C∞(Πa), ñõîäÿùàÿñÿ
ê ýëåìåíòó u â íîðìå H1(Πa). Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè um èìååì íåðàâåíñòâî (7.11):

∫
Πa

u2
mdx ≤ |Πa|−1

∫
Πa

umdx

2

+
n

2

n∑
j=1

(2aj)
2

∫
Πa

(um)2
xj
dx. (7.16)

ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (7.16) ê ïðåäåëó ïðè m → ∞, ïîëó÷èì (7.12) äëÿ u ∈
H1(Πa).

Ñëåä ôóíêöèè èç H1
0 íà (n− 1)-ìåðíîé ãëàäêîé

ïîâåðõíîñòè

Äëÿ ôóíêöèè u, çàäàííîé ïî÷òè âñþäó (ï.â.) â îáëàñòè Ω ∈ Rn (ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî
ôóíêöèè ðàâíû, åñëè îíè ñîâïàäàþò â Ω ï.â.), íåëüçÿ îäíîçíà÷íî ñêàçàòü, ÷òî òàêîå
çíà÷åíèå u íà (n − 1) - ìåðíîé ïîâåðõíîñòè S ⊂ Ω, ïîñêîëüêó mesS = 0, òî ôóíê-
öèÿ ìîæåò èìåòü íà S ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òàêîé ôóíêöèè íå
îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî çíà÷åíèå u íà ãðàíèöå îáëàñòè, ò.å. íà ∂Ω.

Îäíàêî, äëÿ ôóíêöèè u ∈ L2(Ω) â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü î åå
çíà÷åíèè íà íåêîòîðûõ (n− 1) - ìåðíûõ ïîâåðõíîñòÿõ (ñì. òåîðåìó Ôóáèíè).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ∈ C(Ω) åå çíà÷åíèå íà ïîâåðõíîñòè S ïîíèìàåò-
ñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì - êàê ïîòî÷å÷íîå îãðàíè÷åíèå u íà S, îáîçíà÷àåìîå u|S.
Ôóíêöèþ u|S áóäåì íàçûâàòü ñëåäîì ôóíêöèè u ∈ C(Ω) íà (n−1) - ìåðíîé ïîâåðõ-
íîñòè S.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ∈ H1
0 (Ω) ìîæíî ãîâîðèòü î åå ñëåäå

íà (n− 1) - ìåðíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, â ÷àñòíîñòè, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î åå çíà-
÷åíèè íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S = {x : xj = C = const} ∩ Ω 6= ∅. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 7.15. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um}, um ∈ C∞0 (Ω), ôóíäàìåíòàëüíà â
ïðîñòðàíñòâå H1

0 (Ω), òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà â L2(S).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S = {x : x1 = x0
1}∩Ω 6= ∅

è Ω ⊂ ΠA = {x : |xj| < A, j = 1, . . . , n. Ïðîäîëæèì ôóíêöèè èç C∞0 (Ω) íóëåì íà
ΠA\Ω.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà è íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èìååì

(
um(x0

1, x̂)− up(x0
1, x̂)

)2
=

 x0
1∫

−A

∂xj(um(x)− up(x))dx1


2

≤

≤ 2A

∫
ΠA

|∇(um − up)|2dx1. (7.17)

Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (7.17) ïî S, ïîëó÷èì∫
S

(um − up)2 dx̂ ≤ 2A

∫
ΠA

|∇(um − up)|2dx,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

||um − up||L2(Ω) ≤
√

2A||um − up||H1
0 (Ω). (7.18)

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü u ∈ H1
0 (Ω).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um}, um ∈ C∞0 (Ω), òàêàÿ, ÷òî ||um−u||H1
0 (Ω).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî {um} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â H1
0 (Ω) è

ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 7.15, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {um|S} ÿâëÿåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé â L2(S).

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L2(S) ãèëüáåðòîâî, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò u|S ∈ L2(S)
(îáîçíà÷èì åãî òàêèì îáðàçîì), òàêîé, ÷òî || um|S − u|S ||L2(S),m→∞.

Ôóíêöèþ u|S íàçîâåì ñëåäîì ôóíêöèè u èç ïðîñòðàíñòâà H1
0 (Ω) íà ñå÷å-

íèè S.

Íåçàâèñèìîñòü ñëåäà îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
um

Äîêàæåì, ÷òî ñëåä íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè um, um ∈ C∞0 (Ω),
ñõîäÿùåéñÿ ïî íîðìå H1

0 (Ω) ê ôóíêöèè u ∈ H1
0 (Ω).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî um è ũm - äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé èç C∞0 (Ω), ñõîäÿ-
ùèåñÿ ê u ïî íîðìå H1

0 (Ω).

Ïóñòü u|S ∈ L2(S) è ũ|S ∈ L2(S) - äâà ñëåäà ôóíêöèè u íà ñå÷åíèè S, ïîñòðîåííûå
ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì um è ũm ñîîòâåòñòâåííî.
Èìååì

|| u|S − ũ|S ||L2(S) ≤ || um|S − u|S ||L2(S) + || um|S − ũp|S ||L2(S) + || ũp|S − um|S ||L2(S) ≤

≤ C{||um − u||H1
0 (Ω) + ||ũp − u||H1

0 (Ω) + ||um − ũp||H01(Ω)} → 0,m, p→∞.
Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî, â ñèëó Òåîðåìû 7.14 èìååì

||um − up||L2(S) ≤ C||um − up||h1
0(Ω). (7.19)

Ïåðåõîäÿ â íåðàâåíñòâå (9.3) ê ïðåäåëó ïðè p→∞, ïîëó÷èì

|| um|S − u|S ||L2(S) ≤ C||um − u||H1
0 (Ω).

Èòàê, äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ S, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ÷àñòü ïëîñêîñòè xj = Cj, ìû
îïðåäåëèëè ïîíÿòèå ñëåäà íà S äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ H1

0 (Ω).
Â ÷àñòíîñòè, åñëè S ⊂ ∂Ω, òî, òàê êàê um|S = 0 äëÿ ëþáîãî m = 1, 2, . . ., èìååì, ÷òî
u|S = 0.

Ïóñòü òåïåðü S - ïîâåðõíîñòü êëàññà C1, ëåæàùàÿ â Ω, è îäíîçíà÷íî ïðîåêòè-
ðóþùàÿñÿ íà íåêîòîðóþ îáëàñòü D ïëîñêîñòè {xn = 0} è çàäàííóþ óðàâíåíèåì
xn = φ(x̂), x̂ = (x1, . . . , xn).
Ñîãëàñíî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà èìååì, ÷òî

u2
m(x̂, φ(x̂)) = C

φ(x̂)∫
0

∂xnum(x̂, xn)dxn. (7.20)

Âîçâåäåì òåïåðü îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (7.20) â êâàäðàò è ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Êî-
øè Áóíÿêîâñêîãî.
Ïîëó÷èì

u2
m(x̂, φ(x̂)) ≤ C

A∫
0

|∂xjum|2(x̂, xn)dxn. (7.21)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (7.21) íà
√

1 + |∇x̂φ|2 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x̂ ∈ D.
Ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó∫

D

u2
m(x̂, φ(x̂))

√
1 + |∇x̂φ|2dx̂ =

∫
S

u2
mds ≤ C0

∫
Ω

|∇um|2dx. (7.22)

Ïîëàãàÿ â (9.6) âìåñòî um ðàçíîñòü up − uk, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå
(7.18). Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïîíÿòèå ñëåäà ôóíêöèè u ∈ H1
0 (Ω) íà (n− 1) - ìåðíîé

ïîâåðõíîñòè S ⊂ Ω, êîòîðóþ ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì êóñêîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ ìîæíî ñïðîåêòèðîâàòü íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü.
Äëÿ òàêîé ïîâåðõíîñòè S è ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè u ∈ H1

0 (Ω) èìååò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî

||u||L2(S) ≤ C||u||H1(Ω). (7.23)

Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî, åñëè S = ∂Ω, òî äëÿ u ∈ H1
0 (Ω) ñëåä åå íà ∂Ω íóëåâîé,

ò.å. u|∂Ω = 0, òàê êàê um|∂Ω = 0, ãäå {um} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé èç C∞0 (Ω),
ñõîäÿùàÿñÿ ê u ïî íîðìå H1(Ω).
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Ëåêöèÿ 8

Îáùàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó, íàçûâàåìóþ çàäà÷åé Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà ñ íóëåâûìè (îäíîðîäíûìè) êðàåâûìè óñëîâèÿìè

−∆u = f, x ∈ Ω;u = 0, x in∂Ω, (8.1)

ãäå f - çàäàííàÿ â Ω ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8.19. Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (8.1) ïîíèìàåì ôóíêöèþ
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), òàêóþ, ÷òî u|∂Ω è áóäó÷è ïîäñòàâëåííîé â óðàâíåíèå , äàåò
âåðíîå ðàâåíñòâî â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Ω.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f ∈ C(Ω)

Åñëè u ∈ C2(Ω) - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (8.1) è f ∈ C(Ω), òî âûïîëåíî
ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî∫

Ω

∇u∇φdx =

∫
Ω

fφdx, (8.2)

ãäå φ - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç H1
0 (Ω).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè φ ∈ C∞0 (Ω), òî

−
∫
Ω

∆uφdx =

∫
Ω

fφdx.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå, ïîëó÷èì∫
Ω

∇u∇φdx−
∫
∂Ω

∂νuφds =

∫
Ω

fφdx, (8.3)

ãäê ν - åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè Ω, ∂νu - ïðîèçâîäíàÿ
îò ôóíêöèè u ïî íîðìàëè ν.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî φ ∈ C∞0 (Ω), èç ðàâåíñòâà (8.3) íåìåäëåííî ïîëó÷àåì (8.2) äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ C∞0 (Ω).

Åñëè òåïåðü φ ∈ H1
0 (Ω), òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {φm}, φm ∈

C∞0 (Ω), òàêàÿ, ÷òî ||φm − φ||H1(Ω) → 0, åñëè m→∞.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m→∞ â ðàâåíñòâå∫
Ω

∇u∇φmdx =

∫
Ω

fφmdx,

ïîëó÷èì (8.2) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè φ ∈ H1
0 (Ω).
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Îïðåäåëåíèå 8.20. Ôóíêöèþ u ∈ H1
0 (Ω) íàçîâåì îáîáùåííûì (ñëàáûì) ðåøåíèåì

çàäà÷è (8.2), ãäå f ∈ L2(Ω), åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φinH1
0 (Ω) èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî
(u, φ)h1

0(Ω) = (f, φ)L2(Ω). (8.4)

Òåîðåìà 8.16. Çàäà÷à (8.1) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ H1
0 (Ω).

Äëÿ íåãî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

||u||H1
0 (Ω) ≤ C||f ||L2(Ω). (8.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ðèññà î ïðåäñòàâ-
ëåíèè ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà Ðèññà óòâåðæäàåò , ÷òî, åñëè l : H → R - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
ôóíêöèîíàë íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëå-
ìåíò h ∈ H, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà z ∈ H èìååì l(z) = (h, z)H .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë l : H2
0 Ω→ R, çàäàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì

l(ψ) =

∫
Ω

fψdx.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà, ïîëó÷èì

|l(ψ)| ≤ ||f ||L2(Ω)||ψ||H1
0 (Ω. (8.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî l - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë íà ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå H1

0 (Ω).
Ïîëàãàÿ â (8.6) φ = u, è ïðèìåíÿÿ (8.5), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (8.4).

Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ
íåîäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ íåîäíîðîäíûìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè

−∆u = f, x ∈ Ω;u = ψ, x ∈ ∂Ω. (8.8)

Îïðåäåëåíèå 8.21. Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è (8.8) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)) òàêàÿ, ÷òî u| ∂Ω = ψ è −∆u = f â òî÷êàõ îáëàñòü Ω.
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f ∈ C(Ω), ψ ∈ C(∂Ω).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ψ ∈ H1(Ω), f ∈ L2(Ω) è ∂Ω ⊂ C1.

Îïðåäåëåíèå 8.22. Îáîáùåííûì (ñëàáûì) ðåøåíèåì çàäà÷è (8.8) íàçîâåì ôóíê-
öèþ u ∈ H1(Ω), òàêóþ, ÷òî u−ψ ∈ H1

0 (Ω) è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà φ ∈ H1
0 (Ω)

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ∫
Ω

∇u∇φdx =

∫
Ω

fφdx. (8.9)
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Òåîðåìà 8.17. Çàäà÷à (8.8) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå è äëÿ íåãî
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

||u||H1(Ω) ≤ C{||f ||L2(Ω) + ||ψ||H1Ω}. (8.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ u ∈ H1(Ω) - îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (8.8) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ v = u − ψ ∈ H1

0 (Ω) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó
òîæäåñòâó ∫

Ω

∇u∇φdx =

∫
Ω

dφdx−
∫
Ω

∇ψ∇φdx (8.11)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè φ ∈ H1
0 (Ω).

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (8.11) ÷åðåç l(φ).
Çàìåòèì, ÷òî l : H1

0 (Ω) → R ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì ôóíêöèîíàëîì íà
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H1

0 (Ω).
Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è Ôðèäðèõñà, ïîëó÷èì

|l(φ)| ≤ C{||f ||L2(Ω)+||ψ||H1Ω
}||φ||H1

0 (Ω). (8.12)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ðèññà, çàêëþ÷àåì, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (8.8) ñóùå-
ñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Èç îöåíêè (8.12) íåìåäëåííî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (8.10).

Âàðèàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå

Ïóñòü H - çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H1(Ω), ãäå Ω -
îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà H çàäàíà íîðìà, ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìå â H1(Ω). Ðàññìîòðèì
íà H ôóíêöèîíàë

E : H → R,

E(u) ≡ ||u||2H + 2(f, u)L2(Ω), (8.13)

ãäå f ∈ L2(Ω).

Â ñèëó íåðàâåíñòâ Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è Ôðèäðèõñà èìååì

E(u) ≥ ||u||2H − 2C||f ||L2(Ω)||u||H + C2||f ||L2(Ω) − C2||f ||L2(Ω) ≥ −C2||f ||L2(Ω). (8.14)

Èç íåðàâåíñòâà (8.14) âûâîäèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü

inf
H
E(u) = d. (8.15)

Îïðåäåëåíèå 8.23. Ôóíêöèÿ u ∈ H íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé, ðåàëèçóþùåé ìèíè-
ìóì ôóíêöèîíàëà E íà H, åñëè E(u) = d.
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Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vm},
vm ∈ H, òàêàÿ, ÷òî

lim
m→∞

E(vm) = d.

Ëþáàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ìèíèìèçèðó-
þùåé ôóíêöèîíàë E íà H.

Òåîðåìà 8.18. a) Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò u ∈ H, ðåàëèçóþùèé ìè-
íèìóì ôóíêöèîíàëà E íà H, òî åñòü E(u) = d.
b) Ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê u ïî íîðìå H1(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìó ñ ïóíêòà b).
Ïóñòü {vm} - ìèíèìèçèðóùàÿ ôóíêöèîíàë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ãèëüáåð-
òîâà ïðîñòðàíñòâà H. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N(ε), ÷òî äëÿ âñåõ m ≥ N(ε) èìååì

d ≤ E(vm) ≤ d+ ε. (8.16)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

||vm ± vs
2
||2H =

1

4
||vm||2H +

1

4
||vs||2H ±

1

2
(vm, vs)H ,

ïîëó÷èì

||vm − vs
2
||2H + ||vm + vs

2
||2H =

1

2

(
||vm||2H + ||vs||2H

)
.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà E âûâîäèì

||vm − vs
2
||2H =

1

2

(
||vm||2H + ||vs||2H

)
− ||vm + vs

2
||2H =

=
1

2
E(vm) +

1

2
E(vs)− E

(
vm + vs

2

)
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m, s ≥ N(ε).
Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî E

(
vm+vs

2

)
≥ d, èìååì

0 ≤ ||vm + vs
2
||2H ≤

1

2
(d+ ε+ d+ ε)− d = ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vm} ôóíäàìåíòàëüíà â H. Â ñèëó ïîëíîòû
H, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u ∈ H, ê êîòîðîé ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ïî íîð-
ìå H1(Ω) (è ïî íîðìå H).
Íî òîãäà ||vm||H → ||u||H è (f, vm)L2(Ω) → (f, u)L2(Ω), åñëè m → ∞, è, ïîýòîìó
E(vm)→ E(u) è E(u) = d.

Ïîêàæåì, ÷òî òàêîé ýëåìåíò u, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì äàííîãî ôóíê-
öèîíàëà, åäèíñòâåíåí.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà èç ïðîñòðàíñòâà H, ðåà-
ëèçóþùèõ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà E, òî åñòü E(u1) = E(u2) = d. Òîãäà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü u1, u2, u1, u2, . . . ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé ôóíêöèîíàë íà H.

Íî ïî äîêàçàííîìó îíà äîëæíà áûòü ñõîäÿùåéñÿ â H, ÷òî íåâîçìîæíî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óñòàíîâèì òåïåðü âàæíîå ñâîéñòâî ôóíêöèè u, ðåàëèçóþùåé ìèíèìóì ôóíêöè-
îíàëà E íà H.

Ïóñòü v ∈ H - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò è t ∈ R. Ïóñòü u - ýëåìåíò, òàêîé, ÷òî
E(u) = d, è v - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà H.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

R(t) ≡ E(u+ tv) = ||u+ tv||2H + 2(f, u+ tv)L2(Ω) =

= ||u||2H + t2||v||2H + 2t(u, v)H + 2(f, u)L2(Ω) + 2t(f, v)L2(Ω) ≥ d,

äëÿ âñåõ t ∈ R.

Çàìåòèì, ÷òî P (0) = d. Ñëåäîâàòåëüíî, P ′(0) = 0, òî åñòü ïðè âñåõ v ∈ H âûïîë-
íåíî òîæäåñòâî

(u, v)H + (f, v)L2(Ω) = 0. (8.17)

Ïóñòü H = H1
0 (Ω) è (u, v)H =

∫
Ω

∇u∇vdx.

Òîãäà (8.17) îçíà÷àåò, ÷òî u ∈ H1
0 (Ω) è äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè v ∈ H1

0 (Ω)
âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ∫

Ω

∇u∇vdx = −
∫
Ω

fvdx. (8.18)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (ñì.
Îïðåäåëåíèå 8.22): {

∆u = f, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.
(8.19)

Èòàê, äîêàçàíà òåîðåìà

Òåîðåìà 8.19. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u ∈ H1
0 (Ω), ðåàëèçóþùàÿ ìè-

íèìóì ôóíêöèîíàëà E íà H1
0 (Ω).

Åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà H1
0 (Ω) çàäàíî ôîðìóëîé 7.4, òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (8.19).

Ýòà òåîðåìà óêàçûâàåò íà âàðèàöèîííûé ñìûñë îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå è äàåò åùå îäèí ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ñëàáîãî ðåøåíèÿ.

Èçëîæèì òåïåðü ìåòîä Ðèòöà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Ìåòîä Ðèòöà

Ïóñòü {ψk} - ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîòîðîé
âñþäó ïëîòíà â H.

Íàïðèìåð, åñëè H = H1
0 (Ω), òî â êà÷åñòâå òàêîé ñèñòåìû ôóíêöèé ìîæíî âçÿòü

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè Ω, à åñëè
H = H1(Ω), òî â êà÷åñòâå òàêîé ñèñòåìû ôóíêöèé ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî âñåõ
îäíî÷ëåíîâ âèäà xα = xα1

1 · . . . · xαnn , ãäå α = (α1, . . . , αn) - ìóëüòèèíäåêñ.

Ïóñòü Rk =< ψ1, . . . , ψk > - ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, íàòÿíóòàÿ íà ïåðâûå k ýëåìåíòîâ
ψ1, . . . , ψk. Çàìåòèì, ÷òî Rk � k- ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H.
Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò xk ∈ Rk, òàêîé, ÷òî

E(vk) = inf
u∈Rk

E(u).

Îïèøåì ïðîöåäóðó íàõîæäåíèÿ vk.
Òàê êàê ëþáîé ýëåìåíò èç Rk, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå c1ψ1 + . . .+ ckψk, òî çàäà÷à

íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà E íà Rk ýêâèâàëåíòíà íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà
ïî c1, . . . , ck ôóíêöèè k âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

F (c1, . . . , ck) ≡ E(c1ψ1 + . . .+ ckψk)

Êîîðäèíàòû òî÷êè (c1, . . . , ck), â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè F , ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

∂cjF = 0, j = 1, . . . , k. (8.20)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

F (c1, . . . , ck) = ||c1ψ1 + . . .+ ckψk||2H + 2(f, c1ψ1 + . . .+ ckψk)L2(Ω) =

=
k∑

i,j=1

cicj(ψi, ψj)H + 2
k∑
j=1

cj(f, ψj)L2(Ω).

Ïîýòîìó, ñèñòåìà (8.20) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé âèäà

k∑
i=1

ci(ψi, ψj)H + (f, ψj)L1(Ω) = 0, j = 1, . . . , k. (8.21)

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (8.21) ||(ψi, ψj)H || 6= 0, íàçûâàåìûé îïðåäåëèòåëåì Ãðàì-
ìà, îòëè÷åí îò íóëþ â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé ψ1, . . . , ψk.

Ïîýòîìó, ñèñòåìà (8.21) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó
ðåøåíèþ ôóíêöèÿ vk ∈ Rk ðåàëèçóåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà E íà Rk.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ðèòöà äëÿ ôóíêöèî-
íàëà E ïî ñèñòåìå {ψk}.
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Òåîðåìà 8.20. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ðèòöà {vk} ôóíêöèîíàëà E ïî ïðîèçâîëüíîé
ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìå ôóíêöèé {ψk} ñî âñþäó ïëîòíîé â H îáîëî÷êîé, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ìèíèìèçèðóþùåé ôóíêöèîíàë E íà H.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk} ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω) ê ôóíêöèè u, ðåàëèçó-
þùåé ìèíèìóì E íà H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ

R1 ⊂ R2 ⊂ . . . Rk ⊂ . . . ⊂ H,

èìååì
E(v1) ≥ E(v2) ≥ . . . ≥ d,

òî åñòü {E(vk)} - ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òàê êàê ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû {ψk} âñþäó ïëîòíà â H, òî äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî k(ε) è ÷èñëà c1(ε), . . . , ck(ε), ÷òî äëÿ ôóíêöèè

uε =

k(ε)∑
j=1

cj(ε)ψj ∈ Rk(ε)

èìååì
||uε − u||H < ε. (8.22)

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà E èìååì

E(uε) = ||uε||2H + 2(f, uε)L2(Ω) =

= ||uε − u+ u||2H + 2(f, uε − u+ u)L2(Ω) =

= ||uε||2H + ||uε − u||2H + 2(uε − u, u)H + 2(f, u)L2(Ω) + 2(f, uε − u)L2(Ω) =

= E(u) + E(uε − u) + 2(uε − u, u)H ≤

≤ d+ |E(uε)− u)|+ 2||uε − u||H ||u||h. (8.23)

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (8.23) è ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì â H è H1(Ω), ïîëó÷èì

|E(uε)− u)| = ||uε)− u||2H + |2(f, uε)− u)L2(Ω)| ≤

≤ ε2 + 2C||f ||L2(Ω)||uε)− u||H ≤ ε2 + 2C||f ||L2(Ω)ε.

Îòñþäà è èç (8.23) âûâîäèì íåðàâåíñòâî

E(uε) ≤ d+ ε2 + ε(||u||H + 2C||f ||L2(Ω) ≤

≤ d+ C0ε, C0 = const.

Òàê êàê ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà E íà Rk(ε) äîñòèãàåòñÿ íà vk(ε) èìååì

E(vk(ε)) ≤ E(uε) ≤ d+ C0ε.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü E(vs) - ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ, ïîëó÷èì, ÷òî
äëÿ âñåõ s > k(ε)

d ≤ E(vs) ≤ E(vk) ≤ d+ C0ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
s→∞

E(vs)→ d.

Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vs} ê ôóíêöèè u, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìè-
íèìóì ôóíêöèîíàëà E íà ïðîñòðàíñòâå H, ñëåäóåò èç Òåîðåìû 8.18.

Èç Òåîðåì 8.19 è 8.20 ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ðèòöà ôóíêöèîíàëà E,
çàäàííîãî íà ïðîñòðàíñòâå H1

0 (Ω), ïîñòðîåííàÿ ïî ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìîé ñèñòåìå ôóíêöèé, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîòîðîé âñþäó ïëîòíà â H1

0 (Ω), ñõîäèòñÿ
â H1(Ω) ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.
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Ëåêöèÿ 9

Òåîðåìà Ðåëëèõà-Êîíäðàøîâà

Òåîðåìà 9.21. (Ðåëëèõà-Êîíäðàøîâà)
Îãðàíè÷åííîå â H1

0 (Ω) ìíîæåñòâî êîìïàêòíî â L2(Ω), ãäå Ω - îãðàíè÷åííàÿ îá-
ëàñòü â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
Ω ⊂ Πl = {x ∈ Rn : 0 < xj < lj, j = 1, . . . , n}, l = (l1, . . . , ln), lj > 0, j = 1, . . . , n.

Ïðîäîëæèì âñå ýëåìåíòû èç H1
0 (Ω) íóëåì íà Πl\Ω. Ïðîäîëæåííûå ôóíêöèè áó-

äóò ýëåìåíòàìè H1
0 (Πl). (Äîêàæèòå!)

Ðàçîáüåì ïàðàëëåëåïèïåä Πl íà ýëåìåíòàðíûå ïàðàëëåëåïèïåäû wi ñî ñòîðîíàìè
li/N, i = 1, . . . , n è ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Çàìåòèì,
÷òî êîëè÷åñòâî òàêèõ ýëåìåíòàðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ðàâíî Nn.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà wi è ôóíêöèè u ∈ H1(wi) èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå

∫
wi

u2dx ≤ 1

|wi|

∫
wi

udx

2

+
n

2

n∑
j=1

(lj/N)2

∫
wi

u2
xj
dx. (9.1)

Ïðîñóììèðóåì íåðàâåíñòâà (9.1) ïî i = 1, . . . , Nn. Ïîëó÷èì

∫
lim

Ω
u2dx ≤

Nn∑
i=1

1

|wi|

∫
wi

udx

+
n

2

n∑
j=1

(lj/N)2

∫
Ω

u2
xj
dx. (9.2)

Ïóñòü {um} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ, ëåæàùèõ â øàðå ïðîñòðàíñòâà H1
0 (Ω),

òî åñòü ||um|||H1(Ω) ≤ C, C = const > 0.

Ïîëîæèì â (9.2) u = um − up. Ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó

∫
lim

Ω
(um − up)2dx ≤

Nn∑
i=1

1

wi

∫
wi

(um − up)dx

2

+

+
n

2

∑ n

lim
j=1

(lj/N)2

∫
Ω

|∂xj(um − up)|2dx. (9.3)

Òàê êàê ||um||H1Ω ≤ C, òî ||um||L2Ω ≤ C. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî L2Ω - ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, è, ñëåäîâàòåëüíî, øàð ñëàáî êîìïàêòåí â íåì, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (áóäåì åå îáîçíà÷àòü òàê æå êàê èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü), òàêàÿ,
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÷òî um → u è ñëàáî â L2Ω ïðè m → ∞. Äîêàæåì, ÷òî {um} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé â L2Ω ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
Çàìåòèì, ÷òî

n

2

n∑
j=1

(
lj
N

)2 ∫
Ω

|∂xj(um − up)|2dx ≤

≤ n

2
max
1≤j≤n

l2jN
−2

∫
Ω

|∇(um − up)|2dx ≤ C0N
−2. (9.4)

Ïîýòîìó, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ìîæåì âçÿòü òàêîå áîëüøîå N , ÷òî C0N
−2 < ε/2.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî N ôèêñèðîâàíî, è ôèêñèðîâàíî ðàçáèåíèå íàøåãî
ïàðàëëåëåïèïåäà íà ýëåìåíòàðíûå ïàðàëëåëåïèïåäû wi.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñëàáîé â L2(Ω) ñõîäèìîñòè èìååì

lim
m,p→∞

∫
wk

(um − up)dx = lim
m,p→∞

∫
Ω

(um − up)χwkdx = 0, (9.5)

ãäå χwk - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà wk. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå áîëüøîå ÷èñëî K0, ÷òî ïðè m, p > K0

Nn∑
i=1

|wi|−1

∫
wi

(um − up)dx

2

< ε/2. (9.6)

Èç (9.2)− (9.6) âûòåêàåò, ÷òî {um} - ôóíäàìåíòàëüíàÿ â L2Ω ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî L2(Ω) - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, âûâîäèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {um} ñõîäèòñÿ ê u ïî íîðìå L2(Ω).

Óïðàæíåíèå 9.7. Ïî÷åìó u ∈ H1
0 (Ω)?

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà çàäà÷è Äèðèõëå

Ïóñòü Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè (ñ.ô.) è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ.ç.)
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà {

∆u = λu, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω.
(9.7)
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Îïðåäåëåíèå 9.24. Ôóíêöèþ u ∈ H1
0 (Ω), u 6= 0, áóäåì íàçûâàòü ñ.ô. çàäà÷è

Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî λ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà v ∈ H1

0 (Ω) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî∫
Ω

∇u∇vdx = −λ
∫
Ω

uvdx. (9.8)

×èñëî λ íàçûâàþò ñ.ç. îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîé ôóíê-
öèè u.

Çàìåòèì, ÷òî ñ.ô. îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, òî åñòü, åñëè
u - ñ.ô., òî è Cu - òîæå ñ.ô., êîòðîé îòâå÷àåò òîæå ñàìîå ñ.ç.
Ïîýòîìó âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ||u||L2Ω = 1.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà H1

0 (Ω) çàäàíî ôîðìóëîé (7.4).

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñ
îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè

Òåîðåìà 9.22. Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : L2(Ω)→ H1
0 (Ω)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ L2(Ω), äëÿ êîòîðîãî:
1) (u, v)L2(Ω) = (Au, v)H1

0 (Ω) äëÿ ëþáîãî u ∈ L2(Ω) è ïðîèçâîëüíîãî v ∈ H1
0 (Ω);

2) ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð A−1;
3) Îïåðàòîð A, åñëè åãî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð èç H1

0 (Ω) â H1
0 (Ω), ÿâëÿåòñÿ

ñàìîñîïðÿæåííûì, ïîëîæèòåëüíûì è âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïîñòðîèì îïåðàòîð A. Ïóñòü u ∈ L2(Ω).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë lu : H1

0 (Ω) → R, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó lu(v) =∫
Ω

uvdx äëÿ ïðîèçâîëüíîãî v ∈ H1
0 (Ω).

Ïîêàæåì, ÷òî lu - ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå H1

0 (Ω).
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è Ôðèäðèõñà, ïîëó÷èì

|lu(v)| ≤ ||u||L2(Ω)||v||L2(Ω) ≤ C(Ω)||u||L2(Ω)||v||H1
0 (Ω).

Èç òåîðåìû Ðèññà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò V ∈ H1
0 (Ω)

òàêîé, ÷òî
lu(v) = (V, v)H1

0 (Ω),∀v ∈ H1
0 (Ω).

Ïîëîæèì

A : u ∈ L2(Ω)→ V ∈ H1
0 (Ω),

Èìååì

lu(v) = (Au, v)H1
0 (Ω). (9.9)
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Ïîêàæåì, ÷òî A - ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà, ïîëó÷èì

||Au||2H1
0 (Ω) = (Au,Au)H1

0 (Ω) = (u,Au)L2(Ω) ≤

≤ ||u||L2(Ω)||Au||L2(Ω) ≤ C(Ω)||u||L2(Ω)||Au||H1
0 (Ω).

Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

||Au||H1
0 (Ω) ≤ C(Ω)||u||L2(Ω). (9.10)

Ñëåäîâàòåëüíî,
||A|| ≤ C(Ω).

2) Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð A−1.

Äîêàæåì, ÷òî KerA = {0}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Au = 0 ïðè íåêîòîðîì u ∈ L2(Ω). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ýëåìåíòà v ∈ H1

0 (Ω) èìååì

(u, v)L2(Ω) = (Au, v)H1
0 (Ω) = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C∞0 (Ω) - âñþäó ïëîòíî â L2(Ω), âûâîäèì, ÷òî
u = 0.

3) Èç ðàâåíñòâà (u, v)L2(Ω) = (Au, v)H1
0 (Ω) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé

èç ïðîñòðàíñòâà H1
0 (Ω) â ïðîñòðàíñòâî H1

0 (Ω), ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì:
äëÿ ëþáûõ u, v ∈ H1

0 (Ω) èìååì

(Au, v)H1
0 (Ω) = (u, v)L2(Ω) = (v, u)L2(Ω) = (Av, u)H1

0 (Ω) = (u,Av)H1
0 (Ω).

Îïåðàòîð A ïîëîæèòåëüíûé.
(Íàïîìíèì, ÷òî ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A, çàäàííûé íà ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H, íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, åñëè äëÿ âñåõ u ∈ H âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî (Au, u)H ≥ 0 è (Au, u)H = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
u = 0.)
Äåéñòâèòåëüíî,

(Au, u)H1
0 (Ω) = (u, u)L2(Ω) ≥ 0.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî A - âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð.
Îïåðàòîð A : H → H, çàäàííûé íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, íàçûâàåò-
ñÿ âïîëíå íåïðåðûâíûì, åñëè îí ïåðåâîäèò ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â
êîìïàêòíîå.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî âH1
0 (Ω) - {uk}, ||uk||H1

0 (Ω) ≤ C,
ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò k.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Auk} ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ â H1
0 (Ω) ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Â ñèëó òåîðåìû Ðåëëèõà-Êîíäðàøîâà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk′},
ñèëüíî â L2(Ω) ñõîäÿùàÿñÿ ïðè k′ →∞.
Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (9.10), ïîëó÷èì

||Auk′ − Aum′ ||H1
0 (Ω) ≤ C(Ω)||uk′ − um′ ||L2(Ω) → 0, k′,m′ →∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî {Auk′} - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå H1

0 (Ω).
Òàê êàê H1

0 (Ω) - ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Auk′} - ñõîäÿ-
ùàÿñÿ.

Èòàê, A - âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè u ∈ H1
0 (Ω) - ñ.ô. çàäà÷è (11.1) è λ - ñ.ç., ñîîòâåòñòâóþùåå ñ.ô.

u, òî
−λ(u, v)L2(Ω) = −λ(Au, v)H1

0 (Ω) = (u, v)H1
0 (Ω),

ãäå v - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç H1
0 (Ω).

Ïîýòîìó, u - ñ.ô. îïåðàòîðà A è −λ−1 - ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñ.ç.
Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè u ∈ H1

0 (Ω) - ñ.ô. îïåðàòîðà A è µ - îòâå÷àþùåå
åé ñ.ç., òî åñòü Au = µu, òî

(u, v)L2(Ω) = (Au, v)H1
0 (Ω) = µ(u, v)H1

0 (Ω),

îòêóäà
(u, v)H1

0 (Ω) = µ−1(u, v)L2(Ω),

ñëåäîâàòåëüíî, u - ñ.ô. çàäà÷è (9.7) è −λ−1 - îòâå÷àþùåå åé ñ.ç.

Èçâåñòíî, ÷òî ñ.ô. è ñ.ç. ñàìîñîïðÿæåííîãî, ïîëîæèòåëüíîãî, âïîëíå íåïðåðûâ-
íîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ß îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ñ.ç. ïîëîæèòåëüíûå, èõ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî {µm > 0} è lim
m→∞

µm = 0;

2) êàæäîå ñ.ç. èìååò êîíå÷íóþ êðàòíîñòü. Ïîýòîìó ìîæåì ðàñïîëîæèòü ñ.ç. â
âèäå íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðîé êàæäîå ñ.ç. ïîâòîðÿåòñÿ
ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü:

µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µm ≥ . . .→ 0,m→∞.

3) ñ.ô. {um} îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.
Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (9.7) èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñ.ô. {us ∈ H1

0 (Ω)}, îáðà-
çóþùèõ îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â H1

0 (Ω) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî H1
0 (Ω) - âñþäó ïëîòíî
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â L2(Ω), ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà {us} îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
â L2(Ω);

ñîîòâåòñòâóþùèå ñ.ç. îòðèöàòåëüíû, êàæäîå ñ.ç. èìååò êîíå÷íóþ êðàòíîñòü è
lim
m→∞

λm = −∞.

Ïîýòîìó èõ ìîæíî ðàñïîëîæèòü â âèäå íåâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
â êîòîðîé êàæäîå ñ.ç. ïîâòîðÿåòñÿ ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü:

0 > λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λm ≥ . . .→ −∞.

Èòàê, èìååì
||us||H1

0 (Ω) =
√
−λs,

||us||L2(Ω) = 1,

(us, um)H1
0 (Ω) = 0,

v(us, um)L2(Ω) 6= 0, åñëè s 6= m,

è ôóíêöèè { us√
−λs
} îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H1

0 (Ω).

Ïóñòü f ∈ L2(Ω). Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, ëþáîé ýëåìåíò f ∈
L2(Ω) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ â L2(Ω) ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå ôóíêöèé {us}:

f =
∞∑
s=1

fsus, ãäåfs = (f, us)L2(Ω) (9.11)

è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ-Ñòåêëîâà

||f ||2L2(Ω) =
∞∑
s=1

f 2
s <∞. (9.12)

Àíàëîãè÷íî, åñëè f ∈ H1
0 (Ω), òî f ìîæíî ðàçëîæèòü â ñõîäÿùèéñÿ â H1

0 (Ω) ðÿä

Ôóðüå ïî ñèñòåìå ôóíêöèé { us√
−λs
}:

f =
∞∑
s=1

Cs
us√
−λs

, (9.13)

ãäå Cs = fs
√
−λs è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ-Ñòåêëîâà

||f ||H1
0 (Ω) =

∞∑
s=1

f 2
s |λs| <∞. (9.14)

Åñëè f(x, t) ∈ L2(QT ), ãäå QT = {x ∈ Ω, 0 < r < T} - öèëèíäð.
Òîãäà ïî òåîðåìå Ôóáèíè äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ) f(x, t) ∈ L2(Ω) è f(x, t) ìîæíî ðàçëî-
æèòü â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå ôóíêöèé {us}:

f(x, t) =
∞∑
s=1

fs(t)us(x),
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ñõîäÿùèéñÿ â L2(QT ) è äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ-Ñòåêëîâà

∞∑
s=1

f 2
s (t) =

∫
Ω

f 2(x, t)dx, (9.15)

ãäå fs(t) = (f(x, t), us(x))L2(Ω). Òàê êàê

|fs|2 ≤
∫
Ω

f 2(x, t)dx

∫
Ω

u2
sdx,

òî fs(t) ∈ L2(0, T ). Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëåâè, ïîëó÷èì

∞∑
s=1

T∫
0

f 2
s (t)dt =

∫
QT

f 2(x, t)dxdt. (9.16)

Íàïîìíèì òåîðåìó Á. Ëåâè.

Òåîðåìà 9.23. Ìîíîòîííàÿ ï.â. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vs(x)}∞s=1 èíòåãðèðóåìûõ â
Ω ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èíòåãðàëîâ ï.â. â Ω, ñõîäèòñÿ ê
íåêîòîðîé èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè v(x) è ïðè ýòîì

lim
s→∞

∫
Ω

vs(x)dx =

∫
Ω

v(x)dx.
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Ëåêöèÿ 10

Ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Ñìåøàííîé çàäà÷åé äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (èëè ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çà-
äà÷åé) íàçîâåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

utt = ∆u+ f(x, t), (x, t) ∈ QT = Ω× (0, T ),

u|ΓT = 0,ΓT = ∂Ω× (0, T ),

u|t=0 = u0(x),

ut|t=0 = u1(x), x ∈ Ω.

(10.1)

Îïðåäåëåíèå 10.25. Ôóíêöèÿ u ∈ C2(QT ) ∩ C1(QT ∪ ΓT ∪ Ω) óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèþ utt = ∆u+ f(x, t) â QT , íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ïðè t = 0:

u|t=0 = u0(x),

ut|t=0 = u1(x), x ∈ Ω

è îäíîìó èç êðàåâûõ óñëîâèé
u|ΓT = g(x, t), (10.2)

ëèáî
∂νu+ a(x, t)u = b(x, t)íàΓT , (10.3)

íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, åñëè âûïîë-
íåíî êðàåâîå óñëîâèå (10.2),
âòîðîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è,åñëè âûïîëíåíî êðàåâîå óñëîâèå (10.3) ñ a ≡ 0,
è, òðåòüåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, åñëè a 6= 0.

Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
(10.1).
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî u ∈ C2(QT ) - êëàññè÷åñêîå ðåøåèå çàäà÷è (12.1).
Ïóñòü v ∈ C1(QT ), v|t=T = 0, x ∈ Ω, v|ΓT = 0.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà v è ïðîèíòåãðèðóåì ïî QT :∫
QT

(utt −∆u)vdxdt =

∫
QT

fvdxdt.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì∫
QT

(−utvt +∇u∇v)dxdt+

∫
∂QT

utvνtds−

−
∫
QT

∂νuvds =

∫
QT

fvdxdt.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ, ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó
ðàâåíñòâó ∫

QT

(−utvt +∇u∇v)dxdt−
∫
QT

u1(x)v(x, 0)dx =

∫
QT

fvdxdt. (10.4)

Èòàê, åñëè u - êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (10.1), òî äëÿ íåãî âûïîëíåíî èí-
òåãðàëüíîå òîæäåñòâî (10.4) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé v ∈ C1(QT ), v = 0 íà ΓT è
v = 0 ïðè y = T, x ∈ Ω.
Ýòî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî ïîëîæèì â îñíîâó ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (10.1).

Îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 10.26. Îáîáùåííûì ðåøåíèå çàäà÷è (10.1) íàçîâåì ôóíêöèþ u ∈
H1(QT ),óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì u|t=0 = 0, u|ΓT = 0 â ñìûñëå ñëåäà ôóíêöèè èç
H1(QT ), è óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó (10.4) äëÿ ïðîèçâîëüíîé
v ∈ H1(QT ), v|ΓT = 0, u|ΩT = 0, ΩT = QT ∩ {t = T}.

Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 10.24. Åñëè çàäà÷è (10.1) èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå, òî ýòî ðåøåíèå
åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äâà îáîáùåííûõ ðåøåíèÿ u1(x, t), u2(x, t).
Òîãäà w = u1 − u2 óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó∫

QT

(−wtvt +∇w∇v)dxdt = 0, (10.5)

ãäå v ∈ H1(QT ), v|ΓT = 0, v|ΩT = 0.

Ïîëîæèì

v(x, t) =


T∫
t

w(x, s)ds, 0 < t ≤ τ,

0, τ ≤ t ≤ T,

(10.6)

ãäå τ - ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà (0, T ).
Òîãäà

vx =


T∫
t

wx(x, s)ds, 0 < t ≤ τ,

0, τ ≤ t ≤ T,

(10.7)

vt =

{
−w(x, t), 0 < t ≤ τ,

0, τ ≤ t ≤ T.
(10.8)

Óïðàæíåíèå 10.8. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: v ∈
H1(QT ), íàïèñàííûå âûøå ïðîèçâîäíûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè â
ñìûñëå Ñîáîëåâà, è, êðîìå òîãî, ñëåä ýòîé ôóíêöèè ðàâåí íóëþ íà ΓT ïðè t = T .
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Âîçüìåì â òîæäåñòâå (10.5) â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè, ôóíêöèþ, ââåäåííóþ
ôîðìóëîé (10.6).
Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (10.7), (12.8), ïîëó÷èì∫

QT

−wtvtdxdt =

∫
Qτ

wtwdxdt =

=
1

2

τ∫
0

∫
Ω

∂tw
2dxdt =

1

2

∫
Ωτ

w2(x, τ)dx. (10.9)

Ïîëîæèì η ≡
τ∫
t

∇w(x, s)ds. Çàìåòèì, ÷òî

∇w = −ηt,∇v = η.

Ïîýòîìó, ∫
QT

∇w∇vdxdt = −
∫
QT

ηηtdxdt =

= −1

2

∫
QT

∂tη
2dxdt =

1

2

∫
Ω

η2(x, 0)dx. (10.10)

Èòàê, èç (10.9), (10.10) âûâîäèì ðàâåíñòâî∫
Ωτ

w2(x, τ)dx+

∫
Ω0

η2(x)dx = 0, (10.11)

ãäå τ - ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, T ).
Èç (10.11) ñëåäóåò, ÷òî w = 0 ï.â. x ∈ Ω è ëþáîãî τ ∈ (0, T ).

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 10.25. Çàäà÷à (10.1) èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {wk}∞k=1 - îðòîãîíàëüíûé â H
1
0 (Ω) è îðòîíîðìèðîâàííûé â

L2(Ω) áàçèñ, ñîñòàâëåííûé èç ñ.ô. çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (9.7), è,
{λk} - ñîîòâåòñòâóþùåå wk ñ.ç.

Íàïîìíèì, ÷òî ||wk||H1
0 (Ω) =

√
−λk.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî u0 ∈ H1
0 (Ω) è u1 ∈ L2(Ω), ïîëó÷èì

u0(x) =
∞∑
k=1

u0,kwk,

u0,k = (u0, wk)L2(Ω), (10.12)
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||u0||H2
0 (Ω) =

∞∑
k=1

u2
0,k|λk| <∞,

u1(x) =
∞∑
k=1

u1,kwk,

u1,k = (u1, wk)L2(Ω), (10.13)

||u1||L2(Ω) =
∞∑
k=1

u2
1,k <∞,

Àíàëîãè÷íî, äëÿ f ∈ L2(QT ), ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

f(x, t) =
∞∑
k=1

fk(t)wk(t) ∈ L2(0, T ),

fk(x, t) = (f(x, t), wk(x))L2(Ω) ∈ L2(0, T ). (10.14)

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

T∫
0

f 2
k (t)dt =

T∫
0

∫
Ω

fwkdx

2

dt ≤

≤
T∫

0

∫
Ω

f 2(x, t)dx

∫
Ω

w2
k(x)dx

 dt =

∫
QT

f 2dxdt <∞.

Êðîìå òîãî,
∞∑
k=1

T∫
0

f 2
k (t)dt =

∫
QT

f 2(x, t)dxdt, (10.15)

òàê êàê ∑
k=1

∞f 2
k =

∫
Ω

f 2dx,

è, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëåâè î ìîíîòîííî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé
(ñì. (9.7), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (10.15).

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó:
uktt −∆uk = fk(t)wk(x), (x, t) ∈ QT ,

uk|ST = 0,

uk|t=0 = u0,kwk(x),

ukt|t=0 = u1,kwk(x).

(10.16)
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Ïîêàæåì, ÷òî îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (10.16) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
uk(x, t) = Vk(t)wk(x), ãäå Vk - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

V ′′k − λkVk = fk(t),

Vk(0) = u0,k,

V ′k(0) = u1,k.

(10.17)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Vk(t) = u0,k cos
√
|λk|t+

u1,k√
|λk|

sin
√
|λk|t+

+
1√
|λk|

t∫
0

fk(τ) sin
(√
|λk|(t− τ)

)
dτ.

Ñëåäîâàòåëüíî, Vk ∈ H1(0, T ) è V ′′k ∈ L2(0, T ).
Ôóíêöèÿ uk(x, t) ∈ H1(QT ) òàêàÿ, ÷òî uk|ST = 0 è uk|t=0 = u0,kwk(x), íàçûâàåòñÿ
îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (10.16), åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè v ∈ H1(QT ),
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì v|ST = 0, v|t=T = 0, èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå òîæäå-
ñòâî:

∫
QT

(−uktvt +∇uk∇v)dxdt =

∫
QT

fk(t)wk(x)v(x, t)dxdt+

∫
Ω

u1,kwkv(x, 0)dx. (10.18)

Ïîäñòàâëÿÿ â ëåâóþ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (10.18) uk = Vk(t)wk(x), ïî-
ëó÷èì

Mk ≡
∫
QT

(−V ′k(t)∂tvwk(x) + (∇xwk,∇v)Vk(t))dxdt. (10.19)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî wk(x) - ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëà-
ñà, èìååì ∫

Ω

(∇wk,∇ψ)dx = −λk
∫
Ω

wkψdx,

ãäå ψ - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç H1
0 (Ω.

Îòñþäà è èç (10.19) âûâîäèì

Mk = −
∫
QT

V ′k∂tvwk(x)dxdt− λk
∫
QT

Vk(t)wk(x)vdxdt =

=

∫
QT

V ′′k (t)vvk(x)dxdt− λk
∫
QT

Vk(t)wk(x)vdxdt+

∫
Ω

u1,kwk(x)v(x, 0)dx =

=

∫
QT

(V ′′k − λkVk)wk(x)v(x, t)dxdt+

∫
Ω

u1,kwk(x)v(x, 0)dx =
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=

∫
QT

fk(t)wk(x)v(x, t)dxdt+

∫
Ω

u1,kwk(x)v(x, 0)dx.

Èòàê, ôóíêöèÿ uk(x, t) = Vk(t)wk(x) - îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (10.16).
Îòñþäà ñëåäóåò, ó÷èòûâàÿ ëèíåéíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ÷òî

SN(x, t) =
N∑
k=1

Vk(t)wk(x)

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ïðîáëåìû

∂2
ttSN = ∆SN +

N∑
k=1

fk(t)wk(x), (x, t) ∈ QT ,

SN |ST = 0, x ∈ Ω,

SN |t=0 =
N∑
k=1

u0,kwk(x), x ∈ Ω,

SNt|t=0 =
N∑
k=1

u1,kwk(x), x ∈ Ω.

(10.20)

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà

Äîêàæåì, ÷òî ðÿä
∞∑
k=1

Vk(t)wk(x) ñõîäèòñÿ â H1(QT ) è åãî ñóììà ÿâëÿåòñÿ îáîá-

ùåííûì ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è.

1. Äîêàæåì, ÷òî SN(x, t) =
N∑
k=1

Vk(t)wk(x) ñõîäèòñÿ äëÿ ï.â. t ∈ [0, T ] ïðè N →∞ â

ïðîñòðàíñòâå H1
0 (ΩT ), (íàïîìíèì, ÷òî ΩT - ñå÷åíèå öèëèíäðà QT ïëîñêîñòüþ t = τ).

Èìååì

||SN − SM ||2H1
0 (Ωt)

= ||
N∑

k=M+1

Vk(t)wk(x)||2H1
0 (Ωt)

=

N∑
k=M+1

V 2
k (t)||wk||2H1

0 (Ωt)
=

N∑
k=M+1

V 2
k (t)λk. (10.21)

Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå Vk(t), èìååì

V 2
k (t) ≤ 3

u2
0,k +

u2
1,k

|λk|
+

1

|λk|

 T∫
0

fk(τ) sin
√
||λk(t− τ)dτ

2
 ≤

≤ 3

u2
0,k +

u2
1,k

|λk|
+

T

|λk|

T∫
0

f 2
kdt

 . (10.22)
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Èç (10.21), (10.22) ñëåäóåò

||SN−SM ||2H1
0 (Ωt)

≤ 3

 N∑
k=M+1

|λk|u2
0,k +

N∑
k=M+1

u2
1,k + T

N∑
k=M+1

T∫
0

f 2
kdt

→ 0,M,N →∞.

Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî

T∫
0

||SN − SM ||2H1
0 (Ωt)

dt =

∫
Ωt

|∇(SN − SM)|2dxdt→ 0,M,N →∞.

81

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ëåêöèÿ 11

Êîíåö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ïåðâîé
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è:
Çàäà÷à 

utt = ∆u+ f(x, t), (x, t) ∈ QT = Ω× (0, T ),

u|ΓT = 0,ΓT = ∂Ω× (0, T ),

u|t=0 = u0(x),

ut|t=0 = u1(x), x ∈ Ω.

èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå.
2. Äîêàæåì, ÷òî

||∂tSN − ∂tSM ||L2(Ωt) → 0,M,N →∞.
Äåéñòâèòåëüíî,

∂tSN − ∂tSM =
N∑

k=M+1

V ′k(t)wk(x),

ïîýòîìó

||∂tSN − ∂tSM ||2L2(Ωt)
=

N∑
k=M+1

|V ′k|2. (11.1)

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Vk(t) èìååì îöåíêó

(V ′k(t))
2 ≤ 3

|λk|u2
0,k + u2

1,k + T

T∫
0

f 2
kdt

 .

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è èç (11.1) âûâîäèì

||∂tSN − ∂tSM ||2L2(Ωt)
≤

≤ 3

 N∑
k=M+1

|λk|u2
0,k +

N∑
k=M+1

u2
1,k + T

N∑
k=M+1

T∫
0

f 2
kdt

→ 0,

åñëè M,N →∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî∫
QT

(∂tSN − ∂tSM)2dxdt→ 0,M,N →∞.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî H1(QT ) - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, âûâîäèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

u ∈ H1(QT ), ÷òî ||SN − u||H1(QT ) → 0, N →∞, òî åñòü u(x, t) =
∞∑
k=1

Vk(t)wk(x) .
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè N → ∞ â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå äëÿ SN , ïîëó÷èì,
÷òî u - îáîáùåííîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (10.1).

Çàìåòèì, ÷òî êðîìå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ , ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü è îöåíêó ýòîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç äàííûå çàäà÷è â íîðìàõ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ.

Äåéñòâèòåëüíî,

||SN ||2H1(Ωt)
≤

N∑
k=1

V 2
k (t)|λk| ≤

≤ K0(T )

 N∑
k=1

|λk|u2
0,k +

N∑
k=1

u2
1,k +

N∑
k=1

T∫
0

f 2
kdt

 . (11.2)

Àíàëîãè÷íî, èìååì

||∂tSN ||2L2(Ωt)
≤

N∑
k=1

|V ′k|2 ≤

≤ K0

 N∑
k=1

|λk|u2
0,k +

N∑
k=1

u2
1,k +

N∑
k=1

T∫
0

f 2
kdt

 (11.3)

Èíòåãðèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî t îò 0 äî T è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì

||SN ||2H1(Ωt)
≤ K(T )

(
||u0||2H1

0 (Ω) + ||u1||2L2(Ω + ||f ||2L2(QT )

)
,

îòêóäà, ïðè N →∞, ïîëó÷àåì îöåíêó ðåøåíèÿ

||u||H1(QT ) ≤ K(T )
(
||u0||2H1

0 (Ω) + ||u1||2L2(Ω + ||f ||2L2(QT )

)
.

Ïðèìåð î êëàññè÷åñêîì ðåøåíèè ìåòîäîì Ôóðüå

Çàäà÷à.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êîëåáàíèè ñòðóíû äëèíû l ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè.

Ïóñòü íà ñòðóíó íå äåéñòâóþò âíåøíèå ñèëû, è îíà êîëåáëåòñÿ òîëüêî ïîä âîçäåé-
ñòâèåì íà÷àëüíûõ óñëîâèé: íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ è íà÷àëüíîé ñêîðîñòè.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè

u0 ∈ C3[0, l],

u0(0) = u0(l) = u′′0(0) = u′′0(l) = 0,

u1 ∈ C2[0, l],
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u1(0) = u1(l) = 0,

ðåøåíèå çàäà÷è 
utt = uxx, x ∈ (0, l), t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, l],

ut(x, 0) = u1(x), x ∈ [0, l],

u(0, t) = u(l, t) = 0,

ïîñòðîåííîå ìåòîäîì Ôóðüå, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì, òî åñòü u ∈ C2([0, l]×
[0, T ]).

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

u(x, t) =
∞∑
k=1

(
φk cos

πkt

l
+
ψkl

πk
sin

πkt

l

)
sin

πkx

l
,

ãäå φk, ψk - êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå ôóíêöèé sin πkx
l

ôóíêöèé φ è ψ ñîîòâåòñòâåííî.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íà φ(x) è ψ(x), âûâîäèì

φk =
2

3

(
φ(x), sin

πkx

l

)
L2(0,l)

=
2l2

φ3(x)k2

l∫
0

φ3(x) cos
πkx

l
dx, (11.4)

ψk =
2l

π2k2

l∫
0

ψ′′(x) sin
πkx

l
dx. (11.5)

Èòàê,

φk =
l3

π3k3
dk,

ãäå dk - êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè ψ
′′′(x) ïî ïîëíîé â L2(0, l)

ñèñòåìå ôóíêöèé {1, cos πkx
l
, k = 1, 2, . . .}.

Àíàëîãè÷íî,

ψk = − l2

π2k2
Ck,

ãäå Ck - ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè ψ
′′(x) ïî ñèñòåìå {sin πkx

l
, k = 1, 2, . . .}.

Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ, èìååì

∞∑
k=1

(C2
k + d2

k) ≤ +∞.
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Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì

∞∑
k=1

1

k
(|dk|+ |Ck|) ≤

(
∞∑
k=1

1

k2

)1/2(
2
∞∑
k=1

(d2
k + C2

k)

)1/2

≤ +∞.

Âûïîëíåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâó âèäà

∞∑
k=1

(k2|φk|+ k|ψk|) ≤ +∞,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ðÿä äëÿ u(x, t) ìîæíî äâà ðàçà äèôôåðåíöèðîâàòü ïî
ïåðåìåííûì x è t.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì.
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