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Ëåêöèÿ 1. Êàòåãîðèÿ. Ôóíêòîð

Êóðñ ÷èòàåò Ãîðäèåíêî Àëåêñåé Ñåðãååâè÷, êàôåäðà âûñøåé àëãåáðû. Email äëÿ
ñâÿçè: alexey.gordienko@math.msu.ru.
Òåìû è óïðàæíåíèÿ ïî òåìàì êóðñà áóäóò âûêëàäûâàòüñÿ íà ñàéòå êàôåäðû

https://halgebra.math.msu.su, ðàçäåë ¾ñïåöêóðñû¿, ïîäðàçäåë ¾òåîðèÿ êàòåãî-
ðèé¿.
Àíàëîãè÷íóþ èíôîðìàöèþ ìîæíî íàéòè íà ñòðàíèöå https://sites.google.

com/view/alexey-sergeevich, ðàçäåë ¾ó÷åáíûå ìàòåðèàëû¿, ïîäðàçäåë ¾òåîðèÿ êà-
òåãîðèé¿.
Íà óêàçàííûõ âûøå ðåñóðñàõ ïåðå÷èñëåíû êíèãè, íà êîòîðûå ìîæíî îðèåíòèðî-

âàòüñÿ. Ïîêà îñíîâíîé êíèãîé äëÿ ñëóøàòåëåé áóäåò Ìàêëåéí Ñ. ¾Êàòåãîðèè äëÿ
ðàáîòàþùåãî ìàòåìàòèêà¿.

Êàòåãîðèÿ

Ïîãîâîðèì î òîì, ÷òî áóäåò èçó÷àòüñÿ â ðàìêàõ êóðñà. Ïðè èçó÷åíèè àáñòðàêòíîé
àëãåáðû ìû îòâëåêàåìñÿ îò ïðèðîäû ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, ó ãðóïïû åñòü àêñèî-
ìû è ýëåìåíòû, íî ïðèðîäà ýëåìåíòîâ, êîãäà ìû èçó÷àåì ãðóïïó ñ àëãåáðàè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ, íàì íåâàæíà.
Òåîðèþ êàòåãîðèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëåäóþùèé óðîâåíü àáñòðàêöèè ïî

ñðàâíåíèþ ñ àáñòðàêòíîé àëãåáðîé.
Ïîçäíåå ìû óâèäèì, ÷òî êàòåãîðèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ñî ñâî-

èìè àêñèîìàìè.
Îáñóäèì îäèí òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé âîïðîñ. Íà ãðàíèöå XIX è XX âåêîâ ìà-

òåìàòèêè îáíàðóæèëè ïàðàäîêñû òåîðèè ìíîæåñòâ (ïàðàäîêñ Ðàññåëà, íàïðèìåð) è
áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñòðîãèå ñèñòåìû àêñèîì (åñòü 2 èçâåñòíûå ñèñòåìû àêñèîì).
Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé èçáåæàòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ïàðàäîê-
ñîâ, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññû è ìíîæåñòâà (òå êëàññû,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè äðóãèõ êëàññîâ). Òîãäà âñå èçâåñòíûå ïàðàäîêñû
ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî íåêîòîðûå êëàññû íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè.
Òàêîé ïîäõîä, â ïðèíöèïå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü è â òåîðèè êàòåãîðèé, íî óäîá-

íåå ãîâîðèòü î áîëüøèõ è ìàëûõ ìíîæåñòâà. Òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü âîçíèêàåò, íà-
ïðèìåð, â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè: êëàññ âñåõ ãðóïï è êëàññ ìíîæåñòâ ìû íå ìîæåì
ïîëîæèòü â êàêîé-òî äðóãîé êëàññ (èíà÷å ñòîëêíåìñÿ ñ ïàðàäîêñàìè). Ïîýòîìó ìû
ââîäèì íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå è ðàññìàòðèâàåì êëàññ íå âñåõ ãðóïï, à êëàññ òàê
íàçûâàåìûõ ìàëûõ ãðóïï.
Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêîå áîëüøîå ìíîæåñòâî U (áîëüøîé ìîùíîñòè

èëè, ìîæåò áûòü, äàæå êëàññ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåðìèíîëîãèè âûøå), êîòîðîå íàçû-
âàåòñÿ óíèâåðñóìîì1. Ìíîæåñòâà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè óíèâåðñóìà, ìû
íàçûâàåì ìàëûìè. Îñòàëüíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ áîëüøèìè.
Åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå óíèâåðñóìà ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ:

U = {x ∣ ∃ y x ∈ y} , (1)

1Àêñèîìû óíèâåðñóìà áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû â ëåêöèè 15.
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òîãäà ìàëûå ìíîæåñòâà � ýòî ìíîæåñòâà (â òîì ñìûñëå, â êîòîðîì ìû ïðèâûêëè
ãîâîðèòü â ìàòåìàòèêå), à áîëüøèå ìíîæåñòâà � ýòî êëàññû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâàìè.
Ðàçóìååòñÿ, óíèâåðñóì íå âñåãäà èìååò âèä (1). Â îáùåì ñëó÷àå ìû áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ôèêñèðîâàí íåêèé óíèâåðñóì, êàêèå-òî ìíîæåñòâà áóäåì ñ÷èòàòü ìàëûìè,
êàêèå-òî � áîëüøèìè. Êàê ïðàâèëî, äëÿ ðàáîòû íàì áóäåò ýòîãî õâàòàòü. Ýòî ïîç-
âîëèò íàì ðàññìàòðèâàòü êëàññ ìàëûõ ãðóïï, êëàññ ìàëûõ ìíîæåñòâ, è, óâåëè÷èâ
óíèâåðñóì, ìû ñìîæåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ, â êîòîðîì áóäåò áîëüøîå ìíîæåñòâî,
ýëåìåíòàìè êîòîðîãî áóäóò êëàññ ìàëûõ ãðóïï è êëàññ ìàëûõ ìíîæåñòâ. Çäåñü ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìîæíî óâåëè÷èòü óíèâåðñóì, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî íå ñëåäóåò
èç àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ.
Äëÿ ïðîñòîòû â íà÷àëå ìîæíî èñïîëüçîâàòü èñïîëüçîâàòü ïðèìåð (1) è ñ÷èòàòü,

÷òî ìàëûå ìíîæåñòâà � ýòî ìíîæåñòâà â ïðèâû÷íîì ïîíèìàíèè, à áîëüøèå ìíî-
æåñòâà � ýòî êëàññû. Â äàëüíåéøåì ïðè ðàññìîòðåíèè áîëüøèõ êàòåãîðèé òàì, ãäå
ýòî òðåáóåòñÿ, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû óâåëè÷èëè èëè óìåíüøèëè óíèâåðñóì.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà êàòåãîðèÿ C, åñëè çàäàíî (âîîáùå ãîâîðÿ, áîëü-
øîå) ìíîæåñòâî îáúåêòîâ2 ObC, äëÿ ëþáûõ a, b ∈ ObC çàäàíî ìíîæåñòâî (êàê ïðà-
âèëî, ìàëîå) ìîðôèçìîâ3 a → b. Ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ îáîçíà÷àåòñÿ HomC(a, b)
èëè C(a, b).

Ñêàæåì ïðî îáîçíà÷åíèÿ. Ïðîñòî êàòåãîðèþ (íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíîé ëàòèíñêîé áóêâîé (íàïðèìåð, C), à åå îáú-
åêòû � ìàëåíüêèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè (íàïðèìåð, a è b). Êîãäà îáúåêòû áóäóò
ìíîæåñòâàìè, èõ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè (íàïðèìåð,
A è B), èõ ýëåìåíòû ìàëåíüêèìè áóêâàìè (a è b), à êàòåãîðèè � êàëëèãðàôè÷åñêèìè
áóêâàìè (íàïðèìåð, C).
Åñëè åñòü äâà ìîðôèçìà

f ∶ a→ b

è
g ∶ b→ c,

òî îïðåäåëåíà êîìïîçèöèÿ
gf ∶ a→ c,

ïðè÷åì

1. êîìïîçèöèÿ àññîöèàòèâíà. Åñëè äàíû ìîðôèçìû

a b c d
f g h

òî
(hg)f = h(gf).

2Çäåñü íàì íåâàæíî, ÷åì ÿâëÿþòñÿ îáúåêòû.
3Âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáîé ïðèðîäû.
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2. ∀ a ∈ ObC ∃ ¾òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì¿ ida ∈ C(a, a), ÷òî ∀ a, b ∈ ObC ∀
f ∈ C(a, b)

f ida = idb f = f

a
ida= a b

idb= bf

Ïîãîâîðèì òåïåðü î ïðèìåðàõ êàòåãîðèé è èõ îáîçíà÷åíèÿõ.

Ïðèìåðû. 1. Êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ Sets. Îáúåêòàìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ ìíîæå-
ñòâà, ìîðôèçìàìè � îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íèìè. Åñëè X, Y � ìíîæåñòâà, òî
ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ çäåñü

Sets(X,Y ) = {f ∶ X → Y } .

2. Êàòåãîðèÿ ãðóïï Grp. Çäåñü îáúåêòû � ýòî ãðóïïû, à ìîðôèçìû ãîìîìîðôèç-
ìû ãðóïï.

3. Êàòåãîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï Ab. Ïî àíàëîãèè ñ ïóíêòîì 2, îáúåêòàìè çäåñü
ÿâëÿþòñÿ àáåëåâû ãðóïïû, à ìîðôèçìàìè � ãîìîìîðôèçìû àáåëåâûõ ãðóïï.

4. Êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Top. Îáúåêòû � òîïîëîãè÷åñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà, ìîðôèçìû � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó íèìè.

5. Ïóñòü G � ãðóïïà. Òîãäà G � êàòåãîðèÿ, îáúåêò � åäèíñòâåííûé 1. Ìîðôèçìû

G(1,1) = G,

Êîìïîçèöèÿ ýëåìåíòîâ çäåñü ýòî ïðîñòî èõ ïåðåìíîæåíèå

êîìïîçèöèÿ hg ∶= hg (â ãðóïïå),

ãäå g è h � ìîðôèçìû:
1 hg (2)

6. Êàòåãîðèÿ VectK âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì K. Îáúåêòû çäåñü � âåê-
òîðíûå ïðîñòðàíñòâà, à ìîðôèçìû � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ.

7. Ìíîæåñòâî M ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ≤ íàçûâàåòñÿ ïðåäïîðÿäêîì, åñëè

1) m ≥m (ðåôëåêñèâíîñòü)

2) åñëè m ≤ n, n ≤ t, òî m ≤ t (òðàíçèòèâíîñòü)
Ìíîæåñòâî M òîæå ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé. Îáúåêòû çäåñü � ýòî ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà M , à HomM(m,n) ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà è

∃ m→ n ⇐⇒ m ≤ n.
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Çäåñü ìû ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ýëåìåíòû ïðåäïîðÿäêà � ýòî ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå îáúåêòû êàòåãîðèè. Ìåæäó íèìè åñòü ñòðåëêà îò ìåíüøåãî ëè-
áî ðàâíîãî ê áîëüøåìó ëèáî ðàâíîìó. Èç ðåôëåêñèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì. Èç òðàíçèòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíà
êîìïîçèöèÿ

m n

t

Àêñèîìó àññîöèàòèâíîñòè êîìïîçèöèè è ðàâåíñòâà â îïðåäåëåíèè òîæäåñòâåí-
íîãî ìîðôèçìà ìîæíî íå ïðîâåðÿòü, òàê êàê âñåãäà ∃ íå áîëåå îäíîé ñòðåëêè
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ îáúåêòàìè.

8. Êàòåãîðèÿ íàä àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé R. Îáúåêòû � íàòóðàëüíûé
÷èñëà,

Hom(m,n) =Mn×m(R)
� ìàòðèöû ðàçìåðà n ×m íàä êîëüöîì R. Ïóñòü

n k mB A

òîãäà êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ � ýòî ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö

Am×kBk×n.

Òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì idn � ýòî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n × n.

Êàòåãîðèÿ êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà

Ïóñòü C0 � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, C1 � ìíîæåñòâî âñåõ ìîðôèçìîâ. Ñïðàâåäëèâî

C0 C1
id

dom

cod

Íàïîìíèì, åñëè
f ∶ a → b,

òî
dom f ∶= a, cod f ∶= b.

Îïðåäåëèì
C1 ×C0 C1 = {(f, g) ∣ f, g ∈ C1, codg = domf} .

Çàäàíî îòîáðàæåíèå êîìïîçèöèÿ

○ ∶ C1 ×C0 C1 → C1.

Àêñèîìû. 1. cod(ida) = dom(ida);
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2. dom(fg) = domg;

3. cod(fg) = codf ;

Çàìå÷àíèå. Èëëþñòðàöèÿ ê 2 è 3 àêñèîìàì:

a b c.
g f

4. f (gh) = (fg)h;

5. idb f = f ida = f ∀ f ∶ a → b.

Êàòåãîðèÿ C íàçûâàåòñÿ ìàëîé, åñëè ObC ìàëîå (è áîëüøîé èíà÷å).
Çàìåòèì, ÷òî êàòåãîðèè ìàëûõ ãðóïï è ìàëûõ ìíîæåñòâ ñàìè óæå ÿâëÿþòñÿ

áîëüøèìè.

Äâîéñòâåííàÿ êàòåãîðèÿ

Õî÷åòñÿ ââåñòè êàòåãîðèþ (ìàëûõ) êàòåãîðèé. Äëÿ ýòîãî íàì òðåáóþòñÿ ìîð-
ôèçìû ìåæäó êàòåãîðèÿìè, òàê íàçûâàåìûå ôóíêòîðû. Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê
ðàññìîòðåíèþ ôóíêòîðîâ, îáñóäèì äâîéñòâåííóþ êàòåãîðèþ.
Ðàññìàòðèâàåìûé íàìè ïîäõîä òåîðèè êàòåãîðèé, êîãäà ìû ïåðåñòàåì òðåáîâàòü,

÷òîáû ìîðôèçìû áûëè îòîáðàæåíèÿìè, à îáúåêòû � êàêèìè-òî ìíîæåñòâàìè, êàê
ïðàâèëî, óñëîæíÿåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé. Íî ó òàêîãî ïîäõîäà, êîãäà ìû
àáñòðàãèðóåìñÿ îò ïðèðîäû îáúåêòîâ è ìîðôèçìîâ, åñòü ñâîå íåîñïîðèìîå ïðåèìó-
ùåñòâî. Ìû ìîæåì íàïðàâèòü ñòðåëêè â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Ýòî òàê íàçû-
âàåìàÿ äâîéñòâåííàÿ (opposite) êàòåãîðèÿ. Ñ îòîáðàæåíèåì, åñëè îòîáðàæåíèå íå
ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, òàê, î÷åâèäíî, ïîñòóïèòü íåëüçÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíà êàòåãîðèÿ C. Äâîéñòâåííîé ê C íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèÿ
Cop, â êîòîðîé

ObCop = ObC,
Cop(a, b) ∶= C(b, a) ∀ a, b ∈ ObC.

Åñëè
f ∈ Cop(a, b) = C(b, a),
g ∈ Cop(b, c) = C(c, b),

òî êîìïîçèöèÿ
â Cop gf = fg â C.

Òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû ida òå æå.

Çàìå÷àíèå. Â êàòåãîðèè, äâîéñòâåííîé ê êàòåãîðèè ìàòðèö, ìàòðèöû òðàíñïîíè-
ðóþòñÿ.
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Ôóíêòîðû

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ôóíêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C è D � êàòåãîðèè. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí ôóíêòîð

F ∶ C → D,

åñëè

1. çàäàíî îòîáðàæåíèå
ObC→ ObD

c↦ Fc;

2. ∀ a, b ∈ C çàäàíî îòîáðàæåíèå

C(a, b) → D (Fa,Fb)

f ↦ Ff,

ïðè ýòîì
F ida = F idFa ∀ a ∈ ObC

è
F (fg) = (Ff)(Fg)

äëÿ ∀ ìîðôèçìîâ
f ∶ a→ b

g ∶ b → c.

Çàìå÷àíèå. Òàêèå ôóíêòîðû C →D íàçûâàþòñÿ êîâàðèàíòíûìè, îíè íå ìåíÿþò
íàïðàâëåíèå ñòðåëîê.
Êîíòðâàðèàíòíûå ôóíêòîðû � ýòî ôóíêòîðû C → Dop èëè Cop → D (ñòðåëêè â

òàêîì ñëó÷àå èäóò â äðóãóþ ñòîðîíó).

Ïðèìåðû. 1. Çàáûâàþùèå ôóíêòîðû. Íàïðèìåð,

Grp → Sets

� ¾çàáûâàåì¿ óìíîæåíèå,
Top → Sets

� ¾çàáûâàåì¿ òîïîëîãèþ è òàê äàëåå. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå çàáûâàþ-
ùåãî ôóíêòîðà � íå êàòåãîðíîå.

2. Ôóíêòîðû âëîæåíèÿ. Íàïðèìåð,

Ab ⊂ Grp. (3)
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3. Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû4 G:

ρ ∶ G → GL(V ),

� ãîìîìîðôèçì, ãäå V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K. Òàêèì îáðàçîì
ìû àáñòðàêòíóþ ãðóïïó ïðåäñòàâëÿåì â âèäå êîíêðåòíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ýëåìåíòû ãðóïïû
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ìàòðèö.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ρ � ôóíêòîð èç êàòåãîðèè G â êàòåãîðèþ VectK. Åäèíñòâåí-
íûé îáúåêò 1 èç êàòåãîðèè G ïåðåõîäèò â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî:

1 ↦ V

ïðè ýòîì âñå ìîðôèçìû (2)

g ↦ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V → V. (4)

Òàê êàê ó ýëåìåíòîâ g åñòü îáðàòíûå ýëåìåíòû, ó ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç
ïðàâîé ÷àñòè (4) òàêæå áóäóò îáðàòíûå, ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàòíûì ýëåìåí-
òàì ãðóïïû. Ïîýòîìó ëèíåéíûå îïåðàòîðû áóäóò îáðàòèìûìè. Êîìïîçèöèÿ
äëÿ (4) ñîõðàíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ρ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì.

Èòàê, ëþáîé ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ íåêèì ôóíêòîðîì èç ãðóïïû êàê êàòå-
ãîðèè â êàòåãîðèþ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, è íàîáîðîò, ëþáîé ôóíêòîð � ýòî
íåêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû.

4. Ðàññìîòðèì ôóíêòîðû, êîòîðûå åñòü â êàæäîé êàòåãîðèè � Hom-ôóíêòîðû.
Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ, c ∈ ObC. Òîãäà ìû ìîæåì êàæäîìó (äðóãîìó) îáúåêòó
ñîïîñòàâëÿòü ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ èç c â ýòîò îáúåêò: ôóíêòîð

Hom(c,−) = C(c,−) ∶ C → Sets,

d ↦ Hom(c, d).
Åñëè

f ∶ a → b,

òî
Hom(c, g) ∶ Hom(c, a) → Hom(c, b)

ãäå
g ↦ fg ∀ g ∶ c → a.

Ýòî ïðèìåð êîâàðèàíòíîãî Hom-ôóíêòîðà.

Åñëè ôèêñèðîâàòü, íàîáîðîò, îáúåêò, â êîòîðûé ìû ïðèõîäèì, à ìåíÿòü îáú-
åêò, îòêóäà ìû èäåì, ïîëó÷èòñÿ êîíòðâàðèàíòíûé Hom-ôóíêòîð Hom(−, c),
ãäå c ∈ ObC. Çäåñü êàæäîìó îáúåêòó d ñîïîñòàâëÿåòñÿ

d ↦ Hom(d, c).
4Èçó÷àåòñÿ â òðåòüåì ñåìåñòðå êóðñà àëãåáðû.
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Åñëè
f ∶ a → b,

òî
Hom(f, c) ∶ Hom(b, c) → Hom(a, c),

g ↦ gf ∀ g ∶ b → c.

5. Ôóíêòîð ñòåïåíè:
P ∶ Sets → Sets.

Åñëè M � ìíîæåñòâî, òî P � ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà M .

Åñëè
f ∶ M → N

� îòîáðàæåíèå, òî
Pf ∶ P → PN.

Åñëè S ⊆M , òî
(P) (S) = {f(s) ∣ s ∈ S} .

6. Ôóíêòîð àáåëèàíèçàöèè5

Grp → Ab

ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ãðóïïå åå ôàêòîðãðóïïó ïî êîììóòàíòó:

G ↦ G/[G,G].

Íàïîìíèì, [G,G] � êîììóòàíò, òî åñòü ïîäãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ ýëåìåíòàìè
âèäà ghg−1h−1, ãäå g, h ∈ G.

Óïðàæíåíèå 1.1. Ïîêàçàòü, ÷òî âçÿòèå ãðóïïû U(R) îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ
àññîöèàòèâíîãî êîëüöà R ñ 1 � òî ôóíêòîð èç êàòåãîðèè àññîöèàòèâíûõ êîëåö ñ
1 â êàòåãîðèþ Grp.

Äàäèì åùå äâà îïðåäåëåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ ôóíêòîðàìè. Êîãäà ìû ãîâîðèì ïðî
îòîáðàæåíèÿ, ó íàñ áûâàþò ñþðúåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ. Ìîæíî
òàê æå ãîâîðèòü î ôóíêòîðàõ íà ìíîæåñòâàõ ìîðôèçìàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêòîð
F ∶ C → D

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì (full), åñëè äëÿ ∀ a, b ∈ ObC îòîáðàæåíèå

C(a, b) → D (Fa,Fb)

ñþðúåêòèâíî, è óíèâàëåíòíûì (faithful) , åñëè ýòî îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî.

Îïðåäåëåíèå. D � ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè C, åñëè D � ïîäìíîæåñòâî îáúåêòîâ
è ìîðôèçìîâ èç C, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè, id, cod è dom.

5×óòü ïîçäíåå â êóðñå ìû îáñóäèì, êàê ýòîò ôóíêòîð è ôóíêòîð (3) ñâÿçàíû.
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Ëåêöèÿ 2. Èçîìîðôèçì â êàòåãîðèÿõ.
Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêòîðîâ.
Ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé. Ëåììà Éîíåäû

Èçîìîðôèçì â êàòåãîðèÿõ

Ïðåæäå âñåãî ñôîðìóëèðóåì îäíî íåñëîæíîå óïðàæíåíèå.

Óïðàæíåíèå 2.1. Ïóñòü G � ãðóïïà, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê êàòåãîðèÿ. ×òî çà
êàòåãîðèÿ Gop?

Â ëþáîé êàòåãîðèè åñòü ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà ìåæäó îáúåêòàìè. Ìû çíàåì, íà-
ïðèìåð, ïðî èçîìîðôèçì ãðóïï, âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, êîëåö è òàê äàëåå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ. Ãîâîðÿò, ÷òî ìîðôèçì

f ∶ c → d

� èçîìîðôçèì, åñëè ∃ ìîðôèçì
g ∶ d → c

òàêîé, ÷òî
fg = idd, gf = idc.

Òàêèì îáðàçîì,
èçîìîðôèçìû = îáðàòèìûå ñòðåëêè.

Îïðåäåëåíèå. Îáúåêòû, ìåæäó êîòîðûìè ∃ èçîìîðôèçìû, íàçûâàþòñÿ èçîìîðô-
íûìè.

Êàê îáû÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ïðèìåðû êàòåãîðèé, ìû çäåñü îòêðûâàåì äëÿ ñåáÿ óæå
çíàêîìûå íàì ïîíÿòèÿ.

Ïðèìåðû. 1. Â Sets èçîìîðôèçìû � ýòî áèåêöèè;

2. Â Grp èçîìîðôèçìû � ýòî èçîìîðôèçìû ãðóïï;

3. Ïóñòü G � ãðóïïà, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê êàòåãîðèÿ. Òîãäà âñå ýëåìåíòû ãðóï-
ïû ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè.

4. Â êàòåãîðèè Top èçîìîðôèçìû � ãîìåîìîðôèçìû.
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ôóíêòîðû � èçîìîðôèçìû êàòåãîðèé. Ýòî, ïîëó÷àåòñÿ,

îáðàòèìûé ôóíêòîð, êîòîðûé ïðè ðàññìîòðåíèè åãî êîìïîçèöèè âìåñòå ñ ûì äàåò
òîæäåñòâåííûé ôóíêòîð. Íà ñàìîì äåëå, ýòî äîñòàòî÷íî ñèëüíîå óñëîâèå, è ïîçäíåå
ìû îáñóäèì áîëåå ñëàáîå óñëîâèå.

14

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРИЯ КАТЕГОРИЙ
ГОРДИЕНКО АЛЕКСЕЙ СЕРГЕЕВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêòîðîâ

Ðàññìîòðèì êàòåãîðèè C è D è äâà ðàçíûõ ôóíêòîðà F è G ìåæäó íèìè:

C D

F

G

α

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìåæäó ôóíêòîðàìè òîæå ìîãóò áûòü ìîðôèçìû, êîòîðûå íàçû-
âàþòñÿ åñòåñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ôóíêòîðîâ.
Êîððåêòíåå ãîâîðÿ, ôóíêòîðû ìåæäó äâóìÿ êàòåãîðèÿìè ñàìè îáðàçóþò êàòåãî-

ðèþ, â êîòîðîé îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêòîðû C →D, à ìîðôèçìàìè � åñòåñòâåí-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó íèìè.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå6

α ∶ F ⇒ G, (5)

åñëè äëÿ ∀ c ∈ ObC çàäàí ìîðôèçì îáúåêòîâ7

αc ∶ Fc → Gc

òàê, ÷òî äëÿ ∀ c1, c2 ∈ ObC è f ∈ C(c1, c2) = HomC(c1, c2) äèàãðàììà

Fc1 Gc1

Fc2 Gc2

αc1

Ff Gf

αc2

êîììóòàòèâíà, òî åñòü
(Gf)αc1 = αc2Ff.

Ìîðôèçìû αc íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ α.

Õîòÿ (5) è íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, äëÿ òåõ, êòî òîëüêî çíà-
êîìèòñÿ ñ òåîðèåé êàòåãîðèé, ýòî ñîâñåì íå åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå. Ó íàñ áûëè
êàòåãîðèè è áûëè ôóíêòîðû, êîòîðûå èãðàëè ðîëü ìîðôèçìîâ. Íî, îêàçûâàåòñÿ,
âíóòðè åñòü åùå îäíà ñòðóêòóðà è ¾ñèäèò¿ åùå îäíà êàòåãîðèÿ. Êàê ìû óçíàåì
ïîçäíåå, ýòî ïðèìåð 2-êàòåãîðèè, êîãäà ó íàñ åñòü 0-êëåòêè (îáúåêòû), 1-êëåòêè
(ìîðôèçìû ìåæäó 0-êëåòêàìè) è 2-êëåòêè (ìîðôèçìû ìåæäó 1-êëåòêàìè).

Ïðèìåðû. 1. Ïóñòü G � ãðóïïà êàê êàòåãîðèÿ ñ îäíèì îáúåêòîì ∗. Ìû ãîâîðè-
ëè, ÷òî ôóíêóòîðû èç G â êàòåãîðèþ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ � ýòî ëèíåéíîå
ïðåäñòàâëåíèå

G VectK

ρ1

ρ2

f

6Â êíèãå Ìàêëåéíà âìåñòî ⇒ èñïîëüçóåòñÿ
⋅

→.
7Èíîãäà èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå αc â îäèí óðîâåíü, à íå îáîçíà÷åíèå ñ ïîìîùüþ èíäåêñà αc,
êîòîðûì ïîëüçóåìñÿ ìû.
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Òîãäà åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ρ1 ⇒ ρ2

� ýòî ãîìîìîðôèçìû ïðåäñòàâëåíèé.

Îáúåêò çäåñü òîëüêî îäèí: ∗, òî åñòü åñòü îäíà êîìïîíåíòà

f ∶ V1 → V2,

ãäå
Vi = ρi(∗)

� îáðàçû åäèíñòâåííîãî îáúåêòà ∗ êàòåãîðèè G. Íàïîìíèì,

ρi ∶ G → GL(Vi).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà äèàãðàììà

V1 V2

V1 V2

f

ρ1(g) ρ2(g)

f

∀ g ∈ G, òî åñòü
f (ρ1(g)v) = ρ2(g)f(v) ∀ v ∈ V1, g ∈ G.

Òàêîå îòîáðàæåíèå è íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïðåäñòàâëåíèé.

2. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì

πG ∶ G → G/[G,G].

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî êîìïîíåíòà åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

idGrp ⇒ ôóíêòîð àáåëèàíèçàöèè,

òàê êàê ∀ ãîìîìîðôèçìà
f ∶ G → H

äèàãðàììà

G G/[G,G]

H H/[H,H]

πG

f f

πH

êîììóòàòèâíà.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ôóíêòîð àáèåëèíèçàöèè áûë èç êàòåãîðèè ãðóïï â
êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï. Çäåñü ìû ïðèìåíèëè ôóíêòîð âëîæåíèÿ, ÷òîáû
ïîëó÷èòü ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ãðóïï â êàòåãîðèþ ãðóïï:

Grp Ab Grp.âëîæåíèå

Åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîãî òèïà áóäóò ÷àñòî âñòðå÷àòüñÿ, êîãäà ìû
áóäåì ãîâîðèòü ïðî ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé. Êàòåãîðèÿ ñòðåëîê. Êàòåãîðèè
çàïÿòîé

Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå áîëåå ñëàáîé ñõîæåñòè ìåæäó êàòåãîðèÿìè, ÷åì èçî-
ìîðôèçì êàòåãîðèé.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî
F ∶ C → D

ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé, åñëè ∃ ôóíêòîð

G ∶ D → C

òàêîé, ÷òî
FG ≅ idD è GF ≅ idC .

Óïðàæíåíèå 2.2. Ïîêàçàòü, ÷òî

α ∶ F ⇒ G

� èçîìîðôèçì ôóíêòîðîâ ⇐⇒ âñå åãî êîìïîíåíòû αc � èçîìîðôèçìû (îáúåêòîâ).

Êàòåãîðèÿ ñòðåëîê. Êàòåãîðèè çàïÿòîé

Ïðè ïîìîùè êàòåãîðèé ìîæíî ñòðîèòü äðóãèå êàòåãîðèè.

Êàòåãîðèÿ ñòðåëîê. Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ Y :

1 2r

id1 id2

Êàòåãîðèÿ ôóíêòîðîâ èç Y â ïðîèçâîëüíóþ êàòåãîðèþ C íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèåé
ñòðåëîê â C è îáîçíà÷àåòñÿ Arr(C):

1↦ a

r ↦ f
×××Ö

2↦ b

Îáñóäèì òåïåðü åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêòîðîâ çäåñü:

1↦ a
α1Ð→ c

r↦f
×××Ö

×××Ö
g

2↦ b
α2Ð→ d

(6)

Òàêèì îáðàçîì, îáúåêòû � ýòî ìîðôèçìû

a
fÐ→ b,
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à ìîðôèçìû ìåæäó íèìè � ýòî ïàðû ñòðåëîê (α1, α2).
a

f
×××Ö
b

è

c
×××Ö
g

d

òåïåðü ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îáúåêòû, αi � ìîðôèçìû ìåæäó íèìè, äèàãðàììà (6)
êîììóòàòèâíà.

Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ âûøå ýòî ïîêàçàíî íå áûëî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñàìè åñòå-
ñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìîðôèçìàìè â êàòåãîðèè.

Êàòåãîðèè çàïÿòîé. (comma category) Ïóñòü

F ∶ C → D

� ôóíêòîð, d ∈ ObD � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé îáúåêò. Êàòåãîðèÿ çàïÿòîé8 (F ↓
d) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îáúåêòû � ìîðôèçìû âèäà

Fc
fÐ→ d,

ãäå c � ïðîèçâîëüíûé îáúåêò ∈ ObC. Ìîðôèçì èç f1 â f2, ãäå

fi ∶ Fci → d,

� ýòî ìîðôèçì
φ ∶ c1 → c2

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

FC1 d

Fc2

f1

Fφ
f2

êîììóòàòèâíà.
Êàòåãîðèÿ çàïÿòîé, ðàññìîòðåííàÿ âûøå, íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé. Ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü è äâîéñòâåííóþ êàòåãîðèþ (d ↓ F )

d Fc1

fC2

f1

f2
Fφ

Çäåñü
d

f2

×××Ö
Fc2

è d
f1Ð→ Fc1

ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè.
Çàìåòèì, ÷òî òàêèå êàòåãîðèè áóäóò àêòèâíî âîçíèêàòü ïðè îáñóæäåíèè, íàïðè-

ìåð, ñîïðÿæåííûõ ôóíêòîðîâ.
8Èíîãäà âñòðå÷àåòñÿ àëüòåðíàòèâíîå îáîçíà÷åíèå F /d.

Èçíà÷àëüíî èñïîëüçîâàëîñü îáîçíà÷åíèå (F, d), îòêóäà è ïîøëî íàçâàíèå êàòåãîðèè, íî òàêîå
îáîçíà÷åíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïàðû îáúåêòîâ.
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Ëåììà Éîíåäû

Êàê óæå ãîâîðèëîñü ðàíåå, îáúåêòû â êàòåãîðèÿõ èìåþò àáñòðàêòíóþ ïðèðîäó è
èíîãäà õî÷åòñÿ èõ âëîæèòü âíóòðü ÷åãî-òî, ñ ÷åì ïðîùå ðàáîòàòü. Òàêóþ âîçìîæ-
íîñòü äàþò Hom-ôóíêòîðû.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêòîð
F ∶ C → Sets

íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèìûì, åñëè

F ≅ C(c,−)

äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ ObC.

Îêàçûâàåòñÿ, ëþáóþ êàòåãîðèþ C ìîæíî âëîæèòü â êàòåãîðèþ ôóíêòîðîâ èç C
â êàòåãîðèþ Sets.

Îáîçíà÷åíèå. Åñëè C, D � êàòåãîðèè, òî ÷åðåç DC áóäåì îáîçíà÷àòü êàòåãîðèþ
ôóíêóòîðîâ C →D.

Âëîæåíèå Éîíåäû. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êàòåãîðèþ C. Âëîæåíèå Éîíåäû

C → (Setsop)C

áóäåò ñòðîèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäîìó îáúåêòó c ∈ C áóäåò ñòàâèòüñÿ â
ñîîòâåòñòâèå Hom-ôóíêòîð

c↦ C(c,−).
Åñëè äàí ìîðôèçì îáúåêòîâ

f ∶ c → d,

òî åìó ñîîòâåòñòâóåò ìîðôèçì ôóíêòîðîâ

C(c,−) C(f,−)Ð→ C(d,−).

Åñëè x ∈ ObC, òî
C(d, x)
h∶c→x

C(f,x)Ð→ C(c, x)
hf ∶c→x

Òåîðåìà 2.1. ¾Âëîæåíèå¿ Éîíåäû � ïîëíûé è óíèâàëåíòíûé ôóíêòîð (òî åñòü
áèåêöèÿ íà Hom-ìíîæåñòâàõ).

Ëåììà 2.1. (Éîíåäà) Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå9

Θ ∶ Nat(C(c,−),K)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=Setsk(C(c,−),K)

→ Kc, (7)

9Çäåñü Nat(C(c,−),K) � ìíîæåñòâî âñåõ åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ôóíêòîðà C(c,−) â
íåêèé ôóíêòîð K.
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ãäå
K ∶ C → Sets

� ïðîèçâîëüíûé ôóíêòîð. Ïóñòü α ∈ Nat(C(c,−),K). Îòîáðàæåíèå (7) çàäàíî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Θ(α) ∶= αc(idc).
Òîãäà Θ � áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê α � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå,

∀ f ∶ c→ d

ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

C(c, c) Kc

C(c, d) Kd

αc

C(c,f) Kf

αd

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû âîçüìåì òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì idc ∈ C(c, c), òî

idc Θ(α)

f αd(f)

Kf (8)

Òî åñòü
αd(f) = (Kf) (Θ(α)) .

Îïðåäåëèì Ψ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ψ ∶ Kc → Nat(C(c,−),K),

Ψ( x®
∈Kc

)(d)(f) ∶= (Kf)(x).

Ïðîâåðèì, ÷òî
Ψ(x) ∈ Nat(C(c,−),K) (9)

è ÷òî
ΘΨ = idKC , (10)

ΨΘ = idNat(C(c,−),K). (11)

Ïîêàæåì (9). Ðàññìîòðèì ìîðôèçì

g ∶ d1 → d2.

Ïîëó÷èì

C(c, d1) Kd1

C(c, d2) Kd2

Ψ(x)(d1)

C(c,g) Kg

Ψ(x)(d2)
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(Kg)Ψ(x)(d1)f = (Kg)(Kf)(x) =K(gf)(x) = Ψ(x)(d2)(gf),
òî åñòü åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Ïðîâåðèì òåïåðü (10) è (11):

Ψ(x) = Ψ(x)(c)(idc) = (KidC)(x) = x,

òî åñòü
ΘΨ = idKC .

Ψ (Θ(α)) (d)(f) = (Kf) (Θ(α)) = (Kf)αc(idC), (12)

ãäå
f ∶ c → d.

Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî
(12) = αdf.

Òàêèì îáðàçîì,
ΨΘ = idNat(C(c,−),K).

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1, ðàññìîòðèì ñâÿçàííûé ñ íåé
ïðèìåð.

Ïðèìåð. Ïóñòü C = G (ãðóïïà). Åäèíñòâåííîìó îáúåêòó ∗ ìû ñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå

∗ ↦ G(∗,−) ∶ G → Setsop.

Ôóíêòîð G(∗,−) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå

∗ ↦ G = G(∗,∗).

Â äðóãóþ ñòîðîíó ýëåìåíòó g áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îòîáðàæåíèå

G → G

h → hg,

òî åñòü ñäâèãè.
Â êàòåãîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

g ↦ G(∗, g).
Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïó ìû îòîáðàæàåì â ìíîæåñòâî ñäâèãîâ ýòîé ãðóïïû ñïðàâà.

Ýòî áóäó áèåêöèè. Ìû ïîñòðîèëè ãîìîìîðôèçì â ãðóïïó áèåêöèé10 G→ G.

Âëîæåíèå Éîíåäû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå òåîðåìû Êýëè.

10Íà ñàìîì íå â ñàìó ãðóïïó, à ãðóïïó áèåêöèé ñ ïðîòèâîïîëîæíûì óìíîæåíèåì, òî åñòü äâîé-
ñòâåííóþ ãðóïïó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (Òåîðåìà 2.1) Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî âëîæåíèå Éîíåäû �
ïîëíûé óíèâàëåíòíûé ôóíêòîð, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íà ìîðôèçìàõ îíî ñîâ-
ïàäàåò ñ Ψ ïðè K = C(d,−).

Ψ(x)(d)(f) = C(d, f)(x) = fx ∈ C(d, d).

Çäåñü
x ∈ C(d, c), f ∶ c → d.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî

Ψ(x)(d) = C(x,−).

Çäåñü
x ∶ d → c

ñîïîñòàâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå

C(c,−) C(d,−)C(x,−)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

d c f.x g

òîãäà
C(x,−)(g) = gx.
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Ëåêöèÿ 3. Ïðîèçâåäåíèÿ è êîïðîèçâåäåíèÿ

Ïðîèçâåäåíèå

Ñåãîäíÿ ìû íà÷íåì íàø ðàçãîâîð î ïðîèçâåäåíèÿõ è êîïðîèçâåäåíèÿõ. Íàøåé
äàëüíåéøåé öåëüþ ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëû è êîïðåäåëû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ, cα, α ∈ Λ � îáúåêòû.
Ïðîèçâåäåíèåì ∏α∈Λ cα îáúåêòîâ cα íàçûâàåòñÿ îáúåêò c âìåñòå ñ ìîðôèçìàìè

pα ∶ c → cα

òàêîé, ÷òî ∀ îáúåêòà d âìåñòå ñ ìîðôèçìàìè

fα ∶ d → cα

∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì
φ ∶ d → c

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà ∀ α ∈ Λ:

d c

cα
fα

φ

pα

Ìîðôèçìû pα íàçûâàþòñÿ ïðîåêöèÿìè.

Ïðèìåðû. 1. Ïóñòü C = Sets. Åñëè Xα � ìíîæåñòâà, òî èõ äåêàðòîâî ïðîèçâå-
äåíèå ∏αXα âìåñòå ñ ïðîåêöèÿìè íà α-þ êîìïîíåíòó � ýòî èõ (êàòåãîðíîå)
ïðîèçâåäåíèå â Sets.

Ïðîñòûìè ñëîâàìè, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå∏αXα ìîæíî ïîíèìàòü êàê áîëü-
øèå íàáîðû, ãäå ýëåìåíòû ïðîèíäåêñèðîâàíû èç ìíîæåñòâà Λ, òàêèå, ÷òî íà
ìåñòå α ó íàñ ñòîèò ýëåìåíò èç Xα. Ïî-äðóãîìó ýëåìåíòû äåêàðòîâà ïðîèçâå-
äåíèÿ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà Λ, ãäå çíà÷åíèå ôóíêöèè
íà ýëåìåíòà α ïðèíèìàåò çíà÷åíèå â ∏αXα.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

Y
fαÐ→ Xα

� îòîáðàæåíèÿ, òî
(fα(y))α ∈∏

α

Xα.

Y ∏αXα

Xα

fα

f

pα
(13)

Äèàãðàììà (13) êîììóòàòèâíà.
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2. Åñëè C = Top, òî êàê ìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèå � ýòî òîæå äåêàðòîâî ïðîèçâå-
äåíèå.

Òàê êàê pα íåïðåðûâíû, ìíîæåñòâà

(. . . ×Xα × . . . ×U × . . . ×Xα × . . .) = p−1β (U)
äîëæíû áûòü îòêðûòû. Çäåñü U ⊆ Xβ � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî Xβ, âñå Xα

áåðóòñÿ ïîëíîñòüþ.

Òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâàìè âèäà

p−1α1
(U1) ∩ . . . ∩ p−1αk

(Uk),
ãäå

Uj ⊆Xαj

� îòêðûòûå, k ∈ Z+.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f èç äèàãðàììû, àíàëîãè÷íîé (13), òàêæå
áóäåò íåïðåðûâíûì.

3. Ïóñòü C = Grp � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï. Â êóðñå àëãåáðû îíî õàðàêòåðè-
çóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì, íî êàê ìíîæåñòâî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýòî ñíîâà
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ñ ïîêîìïîíåíòíîé îïåðàöèåé.

4. Ðàññìîòðèì C = (P,≤) � ïðåäïîðÿäîê.
Ïóñòü aα ∈ P , α ∈ Λ. Îáñóäèì, ÷òî òàêîå ∏α aα.

Ïî óñëîâèþ, ó íàñ åñòü aα. Åñëè ó íàñ åñòü ïðîèçâåäåíèå, òî

∏
α

aα Ð→ aα,

â ïðåäïîðÿäêå. Íàïîìíèì, â ïðåäïîðÿäêå ìåæäó îáúåêòàìè ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ñòðåëêà. Äàëåå, ïóñòü åñòü äðóãîé îáúåñò b òàêîé

∏
α
aα aα

b

Èíûìè ñëîâàìè, âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

∏
α

aα ≤ aα, b ≤ aα ∀ α ∈ Λ.

Òîãäà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ñëåäóþùàÿ ñòðåëêà:

∏
α
aα aα

b

òî åñòü
b ≤∏

α

aα.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
∏
α

aα = inf {aα∣α ∈ Λ} .
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Ñäåëàåì îòñòóïëåíèå è îáñóäèì áèíàðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïóñòü äàíû äâà îáú-
åêòà a è b. Ðàññìîòðèì èõ ïðîèçâåäåíèå a × b è íåêîòîðûé îáúåêò c:

a × b

a b

c

pa pb

fa fb

f (14)

Òîãäà ∃! ìîðôèçì
f ∶ c → a × b

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà (14) êîììóòàòèâíà, òî åñòü

paf = fa, pbf = fb.

Ïðèìåðû. 5. Åñëè G ≠ {e} � (íåòðèâèàëüíàÿ) ãðóïïà, òî â íåé íå ñóùåñòâóåò
áèíàðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ∗ × ∗.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê â G ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí îáúåêò, òî åñòü áû ∗ × ∗
ñóùåñòâîâàëî áû, òî áûëî áû

∗ × ∗ = ∗
è ∃ ìîðôèçìû s, t ∈ S òàêèå, ÷òî ∀ g, h ∈ G ∃! f ∈ G òàêîé, ÷òî

tf = h, sf = g

(ñì. äèàãðàììó (15).
∗

∗ ∗

∗

s t

g h

f (15)

Âîçüìåì ñïåðâà g = h = e (åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó â ãðóïïå). Òîãäà

s = t = f−1.

Òåïåðü âîçüìåì g ≠ e, h = e. Òîãäà ∃ f̃ ∈ G òàêîå, ÷òî

tf̃ = e, sf̃ = g,

òî åñòü g = e, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîé êàòåãîðèè íå ñóùåñòâóåò áèíàðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 3.1. Âåðíåìñÿ åùå ðàç ê ïðîèçâåäåíèþ. Ïóñòü Gα � ãðóïïû. Òîãäà
íåñ÷åòíûå íàáîðû (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè), ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåíèÿ,
ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ôóíêöèé ñëåäóþùåãî âèäà:

∏
α∈Λ

Gα = {f ∶ Λ → ⋃
α∈Λ

Gα∣f(α) ∈ Gα ∀ α ∈ Λ} ,
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ïîêîìïîíåíòíûå îïåðàöèè
(fg)(α) = f(α)g(α)

è äðóãèå àêñèîìû ãðóïï ñîõðàíÿþòñÿ. Ýòî çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ â
êàòåãîðèè ãðóïï (â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, êîãäà ãðóïïà âñåãî îäíà).

Çàìå÷àíèå 3.2. Ïðîèçâåäåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ñîãëàñî-
âàííîãî ñ pα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c è d � ïðîèçâåäåíèÿ.

c cα

d

pα

πα

Èçîáðàçèì íà äèàãðàììå åùå ðàç c è d.

c cα d

d ψ c

pα

θ

πα

θ
πα

pα

Òàê êàê c è d ïðîèçâåäåíèÿ, ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû

θ ∶ d → c

è
ψ ∶ d → c

òàêèå, ÷òî äèàãðàììà âûøå êîììóòàòèâíà. Äëÿ òîæäåñòâåííîãî ìîðôèçìà äèà-
ãðàììà èìååò âèä

cα

c c

cα

idc

cα

Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû

pαθψ = pα = pαidc,

παψθ = πα = παidd.
Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî

θψ = idc,

ψθ = idd,
òî åñòü

c ≅ d
è èõ ïðîåêöèè ñîãëàñîâàíû.
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Óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò

Ðàññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîèçâåäåíèÿ.
Ïðîèçâåäåíèå ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó ∅ � óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò

(terminal object).

Îïðåäåëåíèå. c � óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò, åñëè ∀ îáúåêòà d ∃
åäèíñòâåííàÿ ñòðåëêà

c d!

Ïðèìåðû. (Óíèâåðñàëüíûå ïðèòÿãèâàþùèå îáúåêòû)

1. Â Sets ýòî îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {∗}.

2. Â Top àíàëîãè÷íî.

3. Â Grp ýòî òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà {e}.

Êîïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè C

Êîïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè C � ýòî ïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè Cop.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî îáúåêò c âìåñòå ñ ìîðôèçìàìè

iα ∶ cα → c

ÿâëÿåòñÿ êîïðîèçâåäåíèåì îáúåêòîâ cα, åñëè ∀ îáúåêòà d è ìîðôèçìîâ

fα ∶ cα ∶ → d

∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì
f ∶ c → d

òàêîé, ÷òî ∀ α ∈ Λ äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

cα c

d
fα

iα

f

Íàïèñàííîå âûøå, î÷åâèäíî, åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Çàìå÷àíèå 3.3. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãèå âåùè â òåîðèè êàòåãîðèé � ýòî ïîïûòêà îïè-
ñàòü íà ÿçûêå ñòðåëîê è äèàãðàìì êàêèå-òî óæå èçâåñòíûå âåùè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó
ìîæíî, íàïðèìåð, óâèäåòü, ÷òî áóäåò, åñëè òî æå ñàìîå íà ÿçûêå ñòðåëîê è äèàãðàìì
íàïèñàòü â äðóãèõ êàòåãîðèÿõ. Òàê, êàê ìû âèäåëè âûøå, ïîíÿòèå ïðîèçâåäåíèå â
ðàçíûõ êàòåãîðèÿõ îõâàòûâàåò ìíîãèå ïîíÿòèÿ: äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ,
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï, ïðîèçâåäåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ïðèìåðû. 1. Ðàññìîòðèì êàòåãîðèþ Sets. Ìû îòîáðàæàåì11

Xα → ⊔
α
Xα

� äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå. Åñëè âñå Xα ìû îòîáðàæàåì â íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî Y ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèé fα, çíà÷èò, ìû åäèíñòâåííûì îáðàçîì f
ìîæåì îòîáðàçèòü â Y è èõ äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå:

Xα ⊔
α
Xα

Y

fα

iα

f

Çäåñü iα � âëîæåíèÿ.

2. Top � òî æå. Ìíîæåñòâî
U ⊆⊔

α
Xα

îòêðûòî ⇐⇒ âñå U ∩Xα îòêðûòû.

Ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï

Âñïîìíèì íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè èç êóðñà àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, ãðóïïà F(X) âìåñòå ñ îòîáðàæåíèåì

i ∶ X → F(X).

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà F(X) ñâîáîäíàÿ, åñëè ∀ îòîáðàæåíèÿ

f ∶ X → G,

ãäå G � ãðóïïû, ∃! ãîìîìîðôèçì ãðóïïà

f̃ ∶ F(X) → G,

÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

X F(X)

G

f

i

f̃

(16)

Ìîæíî çàïèñàòü ïðîñòî
f̃ i = f.

Çàìåòèì, ÷òî ìîðôèçìû â äèàãðàììå (16) ðàçíîãî ðîäà. f è i ÿâëÿþòñÿ îòîáðà-
æåíèÿìè ìíîæåñòâ, à f̃ � ýòî ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Íà ñàìîì äåëå íà äèàãðàììå íå
îáîçíà÷åí çàáûâàþùèé ôóíêòîð èç êàòåãîðèè ãðóïï â êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ, êîòî-
ðûé ïðèìåíåí ê F(X), G è f̃ . Ïîýòîìó êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà (16), êîíå÷íî,
ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììîé êàòåãîðèè ìíîæåñòâ.
11Çíàê ⊔ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîïðîèçâåäåíèÿ.
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Çàìå÷àíèå 3.4. Îïðåäåëåíèå âûøå � ýòî òàê íàçûâàåìîå îïðåäåëåíèå ÷åðåç óíè-
âåðñàëüíûå ñâîéñòâà. Ñóùåñòâóåò òàêæå êîìáèíàòîðíîå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå âû-
õîäèò çà ðàìêè êóðñà è ïîýòîìó íå áóäåò íàìè çäåñü ðàññìîòðåíî. Íàïîìíèì òåì
íå ìåíåå êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå. Ýëåìåíòû â F(X) � ýòî íåñîêðàòèìûå ñëîâà â
àëôàâèòå X ⊔X−1. Íåñîêðàòèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî íåò XX−1 è X−1X. Óìíîæåíèå
çäåñü � ýòî ïðèïèñûâàíèå è ïîñëåäóþùåå ñîêðàùåíèå.

Ãðóïïó, åñëè ó íåå çàäàíû ïîðîæäàþùèå, ìîæíî çàäàòü ïðè ïîìîùè ïîðîæäàþ-
ùèõ è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.
Åñëè ýëåìåíòû (gα)α∈Λ ïîðîæäàþò ãðóïïó G, òî ðàññìîòðèì

X = (Xα)α∈Λ.

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì
φ ∶ F(X) → G,

φ(xα) = gα.
Ïóñòü N = kerφ. N ïîðîæäàåòñÿ êàê íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â F(X) ýëåìåíòàìè
wθ, θ ∈ Θ. Òîãäà ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï

G ≅ F(X)/N =
òîãäà ïèøóò

⟨Xα, α ∈ Λ ∣ wθ = 1 ∀ θ ∈ Θ⟩.

Ãîâîðÿò, ÷òî G çàäàíà ïîðîæäàþùèìè Xα, α ∈ Λ, è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè
wθ, θ ∈ Θ.

Ãðóïïà äèýäðà.
Dn = ⟨a, b ∣ an = b2 = 1, bab = a−1⟩.

Êîïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè ãðóïï

Ïóñòü Gα, α ∈ Λ � ãðóïïû. Çàäàäèì èõ ïîðîæäàþùèìè è îïðåäåëÿþùèìè ñîîò-
íîøåíèÿìè:

Gα ≅ ⟨Xα ∣ w = 1 ∀ x ∈Wα⟩ .
Çäåñü Xα � ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ, à Wα � ìíîæåñòâî îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé.
Òîãäà èõ ñâîáîäíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ

�
α∈Λ

Gα = G = ⟨⊔
α∈Λ

Xα ∣ w = 1 ∀ w ∈⊔
α
∈ ΛWα⟩ .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå � ýòî êîïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè ãðóïï.
Ïîéìåì, ïî÷åìó ýòî òàê. Gα ìîæíî îòîáðàçèòü

Gα �
α∈Λ

Gα
iα
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Ïóñòü òåïåðü Gα îòîáðàæàþòñÿ â íåêîòîðóþ ãðóïïó H:

Gα �
α∈Λ

Gα

H

fα

iα

Íàì òðåáóåòñÿ

Gα �
α∈Λ

Gα

H

fα

iα

f

(17)

ãäå
f (iα(gαβ)) = fα(gαβ)

äëÿ ∀ ïîðîæäàþùåãî gαβ ãðóïïû Gα.
Äèàãðàììà (17) çàäàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ìîäóëü íàä àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ 1

Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Ìíîæåñòâî M ñ îïåðàöèÿìè

+ ∶ M ×M → M,

⋅ ∶ R ×M → M

íàçûâàåòñÿ ëåâûì ìîäóëåì íàä R, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Àññîöèàòèâíîñòü:
(a + b) + c = a + (b + c) ∀ a, b, c ∈M ;

2. Ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî ýëåìåíòà:

∃ 0 ∈M ∶ a + 0 = 0 + a = a ∀ a ∈M ;

3. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà:

∀ a ∈M ∃ − a ∈M

òàêîé, ÷òî
a + (−a) = (−a) + a = 0;

4. Êîììóòàòèâíîñòü:
a + b = b + a ∀ a, b ∈M ;

5. Äèñòðèáóòèâíîñòü:

r(a + b) = ra + rb ∀ a, b ∈M, ∀ r ∈ R;

30

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРИЯ КАТЕГОРИЙ
ГОРДИЕНКО АЛЕКСЕЙ СЕРГЕЕВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

6. Äèñòðèáóòèâíîñòü:

(r + s)a = ra + sa ∀ a ∈M, ∀ r, s ∈ R;

7. Àññîöèàòèâíîñòü:
r(sa) = (rs)a ∀ a ∈M, ∀ r, s ∈ R;

8. Ñóùåñòâîâàíèå 1:
1 ⋅ a = a ∀ a ∈M.

Ïðèìåðû. 1. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëÿìè � ýòî ìîäóëè íàä íèìè.

2. Z-ìîäóëè � àáåëåâû ãðóïïû.

Ïðîèçâåäåíèå è êîïðîèçâåäåíèå â R-Mod

Ïóñòü R-Mod � êàòåãîðèÿ ëåâûõ R-ìîäóëåé.
Ìîðôèçìû � ýòî ãîìîìîðôèçìû ìîäóëåé, òî åñòü ãîìîìîðôèçìû àáåëåâûõ ãðóïï

f ∶ M → N

òàêèå, ÷òî
f(rm) = rf(m) ∀ r ∈ R.

Ïðîèçâåäåíèåì â R-Mod áóäåò
∏
α∈Λ

Mα

� äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ñ ïîêîìïîíåíòíûìè îïåðàöèÿìè.
Êîïðîèçâåäåíèåì â R-Mod áóäåò òî, ÷òî íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ýòèõ ìîäóëåé

êàê àáåëåâûõ ãðóïï:
⊕
α∈Λ

Mα

� ïðÿìàÿ ñóììà. Ýòî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

∑
α∈Λ

mα (18)

� ôîðìàëüíûå ñóììû, ãäå âñå mα = 0, êðîìå, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà.
Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî âëîæèòü âñå Mα â ïðÿìóþ ñóììó:

Mα ⊕
α∈Λ

Mα
iα

Òåïåðü, ïóñòü Mα îòîáðàæàþòñÿ â äðóãîé ìîäóëü N :

Mα ⊕
α∈Λ

Mα

N

fα

iα
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Òîãäà ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî îòîáðàçèòü ôîðìàëüíûå ñóììû (18):

Mα ⊕
α∈Λ

Mα

N

fα

iα

f

f (∑
α

mα) =∑
α

f(mα).

Çàìå÷àíèå 3.5. Åñëè Λ êîíå÷íî, òî

∏
α∈Λ

Mα =⊕
α∈Λ

Mα.

Êîïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðèè ïðåäïîðÿäêå

Â êàòåãîðèè ïðåäïîðÿäêå (P,≤) êîïðîèçâåäåíèå

⊔
α∈Λ

aα = sup{aα ∣α ∈ Λ} .

aα ⊔
α∈Λ

aα

b

Óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò. Íóëåâîé îáúåêò

Çàêîí÷èì ëåêöèþ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîïðîèçâåäåíèÿ � êîïðîèçâåäåíèåì ïî ïó-
ñòîìó ìíîæåñòâó ∅. Ýòî íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòòàëêèâàþùèì îáúåêòîì
(initial object).
∀ îáúåêòà d ∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì èç c â d:

d c

Ïðèìåðû. 1. Â êàòåãîðèè Sets � ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅.

2. Â êàòåãîðèè Top àíàëîãè÷íî.

3. Â êàòåãîðèè Grp � òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà {e}.

4. Â R-Mod � íóëåâîé ìîäóëü {0}.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò ñîâïàäàåò ñ óíèâåð-
ñàëüíûì îòòàëêèâàþùèì îáúåêòîì, îí íàçûâàåòñÿ íóëåâûì îáúåêòîì è îáîçíà÷à-
åòñÿ 0.

Â ïðèìåðàõ âûøå íóëåâîé îáúåêò åñòü â Grp è R-Mod.
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Ëåêöèÿ 4. Íóëåâîé ìîðôèçì. Òåíçîðíîå
ïðîèçâåäåíèå. (Êî)óðàâíèòåëè. Ïðåäåë. Ïóëáýê

Íóëåâîé ìîðôèçì

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü îáúåêò 0 � îäíîâðåìåííî óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé è
óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé (òî åñòü íóëåâîé) â íåêîòîðîé êàòåãîðèè C. Òîãäà
∀ a, b ∈ C ∃! ìîðôèçì a→ b, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç 0:

a Ð→ 0 Ð→ b.

Ýòîò ìîðôèçì îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 0 è íàçûâàåòñÿ íóëåâûì.

Íàïðèìåð, â êàòåãîðèè ãðóïï íóëåâîé ìîðôèçì � ýòî ìîðôèçì, îòðàæàþùèé âñå
â 1.

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê êîïðîèçâåäåíèå äëÿ
àññîöèàòèâíûõ êîììóòàòèâíûõ àëãåáð ñ 1

Ðàññìîòðèì åùå îäèí âàæíûé ïðèìåð êîïðîèçâåäåíèé. Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì ñëå-
äóþùåå ïîíÿòèå.
Ïóñòü A è B � àëãåáðû íàä ïîëåì K. Ðàññìîòðèì èõ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå A⊗B

êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì

(aα ⊗ bβ) ,

ãäå (aα)α � áàçèñ â A, (bβ)β � áàçèñ â B.
Òîãäà A⊗B � àëãåáðà, ãäå óìíîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a1 ⊗ a2) (b1 ⊗ b2) ∶= a1a2 ⊗ b1b2. (19)

Â êàòåãîðèè CommAlg
K
êîììóòàòèâíûõ àññîöèàòèâíûõ àëãåáð ñ 1 íàä K êîïðî-

èçâåäåíèåì àëãåáð A è B ÿâëÿåòñÿ A ×B.
Äëÿ ∀ ãîìîìîðôèçìîâ

f ∶ A → D
g ∶ B → D

∃ åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì

φ ∶ A⊗B → D

òàêîé, ÷òî
φiA = f, φiB = g.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà èìååò âèä

A A⊗B

D B

iA

f
φ

g

iB (20)

33

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРИЯ КАТЕГОРИЙ
ГОРДИЕНКО АЛЕКСЕЙ СЕРГЕЕВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Çäåñü
iA(a) = a⊗ 1B
iB(b) = 1A ⊗ b

∀ a ∈ A, b ∈ B.

×òîáû äèàãðàììà (20) áûëà êîììóòàòèâíà, ìû äîëæíû îïðåäåëèòü φ êàê

φ (a⊗ b) = f(a)g(b).

φ � åäèíñòâåííûé, òàê êàê îáðàçû iA è iB ïîðîæäàþò A è B.
Èòàê, â êàòåãîðèè êîììóòàòèâíûõ àëãåáð êîïðîèçâåäåíèå � ýòî ïðîñòî òåíçîðíîå

ïðîèçâåäåíèå. Â êàòåãîðèè íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáð òàêîãî ñìûñëà ó òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ íåò, õîòÿ ñàìî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ. Êî-
ïðîèçâåäåíèå (èëè ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå) â êàòåãîðèè íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáð
ñòðîèòñÿ ïðèìåðíî òàê æå, êàê äëÿ êàòåãîðèè ãðóïï Grp.

Óðàâíèòåëè

Åùå îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðèäåëîâ � ýòî óðàâíèòåëè è êîóðàâíèòåëè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü
f, g ∶ a b.

Èõ óðàâíèòåëåì
m = eq(f, g)

íàçûâàåòñÿ òàêîé ìîðôèçì
m ∶ c → a,

fm = gm,
ãäå c � íåêèé îáúåêò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà

h ∶ d → a

òàêîãî, ÷òî
fh = gh,

∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì
t ∶ d → c,

÷òî
h =mt.

Íàðèñóåì ñîîòâåòñòâóþùóþ äèàãðàììó:

c a b

d

m
f

g

t

h
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Ïðèìåðû. 1. Â Sets, Top, Grp, R-Mod, åñëè

A B
f

g

� ñîîòâåòñòâóþùèå ìîðôèçìû, òî èõ óðàâíèòåëü eq(f, g) � âëîæåíèå ïîäìíî-
æåñòâà

{a ∈ A ∣ f(a) = g(a)}
(â Top ýòî òîïîëîãèÿ ïîäìíîæåñòâà).

2. Åñëè f = g, òî
eq(f, g) = ida.

Êîóðàâíèòåëè

Êîóðàâíèòåëè â êàòåãîðèè C � ýòî óðàâíèòåëè â Cop.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü
f, g ∶ a b

� ìîðôèçìû. Èõ êîóðàâíèòåëü coeq(f, g) � òàêîé ìîðôèçì

p ∶ f → c,

ãäå c � íåêîòîðûé îáúåêò, ÷òî
pf = pg

è äëÿ ∀
h ∶ b → d,

÷òî
hf = hg,

∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì
t ∶ c → d,

÷òî
h = tp.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà:

a b c

d

f

g

p

h

t

Ïðèìåðû. 1. Â R-Mod ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçìû ìîäóëåé

f, g ∶ A B.
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Êîóðàâíèòåëü çäåñü � ýòî åñòåñòâåííûé ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

p ∶ B → C,

ãäå
C = B/ ⟨f(a) − g(a) ∣a ∈ A⟩R ,

ãäå ⟨f(a) − g(a) ∣a ∈ A⟩R � ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé ðàçíîñòÿìè f(a) − g(a).

2. Â Grp êîóðàâíèòåëü � ýòî åñòåñòâåííûé ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

B → B/N,

ãäå N � íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ýëåìåíòîâ f(a)g(a)−1, ãäå a ∈ A.

3. Â Sets è Top êîóðàâíèòåëü � ýòî

B → B/ ∼,

ãäå ∼ � íàèìåíüøåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå B òàêîå, ÷òî

f(a) ∼ g(a) ∀ a ∈ A.

B/ ∼ � ýòî ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà:

A B D

B/ ∼

f

g

h

(21)

Åñëè
f ∶ A → B

� îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ, òî ïðè ïîìîùè íåãî ìîæíî ïåðåíîñèòü òîïîëîãèþ ñ
îäíîãî ìíîæåñòâà íà äðóãîå.

Åñëè B � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî íàçîâåì îòêðûòûìè â A ïðîîáðà-
çû îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ â B. Ýòî çàäàåò íà A íàèìåíüøóþ òîïîëîãèþ, â
êîòîðîé f íåïðåðûâíà.

Åñëè A � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî íàçîâåì íàçîâåì îòêðûòûìè â B
ïîäìíîæåñòâà, ïðîîáðàçû êîòîðûõ îòêðûò. Ýòî íàèáîëüøàÿ òîïîëîãèÿ íà B,
â êîòîðîé f íåïðåðûâíî.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå â Top ìû èíäóöèðóåì íà ôàêòîðìíîæåñòâå B/ ∼
ôàêòîðòîïîëîãèþ. Îòîáðàæåíèå èç B/ ∼ â D íà (21) àâòîìàòè÷åñêè áóäåò
íåïðåðûâíûì.
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Ïðåäåë

Ïóñòü
T ∶ J → C

� ôóíêòîð.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêòîð T íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòíûì, åñëè äëÿ ∀ îáúåêòà j èç J

Tj = a,

ãäå a � ôèêñèðîâàííûé îáúåêò â C.

Tf = ida

äëÿ ∀ ìîðôèçìà f . Òàêîé ôóíêòîð áóäåì îáîçíà÷àòü a (îáúåêòîì).

Îïðåäåëåíèå. Êîíóñîì α ñ âåðøèíîé a è îñíîâàíèåì T íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå

a ⇒ T.

Åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîìó îáúåêòó ñîîòâåòñòâóåò íåêèé
ìîðôèçì èç îáðàçà îáúåêòà j ïîä äåéñòâèåì ôóíêòîðà a â îáðàç Tj îáúåêòà j ïîä
äåéñòâèåì ôóíêòîðà T . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

a

Tj T i

αiαj

f

(22)

Çäåñü
f ∶ i → j

� ìîðôèçì. Ïðîñòûìè ñëîâàìè, êîíóñ � ýòî íàáîð ìîðôèçìîâ èç a â T , ñîãëàñîâàí-
íûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì (22).

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäåëüíûé êîíóñ � ýòî óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò
ôóíêòîðà T â êàòåãîðèè çàïÿòîé (const ↓ CJ), ãäå

const ∶ C → CJ

ñîïîñòàâëÿåò îáúåêòó åãî êîíñòàíòíûé ôóíêòîð, CJ � ôóíêòîðû J → C.

Ðàññìîòðèì äâà êîíóñà ñ îñíîâàíèåì T (óæå ââåäåííûé ðàíåå êîíóñ ñ âåðøèíîé
a è åùå îäèí ñ âåðøèíîé b):

a b

Tj

αi βi

Êîíóñ
α ∶ a ⇒ T
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ïðåäåëüíûé, åñëè ∀ êîíóñà
β ∶ b ⇒ T

∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì φ òàêîé, ÷òî

βi = αiφ

∀ îáúåêòîâ i èç J :
a b

Tj

αi

φ

βi

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ∃ ïðåäåëüíûé êîíóñ, îïèñàííûé âûøå, òî ïèøóò, ÷òî

a = limT

� ïðåäåë ôóíêòîðà T .

Îïðåäåëåíèå. Êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè â íåé åñòü òîëüêî îáúåêòû
è òîæäåñòâåííûå ìîðôèçìû.

Ïðèìåðû. 1. Ïóñòü J � ìàëàÿ äèñêðåòíàÿ êàòåãîðèÿ, ôóíêòîð

T ∶ J → C

çàäàåò êàæäîìó j ∈ J îáúåêò Tj. Êîíóñ a⇒ T � ïðîñòî ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ

αj ∶ a → Tj

òî åñòü
a

Tj T i

αiαj

Ïðåäåë çäåñü � ýòî ïðîèçâåäåíèå îáúåêòîâ Tj.

2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà J ñîñòîèò èç äâóõ îáúåêòîâ 1 è 2 è ñòðåëîê ìåæäó
íèìè:

J ∶ 1 2id1

γ1

γ2
id2

Ôóíêòîð
T ∶ J → C

T1 T2
Tγ1

Tγ2

Èòàê, ïîëó÷àåòñÿ, äàíî 2 îáúåêòà è 2 ìîðôèçìà. Çàáåãàÿ âïåðåä, ñêàæåì, ÷òî
ïðåäåë çäåñü � óðàâíèòåëü. Êîíóñ a⇒ T èìååò âèä

T1 T2

a

Tγ1

Tγ2

α1 α2

(23)
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Çàìåòèì, ÷òî ó óðàâíèòåëåé âñåãäà ôèãóðèðîâàë îäèí ìîðôèçì, à (23) èõ äâà:
α1 è α2. Ïðîòèâîðå÷èÿ çäåñü íåò. Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ (23) ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì:

α2 = (Tγ1)α1

α2 = (Tγ2)α1

Îòñþäà
(Tγ1)α1 = (Tγ2)α1.

Èòàê, α2 âñåãäà åñòü è îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî. Òî åñòü òàêîé ïðåäåë ñîîòâåò-
ñòâóåò óðàâíèòåëþ. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàê ãîâîðèòü íå ñîâñåì êîððåêòíî. Ïðåäåë
ìû îïðåäåëèëè êàê îáúåêò, à óðàâíèòåëü � ýòî ñîîòâåòñòâóþùèé ìîðôèçì.
Ïðåäåë çäåñü � ýòî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ óðàâíèòåëÿ.

3. Pullback (êîóíèâåðñàëüíûé êâàäðàò).

Êàòåãîðèÿ J èìååò âèä
2

1 3

γ2

γ1

Êîíóñ çäåñü � ýòî
a T2

T1 T3

α2

α2
α3

Tγ2

Tγ1

α3 îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî:

α3 = (Tγ2)α2 = (Tγ1)α1.

Ïðî íåãî ìû äàëåå ãîâîðèòü íå áóäåì.

Ðàñøèôðîâûâàÿ îïðåäåëåíèå ïðåäåëà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå. Ïóñòü

f ∶ a → c,
g ∶ b ∶ → c

� ìîðôèçìû. Êâàäðàò, ñîñòàâëåííûé èç ìîðôèçìîâ f , g, h, t ãäå

h ∶ d → a,
t ∶ d ∶ → b,

íàçûâàåòñÿ êîóíèâåðñàëüíûì (èëè ïóëáýêîì), åñëè

1) gt = fh;
2) ∀ äðóãèõ ìîðôèçìîâ

α ∶ p ∶ → a,
β ∶ p → b

òàêèõ, ÷òî
fα = gβ,
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∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì
φ ∶ p → d,

÷òî äèàãðàììà (24) êîììóòàòèâíà.

p

d b

a c

β

α

φ

t

h g

f

(24)

Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåë d îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d = a ×c b.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïóëáýêà.

a. Ïóñòü
f ∶ A → C,
g ∶ B → C

� ãîìîìîðôèçìû ãðóïï. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó

A ×C B B

A C

−

− g

f

Çäåñü ïóëáýê

A ×C B = {(a, b) ∣ a ∈ A, b ∈ B, f(a) = g(b)} ⊆ A ×B (25)

� òàê íàçûâàåìîå ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå. Åñëè C = {1}, òî
A ×C B = A ×B.

Ïîéìåì, ïî÷åìó ýòî òàê. Ðàññìîòðèì D � îáúåêò â êàòåãîðèè ãðóïï è
ãîìîìîðôèçìû

D → A, D → B,

÷òî äèàãðàììà

D A ×C B B

A C

g

f

(26)

êîììóòàòèâíà. Òîãäà, äåéñòâèòåëüíî, âñå ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ïîäãðóïïó
(25). Íà ñàìîì äåëå â äèàãðàììå (26) ìîðôèçìû

A ×C B → A è A ×C B → B

� ýòî ïðîåêöèè πA è πB ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì,

πA(a, b) = a, πB(a, b) = b.
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b. Åñëè f = g, òî ïóëáýê íàçûâàåòñÿ ÿäåðíîé ïàðîé (â ëþáîé êàòåãîðèè).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð â Sets:

A ×B A A

A B

f

f

Çäåñü
A×C = {(a, b) ∣ a, b ∈ A, f(a) = f(b)} (27)

� îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

a ∼ b, åñëè f(a) = f(b). (28)

Çàìå÷àíèå 4.1. Â êàòåãîðèè ãðóïï òàêîå îòíîøåíèå, êîãäà åñòü ãîìî-
ìîðôèçì ãðóïï, îïðåäåëÿåòñÿ ÿäðîì � äâà ýëåìåíòà ýêâèâàëåíòíû (ïå-
ðåõîäÿò â îäèí è òîò æå) ⇐⇒ îíè îòëè÷àþòñÿ íà ýëåìåíò èç ÿäðà. Åñëè
íå çàäàíî íèêàêîé îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå èëè îïåðàöèÿ ¾íå î÷åíü õîðî-
øàÿ¿ (íàïðèìåð, íåîáÿçàòåëüíî åñòü íåîáðàòèìûå ýëåìåíòû), ïðèõîäèòñÿ
ðàáîòàòü ñ îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
(28) è çàìåíÿåò ñîáîé ÿäðî, ïîýòîìó (27) è íàçûâàåòñÿ ÿäåðíîé ïàðîé.

4. Ðàññìîòðèì ñ÷åòíóþ äèàãðàììó â êàòåãîðèè êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ 1:

Zp ←Ð Zp2 ←Ð Zp3 ←Ð . . . ←Ð Zpn ←Ð . . .

Âñå ãîìîðôèçìû çäåñü îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 ↦ 1

� êëàññ åäèíèöû (ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà) îòîáðàæàåòñÿ â êëàññ åäèíèöû.

Åå ïðåäåë � öåëûå p-àäè÷åñêèå ÷èñëà Ẑp. Êàæäûé ýëåìåíò ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð â p-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ

. . .mn . . .m2m1m0.
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Ëåêöèÿ 5. Íàïðàâëåííîñòè. ßäðî ìîðôèçìà.
Ñâîéñòâà êîóíèâåðñàëüíûõ êâàäðàòîâ. Ïîëíîòà â

ìàëîì

Íàïðàâëåííîñòü. Îáðàòíûé (ïðîåêòèâíûé) ïðåäåë

Îïðåäåëåíèå. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî Λ íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííî-
ñòüþ, åñëè ∀ α,β ∈ Λ ∃ γ ∈ Λ òàêîé, ÷òî

γ ≥ α, γ ≥ β.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü Λ êàê êàòåãîðèþ è ðàññìîòðåòü ôóíêòîð

α ↦ Aα,

ãäå Aα � îáúåêò â êàòåãîðèè. Ïóñòü òàêæå äëÿ ∀ α ≤ β, α,β ∈ Λ ∃ ìîðôèçì

fαβ ∶ Aα → Aβ.

Òîãäà ïðåäåë ýòîãî ôóíêòîðà íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì èëè ïðîåêòèâíûì ïðåäåëîì è
îáîçíà÷àåòñÿ

lim
←Ð
α

èëè limproj
α

.

ßäðî ìîðôèçìà

Êîãäà ìû ðàíåå ãîâîðèëè î óðàâíèòåëÿõ è êîóðàâíèòåëÿõ, ìû íå ðàññìîòðåëè
îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé � ÿäðà è êîÿäðà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ ñ íóëåâûì îáúåêòîì. Òîãäà ÿäðîì ìîðôèçìà

f ∶ a → b

íàçûâàåòñÿ åãî óðàâíèòåëü ñ íóëåâûì ìîðôèçìîì

ker f ∶= eq (f,0) .

Èçîáðàçèì ÿäðî ìîðôèçìà f íà äèàãðàììå:

c a b

0

ker f f

(29)

Â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ êàòåãîðèÿ � ýòî êàòåãîðèÿ ãðóïï, ýòî áóäåò ÿä-
ðî ìîðôèçìà â îáû÷íî ïîíèìàíèè. Åñëè òî÷íåå, ýòî áóäåò ãîìîìîðôèçì, êîòîðûé
âêëàäûâàåò ÿäðî ìîðôèçà â îáû÷íîì ïîíèìàíèè â ïîäãðóïïó íà äèàãðàììå (29).
Åñëè ker′ f � äðóãîå ÿäðî ìîðôèçìà f , òî ∃! èçîìîðôèçì φ òàêîé, ÷òî

kerf = (ker′ f)φ.
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c a b

c 0

ker f

φ

f

ker′ f

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
Kerf ∶= c.

Èòàê, ñàì îáúåêò ìû ìîæåì íàçâàòü ÿäðîì.

Ñâîéñòâà ïóëáýêîâ

Îáñóäèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïóëáýêîâ.

Ñâîéñòâî ïàðû êîóíèâåðñàëüíûõ êâàäðàòîâ ñ îáùåé
ñòîðîíîé

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü â äèàãðàììå (30) ïðàâûé êâàäðàò êîóíèâåðñàëåí. Òîãäà âíåø-
íèé ïðÿìîóãîëüíèê êîóíèâåðñàëåí ⇐⇒ êîóíèâåðñàëåí ëåâûé êâàäðàò.

⌟
(30)

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐ Îáîçíà÷èì íà äèàãðàììå (30) íåêîòîðûì îáðàçîì îáúåê-
òû. Ïóñòü òàêæå äàí äðóãîé ïðÿìîóãîëüíèê ñ òàêèì æå íèæíèì è ïðàâûì
ìîðôèçìîì (îáîçíà÷èì îáúåêò â åãî ëåâîé âåðõíåé âåðøèíå êàê r):

r a b p

c d q

α

λ

χ

w

⌟ v

u

⌟
β

µ γ

(31)

Ïî äèàãðàììå (31) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

γ(µλ) = βα.

Îòñþäà ∃!
φ ∶ r → b

òàêîé, ÷òî
vφ = α, (32)

uφ = µγ. (33)
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Îáîçíà÷èì φ íà äèàãðàììå:

r a b p

c d q

α
φ

λ

χ

w

⌟ v

u

⌟
β

µ γ

Èç (32) ñëåäóåò, ÷òî ∃! ìîðôèçì ψ òàêîé, ÷òî

λ = wψ, (34)

φ = χψ (35)

Îáîçíà÷èì ψ íà äèàãðàììå:

r a b p

c d q

α
φ

ψ

λ

χ

w

⌟ v

u

⌟
β

µ γ

Èç (32) è (35) ïîëó÷àåì
vχψ = vφ = α. (36)

Åäèíñòâåííîñòü ψ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì (34) è (36), ñëåäóåò èç ñîîá-
ðàæåíèé íèæå.

Ïóñòü ìîðôèçì
ψ0 ∶ r → a

òàêîâ, ÷òî
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

vχψ0 = α
λ = wψ0

Òîãäà
vχψ0 = α.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
uχψ0 = µwψ0 = µλ,

îòêóäà ñ ó÷åòîì (33) è (33)
χψ0 = φ.

Òàêèì îáðàçîì, ψ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (34) è (35), îòêóäà

ψ = ψ0.
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⇒ Äîêàæåì, ÷òî èç òîãî, ÷òî âíåøíèé ïðÿìîóãîëüíèê êîóíèâåðñàëåí, ñëåäóåò,
÷òî ëåâûé êâàäðàò êîóíèâåðñàëåí. Îáîçíà÷èì êàêèì-òî îáðàçîì ìîðôèçìû
íà íàøåé äèàãðàììå:12

.

λ

β

u

v

⌟ α

f

⌟
γ

h g

Ïóñòü
fλ = hβ.

Òîãäà
γαλ = gfλ = ghβ.

Â ñèëó êîóíèâåðñàëüíîñòè âíåøíåãî ïðÿìîóãîëüíèêà ∃! ψ òàêîå, ÷òî

αuψ = αλ, (37)

vψ = β. (38)

Íà äèãðàììå îáîçíà÷èì ψ:

.

λ

ψ

β

u

v

⌟ α

f

⌟
γ

h g

Òîãäà
fuψ = hvψ = hβ = fλ. (39)

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ìîðôèçìà äëÿ êîóíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà ñïðàâà (37)
è (39) âëåêóò

λ = uψ.

Êîóíèâåðñàëüíûé êâàäðàò êàê ôóíêòîð ìåæäó êàòåãîðèÿìè
çàïÿòîé

Ôèêñèðóåì ìîðôèçì
f ∶ a → b.

Ïóñòü â êàòåãîðèè C ∃ âñå êîóíèâåðñàëüíûå êâàäðàòû.
Äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà

g ∶ c → b,

12Çäåñü ëåâûé èç çíàêîâ êîóíèâåðñàëüíîñòè îòíîñèòñÿ ê âíåøíåìó ïðÿìîóãîëüíèêó.
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ãäå c � íåêîòîðûé îáúåêò, îïðåäåëèì ìîðôèçì f∗(g) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c

a b

f∗(g)

⌟
g

f

Ýòî çàäàåò ôóíêòîð
f∗ ∶ (C ↓ b) → (C ↓ a) .

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäåëû îïðåäåëåíû íå îäíîçíà÷íî, à ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà,
ñîãëàñîâàííîãî ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîðôèçìàìè. Çäåñü ìû äëÿ êàæäîãî ìîðôèçìà
g ôèêñèðóåì ñâîé êîóíèâåðñàëüíûé êâàäðàò. Ïóñòü

φ ∶ g1 → g2 â (C ↓ b) .

Âñïîìíèì, ÷òî òàêîå ìîðôèçì ìåæäó ñòðåëêàìè â êàòåãîðèè çàïÿòîé:

c1 c2

b

φ

g1 g2

Äîáàâèì íà äèàãðàììó ïóëáýêè âäîëü f , êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì:

c1 c2

a b

f∗(g2)

⌟
f∗(φ)

⌟
f∗(g1)

φ

g1
g2

f

Ïî îïðåäåëåíèþ, f∗(φ) � åäèíñòâåííûé ñðàâíèâàþùèé ìîðôèçì, äëÿ êîòîðîãî äèà-
ãðàììà âûøå êîììóòàòèâíà.
Îïèñàííîå âûøå ñâîéñòâî ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ

ðàñøèðåíèé ãðóïï (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóòè, ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì).
Âîçìîæíî, âî âòîðîé ÷àñòè êóðñà (âåñåííèé ñåìåñòð) óäàñòñÿ äîéòè äî êàòåãîðíîé
òåîðèè Ãàëóà. Ýòî ñâîéñòâî áóäåò àêòèâíî òàì ïðèìåíÿòüñÿ.

Ïîëíàÿ â ìàëîì êàòåãîðèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî êàòåãîðèÿ ïîëíà â ìàëîì, åñëè â íåé ∃ âñå ìàëûå
ïðåäåëû (ïðåäåëû èç ìàëûõ êàòåãîðèé).

Òåîðåìà 5.2. Êàòåãîðèÿ C ïîëíà â ìàëîì ⇐⇒ â íåé ∃ ìàëûå ïðîèçâåäåíèÿ è
óðàâíèòåëè.

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü â ìàëûå ïðîèçâåäåíèÿ (ïðîèçâåäåíèÿ ïî ìàëûì ìíîæå-
ñòâàì) âêëþ÷àåì è ∅. Ïðîèçâåäåíèå ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó � ýòî óíèâåðñàëüíûé
ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò.
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Óïðàæíåíèå 5.1. Êàòåãîðèÿ ïîëíà â ìàëîì ⇐⇒ â íåé ∃ ìàëûå ïðîèçâåäåíèÿ è
ïóëáýêè.

Óïðàæíåíèå 5.2. ×åìó ðàâíî a × t, ãäå a � ïðîèçâîëüíûé îáúåêò, à t � óíèâåð-
ñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò?

Äîêàçàòåëüñòâî. (Òåîðåìà 5.2)

⇒ Î÷åâèäíî, òàê êàê óðàâíèòåëè è ïðîèçâåäåíèÿ � ýòî ïðåäåëû.

⇐ Ïóñòü äàí ôóíêòîð
T ∶ J → C,

ãäå J � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ. Äîêàæåì, ÷òî ∃ limT .

Ïîñòðîèì äèàãðàììó

∏
j∈ObJ

Tj ∏
f ∶ i→ j

Tj
φ1

φ2

Ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè äèàãðàììû áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó âñåõ ìîðôèç-
ìîâ (îíî òàêæå ìàëîå). φ1 çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé êîììóòàòèâíîé
äèàãðàììû:

∏
j
Tj ∏

f
Tj

Tj

πj

φ1

πf
(40)

φ2 îïðåäåëèì ÷åðåç ñëåäóþùóþ äèàãðàììó:

∏
j
Tj ∏

f
Tj

T i Tj

φ2

πi πf

Tf

(41)

Ïóñòü
g = eq (φ1, φ2)

� óðàâíèòåëü,
g ∶ a → ∏

j

Tj

Äîáàâèì g íà äèàãðàììû (40) è (41):

a ∏
j
Tj ∏

f
Tj

Tj

g

πj

φ1

πf
(42)
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a ∏
j
Tj ∏

f
Tj

T i Tj

g φ2

πi πf

Tf

(43)

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî
πig ∶ a → Ti (44)

� ïðåäåëüíûé êîíóñ, òî åñòü a = limT .

Ïðîâåðèì, ÷òî (44) � êîíóñ, òî åñòü ÷òî

(Tf)πig = πjg

äëÿ ∀
f ∶ i → j â J.

Îïèðàÿñü íà äèàãðàììó (42), ìîæåì çàïèñàòü

πjg = πfφ1g.

Òàê êàê g � óðàâíèòåëü,
πjg = πfφ2g.

Â ñèëó äèàãðàììû (43),
πfφ2g = (Tf)πig.

Ýòî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Äîêàæåì òåïåðü óíèâåðñàëüíîñòü. Ïóñòü

βj ∶ b → Tj

� äðóãîé êîíóñ. ∃ åäèíñòâåííûé

β ∶ b → ∏
j

Tj

òàêîé, ÷òî
πjβ = βj.

Èçîáðàçèì ýòî íà äèàãðàììàõ (42) è (43):

a ∏
j
Tj ∏

f
Tj

b Tj

g

πj

φ1

πf
β

βj

(45)

a ∏
j
Tj ∏

f
Tj

b T i T j

g φ2

πi πf
β

βi Tf

(46)
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Ïîêàæåì, ÷òî
φ1β = φ2β.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
πfφ1β = πfφ2β

äëÿ ∀
f ∶ i → j.

Âîñïîëüçóåìñÿ êîììóòàòèâíîñòüþ äèàãðàìì (45) è (46). Èç (45) ïîëó÷àåì

πgφ1β = πjβ = βj.

Òàê êàê βi � êîíóñ,
βj = (Tf)βi.

Èç äèàãðàììû (46) ïîëó÷àåì

(Tf)βi = πfφ2β.

Òàêèì îáðàçîì,
φ1β = φ2β.

Òàê êàê g � óðàâíèòåëü, ∃! ìîðôèçì

ψ ∶ b → a

òàêîé, ÷òî
β = gψ. (47)

Èçîáðàçèì ψ íà äèàãðàììå (45):

a ∏
j
Tj ∏

f
Tj

b Tj

g

πj

φ1

πf
ψ β

βj

(47) âûïîëíåíî ⇐⇒
πiβ = (πig)ψ. (48)

Â ïðàâîé ÷àñòè (48) çàïèñàíû ÷àñòè íàøåãî êîíóñà, à ëåâàÿ ðàâíà βi ∀ i.

Ñîõðàíÿþùèå, îòðàæàþùèå è ñîçäàþùèå ïðåäåëû ôóíêòîðû

Äàäèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ÷àñòî âîçíèêàþò â òåîðèè êàòåãîðèé.
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Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêòîð

F ∶ C → D

ñîõðàíÿåò ïðåäåë limT , ãäå
T ∶ J → C,

åñëè äëÿ ïðåäåëüíîãî êîíóñà13

αj ∶ a → Tj, a = limT

êîíóñ
Fαj ∶ Fa → FTj

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ôóíêòîðà

FT ∶ J → D.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêòîð

F ∶ C → D

îòðàæàåò ïðåäåë limT , ãäå
T ∶ J → C,

åñëè ∀ êîíóñà
αj ∶ a → Tj

òàêîãî, ÷òî
Fαj ∶ Fa → FTj

� ïðåäåëüíûé êîíóñ äëÿ FT , êîíóñ αj � ïðåäåëüíûé äëÿ T .

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêòîð

F ∶ C → D

ñîçäàåò ïðåäåë limT , ãäå
T ∶ J → C,

åñëè ∃ ïðåäåë limFT è äëÿ ïðåäåëüíîãî êîíóñà

βj ∶ b → FTj

∃! êîíóñ
αj ∶ a → Tj,

ãäå a � íåêîòîðûé îáúåêò, òàêîé, ÷òî

Fαj = βj
è êîíóñ αj � ïðåäåëüíûé äëÿ T .

Êàê ïðàâèëî, ââåäåííàÿ âûøå òåðìèíîëîãèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäå-
íèÿ ôóíêòîðîâ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ïðåäåëàì (ôóíêòîð ñîõðàíÿåò ìàëûå ïðå-
äåëû, îòðàæàåò âñå ìàëûå ïðåäåëû èëè ñîçäàåò ìàëûå ïðåäåëû). Îáû÷íî ðå÷ü èäåò
êàòåãîðèÿõ, â êîòîðûõ óæå èçâåñòíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëû ñóùåñòâóþò.
13Êàê ìû çíàåì, äâà ïðåäåëüíûõ êîíóñà îòëè÷àþòñÿ íà èçîìîðôèçì. Èõ îáðàçû òîæå áóäóò îò-

ëè÷àòüñÿ íà èçîìîðôèçì, òàê êàê ôóíêòîð èçîìîðôèçìû ïåðåâîäèò â èçîìîðôèçìû. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ êàêîãî-òî îäíîãî ïðåäåëüíîãî êîíóñà âûïîëíÿëîñü óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ.
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Ïðåäåëû â êàòåãîðèè Sets

Ïóñòü J � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ.
Ïóñòü

T ∶ J → Sets

� ôóíêòîð. Òîãäà limT � ýòî ïîäìíîæåñòâî â∏
i
Ti, ñîñòîÿùåå èç íàáîðîâ (xi)i òàêèõ,

÷òî
(Tf)(xi) = xj

äëÿ ∀
f ∶ i → j â J.

Â êíèãå Ñ. Ìàêëåéíà ¾Êàòåãîðèè äëÿ ðàáîòàþùåãî ìàòåìàòèêà¿

limT = Cone ({∗}, T ) .

Çäåñü ÷åðåç Cone îáîçíà÷åíû êîíóñû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî êîíóñà ìû âû-
áèðàåì îäèí ýëåìåíò â êàæäîì Ti:

Ti

{∗}

Tj

αi

αj

(49)

Â ñîîòâåòñòâèè, êîòîðîå ìû ïèñàëè äî ýòîãî,

xi ∶= αi(∗).

Âñå Ti â (49) äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû:

Ti

{∗}

Tj

Tf

αi

αj
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Ëåêöèÿ 6. Ïðåäåëû â êàòåãîðèÿõ Top, R-Mod.
Íåïðåðûâíîñòü ôóíêòîðà Hom. Ïðåäåëû,

çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ïðåäåëû â êàòåãîðèÿõ Top è R-Mod

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè
T ∶ J → Sets

� ôóíêòîð, òî limT � ïîäìíîæåñòâî â ∏
j
∈ ObJTj íàáîðîâ

(aj)j∈ObJ , aj ∈ Tj

òàêèõ, ÷òî
(Tf)(ai) = aj

äëÿ ∀
f ∶ i → j â J.

Â êàòåãîðèè Top òî æå ñàìîå:

limT ⊆ ∏
j∈ObJ

Tj,

ãäå limT � òàêîé æå, êàê â êàòåãîðèè Sets, ∏
j∈ObJ

Tj � òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ, êî-

òîðàÿ èíäóöèðóåòñÿ â limT .
Íàðèñóåì äèàãðàììó, ÷òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó âñå ìîðôèçìû, ó÷àñòâóþùèå â îïè-

ñàíèè âûøå, íåïðåðûâíû. Âñå îòîáðàæåíèÿ íèæå íåïðåðûâíû:

limT ∏
i∈ObJ

Tj

b Tj

πi

βi
êîíóñ

Òîãäà
limT ∏

i∈ObJ
Tj

b Tj

πi
â ñèëó

ñîãëàñîâàííîñòè

βi
êîíóñ

Â êàòåãîðèè R-Mod, ãäå R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, àíàëîãè÷íî.
Òàêèì îáðàçîì, çàáûâàþùèå ôóíêòîðû

Top → Sets
R-Mod → Sets → Sets

ñîçäàþò ìàëûå ïðåäåëû.
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Íåïðåðûâíîñòü ôóíêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêòîð íåïðåðûâíûé, åñëè îí ñîõðàíÿåò ìàëûå ïðå-
äåëû.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ, c � ôèêñèðîâàííûé îáúeêò â C. Òîãäà ôóíê-
òîð

Hom(c,−) = C(c,−) (50)

íåïðåðûâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïèøåì (50):

C(c,−) ∶ C → Sets,

Hom-ôóíêòîð, ïðèìåíåííûé ê îáúåêòó d, ïî îïðåäåëåíèþ

C(c,−)d ∶= C(c, d).

Ïóñòü
f ∶ a → b

� ìîðôèçì. Òîãäà
C(c, f) ∶ C(c, a) → C(c, b)
g ↦ fg,

ãäå
g ∶ c → b.

Ïóñòü
T ∶ J → C

� ôóíêòîð,
αj ∶ a → Tj

� ïðåäåëüíûé êîíóñ. Äîêàæåì, ÷òî

C(c,αj) ∶ C(c, a) → C(c, T j)

� ïðåäåëüíûé êîíóñ ôóíêòîðà

C (c, T (−)) ∶ J → Sets.

Ïóñòü
βj ∶ X → C(c, T j)

� äðóãîé êîíóñ íàä ôóíêòîðîì C (c, T (−)). X � ìíîæåñòâî. Ïðè ôèêñèðîâàííîì
x ∈X ïîëó÷èì

βj(x) ∈ C(c, T j),
òî åñòü

βj(x) ∶ c → Tj

� êîíóñ íàä T â C.
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Òîãäà ∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì

γ(x) ∶ c → a

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

c T j

a

βj(x)

γ(x) αj

Ìû ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå
γ ∶ X → C(c, a)

òàêîå, ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

X C(c, T j)

C(c, a)

βi

γ
C(c,αj)

Åäèíñòâåííîñòü îòîáðàæåíèÿ γ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïîäñòàâèâ x ∈ X, ïîëó÷èì
äèàãðàììó óæå â C.

Ïðåäåëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà. Ïðåäåëû â êàòåãîðèÿõ
ôóíêòîðîâ

Ïðîèçâåäåíèå ìàëûõ êàòåãîðèé. Áèôóíêòîð

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü I è J � ìàëûå êàòåãîðèè. Èõ ïðîèçâåäåíèå â Cats � ýòî I ×J ,
ãäå îáúåêòû � ýòî ïàðû

(i, j), i ∈ Ob I, j ∈ ObJ.
Åñëè i1, i2 ∈ Ob I, j1, j2 ∈ ObJ, òî

(I × J) ((i1, j1), (i2, j2)) = {(f, g), ãäå
f ∶ i1, → i2 â I
g ∶ j1 → j2 â J

}

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêòîð
T ∶ I × J → C

íàçûâàåòñÿ áèôóíêòîðîì (òàê êàê ïî ñóòè ó íåãî äâà àðãóìåíòà).

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áèôóíêòîðàìè è ôóíêòîðàìè â
êàòåãîðèþ ôóíêòîðîâ

Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áèôóíêòîðàìè è ôóíêòîðàìè â êàòåãîðèþ ôóíê-
òîðîâ.
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Çàáåãàÿ âïåðåä, ñêàæåì, ÷òî ∃ åñòåñòâåííûå áèåêöèè

Sets (A ×B,C) →̃ Sets (A,Sets(B,C)) ,

ãäå A, B, C � ìíîæåñòâà.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ∃ åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ

CAT (I × J,C) →̃ CAT (I,CAT(J,C)) .

Çäåñü CAT � êàòåãîðèÿ áîëüøèõ êàòåãîðèé, CAT(J,C) = CJ .
Ìû ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêòîðû

T ∶ I × J → C ↦ T̃ ∶ I → CJ .

T̃ (i)(j) ∶= T (i, j)
T̃ (i)(g) ∶= T (idi, g)

äëÿ ∀ ìîðôèçìîâ g â J .
T̃ (f)(j) = T (f, idj)

� eñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

f ∶ i1 → i2,
g ∶ j1 → j2.

Òîãäà

T (i1, j1) T (i2, j1)

T (i1, j2) T (i2, j2)

T (f,idj1)

T (idi1 ,g) T (idi2 ,g)

T (f,idj2)

(51)

Çäåñü
T (i1, j1)

T (i1, j2)

T (idi1 ,g) è

T (i2, j1)

T (i2, j2)

T (idi2 ,g)

� � ôóíêòîðû T̃ (i1) è T̃ (i2) ñîîòâåòñòâåííî.
Îáå êîìïîçèöèè (51) ðàâíû T (f, g), òàê êàê ýòî T � áèôóíêòîð, òî åñòü T̃ (f) �

åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Îáðàòíî, T̃ îäíîçíà÷íî çàäàåò T . Íàäî äîîïðåäåëèòü

T (f, g) ∶= T (idi2 , g)T (f, idj1).

Îïðåäåëåíèå ïðåâðàùàåò T â áèôóíêòîð â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû
(51).
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Ïîêîìïîíåíòíîå âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ â êàòåãîðèÿõ
ôóíêòîðîâ

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü äàí ôóíêòîð

T ∶ I × J → C,

C � êàòåãîðèÿ. Ïóñòü ∀ j ∈ J
∃ lim

j∈ObJ
T (i, j).

Òîãäà ∃ ïðåäåë
lim T̃ ∶ J → C,

ïðè÷åì
(lim T̃ ) (j) = lim

i∈Ob I
T (i, j),

òî åñòü ïðåäåëû â êàòåãîðèè CJ ôóíêòîðîâ J → C âû÷èñëÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ìîðôèçì

f ∶ j1 → j2 â J.

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå êîíóñû:

lim
i
T (i, j1) T (i, j1)

lim
i
T (i, j2) T (i, j2)

T (idi,g)

Çàìåòèì, ÷òî

lim
i
T (i, j1) T (i, j1)

T (i, j2)

T (idi,g)

� êîíóñ íàä T (−, j2).
Òîãäà

lim
i
T (i, j1) T (i, j1)

lim
i
T (i, j2) T (i, j2)

lim
i
T (i,g) T (idi,g)

Îïðåäåëèì ìîðôèçì lim
i
T (i, g) ÷åðåç êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû âûøå.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ýòî ïðåâðàùàåò lim
i
T (i,−) â ôóíêòîð.

Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî
lim
i
T (i,−) = lim

i
T̃ .
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Ïðåäåëüíûé êîíóñ

lim
i
T (i,−) T (i,−)

èç åñòåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Êîíóñîì ýòî áóäåò â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè

lim
i
T (i, j) T (i1, j)

T (i2, j)

T (f,idj)

∀ f ∶ i1 → i2 â I è ∀ j ∈ ObJ.
Ïóñòü

F ⇒ T (i,−)
äðóãîé êîíóñ â CJ , òî åñòü ∀ j

lim
i
T (i, j)

Fj T (i, j)

αj
(52)

Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû ÷åðåç αj. Òîãäà ïîëó÷àåì äèàãðàììó

lim
i
T (i,−)

F T (i,−)

α
(53)

α åäèíñòâåííî, òàê êàê âñÿêîå αj åäèíñòâåííî. Äèàãðàììà ñ α (53) êîììóòàòèâíà,
òàê êàê êîììóòàòèâíà äèàãðàììà ñ αj (52).
Åñòåñòâåííîñòü α ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî lim

i
T (i, j) � ïðåäåë, è êîììóòàòèâíîñòè

äèàãðàììû íèæå. Ïóñòü
g ∶ j1 → j2.

Äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

lim
i
T (i, j1) T (i, j1)

Fj1

lim
i
T (i, j2) T (i, j2)

Fj2

lim
i
T (i,g) T (idi,g)

αj1

αj2

Fg
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Ïðàâàÿ ãðàíü êîììóòèðóåò, òàê êàê F ⇒ T (i,−) � êîíóñ. Çàäíÿÿ ãðàíü êîììóòè-

ðóåò ïî îïðåäåëåíèþ lim
i
T (i, g). (lim

i
T (i, g))αj1 è αj2Fg ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè ïîñëå

êîìïîçèöèè ñ
lim
i
T (i, j2) → T (i, j2) ∀ i.

Òî åñòü ýòî äâà ìîðôèçìà, ïî êîòîðûì êîíóñ

Fj1 → T (i, j2)

ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ïðåäåëüíûé êîíóñ, òî åñòü

(lim
i
T (i, g))αj1 = αj2Fg,

è α � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Çàìå÷àíèå 6.1. Ìû íå ðàç áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òðþêîì èç äîêàçàòåëüñòâà âû-
øå, ÷òîáû äîêàçûâàòü ðàâåíñòâî äâóõ ìîðôèçìîâ ìåæäó îäèíàêîâûìè îáúåêòàìè.
Ïðåäïîëîæèì, õîòèì äîêàçàòü

a b

Ìû ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé êîíóñ Tj:

a b Tj
αj

è ïîêàæåì, ÷òî êîìïîçèöèè êîíóñà ñî âñåìè êîìïîíåíòàìè ñîâïàäàþò äëÿ ∀ j. Â
ñèëó åäèíñòâåííîñòè ñðàâíèâàþùåãî ìîðôèçìà äëÿ ïðåäåëüíîãî êîíóñà â îïðåäå-
ëåíèè ïðåäåëà èñõîäíûå ìîðôèçìû áóäóò ðàâíû.

Ðàâåíñòâî ïîâòîðíîãî ïðåäåëà äâîéíîìó

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü
T ∶ I × J → C

� ôóíêòîð. Ïóñòü
∀ i ∃ lim

j
T (i, j) è ∃ lim

i
lim
j
T (i, j).

Òîãäà
∃ lim

i,j
T (i, j) = lim

i
lim
j
T (i, j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
βij ∶ b → T (i, j) (54)

� íåêèé êîíóñ. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó

lim
i
lim
j
T (i, j) lim

j
T (i, j)

b T (i, j)βij
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Òàê êàê (54) � êîíóñ, äëÿ ∀ i ýòî òîæå êîíóñ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå îòîá-
ðàæåíèå γi:

lim
i
lim
j
T (i, j) lim

j
T (i, j)

b T (i, j)

γi

βij

(55)

Ìîæíî ðàññìîòðåòü äèàãðàììó äëÿ i1 è i2. Ïîëó÷èì, ÷òî

lim
j
T (i, j)

b

γi

òîæå êîíóñ ïî i íàä ôóíêòîðîì lim
j
T (i, j). Ïîýòîìó ∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì h,

äåëàþùèé äèàãðàììó (55) êîììóòàòèâíîé:

lim
i
lim
j
T (i, j) lim

j
T (i, j)

b T (i, j)
h

γi

βij
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Ëåêöèÿ 7. Ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû. Ãîìîìîðôèçì
ãðàôîâ. Ïðåäåëû äèàãðàìì êàê ïðåäåëû

ôóíêòîðîâ. Êîïðåäåë. Óíèâåðñàëüíûé êâàäðàò

Ñëåäñòâèÿ

Íàïîìíèì, íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè äàí ôóíêòîð

T ∶ I → CJ ,

òî limT âû÷èñëÿåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî.

Ñëåäñòâèå. Åñëè êàòåãîðèÿ C ïîëíà â ìàëîì, òî åñòü â C ∃ âñå ìàëûå ïðåäåëû,
òî ∀ êàòåãîðèè J êàòåãîðèÿ CJ ôóíêòîðîâ J → C òàêæå ïîëíà.

Ñëåäñòâèå. Â ïðîøëûé ðàç ìû äîêàçàëè, ÷òî

lim
i,j
T (i, j) = lim

i
lim
j
T (i, j).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ìåíÿòü çíàêè ïðåäåëîâ ìåñòàìè:

lim
i
lim
j
T (i, j) = lim

j
lim
i
T (i, j).

Çäåñü
T ∶ I × J → C.

Ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû

Èòàê, ìû ãîâîðèëè ïðî ïðåäåë ôóíêòîðà. ×àñòî ðàññìàòðèâàþò íå ôóíêòîð, à
êàêóþ-òî äèàãðàììó è èùóò ïðåäåë äèàãðàììû, òî åñòü óíèâåðñàëüíûé êîíóñ íàä
íåé.
Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê îáñóæäåíèþ ãðàôîâ è äèàãðàìì, äàäèì îïðåäåëåíèå ñî-

ïðÿæåííûõ ôóíêòîðîâ. Ïîäðîáíî ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ
íåìíîãî ïîçäíåå â êóðñå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü
F ∶ X → A,G A → X

� ôóíêòîðû, X, A � êàòåãîðèè. Ðàññìîòðèì áèôóíêòîðû

A(F−,−) è X(−,G−) ∶ Xop ×A → Sets.

Åñëè ýòè áèôóíêòîðû èçîìîðôíû, òî ãîâîðÿò, ÷òî F � ëåâûé ñîïðÿæåííûé äëÿ G,
à G � ïðàâûé ñîïðÿæåííûé äëÿ F . Ïèøóò: F ⊣ G.
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Ðàñøèôðóåì òðåáîâàíèå èçîìîðôíîñòè áèôóíêòîðîâ èç îïðåäåëåíèÿ . Ýòî çíà-
÷èò, ÷òî ∃ åñòåñòâåííàÿ ïî a ∈ ObA è x ∈ ObX áèåêöèÿ

αx,a ∶ A(Fx, a) → X(x,Ga).

Åñòåñòâåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ∀ ïàðû ìîðôèçìîâ

f ∶ x′ → x,
g ∶ a → a′

äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

A(Fx, a) X(x,Ga)

A(Fx′, a′) X(x′,Ga′)

αx,a

A(Ff,g) X(f,Gg)
αx′,a′

Çäåñü äëÿ ∀
h ∶ Fx → a

A(Ff, g)h = gh(Ff).

Îïðåäåëåíèå. Ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê çàáûâàþùåìó ôóíêòîðó íàçûâàåòñÿ ñâîáîä-
íûì.

Ïðèìåðû. 1. Ïóñòü ôóíêòîð

F ∶ Sets → Grp

îïðåäåëåí êàê F(X) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñî ñâîáîäíûìè ïîðîæäàþùèìè èç
ìíîæåñòâà X.

Ïóñòü
f ∶ X → Y

� îòîáðàæåíèå. Òîãäà

F(X) X

F(Y ) Y

∃!F(f) f

Çàáûâàþùèé ôóíêòîð
U ∶ Grp → Sets.

Òîãäà F ⊣ U . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

Grp (F(X),G) ≅ Sets(X,UG)

� åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ ïî X è G.

Çàìå÷àíèå 7.1. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîíÿòèå çàáûâàþùåãî ôóíêòîðà íå ÿâëÿ-
åòñÿ êàòåãîðíûì.
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2. Ñîïðÿæåíèå ñ ïðîøëîé ëåêöèè

CAT (I × J,X) ≅ CAT (I,CJ) .

Çäåñü
(−) × J ⊣ (−)J .

3. Ñîïðÿæåíèå èç ïóíêòà 2 � ýòî îáîáùåíèå ñëåäóþùåãî ñîïðÿæåíèÿ:

Sets(X × Y,Z) ≅ Sets (X,Sets(Y,Z)) .

4. Ðàññìîòðèì åùå ïðèìåð èç ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïóñòü K � ïîëå. Òîãäà

VectK (U ⊗ V,W ) ≅ VectK (U,VectK(V,W )) .

¾Ôóíêòîð ⊗ ñîïðÿæåí ñ ôóíêòîðîì Hom¿.

Ïðåäåëû äèàãðàìì êàê ïðåäåëû ôóíêòîðîâ

Íà÷íåì ñ áàçîâûõ îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô � ýòî ïàðà (âîçìîæíî, áîëüøèõ) ìíîæåñòâ
(V,E) (V ìû íàçûâàåì ¾ìíîæåñòâî âåðøèí¿, à E � ¾ìíîæåñòâî ðåáåð¿) è îòîáðà-
æåíèé

s ∶ E → V

(¾íà÷àëî ðåáðà¿) è
t ∶ E → V

(¾êîíåö ðåáðà¿):

s(e) t(e)
e

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü
Γ = (V,E, s, t)
Γ′ = (V ′,E′, s′, t′)

� ãðàôû. Òîãäà ïàðà (f0, f1), ãäå

f0 ∶ V → V ′,
f1 ∶ E → E′,

íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðàôîâ Γ→ Γ′, åñëè

s′ (f1(e)) = f0 (s(e))
t′ (f1(e)) = f0 (t(e))

∀ e ∈ E.

Ïðèìåð. Êàòåãîðèè � ãðàôû, ôóíêòîðû � èõ ãîìîìîðôèçìû.
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Ïóñòü Graphs � êàòåãîðèÿ ìàëûõ14 ãðàôîâ. Ó íàñ åñòü çàáûâàþùèé ôóíêòîð15

U ∶ Cats → Graphs.

Ó ýòîãî ôóíêòîðà åñòü ëåâûé ñîïðÿæåííûé16:

F ∶ Graphs → Cats.

Íàäî, ÷òîáû ∃ åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ

Cats (F(Γ),C) ≅ Graphs (Γ, UC) . (56)

UF(Γ)

Γ UC

UM

∃! ôóíêòîð
M ∶ F(Γ) → C.

Îáúåêòû â F(Γ) � ýòî âåðøèíû â Γ. Ìîðôèçìû â F(Γ) � ýòî ïóòè â Γ.

Óïðàæíåíèå 7.1. Ïðîâåðèòü åñòåñòâåííîñòü (56) ïî Γ è C.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äèàãðàììó:

a b

c

f

g
(57)

Äèàãðàììó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ãîìîìîðôèçì íåêîòîðîãî ãðàôà â êàòåãîðèþ.
Òî÷íî òàê æå, êàê ìû îïðåäåëÿëè êîíóñ íàä ôóíêòîðîì, ìîæíî îïðåäåëèòü êîíóñ

íàä äèàãðàììîé. Îïóñòèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå. Äëÿ (57) êîíóñ íàä äèàãðàì-
ìîé, íàïðèìåð, áóäåò èìåòü âèä

u

a b

c

f

g

(58)

Àíàëîãè÷íî êîíóñó íàä ôóíêòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ êîíóñ íàä äèàãðàììîé, à àíàëî-
ãè÷íî ïðåäåëó ôóíêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë äèàãðàììû. Ïðåäåëüíûé êîíóñ íàä
äèàãðàììîé äîîïðåäåëÿåòñÿ äî êîíóñà íàä ôóíêòîðîì èç ñîîòâåòñòâóþùåé ñâîáîä-
íîé êàòåãîðèè. Ïóñòü

T ∶ Γ → C
14Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàáîòàòü ñ ìàëûìè ãðàôàìè è ìàëûìè êàòåãîðèÿìè.
15Íàïîìíèì, Cats � êàòåãîðèÿ ìàëûõ êàòåãîðèé.
16Ëåâûé ñîïðÿæåííûé ê çàáûâàþùåìó, òî åñòü ñâîáîäíûé.

63

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРИЯ КАТЕГОРИЙ
ГОРДИЕНКО АЛЕКСЕЙ СЕРГЕЕВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

� äèàãðàììà, åå ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî ôóíêòîðà

T̃ ∶ F(Γ) → C.

Òîãäà
limT = lim T̃ .

Çäåñü äîáàâëåíèå íîâûõ ñòðåëîê, íàïðèìåð, íà äèàãðàììå (58) ñòðåëêè a → c ñî-
õðàíÿåò êîììóòàòèâíîñòü:

u

a b

c

f

g

Êîïðåäåë

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê îáñóæäåíèþ êîïðåäåëà, ñêàæåì ïðî ôóíêòîð ñîïîñòàâëå-
íèÿ êàæäîé êàòåãîðèè êàòåãîðèè, äâîéñòâåííîé ê íåé.
Ñîïîñòàâëåíèå êàæäîé êàòåãîðèè êàòåãîðèè, äâîéñòâåííîé ê íåé (−)op � êîâàðè-

àíòíûé ôóíêòîð, îïðåäåëåííûé íà êàòåãîðèÿõ.
Ïóñòü çàäàí ôóíêòîð

F ∶ X → A. (59)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîîòâåòñòâèå

Xop → Aop. (60)

Cïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:

y

x ∈Xop(y, x)

f z→
Fy

Fx ∈ Aop(Fy,Fx)

Ff

Ïîýòîìó ôóíêòîð (60) è îáîçíà÷àåòñÿ F op:

F op ∶ Xop → Aop.

Çàìå÷àíèå 7.2. Êàê óæå ãîâîðèëîñü ðàíåå, îäíî èç ïðåèìóùåñòâ ðàññìîòðåíèÿ
êàòåãîðèé � ýòî òî, ÷òî ìîðôèçìû (íåîáÿçàòåëüíî îòîáðàæåíèÿ) ìîæíî íàïðàâèòü
â äðóãóþ ñòîðîíó, òî åñòü ðàññìîòðåòü äâîéñòâåííóþ êàòåãîðèþ.
Îäíàêî ïðîñòî îòîáðàæåíèÿ ìû íå ìîæåì òàê ïðîñòî íàïðàâèòü â äðóãóþ ñòîðî-

íó. Ôóíêòîð (59) ñîñòîèò èç äâóõ îòîáðàæåíèé (íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ è íà ìíî-
æåñòâå ìîðôèçìîâ). Ïðîñòî íàïðàâèòü èõ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó íå âûéäåò.
Èíîãäà â òàêîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ âíóòðåííèå êàòåãîðèè, êîãäà âìåñòî ìíî-
æåñòâà îáúåêòîâ è ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà îáúåêòà â êàêîé-òî
êàòåãîðèè (à íå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ). Ìåæäó íèìè åñòü ñîïîñòàâëåíèå, êîìïîçèöèÿ,
ìîðôèçìû. Òîãäà ìû ìîæåì äåéñòâèòåëüíî ïîâåðíóòü ôóíêòîð â äðóãóþ ñòîðîíó.
Ýòî áóäåò ôóíêòîð ìåæäó âíóòðåííèìè êàòåãîðèÿìè â äâîéñòâåííîé êàòåãîðèè.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü
T ∶ J → C

� ôóíêòîð. Åãî êîïðåäåë � ýòî ïðåäåë ôóíêòîðà

T op ∶ Jop → Cop.

Ðàñïèøåì îïðåäåëåíèå ïîäðîáíî. Êîêîíóñ íàä T ñ âåðøèíîé â a � ýòî åñòåñòâåí-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå èç ôóíêòîðà T â êîíñòàíòíûé ôóíêòîð a:

αj ∶ Tj → a.

Äèàãðàììà
Ti a

Tj

αi

Tf αj

êîììóòàòèâíà äëÿ ∀
∀ f ∶ i → j â J.

Êîêîíóñ α íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì, åñëè ∀ êîêîíóñà

βj ∶ Tj → b

∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì
γ ∶ a → a

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà äëÿ ∀ j ∈ ObJ:

Tj a

b

αj

βj
γ

Îáîçíà÷åíèå êîïðåäåëà:
colimT ∶= a.

Ïðèìåíÿÿ òî, ÷òî ìû ãîâîðèëè î ïðåäåëàõ, ê äâîéñòâåííûì êàòåãîðèÿì, ïîëó÷èì
àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ êîïðåäåëîâ.

Çàìå÷àíèå 7.3. Äðóãèå íàçâàíèÿ êîïðåäåëà:

� ïðÿìîé ïðåäåë lim
Ð→

;

� èíäóêòèâíûé ïðåäåë liminj.

Ýòè âàðèàíòû íàçâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ðåæå è ñ÷èòàþòñÿ óñòàðåâøèìè äëÿ òåîðèè
êàòåãîðèé, íî ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ â äðóãèõ îáëàñòÿõ, íàïðèìåð, òîïîëîãèè èëè ôóíê-
öèîíàëüíîì àíàëèçå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû êîïðåäåëîâ.
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Ïðèìåðû. 1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ïîäìíîæåñòâ

{Ui} , Ui ⊆ U, i ∈ J.

Åñëè Ui ⊆ Uj, òî ∃! ñòðåëêà i→ j. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ðàññìàòðèâàåì ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ U ïî âêëþ÷åíèþ.

i ≤ j ⇐⇒ Ui ⊆ Uj.

Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû ∀ x ∈ Ui ∩Uj ∃ k òàêîå, ÷òî

x ∈ Uk ⊆ Ui ∩Uj.

Ôóíêòîð
T ∶ i ↦ Ui,

T (i → j) � âëîæåíèå Ui ↪ Uj. Êîïðåäåë çäåñü � ýòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
V , â êîòîðîå âêëàäûâàþòñÿ âñå Ui, âëîæåíèÿ ñîãëàñîâàííûå, è äèàãðàììà
óíèâåðñàëüíà (òî åñòü àíàëîè÷íî äëÿ äðóãîãî êîíóñà):

Ui V

Uj

Òàêèì îáðàçîì,
colimT =⋃

i

Ui.

2. Êîïðîèçâåäåíèå � êîïðåäåë ôóíêòîðà èç äèñêðåòíîé êàòåãîðèè.

3. Êîóðàâíèòåëü
a b

c

coeq(f,g)

� ýòî êîïðåäåë èç êàòåãîðèè ⋅⇉ ⋅

4. (Óíèâåðñàëüíûé êâàäðàò, pushout) Ïóñòü çàäàíû ìîðôèçìû

f ∶ a → b
g ∶ a → c

Óíèâåðñàëüíûì êâàäðàòîì íàçûâàåòñÿ ïàðà ìîðôèçìîâ

u ∶ b → d,
v ∶ c → d,

ãäå d � íåêèé îáúåêò, òàêàÿ, ÷òî

1) uf = vq;
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2) Äëÿ ∀
p ∶ b → x,
q ∶ c → x,

ãäå x ∈ ObC (èç ðàññìàòðèâàåìîé êàòåãîðèè), òàêèõ, ÷òî

pf = qg,

∃! ìîðôèçì
r ∶ d →, x

òàêîé, ÷òî
ru = p,
rv = q.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà:

a c

b d

x

g

f v
q

u

p

∃!r
⌜

Ïðèìåð. (Ïðèìåð óíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà) Ïóñòü åñòü âëîæåíèÿ ãðóïï A ↪ G,
A↪H. Ðàññìîòðèì óíèâåðñàëüíûé êâàäðàò

A G

H H ∗A G⌜

H ∗A G � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ñ îáúåäèí¼ííîé ïîäãðóïïîé.

67

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРИЯ КАТЕГОРИЙ
ГОРДИЕНКО АЛЕКСЕЙ СЕРГЕЕВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ëåêöèÿ 8. Êîïðåäåëû â êàòåãîðèÿõ Sets, Top,
R-Mod. Ìîíîìîðôèçìû è ýïèìîðôèçìû. Ìîíî- è

ýïèìîðôèçìû â êàòåãîðèÿõ Sets, Top, Metr,
R-Mod, Grp

Êîïðåäåëû â êàòåãîðèÿõ Sets, Top, R-Mod

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå êîïðåäåëà. Ïóñòü

T ∶ J ∶ → C

� ôóíêòîð. Ãîâîðÿò, ÷òî
αj ∶ Tj → c

� êîêîíóñ, åñëè äèàãðàììà
Ti c

Tj

αi

Tf αj

êîììóòàòèâíà äëÿ âñåõ ìîðôèçìîâ

f ∶ i → j â J.

Ãîâîðÿò, ÷òî êîêîíóñ
αj ∶ Tj → c

êîïðåäåëüíûé è ïèøóò
c = colimT,

åñëè ∀ êîêîíóñà
βj ∶ Tj → b

∃! ìîðôèçì
φ ∶ c → b

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà
c

T j

b

φ

αj

βj

(61)

êîììóòàòèâíà ∀ j ∈ ObJ.

Ïîãîâîðèì î êîïðåäåëàõ â êàòåãîðèÿõ Sets, Top, R-Mod.
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1. Ïóñòü
T ∶ J → Sets.

Òîãäà
colimT =⊔

j

Tj/ ∼,

ãäå ∼ � ìèíèìàëüíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè òàêîå, ÷òî

(Tf)(x) ∼ x

äëÿ
∀ f ∶ i → j â J, ∀ x ∈ Ti.

2. Çàáûâàþùèé ôóíêòîð Top → Sets ñîçäàåò êîïðåäåëû. Ââåäåì íà ⊔
j
Tj/ ∼=

colimT íàèáîëüøóþ òîïîëîãèþ òàêóþ, ÷òî âñå αj íåïðåðûâíû17

⊔
j
Tj/ ∼

Tj

B

αj

βj

Òî åñòü U ⊆ colimT îòêðûòî ⇐⇒ ∀ j α−1j îòêðûòû.

3. Â êàòåãîðèè R-Mod ëåâûõ ìîäóëåé íàä àññîöèàòèâíûì êîëüöîì R ñ 1 êîïðå-
äåëû äðóãèå, òàê êàê òàì êîïðîèçâåäåíèå � ïðÿìàÿ ñóììà.

Ïóñòü
T ∶ J → R-Mod

� ôóíêòîð. Òîãäà
colimT =⊕

j

Tj/N,

ãäå N � R-ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûé ýëåìåíòàìè

(Tf)(a) − a ∀ a ∈ Ti,

ãäå
f ∶ i → j

� ìîðôèçì â J .

17Íà äèàãðàììå íèæå ìû èñïîëüçóåì B, à íå b, êàê íà (61), òàê êàê ðå÷ü çäåñü èäåò î ìíîæåñòâàõ.
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Ìîíîìîðôèçìû è ýïèìîðôèçìû

Ñóùåñòâóåò öåëûé ðàçäåë àëãåáðû, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ êàòåãîðíàÿ àëãåáðà è êî-
òîðûé çàíèìàåòñÿ òåì, ÷òî õàðàêòåðèçóåò àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà íà ÿçûêå ñòðå-
ëîê è äèàãðàìì. Ïîíÿòèÿ ìîíîìîðôèçìà è ýïèìîðôèçìà ìîæíî ñ÷èòàòü ïîïûòêîé
îõàðàêòåðèçîâàòü ñþðúåêòèâíûå è èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ íà ÿçûêå ñòðåëîê è
äèàãðàìì. Êàê ìû óâèäèì íèæå, äëÿ íåêîòîðûõ êàòåãîðèé (íàïðèìåð, Grp èëè
Sets) ýòî äåéñòâèòåëüíî äàåò íóæíûé ðåçóëüòàò. Äëÿ äðóãèõ êàòåãîðèé ýòè ïîíÿ-
òèÿ ïðèõîäèòñÿ íåìíîãî ¾ïîäêðó÷èâàòü¿.
Ïóñòü

f ∶ a → b

� ìîðôèçì â íåêîòîðîé êàòåãîðèè C.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî f � ìîíîìîðôèçì, åñëè èç òîãî, ÷òî

fα = fβ

äëÿ íåêîòîðûõ ìîðôèçìîâ
α,β ∶ c → a,

ãäå c � íåêèé îáúåêò, ñëåäóåò, ÷òî
α = β.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà:

c a b
α

β

f

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî f � ýïèìîðôèçì, åñëè f � ìîíîìîðôèçì â Cop, òî åñòü
èç

αf = βf
ñëåäóåò, ÷òî

α = β.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà:

a b c
f α

β

Åñëè îáúåêòû â C � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, à ìîðôèçìû � íåêîòîðûå îòîáðàæå-
íèÿ, òî, î÷åâèäíî, èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ � ìîíîìîðôèçìû, à ñþðúåêòèâíûå �
ýïèìîðôèçìû.

Ìîíîìîðôèçìû è ýïèìîðôèçìû â êàòåãîðèè Sets

Òåîðåìà 8.1. Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ Sets âñå ìîíîìîðôèçìû èíúåêòèâíû, à ýïè-
ìîðôèçìû ñþðúåêòèâíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü
f ∶ A → B

íåèíúåêòèâíî, òî åñòü
f(a1) = f(a2)

äëÿ a1 ≠ a2, a1, a2 ∈ A.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî èç îäíîé òî÷êè {∗} è îòîáðàçèì åãî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

{∗} A
α

β

α(∗) = a1
β(∗) = a2

Òîãäà
α ≠ β,

íî
fα = fβ.

Òàêèì îáðàçîì, f � íå ìîíîìîðôèçì.

2. Åñëè f íå ñþðúåêòèâíî, òî âûáåðåì x ∈ B ∖ f(A). Ïîëîæèì

B {0,1}
α

β

α(b) = 0 ∀ b ∈ B,

β(b) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0, b ≠ x
1, b = x

Òîãäà
αf = βf,

íî
α ≠ β,

òî åñòü f � íå ýïèìîðôèçì.

Ìîíîìîðôèçìû è ýïèìîðôèçìû â êàòåãîðèè Top

Â êàòåãîðèè Top îòâåò òàêîé æå, òàê êàê íà {1,2} ìîæíî ââåñòè òîïîëîãèþ
{∅,{1,2}} è α è β áóäóò íåïðåðûâíû.
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Ìîíîìîðôèçìû è ýïèìîðôèçìû â êàòåãîðèè Metr

Ïóñòü Metr � êàòåãîðèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ íåïðåðûâíûìè îòîáðàæå-
íèÿìè â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ. Îïÿòü ìîíîìîðôèçìû = èíúåêöèè (äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íî).

Òåîðåìà 8.2.
f ∶ A → B

� ýïèìîðôèçì â Metr ⇐⇒ f(A) ïëîòåí â B.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐ Ïóñòü f(A) ïëîòåí â B. Ïðîâåðèì, ÷òî f � ýïèìîðôèçì.

Ïóñòü
α,β ∶ B ⇉ C

� íåïðåðûâíûå,
αf = βf.

Ïóñòü x ∈ B. Òàê êàê f(A) ïëîòíî â B, òî ∃ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ⊆ A
òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

f(an) = x.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè α è β

α(x) = α ( lim
n→∞

f(an)) = lim
n→∞
(αf) (an) = lim

n→∞
(βf)(an) = β ( lim

n→∞
f(an)) = β(x),

òî åñòü
α = β,

òàê êàê íà âñåõ òî÷êàõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò.

⇒ Ïóñòü f � ýïèìîðôèçì. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé A = ∅. Ïóñòü B ≠ ∅. Ôèêñèðóåì
b0 ∈ B è ðàññìîòðèì

α,β ∶ B → R,

α(b) ∶= ρ(b, b0)
β(b) ∶= ρ(b, b0) + 1

∀ b ∈ B,

ãäå ρ � ìåòðèêà â B. Îíè íåïðåðûâíû,

αf = βf,

òî åñòü ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè B = ∅, òî f , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.
Ïóñòü òåïåðü A ≠ ∅. Ïîëîæèì

α(b) = 0,
β(b) = inf

a∈A
ρ (b, f(a)) .

Ïðîâåðèì íåïðåðûâíîñòü β. Ïóñòü ε > 0, b0 ∈ B. Ïóñòü b ∈ B òàêîâî, ÷òî

ρ(b, b0) <
ε

2
.
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Òîãäà ∀ a ∈ A
∣ρ (b, f(a)) − ρ (b0, f(a))∣ ≤ ρ (b, b0) <

ε

2
. (62)

â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. Ïåðåõîäÿ â (62) ê inf, ïîëó÷èì

∣β(b) − β(b0)∣ ≤
ε

2
< ε.

Ðàñïèøåì ïåðåõîä ê inf áîëåå ïîäðîáíî. Ðàñêðûâàÿ ìîäóëü â (62), ïîëó÷èì

ρ (b0, f(a)) −
ε

2
< ρ (b, f(a)) < ρ (b0, f(a)) +

ε

2
. (63)

Äëÿ ëåâîé ÷àñòè (63) ñïðàâåäëèâî

β(b0) −
ε

2
< ρ(b, f(a) ∀ a ∈ A.

Ïåðåõîäÿ ê inf, ïîëó÷èì
β(b0) −

ε

2
≤ β(b).

Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (63) ñïðàâåäëèâî

β(b) < ρ (b0, f(a)) +
ε

2
∀ a ∈ A.

Ïåðåõîäÿ ê inf, ïîëó÷àåì
β(b) ≤ β(b0) +

ε

2
.

Èòàê, íåïðåðûâíîñòü β äîêàçàíà.

Äàëåå,
β (f(a)) = 0 ∀ a ∈ A,

òî åñòü
βf = αf.

Îòñþäà
α = β,

òî åñòü ∀ b ∈ B
inf
a∈A

ρ (b, f(a)) = 0,

à çíà÷èò, ∃ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)n, ÷òî

lim
n→∞

f(an) = b.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà b ∈ B ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ f(A), à çíà÷èò,
f(A) ïëîòíî â B.
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Ìîíîìîðôèçìû è ýïèìîðôèçìû â êàòåãîðèè R-Mod

Òåîðåìà 8.3. Â êàòåãîðèè R-Mod, ãäå R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1, ýïèìîðôèçìû
ñþðúåêòèâíû, à ìîíîìîðôèçìû èíúåêòèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü
f ∶ A → B

� ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé, Kerf ≠ 0. Âûáåðåì

a ∈ Kerf, a ≠ 0.

Ðàññìîòðèì
α,β ∶ R ⇉ A,

α(r) = 0
β(r) = ra ∀ r ∈ R.

Òîãäà
fα = fβ = 0,

íî α ≠ β, òî åñòü f � íå ìîíîìîðôèçì.

2. Ïóñòü f(A) ≠ B. Ðàññìîòðèì

α,β ∶ B ⇉ B/f(A),

ãäå α = 0, β � åñòåñòâåííûé ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì. Òîãäà

αf = βf = 0,

íî α ≠ β, òî åñòü f � íå ýïèìîðôèçì.

Ìîíîìîðôèçìû è ýïèìîðôèçìû â êàòåãîðèè Grp

Òåîðåìà 8.4. Â êàòåãîðèè ãðóïï Grp ìîíîìîðôèçìû = èíúåêòèâíûå ãîìîìîðôèç-
ìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
f ∶ G → H

� ãîìîìîðôèçì ãðóïï, Kerf ≠ 0. Âûáåðåì g ∈ Kerf è îïðåäåëèì

α,β ∶ Z ⇉ G,

α(n) = 1
β(n) = gn ∀ n ∈ Z.

Òîãäà
fα = fβ,

íî α ≠ β, à çíà÷èò, f � íå ìîíîìîðôèçì.
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Ëåêöèÿ 9. Ïîäîáúåêòû è ôàêòîðîáúåêòû.
Ïåðåñå÷åíèå ïîäîáúåêòîâ. Ïóëáýê ñ ó÷àñòèåì

ìîíîìîðôèçìà. Èåðàðõèÿ ìîíî- è ýïèìîðôèçìîâ

Ýïèìîðôèçìû â êàòåãîðèè Grp (ïðîäîëæåíèå)

Òåîðåìà 9.1. Ýïèìîðôèçìû â Grp � ñþðúåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû ãðóïï.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

f ∶ G → H.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. Åñëè18 f(G) ⊲H, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ãîìîìîðôèçìû

α,β ∶ H → H/f(G),

α(h) ∶= 1H/f(G)
β(h) ∶= hf(G)

Çäåñü hf(G) � ñîîòâåòñòâóþùèé ñìåæíûé êëàññ. Ïîíÿòíî, ÷òî α ≠ β, íî

αf = βf,

òî åñòü f � íå ýïèìîðôèçì.

2. Ïóñòü f(G) /⊲H. Òîãäà, òàê êàê ïîäãðóïïû èíäåêñà 2 íîðìàëüíûå, ïî f(G) ∃
êàê ìèíèìóì 3 ðàçëè÷íûõ ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ:

f(G), f(G)u, f(G)v, u, v ∈H.

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçìû

α,β ∶ H → S(H),

ãäå S(H) � ãðóïïà áèåêöèé H →H,

α(h)(t) ∶= ht ∀ h, t ∈H

� äåéñòâèå ëåâûìè ñäâèãàìè.

Ðàññìîòðèì σ ∈ S(H)

σ(hu) ∶= hv, ∀ h ∈ f(G),
σ(hv) ∶= hu
σ(t) ∶= t, ∀ t ∈ f(G)u⋃ f(G)v.

18f(G) íîðìàëüíî â H.
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Ïîëîæèì òåïåðü
β(h) ∶= σα(h)σ−1 ∀ h ∈H.

Òîãäà
αf = βf,

íî
α ≠ β,

òàê êàê
α(u)(1) = u ⋅ 1 = u,

β(u)(1) = (σα(u)σ−1) (1) = σ (α(u) ⋅ 1) = σ(u) = v ≠ u.
Òàêèì îáðàçîì, f � íå ýïèìîðôèçì.

Âëîæåíèå öåëûõ ÷èñåë â ðàöèîíàëüíûå êàê ýïèìîðôèçì

Òåîðåìà 9.2. Âëîæåíèå
i ∶ Z Q

ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôçèìîì â êàòåãîðèè êîììóòàòèâíûõ êîëåö ñ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ∀ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ 1 R ∃ íå áîëåå
îäíîãî ãîìîìîðôèçìà

f ∶ Q → R.

Åäèíèöà â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäèò â 1:

f(1) = 1R,
ïîýòîìó

f(m) =m ∶= 1R + . . .1R´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
m ðàç

∀ m ∈ Z.

f(1) = f (n
n
) = nf ( 1

n
) = (1R + . . . + 1R)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

n ðàç

f ( 1
n
) ∀ N.

Îòñþäà n ∈ R îáðàòèì,
1

n
= n−1 = f ( 1

n
) ,

f (m
n
) = m

n
∀ m ∈ Z, n ∈ N,

òî åñòü f îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.
Åñëè

Z Q Ri α

β
,

òî α = β, òî åñòü i � ýïèìîðôèçì.
Çàìå÷àíèå 9.1. i � ìîíî- è ýïèìîðôèçì, íî íå èçîìîðôèçì.

Çàìå÷àíèå 9.2. Âåçäå äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ↣ äëÿ
ìîíîìîðôèçìà è ↠ äëÿ ýïèìîðôèçìà.
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Ïîäîáúåêòû è ôàêòîðîáúåêòû. Ïåðåñå÷åíèå ïîäîáúåêòîâ

Çàìå÷àíèå 9.3. Îòòàëêèâàÿñü îò ïîíÿòèÿ ïîäãðóïïû è ïîäìíîæåñòâà, äëÿ òîãî
÷òîáû ââåñòè ïîíÿòèå ïîäîáúåêòà (ýòî áóäåò ñäåëàíî íèæå), åñòåñòâåííî èñïîëüçî-
âàòü ìîíîìîðôèçìû

f ∶ a b

Îäíàêî ïîäîáúåêò çàâèñèò íå òîëüêî îò a, íî è îò f , òàê êàê

Z2 S3

ìîæíî âëîæèòü òðåìÿ ñïîñîáàìè.

Ââåäåì íà ìîíîìîðôèçìàõ óïîðÿäî÷åíèå:

a b

c

α

γ

Ãîâîðÿò, ÷òî α ⪯ γ (èëè a ⪯ c), åñëè ∃ ìîðôèçì

β ∶ a → c

òàêîé, ÷òî
α = γβ

a b

c

α

β γ

Çàìå÷àíèÿ. 1. β � ìîíîìîðôèçì, òàê êàê åñëè

βf = βg

u a b

c

f

g

α

β γ

òî
γβf = γβg,

îòêóäà
αf = αg,

òî åñòü f = g, òàê êàê α � ìîíîìîðôèçì.

2. β � åäèíñòâåííûé, òàê êàê γ � ìîíîìîðôèçì.

Åñëè äëÿ ìîíîôîðìèçìîâ α è γ âåðíî α ⪰ γ, γ ⪰ α, òî α ∼ γ ïî îïðåäåëåíèþ.
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Îïðåäåëåíèå. Ïîäîáúåêòû � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ∼ ìîíîìîðôèçìîâ. Àíà-
ëîãè÷íî, ôàêòîðîáúåêòû � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ∼ ýïèìîðôèçìîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü
αλ ∶ aλ → b, λ ∈ Λ

� ñåìåéñòâî ïîäîáúåêòîâ. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó

aλ b
αλ , λ ∈ Λ.

Ïóñòü a � ïðåäåë ýòîé äèàãðàììû. Òîãäà a íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîäîáúåêòîâ
aλ.

Ïðåäëîæåíèå. Ïåðåñå÷åíèå ïîäîáúåêòîâ αλ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

a = inf
λ
aλ,

òî åñòü a ⪯ aλ ∀ λ ∈ Λ è åñëè c ⪯ aλ ∀ λ ∈ Λ, òî c ⪯ a.

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé êîíóñ

a b

a

αλ

βλ γ

Äîêàæåì, ÷òî γ � ìîíîìîðôèçì. Ïóñòü

f, g ∶ u a

òàêèå, ÷òî
γf = γg

a b

a u

αλ

βλ γ

f

g

Äëÿ ∀ λ ∈ Λ ïîëó÷àåì
αλβλf = αλβλg,
βλf = βλg,

òàê êàê αλ � ìîíîìîðôèçì.
Ó íàñ åñòü êîíóñ ñ âåðøèíîé â u, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåäåëüíûé ÷åðåç f

è ÷åðåç g, òî åñòü f = g.

Çàìå÷àíèå 9.4. Ðàññìîòðåííîå ñâîéñòâî, êîãäà êîìïîçèöèè äâóõ ìîðôèçìîâ èç
íåêîòîðîãî îáúåêòà ñî âñåìè ìîðôèçìàìè ïðåäåëüíîãî êîíóñà îêàçûâàþòñÿ ðàâíû,
è èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî è ýòè äâà ìîðôèçìà ñàìè ðàâíû, â àíãëèéñêîé ëèòåðàòóðå
íàçûâàåòñÿ ¾mono-source¿.
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Îòñþäà a ⪯ aλ ∀ λ ∈ Λ.
a b

c a

αλ

µλ

φ βλ γ

Ïóñòü
φ ∶ c â ïîäîáúåêò,

ïðè÷åì c ⪯ aλ ∀ λ ∈ Λ. Îí îáðàçóåò êîíóñ, êîòîðûé ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç a

a b

c a

αλ

µλ

φ

ψ

βλ γ

òî åñòü c ⪯ a.

Çàìå÷àíèå 9.5. Ìû èñêàëè ïåðåñå÷åíèå êàê ïðåäåë äèàãðàììû

b

aλ aµ

a

αλ

τ

αµ

βλ βµ

Ìû íå ðàññìàòðèâàëè, êàê ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé aλ è aµ: ñòðåëêè τ íå áûëî â
äèàãðàììå äàæå â ñëó÷àå aλ ⪯ aµ.
Ïðîâåðèì, ÷òî

βµ = τβλ.
Ìû çíàåì, ÷òî

αλβλ = αµβµ.
Òîãäà

αµτβα = αµβµ,
è, íàêîíåö,

τβλ = βµ,
òàê êàê αµ � ìîíîìîðôèçì.

Â êàòåãîðèÿõ Sets, Grp, R-Mod, êîììóòàòèâíûõ êîëåö ïåðåñå÷åíèå ñîâïàäàåò ñ
ïåðåñå÷åíèåì â îáû÷íîì ñìûñëå.
Â êàòåãîðèè Top

X Y
f

òîïîëîãèÿ â X ìîæåò áûòü áîãà÷å, ÷åì â f(X).
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Êîóíèâåðñàëüíûé êâàäðàò ñ ó÷àñòèåì ìîíîìîðôèçìà

Òåîðåìà 9.3. Ïóñòü â êîóíèâåðñàëüíîì êâàäðàòå

. .

. .

f∗(m)

g

⌟
f

m

(64)

m � ìîíîìîðôèçì. Òîãäà f∗(m) � òîæå ìîíîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåðèñóåì äèàãðàììó (64), äîáàâèâ äâà ìîðôèçìà:

. . .

. .

α

β

f∗(m)

g

⌟
f

m

Ïóñòü
f∗(m)α = f∗(m)β. (65)

Òîãäà
ff∗(m)α = ff∗(m)β.

Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè êîóíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî

mgα =mgβ.

Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ñîêðàòèòü äî

gα = gβ, (66)

òàê êàê m � ìîíîìîðôèçì. Èç (65) è (66) â ñèëó êîóíèâåðñàëüíîñòè êâàäðàòà ñëå-
äóåò, ÷òî α = β.

Èåðàðõèÿ ìîíî- è ýïèìîðôèçìîâ

Ðåãóëÿðíûå, ñèëüíûå è ýêñòðåìàëüíûå ìîíî- è
ýïèìîðôèçìû

Õî÷åòñÿ, ÷òîáû ëþáîé ìîðôèçì ìîæíî áûëî áû ðàçëîæèòü â ñëåäóþùóþ êîìïî-
çèöèþ ýïè- è ìîíîìîðôèçìà (èëè ÷òî-òî, ÷òî áóäåò íàì çàìåíÿòü îáû÷íûå ýïè- è
ìîíîìîðôèçì). È, åñëè òàêèõ ðàçëîæåíèé 2, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë òàêîé èçîìîðôèçì
η, ÷òî äèàãðàììà íèæå áûëà áû êîììóòàòèâíà:

. .

. .

∃η

Òî åñòü, äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçëîæåíèå íà ýïè- è ìîíîìîðôèçì áûëî áû åäèíñòâåí-
íûì.
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Âîçíèêàåò äâå ïðîáëåìû. Âî-ïåðâûõ, ïðîñòî ìîíî- è ýïèìîðôèçìû ìîãóò áûòü
ïëîõèìè â êàòåãîðèÿõ. Ýòî íå òî, ñ ÷åì ìû õîòèì ðàáîòàòü, ïîëó÷èâ ðàçëîæåíèå.
Âî-âòîðûõ, åñëè ïðîñòî ðàñêëàäûâàòü â êîìïîçèöèþ ýïè- è ìîíîìîðôèçìà, ñóùå-
ñòâîâàíèå ýïèìîðôèçìà η íå áóäåò ãàðàíòèðîâàíî. ×òîáû ýòîãî èçáåæàòü, ñóæàþò
ëèáî êëàññ ìîíîìîðôèçìîâ, ëèáî êëàññ ýïèìîðôèçìîâ.
Èåðàðõèþ ìîíî- è ýïèìîðôèçìîâ ìû áóäåì èçó÷àòü íà ïðèìåðå ìîíîìîðôèçìîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ìîíîìîðôèçì

m ∶ a l

íàçûâàåòñÿ

1. ðåãóëÿðíûì (regular), åñëè m � óðàâíèòåëü:

m = eq(α,β)

äëÿ íåêîòîðûõ ìîðôèçìîâ α è β:19

a b cm α

β

2. ñèëüíûì (strong), åñëè èç ðàâåíñòâà

ge =mf,

ãäå e � ýïèìîðôèçì, g, f � ìîðôèçìû:

. .

. .

e

f g
m

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ìîðôèçìà d òàêîãî, ÷òî

g =md
f = de

. .

. .

e

f g
d

m

Åäèíñòâåííîñòü ¾äèàãîíàëè¿ d ñëåäóåò èç ëþáîãî èç ðàâåíñòâ âûøå, òàê êàê
m � ìîíî-, à e � ýïèìîðôèçì.

3. ýêñòðåìàëüíûì (extremal), åñëè èç ðàâåíñòâà

m = ge,

ãäå e � ýïèìîðôèçì, à g � ìîðôèçì, ñëåäóåò, ÷òî e � èçîìîðôèçì.
19Â îïðåäåëåíèè â çàïèñè ñîîòâåòñòâóþùåé ëåêöèè äîïóùåíà îøèáêà, êîòîðóþ ëåêòîð èñïðàâëÿåò

â íà÷àëå ñëåäóþùåé ëåêöèè. Çäåñü ïðèâåäåí óæå èñïðàâëåííûé âàðèàíò.
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Çàìå÷àíèå 9.6. Óñëîâèå ýêñòðåìàëüíîñòè îòáðàñûâàåò, íàïðèìåð, ñëó÷àé âëîæå-
íèÿ êîëüöà öåëûõ ÷èñåë â ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ìû ãîâîðèëè, ÷òî ýòî îäíî-
âðåìåííî ýïè- è ìîíîìîðôèçì. Òîãäà îí íå ìîæåò áûòü ýêñòðåìàëüíûì ìîíîìîð-
ôèçìîì.

Óïðàæíåíèå 9.1. Ðàññìîòðèì êîóíèâåðñàëüíûé êâàäðàò â êàòåãîðèè ãðóïï Grp,
ãäå e � ýïèìîðôèçì:

B ×A C C

B A

f∗(e)

⌟
f

e

Òîãäà f∗(e) � òîæå ýïèìîðôèçì.
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Ëåêöèÿ 10. Ñâÿçü ìåæäó ìîíîìîðôèçìàìè â
èåðàðõèè. Ðåãóëÿðíûå ýïèìîðôèçìû â

êàòåãîðèÿõ. Ôàêòîðèçàöèîííûå ñòðóêòóðû

Èåðàðõèÿ ìîíî- è ýïèìîðôèçìîâ

Ðåãóëÿðíûå, ñèëüíûå è ýêñòðåìàëüíûå ìîíîìîðôèçìû
(ïîâòîðåíèå)

Âñïîìíèì îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ìû äàëè â êîíöå ïðîøëîé ëåêöèè. Ïóñòü

f ∶ a → b

� ìîíîìîðôèçì. Ãîâîðÿò, ÷òî

1. f � ðåãóëÿðíûé, åñëè f � óðàâíèòåëü íåêîé ïàðû ìîðôèçìîâ

g, h ∶ b → c

a b c.
f g

h

2. f � ñèëüíûé, åñëè èç òîãî, ÷òî
fh = ge

äëÿ ýïèìîðôèçìà e è ìîðôèçìîâ g è h ñëåäóåò, ÷òî ∃ ìîðôèçì d òàêîé, ÷òî

g = fd,
h = de.

. .

a b

e

h gd

f

3. f � ýêñòðåìàëüíûé, åñëè èç ðàâåíñòâà

f = ge

äëÿ ýïèìîðôèçìà e ñëåäóåò, ÷òî e � èçîìîðôèçì20.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Mono � ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîìîðôèçìîâ, RegMono
� ìíîæåñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ ìîíîìîðôèçìîâ, StrongMono � ìíîæåñòâî âñåõ ñèëü-
íûõ ìîíîìîðôèçìîâ, ExtrMono � ìíîæåñòâî âñåõ ýêñòðåìàëüíûõ ìîíîìîðôèçìîâ.

20Íàïîìíèì, ÷òî èçîìîðôèçì â êàòåãîðèè � ýòî ïðîñòî îáðàòèìûé ìîðôèçì.
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Ñâÿçü ìåæäó ìîíîìîðôèçìàìè â èåðàðõèè

Ïðåäëîæåíèå. Ëþáîé óðàâíèòåëü � ñèëüíûé ìîíîìîðôèçì, òî åñòü

RegMono ⊆ StrongMono.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
f = eq(g, h)

a b c.
f g

h

Ïóñòü òàêæå äàíû
α,β ∶ u ⇉ a

� ìîðôèçìû òàêèå, ÷òî
fα = fβ.

u a b c
α

β

f g

h

Òîãäà α è β � ñðàâíèâàþùèå ìîðôèçìû ìåæäó êîíóñîì

b c

u

g

hfα=fβ

gfα=hfα

è ïðåäåëüíûì êîíóñîì

b c

a

g

hf

gf=hf

Òî åñòü ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà α = β.
Äîêàæåì, ÷òî f � ñèëüíûé. Ðàññìîòðèì êâàäðàò

. .

. .

e

h g
f

Ïóñòü
f = eq(α,β),

e � ýïèìîðôèçì.
. .

. . .

e

h g
f α

β

Èòàê,
αf = βf.
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Òîãäà
αfh = βfh,
αge = βge,

îòêóäà
αg = βg.

òàê êàê e � ýïèìîðôèçì. Îòñþäà, òàê êàê f � óðàâíèòåëü, ∃ d òàêîå, ÷òî

f = fd.

. .

. . .

e

h g
d

f α

β

Ïîêàæåì, ÷òî è âòîðîé òðåóãîëüíèê â äèàãðàììå êîììóòèðóåò. Èçâåñòíî, ÷òî

fh = ge.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ge = fde.

Ìîíîìîðôèçìû ìîæíî ñîêðàùàòü ñëåâà, ïîýòîìó, òàê êàê f � ìîíîìîðôèçì, ïîëó-
÷àåì

h = de.

Ïðåäëîæåíèå.
StrongMono ⊆ ExtrMono.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m ∈ StrongMono,

m = ge,

ãäå e ∈ Epi (ýïèìîðôèçì). Òîãäà ó íàñ êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

. .

.

e

id g

m

Òîãäà ∃ d òàêîå, ÷òî
de = id. (67)

. .

.

e

id g
d

m

Äîìíîæèì ñëåâà (67) íà e. Ïîëó÷èì

ede = e,
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îòêóäà, ñîêðàùàÿ e ñïðàâà, ïîëó÷èì

ed = id.

Ýòî âîçìîæíî, òàê êàê e ∈ Epi. Òîãäà d � îáðàòíûé ê e, à çíà÷èò, e ∈ Iso � (âîçìîæíî,
áîëüøîìó) ìíîæåñòâó âñåõ èçîìîðôèçìîâ.

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè â êàòåãîðèè C ∃ óíèâåðñàëüíûå êâàäðàòû (ïóøàóòû), òî

StrongMono(C) = ExtrMono(C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m ∈ ExtrMono(C) è

mf = ge,

ãäå f, g ∈Mor(C) � êàòåãîðèè âñåõ ìîðôèçìîâ, e ∈ Epi(C). Íàðèñóåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ äèàãðàììó:

. .

.

.

e

f g

m

Ðàññìîòðèì ïóøàóò e è f :
. .

. .

.

e

f f̃ g
ẽ

m

⌜
d̃

Òîãäà ∃! d̃. ẽ ∈ Epi, òàê êàê ýòî ïóøàóò ýïèìîðôèçìà (ðàíåå áûëî óòâåðæäåíèå î
òîì, ÷òî ïóëáýê ìîíîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì � åãî ïðèìåíèì ê Cop).
Òî åñòü

m = d̃ẽ,
òî åñòü ẽ ∈ Iso, òàê êàê m ∈ ExtrMono.
Ïîëîæèì

d ∶= ẽ−1f̃ .
Òîãäà

md =mẽ−1f̃ = d̃f̃ = g,
de = ẽ−1f̃ e = ẽ−1ẽf = f.
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Êîíãðóýíöèÿ íà ìîíîèäå

Âñïîìíèì ïîíÿòèå ÿäåðíîé ïàðû ìîðôèçìà. Ïóñòü

f ∶ a → b

� ìîðôèçì. Åãî ÿäåðíàÿ ïàðà � ýòî ìîðôèçìû g è h èç êîóíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà

a ×b a a

a b

h

g
⌟

f

f

Ðàññìîòðèì ÿäåðíóþ ïàðó îòîáðàæåíèÿ

f ∶ A → B â Sets.

A ×B A A

A B

h

g
⌟

f

f

Çäåñü
A ×B A = {(a1, a2) ∣a1, a2 ∈ A, f(a1) = f(a2)} ⊆ A ×A

A ×B A � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà A, ïîðîæäåííîå îòîáðàæåíèåì f .
Åñëè A è B � ìîíîèäû, f � ãîìîìîðôèçì òî A ×B A ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé, òî

åñòü åñëè
(a1, a2), (a3, a4) ∈ A ×B A,

òî
(a1a3, a2a4) ∈ A ×B A.

f(a1) = f(a2), f(a3) = f(a4),
òî

f(a1a3) = f(a1)f(a3) = f(a2)f(a4) = f(a2a4).
Îáðàòíî, åñëè ∼ � êîíãðóýíöèÿ íà ìîíîèäå A, òî íà A/ ∼ åñòåñòâåííûì îáðàçîì

îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà ìîíîèäà òàê, ÷òî îòîáðàæåíèå

a↦ åãî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè â A/ ∼

çàäàåò ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ìîíîèäîâ A→ A/ ∼.

Óïðàæíåíèå 10.1. Äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó î ãîìîìîðôèçìå ìîíîèäîâ: ïóñòü

f ∶ A → B

� ãîìîìîðôèçì ìîíîèäîâ, ∼ � êîíãðóýíöèÿ íà A. Òîãäà ∃

f ∶ A/ ∼ → B
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òàêîé, ÷òî
fπ = f ⇐⇒ ∼⊆ A ×B A´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ïîñòðîåíà ïî f

.

A B

A/ ∼

f

π f

Ðàñøèôðóåì:
a1 ∼ a2 ⇒ f(a1) = f(a2) ∀ a1, a2 ∈ A.

Ðåãóëÿðíûå ýïèìîðôèçìû â êàòåãîðèÿõ ìíîæåñòâ, êîëåö è
ìîíîèäîâ

Òåîðåìà 10.1. Â êàòåãîðèÿõ Sets, Mon, Rings (ñ 1 è áåç), CommRings è ò.ä. ðå-
ãóëÿðíûå ýïèìîðôèçìû � ýòî â òî÷íîñòè ñþðõåêòèâíûå ãîìîìîðôèçìû (ñþðúåê-
òèâíûå îòîáðàæåíèÿ â ñëó÷àå Sets).

Äîêàçàòåëüñòâî. ïðîâåäåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè â ñëó÷àå Mon. Ïóñòü

e = coeq(f, g)

A B C
f

g

e

Òîãäà
C = B/ ∼,

ãäå ∼ � ìèíèìàëüíàÿ êîíãðóýíöèÿ òàêàÿ, ÷òî

f(a) ∼ g(a) ∀ a ∈ A

(ïî îñíîâíîé òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå ìîíîèäîâ). Â ÷àñòíîñòè, e ñþðúåêòèâåí.
Ïóñòü òåïåðü

e ∶ B → C

� ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ìîíîèäîâ. Ðàññìîòðèì ÿäåðíóþ ïàðó

f, g ∶ B ×C B ⇉ B

B ×C B B

B C

g

f e

e

Äîêàæåì, ÷òî
e = coeq(f, g).
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Ïóñòü ∼ � êîíãðóýíöèÿ, ïî êîòîðîé ìû ñòðîèì êîóðàâíèòåëü. Ïóñòü åñòü íåêàÿ ïàðà

(b1, b2) ∈ B ×C B.

Òîãäà
f(b1, b2) = b1
g(b1, b2) = b2

Êîíãðóýíöèÿ ∼ ìèíèìàëüíà è òàêîâà, ÷òî âñå b1 è b2 áûëè ýêâèâàëåíòíû. Ýòî âû-
ïîëíåíî ⇐⇒

e(b1) = e(b2).
Òî åñòü ∼ � ÿäåðíàÿ êîíãðóýíöèÿ äëÿ e. Íî

B/ ∼≅ C

(äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Åùå ðàç ïðîãîâîðèì äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íóæíî ïîñòðîèòü èçîìîðôèçì

φ ∶ B/ ∼ → C

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

B ×C B B C

B/ ∼

f

g

e

π φ

Çäåñü
π = coeq(f, g).

Ïóñòü b � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè b ∈ B â B/ ∼. Òîãäà

φ (b) ∶= e(b).

Ôàêòîðèçàöèîííûå ñòðóêòóðû (ñèñòåìû)

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C � êàòåãîðèÿ,

E,M ⊆Mor(C)

� ôèêñèðîâàíûå ïîäìíîæåñòâà (âîçìîæíî, áîëüøîãî) ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ.
Ãîâîðÿò, ÷òî C−(E,M) � ñòðóêòóðèðîâàíà èëè ÷òî (E,M) � ôàêòîðèçàôèîííàÿ

ñòðóêòóðà (ñèñòåìà)21 â C, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. (âîçìîæíî, áîëüøèå) ìíîæåñòâà E è M çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè
ñ èçîìîðôèçìàìè;

21Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîì ñòðóêòóðà.
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2. âûïîëíåíî óñëîâèå (E,M)-ôàêòîðèçàöèè: ∀ f ∈Mor(C) ∃ e ∈ E, m ∈M òàêèå,
÷òî

f =me;

3. âûïîëíåíî óñëîâèå îäíîçíà÷íîé (E,M)-äèàãîíàëèçàöèè: åñëè

ge =mf,

ãäå e ∈ E, m ∈M , f, g ∈ Mor, òî ∃! d ∈ Mor òàêîé, ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììó-
òàòèâíà:

. .

. .

e

f g
d

m

òî åñòü òàêîé, ÷òî
g =md,
f = de.

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè â C âûïîëíåíî óñëîâèå îäíîçíà÷íîé (E,M)-äèàãîíàëèçàöèè
è

m1e1 =m2e2, m1, m2 ∈M, e1, e2 ∈ E,
òî ∃! èçîìîðôèçì d òàêîé, ÷òî

m2d =m1

de1 = e2

. .

. .

e1

e2 m1
d

m2

Äîêàçàòåëüñòâî. d ñóùåñòâóåò â ñèëó ñâîéñòâà äèàãîíàëèçàöèè. Â ñèëó ýòîãî ñâîé-
ñòâà ∃ d̃ òàêîå, ÷òî

d̃e2 = e1,
m1d̃ =m2

Îòìåòèì åùå ðàç íà äèàãðàììå ýëåìåíò â âåðõíåì ïðàâîì óãëó è ñâÿçàííûå ñ íèì
ìîðôèçìû:

. ○

. .

○

e1

e2e1
m1

d

m2
d̃

m1

Ïîäñòàâëÿÿ îäíî â äðóãîå, ïîëó÷èì

d̃de1 = e1,
m1d̃d =m1

Òàêèì îáðàçîì,
d̃d = id
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â ñèëó åäèíñòâåííîñòè. Àíàëîãè÷íî

dd̃ = id,

òî åñòü d � èçîìîðôèçì.
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Ëåêöèÿ 11. Çàìêíóòîñòü StrongMono îòíîñèòåëüíî
êîìïîçèöèè. Ôàêòîðèçàöèîííàÿ ñòðóêòóðà.

Ôàêòîðèçàöèîííàÿ ëåììà. Ïåðâîå äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå (ExtrEpi,Mono)-ñòðóêòóðèðîâàííîñòè
Çàìêíóòîñòü Mono (Epi, StrongMono) îòíîñèòåëüíî

êîìïîçèöèè

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü m1,m2 ∈Mono(C). Òîãäà m1m2 ∈Mono(C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìîðôèçìû m1, m2, f è g òàêèå, ÷òî

u a b c
f

g

m2 m1

m1m2f =m1m2g

Òàê êàê m1 ∈Mono(C),
m2f =m2g.

Îòñþäà
f = g,

òàê êàê m2 ∈Mono(C).

Àíàëîãè÷íî äëÿ ýïèìîðôèçìîâ (äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàò ïðåäëîæåíèÿ
âûøå äëÿ äâîéñòâåííîé êàòåãîðèè).

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü m1,m2 ∈ StrongMono(C). Òîãäà m1m2 ∈ StrongMono(C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

m1m2f = ge, ãäå f, g ∈Mor, e ∈ Epi

. .

. . .

e

f g

m2

m1

Òàê êàê m1 ∈ StrongMono, ∃ d1:

. .

. . .

e

f g
d1

m2 m1

Òàê êàê m2 ∈ StrongMono, ∃ d2 òàêîé, ÷òî

d2e = f, m2d2 = d1. (68)
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. .

. . .

e

f g
d1

d2

m2 m1

Óìíîæàÿ âòîðîå èç (68) ñëåâà íà m1, ïîëó÷èì

m1m2d2 =m1d1 = g,

òî åñòü d2 � èñêîìàÿ äèàãîíàëü.

Ôàêòîðèçàöèîííàÿ ñòðóêòóðà

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ôàêòîðèçàöèîííîé ñòðóêòóðû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü E è M � âîçìîæíî, áîëüøèå ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ â êàòå-
ãîðèè C. Ãîâîðÿò, ÷òî (E,M) � ôàêòîðèçàöèîííàÿ ñòðóêòóðà (ñèñòåìà) â C èëè
÷òî C � (E,M)-ñòðóêòóðèðîâàíà, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. E è M çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ñ èçîìîðôèçìàìè;

2. â C åñòü (E,M)-ðàçëîæåíèÿ, òî åñòü ∀ f ∈Mor(C) ∃ e ∈ E, m ∈M òàêèå, ÷òî

f =me;

3. â C âûïîëíåíî ñâîéñòâî (E,M)-äèàãîíàëèçàöèè: åñëè

mf = ge, ãäåe ∈ E, m ∈M, f, g ∈Mor(C),

òî ∃ åäèíñòâåííàÿ äèàãîíàëü d, äåëàþùàÿ êâàäðàò íèæå êîììóòàòèâíûì:

. .

. .

e

f g
d

m

Ïðèìåðû. 1. (Iso,Mor) è (Mor, Iso) â ëþáîé êàòåãîðèè:

. .

. .

f

g β ∼
α−1β

α
∼

βf = αg ⇐⇒ α−1βf = g.

2. (Epi,Mono) � ôàêòîðèçàöèîííàÿ ñòðóêòóðà â Sets, òàê êàê Epi � ñþðúåêòèâ-
íûå, Mono � èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ.

X Y

Z T

e

f y
d

m
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Ïóñòü x1, x2 ∈X,
e(x1) = e(x2).

Ïðèìåíÿÿ g, ïîëó÷èì
ge(x1) = ge(x2),

îòêóäà
mf(x1) =mf(x2),

è, íàêîíåö,
f(x1) = f(x2).

Çäåñü x1 ∼ x2, åñëè e(x1) = e(x2).
Ïîëîæèì

d(y) ∶= f(x), ãäå y = e(x).

3. ¾Ïàòîëîãè÷åñêàÿ¿ ôàêòîðèçàöèîííàÿ ñòðóêòóðà íà Sets. Ïîëîæèì

E = {f ∶ X → Y ∣ åñëè X = ∅, òî Y = ∅}
M = {f ∶ X → Y ∣ f � áèåêöèÿ èëè X = ∅}

Åñëè x ≠ ∅, òî
f = idY f.

Åñëè X = ∅, òî
f = f id∅.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ äëÿ äèàãîíàëè:

∅ ∅

∅ Y
id∅

∅ ∅

Z Y∼

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äèàãîíàëü åäèíñòâåííà.

Òåîðåìà î êàòåãîðèè ñ (Epi,RegMono)-ôàêòîðèçàöèÿìè
Òåîðåìà 11.1. 22 Åñëè â êàòåãîðèè C åñòü (Epi,RegMono)-ôàêòîðèçàöèè, òî

RegMono(C) = StrongMono(C) = ExtrMono(C)

è C � (Epi,RegMono)-ñòðóêòóðèðîâàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m ∈ ExtrMono(C). Òîãäà

m =m0e, ãäå m0 ∈ RegMono, e ∈ Epi.

22Â ôîðìóëèðîâêå ñíà÷àëà ëåêòîð èñïîëüçóåò îáîçíà÷åíèå (RegMono,Epi)-ôàêòîðèçàöèÿ, êîòîðîå
ïîçæå çàìåíÿåò íà (Epi,RegMono)-ôàêòîðèçàöèè. Çäåñü ïðèâåäåí ñðàçó âòîðîé âàðèàíò.
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Â ñèëó ýêñòðåìàëüíîñòè m, e ∈ Iso. Îòñþäà m ∈ RegMono.

. . . .∼

Äèàãîíàëüíîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

RegMono ⊆ StrongMono,

à äëÿ ñèëüíûõ äèàãîíàëèçóåìîñòü � ýòî îïðåäåëåíèå.

Ñëåäñòâèå.
RegEpi(Mon) = StrongEpi(Mon) = ExtrEpi(Mon)

è Mon � (RegEpi,Mono)-ñòðóêòóðèðîâàíà.

Ôàêòîðèçàöèîííàÿ ëåììà

Ôàêòîðèçàöèîííàÿ ëåììà. 23 Ïóñòü â êàòåãîðèè C ∃ âñå óðàâíèòåëè è ïåðåñå-
÷åíèÿ âñåõ ïîäîáúåêòîâ,

f ∶ a → b,

M ⊆Mono(C) è

1. ïåðåñå÷åíèÿ M -ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà b ïðèíàäëåæàò M ;

2. åñëè
f = m̂gt, ãäå m̂ ∈M, g ∈ RegMono(C),

òî
m̂g ∈M.

Òîãäà

1. f =me, ãäå m ∈M , e ∈ Epi(C);

2. åñëè f =mg, ãäå m ∈M , òî ∃ äèàãîíàëü d

. .

. .

e

g m
d

m

3. åñëè e =mg, ãäå mm ∈M , g ∈Mor, òî m ∈ Iso.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ðàçëîæåíèÿ

f =mαfα, mα ∈M.

23Â ñîîòâåòñòâóþùåé ëåêöèè ëåêòîð ñíà÷àëà èñïðàâëåò ôîðìóëèðîâêó ëåììû â õîäå äîêàçàòåëü-
ñòâà. Çäåñü ïðèâåäåíà ñðàçó èñïðàâëåííàÿ âåðñèÿ ëåììû.
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Ðàññìîòðèì ïðåäåë (ïåðåñå÷åíèå) ïîäîáúåêòîâ mα

a .

. b

e

fα
m

mα

Òàê êàê fα îáðàçóåò êîíóñ, òî ∃ îòîáðàæåíèå e (ñì. äèàãðàììó âûøå).
Ïðîâåðèì óñëîâèå äèàãîíàëèçàöèè (âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû). Åñëè f =mg, òî

m =mα, g = fα äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà α, òî åñòü óñëîâèå âûïîëíåíî.
Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïóñòü e =mg, ãäå mm ∈M

. .

. .

e

g m

mm

Òîãäà ∃ äèàãîíàëü d:
. .

. .

e

g m
∃d

mm

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
mmd =m.

Òàê êàê m � ìîíîìîðôèçì, ïîëó÷àåì

md = id.

Äîìíîæèì ñïðàâà íà m:
mdm =m,

îòêóäà
dm = id,

òàê êàê m ∈Mono(C). Òàêèì îáðàçîì, m � èçîìîðôèçì.
Îáñóäèì, ïî÷åìó â ðàññóæäåíèè âûøå m ∈Mono(C). Åñëè

mγ1 =mγ2,

òî
mmγ1 =mmγ2,

îòêóäà
γ1 = γ2,

òàê êàê M ⊆Mono.
Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû. m ∈ M ïî óñëîâèþ 1 ëåììû. Îñòàëîñü

äîêàçàòü, ÷òî e � ýïèìîðôèçì.
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Êàê îáû÷íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äâà ìîðôèçìà α è β, êîòîðûå âûõîäÿò èç
îáëàñòè çíà÷åíèé e è òàêèå, ÷òî èõ êîìïîçèöèè ñ e ñîâïàäàþò:

a . .

b

e

m

α

β

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ,
αe = βe.

Ïóñòü
g = eq(α,β).

Òîãäà ∃ t:
a . .

. b

t

e

m

α

β
g

mg

Ïî óñëîâèþ 2 ëåììû, mg ∈M .
Ïîëó÷àåì, ÷òî m ⪰mg. Â òî æå âðåìÿ mg ⪰m, òàê êàê m � ïåðåñå÷åíèå. Îòñþäà

mg è m èçîìîðôíû (ýêâèâàëåíòíû).
Òàêèì îáðàçîì, g � èçîìîðôèçì è α = β, òî åñòü e � ýïèìîðôèçì.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (ExtrEpi,Mono)-ñòðóêòóðèðîâàííîñòè
Òåîðåìà 11.2. Åñëè â êàòåãîðèè C ∃ êîíå÷íûå ïðåäåëû è ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ ñå-
ìåéñòâ ïîäîáúåêòîâ, òî C � (ExtrEpi,Mono)-ñòðóêòóðèðîâàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì ôàêòîðèçàöèîííóþ ëåììó äëÿ M =Mono(C). Ïîëó-
÷àåì ðàçëîæåíèå

f =me ∀ f ∈Mor.

e � ýêñòðåìàëüíûé, òàê êàê åñëè

e =mg, ãäå m ∈Mono,

òî mm ∈Mono. Ïî ôàêòîðèçàöèîííîé ëåììå m ∈ Iso.
Äîêàæåì äèàãîíàëèçèðóåìîñòü. Ïóñòü

ge =mf, m ∈Mono,

e ∈ ExtrEpi. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ äèàãðàììó:

. . .

. .f

e

m1

g1

⌟
g

m
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Ïî ñâîéñòâó êîóíèâåðñàëüíîãî êâàäðàòà,

m1 ∈Mono.

Â ñèëó êîóíèâåðàëüíîñòè ∃ h:

. . .

. .f

h

e

m1

g1

⌟
g

m

e � ýêñòðåìàëüíûé, ïîýòîìó m1 ∈ Iso. Òîãäà g1m−11 � äèàãîíàëü.
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Ëåêöèÿ 12. Ìàëûå â ñìûñëå ïîäîáúåêòîâ è
ôàêòîðîáúåêòîâ êàòåãîðèè. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

(Epi,ExtrMono)-ñòðóêòóðèðîâàííîñòè.
Ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû

Ìàëûå â ñìûñëå ïîäîáúåêòîâ è ôàêòîðîáúåêòîâ êàòåãîðèè

Íàïîìíèì òåðìèíîëîãèþ. Ìû ðàññìàòðèâàåì ìîíîìîðôèçìû. Ïóñòü

a b

c

f

g

Åñëè ∃
h ∶ a → c

òàêîå, ÷òî
gh = f,

a b

c

f

h g

òî ãîâîðÿò, ÷òî g ⪰ f .
Åñëè g ⪰ f , f ⪰ g, òî f ∼ g ïî îïðåäåëåíèþ.
Ïîäîáúåêòû � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ∼. Ïåðåñå÷åíèå ïîäîáúåêòîâ

aα b
fα

� ýòî ìîðôèçì, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåëó äèàãðàììû

aα b

a aβ

fα

f

fβ

⋮

f = inf
α
fα.

Äîñòàòî÷íî ïðèñóòñòâèÿ â äèàãðàììå îäíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ êàæäîãî ó÷àñòâóþùåãî
ïîäîáúåêòà. Îñòàëüíûå ïðåäñòàâèòåëè ìîæíî äîáàâèòü è ïðåäåë îò ýòîãî íå ïîìå-
íÿåòñÿ.
Ïîäîáúåêò â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå íàçûâàåòñÿ ¾subobject¿, ôàêòîðîáúåêò �

¾quotient object¿. Ôàêòîðãðóïïó ìîæíî ïåðåâîäèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: ¾factor group¿
è ¾quotient group¿.
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Îïðåäåëåíèå. Êàòåãîðèÿ C íàçûâàåòñÿ ìàëîé â ñìûñëå ïîäîáúåêòîâ, åñëè ïîä-
îáúåêòû êàæäîãî îáúåêòà îáðàçóþò ìàëîå ìíîæåñòâî (¾well powered¿).
Äâîéñòâåííûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ ìàëàÿ â ñìûñëå ôàêòîðîáúåêòîâ êàòåãîðèÿ

(¾well copowered¿).

Ïîýòîìó åñëè êàòåãîðèÿ ìàëà â ñìûñëå ïîäîáúåêòîâ è ïîëíà (= ñóùåñòâóþò êî-
íå÷íûå ïðåäåëû), òî â íåé åñòü ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ïîäîáúåêòîâ.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ (Epi,ExtrMono)-ñòðóêòóðèðîâàííîñòè
Çàïèøåì ôîðìóëèðîâêó ôàêòîðèçàöèîííîé ëåììû, äîêàçàííîé íà ïðîøëîé ëåê-

öèè.

Ôàêòîðèçàöèîííàÿ ëåììà. Ïóñòü â êàòåãîðèè C ∃ ïåðåñå÷åíèÿ ïîäîáúåêòîâ è
óðàâíèòåëè, M ⊆Mono(C),

f ∶ a → b

� ìîðôèçì. Ïóñòü

1. ïåðåñå÷åíèå M -ïîäîáúåêòîâ îáúåêòà b � M -ïîäîáúåêò;

2. åñëè24

f =mgh, ãäå m ∈M, g ∈ RegMono, h ∈Mor,

òî
mg ∈M.

Òîãäà

1. ∃ m ∈M , e ∈ Epi(C) òàêèå, ÷òî
f =me;

2. åñëè åñòü ðàçëîæåíèå
. .

. .

e

h m

m̂

ãäå m̂ ∈M , òî ∃ äèàãîíàëü d:

. .

. .

e

h m
d

m̂

3. åñëè
e = m̂g,

ãäå mm̂ ∈M , òî m̂ ∈ Iso(C).
24Çäåñü ëåêòîð ñíà÷àëà ïèøåò h ∈M è èñïðàâëÿåò ýòî íà h ∈Mor ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íûõ

óñëîâèé (Epi,ExtrMono)-ñòðóêòóðèðîâàííîñòè.
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Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü â êàòåãîðèè C âûïîëíåíî ñâîéñòâî (Epi,ExtrMono)-äèàãî-
íàëèçóåìîñòè.
Òîãäà êîìïîçèöèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ìîíîìîðôèçìîâ � ýêñòðåìàëüíûé ìîíîìîð-

ôèçì, ïåðåñå÷åíèå ýêñòðåìàëüíûõ ïîäîáúåêòîâ � ýêñòðåìàëüíûé ïîäîáúåêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äèàãîíàëèçóåìîñòè

. .

. .

e

d

m

m ∈ ExtrMono

ñëåäóåò, ÷òî
ExtrMono = StrongMono.

Êîìïîçèöèÿ ñèëüíûõ � ñèëüíûé ìîíîìîðôèçì (äîêàçûâàëè ðàíåå).
Äîêàæåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ýêñòðåìàëüíûõ ïîäîáúåêòîâ � ýêñòðåìàëüíûé ïîäîáú-

åêò. Ðàññìîòðèì
.

. .
φα

m

mα

mα ∈ ExtrMono,

m � ïåðåñå÷åíèå mα.
Ïóñòü e ∈ Epi,

ge =m,
âûïîëíåíî ñâîéñòâî äèàãîíàëèçóåìîñòè, òî åñòü ∃ äèàãîíàëè dα

. .

. .

m

e

φα
dα

g

mα

Âìåñòå ñ f äèàãîíàëè dα îáðàçóþò êîíóñ íàä mα:

. .

. .

m

e

φα

h

dα
g

mα

Îòñþäà ∃ h òàêîå, ÷òî
dα = φαh.

Ìû çíàåì, ÷òî
φα = dαe,
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îòêóäà
φα = φαhe.

Òàê êàê êîíóñ ïðåäåëüíûé, ïîëó÷àåì, ÷òî

he = id.

Äîìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñëåâà íà e, ïîëó÷àåì

ehe = e,

îòêóäà
eh = id,

òàê êàê e ∈ Epi. Îòñþäà e ∈ Iso.

Òåîðåìà 12.1. Åñëè â êàòåãîðèè C ∃ óðàâíèòåëè è ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ïîäîáúåêòîâ,
òî îíà (Epi,ExtrMono)-ñòðóêòóðèðîâàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ôàêòîðèçàöèîííîé ëåììû, ïðèìåíåííîé ê M = ExtrMono
è ïðåäëîæåíèÿ âûøå, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî (Epi,ExtrMono)-äèàãîíàëèçóå-
ìîñòü.
Ïóñòü

. .

. .

c

g h

f

hc = fg
äëÿ f ∈ ExtrMono, c ∈ Epi.
Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ mα ∈Mono, äëÿ êîòîðûõ ∃ fα è hα òàêèå, ÷òî

h =mαhα
f =mαfα

. .

.

. .

c

g h

hα

mαfα

f

(òàê êàê mα ∈Mono, fα è hα îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî).
Ïóñòü φα � ïðåäåëüíûé êîíóñ äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ (íåêîòîðûõ èç) mα. Òàê êàê hα è

fα � êîíóñû, ∃ f̂ è ĥ òàêèå, ÷òî
fα = φαf̂
hα = φαĥ
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. .

.

.

. .

c

g h

hα

ĥ

φα

mαfα

f

f̂

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñå÷åíèå
m =mαφα ∈M.

Äàëåå, óñëîâèå 1 äëÿ ôàêòîðèçàöèîííîé ëåììû âûïîëíåíî. Äîêàæåì óñëîâèå 2.
Ïóñòü

f =mαm0t,

ãäå mα ∈M , m0 ∈ RegMono, t ∈Mor.
Íî m0 ∈ StrongMono, ïîýòîìó ∃ r òàêîå, ÷òî

m0r = hα.

. .

.

.

. .

c

g h

hα

r

φα

m0fα

f

t

Çíà÷èò, mαm0 ∈M .
Ïðèìåíÿåì ôàêòîðèçàöèîííóþ ëåììó ê f .

. .

.

. .

c

g h

h

me

f

f =me, m ∈M, e ∈ Epi,
òî åñòü ∃ h òàêîé, ÷òî

h =mh.
e ∈ Iso, òàê êàê f ∈ ExtrMono.
Òîãäà

d = e−1h
� èñêîìàÿ äèàãîíàëü.
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Óïðàæíåíèå 12.1. Ïðèâåñòè ïðèìåð íå ýêñòðåìàëüíîãî ýïèìîðôèçìà â Top. ßâ-
ëÿåòñÿ ëè êàòåãîðèÿ Top (Epi,Mono)-ñòðóêòóðèðîâàííîé? (RegEpi,Mono)-ñòðóê-
òóðèðîâàííîé?

Ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü
F ∶ X → A
G ∶ A → X

� ôóíêòîðû. Ãîâîðÿò, ÷òî F � ëåâûé ñîïðÿæåííûé äëÿ G, à G � ïðàâûé ñîïðÿæåí-
íûé äëÿ F , è ïèøóò F ⊣ G, åñëè ∃ áèåêöèÿ

φ ∶ A(Fx, a) → X(x,Ga),

åñòåñòâåííàÿ ïî x ∈ ObX, a ∈ ObA.

Òàêèì îáðàçîì, A (F (−),−) è X (−,G(−)) èçîìîðôíû êàê ôóíêòîðû

Xop ×A → Sets.

Óïðàæíåíèå 12.2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì G ôóíêòîð F îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Åñëè ðàññìîòðåòü
F op ∶ Xop → Aop,
Gop ∶ Aop → Xop,

òî Gop ⊣ F op.

Ïðèìåðû. 1.

Grp (F(X),G) Sets (X,UG) ,∼

U ∶ Grp → Sets

� çàáûâàþùèé, F(X) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ áàçèñîì X.

2.
Ab (G/[G,G],A) Grp(G,UA),∼

U ∶ Ab → Grp

� âëîæåíèå,
G ↦ G/[G,G]

� ôóíêòîð àáåëèàíèçàöèè.

3. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1.

R-Mod (M ⊗N,K) R-Mod (M,HomR(N,K)) ,∼

ãäå M , N , K �R-ìîäóëè.
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Ëåêöèÿ 13. Åäèíèöà è êîåäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ.
Òðåóãîëüíûå òîæäåñòâà. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñîïðÿæ¼ííîñòè. Ôóíêòîð ñ ðàçíûìè ëåâûì è

ïðàâûì ñîïðÿæåííûìè

Åäèíèöà è êîåäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû íà÷àëè çíàêîìèòüñÿ ñ ïîíÿòèåì ñîïðÿæåííûõ ôóíêòî-
ðîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü
F ∶ X → A

è
G ∶ A → X

� ôóíêòîðû. Ãîâîðÿò, ÷òî F � ëåâûé ñîïðÿæåííûé äëÿ G, à G � ïðàâûé ñîïðÿæåí-
íûé äëÿ F , è îáîçíà÷àþò F ⊣ G, åñëè ∃ åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ

φx,a ∶ A (Fx, a) → X (x,Ga) .

Ïîëîæèì
ηx ∶= φx,Fx (idFx) ∶ x → GFx
εa ∶= φ−1Ga,a (idGa) ∶ FGa → a

η íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé ñîïðÿæåíèÿ, à φ � êîåäèíèöåé ñîïðÿæåíèÿ. Îíè îáëàäàþò
ðÿäîì âàæíûé ñâîéñòâ.
Ïóñòü F ⊣ G. Äîêàæåì ÷òî η � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

idX ⇒ GF

Íåîáõîäèìî äîêàçàòü äëÿ ëþáîãî

f ∶ x → y â X

êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû

x y

GFx GFy

f

ηx ηy

GFf

(69)

Â ñèëó åñòåñòâåííîñòè φ äèàãðàììû íèæå êîììóòàòèâíû:

A(Fy,Fy) X(y,GFy)

A(Fx,Fy) X(x,GFy)

A(Fx,Fx) X(x,GFx)

φy,Fy

A(Ff,Fy) X(f,GFy)
φx,Fy

A(Fx,Ff)
φx,Fx

X(x,GFf)

(70)
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Ïîäñòàâèì â ëåâûé âåðõíèé è â ïðàâûé íèæíèé óãîë (70) òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå. Ïîëó÷èì

idFy ηy

Ff ηyf (GFf)ηx

idFx ηx

â îäíî è òî æå

Ðàâåíñòâî
ηyf = (GFf)ηx

îçíà÷àåò â òî÷íîñòè êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû (69).
Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ âûøå ê Gop ⊣ F op, ïîëó÷àåì, ÷òî

ε ∶ FG ⇒ idA

� åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ïðåäëîæåíèå.
φx,a ∶ A(Fx, a) → X(x,Ga)

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
φx,a(f) = (Gf)ηx

äëÿ ∀ f ∈ A(Fx, a).
x GFx Ga

ηx Gf

Àíàëîãè÷íî
φ−1x,a(g) = εFg

äëÿ ∀ g ∈X(x,Ga).
Fx FGa a

Fg εa

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ êîììóòàòèâíîñòüþ íèæíåé ÷àñòè äèàãðàììû (70):

A(Fx,Fx) X(x,GFx)

A(Fx, a) X(x,Ga)

φx,Fx

A(Fx,f) X(x,Gf)

φx,a

Ïîäñòàâëÿÿ òîæäåñòâåííûé ìîðôèçì, ïîëó÷èì

idFx ηx

f (Gf)ηx φx,a(f)

Âòîðàÿ ÷àñòü ïðåäëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâà â ñèëó äâîéñòâåííîñòè.
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Ïðåäëîæåíèå. ηx � óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò â êàòåãîðèè çàïÿòîé
(x ↓ G) ∀ x ∈ ObX.
εa � óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò â êàòåãîðèè (F ↓ a) ∀ a ∈ ObA.

Äîêàçàòåëüñòâî.
GFx

x

Ga

Gf

ηx

g

Íà äèàãðàììå âûøå èçîáðàæåíû äâà îáúåêòà â êàòåãîðè çàïÿòîé (x ↓ G). Ìîðôèç-
ìû ìåæäó íèìè (x ↓ G)(ηx, g) � ýòî ìîðôèçìû

f ∶ Fx → a,

äëÿ êîòîðûõ äèàãðàììà âûøå êîììóòàòèâíà.
Òàêèì îáðàçîì,

φx,a(f) = g.
Òàêèõ f ðîâíî 1, òàê êàê φx,a � áèåêöèÿ.

Òðåóãîëüíûå òîæäåñòâà

Òåîðåìà 13.1. (Òðåóãîëüíûå òîæäåñòâà) Ïóñòü F ⊣ G, η è ε � åäèíèöà è êîåäè-
íèöà ñîïðÿæåíèÿ.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû òðåóãîëüíûå òîæäåñòâà

GFGa

Ga Ga

GεaηGa

idGa

è
FGFx

Fx Fx

εFxFηx

idFx

(71)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî îäíî èç íèõ.
Äîêàæåì (71):

idFx = φ−1x,Fx (φx,Fx (idFx)) = φ−1x,Fx (ηx)
� ýòî âåðõíÿÿ êîìïîçèöèÿ â (71).

107

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРИЯ КАТЕГОРИЙ
ГОРДИЕНКО АЛЕКСЕЙ СЕРГЕЕВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåííîñòè

Òåîðåìà 13.2. Ïóñòü
F ∶ X → A

è
G ∶ A → X

� ôóíêòîðû,
η ∶ idX ⇒ GF

� åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè÷åì ηx � óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáú-
åêò â (x ↓ G) ∀ x ∈ ObX.
Òîãäà F ⊣ G, à η � åäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ïîíàäîáèòñÿ äèàãðàììà èç äîêàçàòåëüñòâà ïðîøëîé òåîðå-
ìû:

GFx

x

Ga

GF

ηx

g

(72)

Îïðåäåëèì
φx,a ∶ A(Fx, a) → X(x,Ga)

êàê
φx,a(f) ∶= (Gf)ηx.

Èç òîãî, ÷òî ηx � óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò, ñëåäóåò, ÷òî φx,a � áèåêöèÿ.
Äîêàæåì åñòåñòâåííîñòü. Ïóñòü

α ∶ a → a1
ξ ∶ x1 → x

Íàì íóæíî äîêàçàòü êîììóòàòèâíîñòü ñëåäóþùåé äèàãðàììû:

A(Fx, a) X(x,Ga)

A(Fx1, a1) X(x1,Ga1)

φx,a

A(Fξ,α) X(ξ,Gα)

φx1,a1

(73)

Ïóñòü f ∈ A(Fx, a). Òîãäà ïî äèàãðàììå (72) ïîëó÷àåì öåïî÷êó

x GFx Ga
ηx Gf

Äàëåå, äîïèñûâàåì

x1 x GFx Ga Ga1
ξ ηx Gf Gα (74)
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Ýòî ïóòü âïðàâî è âíèç íà äèàãðàììå (73). Äîáàâèì (74) ïóòü, ñîîòâåòñòâóþùèé
ïóòè âíèç, à çàòåì âïðàâî íà (73) (íèæíèé ïóòü íà äèàãðàììå íèæå):

x1 x GFx Ga Ga1

GFx1

ξ

ηx1

ηx Gf Gα

GFξ
(75)

Êâàäðàò íà (75) êîììóòàòèâåí â ñèëó åñòåñòâåííîñòè η.
Òàêèì îáðàçîì, φx,a � åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ è F ⊣ G ñîïðÿæåíû.

φx,Fx(idFx) = ηx,

òî åñòü ηx � åäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ.

Òåîðåìà 13.3. Ïóñòü
G ∶ A → X

� ôóíêòîð, ïðè÷åì ∀ x ∈ ObX â (x ↓ G) ∃ óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò,
êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç25

ηx ∶ X → GF0x,

Òîãäà îòîáðàæåíèå
F0 ∶ ObX → ObA

îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ôóíêòîðà

F ∶ X → A

òàê, ÷òî ηx ñòàíîâèòñÿ åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïðè ýòîì F � ëåâûé
ñîïðÿæåííûé ê G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
f ∶ x → y â X.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó:

x GF0x

y GF0y

ηx

f

ηy

(76)

Íà äèàãðàììå (76) ìû âèäèì äâà îáúåêòà â êàòåãîðèè çàïÿòîé:

x GF0x
ηx

25Çäåñü F0x � ïðîñòî ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåêò, à íå ôóíêòîð.
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è
x

y GF0y

f

ηy

ïðè÷åì ïåðâûé èç îáúåêòîâ, ïî óñëîâèþ, ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì îòòàëêèâàþùèì
îáúåêòîì.
Òîãäà ∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì

g ∶ F0x → F0y

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

x GF0x

y GF0y

ηx

f Gg

ηy

êîììóòàòèâíà.
Ïîëîæèì

Fx ∶= F0x
Ff ∶= g

Òîãäà F � ôóíêòîð, à η � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå.
Åñëè

f ∶ x → y
h ∶ y → z

òî
x GFx

y GFy

z GFz

ηx

f GFf

G(F (gf))
ηy

h GFh

ηz

(F ñîõðàíÿåò êîìïîçèöèþ).
F ⊣ G ïî òåîðåìå 13.2.

Òåîðåìîé 13.3 ìû íåÿâíî ïîëüçîâàëèñü, êîãäà îïðåäåëÿëè ñâîáîäíóþ ãðóïïó F(X):

X UF(X)i

Çäåñü
U ∶ Grp → Sets

� çàáûâàþùèé ôóíêòîð. Åñëè ó íàñ åñòü îòîáðàæåíèå

X UF(X)

UG

iX

φ
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òî ∃!
φ ∶ F(X) → G

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

X UF(X)

UG

iX

φ

Uφ

(77)

êîììóòàòèâíà. Òàêèì îáðàçîì, i � óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò â (X ↓
U).
Êîåäèíèöà

ϵG ∶ F(UG) → G

Ýòî âû÷èñëåíèå âûðàæåíèÿ
gγ11 . . . gγss â G,

ãäå γi ∈ {±1}, à gi � ñèìâîëû ýëåìåíòîâ èç G.
Âûïèøåì ÿâíî26

φX,G ∶ Grp (F(X),G) Sets(X,UG).∼

Ïóñòü
f ∶ F(X) → G

� ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà

φX,G(f) = (Uf)iX .

Òîãäà
εG = φ−1UG,G (idUG)

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç

UG UF(UG)

UG

iUG

UεG

Òåîðåìà 13.4. Ïóñòü
F ∶ X → A

è
G ∶ A → X

� ôóíêòîðû,
ε ∶ GF ⇒ idA

è
η ∶ idX ⇒ GF

26Çäåñü φ ñâÿçàíî ñ ñîïðÿæåíèåì, à íå èç äèàãðàììû (77).
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� åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè÷åì

(εF ) (Fη) = idF
(Gε) (ηG) = idG

(78)

(òî åñòü âûïîëíåíû òðåóãîëüíûå òîæäåñòâà). Òîãäà F ⊣ G, à ε è η � êîåäèíèöà
è åäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì
φx,a(f) ∶= (Gf) ηx

äëÿ ∀ f ∈ A(Fx, a),
ψx,a(g) ∶= εa (Fg)

äëÿ ∀ g ∈X(x,Ga).
Èçîáðàçèì òðåóãîëüíûå òîæäåñòâà (78):

FGFx

Fx Fx

εFxFηx è
GFGa

Ga Ga

GεaηGa

Ïðèìåíèì ê
a

x

f

φ. Ïîëó÷àåì
Ga

x GFx
ηx

Gf

Ïðèìåíèì ê âûðàæåíèþ âûøå ψ. Ïîëó÷èì

FGa

Fx FGFx a

εa

Fηx

FGf

Èòîãî
FGa

Fx FGFx a

εa

ψx,a(φx,a(f))

Fηx

FGf (79)

Çäåñü íèæíèé ïóòü � ýòî âñå ïðèìåíåííûå âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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Äîïèøåì íà äèàãðàììå (79) ñëåäóþùèé ïóòü:

FGa

Fx FGFx Fx a

εa

ψx,a(φx,a(f))

Fηx

FGf

εFx f

Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì íà äèàãðàììå òðåóãîëüíåî òîæäåñòâî:

FGa

Fx FGFx Fx a

εa

òðåóã. ò-âî

ψx,a(φx,a(f))

Fηx

FGf

εFx f

Òàêèì îáðàçîì, ∀ f ∈ A(Fx, a) âûïîëíåíî

ψx,a (φx,a(f)) = f.

Àíàëîãè÷íî,
φx,aψx,a = idX(x,Ga).

Òî åñòü φx,a � áèåêöèÿ.
Åñòåñòâåííîñòü φx,a ñ òàêèì îïðåäåëåíèåì ïðîâåðåëè â òåîðåìå 13.2. Òàêèì îá-

ðàçîì, F ⊣ G.

Ôóíêòîð ñ ðàçíûìè ëåâûì è ïðàâûì ñîïðÿæåííûìè

Çàáûâàþùèé ôóíêòîð
U ∶ Top Sets

èìååò ðàçíûå ëåâûé F è ïðàâûé G ñîïðÿæåííûå:

UFX

X

UT

Uf

∃ åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

f ∶ FX → T,
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ãäå T � íåêîòîðîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Çäåñü FX � ýòî X ñ äèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïðàâûé ñîïðÿæåííûé

Sets (UT,X) Top (T,GX)∼

UT UGX

X

∃! îòîáðàæåíèå
f ∶ T → GX.

GX � ýòî X ñ òîïîëîãèåé {∅,X} (âñå òî÷êè ñêëååíû).
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Ëåêöèÿ 14. Êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãîðèé.
(Êî)ðåôëåêñèâíûå ïîäêàòåãîðèè, (êî)ðåôëåêòîðû.
Ñîõðàíåíèå ïðàâûìè ñîïðÿæ¼ííûìè ôóíêòîðàìè

ïðåäåëîâ è ìîíîìîðôèçìîâ

Êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãîðèé

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî êàòåãîðèè X è A ýêâèâàëåíòíû, åñëè ∃ ôóíêòîðû

F ∶ X → A

è
G ∶ A → X

òàêèå, ÷òî
FG ≅ idA, GF ≅ idX . (80)

Îáñóäèì, ÷åì ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãîðèé îòëè÷àåòñÿ îò ïîíÿòèÿ èçîìîð-
ôèçìà êàòåãîðèé. Â èçîìîðôèçìå êàòåãîðèé â òðåáîâàíèè (80) ñòîÿò íåðàâåíñòâà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, èçîìîðôèçì êàòåãîðèé � ýòî îáû÷íûé êàòåãîðíûé èçîìîðôèçì â
êàòåãîðèè êàòåãîðèé (íàïðèìåð, ìàëûõ êàòåãîðèé). Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, â êàòå-
ãîðèè êàòåãîðèé åñòü äîïîëíèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà, òî åñòü ìåæäó ìîðôèçìàìè åñòü
ñâîè ìîðôèçìû (åñòåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ). Ïîýòîìó íåðàâåíñòâà ìû ìîæåì
îñëàáèòü äî èçîìîðôèçìà (80).

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêòîð G � ïîëíûé (full), åñëè îí ñþðúåêòèâåí íà
hom-ìíîæåñòâàõ, òî åñòü ∀ a, b ∈ ObA, ∀ g ∈X(Ga,Gb) ∃ f ∈ A(a, b) òàêîå, ÷òî

Gf = g.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêòîð G � óíèâàëåíòíûé (faithful), åñëè îí èíúåê-
òèâåí íà hom-ìíîæåñòâàõ (= ðàçíûå ìîðôèçìû ïåðåâîäèò â ðàçíûå).

Â íà÷àëå ñåìåñòðà ìû ôîðìóëèðîâàëè ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 14.1. (Êðèòåðèé ýêâèâàëåíòíîñòè) Ôóíêòîð

G ∶ A → X

çàäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé A è X (ê íåìó ∃ ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêòîð
F ∶ X → A) ⇐⇒ G ïîëíûé, óíèâàëåíòíûé è ∀ x ∈ ObX ∃ a ∈ ObA òàêîå, ÷òî

Ga ≅ x.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêòîðû

X A
F

G
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çàäàþò ñîïðÿæåíèå-ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé X è A, åñëè F ⊣ G è åäèíèöà

η ∶ idX ⇒ GF

è êîåäèíèöà
ε ∶ FG ⇒ idA

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêòîðîâ.

Äîêàæåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 14.2. Ïóñòü
G ∶ A → X

� ôóíêòîð. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. G ìîæíî âêëþ÷èòü â ñîïðÿæåíèå-ýêâèâàëåíòíîñòü F ⊣ G, ãäå

F ∶ X → A;

2. G ñîçäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé;

3. G � ïîëíûé, óíèâàëåíòíûé è ∀ x ∈ ObX ∃ a ∈ ObA òàêîå, ÷òî

Ga ≅ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ⇒ 2 î÷åâèäíî.
2 ⇒ 3 Èçâåñòíî, ÷òî

FG ≅ idA.
Ïóñòü äàíû äâà ìîðôèçìà

a b
f

g

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äèàãðàììó:

FGa a

FGb b

∼

FGfFGg fg

∼

(81)

Ýòà äèàãðàììà êîììóòàòèâíà â ñèëó åñòåñòâåííîñòè. Ñòðåëêè, ñîîòâåòñòâóþùèå íà
(81) èçîìîðôèçìàì, ìû ìîæåì íàïðàâèòü â äðóãóþ ñòîðîíó. Äàäèì íàçâàíèÿ ýòèì
ñòðåëêàì íà (81):

FGa a

FGb b

εa

FGfFGg fg

εb

Òîãäà
f = εb(FGf)ε−1a ,
g = εb(FGf)ε−1a

116

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРИЯ КАТЕГОРИЙ
ГОРДИЕНКО АЛЕКСЕЙ СЕРГЕЕВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Åñëè
Gf = Gg,

òî è
f = g.

Òàêèì îáðàçîì, G óíèâàëåíòåí. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî F óíèâàëåíòåí.
Äîêàæåì, ÷òî G � ïîëíûé. Ïóñòü

h ∶ Ga → Gb.

Îïðåäåëèì
f = εb(Fh)ε−1a .

Ïîëó÷àåì, ÷òî äèàãðàììà
FGa a

FGb b

εa
∼

Fh f

εb
∼

êîììóòàòèâíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèàãðàììà åñòåñòâåííîñòè äëÿ f

FG a

FGb b

εa
∼

FGf f

εb
∼

Îòñþäà
FGf = Fh

è
Gf = h,

òàê êàê F � óíèâàëåíòåí. Òàêèì îáðàçîì, G � ïîëíûé.
Òàê êàê

x ≅ GFx,
òî ëþáîé îáúåêò èç X èçîìîðôåí íåêîåìó îáúåêòó âèäà Ga, ãäå a ∈ ObA.
3 ⇒ 1 Îáîçíà÷èì ÷åðåç F0x òàêîé îáúåêò, ÷òî

GF0x ≅ x,

à ÷åðåç
ηx ∶ x GF0x

∼

ñîîòâåòñòâóþùèé èçîìîðôèçì.
Äîêàæåì, ÷òî ηx � óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò â êàòåãîðèè çàïÿòîé
(x ↓ G). Êðîìå òîãî, â ýòîé êàòåãîðèè çàïÿòîé åñòü ìîðôèçìû

g ∶ x ↦ Ga
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x GF0x

Ga

ηx

Ga

Gf

Çàìåòèì, ÷òî ηx � èçîìîðôèçì, à G � áèåêöèÿ íà hom-ìíîæåñòâàõ. Ïîýòîìó äèà-
ãðàìà âûøå çàäàåò áèåêöèþ ìåæäó g ∈X(x,Ga) è f ∈ A(F0x, a).
Îòñþäà äëÿ ëþáîãî îáúåêòà g ∈ (x ↓ G) ∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì

f ∶ ηx → g.

Ïî òåîðåìå èç ïðîøëîé ëåêöèè, ∃ ëåâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð

F ∶ X → A

òàêîé, ÷òî
Fx = F0x ∀ x ∈ ObX,

è ηx � åäèíèöà ýòîãî ñîïðÿæåíèÿ.
Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíîå òîæäåñòâî. Ïðèìåíèì ê êîåäèíèöå ôóíêòîð G:

GFGa

Ga Ga

GεaηGa

Çäåñü ηGa � èçîìîðôèçì, íèæíèé ìîðôèçì � òîæäåñòâåííûé. Òîãäà âñå Gεa � èçî-
ìîðôèçìû.
Ïîêàæåì, ÷òî εa � òîæå èçîìîðôèçì. Ïóñòü

g = (Gεa)−1

g ∶ Ga → GFGa.

G � ïîëíûé, ïîýòîìó ∃ f òàêîå, ÷òî

Gf = g.

Ïðèìåíèì G ê εaf :
G(εaf) = (Gεa)Ga = (Gεa)g = idGa.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â äðóãóþ ñòîðîíó ïîëó÷àåì, ÷òî

G(fεa) = idGFGa.

Òàê êàê G óíèâàëåíòåí, òî
εaf = ida,
fεa = idFGa.

Òàêèì îáðàçîì,
ε ∶ FG ⇒ idA

� èçîìîðôèçì.
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Ïóñòü F ⊣ G � ñîïðÿæåíèå-ýêâèâàëåíòíîñòü. Òîãäà G ⊣ F , ãäå ε−1 � åäèíèöà, à
η−1 � êîåäèíèöà ýòîãî ñîïðÿæåíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà âîñïîëüçóåìñÿ
òðåóãîëüíûìè òîæäåñòâàìè:

FGFx

Fx Fx

εFxFηx

GFGa

Ga Ga

GεaηGa

îòêóäà, íàïðàâëÿÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïîëó÷àåì

GFGa

Ga Ga

η−1GaGε−1a

FGFx

Fx Fx

Fη−1xε−1Fx

Ýòî òðåóãîëüíûé òîæäåñòâà äëÿ G ⊣ F .

(Êî)ðåôëåêòèâíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ, (êî)ðåôëåêòîð

Îïðåäåëåíèå. Ïîäêàòåãîðèÿ C â êàòåãîðèè D íàçûâàåòñÿ ðåôëåêòèâíîé (ñîîò-
âåòñòâåííî, êîðåôëåêòèâíîé), åñëè ôóíêòîð âëîæåíèÿ

C → D

èìååò ëåâûé (ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâûé) ñîïðÿæåííûé, íàçûâàåìûé ðåôëåêòîðîì (êî-
ðåôëåêòîðîì).

Ïðèìåð. Ab ⊂ Grp. Ðåôëåêòîð

G ↦ G/[G,G].

Åäèíèöà ñîïðÿæåíèÿ

G G/[G,G] (82)

Ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð çäåñü åñòü, òàê êàê åñëè åñòü àáåëåâà ãðóïïà A, òî ëþáîé
ãîìîìîðôèçì â A îäíîçíà÷íî ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç ôàêòîð-ãðóïïó ïî êîììóòàíòó:

G G/[G,G]

A

(82) � óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò â êàòåãîðèè (G ↓ U), ãäå G ∈ ObGrp,

U ∶ Ab → Grp

� ôóíêòîð âëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 14.2 ïîçâîëÿåò âûäåëèòü êëàññ êàòåãîðèé, êîòîðûå àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿ-
þòñÿ ðåôëåêòèâíûìè.
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Ñëåäñòâèå. (Èç êðèòåðèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè) Åñëè C � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â D è
∀ d ∈ ObD ∃ c ∈ ObC òàêîé, ÷òî

d ≅ c,
òî C ðåôëåêòèâíà è ýêâèâàëåíòíà D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêòîð âëîæåíèÿ C ⊆D ïîëíûé è óíèâàëåíòíûé è d ≅ c.

Îïðåäåëåíèå. Ñêåëåò êàòåãîðèè C � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ â C, ñîñòîÿùàÿ èç
ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ êëàññîâ èçîìîðôíûõ îáúåêòîâ.

Ñêåëåò êàòåãîðèè ýêâèâàëåíòåí âñåé êàòåãîðèè C.

Ïðàâûå ñîïðÿæåííûå ôóíêòîðû ñîõðàíÿþò ïðåäåëû è
ìîíîìîðôèçìû

Òåîðåìà 14.3. Ïóñòü ó ôóíêòîðà

G ∶ A → X

∃ ëåâûé ñîïðÿæåííûé. Òîãäà G ñîõðàíÿåò âñå ïðåäåëû, êîòîðûé ∃ â A, è ïåðåâîäèò
ìîíîìîðôèçìû â ìîíîìîðôèçìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
T ∶ J → A

� ôóíêòîð,
αj ∶ a → aj

� ïðåäåëüíûé êîíóñ. Äîêàæåì, ÷òî

Gαj ∶ Ga → Gaj

� ïðåäåëüíûé êîíóñ ôóíêòîðà
GT ∶ J → X.

Åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ çàäàåò áèåêöèþ ìåæäó êîíóñàìè

x → Gaj

è
Fx → aj.

A(Fx, aj) X(x,Gaj)

A(Fx, a) X(x,Ga)

∼

∼

A(Fx,αj) X(x,Gαj) (83)

Åñëè
βj ∶ x → Gaj
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� êîíóñ, òî åìó ñîîòâåòñòâóåò êîíóñ

γj ∶ Fx → aj.

∃ åäèíñòâåííîå
f ∶ Fx → a

òàêîå, ÷òî äèàãðàììà

Fx aj

a

f

γj

αj (84)

êîììóòàòèâíà.
Ïîýòîìó ∃!

g ∶ x → Ga

òàêîå, ÷òî äèàãðàììà
x Gaj

Ga

g Gαj

êîììóòàòèâíà.
Äåéñòâèòåëüíî, îòìåòèì, ÷òî âî ÷òî ïåðåõîäèò íà äèàãðàììå (83):

γj βj

f g

Åñëè áû ó íàñ áûëî 2 g, òî èì áû ñîîòâåòñòâîâàëî 2 f , è íà (84) èõ áû òîæå áûëî
äâà (à òàì åñòåñòâåííàÿ áèåêöèÿ).
Òàêèì îáðàçîì, G ñîõðàíÿåò ïðåäåëû. Ïóñòü òåïåðü

m ∶ a → b

� ìîíîìîðôèçì â A. Ïóñòü ó íàñ åñòü ìîðôèçìû f è g

x Ga Gb
f

g

Gm (85)

òàêèå, ÷òî
(Gm)f = (Gm)g.

Ïðèìåíÿÿ ê (85) ôóíêòîð F , ïîëó÷èì

Fx FGa FGb
Ff

Fg

FGm
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Ïðèìåíèì ê äèàãðàììå êîåäèíèöó:

Fx FGa FGb

a b

Ff

Fg

FGm

εa εb

m

Òîãäà
εb (FGm) (Ff) = εb (FGm) (Fg),

îòêóäà
mεa(Ff) =mεa(Fg),

è â ñèëó òîãî, ÷òî m � ìîíîìîðôèçì, ïîëó÷àåì

εa(Ff) = εa(Fg).

εa � óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò â êàòåãîðèè çàïÿòîé (F ↓ a), òî åñòü

f = g.

Ïî-äðóãîìó,
φ−1x,a(f) = φ−1x,a(g),

îòêóäà
f = g.
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Ëåêöèÿ 15. Óíèâåðñóì. Òåîðåìà Ôðåéäà î
ñîïðÿæåííîì ôóíêòîðå. (Êî)ïîðîæäàþùèå

ìíîæåñòâà îáúåêòîâ. Ñïåöèàëüíàÿ òåîðåìà îá
óíèâåðñàëüíîì îòòàëêèâàþùåì îáúåêòå

Óíèâåðñóì Ãðîòåíäèêà

Â íà÷àëå êóðñà ìû ñêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü áîëüøèìè è ìàëûìè. Ìà-
ëûå ìíîæåñòâà � ýòî ìíîæåñòâà, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò óíèâåðñóìó, íàáîðó ìàëûõ
ìíîæåñòâ. Ðàíåå ìû íå íàêëàäûâàëè íèêàêèõ óñëîâèé íà òî, ÷òî ñ÷èòàòü óíèâåð-
ñóìîì.

Îïðåäåëåíèå. Óíèâåðñóìîì Ãðîòåíäèêà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî U ñî ñëåäóþùè-
ìè ñâîéñòâàìè:

1. èç x ∈ u ∈ U ñëåäóåò, ÷òî x ∈ U ;

2. èç u, v ∈ U ñëåäóåò, ÷òî {u, v} ∈ U ;

3. èç x ∈ U ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ x

2x = Px ∈ U,

è îáúåäèíåíèå
⋃
y∈x
y ∈ U.

Èíîãäà â îïðåäåëåíèå âûøå äîáàâëÿþò òàêæå ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

4. èç òîãî, ÷òî u ∈ U , v ∈ U , ñëåäóåò, ÷òî

(u, v) ∈ U,

u × v = {(a, b) ∣a ∈ u, b ∈ v} ∈ U ;

5. {0, 1, 2, . . .} ∈ U ;

6. åñëè
f ∶ a → b

ñþðúåêòèâíî, ïðè÷åì a ∈ U , b ⊆ U , òî b ∈ U .

Òåîðåìà îá óíèâåðñàëüíîì îòòàëêèâàþùåì îáúåêòå

Òåîðåìà 15.1. (Îá óíèâåðñàëüíîì îòòàëêèâàþùåì îáúåêòå) Ïóñòü â êàòåãîðèè
D ìàëûå hom-ìíîæåñòâà è ∃ âñå ìàëûå ïðåäåëû.
Òîãäà â D ∃ óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò ⇐⇒ â D ∃ ìàëîå ðàçðåøàþùåå

ìíîæåñòâî îáúåêòîâ Q: ∀ d ∈ ObD ∃ q ∈ Q è ìîðôèçì q → d.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Î÷åâèäíî, òàê êàê åñëè c � óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé
îáúåêò, òî

Q = {c}
� ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî.

⇐ Ðàññìîòðèì
u ∶= ∏

q∈Q
q.

Òîãäà ∀ d ∈ ObD
∃ ∏

q∈Q
q q d,

πq

òî åñòü ∃ ñòðåëêè u→ d.

Ðàññìîòðèì óðàâíèòåëü âñåõ ñòðåëîê èç D(u,u). Ïóñòü c � îáúåêò, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ýòîìó óðàâíèòåëþ:

c u uα

⋮

α � ìîíîìîðôèçì, òàê êàê óðàâíèòåëü. Ïîëó÷àåòñÿ, èç c òîæå åñòü ñòðåëêà â
ëþáîé îáúåêò. Íàäî ïîíÿòü, ÷òî îíà îäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê:

c d
f

g

Ïóñòü
h = eq(f, g).

w c dh
f

g

h � òàêæå ìîíîìîðôèçì. Îòñþäà åñòü ñòðåëêà u→ w:

w c d

c u u

h
f

g

α

α

β

Ïîëó÷àåì, ÷òî
αhβα = α,

òàê êàê α � óðàâíèòåëü òàêèõ ñòðåëîê. Îòñþäà

h(βα) = idc.

Òîãäà
h(βα)h = h,

îòêóäà
(βα)h = idw.
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Òàêèì îáðàçîì, h � èçîìîðôèçì. Èç òîãî, ÷òî

fh = gh,

ñëåäóåò, ÷òî
f = g.

È c äåéñòâèòåëüíî óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ â êàòåãîðèè
çàïÿòîé

Ëåììà 15.1. Ïóñòü
G ∶ A → X

� ôóíêòîð, x ∈ ObX. Òîãäà çàáûâàþùèé ôóíêòîð

U ∶ (x ↓ G) → A,

x → Ga ↦ a

ñîçäàåò âñå òå ïðåäåëû, êîòîðûå ôóíêòîð G ñîõðàíÿåò, òî åñòü åñëè

T ∶ Y → (x ↓ G)

� ôóíêòîð, ïðè÷åì ó UT åñòü ïðåäåë, êîòîðûé ñîõðàíÿåò G, òî ïðåäåëüíûé êîíóñ

αj ∶ a → UTj

îäíîçíà÷íî ïîäûìàåòñÿ äî êîíóñà

βj ∶ γ → Tj,

ãäå
Uβj = αj,

ïðè÷åì βj � ïðåäåëüíûé êîíóñ.

Ñëåäñòâèå. (Ëåììà 15.1) Åñëè â A ∃ ìàëûå ïðåäåëû, à G íåïðåðûâåí (= ñîõðàíÿåò
ìàëûå ïðåäåëû), òî (x ↓ G) ïîëíà â ìàëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ëåììà 15.1) Ïóñòü

T ∶ Y → (x ↓ G).

x GUTj
Tj

Ïóñòü
αj ∶ a → UTj
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� ïðåäåëüíûé êîíóñ,

Ga
Gαj→ GUTj

� òîæå ïðåäåëüíûé êîíóñ. Â íèæíåé ÷àñòè äèàãðàììû

Ga GUTj
Gαj

Tj

èçîáðàæåí êîíóñ, òàê êàê T � ôóíêòîð â êàòåãîðèþ çàïÿòîé. Òîãäà ∃ åäèíñòâåííûé
ìîðôèçì

γ ∶ x → Ga

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

Ga GUTj

x

Gαj

γ
Tj

Òîãäà αj ñòàíîâÿòñÿ êîìïîíåíòàìè êîíóñà

γ → Tj.

Äîêàæåì, ÷òî ýòî ïðåäåëüíûé êîíóñ â (x ↓ G). Ïóñòü

ψj ∶ φ → Tj

� äðóãîé êîíóñ:

Gb

Ga GUTj

x

Gψj

Gαj

γ
Tj

∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì
θ ∶ b → G

òàêîé, ÷òî ñëåäóþùèé òðåóãîëüíèê êîììóòàòèâåí ∀ j ∈ ObJ:

b UTj

a

ψj

θ αj (86)

Gb

Ga GUTj

x

Gψj

Gθ

Gαj

γ
Tj
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Òîãäà
(Gαj) (Gθ)φ = (Gαj)γ ∀ j,

è, òàê êàê Gαj � ïðåäåëüíûé êîíóñ, òî

(Gθ)φ = γ.

Òàêèì îáðàçîì,
θ ∶ φ → γ

� åäèíñòâåííûé ìîðôèçì òàêîé, ÷òî äèàãðàììà (86) êîììóòàòèâíà. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ äèàãðàììà â êàòåãîðèè (x ↓ G):

φ γ

Tj

θ

ψj

αj

Òåîðåìà Ôðåéäà î ñîïðÿæåííîì ôóíêòîðå

Òåîðåìà 15.2. (Ôðåéäà î ñîïðÿæåííîì ôóíêòîðå) Ïóñòü â êàòåãîðèè A ìàëûå
hom-ìíîæåñòâà, A � ïîëíà â ìàëîì, à

G ∶ A → X

� ôóíêòîð. Òîãäà ó G ∃ ëåâûé ñîïðÿæåííûé ⇐⇒ G ñîõðàíÿåò ìàëûå ïðåäåëû è
∀ x ∈ ObX ∃ ìàëîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I è ñòðåëîê

Q = {hi ∶ x → Gqi ∣ i ∈ I} ,

ãäå qi ∈ A, òàêîå, ÷òî ∀ ìîðôèçìà

g ∶ x → Ga

∃ ìîðôèçì
f ∶ q → a

äëÿ íåêîòîðîé ñòðåëêè hi ∈ Q òàêîé, ÷òî

g = (Gf)hi,

òî åñòü ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

Ga

x

Gqi

g

h

Gf
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Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐ Äëÿ êàæäîé êàòåãîðèè çàïÿòîé (x ↓ G) ïðîâåðèì óñëîâèÿ
òåîðåìû 15.1 îá óíèâåðñàëüíîì îòòàëêèâàþùåì îáúåêòå.

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 15.1 (x ↓ G) ïîëíà â ìàëîì. Hom-ìíîæåñòâà ìàëûå,
òàê êàê ýòî ñòðåëêè èç A. Ðàçðåøàþùåå ìíîæåñòâî ∃ ïî óñëîâèþ.

⇒ G êàê ïðàâûé ñîïðÿæåííûé ôóíêòîð ñîõðàíÿåò ïðåäåëû, ïîëîæèì

Q = {ηx}.

(Êî)ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî Q ïîðîæäàåò êàòåãîðèþ C, åñëè

∀ f, g ∶ a b, f ≠ g

∃ îáúåêò q ∈ Q è ìîðôèçì
h ∶ q → a

òàêîé, ÷òî
fh ≠ gh.

Ïðèìåð. {{∗}} � ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ Sets. Åñëè

f, g ∶ A B ,

f(x) ≠ g(x)
äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ A, òî ïîëîæèì

h ∶ {∗} → A

h(∗) = x.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî Q êîïîðîæäàåò êàòåãîðèþ C, åñëè

∀ f, g ∶ a b, f ≠ g

∃ q ∈ Q è ñòðåëêà
h ∶ b → q

òàêèå, ÷òî
hf ≠ fg.

Ïðèìåð. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïðîèçâîëüíîãî äâóõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, êî-
ïðîæäàåò Sets.

128

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ТЕОРИЯ КАТЕГОРИЙ
ГОРДИЕНКО АЛЕКСЕЙ СЕРГЕЕВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ñïåöèàëüíàÿ òåîðåìà îá óíèâåðñàëüíîì îòòàëêèâàþùåì
îáúåêòå

Òåîðåìà 15.3. (Ñïåöèàëüíàÿ òåîðåìà îá óíèâåðñàëüíîì îòòàëêèâàþùåì îáúåê-
òå) Ïóñòü D � êàòåãîðèÿ ñ ìàëûìè hom-ìíîæåñòâàìè, ïîëíàÿ â ìàëîì, â êî-
òîðîé ∃ ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ñåìåéñòâ ïîäîáúåêòîâ è ∃ ìàëîå êîïîðîæäàþùåå ìíî-
æåñòâî Q. Òîãäà â D ∃ óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r � ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ïîäîáúåêòîâ â ∏
q∈Q

q. Åñëè d ∈ ObD, òî
∃ íå áîëåå îäíîãî ìîðôèçìà

r → d.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñóùåñòâóþò äâà ìîðôèçìà

f, g ∶ r d

Ðàññìîòðèì èõ óðàâíèòåëü ψ:

u r d
ψ f

g

Çàìåòèì, ÷òî ψ ∈Mono(D). Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

u r d

∏
q∈Q

q

ψ f

g

i

iψ òàêæå çàäàåò ïîäîáúåêò â ∏
q∈Q

q. Òî åñòü i ⪰ iψ, íî r � ïåðåñå÷åíèå, òîãäà iψ ⪰ i,
òî åñòü i è ψ ýêâèâàëåíòíû, è ψ � èçîìîðôèçì. Òîãäà èç

fψ = gψ

ñëåäóåò, ÷òî
f = g.

Òî åñòü ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ìîðôèçìà èç r.
Ïóñòü d ∈ ObD � ïðîèçâîëüíûé. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

{h ∶ d → qh ∣ qh ∈ Q} .

Ðàññìîòðèì

∏
q
q

d ∏
h
qh

φ

γ

(87)
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Çäåñü γ � åäèíñòâåííûé ìîðôèçì òàêîé, ÷òî ïðîåêöèÿ πh íà qh ðàâíà h:

∏
h
qh

d

qh

πh

γ

h

γ � ìîíîìîðôèçì, òàê êàê Q êîïîðîæäàþùåå, è åñëè

a d
f

g
, f ≠ g,

òî ∃
h ∶ d → qh

òàêîå, ÷òî
hf ≠ hg.

Íî
h = πhγ,

òî åñòü
γf ≠ γg.

Äàëåå, φ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∏
q
q

∏
h
qh

gh

φ

πqh

Ðàññìîòðèì ïóëáýê íà (87):

t ∏
q
q

d ∏
h
qh

ζ⌟

φ

γ

Òîãäà ζ � ìîíîìîðôèçì, à çíà÷èò åñòü ìîðôèçì èç r

r t ∏
q
q

d ∏
h
qh

ζ⌟

φ

γ

Åñòü ñòðåëêà èç r â d.
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Ëåêöèÿ 16. Ñïåöèàëüíàÿ òåîðåìà î ñîïðÿæ¼ííîì
ôóíêòîðå. Ab-êàòåãîðèè. Íóëåâûå ìîðôèçìû.

ßäðà, êîÿäðà

Çàìå÷àíèå î ôóíêòîðå, ñîçäàþùåì ìàëûå ïðåäåëû

Íàïîìíèì ïîíÿòèå êîïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà, ââåäåííîå íà ïðîøëîé ëåêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî Q ⊆ ObA � êîïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ êàòåãîðèè
A, åñëè

∀ a b
f

g

òàêèõ, ÷òî
f ≠ g,

∃ q ∈ Q è ñòðåëêà
h ∶ b → q

òàêàÿ, ÷òî
hf ≠ hg.

Â ïðîøëûé ðàç ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 15.3. (ñïåöèàëüíàÿ òåîðåìà îá óíèâåðñàëüíîì îòòàëêèâàþùåì îáúåê-
òå) Åñëè â êàòåãîðèè D åñòü ìàëîå êîïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî, ïåðåñå÷åíèÿ
âñåõ ñåìåéñòâ ïîäîáúåêòîâ, ìàëûå hom-ìíîæåñòâà è îíà ïîëíà â ìàëîì, òî â D
∃ óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò.

Íàïîìíèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêòîð

F ∶ A → B

ñîçäàåò ïðåäåë ôóíêòîðà
T ∶ J → A,

åñëè èç òîãî, ÷òî ó ôóíêòîðà
FT ∶ J → B

∃ ïðåäåë
b FTj,

βi

ñëåäóåò, ÷òî ∃ åäèíñòâåííûé êîíóñ

a Tj
αj

òàêîé, ÷òî
Fa = b,
Fαj = βj,

ïðè÷åì êîíóñ αj ïðåäåëüíûé.
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Çàìå÷àíèå 16.1. Åñëè B ïîëíà â ìàëîì, F ñîçäàåò ìàëûå ïðåäåëû, òî F ñîõðàíÿåò
ìàëûå ïðåäåëû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
T ∶ J → A

�ôóíêòîð, J � ìàëàÿ êàòåãîðèÿ,

αj ∶ a → Tj

� ïðåäåëüíûé êîíóñ.
Ïóñòü

βj ∶ b → FTj

� ïðåäåëüíûé êîíóñ äëÿ FT . Òàê êàê F ñîçäàåò ìàëûå ïðåäåëû, òî ∃! êîíóñ

γj ∶ c → Tj

òàêîé, ÷òî
Fγj = βj,
F c = b,

ïðè÷åì γj � ïðåäåëüíûé äëÿ T . Îòñþäà ∃

θ ∶ a c∼

òàêîé, ÷òî
αj = γjθ

a

c Tj

αj

θ

γj

Òîãäà
Fαj = (Fγj) (Fθ) = βj (Fθ)

� ñíîâà èçîìîðôèçì, òî åñòü êîíóñ Fαj òîæå ïðåäåëüíûé äëÿ FT .

Ñïåöèàëüíàÿ òåîðåìà î ñîïðÿæåííîì ôóíêòîðå

Òåîðåìà 16.1. (SAFT, ñïåöèàëüíàÿ òåîðåìà î ñîïðÿæåííîì ôóíêòîðå) Ïóñòü

G ∶ A → X,

ïðè÷åì â X è â A ìàëûå hom-ìíîæåñòâà, â A ∃ ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ñåìåéñòâ ïîä-
îáúåêòîâ, â A ∃ ìàëîå êîïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî, A ïîëíà â ìàëîì. Òîãäà ó G
∃ ëåâûé ñîïðÿæåííûé

F ∶ X → A

⇐⇒ G ñîõðàíÿåò ìàëûå ïðåäåëû è ïåðåñå÷åíèÿ ñåìåéñòâ ïîäîáúåêòîâ.
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Ëåììà 16.1. (î ïîäîáúåêòàõ â êàòåãîðèè (x ↓ G)) Ïóñòü G ñîõðàíÿåò27 ìàëûå
ïðåäåëû,

G ∶ A → X,

A ïîëíà â ìàëîì. Òîãäà çàáûâàþùèé ôóíêòîð

(x ↓ G) → A,

x→ Ga ↦ a

ñîõðàíÿåò è îòðàæàåò ìîíîìîðôèçìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî îòðàæàåò, òàê êàê âñå ìîðôèçìû â (x ↓ G) íà
ñàìîì äåëå æèâóò â A:

Ga

x

Gb

Gf

f ∈ Mono(A), åñëè è òîëüêî åñëè åãî ÿäåðíàÿ ïàðà � ýòî ïàðà òîæäåñòâåííûõ
ìîðôèçìîâ (ida, ida)

a a

a b

f

f

Ïóñòü ÿäåðíàÿ ïàðà � ýòî (ida, ida) è

fg = fh.

Òîãäà ∃ t òàêîé, ÷òî
g = idat
h = idat

òî åñòü
g = h = t.

c

a a

a b

h

g

t

f

f

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó àíàëîãè÷íî.
Ó íàñ áûëà ëåììà (ëåììà 15.1), ÷òî U ñîçäàåò òå ïðåäåëû, êîòîðûå G ñîõðàíÿåò,

òî åñòü U ñîõðàíÿåò ìàëûå ïðåäåëû è ïåðåâîäèò ìîíîìîðôèçìû â ìîíîìîðôèçìû.

27Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ëåêòîð íåìíîãî èñïðàâëÿåò ôîðìóëèðîâêó ëåììû. Çäåñü ïðèâåäåí óæå
èñïðàâëåííûé âàðèàíò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (Òåîðåìà 16.1) ∀ x ∈ ObX ïî óæå äîêàçàííîìó â (x ↓ G) ∃ âñå
ìàëûå ïðåäåëû è ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ ñåìåéñòâ ïîäîáúåêòîâ.
Ïóñòü Q � ìàëîå êîïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî â A. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Q′ = {x → Gq ∣ q ∈ Q} .

Òîãäà Q′ � êîïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî â (x ↓ G). Ïóñòü

f, g ∶ α β,

f ≠ g,
� ìîðôèçìû èç êàòåãîðèè çàïÿòîé òàêèå, ÷òî äèàãðàììà íèæå êîììóòàòèâíà:

x

Ga Gb

α
β

Gf

Gg

Òàê êàê f è g íà ñàìîì äåëå ¾ñèäÿò¿ â êàòåãîðèè A, èõ ìîæíî ðàçäåëèòü ïðè
ïîìîùè íåêîòîðîãî ìîðôèçìà, òî åñòü ∃ q ∈ Q è

h ∶ b → q

òàêèå, ÷òî
hf ≠ hg

x

Ga Gb Gq

α
β

Gf

Gg

Gh

Ïîëîæèì
γ ∶= (Gh)β

x

Ga Gb Gq

α
β

γ

Gf

Gg

Gh

Òîãäà γ ∈ Ob (x ↓ G),
h ∶ β → γ.

Òàêèì îáðàçîì, Q′ � êîïîðîæäàþùåå.
Òàê êàê

Q′ = ⋃
q∈Q

X(x,Gq),

îíî ìàëîå. Ïðèìåíÿåì ñïåöèàëüíóþ òåîðåìó 15.1 îá óíèâåðñàëüíîì îòòàëêèâàþùåì
îáúåêòå.
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Ab-êàòåãîðèè

Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî ÷àñòî òàê áûâàåò, ÷òî hom-ìíîæåñòâà â êàêîé-òî êàòåãî-
ðèè ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè èç äðóãîé êàòåãîðèè. Ýòî òàê íàçûâàåìûå îáîãàùåííûå
êàòåãîðèè (ñòðîãîå îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî ïîçäíåå â êóðñå).
Ïðèìåðîì îáîãàùåííîé êàòåãîðèè ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, êàòåãîðèÿ âñåõ (ìàëûõ28)

êàòåãîðèé. Òàì ìíîæåñòâî ìîðôèçìîâ ìåæäó îáúåêòàìè � ýòî êàòåãîðèÿ ôóíêòî-
ðîâ ìåæäó îáúåêòàìè, è ñóùåñòâóþò ìîðôèçìû ìåæäó ìîðôèçìàìè � åñòåñòâåííûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ íàä ôóíêòîðàìè. Ïîëó÷àåòñÿ, êàòåãîðèÿ ìàëûõ êàòåãîðèé îáîãà-
ùåíà íàä êàòåãîðèåé ìàëûõ êàòåãîðèé, òî åñòü îáúåêòû ñàìè ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè
êàòåãîðèÿìè. Äðóãèì ïðèìåðîì îáîãàùåííîé êàòåãîðèè ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèÿ àáåëå-
âûõ ãðóïï èëè, áîëåå îáùî, êàòåãîðèÿ ìîäóëåé íàä êîëüöîì. Çäåñü ãîìîìîðôèçìû
àáåëåâûõ ãðóïï (ìîäóëåé) ìîæíî ñêëàäûâàòü, òî åñòü îíè îáîãàùåíû íàä êàòåãî-
ðèåé àáåëåâûõ ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå. Êàòåãîðèÿ C íàçûâàåòñÿ Ab-êàòåãîðèåé, åñëè âñå Hom-ìíîæåñòâà
C(a, b) ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè ãðóïïàìè, ïðè÷åì êîìïîçèöèÿ

C(b, c) ×C(a, b) → C(a, c),

(q, f) ↦ gf,

Z-ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.

Ñðàçó æå âèäíî, ÷òî èç a â b âñåãäà åñòü íóëåâàÿ ñòðåëêà 0 ∈ C(a, b). Ñòàíäàðòíàÿ
òåõíèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

0f = 0

b

a c

0f

0

è
f0 = 0

b

a

c

f

0

0

Íàïðèìåð,
(0 + 0)f
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0⋅f

= 0 ⋅ f + 0 ⋅ f,

îòêóäà
0f = 0.

28Àíàëîãè÷íî äëÿ áîëüøèõ.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C íå îáÿçàòåëüíî Ab-êàòåãîðèÿ, íî ñ íóëåâûì (óíèâåðñàëü-
íûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò + óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò) îáúåêòîì
O.
Òîãäà íóëåâûì ìîðôèçìîì

0 ∶ a → b

íàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç O.

a b

O

0

Òîãäà òîæå âûïîëíåíî
0f = 0, f0 = 0

∀ ìîðôèçìà f .

Òåîðåìà 16.2. Ïóñòü z � îáúåêò â Ab-êàòåãîðèè C. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1. z � óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò;

2. z � óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò;

3. z � íóëåâîé îáúåêò;

4. 0z = idz, ãäå 0z � íóëåâîé îáúåêò z → z;

5. ∣C(z, z)∣ = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ⇒ 5 î÷åâèäíî, òàê êàê ∀ a ∈ ObC ∃! z → a, â òîì ÷èñëå è äëÿ
a = z.
2 ⇒ 5 è 3 ⇒ 5 àíàëîãè÷íî.
5 ⇒ 4 î÷åâèäíî.
3 ⇒ 1 è 3 ⇒ 2 î÷åâèäíî.
Äîêàæåì 4 ⇒ 3. Ïóñòü

f ∶ z → a,

ãäå a ∈ ObC. Òîãäà
f = f idz = f0z = 0,

òî åñòü ∃ è !. Ïîëó÷àåì, ÷òî z � óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò. Àíàëîãè÷íî,
z � óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â Ab-êàòåãîðèè ñ íóëåâûì îáúåêòîì ïîíÿòèÿ íóëåâîãî ìîð-
ôèçìà ñîâïàäàþò.
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ßäðî è êîÿäðî

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C � Ab-êàòåãîðèÿ èëè êàòåãîðèÿ ñ íóëåâûì îáúåêòîì. Ïóñòü

a b
f

� ìîðôèçì. Òîãäà ÿäðî è êîÿäðî f îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ker f ∶= eq(f,0)
coker f ∶= coeq(f,0)

Óñëîâèìñÿ î ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèÿõ:

Kerf a b
ker f f

0

a b Coker f
f

0

coker f

Îïðåäåëåíèå. Ïîíÿòèÿ îáðàçà è êîîáðàçà f ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

im f = ker (coker f)
coim f = coker (ker f)

Îáðàç è êîîáðàç óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Kerf a b Coker f

Coim f Im f

f

coim f

f

im f (88)

Ïðåäëîæåíèå.
ker (coker (ker f)) = ker f,
coker (ker (coker f)) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî ïåðâîå óòâåð-
æäåíèå.

c a b

d

ker f f

coim f

Íàäî äîêàçàòü, ÷òî
ker (coim f) = ker f.

Òàê êàê
f (ker f) = 0,

òî ∃ h òàêîå, ÷òî
f = h (coim f)
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c a b

d

ker f f

coim f

h

Ïóñòü
g ∶ u → a.

c a b

u d

ker f f

coim fg

h

Åñëè
(coim f)g = 0,

òî
fg = h (coim f) g = 0.

Îáðàòíî, åñëè
fg = 0,

òî
∃ t ∶ u → c

òàêîå, ÷òî
g = (ker f) t.

c a b

u d

ker f f

coim f
t

g

h

Òîãäà
(coim f)g = coker (ker f)(ker f)t = 0 ⋅ t = 0.

Îòñþäà
(coim f) g = 0 ⇐⇒ fg = 0

è
ker (coim f) = ker f.

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà òîãî, ÷òî âíèçó äèàãðàììû (88) ñòîèò èçîìîðôèçì f è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñâîéñòâ ñòðóêòóðèðîâàííîñòè â àáåëåâîé êàòåãîðèè.

Ëåììà 16.2. Ïóñòü C � ëèáî êàòåãîðèÿ ñ íóëåâûì îáúåêòîì, ëèáî Ab-êàòåãîðèÿ
è â C ñóùåñòâóþò âñå ÿäðà è êîÿäðà, f � ìîðôèçì.

. . .

.

f

q

coker f

m=im f
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Åñëè
f =m′q′,

ãäå m′ � ÿäðî, òî ∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì t, äåëàþùèé äèàãðàììó íèæå êîììó-
òàòèâíîé:

. .

. .

q

q′ m
t

m′

Åñëè â C ∃ óðàâíèòåëè è âñå ìîíîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè, òî q � ýïèìîðôèçì.
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Ëåêöèÿ 17. Àääèòèâíûå êàòåãîðèè. Àääèòèâíûå
ôóíêòîðû. Àáåëåâû êàòåãîðèè. Òî÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òî÷íûå ôóíêòîðû

Ëåììà

Ëåììà 16.2. Ïóñòü C � ëèáî êàòåãîðèÿ ñ íóëåâûì îáúåêòîì, ëèáî Ab-êàòåãîðèÿ
è â C ñóùåñòâóþò âñå ÿäðà è êîÿäðà, Ïóñòü

f =mg,

ãäå
m = Ker(coker f).

Òîãäà ∀ ðàçëîæåíèÿ
f =m′q′,

ãäå m′ � ÿäðî, ∃ åäèíñòâåííûé ìîðôèçì t, äåëàþùèé äèàãðàììó íèæå êîììóòà-
òèâíîé:

. .

. .

q

q′ m
t

m′

m =m′t,
q′ = tq.

Áîëåå òîãî, åñëè â C ∃ óðàâíèòåëè, à âñå ìîíîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè, òî q
� ýïèìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
. .

. . .

.

q

q′ m

m′

Cokerm=Coker f

Cokerm′

òàê êàê
coker (ker (coker g)) = coker g
ker (coker (ker g)) = ker g.

Äàëåå,
(cokerm′) f = (cokerm′)m′q′ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ∃ r òàêîé, ÷òî

Cokerm′ = r(coker f)
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. .

. . .

.

q

q′ m

m′

Cokerm=Coker f

Cokerm′

r

Äàëåå, ïðèìåíèì

(Cokerm′)m = (Cokerm′)Ker (Coker f) = r (coker f)Ker (coker f) = 0.

Îòñþäà ∃ t òàêîå, ÷òî
m =m′t

. .

. . .

.

q

q′ m
t

m′

Cokerm=Coker f

Cokerm′

r

Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì
f =m′q′ =mq =m′tq.

Îòñþäà
q′ = tq,

òàê êàê m′ � ìîíîìîðôèçì.
Òàê êàê m′ � ìîíîôîðìèçì, t åäèíñòâåííî.
Äàëåå, ïóñòü α è β òàêîâû, ÷òî

αq = βq.

Ïóñòü
e = eq(α,β)

.

. . .

.

q

e α

β
m

Òîãäà ∃ γ òàêîé, ÷òî
q = eγ

.

. . .

.

q

γ
e α

β
m
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Îòñþäà
f =mq =meγ,

ãäå me � ìîíîìîðôèçì, à çíà÷èò, ïî óñëîâèþ, è ÿäðî. Îòñþäà ∃ t òàêîé, ÷òî

. .

. .

q

γ
m

t

e

Ñ îäíîé ñòîðîíû,
γ = tq,

ñ äðóãîé,
met =m,

òàê êàê m ∈Mono. Òîãäà
et = id.

Äîìíîæèì íà e ñ ïðàâîé ñòîðîíû:

ete = e,

îòêóäà
et = id,

òàê êàê e ∈Mono. Çíà÷èò, e ∈ Iso. Èç

αe = βe

ñëåäóåò, ÷òî
α = β,

òî åñòü q ∈ Epi.

Ïðÿìàÿ ñóììà (áèïðîèçâåäåíèå)

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìîé ñóììîé èëè áèïðîèçâåäåíèåì îáúåêòîâ a è b Ab-êàòåãîðèè
C íàçûâàþò îáúåêò c âìåñòå ñ ìîðôèçìàìè

b c a
p2

i2

p1

i1

òàêèìè, ÷òî
i1p1 + i2p2 = idc (89)

p1i1 = ida, p2i2 = idb (90)

Ñðàçó âèäíî, ÷òî
i1, i2 ∈Mono(C)
p1, p2 ∈ Epi(C)

Óìíîæèì (89) ñëåâà íà p2:
p2i1p1 + p2i2p2 = p2
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p2i1p1 + p2 = p2
p2i1p1 = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
0 = p2i1p1i1 = p2i1.

Àíàëîãè÷íî,
p2i2 = 0.

Òåîðåìà 17.1. Ïóñòü a, b � îáúåêòû â Ab-êàòåãîðèè. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1. ∃ ïðîèçâåäåíèÿ a è b;

2. ∃ êîïðîèçâåäåíèÿ a è b;

3. ∃ ïðÿìàÿ ñóììà a è b.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1⇒ 3 îïðåäåëèì ïðè ïîìîùè óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà i1 è i2:

a × b

a b

a

p1 p2

i1

0

a × b

a b

b

p1 p2

i2

0

Ðàâåíñòâà (90) âûïîëíåíû ïî îïðåäåëåíèþ.
Ðàññìîòðèì

p1(i1p1 + i2p2) = p1 = 0 ⋅ p2 = p1 = p1ida×b.
Àíàëîãè÷íî,

p1(i1p1 + i2p2) = p2ida×b.
Â ñèëó óíèâåðñàëüíîãî ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ

i1p1 + i2p2 = ida×b.

3⇒ 1 Ïóñòü äàíà äèàãðàììà ïðÿìîé ñóììû

b c a
p2

i2

p1

i1

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå a è b. Ðàññìîòðèì îáúåêò d ñ ìîð-
ôèçìàìè

d a
f1

d b
f2

b c a

d

p2

i2

p1

i1

f2 f1
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Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîðôèçì f

b c a

d

p2

i2

p1

i1

f2
f

f1

òàêîé, ÷òî êîìïîçèöèÿ ñ p1 äàåò f1, à êîìïîçèöèÿ ñ p2 äàåò f2. Åñëè f ñóùåñòâóåò,
òî

f = (i1p1 + i2p2)f = i1f1 + i2f2,
òî åñòü îí åäèíñòâåííûé.
Ïîëîæèì äëÿ f1 è f2

f = i1f1 + i2f2.
Òîãäà

p1f = f1, p2f = f2.
2⇒ 3 3⇒ 2 ïî äâîéñòâåííîñòè.

Çàìå÷àíèå 17.1. Îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðÿìîé ñóììû:

a⊕ b = a × b = a ⊔ b.

Àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ. Àääèòèâíûé ôóíêòîð

Îïðåäåëåíèå. Àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ � ýòî Ab-êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé ∃ íóëåâîé
îáúåêò è áèíàðíûå29 ïðÿìûå ñóììû.

Òåîðåìà 17.2. Ïóñòü C � àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ,

a b
f

g

� ìîðôèçìû. Îïðåäåëèì
∆ ∶ a → a × a

è
δ ∶ b × b → b

÷åðåç äèàãðàììû íèæå:

a

a a⊕ a

a

∆

p1

p2

b

b⊕ b b

b

ĩ1

δ

ĩ2

29Òî åñòü ó÷àñòâóåò äâà îáúåêòà.
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Îïðåäåëèì ìîðôèçì (f, g) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a b

a⊕ a b⊕ b

a b

f

p1

p2

(f,g)

p̃1

p̃2

g

Òîãäà
f + g = δ(f, g)∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì

δ(f, g)∆ = δ(f, g) (i1p1 + i2p2)∆ =

= δ(f, g) (i1ida + i2ida) = δ (ĩ1p̃1 + ĩ2p̃2) (f, g)(i1 + i2) =
= (idbp̃1 + idbp̃2) (f, g) (i1 + i2) = (p̃1 + p̃2) (f, g)(i1 + i2) =

= (fp1 + gp2) (i1 + i2) = f + g.

Èòàê, ïðè íàëè÷èè íóëåâîãî îáúåêòà îïåðàöèÿ + íà Hom-ìíîæåñòâàõ îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêòîð
F ∶ A → B

ìåæäó Ab-êàòåãîðèÿìè A è B íàçûâàåòñÿ àääèòèâíûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì íà âñåõ Hom-ìíîæåñòâàõ.

Èç òåîðåìû 17.2 ñëåäóåò, ÷òî åñëè A è B � àääèòèâíûå êàòåãîðèè, òî F � àääè-
òèâíûé ôóíêòîð

⇐⇒ F ïåðåâîäèò âñÿêóþ äèàãðàììó ïðÿìîé ñóììû â äèàãðàììó ïðÿìîé ñóììû

⇐⇒ F ñîõðàíÿåò áèíàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è óíèâåðñàëüíûé ïðèòÿãèâàþùèé îáúåêò

⇐⇒ F ñîõðàíÿåò êîïðîèçâåäåíèÿ è óíèâåðñàëüíûé îòòàëêèâàþùèé îáúåêò.

Åñëè F ⊣ G ñîïðÿæåííûå,
F ∶ X → A,
F ∶ A → X,

ãäå A è X � àääèòèâíûå êàòåãîðèè, òî F è G � àääèòèâíûå, òàê êàê F ñîõðàíÿåò
âñå êîïðåäåëû, à G � âñå ïðåäåëû.

A(Fx, a) X(x,Ga)∼

� èçîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï, òàê êàê êîìïîçèöèÿ åäèíèöû è ïðèìåíåíèÿ àääè-
òèâíîãî ôóíêòîðà G.
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Àáåëåâà êàòåãîðèÿ

Îïðåäåëåíèå. Àääèòèâíàÿ êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé, åñëè âûïîëíåíû ñëå-
äóþùèå àêñèîìû:

1. (Ab1) â C ∃ âñå ÿäðà è êîÿäðà;

2. Âñå ìîíîìîðôèçìû â C � ÿäðà, âñå ýïèìîðôèçìû � êîÿäðà.

Èñòîðè÷åñêè (íàïðèìåð, â èçâåñòíîé ñòàòüå Ãðîòåíäèêà) ïîíÿòèå àáåëåâîé êàòå-
ãîðèè îïðåäåëÿëîñü ïî-äðóãîìó. Ïðèâåäåííûé âûøå âàðèàíò áîëåå ñîâðåìåííûé è
èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, Ìàêëåéíîì.

Óïðàæíåíèå 17.1. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â Ab-êàòåãîðèè âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà
(Ab1), òî óñëîâèå 2 îïðåäåëåíèÿ âûøå ýêâèâàëåíòíî àêñèîìå (Ab2) äëÿ ∀ ìîðôèç-
ìà f .

Kerf a b Coker f

Coker (kerf) Coim f Im f Ker(coker f)

f

f

(Ab2) f � âñåãäà èçîìîðôèçì.

Èç ëåììû 16.2 ñëåäóåò (Epi,Mono)-ñòðóêòóðèðîâàííîñòü ëþáîé àáåëåâîé êàòåãî-
ðèè. Êðîìå òîãî, â ñèëó ïóíêòà 2 îïðåäåëåíèÿ àáåëåâîé êàòåãîðèè

RegEpi =Mono, RegMono =Mono.

Åñëè áðàòü îïðåäåëåíèå àáåëåâîé êàòåãîðèè èç Ìàêëåéíà, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ëþáîé
ìîðôèçì ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ ðåãóëÿðíîãî ýïèìîðôèçìà è ðåãóëÿðíîãî
ìîíîìîðôèçìà. Coker f ñîâïàäàåò ñ Coker i, Kerf ñîâïàäàåò ñ Kerp:

Kerf . . Coker f

.

f

p i

Îòñþäà
p = coim f, i = im f.

Ïðèìåðû. àáåëåâûõ êàòåãîðèé: Ab, R-Mod, ãäå R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1,
VectK, ãäå K � ïîëå.

Òåîðåìà Ôðåéäà � Ìèò÷åëëà

Íà÷íåì íîâóþ òåìó, ÷òîáû ìîæíî áûëî ðåøèòü ïîñëåäíþþ çàäà÷ó èç ñïèñêà
çàäà÷ ê ýêçàìåíó.
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Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a b c
f g

òî÷íà â ÷ëåíå b, åñëè
Kerg = Im f.

Â ÷àñòíîñòè,
gf = 0.

Ðàññìîòðèì

a b0

Òîãäà
ker 0 = ida,
coker 0 = idb.

Ðàññìîòðèì

a a
ida

Òîãäà
ker ida = 0 ∈ C(a, a),
coker ida = 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 a b
f

òî÷íà ⇐⇒ f � ìîíîìîðôèçì. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì

im 0 = Ker(coker 0) = Ker(ida) = 0a.

Òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷íà ⇐⇒ Kerf = 0.

Çàìå÷àíèå 17.2. Îïðåäåëåíèå àáåëåâîé êàòåãîðèè ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì. Äâîé-
ñòâåííûå ê àáåëåâûì êàòåãîðèè îêàçûâàþòñÿ òàêæå àáåëåâûì, íî îíè íèêîãäà íå
áóäóò èçîìîðôíû, êðîìå òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ.

Àíàëîãè÷íî,

a b 0
f

òî÷íà ⇐⇒ f � ýïèìîðôèçì.
Äàëåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 a b c 0
f g

(91)

òî÷íà ⇐⇒
g = coker f
f = ker f
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Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (91), òî

f ∈Mono, g ∈ Epi.

Òîãäà
Im f = Kerg

Ker(coker f) = ker g.
Ïðèìåíÿÿ coker , ïîëó÷àåì

coker f = g.
Òàê êàê f � ÿäðî,

f = Ker(coker f) = ker g.

⇐ î÷åâèäíî.

Ïðåäëîæåíèå. Èç òîãî, ÷òî
Kerg = im f,

ñëåäóåò, ÷òî
coker f = coim f.

Äîêàçàòåëüñòâî.
ker g = ker(coker f)

coker (ker g)
=coim g

= coker (ker (coker f)) = coker f.

Ïðè ïåðåõîäå ê äâîéñòâåííîé êàòåãîðèè òî÷íîñòü ñîõðàíÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A è B � àáåëåâû êàòåãîðèè. Ôóíêòîð

F ∶ A → B

íàçûâàåòñÿ òî÷íûì, åñëè îí àääèòèâåí è ∀ òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 a b c 0
f g

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 Fa Fb Fc 0
Ff Fg

òî÷íà.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î âëîæåíèè.

Òåîðåìà 17.3. (Ôðåéä � Ìèò÷åëë) ∀ àáåëåâîé ìàëîé30 êàòåãîðèè C ∃ àññîöèà-
òèâíîå êîëüöî R ñ 1 è ïîëíûé òî÷íûé óíèâàëåíòíûé ôóíêòîð

F ∶ C → R-Mod

30Â ñîîòâåòñòâóþùåé ëåêöèè òðåáîâàíèå ìàëîñòè àáåëåâîé êàòåãîðèè îòñóòñòâóåò, íî ýòî óòî÷íÿ-
åòñÿ â ïðèìå÷àíèÿõ ëåêòîðà ê êóðñó.
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