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Ëåêöèÿ 1

Ïîíÿòèå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãðóïïà - ýòî ìíîæåñòâî G ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé G×G→ G,
(x, y) 7→ x · y, îáû÷íî íàçûâàåìîé óìíîæåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùåé àêñèîìàì:
1. Àññîöèàòèâíîñòü:

(x · y) · z = x · (y · z), ∀x, y, z ∈ G

2. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò:

∃ e ∈ G ∀x ∈ G : e · x = x · e = x

3. Îáðàòíûé ýëåìåíò:

∀ x ∈ G ∃ y ∈ G : x · y = y · x = e

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà.

1) Åäèíñòâåííîñòü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà.

Ïóñòü e, e′ - îáà íåéòðàëüíû. Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû e ·e′ = e ïî íåéòðàëüíîñòè
e′, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, e · e′ = e′ ïî íåéòðàëüíîñòè e. Ïîëó÷èëè, ÷òî e = e′.

2) Åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

Ïóñòü y, y′ - îáà îáðàòíûå ê x. Ðàññìîòðèì y ·x·y′. Ñ îäíîé ñòîðîíû, (y ·x)·y′ =
e · y′ = y′, à ñ äðóãîé y · (x · y′) = y. Ïîëó÷èëè, ÷òî y = y′.
Ïîñêîëüêó îáðàòíûé ýëåìåíò åäèíñòâåííûé, ìîæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèå y =
x−1.

Óïðàæíåíèå 1.1. Èç âòîðîé è òðåòüåé àêñèîì ñëåäóåò, ÷òî íåéòðàëüíûé (îá-
ðàòíûé) ýëåìåíò íåéòðàëåí (îáðàòåí) ñ îáåèõ ñòîðîí.
Òåïåðü îñëàáèì íàøè òðåáîâàíèÿ: ïóñòü îïåðàöèÿ ïî-ïðåæíåìó àññîöèàòèâíà, íî
íåéòðàëüíûé (îáðàòíûé) ýëåìåíò íåéòðàëåí (îáðàòåí) òîëüêî ñ îäíîé ñòîðîíû.
Ñêàæåì, òîëüêî x · e = x ∀x ∈ G è ∀x ∈ G ∃y ∈ G : x · y = e.
Èìååì ìíîæåñòâî G ñ àññîöèàòèâíîé áèíàðíîé îïåðàöèåé, ïðàâîé åäíèöåé è ïðà-
âûì îáðàòíûì ýëåìåíòîì. Ïîêàçàòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå G - ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Åñëè ê íàøèì òðåì àêñèîìàì äîáàâèòü
4) Êîììóòàòèâíîñòü:

x · y = y · x, ∀x, y ∈ G,

òî â êëàññå âñåõ ãðóïï ïîëó÷èì íåêèé ïîäêëàññ - êëàññ êîììóòàòèâíûõ (èëè àáå-
ëåâûõ) ãðóïï.
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Íåðåäêî äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï èñïîëüçóåòñÿ íå ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ, à àääèòèâíàÿ
òåðìèíîëîãèÿ (îïåðàöèÿ â ãðóïïå íàçûâàåòñÿ ñëîæåíèåì).

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ òåðìèíîëîãèÿ Àääèòèâíàÿ òåðìèíîëîãèÿ
(äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï)

óìíîæåíèå: x · y ñëîæåíèå: x+ y
åäèíèöà: e èëè 1 íóëü: 0

Îáðàòíûé ýëåìåíò: x−1 Ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò: −x

Ñòåïåíü: gn =



g · . . . · g︸ ︷︷ ︸
n

, n ∈ N,

g−1 · . . . · g−1︸ ︷︷ ︸
|n|

, n ∈ Z<0,

e, n = 0

Êðàòíîå: n · g, n ∈ Z

Îïðåäåëåíèå 1.3. Íàïîìèíàíèå: êîëüöî - ýòî ìíîæåñòâî ñ áèíàðíûìè îïåðà-
öèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ
(àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà) è óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó äèñòðèáóòèâíîñòè.

Ïðèìåðû ãðóïï

1) Ïóñòü (A,+, ·) - êîëüöî, òîãäà (A,+) - àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà.
Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå A ìîæíî âçÿòü Z,Q,R,C.
Çàìåòèì, ÷òî (N,+) íå îáðàçóåò ãðóïïó, ò.ê. â íåì íåò íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà.

2) Ïóñòü (A,+, ·) - àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü
ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó êîëüöà A× = {x ∈ A | ∃y ∈ A : xy = yx = e} -
ìíîæåòñâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ A (ýòî ãðóïïà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ).
Íàïðèìåð, Z× = {1,−1}.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå - ýòî êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî, â êîòîðîì
êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé. Òîãäà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà
ïîëÿ K åñòü K\{0}.
Â êà÷åñòâå K ìîæíî âçÿòü Q,R,C.

3) Ëèíåéíàÿ ãðóïïà (V - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K).
Ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GL(V ) - ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ íà A : V → V . Îíè îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ (êîìïîçèöèè).
Åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó êîëüöà âñåõ ëè-
íåéíûõ îïåðàòîðîâ End(V ).

Â GL(V ) åñòü ðàçíûå ïîäãðóïïû.

Ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GL(V ) ⊃ SL(V ) - ëèíåéíûå îïåðàòîðû ñ îïðå-
äåëèòåëåì 1 (ðàçóìååòñÿ, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî V êîíå÷íîìåðíî).
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Åñëè V - åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (ò.å. íà íåì ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå), òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ãðóïïó, êîòîðàÿ ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ñîõðàíÿåò. O(V ) = {A : V → V | (Ax,Ay) = (x, y), ∀x, y ∈ A} - ãðóïïà
îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Åñëè ïåðåñå÷ü SL(V ) ñ O(V ), ïîëó÷èì ñïåöèàëüíóþ îðòîãîíàëüíóþ ãðóïïó
SO(V ).

4) Â íåêîòîðîì áàçèñå êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà âñÿêèé ëèíåé-
íûé îïåðàòîð ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå (ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå). Çíà÷èò, âñå ëèíåéíûå ãðóïïû èìåþò ìàòðè÷íûå àíàëîãè.

GLn(K) - ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà n × n íàä ïîëåì
K. Ýòî òî æå, ÷òî è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà êâàäðàòíûõ ìàòðèö
Matn(K)×.

GLn(K) ⊃ SLn(K) - ìàòðèöû n× n ñ îïðåäåëèòåëåì 1.
GLn(K) ⊃ On(K) = {A | A · AT = E} - îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû n× n.
SOn(K) = {A ∈ On(K) | detA = 1}.
Bn(K) - ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.
Un(K) - ãðóïïà óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö (íåâûðîæäåííûõ âåðõíåðåóãîëüíûõ
ñ åäèíöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè).
Tn(K) - ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö.

5) Ãðóïïû äâèæåíèé.
En - åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì â íåì ãåîìåòðè÷åñêóþ
ôèãóðó F ⊂ En (íåêîå ïîäìíîæåñòâî). Ðàññìîòðèì ãðóïïó äâèæåíèé ýòîé
ôèãóðû (ò.å. ãðóïïó äâèæåíèé âñåãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå îñòàâëÿþò ôèãó-
ðó F íà ìåñòå) Isom(F ) = {ϕ : En → En, ϕ(F ) = F}.
Êàê èçâåñòíî, äâèæåíèÿ áûâàþò ñîáñòâåííûå è íåñîáñòâåííûå (ñîõðàíÿþùèå
îðèåíòàöèþ è ìåíÿþùèå åå). Ìîæíî â ãðóïïå Isom(F ) ðàññìîòðåòü ïîäãðóïïó
ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé Isom+(F ).

Ïðèìåð: ãðóïïà Äèýäðà Dn = Isom∆n - ãðóïïà äâèæåíèé ïëîñêîñòè, îñòàâ-
ëÿþùàÿ íà ìåñòå ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê.
Çäåñü ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò ÷åòíîñòü êîëè÷åñòâà âåðøèí.

Íàïîìèíàíèå: êàêèå áûâàþò äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè? Ïîâîðîò, ñäâèã, ñèììåòðèÿ
è ñêîëüçÿùàÿ ñèììåòðèÿ.
Êàêèå èç íèõ ìîãóò ñîõðàíÿòü ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê?

• Ïîâîðîò îòíîñèòåëüíî öåíòðà (íà óãëû 2π
n
è êðàòíûå, èõ n øòóê);

• Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè. Â ñëó÷àå ÷åòíîãî n îñü ìîæåò ïðîõîäèòü
÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû èëè ÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ
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ñòîðîí, à â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n - ÷åðåç âåðøèíó è ñåðåäèíó ïðîòèâîïî-
ëîæíîé ñòîðîíû (â îáîèõ ñëó÷àÿõ òàêèõ ñèììåòðèé n øòóê).

Ñäâèã è ñêîëüçÿùàÿ ñèììåòðèÿ íå ñîõðàíÿþò ∆n, ò.ê. öåíòð ïðè òàêîì äâè-
æåíèè äîëæåí ïåðåõîäèòü â öåíòð. Ó ñäâèãîâ è ñêîëüçÿùèõ ñèììåòðèé íåò
íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Èòàê, Dn = {ïîâîðîò íà 2πk
n
, k = 0, . . . , n− 1,+n ñèììåòðèé}.

Çàìå÷àíèå: |Dn| = 2n.

Ïîäãðóïïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé ñîñòîèò òîëüêî èç ïîâîðîòîâRn = Isom+∆n =
{ïîâîðîò íà 2πk

n
, k = 0, . . . , n− 1}, |Isom+∆n| = n.

6) Â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ áûëè ðàññìîòðåíû ïðèâû÷íûå ìíîæåñòâà ñ îïå-
ðàöèåé óìíîæåíèÿ (= êîìïîçèöèè). Òåïåðü ïðèâåäåì ïðèìåð ïðîèçâîëüíîãî
ìíîæåñòâà ñ ïðîèçâîëüíûì åãî ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïðåîáðàçîâàíèå - âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íà ñåáÿ.

Ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâàX S(X) = {âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ϕ :
X → X}. Ýòî ãðóïïà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè.

Åäèíèöà çäåñü - òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, à ïî âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè
ó êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòü îáðàòíîå.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè X - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (à âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà óñòðîå-
íû, ïî ñóùåñòâó, îäèíàêîâî), ìîæíî ñ÷èòàòü X = {1, . . . , n}. Òîãäà S(X) = Sn
- ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê (ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà).
Â Sn åñòü ïîäãðóïïà An ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê (çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà).

Çàäàíèå êîíå÷íîé ãðóïïû òàáëèöåé óìíîæåíèÿ

Îáùèé ïðèåì çàäàíèÿ ñòðóêòóðû ãðóïïû íà ìíîæåñòâå.
×òîáû çàäàòü ñòðóêòóðó ãðóïïû, íóæíî çàäàòü îïåðàöèþ ñ íåêîòîðûìè ñâîéñòâà-
ìè. Çàäàòü îïåðàöèþ - çíà÷èò çàäàòü ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîé ïàðå ýëåìåíòîâ
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ãðóïïû ñîïîñòàâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò ýòîé îïåðàöèè. Ïðàâèëî ìîæåò çàäàâàòüñÿ ôîð-
ìóëîé, êàêèì-òî ñëîâåñíûì îïèñàíèåì, íî áûâàåò è òàê, ÷òî íåò íè ôîðìóëû, íè
îïèñàíèÿ, è íóæíî âðó÷íóþ ïðîïèñàòü ðåçóëüòàò îïåðàöèè äëÿ êàæäîé ïàðû.

Â ñëó÷àå êîíå÷íûõ ãðóïï ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû óìíîæåíèÿ.
G = {g1, . . . , gn} - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

g1 . . . gi . . . gn
g1

..
.

..
.

gj . . . gigj
..
.

gn

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ.

• Åñëè gi - íåéòðàëüíûé ýëåìåíò, òî i-òàÿ ñòðî÷êà ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé øàïêîé
òàáëèöû, à i-òûé ñòîëáåö ñîâïàäàåò ñ ëåâîé øàïêîé.

• ×òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ó êàæäîãî ýëåìåíòà åñòü îáðàòíûé, íóæíî ó êàæäîãî
ýëåìåíòà â ñòðîêå íàéòè ÿ÷åéêó íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà (gi · gj = e).

• Â òåðìèíàõ òàáëèöû êîììóòàòèâíîñòü îçíà÷àåò ñèììåòðèíîñòü òàáëèöû îò-
íîñèòåëüíî äèàãîíàëè.

Ïðèìåð. ×åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà V4 = {e, a, b, c}.

e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Åäèíèöà, êîììóòàòèâíîñòü è ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ñðàçó âèäíû èç òàáëèöû.

×òîáû ïîêàçàòü àññîöèàòèâíîñòü, åñòü äâà ñïîñîáà:
1. ïåðåáðàòü âñå òðîéêè ðóêàìè (ðàçóìååòñÿ, âñå òðîéêè ïåðåáèðàòü íå íóæíî, äî-
ñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàçíûå ïî òèïó, ò.ê. óìíîæåíèå óñòðîåíî äîâîëüíî
ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì);
2. íàéòè äðóãóþ ãðóïïó, ïðî êîòîðóþ ìû òî÷íî çíàåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, â
êîòîðîé óìíîæåíèå áóäåò óñòðîåíî òàê æå (ïðîñòðîèòü èçîìîðôèçì).

Èçîìîðôèçì

×òîáû ïîñòðîèòü íåêîòîðóþ îáùóþ òåîðèþ, âàæíî ïîíèìàòü, êàêèå ãðóïïû óñòðî-
åíû îäèíàêîâî, à êàêèå ïî-ðàçíîìó. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü ðåçóëüòàòû, äîêàçàí-
íûå äëÿ îäíèõ ãðóïï, íà äðóãèå.
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Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî îáùàÿ ïðîáëåìà ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè - ïðè íàëè-
÷èè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îäíîòèïíûõ ñòóðêòóð ðàçáèòü ýòè ñòóêòóðû íà êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè â ðàìêàõ äàííîé òåîðèè. Ðåøåíèå âñåãäà îäíî: íóæíî ââåñòè ïî-
íÿòèå èçîìîðôèçìà, òîãäà èçîìîðôíûå ñòðóêòóðû áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè, à
íå èçîìîðôíûå - ðàçíûìè.

Äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð èçîìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ ïî-ðàçíîìó,
íî âñåãäà äîâîëüíî èíòóèòèâíî. Åñëè ìû èìååì äåëî ñî ñòðóêòóðîé íà êàêîì-òî ìíî-
æåñòâå, òî èçîìîðôèçì - ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå îäíîãî ìíîæåñòâà
íà äðóãîå (àíàëîãè÷íîå), êîòîðîå óâàæàåò òå ñòðóêòóðû, êîòîðûå íà ýòèõ ìíîæå-
ñòâàõ çàäàíû.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Èçîìîîðôèçì ãðóïï - ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
ϕ : G→ H, äëÿ êîòîðîãî

ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y), ∀x, y ∈ G.

Îáîçíà÷åíèå: ϕ : G
∼−→ H.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ãðóïïû èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì G
∼−→ H (íå

îáÿçàòåëüíî åäèíñòâåííûé).
Îáîçíà÷åíèå: G ' H.

Ïî÷åìó ýòî ïîíÿòèå ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâëÿòü ðàçíûå ãðóïïû â ðàìêàõ òåîðèè
ãðóïï?
Òåîðèÿ ãðóïï èçó÷àåò ãðóïïîâûå ñâîéñòâà, ò.å. òå ñâîéñòâà, êîòîðûå ìîãóò áûòü
âûðàæåíû â òåðìèíàõ îïåðàöèé. Åñëè ìåæäó ãðóïïàìè åñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå, ïðè êîòîðîì îïåðàöèÿ â îäíîé ãðóïïå ïåðåõîäèò â îïåðàöèþ â äðóãîé
ãðóïïå, òî âñå ñâîéñòâà ïåðâîé ãðóïïû ñ ïîìîùüþ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ
è íà âòîðóþ.

Ïðèìåð 1.

Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ãðóïï (R,+), (R×, ·), (R+, ·) èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé?

• ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî äâå ãðóïïû èçîìîðôíû, íóæíî ïðåäúÿâèòü êàêîé-òî èçî-
ìîðôèçì.

• ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îíè íå èçîìîðôíû, íóæíî íàéòè òàêîå ãðóïïîâîå ñâîé-
ñòâî, êîòîðîå â îäíîé ãðóïïå âûïîëíåíî, à â äðóãîé íåò.

1) (R,+) ' (R+, ·), ϕ = exp : x 7→ ex.
Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü åñòü, ϕ−1(y) = ln y.
Ñîãëàñîâàííîñòü îïåðàöèé: ϕ(x1 + x1) = exp(x1 + x2) = ex1 · ex2 = ϕ(x1) ·ϕ(x2).
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2) (R,+), (R×, ·) íå èçîìîðôíû.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x+ x = 0 y · y = 1,

îíî âûðàæåíî òîëüêî â òåðìèíàõ ãðóïïîâîé îïåðàöèè.
Â (R,+) ∃! ðåøåíèå x = 0, à â (R×, ·) ∃ 2 ðåøåíèÿ y = ±1.
Åñëè áû ãðóïïû áûëè èçîìîðôíû, óðàâíåíèå èìåëî áû â íèõ îäèíàêîâîå êî-
ëè÷åñòâî ðåøåíèé.

3) Ïî òðàíçèòèâíîñòè (R×, ·), (R+, ·) íå èçîìîðôíû.

Óïðàæíåíèå 1.2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ãðóïï (Q,+), (Q×, ·), (Q+, ·) èçîìîðôíû?

Ïðèìåð 2.

(Z6,+) - ãðóïïà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 6, |Z6| = 6;
S3 - ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë {1, 2, 3}, íàïîìíèì, ÷òî |S3| = 3! = 6;
D3 - ãðóïïà äâèæåíèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, |D3| = 2 · 3 = 6.
Êàêèå èç ýòèõ ãðóïï èçîìîðôíû?

Äëÿ êîíå÷íûõ (äà è âîîáùå ëþáûõ) ãðóïï íåîáõîäèìûì óñëîâèåì èçîìîðôíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ñîâïàäåíèå ìîùíîñòåé (èíà÷å íå áóäåò âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè).

1) S3 ' D3, ò.ê. âñÿêîå äâèæåíèå çàäàåò ïåðåñòàíîâêó âåðøèí òðåóãîëüíèêà.

Èçîìîðôèçì:

D3 ⊃ ϕ 7→
(

1 2 3
ϕ(1) ϕ(2) ϕ(3)

)
⊂ S3

Ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïîòîìó ÷òî äâèæåíèå ïëîñêîñòè îä-
íîçíà÷íî çàäàåòñÿ îáðàçàìè òðåõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé.
Êðîìå òîãî, ïîíÿòíî, ÷òî êîìïîçèöèè äâèæåíèé ñîîòâåòñòâóåò êîìïîçèöèÿ
ïåðåñòàíîâîê.

2) (Z6,+) - àáåëåâà (êîììóòàòèâíà), à S3, D3 - íå àáåëåâû. Íàïðèìåð, ïðè ïåðå-
ìíîæåíèè äâóõ ñèììåòðèé ïîëó÷àåì ïîâîðîò, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî çàâèñèò
îò ïîðÿäêà ñèììåòðèé.
Çíà÷èò, îíè íå èçîìîðôíû.
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Ïðèìåð 3.

(Z4,+) è V4 - ãðóïïà Êëåéíà íå èçîìîðôíû.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà g ∈ G - íàèìåíüøàÿ íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü,
â êîòîðîé ýòîò ýëåìåíò ðàâåí íåéòðàëüíîìó. Åñëè òàêîé ñòåïåíè íåò, òî ñ÷è-
òàåì ïîðÿäîê o(g) =∞.

Â V4 âñå ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2 (êðîìå íåéòðàëüíîãî). Ýòî âèäíî èç òàáëèöû óìíî-
æåíèÿ.
Â (Z4,+) òîëüêî 2 èìååò ïîðÿäîê 2 (2 + 2 = 4 = 0).

Óïðàæíåíèå 1.3. Èçîìîðôíû ëè GL3(C) è GL2(C)?

Äîìàøíåå çàäàíèå (çàäà÷íèê Êîñòðèêèíà, 3 èçäàíèå): 55.25 ï. à),á),ã), 55.26
(áåç ïóíêòà ïðî ãðóïïó êâàòåðíèîíîâ), 56.9, 56.10, 56.11.
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Ëåêöèÿ 2

Ðåøåíèå çàäà÷è 55.25

Çàäà÷à. Ïðèâåñòè ïðèìåðû ïëîñêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð, ãðóïïû äâèæåíèé
êîòîðûõ èçîìîðôíû:
à) Z2; á) Z3; â) S3; ã) V4.

Ðåøåíèå.

1) Ïóíêò à). F ⊂ E2 - ôèãóðà íà ïëîñêîñòè, IsomF ' Z2 - ãðóïïà èç äâóõ ýëå-
ìåíòîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà äâèæåíèé F òîæå äîëæíà ñîñòîÿòü èç äâóõ ýëåìåíòîâ.
Òîãäà, íàïðèìåð, F ìîæåò áûòü ðàâíîáåäðåííûì òðåóãîëüíèêîì (íî íå ðàâ-
íîñòîðîííèì, ò.ê. â òàêîì ñëó÷àå ñîõðàíÿþùèõ äâèæåíèé áóäåò áîëüøå).
Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñîõðàíÿåò òîæäåñòâåííîå äâèæåíèå (åäèíè÷íûé
ýëåìåíò ãðóïïû) è ñëåäóþùàÿ îñåâàÿ ñèììåòðèÿ

2) Ïóíêò á). F ⊂ E2, IsomF ' Z3.
Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü 3 îòðåçêà íà ñòîðîíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíè-
êà, ðàâíûå ïî äëèíå ïîëîâèíå ñòîðîíû. Èäåÿ â òîì, ÷òîáû èç ãðóïïû äâèæåíèé
ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà óáðàòü âñå ñèììåòðèè è îñòàâèòü òîëüêî ïîâîðîòû.

Åñëè ìû õîòèì ïîëó÷èòü ñâÿçíóþ ôèãóðó, òî òîãî æå ýôôåêòà ìîæíî äî-
áèòüñÿ íàîáîðîò çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ÷åãî-òî ê ðàâíîñòîðîííåìó òðåóãîëüíèêó.
Íàïðèìåð,
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3) Ïóíêò â). F ⊂ E2, IsomF ' S3.
Íà ïðîøëîì ñåìèíàðå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî S3 ' D3, à D3 - ýòî ãðóïïà äâèæå-
íèé, ñîõðàíÿþùèõ ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.

4) Ïóíêò ã). F ⊂ E2, IsomF ' V4.
Ýòî ìîæåò áûòü ïðÿìîóãîëüíèê (èëè ðîìá), êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì.

Â ãðóïïå äâèæåíèé ïðÿìîóãîëüíèêà äâå îñåâûå ñèììåòðèè è äâà ïîâîðîòà (íà
0 è íà π).
Ýòî êàê ðàç ãðóïïà Êëåéíà: 3 íååäèíè÷íûõ ýëåìåíòà, êâàäðàò êàæäîãî èç
êîòîðûõ ðàâåí åäèíèöå (òîæäåñòâåííîìó äâèæåíèþ). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ íåäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ äàåò òðåòèé.

Ðåøåíèå óïðàæíåíèÿ 1.3

Çàäà÷à. Èçîìîðôíû ëè GL3(C) è GL2(C)?

Ðåøåíèå.

Ïîïðîáóåì íàéòè íåêîòîðîå ãðóïïîâîå ñâîéñòâî, êîòîðîå â îäíîé ãðóïïå âûïîë-
íåíî, à â äðóãîé íåò.
Ïîñìîòðèì íà ýëåìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà o(x) = 2. Ýòî ìàòðèöà, êâàäðàò êîòîðîé
ðàâåí åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Ñêîëüêî òàêèõ ýëåìåíòîâ â GL2(C) è GL3(C)?

Íà ìàòðèöû óäîáíî ñìîòðåòü ãåîìåòðè÷åñêè: îíè èçîáðàæàþò ëèíåéíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ.

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû: åñëè A - ëèíåéíûé îïåðàòîð, òàêîé ÷òî A2 = E, òî
â æîðäàíîâîé ôîðìå âñå åãî æîðäàíîâû êëåòêè èìåþò ðàçìåð 1. Ýòîò ôàêò âûòå-
êàåò èç ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è: êàê âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí îò æîðäàíîâîé êëåòêè?
Â ÷àñòíîñòè, æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà áîëüøå 1 ïðè âîçâåäåíèè â ëþáóþ ñòåïåíü
íå ìîæåò äàòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.
Èòàê, æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ó òàêîãî îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà. Êðîìå òî-
ãî, íà äèàãîíàëè äîëæíû ñòîÿòü ±1, ò.ê. ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû áóäóò âîçâîäèòüñÿ â êâàäðàò, à ìû õîòèì â èòîãå ïîëó÷èòü åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó.

A2 = E ⇔ J(A) =

±1 0
..
.

0 ±1

 (2.1)
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Ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå, ïîòîìó ÷òî íå âàæíî, â êàêîì áàçèñå ðàñ-
ñìàòðèâàòü ëèíåéíûé îïåðàòîð: â èñõîäíîì áàçèñå èëè â æîðäàíîâîì.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îõàðàêòåðèçîâàëè ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà âGL2(C) èGL3(C).
Èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî, ò.ê. òî, ÷òî ìàòðèöà èìååò òàêóþ æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ ôîð-
ìó, îçíà÷àåò, ÷òî îíà ïóòåì çàìåíû áàçèñà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (2.1). Èíà÷å ãîâîðÿ,
ìàòðèöû A è J(A) ñîïðÿæåíû.

A = CJ(A)C−1, (2.2)

ãäå C - ìàòðèöà ïåðåõîäà îò èñõîäíîãî áàçèñà ê æîðäàíîâó. C ìîæåò áûòü ëþáîé
íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé. Òîãäà ìàòðèö A - êîíòèíóóì.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî âûâåñòè âèä ìàòðèö ïîðÿäêà n: ðàçíèöà â òîì, ÷òî íà
äèàãîíàëè áóäóò ñòîÿòü n

√
1, à äàëüøå ðàññóæäåíèå òàêîå æå.

Ýëåìåíòîâ äàííîãî ïîðÿäêà â êàæäîé èç èíòåðåñóþùèõ íàñ ãðóïï êîíòèíóàëüíî
ìíîãî. Ïîëó÷àåòñÿ, ïî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà n èõ íå ðàçëè÷èòü.

Ïðè ýòîì, õîòÿ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 áåñêîíå÷íî ìíîãî, ìàòðèö âèäà (2.1) êîíå÷-
íîå ÷èñëî (åäèíè÷íóþ ìû èñêëþ÷àåì, ò.ê. ó íåå ïîðÿäîê 1). Â GL2(C) èõ 3, à â
GL3(C) èõ 7.

Îñòàëîñü ñôîðìóëèðîâàòü ýòî ñâîéñòâî â ãðóïïîâûõ òåðìèíàõ.
Çàìåòèì, ÷òî æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ

äî ïåðåñòàíîâêè æîðäàíîâûõ êëåòîê. Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñòàíîâêàìè ìîæíî äî-
áèòüñÿ

J(A) =

±1 0

..
.

0 ±1

→


1

..
.

0
1
−1

0 ..
.

−1

 (2.3)

Ðàçíûå æîðäàíîâû ôîðìû âèäà (2.3) óæå íå ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîé è
òîé æå ìàòðèöå. Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè æîðäàíîâîé ôîðìû äàííóþ ìàòðèöó
âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðèâåñòè ê åäèíñòâåííîé æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå
(ÆÍÔ) âèäà (2.3).

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðóïï íóæíî ñìîòðåòü íå íà ñàìè ýëåìåíòû âòî-
ðîãî ïîðÿäêà, à íà òî, êàê îíè ðàçáèâþòñÿ íà êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â ñèëó (2.2).
Ïîíÿòèå ñîïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâûì, ò.ê ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ãðóï-
ïîâûõ îïåðàöèé: óìíîæåíèÿ è âçÿòèÿ îáðàòíîãî. Çíà÷èò, ðàçáèåíèå íà êëàññû ñî-
ïðÿæåííîñòè ïðè ëþáîì èçîìîðôèçìå äîëæíî ñîõðàíÿòüñÿ.
Â ÷àñòíîñòè, êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè äîëæíî áûòü îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî.
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Â Â GL2(C) äâà êëàññà ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâëåíû ÆÍÔ âèäà (

1 0
0 −1

) (
−1 0
0 −1

)
Â Â GL2(C) òðè êëàññà ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà1 0 0

0 1 0
0 0 −1

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


Íàêîíåö, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî GL3(C) è GL2(C) íå èçîìîðôíû.

Îòíîøåíèå ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòîâ ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ýëåìåíòû x, y ∈ G ñîïðÿæåíû (x ∼ y), åñëè ∃ g ∈ G - ñîïðÿ-
ãÿþùèé ýëåìåíò òàêîé, ÷òî

x = g · y · g−1.

Ñâîéñòâî.

Ñîïðÿæåííîñòü - ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (3 ñâîéñòâà: ðåôëåêñèâíîñòü, ñèì-
ìåòðè÷íîñòü, òðàíçèòèâíîñòü).
x ∼ x, g := e;
x ∼ y ⇒ x = gyg−1 ⇒ y = g−1xg ⇒ y ∼ x;
x ∼ y, y ∼ z ⇒ x = gyg−1, y = hzh−1 ⇒ x = (gh)z(g−1h−1) = (gh)z(gh)−1 ⇒ x ∼
z.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Êëàññû ñîïðÿæåííîñòè - êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíî-
øåíèþ ñîïðÿæåííîñòè.
Îáîçíà÷åíèå: êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò x, C(x) = CG(x) =
{gxg−1 | g ∈ G}.

Îïðåäåëåíèå 2.9. x ∈ G - öåíòðàëüíûé, åñëè C(x) = {x} ⇔ gxg−1 = x∀g ∈ G ⇔
gx = xg.

Ò.å. öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû - ýòî òàêèå ýëåìåíòû, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñî âñåìè
ýëåìåíòàìè ãðóïïû. Â ÷àñòíîñòè, â àáåëåâîé ãðóïïå âñå ýëåìåíòû öåíòðàëüíûå.
Åäèíè÷íûé ýëåìåíò âñåãäà öåíòðàëüíûé.

Îïðåäåëåíèå 2.10. Z(G) = {x ∈ G | gx = xg ∀g ∈ G} - öåíòð ãðóïïû G.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Z(G) - ïîäãðóïïà â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ýòî ïðîâåðèòü, íóæíî âçÿòü äâà öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòà è
ïðîâåðèòü, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå - öåíòðàëüíûé ýëåìåíò, à òàêæå ÷òî îáðàòíûé ê
ëþáîìó öåíòðàëüíîìó - öåíòðàëüíûé.
Ñëó÷àé ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòîé, ïîýòîìó ïîêàæåì òîëüêî äëÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà.
Èìååì: x ∈ Z(G), gx = xg, ∀g. Òîãäà

x−1gxx−1 = x−1xgx−1 ⇔ x−1g = gx−1 ⇒ x−1 ∈ Z(G).
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Ñâîéñòâî. Åñëè x ∼ y, òî o(x) = o(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. x = gyg−1

Ïðè âîçäâåäåíèè â ñòåïåíü ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå

xn = (gyg−1)(gyg−1) . . . (gyg−1)︸ ︷︷ ︸
n

= gyng−1.

Åñëè yn = e, òî xn = geg−1 = gg−1 = e.
Åñëè xn = e, òî, ò.ê. yn = g−1xg, yn = g−1g = e.

Îòíîøåíèå ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê

G = Sn. Õîòèì ïîíÿòü, êàê âûãëÿäÿò ïîäñòàíîâêè σ′, ñîïðÿæåííûå ñ σ ∈ Sn
(èìåþùèå âèä πσπ−1, π ∈ Sn).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñòóðêòóðå ïîäñòàíîâîê: âñÿêàÿ ïîäñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âåäåíèåì íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

σ = (i1, . . . , il) · (j1, . . . , jm) · . . . · (k1, . . . , kp) (2.4)

Òîãäà
πσπ−1 = π(i1, . . . , il)π

−1︸ ︷︷ ︸ π(j1, . . . , jm)π−1︸ ︷︷ ︸ . . . π(k1, . . . , kp)π
−1︸ ︷︷ ︸ (2.5)

à) σ = (i1, . . . , il) - öèêëè÷åñêàÿ. Îïðåäåëèì âèä πσπ−1.

Öèêëè÷åñêàÿ ïîäñòàíîâêà íà ýëåìåíòàõ öèêëà äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì

i1
σ−→ i2

σ−→ i3
σ−→ . . .

σ−→ ik
σ−→ ik+1

σ−→ . . .
σ−→ il

σ−→ i1,

ïðè ýòîì ëþáîé ýëåìåíò i, íå âîøåäøèé â ýòîò öèêë ïîä äåéñòâèåì σ, îñòàåòñÿ íà
ìåñòå.

Êîãäà ìû ïðèìåíÿåì π−1 ê êàêîìó-òî íîìåðó i, òî ïîëó÷àåì íîâûé íîìåð j, íà
êîòîðûé äàëüøå äåéñòâóåò σ. Ïðè ýòîì âàæíî, ïîïàäàåò ëè j â îðáèòó öèêëà èëè
ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíî ñòîÿùèì.

1) Åñëè j = ik = π−1(i), òî i = π(ik). Ïðîñëåäèì çà ñóäüáîé i:

i = π(ik)
π−1

−→ ik
σ−→ ik+1

π−→ π(ik+1)

Èòîãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåò ñäâèã π(ik)
π−1σπ−→ π(ik+1). Òàêèì îáðà-

çîì, åñëè ìû âîçüìåì âñå íîìåðà i1, . . . , il èç îðáèòû èñõîäíîãî öèêëà è ïðèìå-
íèì ê íèì îòîáðàæåíèå π, òî ïîëó÷èì íîâûé íàáîð èç l íîìåðîâ, íà êîòîðîì
íàøà ñîïðÿæåííàÿ ïîäñòàíîâêà äåéñòâóåò ïî öèêëó â òîì æå ïîðÿäêå.

π(i1)
πσπ−1

−→ π(i2)
πσπ−1

−→ . . .
πσπ−1

−→ π(il)
πσπ−1

−→ π(i1)
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2) Åñëè j = π−1(i) - íåïîäâèæíûé ýëåìåíò, òî

i
π−1

−→ j
σ−→ j

π−→ i

Â èòîãå, πσπ−1 = (π(i1), . . . , π(il)).
Âûâîä: ìû â ÿâíîì âèäå íàó÷èëèñü ñîïðÿãàòü öèêëè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè.

á) Åñëè σ ðàñïàëàñü â ïðîèçâåäåíèå (2.4), òî ñîïðÿæåííàÿ ïîäñòàíîâêà ðàñïàäåò-
ñÿ â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ (2.5), à êàæäûé èç ñîïðÿæåííûõ ëåãêî íàïèñàòü ÿâíî

πσπ−1 = (π(i1), . . . , π(il)) · (π(j1), . . . , π(jm)) · . . . · (π(k1), . . . , π(kp)),

ò.å. ïîëó÷èëîñü ñíîâà ïðîèçâåäåíèå òàêîãî æå êîëè÷åñòâà öèêëîâ òåõ æå äëèí. Êðî-
ìå òîãî, ýòè öèêëû íåçàâèñèìû, ò.ê. π - âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Êðàòêî: Ïîäñòàíîâêà, ñîïðÿæåííàÿ ñ äàííîé ïîäñòàíîâêîé σ, èìååò òó æå öèê-
ëîâóþ ñòóðêòóðó.
â) Âåðíî ëè îáðàòíîå: ñîïðÿæåíû ëè äâå ïîäñòàíîâêè îäèíàêîâîé öèêëîâîé ñòðóê-

òóðû?
Ïóñòü

σ = (i1, . . . , il) · (j1, . . . , jm) · . . . · (k1, . . . , kp)
σ′ = (i′1, . . . , i

′
l) · (j′1, . . . , j′m) · . . . · (k′1, . . . , k′p)

Êàê óñòðîåíà ñîïðÿãàþùàÿ ïîäñòàíîâêà π?
Íà ýëåìåíòàõ öèêëîâ

i1
π−→ i′1
. . .

kp
π−→ k′p

Íà íåïîäâèæíûõ ïîä äåéñòâèåì σ íîìåðàõ r1, . . . , rq

r1
π−→ r′1
. . .

rq
π−→ r′q

,

ãäå r′1, . . . , r
′
q - äðóãèå íåïîäâèæíûå ýëåìåíòû, ò.ê. ó σ è σ′ îäèíàêîâàÿ öèêëîâàÿ

ñòðóêòóðà.
Ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì âû÷èñëåíèÿì, σ′ = πσπ−1.

Ïðè ýòî ñîïðÿãàÿþùàÿ ïîäñòàíîâêà π îïðåäåëåíà íå îäíîçíà÷íî õîòÿ áû ïîòîìó,
÷òî ïîðÿäîê íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ ïðè îòîáðàæåíèè îïðåäåëåí íå îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå

Óòâåðæäåíèå 2.2. Êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â Sn ñîñòîÿò èç âñåõ ïîäñòàíîâîê
îäèíàêîâîé öèêëîâîé ñòðóêòóðû.

Íàéäåì öåíòð Z(Sn).
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Ïî îïðåäåëåíèþ, öåíòðàëüíûé ýëåìåíò - ýòî òàêîé ýëåìåíò, â êëàññå ñîïðÿæåí-
íîñòè êîòîðîãî òîëüêî îí ñàì. ×òîáû ïîäñòàíîâêà áûëà öåíòðàëüíîé, íàì íóæíî
ïðèäóìàòü òàêóþ öèêëîâóþ ñòðóêòóðó, ÷òîáû åé óäîâëåòâîðÿëÿ åäèíñòâåííàÿ ïîä-
ñòàíîâêà.

Òàê, òðàíñïîçèöèÿ ìîæåò áûòü öåíòðàëüíîé ïîäñòàíîâêîé ⇔ òðàíñïîçèöèÿ ñó-
ùåñòâóåò òîëüêî îäíà, ò.å. ïðè n = 2.
Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî ëþáóþ äðóãóþ öèêëîâóþ ñòðóêòóðó.
1. Åñëè â ðàçëîæåíèè åñòü öèêë äëèíû áîëüøå 2, òî ìîæíî â íåì ïîìåíÿòü ìåñòàìè
ïåðâûå äâà ýëåìåíòà, à âñå îñòàëüíîå íå òðîãàòü. Òîãäà ïîëó÷èì äðóãóþ ïîæñòà-
íîâêó òîé æå ñòðóêòóðû. Çíà÷èò, ïðè íàëè÷èè öèêëà äëèíû áîëüøå 2 ïîäñòàíîâêà
íå ìîæåò áûòü öåíòðàëüíîé.
2. Ïóñòü âñå öèêëû èìåþò äëèíó 2. Ïåðåìåøàâ ýëåìåíòû èç äâóõ ðàçíûõ òðàíñïî-
çèöèé, ïîëó÷èì äðóãóþ ïîäñòàíîâó ñ òàêîé æå ñòðóêòóðîé.
3. Ïóñòü òðàíñïîçèöèÿ âñåãî îäíà, n > 2. Òîãäà ìîæíî ïîìåíÿòü ýëåìåíò èç òðàí-
ïîçèöèè ñ ëþáûì äðóãèì íåïîäâèæíûì ýëåìåíòîì, è ñíîâà íàðóøàåòñÿ öåíòðàëü-
íîñòü.

Îñòàëñÿ òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà öèêëîâ íåò âîîáùå, ò.å. ïîäñòàíîâêà òîæäåñòâåííàÿ.
Äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Óòâåðæäåíèå 2.3.

Z(Sn) =

{
{id}, n > 2

S2, n = 2

Îòíîøåíèå ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå Äèýäðà

Íàïîìíèì, ÷òî â ãðóïïå Dn 2n ýëåìåíòîâ: n ñèììåòðèé è n ïîâîðîòîâ. Ðàçáåðåì-
ñÿ ñ ñîïðÿæåííîñòüþ â êàæäîì èç ýòèõ êëàññîâ îòäåëüíî.

1. Ïóñòü r ∈ Dn - ïîâîðîò. Êàê òîãäà âûãëÿäèò grg
−1, g ∈ Dn?

Ëåãêî ðàçëè÷èòü ïîâîðîò è ñèììåòðèþ: ïîâîðîò ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ, à ñèì-
ìåòðèÿ ìåíÿåò. g, g−1 îäíîâðåìåííî ëèþî ñîõðàíÿþò, ëèáî ìåíÿþò îðèåíòàöèþ, r
îðèåíòàöèþ ñîõðàíÿåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåìíîæèâ ýòè òðè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó-
÷èì ñîáñòâåííîå äâèæåíèå.
Èòàê, grg−1 - òîæå ïîâîðîò.

×òîáû ïîíÿòü, ÷òî ýòî çà ïîâîðîò, äîñòàòî÷íî ïðîñëåäèòü çà îäíîé òî÷êîé.
à) Åñëè g - ïîâîðîò, òî grg−1 = r.
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á) Åñëè g - ñèììåòðèÿ, òî grg−1 = r−1 - ïîâîðîò íà ïðîòèâîïîëîæíûé óãîë.

Òàêèì îáðàçîì, êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ïîâîðîòà â Dn ñîñòîèò èç ñàìîãî ïîâîðîòà
è îáðàòíîãî ê íåìó C(r) = {r, r−1}. Åñëè r - ïîâîðîò íà óãîë 0 èëè π, òî C(r) = {r}.

2. Ïóñòü s ∈ Dn - ñèììåòðèÿ.

gsg−1 - ñèììåòðèÿ, ò.ê. åñëè áû ìû èç ñèììåòðèè ïîëó÷èëè ïîâîðîò, òî îáðàòíûì
ñîïðÿæåíèåì ê ýòîìó ïîâîðîòó ìû áû ïîëó÷èëè èñõîäíóþ ñèììåòðèþ. Ïðè ýòîì
èç ïîâîðîòà ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ïîâîðîò.
Ïî-äðóãîìó: êàêèì áû ìû íè âûáðàëè g, â ïðîèçâåäåíèè gsg−1 îðèåíòàöèÿ ïîìåíÿ-
åòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç.

Ïóñòü s - ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè l, s = sl. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
s ïðÿìàÿ l ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ìû õîòèì óêàçàòü
âèä gsg−1, òî íóæíî óêàçàòü îñü ýòîé ñèììåòðèè.
Ýòî áóäåò ïðÿìàÿ g(l). Â ñàìîì äåëå, ïðîñëåäèì çà äâèæåíèåì òî÷êè ïðÿìîé g(l).
Ïîä ëåéñòâèåì g−1 îíà ïîïàäàåò íà ïðÿìóþ l, çàòåì s îñòàâëÿåò åå íà ìåñòå, à g
ïåðåâîäèò ñíîâà íà ïðÿìóþ g(l).

Ïîëó÷èëè îáùåå îïèñàíèå ñèììåòðèè, ñîïðÿæåííîé ñ äàííîé ñèììåòðèåé.

gslg
−1 = sg(l)

Íà êàêèå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè ðàñïàäàåòñÿ ìíîæåñòâî ñèììåòðèé?
Íàïîìíèì îáùèé âèä ñåé ñèììåòðèè äëÿ íå÷åòíîãî è ÷åòíîãî n.
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1) n íå÷åòíî, òîãäà âñå îñè óñòðîåíû îäèíàêîâî è ëþáóþ îñü ìîæíî ïåðåâåñòè â
äðóãóþ ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà.
Çíà÷èò, âñå îñè ñèììåòðèè ïðè íå÷åòíîì n ñîïðÿæåíû.

2) n ÷åòíî, òîãäà åñòü 2 òèïà îñåé ñèììåòðèè: ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíû è ÷åðåç
ñåðåäèíû ñòîðîí.
Ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê
íåëüçÿ èç îñè îäíîãî òèïà ïîëó÷èòü îñü äðóãîãî òèïà. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè âåðøèíû ïåðåõîäÿò â âåðøèíû, à ñåðåäèíû ñòîðîí ïå-
ðåõîäÿò â ñåðåäèíû ñòîðîí.
Îñè îäíîãî òèïà ìîæíî ïåðåâîäèòü äðóã â äðóãà ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà.

Ñèììåòðèè ïðè ÷åòíîì n ðàçáèâàþòñÿ íà 2 êëàññà ñîïðÿæåííîñòè ïî n
2
ýëå-

ìåíòîâ.

Íàéäåì öåíòð Z(Dn).

Èçâåñòíî, êàê âûãëÿäÿò êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â Dn. Èç íèõ íóæíî âûáðàòü êëàñ-
ñû, ñîñòîÿùèå èç îäíîãî ýëåìåíòà.
Ïîâîðîò íà 0 (òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå) âñåãäà ëåæèò â öåíòðå. Ïðè ÷åòíîì
n òàì òàêæå ñîäåðæèòñÿ ïîâîðîò íà π.
Ñèììåòðèÿ ìîæåò áûòü öåíòðàëüíîé òîëüêî åñëè n = 2. (Åñëè n íå÷åòíî, èìååì
êëàññ ñîïðÿæåííîñòè èç n > 1 ýëåìåíòîâ, à åñëè n ÷åòíî, òî 2 êëàññà ïî n

2
≥ 1

ýëåìåíòîâ.)

Z(Dn) =


{e}, n = 2k + 1

{e, rπ}, n = 2k, n > 2

D2 ' V4, n = 2

Òåîðåìà Ëàãðàíæà è êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï

Òåîðåìà 2.1. Ëàãðàíæà
Ïóñòü G - êîíå÷íàÿ ãðóïïà, G ⊃ H - ïîäãðóïïà. Òîãäà |H| | |G| (ïîðÿäîê ãðóïïû
äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê ïîäãðóïïû).

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü |G| = n <∞, g ∈ G. Òîãäà o(g) | n = |G|. Îòñþäà gn = e.

Äîêàçàòåëüñòâî. H := 〈g〉 = {gk, k ∈ Z}.
Åñëè o(g) = m, òî 〈g〉 = {e, g, g2, . . . , gm−1} ' Zm.

22

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Åñëè o(g) =∞, òî 〈g〉 ' Z.

|H| = o(g), òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëàãðàíæà è ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèå
ñëåäñòâèÿ.

Êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï

Óòâåðæäåíèå 2.4. Åñëè |G| = p - ïðîñòîå, òî G ' (Zp,+).
Ò.å. äëÿ ïðîñòîãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ãðóïïà äàííîãî ïîðÿäêà (ñ òî÷-
íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò e 6= g ∈ G, òîãäà 1 < o(g) | |G| = p.
Îòñþäà o(g) = p è 〈g〉 ⊂ G, 〈g〉 = G, ò.ê. èõ ïîðÿäêè ñîâïàäàþò.
Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà äàííîãî ïîðÿäêà òîëüêî îäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà).

Ïðèìåð. Ïóñòü p ñîñòàâíîå, íàïðèìåð, p = 4. Òîãäà ìû çíàåì óæå êàê ìèíèìóì 2
ãðóïïû ïîðÿäêà 4: Z4 è V4, íå èçîìîðôíûå äðóã äðóãó.

Óïðàæíåíèå 2.4. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4 èçîìîðôíà Z4 èëè V4.

Ïðèìåð. Ïóñòü p = 6, èçâåñòíûå íàì ãðóïïû ïîðÿäêà 6: D3 ' S3,Z6.

Óïðàæíåíèå 2.5. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 6 èçîìîðôíà Z6 èëè S3.

Äîìàøíåå çàäàíèå èç çàäàíèêà: 56.7 á),â), 56.28, 57.30 á), 58.19 á), 58.22,
58.11 á),â).
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Ëåêöèÿ 3

Ðåøåíèå çàäà÷ 58.19 á), 57.30 á), 58.22

Çàäà÷à 58.19 á) Íàéòè öåíòð ãðóïïû An ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê.

Ðåøåíèå. Ìû çíàåì, êàê óñòðîåíî îòíîøåíèå ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå âñåõ ïîä-
ñòàíîâîê Sn. Ò.å. óìååì îòâå÷àòü íà ñëåäóþùèé âîïðîñ: åñëè σ, σ′ ∈ Sn, òî ñóùå-
ñòâóåò ëè π ∈ Sn : σ′ = πσπ−1?
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîäñòàíîâêè σ è σ′ èìåëè îäèíàêîâóþ
öèêëîâóþ ñòðóêòóðó. Áîëåå òîãî, åñëè äâå ïîäñòàíîâêè èìåþò îäèíàêîâóþ öèêëî-
âóþ ñòðóêòóðó, ìû ìîæåì ëåãêî òàêóþ ïîäñòàíîâêó π ïîñòðîèòü.

Â ÷åì îòëè÷èå, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ñîïðÿæåííîñòü â ãðóïïå ÷åòíûõ ïîäñòà-
íîâîê?
Ïóñòü σ, σ′ ∈ An, òîãäà èõ öèêëîâàÿ ñòðóêóòðà óæå íå ìîæåò áûòü ëþáîé. ×åòíîñòü
ïîäñòàíîâêè ïî åå ðàçëîæåíèþ íà öèêëû ëåãêî îïðåäåëèòü: öèêë ÷åòíîé äëèíû -
ýòî íå÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà, à öèêë íå÷åòíîé äëèíû - ÷åòíàÿ. Ïðè ïðîèçâåäåíèè öèê-
ëîâ ÷åòíîñòè ïåðåìíîæàþòñÿ.

Ñîïðÿãàþùàÿ ïîäñòàíîâêà π òîæå äîëæíà áûòü ÷åòíîé.
Âîîáùå ãîâîðÿ, åñëè åñòü äâå ïîäñòàíîâêè îäèíàêîâîé öèêëîâîé ñòðóêòóðû, ìû
ìîæåò ïîäîáðàòü ïîäñòàíîâêó èç π′ ∈ Sn : σ′ = π′σ(π′)−1. Ïóñòü π′ îêàçàëàñü íå÷åò-
íîé. Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò åùå îäíà ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà π, êîòîðàÿ ñîïðÿãàåò
σ è σ′: σ′ = πσπ−1.
Òîãäà âûïîëíåíî

σ = π−1σ′π = π−1π′σ(π′)−1 =: ψσψ−1.

Ïðè ýòîì ψ áóäåò íå÷åòíîé êàê ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîé è íå÷åòíîé ïîäñòàíîâîê.

Âûâîä: Åñëè îäíà ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà ïåðåâîäèòñÿ â äðóãóþ ñ ïîìîùüþ ñîïðÿ-
æåíèÿ êàêîé-òî íå÷åòíîé ïîäñòàíîâêîé, òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åòíîé ïîäñòàíîâêè,
âûïîëíÿþùåé òó æå ðàáîòó, íóæíî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà íå÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà ψ,
îñòàâëÿþùàÿ σ íà ìåñòå.

Åñëè äëÿ ïîäñòàíîâêè σ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ψ, òî ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà σ′, ñîïðÿæåí-
íàÿ ñ σ â ãðóïïå Sn, ñîïðÿæåíà ñ σ è â ãðóïïå An. Êëàññ ñîïðÿæåííîñòè σ â Sn
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ñîïðÿæåííîñòè σ â An.

Ïóñòü òàêîé ïîäñòàíîâêè íå ñóùåñòâóåò. Åñëè ìû áóäåì ñîïðÿãàòü σ ñ ïîìîùüþ
÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê, òî ïîëó÷èì êëàññ ñîïðÿæåííîñòè σ â An. Åñëè æå áóäåì ñî-
ïðÿãàòü ñ ïîìîùüþ âñåõ ïîäñòàíîâîê, òî ïîëó÷èì êëàññ ñîïðÿæåííîñòè σ â Sn. Ïðè
ýòîì CAn(σ) 6= CSn(σ), èíà÷å ïîïàäåì â ïðåäûäóùèé ñëó÷àé. Êëàññ ñîïðÿæåííîñòè
σ â ãðóïïå Sn ðàñïàäàåòñÿ íà äâà

CSn(σ) = CAn(σ) ∪ CAn(σ′),
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ãäå σ′ = π′σ(π′)−1, π′ - íå÷åòíàÿ. σ′ íå ñîïðÿæåíà ñ σ â An, ïîòîìó ÷òî èíà÷å ýòî
ïåðâûé ñëó÷àé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ äðóãàÿ ïîäñòàíîâêà òîé æå öèêëîâîé ñòðóêòóðû ëèáî ïî-
ëó÷àåòñÿ èç σ ñîïðÿæåíèåì ñ ÷åòíîé ïîäñòàíîâêîé è òîãäà îíà â CAn(σ), ëèáî îíà
ïîëó÷àåòñÿ ñîïðÿæåíèåì ñ íå÷åòíîé ïîäñòàíîâêîé è òîãäà îíà â CAn(σ′). Íî âñÿ-
êóþ íå÷åòíóþ ïîäñòàíîâêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâäåíèÿ π′ íà êàêóþ-òî
÷åòíóþ ïîäñòàíîâêó.

Â S2 åñòü 2 ñìåæíûõ êëàññà, ïîäãðóïïà An â Sn èìååò èíäåêñ 2. Âñÿêàÿ íå÷åòíàÿ
ïîäñòàíîâêà ïîëó÷àåòñÿ èç êàêîé-òî ôèêñèðîâàííîé íå÷åòíîé ïîäñòàíîâêè ïóòåì
óìíîæåíèÿ íà âñåâîçìîæíûå ÷åòíûå ïîäñòàíîâêè. Ïîýòîìó åñëè ìû áóäåì ñîïðÿ-
ãàòü σñ ïîìîùüþ íå÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê, ñíà÷àëà ìîæíî åå ñîïðÿ÷ü ñ ïîìîùüþ
êàêîé-òî îäíîé íå÷åòíîé ïîäñòàíîâêè (π′ ôèêñèðîâàíî), à äàëüøå ñîïðÿãàòü ñ ïî-
ìîùüþ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê è ïîëó÷èòü âñå ñîïðÿæåííûå ñ σ ïîäñòàíîâêè â Sn.
Êðèòåðèé.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû CAn(σ) ñîâïàäàë ñ CSn(σ) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñó-

ùåñòâîâàëà íå÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà ψ : ψσψ−1 = σ.
Èíà÷å CSn(σ) = CAn(σ) ∪ CAn(σ′), ãäå σ′ = π′σ(π′)−1, π′ - íå÷åòíàÿ.

Èäåþ çàâåðøåíèÿ ðåøåíèÿ ïðèâåäåì ïîñëå ñëåäóþùåé çàäà÷è.
Çàäà÷à 57.30 á) Íàéòè êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû A4.

Ðåøåíèå. Â A4 áûâàþò ñëåäóþùèå öèêëîâûå ñòðóêòóðû:

e
(i j)(k l)
(i j k)

Ýòè öèêëîâûå ñòðóêòóðû çàäàþò êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå S4.
Òåïåðü íóæíî ïîíÿòü, êàê êàæäûé èç ýòèõ êëàññîâ ðàñïàäàåòñÿ (åñëè ðàñïàäàåòñÿ)
íà êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå A4.

Êðèòåðèé: ñóùåñòâóåò ëè ñîïðÿãàþùàÿ ïîäñòàíîâêà ψ ∈ Sn\An : ψσψ−1 = σ?

1) σ = e, ïîäõîäèò ëþáàÿ ψ ∈ Sn\An.
Ïîëó÷àåì 1 êëàññ ñîïðÿæåííîñòè.

2) σ = (i j)(k l), íàïðèìåð, ψ = (i j).
Ïî ïðàâèëó ñîïðÿæåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè ψσψ−1 íóæíî â σ çàìåíèòü êàæäâé
ýëåìåíò íà åãî îáðàç ïðè ïîäñòàíîâêå ψ, ïîëó÷èòñÿ

ψσψ−1 = (j i)(k l) = (i j)(k l).

Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ ñîïðÿæåííîñòè íå ðàñïàäàåòñÿ.

3) σ = (i j k).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû òðîéíîé öèêë ïåðåøåë â ñåáÿ, íóæíî, ÷òîáû ñîïðÿãàþùàÿ
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ïîäñòàíîâêà òîæå áûëà òðîéíûì öèêëîì, à ÷åòâåðòûé ýëåìåíò îñòàâàëñÿ íà
ìåñòå. Ïðè ñîïðÿæåíèè ìû ïðîñòî íà çàïèñü öèêëà äåéñòâóåì ñîïðÿãàþùèì
ïðåîáðàçîâàíèåì. ×åòâåðòûé ýëåìåíò â ýòó çàïèñü íå âîøåë, è íå äîëæåí âîé-
òè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
ψ - ýòî ëèáî òðàíñïîçèöèÿ äâóõ íîìåðîâ èç i, j, k, ëèáî òðîéíîé öèêë íà i, j, k.

Åñëè ψ - òðàíñïîçèöèÿ, òî ïðè ñîïðÿæåíèè ïîëó÷èì îáðàòíûé öèêë (k j i).
Åñëè ψ - òðîéíîé öèêë, òî ýòî ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà, à íàñ èíòåðåñóþò ñîïðÿ-
æåíèÿ ñ íå÷åòíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàíîâêè ψ èç êðèòåðèÿ íå ñóùåñòâóåò, è êëàññ ðàñïàäà-
åòñÿ íà äâà.

Ïåðâûé êëàññ ñîïðÿæåííîñòè.
Çàôèêñèðóåì îäèí òðîéíîé öèêë (1 2 3) è ðàññìîòðèì åãî êëàññ ñîïðÿæåí-
íîñòè â ãðóïïå An. Ïðè ñîïðÿæåíèè ñ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêîé π ïîëó÷èì
(π(i) π(j) π(k)).
Çíà÷èò, CAn(1 2 3) = {(π(i) π(j) π(k)), π ∈ A4}.

Âòîðîé êëàññ ñîïðÿæåííîñòè.
Ñíà÷àëà ñîïðÿãàåì ñ ïîìîùüþ êàêîé-òî íå÷åòíîé ïîäñòàíîâêè, à ïîòîì ê ðå-
çóëüòàòó ïðèìåíÿåì âñåâîçìîæíûå ÷åòíûå ïîäñòàíîâêè. Ïîëó÷èì êëàññ CAn(2 1 3).

Çàìåòèì, ÷òî öèêë (1 2 3) îáðàòåí öèêëó (2 1 3), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âñå
öèêëû èç ïåðâîãî êëàññà ñîïðÿæåííîñòè îáðàòíû ñîîòâåòñòâóþùèì öèêëàì
èç âòîðîãî êëàññà ñîïðÿæåííîñòè. Ò.å. êëàññ ñîïðÿæåííîñòè òðîéíûõ öèêëîâ
ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäêëàññà, êîòîðûå âçàèìíî îáðàòíû äðóã äðóãó.

Çàäà÷à 58.19 á) Íàéòè öåíòð An.
Èäåÿ.
Ðåøàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå ÷òî è çàäà÷à ïðî öåíòð ãðóïïû Sn ñ ó÷åòîì óñòðîéñòâà
êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â An. Öåíòð - ýòî òå ýëåìåíòû, êîòîðûå ñîïðÿæåíû ñàìè
ñåáå. Íóæíî îïðåäåëèòü, êîãäà ïîäñòàíîâêà ñîïðÿæåíà òîëüêî ñàìà ñåáå â An, â Sn
åå êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ìîæåò ñîñòîÿòü ìàêñèìóì èç äâóõ ïîäñòàíîâîê: îíà ñàìà
è íåêîòîðàÿ σ′, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ íå÷åòíûì ñîïðÿæåíèåì.

Çàäà÷à 58.22 Ïóñòü G - ìíîæåñòâî âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 3
ñ ýëåìåíòàìè ïîëÿ Zp
1) Äîêàçàòü, ÷òî G - íåêîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p3 îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ;
2) Íàéòè öåíòð ãðóïïû G;
3) Íàéòè âñå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G.
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Ðåøåíèå.

G =


1 a b

0 1 c
0 0 1

 , a, b, c ∈ Zp


1) Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî G - ïîäãðóïïà ãðóïïû ìàòðèö 3 × 3 íàä ïîëåì Zp. Ò.å.

íóæíî ïðîâåðèòü çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé.
|G| = p3, ïîòîìó ÷òî ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû çàâèñÿò îò òðåõ ïàðàìåòðîâ: a, b, c,
è êàæäûé è ïàðàìåòðîâ ïðîáåãàåò p çíà÷åíèé.

×òîáû ïîíÿòü, ÷òî óìíîæåíèå íå êîììóòàòèâíî, ïåðåìíîæèì äâå ìàòðèöû
òàêîãî âèäà1 a b

0 1 c
0 0 1

1 a′ b′

0 1 c′

0 0 1

 =

1 a+ a′ b+ b′ + ac′

0 1 c+ c′

0 0 1

 ∈ G (3.1)

Åñëè áû â ïðàâîì âåðõíåì óãëó ïðîèçâåäåíèÿ íå áûëî ac′, òî óìíîæåíèå áûëî
áû, î÷åâèäíî, êîììóòàòèâíûì. Åñëè æå ìû ïåðåñòàâèì ìåñòàìè ýòè äâå ìàò-
ðèöû, òî ac′ ïîìåíÿåòñÿ íà a′c.

Ãðóïïà òàêæå äîëæíà áûòü çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè âçÿòèÿ îáðàò-
íîãî ýëåìåíòà. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî òàê. Ïîäáåðåì â (3.1) a′, b′, c′ òàê, ÷òîáû â
ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èëàñü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

a+ a′ = 0

c+ c′ = 0

b+ b′ + ac′ = 0

⇒


a′ = −a
c′ = −c
b′ = ac− b1 a b

0 1 c
0 0 1

−1 =

1 −a ac− b
0 1 −c
0 0 1

 ∈ G
Òàêèì îáðàçîì, G - íåêîììóòàòèâíàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå âñåõ ìàòðèö ïîðÿäêà
3 íàä ïîëåì Zp.

2) Åñëè ìû íàéäåì êëàññû ñîïðÿæåííîñòè, òî ëåãêî íàïèøåì è öåíòð - ìíîæå-
ñòâî îäíîýëåìåíòíûõ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè. Ïîýòîìó ðåøàåì ñðàçó è ïóíêò
2), è ïóíêò 3).
Çàïèøåì îáùèé âèä ñîïðÿæåííîé ìàòðèöû1 x y

0 1 z
0 0 1

1 a b
0 1 c
0 0 1

1 −x xy − z
0 1 −y
0 0 1

 =

1 a+ x y + b+ xc
0 1 c+ z
0 0 1

1 −x xy − z
0 1 −y
0 0 1

 =

=

1 a b+ xc− az
0 1 c
0 0 1

 (3.2)
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Ïîëó÷èëè, ÷òî ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà îò èñõîäíîé îòëè÷àåòñÿ òîëüêî â îäíîì
ýëåìåíòå íà ñëàãàåìîå xc − az. Ìåíÿÿ ñîïðÿãàþùóþ ìàòðèöó, ìû ìîæåì ïî-
ëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò Zp 3 g = b+ xc− az. Òàêèì îáðàçîì,

C

1 a b
0 1 c
0 0 1

 =


1 a ∗

0 1 c
0 0 1

 , a 6= 0 èëè c 6= 0.

Åñëè a = 0 è c = 0, òî

C

1 0 b
0 1 0
0 0 1

 =


1 0 b

0 1 0
0 0 1


Z(G) =


1 0 b

0 1 0
0 0 1

 , b ∈ Zp


Êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï. Ãðóïïû ïîðÿäêà 4

Êëàññèôèêàöèÿ ãðóïï ïîðÿäêà 4 (ðåøåíèå óïðàæíåíèÿ 2.4)

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4 èçîìîðôíà Z4 èëè V4.

Ðåøåíèå. Ïóñòü |G| = 4. Çàìåòèì, ÷òî ∀g ∈ G o(g) | |G| = 4, ò.å. o(g) = 1, 2, 4.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ∃ ýëåìåíò g ïîðÿäêà 4. Òîãäà G = 〈g〉4 (îáîçíà÷åíèå: 〈g〉4 - öèê-
ëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4).
Âñå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû äàííîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû, G ' Z4.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü òåïåðü ∀g ∈ G g2 = e. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ãðóïïû

G = {e, a, b, c}, a2 = b2 = c2 = e.

Ýòî ÷àñòü òåõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â ãðóïïå Êëåéíà. Ïðîâåðÿåì
îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ.
ab ìîæåò áûòü ðàâíî ëþáîìó èç {e, a, b, c}.
ab 6= e, ò.ê. òîãäà b áûë áû îáðàòåí ê a, íî ê a îáðàòåí a, ïîòîìó ÷òî a2 = e.
ab 6= a, ò.ê. b 6= e.
ab 6= b, ò.ê. a 6= e.
Ïîëó÷àåòñÿ, ab = c.

Àíàëîãè÷íî, ab = ba = c, ac = ca = b, bc = cb = a.
Òàêèì îáðàçîì, G ' V4.

Êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï äàííîãî ïîðÿäêà

Âûïèøåì, êàêèå ãðóïïû íåáîëüøèõ ïîðÿäêîâ íàì èçâåñòíû.
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|G| G
1 {e}
2 Z2

3 Z3

4 Z4, V4
5 Z5

6 Z6, S3 ' D3

7 Z7

8 Z8, Q8, D4+ åùå 2 àáåëåâû ãðóïïû
9 Z9 + åùå 1 àáåëåâà ãðóïïà
10 Z10, D5

Âñå ãðóïïû ïðîñòîãî ïîðÿäêà åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
Ïî óïðàæíåíèþ 2.4, åñòü òîëüêî 2 ãðóïïû ïîðÿäêà 4.
Ïî óïðàæíåíèþ 2.5, åñòü òîëüêî 2 ãðóïïû ïîðÿäêà 6.
Íàì ïîêà èçâåñòíû 3 ãðóïïû ïîðÿäêà 8.
Ïîêàæåì, ÷òî Z8, Q8, D4 íå èçîìîðôíû.
Q8 íå èçîìîðôíà D4, ò.ê. â Q8 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ïîðÿäêà 2 (à èìåí-
íî, -1), â D4 5 ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 (4 ñèììåòðèè è rpi).
Z8 íå èçîìîðôíà Q8 è D4, ò.ê. Z8 àáåëåâà, à Q8 è D4 - íåò.

Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 3.11. Ïîäãðóïïà H ⊆ G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé (H / G), åñëè âû-
ïîëíåíû ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ:
(1) gH = Hg, ∀g ∈ G,
(2) gHg−1 = H, ∀g ∈ G.

Óñëîâèå (2) ìîæíî íåìíîãî îñëàáèòü:
(3) gHg−1 ⊆ H, ∀g ∈ G èëè, ýêâèâàëåíòíî:
(4) ∀g ∈ G, h ∈ H ghg−1 ∈ H.

Äðóãèìè ñëîâàìè, óñëîâèå (3) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè êàæäîì ñîïðÿæåíèè ïîäãðóïïà
H íå âûõîäèò çà ñâîè ïðåäåëû, à óñëîâèå (4) îçíà÷àåò, ÷òî ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà öåëûõ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè.

Ïî÷åìó (2) ýêâèâàëåíòíî (3)? Î÷åâèäíî, (2)⇒ (3). Ïîêàæåì, ÷òî (3)⇒ (2).
Äàíî, ÷òî ∀g ∈ G gHg−1 ⊆ H. Äîìíîæèì êàæäîå èç ýòèõ äâóõ ïîäìíîæåñòâ íà g−1

ñëåâà è íà g ñïðàâà, ïðè ýòî âêëþ÷åíèå ñîõðàíèòñÿ. Ïîëó÷èì H ⊆ g−1Hg, ∀g ∈ G.
Òåïåðü ìîæíî âìåñòî g âçÿòü g−1 è ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî.

Ïðèìåðû íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï.

1) Ïóñòü G - ãðóïïà, òîãäà òðèâèàëüíûå ïîäãðóïïû {e}, G / G.
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2) Ïóñòü G - àáåëåâà ãðóïïà. Òîãäà ëþáàÿ åå ïîäãðóïïà íîðìàëüíà, ò.ê. óìíîæå-
íèå êîììóòàòèâíî.

3) Z(G) / G, ò.ê. åñëè H := Z(G), òî ïî îïðåäåëåíèþ öåíòðà H êîììóòèðóåò ñ
ëþáûì ýëåìåíòîì ãðóïïû, à ýòî óëîâèå (1).

Ðåøåíèå çàäà÷ íà ïåðå÷èñëåíèå íîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï

Çàäà÷à 58.4 à) Íàéòè âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû, îòëè÷íûå îò òðèâèàëüíûõ, â
ãðóïïå S3.

Ðåøåíèå. Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷, ãäå íóæíî ïåðå÷èñëèòü âñå íîð-
ìàëüíûå ïîäãðóïïû, ñëåäóþùèé: óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèåì (4).
Íîðìàëíàÿ ïîäãðóïïà âñìåñòå ñ êàæäûì åå ýëåìåíòîì ñîäåðæèò è âñå åìó ñîïðÿ-
æåííûå, ò.å. íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ êëàññîâ
ñîïðÿæåííîñòè.

Êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå S3 íàì èçâåñòíû:

{e}
(i, j)

(i, j, k)

Òåïåðü íóæíî ïîíÿòü, êàêèå èç íèõ ìû ìîæåì îáúåäèíèòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîä-
ãðóïïó.

Âî-ïåðâûõ, îáÿçàòåëüíî íóæíî âêëþ÷èòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò. Âî-âòîðûõ, íóæíî
ïðîâåðèòü çàìêíóòîñòü ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è âçÿòèÿ
îáðàòíîãî.

Ñ îáðàòíûì ýëåìåíòîì âñå ïðîñòî: îí èìååò òó æå öèêëîâóþ ñòðóêòóðó, à çíà÷èò
ëåæèò â òîì æå êëàññå ñîïðÿæåííîñòè.
Äëÿ ïðîâåðêè çàìêíóòîñòè óìíîæåíèÿ íóæíî ïðîèçâîäèòü íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ,
ïîýòîìó ñíà÷àëà ïîïðîáóåì îïðåäåëèòü ãðóïïó ïî êîñâåííûì ïðèçíàêàì.
Èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå: ïîðÿäîê ïîäãðóïïû äîëæåí äåëèòü ïîðÿäîê
ãðóïïû.

|S3| = 6

Âûïèøåì ìîùíîñòè êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè:

{e} - 1 ýëåìåíò,
(i, j) - 3 ýëåìåíòà,

(i, j, k) - 2 ýëåìåíòà.

Êàíäèäàòû íà íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó:

H1 = {e}, {e} ∪ (i, j, k), H3 = {e} ∪ (i, j), H4 = {e} ∪ (i, j) ∪ (i, j, k)
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H1, |H1| = 1, î÷åâèäíî, íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.
H2, |H2| = 3 - ýòî â òî÷íîñòè ïîäãðóïïà A3 ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê, ïîýòîìó óìíîæå-
íèå íå ïðîâåðÿåì. A3 / S3.
H3, |H3| = 4, 4 íå äåëèò 6, çíà÷èò, ýòî íå ïîäãðóïïà.
H4, |H4| = 6, H4 = S3 - òðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.

Îòâåò: A3 / S3

Çàìåòèì, ÷òî â õîäå ðåøåíèÿ áûëè ïåðå÷èñëåíû íå âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû S3.
Ìîæíî ñîñòàâèòü ïîäãðóïïó èç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà è ëþáîé êîíêðåòíîé òðàíñ-
ïîçèöèè. Òðàíñïîçèöèÿ - ýòî ýëåìåíò ïîðÿäêà 2, îí ïîðîæäàåò ïîäãðóïïó âòîðîãî
ïîðÿäêà. Òàêèõ ïîäãðóïï áóäåò åùå 3, íî êàæäàÿ èç íèõ íå áóäåò íîðìàëüíîé.
Êàê ëåãêî ïîíÿòü, áîëüøå ïîäãðóïï íå áûâàåò.

Çàäà÷à 58.4 â) Íàéòè âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû, îòëè÷íûå îò òðèâèàëüíûõ, â
ãðóïïå S4.

Ðåøåíèå. Ïåðå÷èñëèì âñå êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â S4 è èõ ìîùíîñòè .

{e} − 1 ýëåìåíò
(i, j) − 6 ýëåìåíòîâ

(i, j)(k, r) − 3 ýëåìåíòà
(i, j, k) − 8 ýëåìåíòîâ

(i, k, r, p) − 6 ýëåìåíòîâ

• Òðàíñïîçèöèþ (i, j) ìîæíî âûáðàòü C2
4 = 6 ñïîñîáàìè.

• Â ïðîèçâåäåíèè äâóõ íåçàâèñèìûõ òðàíñïîçèöèé ïåðâóþ èç íèõ ìîæíî âû-
áðàòü 6 ñïîñîáàìè, ïðè ýòîì âòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïðè ýòîì íå
âàæíî, êàêóþ èç òðàíñïîçèöèé ìû ïîñòàâèì ïåðâîé, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî òà-
êèõ ïðîèçâåäåíèé óìåíüøàåòñÿ âäâîå è ðàâíî 3.

• ×òîáû ïåðåáðàòü âñå òðîéíûå öèêëû, íóæíî âûáðàòü ýëåìåíò, êîòîðûé â ýòîò
öèêë íå âîéäåò (4 ñïîñîáà) è öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâèòü òðîéêó ýëåìåíòîâ â
öèêëå (2 ñïîñîáà).

• Öèêëîâ èç 4 ýëåìåíòîâ îñòàëîñü |S4| − 1− 6− 3− 8 = 4!− 18 = 6.

|S4| = 24

Áóäåì èñêàòü îáúåäèíåíèÿ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ïîðÿäêà, äåëÿùåãî 24.

1) H1 = {e}, H1 - òðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.

2) H2 = {e} ∪ (i, j)(k, r), |H2| = 4
Îáðàòíûé ê ïàðå òðàíñïîçèöèé - ýòî ïàðà òðàíñïîçèöèé, ò.ê. òðàíñïîçèöèÿ -
ýòî ýëåìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ïðîâåðèì ïðîèçâåäåíèå: (1, 2)(3, 4) · (1, 3)(2, 4) = (1, 4)(2, 3), ò.å. ïðè
ïåðåìíîæåíèè äâóõ ïàð òðàíñïîçèöèé ïîëó÷àåì òðåòüþ îñòàâøóþñÿ.
Ïîëó÷èëè, ÷òî H2 ' V4.
Óñëîâíî ìîæíî çàïèñàòü: V4 / S4.

3) H3 = {e} ∪ (i, j)(k, r) ∪ (i, j, k), |H4| = 12
H3 = A4 / S4.

4) H4 = {e} ∪ (i, j) ∪ (i, j)(k, r) ∪ (i, j, k) ∪ (i, k, r, p), H4 = S4 / S4

Îòâåò: V4, A4

Äîìàøíåå çàäàíèå èç çàäà÷íèêà: 58.4 á), 58.3, 58.10, 58.11 à).
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Ëåêöèÿ 4

Çàäà÷à î íîðìàëüíûõ ïîäãðóïïàõ â A4

Çàäà÷à 58.4 á) Íàéòè âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû, îòëè÷íûå îò òðèâèàëüíûõ, â
ãðóïïå A4.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â ãðóïïå A4 (èõ ïîäðîáíîå îïèñàíèå
ìîæíî íàéòè â ïðåäûäóùåì ñåìèíàðå). Íà÷íåì ñ öèêëîâîé ñòðóêòóðû.

{e}
(i, j)(k, l)

(i, j, k)

Äàëåå íóæíî ïîíÿòü, êàêèå èç ýòèõ êëàññîâ ðàñïàäàþòñÿ íà äâà â ãðóïïå ÷åòíûõ
ïîäñòàíîâîê, à êàêèå îñòàþòñÿ åäèíûì êëàññîì ñîïðÿæåííîñòè.
Êðèòåðèé: Êëàññ C(σ) íå ðàñïàäàåòñÿ ⇔ ñóùåñòâóåò íå÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà ψ, êî-
òîðàÿ ïðè ñîïðÿæåíèè îñòàâëÿåò σ íà ìåñòå.

Äëÿ (i, j)(k, l) ψ = (i, j), ýòîò êëàññ íå ðàñïàäàåòñÿ.
Åñëè ïîäñòàíîâêà π ïðè ñîïðÿæåíèè îñòàâëÿåò öèêë (i, j, k) íà ìåñòå, òî π ìîæåò
áûòü id, (i, j, k), (i, j, k) · (i, j, k) - âñå ýòî ÷åòíûå ïîäñòàíîâêè.
Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ (i, j, k) ðàñïàäàåòñÿ íà 2.

Òåïåðü îïðåäåëèì ìîùíîñòè êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè. Â {e} 1 ýëåìåíò, â (i, j)(k, l)
3 ýëåìåíòà, à (i, j, k) ðàñïàäàåòñÿ íà 2 êëàññà ïî 4 ýëåìåíòà.

|A4| = 4!
2

= 12, ïîýòîìó åñòü òîëüêî 1 ñïîñîá ñîñòàâèòü íåòðèâèàëüíóþ ïîäãðóïïó
èç êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè.
H1 = {e}, H3 = {e} ∪ (i, j)(k, l) ∪ (i, j, k).
H2 = {e} ∪ (i, j)(k, l) ' V4 / A4.

Îòâåò: V4.

Çàäà÷à 58.10 Äîêàçàòü, òî ãðóïïà A5 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé (â íåé íåò íåòðèâèàëü-
íûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï).

Ðåøàåòñÿ ïî òîìó æå ïðèíöèïó: íóæíî âûïèñàòü êëàññû ñîïðæåííîñòè è ïîêà-
çàòü, ÷òî èç íèõ íèêàê íåëüçÿ ñêîìïîíîâàòü ìíîæåñòâî, ïîðÿäîê êîòîðîãî äåëèò
ïîðÿäîê ãðóïïû.

Ôàêòîðãðóïïû

Ïóñòü G - ãðóïïà, K /G. Íîðìàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ïî
ïîäãðóïïå ñîâïàäàþò ñ ïðàâûìè ñìåæíûìè êëàññàìè.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ è ââåñòè íà ýòîì ìíîæåñòâå ñòðóê-
òóðó ãðóïïû - ïîëó÷èì ôàêòîðãðóïïó.

33

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Îïðåäåëåíèå 4.12. Ôàêòîðãóïïà G/K = {gK | g ∈ G}.
Îïåðàöèÿ: ïóñòü A = aK, B = bK, òîãäà

A ·B = {x · y | x ∈ A, y ∈ B}.

Ïðîâåðèì, ÷òî A ·B òîæå ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûì êëàññîì.
Ïåðåïèøåì îïåðàöèþ ïðîèçâåäåíèÿ ïî-äðóãîìó: A ·B = a ·K · b ·K. Â íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïå ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ñîâïàäàþò ñ ïðàâûìè ñìåæíûìè êëàññàìè, è â
ñåðåäèíå ïðîèçâåäåíèÿ a ·K · b ·K íàõîäèòñÿ ïðàâûé ñìåæíûé êëàññ K · b. Çàìåíèì
åãî íà b ·K, ïîëó÷èì a · b ·K ·K = a · b ·K.

Ïðîâåðêà àêñèîì ãðóïïû äëÿ a · b ·K âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ýòè àêñèîìû âûïîë-
íåíû â ñàìîé ãðóïïå G. Ïî ñóòè, îïåðàöèÿ íà ñìåæíûõ êëàññàõ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç
îïåðàöèþ íà ñàìîé ãðóïïå G.

Îòìåòèì, ÷òî íåéòðàëüíûé ýëåìåíò â G/K - ýòî e ·K = K.
Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî: (g ·K)−1 = g−1K.

Îäíî èç ïðèìåíåíèé ôàêòîðãðóïï â òîì, ÷òî ìîæíî ñòðîèòü íîâûå ãðóïïû (ïîä-
ãðóïïû) ñ ïîìîùüþ óæå èçâåñòíûõ íàì (íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï).

Ïðèìåð. Z/mZ = Zm.

Çàìåòèì, ÷òî â ãðóïïå Z åñòü òîëüêî ïîäãðóïïû - ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, êðàò-
íûõ êàêîìó-òî n (nZ). Äðóãèõ ïîäãðóïï íå áûâàåò, ò.ê. ïîäãðóïïû â öèêëè÷åñêîé
ãðóïïå òîæå öèêëè÷åñêèå, à öèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà - ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ êàêèì-
òî îäíèì ýëåìåíòîì 〈m〉 = mZ.
Ïîäãðóïïà mZ íîðìàëüíà, ò.ê. Z àáåëåâà, à â àáåëåâûõ ãðóïïàõ âñå ïîäãðóïïû íîð-
ìàëüíû.

Ïî îïðåäåëåíèþ âû÷åòîâ ïîëó÷àåì, ÷òî ôàêòîðãðóïïà Z/mZ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Îáîçíà÷åíèå: Un = {z ∈ C | zn = 1}.
Ýòî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü (íà ñàìîì äåëå, èõ
ìíîãî): ìîæíî âçÿòü êîðåíü ñ ñàìûì ìàëåíüêèì àðãóìåíòîì 2π

n
, òîãäà åãî ñòåïåíè

îáðàçóþò ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé èç 1 ñòåïåíè n.
Òàêèì îáðàçîì, Un ' Zn.

Çàäà÷à. Íàéòè U12/U3.

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî ëþáîé êîðåíü 3 ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ êîðíåì 12 ñòåïåíè, òàê
÷òî U3 - ïîäãðóïïà U12. U12 . U3, ò.ê. U12 àáåëåâà.

Îòìåòèì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âñå ýëåìåíòû U12 è âûäåëèì ñðåäè íèõ (ñè-
íèì) ýëåìåíòû U3 .
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Òåîðåìà Ëàãðàíæà: êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîäãðóïïå H ⊂ G ðàâíî |G||H| .

Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, |U12/U3| = 4. Èçîáðàçèì ýòè ñìåæíûå êëàññû.

Îäèí èç íèõ óæå îòìå÷åí ñèíèì - ýòî ñàìà ïîäãðóïïà U3 - åäèíè÷íûé ýëåìåíò
ôàêòîðãðóïïû.
×òîáû ïîëó÷èòü ñìåæíûé êëàññ, íóæíî âçÿòü êàêîé-òî ýëåìåíò ãðóïïû U12 è óìíî-
æèòü åãî íà âñå ýëåìåíòû èç ïîäãðóïïû.

Àðãóìåíòû ýëåìåíòîâ U3: {0, 2π
3
, 4π

3
}.

1) Âîçüìåì ýëåìåíò ñ àðãóìåíòîì 2π
12

(îòìåòèì åãî çåëåíûì). Ïðè ïåðåìíîæå-
íèè ñ ýëåìåíòàìè U3 àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ. Ïîëó÷èì êëàññ ñ àðãóìåíòàìè
{π
6
, 5π

6
, 3π

2
}.

2) Êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòà ñ àðãóìåíòîì 4π
12

îòìåòèì æåëòûì.

3) Êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòà ñ àðãóìåíòîì 6π
12

îòìåòèì êðàñíûì.

Íàøà ôàêòîðãðóïïà èìååò ïîðÿäîê 4, ñëåäîâàòåëüíî, îíà èçîìîðôíà ëèáî V4,
ëèáî Z4. ×òîáû ïîíÿòü, êàêîé èìåííî ãðóïïå îíà èçîìîðôíà, íóæíî îïèñàòü îïå-
ðàöèþ óìíîæåíèÿ.
Ïîñêîëüêó ãðóïïà ìàëåíüêàÿ, óäîáíî ýòî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû.

Êàê ïîíÿòü, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñìåæíûõ êëàññîâ?
Íóæíî âûáðàòü ïî ïîäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ, ïåðåìíîæèòü èõ è ïîñìîòðåòü, â êàêîé
êëàññ ïîïäàåò ïðîèçâåäåíèå.

Ïåðâàÿ ñòðî÷êà òàáëèöû.
Â ñèíåì êëàññå óäîáíî âûáèðàòü ýëåìåíò ñ àðãóìåíòîì 0. Ñèíèé êëàññ - ýòî
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ôàêòîðãðóïïû, ïîýòîìó ïðè óìíîæåíèè ëþáîãî êëàññà íà
íåãî ïîëó÷àåì òîò æå êëàññ.
Óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî, ñëåäîâàòåëüíî, òàáëèöà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
äèàãîíàëè. Ñðàçó çàïèñûâàåì è ïåðâûé ñòîëáåö.
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Ïðè óìíîæåíèè äâóõ çåëåíûõ (pi
6

+ 5π
6

= π) ïîïàäàåì â æåëòûé.

Ïðè óìíîæåíèè äâóõ æåëòûõ (pi
3

+ π = 4π
3
) ïîïàäàåì â ñèíèé.

Ïðè óìíîæåíèè äâóõ êðàñíûõ (pi
2

+ 7π
6

= 5π
3
) ïîïàäàåì â æåëòûé.

Ïðè óìíîæåíèè çåëåíîãî íà æåëòûé (pi
6

+ π
3

= π
2
) ïîïàäàåì â êðàñíûé.

Ïðè óìíîæåíèè çåëåíîãî íà êðàñíûé (pi
6

+ π
2

= 2π
3
) ïîïàäàåì â ñèíèé.

Ïðè óìíîæåíèè æåëòîãî íà êðàñíûé (pi+ π
2

= 3π
2
) ïîïàäàåì â çåëåíûé.

Ïîëó÷èëè òàáëèöó óìíîæåíèÿ Z4.

Îòâåò: U12/U3 ' Z4.

Â ýòîì ïðèìåðå ìû âñå ïîñ÷èòàëè âðó÷íóþ ïî îïðåäåëåíèþ. ßñíî, ÷òî â îáùåì
ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ôàêòîðãðóïï òàêèì îáðàçîì - òðóäîåìêàÿ çàäà÷à. Ñóùåñòâóåò
áîëåå óíèâåðñàëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ôàêòîðãðóïï, ñâÿçàííûé ñ ãîìîìîðôèçìà-
ìè.

Ãîìîìîðôèçì ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 4.13. Ãîìîìîðôèçì ãðóïï G,H - ýòî îòîáðàæåíèå ϕ : G → H
òàêîå, ÷òî

ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y), ∀x, y ∈ G.

Çàìåòèì, ÷òî áèåêòèâíîñòü çäåñü íå òðåáóåòñÿ. Çíà÷èò, îòîæäåòâëÿòü ãðóïïû ñ
ïîìîùüþ ãîìîìîðôèçìà íåëüçÿ, íî îí ñîõðàíÿåò èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ãðóïïû.
Õîòÿ ÷àñòü èíôîðìàöèè ìîæåò òåðÿòüñÿ ïðè ñêëåèâàíèè ýëåìåíòîâ, ýòî ìîæåò äàæå
áûòü óäîáíûì, ò.ê. ñòðóêóðà ãðóïïû ìîæåò óïðîñòèòüñÿ.

Îáðàç ãîìîìîðôèçìà Imϕ = {h = ϕ(g) | g ∈ G} - ïîäãðóïïà â H.
ßäðî ãîìîìîðôèçìà Kerϕ = {g ∈ G | ϕ(g) = e} - íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G.

Óòâåðæäåíèå 4.5. Ïóñòü K / G, òîãäà K ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà π :
G→ G/K.

π íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ãîìîìîðôèçìîì (èëè êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèåé íà
ôàêòîðãðóïïó).

π(g) = gK, ∀g ∈ G
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Ïî îïðåäåëåíèþ âèäíî, ÷òî ýëåìåíòû g : π(g) = e ∈ G/H ëåæàò â K, ò.ê. G/H 3
e = K.

Ker π = K

Òåîðåìà 4.2. (Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìàõ)
Ïóñòü ϕ : G→ H - ãîìîìîðôèçì, òîãäà ∃! èçîìîðôèçì ϕ : G/Kerϕ→ Imϕ òàêîé,
÷òî

ϕ = ϕ ◦ π.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà.

Çàìå÷àíèå. ϕ(gKerϕ) = ϕ(g)

Ïîÿñíèì ñìûñë îñíîâíîé òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìàõ íà ñëåäóþùåé êàðòèíêå.

Ïîñìîòðèì, êàê óñòðîåíî îòîáðàæåíèå èç ãðóïïûG íà ïîäãðóïïó Imϕ. Ýòî ñþðú-
åêöèÿ ïî îïðåäåëåíèþ. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîîîáðàç òî÷êè èç Imϕ.
Åñëè ìû âîçüìåì íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû H, òî ïðîîáðàçîì áóäåò Kerϕ.
Ïðîîîáðàçîì ëþáîãî äðóãîãî ýëåìåíòà áóäåò åãî ñìåæíûé êëàññ.

Òàêèì îáðàçîì, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî äâà ýëåìåíòà èìåþò îäèí è òîò æå îáðàç⇔
îíè îòëè÷àþòñÿ íà ìíîæèòåëü èç ÿäðà.
ϕ(g′) = ϕ(g) ⇔ ϕ(a) = e ⇔ a ∈ K, ò.ê.
g−1g′ = a, g′ = ga ⇒ ϕ(g′) = ϕ(g)ϕ(a).

Ïðèìåíåíèå îñíîâíîé òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìàõ ê âû÷èñëåíèþ
ôàêòîðãðóïï

Ïóñòü çàäàíà K / G, õîòèì âû÷èñëèòü G/K.
Íóæíî ïðèäóìàòü ãîìîìîðôèçì â êàêóþ-òî ãðóïïó H ϕ : G → H òàêîé, ÷òî
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K = Kerϕ. Òîãäà G/K ' Imϕ.

Ïðèìåð 1. An / Sn, Sn/An−?

Ðåøåíèå. Ðåàëèçóåì ïîäãðóïïó An êàê Ker(sgn). sgn ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
sgn : Sn → R×.
Òîãäà Sn/An ' Im(sgn) = {±1} - ãðóïïà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 2. SLn(K) / GLn(K), K - ïîëå, GLn(K)/SLn(K)−?

Ðåøåíèå. Íå áóäåì íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿòü, ÷òî ýòî íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà,
à ñðàçó ïåðåéäåì ê âû÷èñëåíèÿì.
SLn(K) = Ker(det). Îòîáðàæåíèå det - ãîìîìîðôèçì det : GLn(K)→ K×.
GLn(K)/SLn(K) ' Im(det) = K×.
Äëÿ ëþáîãî λ ∈ K× ìîæíî ïðèäóìàòü ìàòðèöó g ∈ G, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ðàâåí
λ. Íàïðèìåð,

g =


λ 0

1
..
.

0 1


Çàäà÷à 58.31 á) Íàéòè C×/R×.
Ðåøåíèå. Íóæíî ïðèäóìàòü ãîìîìîðôèçì ϕ òàêîé, ÷òîáû â åäèíèöó ïåðåõîäè-

ëî R× è òîëüêî îíî.
ϕ(z) = z2

|z|2 , ϕ : C× → C×.
Ýòî ãîìîìîðôèçì, ïðîèçâåäåíèå ïåðåõîäèò â ïðîèçâåäåíèå. Êâàäðàòû íóæíû, ÷òî-
áû ðàñøèðèòü ÿäðî îò R+ (â ñëó÷àå ϕ = z

|z| , òîãäà â 1 ïåðåõîäÿò òîëüêî ïîëîæèòåëü-

íûå ÷èñëà) äî R× (ïðè ϕ = z2

|z|2 , â 1 ïåðåõîäÿò âñå íåíóëåâûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà).

Kerϕ = R×, òîãäà C×/R× ' Imϕ.

z = r(cosα + i sinα), ϕ(z) = cos(2α) + i sin(2α), åñëè ìû áóäåì áðàòü ëþáûå r è
ëþáûå α, òî â îáðàçå ïîëó÷èì åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü U.
Îòâåò: U.

Àâòîìîðôèçì ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 4.14. Àâòîìîðôèçì ãðóïïû G - ýòî èçîìîðôèçì ϕ : G
∼−→ G íà

ñåáÿ.

Ìíîæåñòâî àâòîìîðôèçìîâ Aut(G) - ãðóïïà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè.

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ãðóïïû G (åå ñòðóê-
òóðíûì ñâîéñòâîì).
Íàïðèìåð, åñëè ó äâóõ ãðóïï íåèçîìîðôíûå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ, òî ýòè ãðóïïû
è ñàìè íå ìîãóò áûòü èçîìîðôíû.
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Òàêèì îáðàçîì, Aut(G) - íåêèé èíâàðèàíò ãðóïïû.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

Ïóñòü ñíà÷àëà G - êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òîãäà G ' (Zm,+).
Ïóñòü åñòü ãîìîìîðôèçì ϕ : Zm → Zm. Êàê îí óñòðîåí?
Îñíîâíîå åãî ñâîéñòâî - ñóììà ïåðåõîäèò â ñóììó.

×òîáû çàäàòü ãîìîìîðôèçì èç öèêëè÷åñêîé ãðóïïû â êàêóþ-òî äðóãóþ ãðóïïó,
íóæíî ñêàçàòü, êóäà ïåðåõîäèò ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò. Ïîòîìó ÷òî òîãäà ìû òàêæå
îïðåäåëèì, êóäà ïåðåõîäèò åãî ñóììà ñ ñàìèì ñîáîé ëþáîå ÷èñëî ðàç.

Â íàøåì ñëó÷àå ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò - ýòî 1 ïî ìîäóëþ m. Ïîëîæèì

ϕ(1) = k

Îòñþäà
ϕ(n) = ϕ(1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

n

) = ϕ(1) + . . .+ ϕ(1)︸ ︷︷ ︸
n

= k · n

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ýíäîìîðôèçì (ãîìîìîðôèçì â ñåáÿ) ãðóïïû âû÷åòîâ - ýòî
óìíîæåíèå íà íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé âû÷åò.
Âñÿêèé ýíäîìîðôèçì çàäàåòñÿ íåêîòîðûì âû÷åòîì ϕ = ϕk.
Ïîíÿòíî, ÷òî è íàîáîðîò: óìíîæåíèå íà ëþáîé âû÷åò ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì.

Ïóñòü åñòü 2 ýíäîìîðôèçìà ϕ = ϕk, ψ = ψl. Ðàññìîòðèì èõ êîìïîçèöèþ

ϕ ◦ ψ = ϕk·l

Âîïðîñ: â êàêîì ñëó÷àå ýíäîìîðôèçì, çàäàâàåìûé óìíîæåíèåì íà k áóäåò àâòî-
ìîðôèçìîì?
Ò.å. êîãäà ϕ = ϕk îáðàòèì?
Îòâåò: êîãäà k îáðàòèì, ò.å. íàéäåòñÿ òàêîå l, ÷òî k · l = 1. Äðóãèìè ñëîâàìè,
k ∈ Z×m = {k | ÍÎÄ(k,m) = 1}.

Ïîëó÷àåì, ÷òî
Aut(Zm,+) ' Z×m

Ïóñòü òåïåðü G - áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, G ' (Z,+).

Â ñëó÷àå êîíå÷íîé ãðóïïû ìû ðàññìàòðèâàëè êîëüöî âû÷åòîâ è ïîêàçûâàëè, òî
êàæäûé àâòîìîðôèçì åãî àääèòèâíîé ãðóïïû - ýòî óìíîæåíèå íà íåêîòîðûé îáðà-
òèìûé ýëåìåíò êîëüöà âû÷åòîâ.

Òåïåðü âìåñòî êîëüöà âû÷åòîâ áóäåò Z - îíî òîæå ïîðîæäåíî êàê ãðóïïà îäíèì
ýëåèåíòîì (åäèíèöåé).
Òàê ÷òî ëþáîé ýíäîìîðôèçì - ýòî óìíîæåíèå íà êàêîå-òî ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñ-
ëî. Êîìïîçèöèè ýíäîìîðôèçìîâ ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå öåëûú ÷èñåë, à åñëè
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ìû õîòèì, ÷òîáû ýíäîìîðôèçì áûë îáðàòèìûì, òî ýòîò ìíîæèòåëü äîëæåí áûòü
îáðàòèìûì â Z.
Òàêèì îáðàçîì,

Aut(Z,+) ' Z× = {±1}

Êàê âèäíî, àâòîìîðôèçìîâ ó ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë íå ìíîãî, à âîò ó ãðóïïû âû-
÷åòîâ àâòîìîðôèçìîâ ìîæåò áûòü äîâîëüíî ìíîãî. Èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî ôóíêóöèè
Ýéëåðà ϕ(m) - êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë < m, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m.

Çàäà÷à 57.39 á) Íàéòè ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû Z6.

Ðåøåíèå. Îáùèé îòâåò:
Aut(Z6) ' Z×6

Òåïåðü âûïèøåì ýòè îáðàòèìûå âû÷åòû

Z×6 = {1, 5}

Ýòî ãðóïïà èç äâóõ ýëåìåíòîâ, çíà÷èò, îíà èçîìîðôíà Z2.

Îòâåò: Aut(Z6) ' Z2.

a) Íàéòè ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû Z5.

Ðåøåíèå. Îáùèé îòâåò:
Aut(Z5) ' Z×5

Âûïèøåì ýòè îáðàòèìûå âû÷åòû

Z×5 = {1, 2, 3, 4}

Ïîëó÷èëàñü ãðóïïà èç 4 ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò, îíà ìîæåò áûòü èçîìîðôíà Z4 èëè V4.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ èçîìîðôíà Z4, óêàæåì åå ïîðîæäà-
þùèé ýëåìåíò: Z×5 = 〈2〉.
Äåéñòâèòåëüíî,

2
2

= 4

2
3

= 8 = 3

2
4

= 16 = 1

Îòâåò: Aut(Z5) ' Z4.

Àâòîìîðôèçì ïðîèçâîëüíûõ ãðóïï

Åñòü êëàññ àâòîìîðôèçìîâ, êîòîðûå çàâåäîìî ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáîé ãðóïïû.
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Âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû. Ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó g ∈ G ìîæíî ñîïîñòàâèòü
àâòîìîðôèçì ϕg òàêîé, ÷òî

ϕg(x) = g · x · g−1.

Ýòî àâòîìîðôèçì: ñîïðÿæåíèå ê ïðîèçâåäåíèþ - ýòî ïðîèçâåäåíèå ñîïðÿæåííûõ
ñîìíîæèòåëåé (ïðîâåðÿëîñü íà ëåêöèÿõ), îáðàòíûé ýëåìåíò: (ϕg)

−1 = ϕg−1 .

Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå
ϕ : G→ Aut(G),
ϕ : g → ϕg.

Îòîáðàæåíèå ϕ - ýòî ãîìîìîðôèçì ãðóïï G è Aut(G).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû ñîïðÿãàåì ñ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ýëåìåíòîâ, ýòî ðàâíî-
ñèëüíî ñîïðÿæåíèþ ñíà÷àëà ñ îäíèì, à ïîòîì ñ äðóãèì. À ñîïðÿæåíèå ñ ïðîèçâåäå-
íèåì äâóõ ýëåìåíòîâ - ýòî êîìïîçèöèÿ êîìïîçèöèÿ ñîïðÿæåíèé ñ ñîìíîæèòåëÿìè.
Ò.å. ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè ïðîèçâåäåíèå ïåðåõîäèò â êîìïîçèöèþ ñîïðÿãàþùèõ
ñîìíîæèòåëåé.

Êàê âûãëÿäèò ÿäðî ýòîãî îòîáðàæåíèÿ? Â íåãî âîéäóò òàêèå ýëåìåíòû g ∈ G,
÷òî âñåãäà ϕg(x) = x. Ýòî öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû G.

Kerϕ = Z(G)

Imϕ =: Inn(G),

Inn(G) - ãðóïïà âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ, ïîäãðóïïà â Aut(G). Ïî îñíîâíîé òåî-
ðåìå î ãîìîìîðôèçìàõ

Inn(G) ' G/Z(G)

Óòâåðæäåíèå 4.6. Inn(G) / Aut(G)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü óäîáíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùåå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå
íîðìàëüíîñòè: ïîäãðóïïà íîðìàëüíà, åñëè âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì îíà ñîäåð-
æèò âñå åãî ñîïðÿæåííûå.
Ïðîâåðèì, ÷òî ∀ϕg ∈ Inn(G) è ∀ψ ∈ Aut(G) ψ · ϕg · ψ−1 ∈ Inn(G).

(ψ · ϕg · ψ−1)(x) = ψ(gψ−1(x)g−1) = ψ(g)ψ(ψ−1(x))ψ(g−1) = ψ(g)xψ(g)−1

Ïîëó÷èëè ñîïðÿæåíèå ñ ψ(g).

ψ · ϕg · ψ−1 = ϕψ(g)

Îáîçíà÷åíèå:
Aut(G)/ Inn(G) =: Out(G),

Out(G) - ãðóïïà "âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ" .
Â îïðåäåëåíèè ñòîÿò êàâû÷êè, ïîòîìó ÷òî Out(G) ñîñòîèò íå èç àâòîìîðôèçìîâ, à
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èç ñìåæíûõ êëàññîâ âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ïî âíóòðåííèì.

Íàïðèìåð, ó àáåëåâîé ãðóïïû âñå àâòîìîðôèçìû, êðîìå òîæäåñòâåííîãî, ÿâëÿ-
þòñÿ âíåøíèìè, ïîòîìó ÷òî ñîïðÿæåíèå â àáåëåâîé ãðóïïå òðèâèàëüíî.

Â íåàáåëåâîé ãðóïïå âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû ñóùåñòâóþò, à íàëè÷èå âíåøíèõ
àâòîìîðôèçìîâ òðåáóåò èññëåäîâàíèÿ.

Äîìàøíåå çàäàíèå: 58.31 à),ä),å), 58.32 à),ã),ä), 57.39, 57.41, 57.42, 57.40, 58.42.
Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è: 57.43, 57.44.
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Ëåêöèÿ 5

Ðàçáîð äîìàøíèõ çàäà÷

Çàäà÷à 58.42 Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ íåêîììóòàòèâíîé ãðóï-
ïû íå ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ëåêöèÿõ áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè G íå êîììóòàòèâíà, òî ôàê-
òîðãðóïïà G/Z(G) íå ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, G/Z(G) '
Inn(G), ò.å. Inn(G) íå öèêëè÷åñêàÿ.
Inn(G) ⊂ Aut(G), îòêóäà Aut(G) íå ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé, ò.ê. ëþáàÿ ïîäãðóïïà
öèêëè÷åñêîé ãðóïïû òîæå öèêëè÷åñêàÿ.

Çàäà÷à 57.40 Äîêàçàòü, ÷òî:
à) Aut(S3) ' S3, ïðè÷åì âñå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû S3 âíóòðåííèå;
á) Aut(V4) ' S3, ïðè÷åì âíóòðåííèì äëÿ V4 ÿâëÿåòñÿ ëèøü òîæäåñòâåííûé àâòî-
ìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. à) Íà ñàìîì äåëå, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî Aut(S3) = Inn(S3). Ïðè
ýòîì èçâåñòíî, ÷òî Inn(S3) ' S3/Z(S3).
Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî Z(S3) = {e}, òîãäà S3/Z(S3) ' S3 è âñå, ÷òî îñòàåòñÿ
äîêàçàòü - ÷òî âñå àâòîìîðôèçìû âíóòðåííèå.

Ïóñòü åñòü àâòîìîðôèçì ϕ ∈ Aut(S3). ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îí âíóòðåííèé, íóæíî
ïîäîáðàòü ïîäñòàíîâêó π ∈ S3 : ϕ(σ) = πσπ−1.
Ðàññìîòðèì îáðàç òðàíñïîçèöèè. Òðàíñïîçèöèÿ - ýòî ýëåìåíò ïîðÿäêà 2, è äðóãèõ
ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 â ãðóïïå S3 íåò. Îáðàç ýëåìåíòà ïîðÿäêà 2 äîëæåí áûòü ñíîâà
ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 2, ò.å. òðàíñïîçèöèåé.

ϕ(i, j) = (i′, j′)

á) Ãðóïïà V4 àáåëåâà, à ó àáåëåâîé ãðóïïû âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû áûâàþò
òîëüêî òîæäåñòâåííûå.

Inn(V4) = {id}
Êàê óñòðîåíà ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ?

Aut(V4) ' S3

Äåéñòâèòåëüíî, â ãðóïïå V4 åñòü åäèíè÷íûé ýëåìåíò è 3 íååäèíè÷íûõ, ñëåäîâà-
òåëüíî, ÷òîáû çàäàòü àâòîìîðôèçì, íóæíî óêàçàòü ïåðåñòàíîâêó, ïåðåìåøèâàþ-
ùóþ íååäèíè÷íûå ýëåìåíòû ìåæäó ñîáîé. Åäèíè÷íûé ýëåìåíò ïðè ýòîì äîëæåí
ïåðåõîäèòü â åäèíè÷íûé.
Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêó ìîæíî âçÿòü êàêóþ óãîäíî, ïîòîìó ÷òî ãðóïïîâîé çàêîí
â ãðóïïå V4 óñòðîåí òàê, ÷òî âñå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
ïåðåñòàíîâêè áóêâ.

Äàëåå ðàññìîòðèì åùå îäíó âàæíóþ êîíñòðóêöèþ â òåîðèè ãðóïï, êîòîðàÿ ïîç-
âîëÿåò ñòðîèòü íîâûå ãðóïïû èç óæå èìåþùèõñÿ. Äâå òàêèå êîíñòðóêöèè óæå áûëè
ðàññìîòðåíû íà ïðåäûäóùèõ ñåìèíàðàõ: ýòî ôàêòîðãðóïïà ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóï-
ïå è ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ.
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Âíóòðåííåå è âíåøíåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï

Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì ãîâîðèòü î ñëó÷àå äâóõ ñîìíîæèòåëåé, õîòÿ êîíñòðóêöèþ
ìîæíî ïî èíäóêöèè îáîáùèòü è íà íåñêîëüêî ñîìíîæèòåëåé.

Îïðåäåëåíèå 5.15. Âíóòðåííåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï.
Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï A è B, îáîçí.: G =
A×B, åñëè âûïîëíåíî:

1) A,B / G,

2) A ∩B = {e},

3) G = A · B (êàæäûé ýëåìåíò èç G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ èç A è B).

Ñâîéñòâà:

1) ∀a ∈ A, b ∈ B, ab = ba.

Äîêàçàòåëüñòâî.
ab = ba ⇔ aba−1b−1 = e

Âûðàæåíèå [a, b] = aba−1b−1 íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì ýëåìåíòîâ a è b. Îñ-
íîâíîå ñâîéñòâî êîììóòàòîðà êàê ðàç çàïèñàíî âûøå: êîììóòàòîð äâóõ ýëå-
ìåíòîâ ðàâåí åäèíèöå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ýëåìåíòû êîììóòèðóþò.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî â [a, b] ìîæíî ïî-ðàçíîìó ãðóïïèðîâàòü ìíîæèòåëè:
1. Â ñëó÷àå [a, b] = a(ba−1b−1) è ïåðâûé, è âòîðîé ìíîæèòåëè ëåæàò â A, ïî-
òîìó ÷òî A / G,
2. Â ñëó÷àå [a, b] = (aba−1)b−1 îáà ìíîæèòåëÿ ëåæàò â B.

Òàêèì îáðàçîì, [a, b] ∈ A ∩ B, íî ïî óñëîâèþ A ∩ B = {e}, îòêóäà aba−1b−1 =
e.

2) ∀g ∈ G ∃! a ∈ A, b ∈ B : g = ab.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g = a · b = a′ · b′. Äîìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà (a′)−1

ñëåâà è íà (b′)−1 ñïðàâà, ïîëó÷èì

(a′)−1a · b(b′)−1 = (a′)−1a′ · b′(b′)−1 ⇔ (a′)−1a · b(b′)−1 = e ⇔ (a′)−1a = b′b−1.

Îòñþäà (a′)−1a = b′b−1 ∈ A ∩B = {e}.

(a′)−1a = e, b′b−1 = e ⇒ a′ = a, b′ = b
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Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G çàäàåòñÿ ïàðîé ýëåìåíòîâ èç ãðóïï
A è B, è íàîáîðîò.

3) Ïóñòü g = ab, g′ = a′b′, òîãäà

gg′ = aba′b′ = aa′bb′ = (aa′)(bb′).

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòðóêòóðà ãðóïïû G ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ñòðóêòóðîé ïîä-
ãðóïï A è B

Ýòè íàáëþäåíèÿ ïîçâîëÿþò ââåñòè ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ.

Îïðåäåëåíèå 5.16. Âíåøíåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï.
Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï A è B, îáîçí.: G = A×B, åñëè

G = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

ñ îïåðàöèåé
(a, b) · (a′, b′) = (a · a′, b · b′).

Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ïîäñêàçàíî ñâîéñòâîì 3) âíóòðåííåãî ïðîèçâåäå-
íèÿ.

Ïî÷åìó äëÿ ýòîé îïåðàöèè âûïîëíåíû àêñèîìû ãðóïïû?
Àññîöèàòèâíîñòü: íà êàæäîé êîìïîíåíòå â ïàðå ïðîèñõîäèò óìíîæåíèå âíóòðè ñî-
îòâåòñòâóþùåé ãðóïïû, à â ýòèõ ãðóïïàõ óìíîæåíèå ïî îïðåäåëåíèþ àññîöèàòèâíî.
Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò: (e, e).
Îáðàòíûé ýëåìåíò: (a, b)−1 = (a−1, b−1).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ââåëè ãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè, è
îíà óæå íå çàâèñèò íè îò êàêîé áîëüøåé ãðóïïû, êîòîðàÿ ñîäåðæèò A è B.

Óòâåðæäåíèå 5.7. Âíóòðåííåå è âíåøíåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Êàæäîå âíóòðåííåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå èçîìîðôíî âíåø-
íåìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ. Êàê ðàç ýòî ìû äîêàçûâàëè â ñâîéñòâàõ âíóòðåííåãî
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ñâîéñòâî 2) ïîêàçûâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ýëåìåíòàìè áîëüøîé ãðóïïû è ïàðàìè ýëåìåíòîâ èç åå ïîäãðóïï. Ñâîéñòâî
3) ïîêàçûâàåò ñîãëàñîâàííîñòü óìíîæåíèÿ.

(⇐) Âíåøíåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âíóòðåííåå. À èìåí-
íî, ïóñòü åñòü âíåøíåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðóïï A × B. Ìîæíî ëè ãðóïïó
A×B ðàçëîæèòü âî âíóòðåííåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ êàêèõ-òî ïîäãðóïï?

Ìîæíî âçÿòü ïîäãðóïïû A× e è e×B, òîãäà

A×B = (A× e)× (e×B).
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Ýòè äâå ïîäãðóïïû ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî ïî åäèíè÷îìó ýëåìåíòó (e, e).
Îíè îáå íîðìàëüíû, ïîñêîëüêó è óìíîæåíèå, è ñîïðÿæåíèå ïðîèñõîäÿò ïîêîìïî-
íåíòíî. Ïðè ýòîì, ñîïðÿãàÿ ïî âòîðîé êîìïîíåíòå (â ãðóïïå A × e), ìû íè÷åãî,
êðîìå e, íå ïîëó÷èì. Íàêîíåö,

∀(a, b) = (a, e) · (e, b)

Ïî ñóòè, âíåøíåå è âíóòðåííåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå - ýòî äâà ðàçíûõ ñïîñîáà
ïîñìîòðåòü íà îäèí è òîò æå îáúåêò - ãðóïïó G = A×B.

Ïðèìåíåíèå ýòîé êîíñòðóêöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè ìû ñìîãëè ðàçëîæèòü
ãðóïïó G = A× B â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå åå ïîäãðóïï, òî èçó÷åíèå ãðóïïà G ïîë-
íîñòüþ ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ãðóïï A è B.

Çàìå÷àíèå ïî òåðìèíîëîãèè: èñïîëüçóåì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ òåðìèíîëîãèþ,
íî â ãðóïïàõ, ãäå îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ñëîæåíèåì, òåðìèíîëîãèÿ ìåíÿåòñÿ íà àä-
äèòèâíóþ. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò ïðî ïðÿìóþ ñóììó G = A⊕B.
Àääèòèâíóþ òåðìèíîëîãèþ ïðèìåíÿåì òîëüêî åñëè ãðóïïà àáåëåâà. Â ýòîì ñëó÷àå
óñëîâèå íîðìàëüíîñòè ïîäãðóïï îêàçûâàåòñÿ ëèøíèì, ïîòîìó ÷òî âûïîëíÿåòñÿ àâ-
òîìàòè÷åñêè.

Îïðåäåëåíèå 5.17. Òðèâèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ.
Ëþáóþ ãðóïïó G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå G = G× {e}.

Ðåøåíèå çàäà÷ î âîçìîæíîñòè ðàçëîæåíèÿ ãðóïïû â
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå (ñóììó) ïîäãðóïï

Çàäà÷à.Ìîæíî ëè äàííóþ ãðóïïó ðàçëîæèòü íåòðèâèàëüíûì ñïîñîáîì â ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå èëè ïðÿìóþ ñóììó?

Çàäà÷à 1. G = Z
Ðåøåíèå. Îïåðàöèÿ â ãðóïïå - ñëîæåíèå, ò.å. èùåì ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó

Z = A⊕B.

Âñÿêàÿ ïîäãðóïïà â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ñâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ò.å. åñëè A,B -
ïîäãðóïïû, òî îíè ïîðîæäàþòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì, íàïðèìåð, A = kZ, B = lZ.
Òîãäà

A ∩B 3 k · l 6= e.

Çíà÷èò, Z â ïðÿìóþ ñóììó íå ðàçëàãàåòñÿ.

Îòâåò: íåò.

Çàäà÷à 2. G = Q
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Ðåøåíèå. Èùåì ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó Q = A⊕B.
Ïîïðîáóåì, êàê è ðàíåå, ïðåäúÿâèòü íåíóëåâîé ýëåìåíò, ëåæàùèé â ïåðåñå÷åíèè
äâóõ ëþáûõ ïîäãðóïï. Ïðåäïîëîæèì,

A 3 a =
k

l
6= 0, B 3 b =

m

n
6= 0,

òîãäà k ·m ∈ A ∩B, ò.ê.

km = a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
lm

= b+ . . .+ b︸ ︷︷ ︸
kn

.

Çäåñü íåîáõîäèìî óòî÷íåíèå: âîîáùå ãîâîðÿ, ÷èñëà k, l,m, n ìîãóò áûòü îòðèöà-
òåëüíûìè, íî òîãäà åñòü è îáðàòíûå èì ïîëîæèòåëüíûå, ïîñêîëüêó Q - àääèòèâíàÿ
ãðóïïà.

Îòâåò: íåò.

Çàäà÷à 3. G = C
Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì àëãåáðàè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè êîìïëåêñîíî ÷èñëà. Ãåîìåò-

ðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò âûïîëíåíèå âñåõ àêñèîì ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî R, iR - ïîäãðóïïû, ïåðåñåêàþòñÿ îíè òîëüêî ïî 0 è êàæäîå êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äåéñòâèòåëü-
íîé è ìíèìîé ÷àñòè.

Îòâåò: C = R⊕ iR

Çàäà÷à 4. G = C×
Ðåøåíèå. Ïóñòü A = U - åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, B = R+ - ëó÷.
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Òîãäà G = A×B.
ßñíî, ÷òî A,B íîðìàëüíû, ïåðåñåêàþòñÿ îíè ïî åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó. Ïðåäñòàâëå-
íèå ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòèõ äâóõ ïîäãðóïï
ñëåäóåò èç òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìû çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z = r(cosϕ+ i sinϕ).

Îòâåò: C× = R+ ⊕U

Çàäà÷à 5. G = S3

Ðåøåíèå. Åñòü åäèíñòâåííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà A3CS3. Äëÿ
ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íóæíî êàê ìèíèìóì 2 ðàçëè÷íûõ íåòðèâèàëü-
íûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïïû.

Îòâåò: íåò.

Çàäà÷à 6. G = Zm ' Zk ⊕ Zl, m = k · l, ÍÎÄ(k, l) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñòü 2 ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà.
1. Ìîæíî ðàáîòàòü ñ âíóòðåííåé ïðÿìîé ñóììîé, ò.å. èñêàòü â ãðóïïå Zm äâå ïîä-
ãðóïïû, êîòîðûå èçîìîðôíû Zk è Zl è êîòîðûå îáðàçóþò ïðÿìóþ ñóììó.
2. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü âíåøíþþ ïðÿìóþ ñóììó, ò.å. ðàññìåòðèâàòü âíåøíþþ ïðÿ-
ìóþ ñóììó Zk è Zl è äîêàçûâàòü, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ ñóììà èçîìîðôíà Zm.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè äîêàæåì óòâåðæäåíèå îáîèìè ñïîñîáàìè.

1) Ïðåäúÿâèì ïîäãðóïïû A,B ∈ Zm òàêèå, ÷òî A ' Zk è B ' Zl.

Ïîëîæèì A = 〈l〉 - öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîëîæäåííàÿ âû÷åòîì l ïî ìîäóëþ
m.

A = 〈l〉 = {0, l, 2l, 3l, . . .}

B = 〈k〉 = {0, k, 2k, 3k, . . .}

Çàìåòèì, ÷òî A ' Zk, |A| = k, ò.ê. âû÷åò ÷èñëà l ïî ìîäóëþ m èìååò ïîðÿäîê
k (k ðàç åãî íóæíî ñëîæèòü ñ ñàìèì ñîáîé, ÷òîáû ïîëó÷èòü 0 ïî ìîäóëþ m).
Àíàëîãè÷íî, B ' Zl, |B| = l.

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòè ïîäãðóïïû â ïðÿìîé ñóììå îáðàçóþò ãðóïïó Zm.
• Ýòè ïîäãðóïïû íîðìàëüíû â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè Zm.
• A∩B = {0}, ò.ê. â A ëåæàò âû÷åòû ÷èñåë, êðàòíûõ l, à â B ëåæàò âû÷åòû
÷èñåë, êðàòíûõ k, ïðè ýòîì ÍÎÄ(k, l) = 1.

• Ëþáîé âû÷åò èç Zm ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû âû÷åòîâ èç ãðóïïû A è
èç ãðóïïû B. Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ ÍÎÄ(k, l) = 1 ìû óæå çíàåì, ÷òî
A è B îáðàçóþò ïðÿìóþ ñóììó, âîïðîñ òîëüêî â åå ðàçìåðå. Òàêæå èçâåñò-
íî, ÷òî âíóòðåííÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà èçîìîðôíà âíåøíåô ïðÿìîé ñóììå, à
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âíåøíÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà îïðåäåëÿåòñÿ êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå. Ïîðÿ-
äîê òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïîðÿäêîâ ñîìíîæèòåëåé, à
ýòî åñòü k · l = m = |Zm|.

Çàìåòèì, ìîæíî áûëî ïîêàçàòü è ïðÿìî, ÷òî êàæäûé âû÷åò ïî ìîäóëþ
m ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âû÷åòà, êðàòíîãî k, è âû÷åòà, êðàòíîãî l. Ýòî ôàêò
òåîðèè ÷èñåë, êîòîðûé ñëåäóåò èç àëãîðèòìà Åâêëèäà. Äåéñòâèòåëüíî,
ÍÎÄ(k, l) = 1 = p · k + q · l.
1 = p · k + q · l, ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå èç A, à âòîðîå èç B. À åñëè âû÷åò 1
ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêèì îáðàçîì, òî è âû÷åò ëþáîãî ÷èñëà òîæå, ïîòîìó
÷òî 1 ïîðîæäàåò ãðóïïó Zm.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Zm = A⊕B.

2) Íàäî äîêàçàòü, ÷òî âíåøíÿÿ ïðÿìàÿ ñóììà Zk⊕Zl èçîìîðôíà Zm. Ò.å. íóæíî
ïîêàçàòü, ÷òî Zk ⊕ Zl - öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.
Ãðóïïà áóäåò èìåòü ïîðÿäîê m, ò.ê. ïîðÿäîê ïðÿìîé ñóììû ðàâåí ïðîèçâåäå-
íèþ ïîðÿäêîâ ñëàãàåìûõ.

Óêàæåì ïîðîæäàþùóþ ïàðó:

Zk ⊕ Zl = 〈(1modk, 1modl)〉

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî â ãðóïïå ïîðÿäêà m íåêîòîðûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ïîðîæ-
äàþùèì, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê ýòîãî ýëåìåíòà ðàâåí m. Ïîòîìó ÷òî
òîãäà öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, è ïîðîæäåííàÿ, èìååò ïîðÿäîê m è ñîâïàäàåò ñî
âñåé ãðóïïîé.
Íàéäåì o(1, 1). Åñëè ñëîæèòü ýëåìåíò (1, 1) ñ ñîáîé n ðàç, ïîëó÷èì ïàðó
n(1, 1) = (n, n). Äàëåå, (n, n) ⇔ n äåëèòñÿ íà k è n äåëèòñÿ íà l. Íàèìåíüøåå
òàêîå n ðàâíî m, è ýòî ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ïîðÿäîê ýëåìåíòà.

Ïóñòü m = pk11 . . . pkss - ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå (ïîïàðíî ðàçëè÷íûå) ÷èñëà. Ïîëü-
çóÿñü çàäà÷åé 6, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå ãðóïïû Zm

Zm ' Zpk11 ⊕ . . .⊕ Zpkss .

Êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé ðàâåí ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ
ïðèìàðíîé.

Çàäà÷à 6. G = Zpk , p - ïðîñòîå ÷èñëî.
Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî Zpk íåëüçÿ ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ ïîäãðóïï

A⊕B.
Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ïðÿìîé ñóììû åñòü ïðîèçâåäåíèå ïîðÿäêîâ ñëàãàåìûõ, ïîðÿäêè
ãðóïï A è B äîëæíû áûòü ñòåïåíÿìè ÷èñëà p. Ïóñòü A ' Zpr , B ' Zps .
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, r ≥ s. Ïóñòü (a, b) ∈ A ⊕ B, òîãäà n(a, b) = (na, nb).
Ñêîëüêî ðàç äîñòàòî÷íî ñëîæèòü ëþáóþ ïàðó ñ ñîáîé, ÷òîáû ïîëó÷èòü (0, 0)? Îòâåò
- pr ðàç.

Ïðè ýòîì â ãðóïïå Zpk ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà pk > pr. Çíà÷èò, ïðè ëþáûõ
r, s ãðóïïû Zpk è Zpr ⊕ Zps íå èçîìîðôíû.

Îòâåò: íåëüçÿ ðàçëîæèòü.

Ïîëóïðÿìîðå ïðîèçâåäåíèå

Âîçüìåì êîíñòðóêöèþ âíóòðåííåãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, óñëîâèÿ 2) è 3) îñòà-
âèì áåç èçìåíåíèÿ, à óñëîâèå 1) íåìíîãî îñëàáèì.

Îïðåäåëåíèå 5.18. Âíóòðåííåå ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï.
Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï A è B, îáîçí.:
G = AhB, åñëè âûïîëíåíî:

1) A / G,B ⊂ G - ïðîñòî ïîäãðóïïà,

2) A ∩B = {e},

3) G = A · B (êàæäûé ýëåìåíò èç G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ èç A è B).

Ïðîàíàëèçèðóåì ñâîéñòâà ïî àíàëîãèè ñ âíóòðåííèì ïðîèçâåäåíèåì:

1) Ïî-ïðåæíåìó, êàæäûé ýëåìåíò èç ãðóïïû G åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëàãà-
åòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ èç A è èç B.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ìû ïîëüçîâà-
ëèñü òåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ãðóïï A è B íóëåâîå è òîëüêî ýòèì ñâîéñòâîì.

2) A è B ìåæäó ñîáîé íå êîììóòèðóþò.

Ðàíåå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà ìû ïîëüçîâàëèñü íîðìàëüíîñòüþ
ïîäãðóïï A è B, ÷òî â íîâîé êîíñòóðêöèè óæå íå âûïîëíåíî.

3) Ïóñòü g = a · b, g′ = a′ · b′, òîãäà

g · g′ = a · b · a′ · b′ = a · (b · a′ · b−1) · b · b′

Â ñèëó òîãî, ÷òî A / G, ìíîæèòåëü a · (b · a′ · b−1) = a · ϕb(a′) ëåæèò â A. Ìíî-
æèòåëü b · b′ ëåæèò â B.
Çíà÷èò, ìû ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç G â ïðîèçâåäå-
íèå ýëåìåíòîâ èç A è B, íî ïî íîâîìó ïðàâèëó.
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ÊÀæäîìó ýëåìåíòó b ìû ñîïîñòàâëÿåì àâòîìîðôèçì ϕb ãðóïïû A. Ïîëó÷àåòñÿ
îòîáðàæåíèå

ϕ : B → Aut(A), b 7→ ϕb : A→ A.

ßñíî, ÷òî ϕ - ãîìîìîðôèçì ãðóïï.
Ýòîò ãîìîìîðôèçì ïîëíîñòüþ çàäàåò îïåðàöèþ ïåðåìíîæåíèÿ ðàçëîæåíèé. Â
îòëè÷èå îò ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ÷òîáû óìåòü óìíîæàòü ýëåìåíòû èç ãðóïïû
G, íóæíî íå òîëüêî óìåòü óìíîæàòü ýëåìåíòû â A è B, íî è çíàòü ãîìîìîð-
ôèçì ϕ.

Îïðåäåëåíèå 5.19. Âíåøíåå ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï.
Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï A è B ñ ãîìîìîðôèçìîì
ϕ : B → Aut(A), îáîçí.: G = AhB, åñëè

G = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

ñ îïåðàöèåé
(a, b) · (a′, b′) = (a · ϕb(a′), b · b′).

Ãîðàçäî áîëüøå ãðóïï ìîæíî ðàçëîæèòü â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå, ÷åì â ïðÿ-
ìîå. Äëÿ óïðîùåíèÿ ñòðóêòóðû ãðóïïû è ñâåäåíèÿ åå èçó÷åíèÿ ê áîëåå ìàëåíüêèì
ãðóïïàì òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ òîæå ïîëåçíà.
Ïðèìåðû. Ìîæíî ëè ðàçëîæèòü äàííóþ ãðóïïó â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå?

1) Sn

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãðóïïó S3 â ïðÿìîå ïðîçâåäåíèå ðàçëîæèòü íåëüçÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïó Sn ðàçëîæèòü ìîæíî.

Â êà÷åñòâå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû âîçüìåì An. Â êà÷åòâå âòîðîé ïîäãðóïïû
âîçüìåì ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ òðàíñïîçèöèåé 〈(1, 2)〉2.

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå ãðóïï An, 〈(1, 2)〉2 åäèíè÷íîå, ïîòîìó ÷òî â ãðóï-
ïå, ïîðîæäåííîé òðàíñïîçèöèåé, òîëüêî åäèíè÷íûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì.
Êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà π èç Sn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâêè
èç An è ïîäñòàíîâêè èç 〈(1, 2)〉2. Åñëè π ÷åòíàÿ, òî π = π · e. Åñëè π íå÷åòíàÿ,
òî ïðè óìíîæåíèè íà òðàíñïîçèöèþ îíà ñòàíîâèòñÿ ÷åòíîé, à åñëè åùå ðàç
óìíîæèòü íà ýòó òðàíñïîçèöèþ, ïîëó÷èòñÿ ñíîâà π.

Îòâåò: Sn = An h 〈(1, 2)〉2

2) Dn

Â êà÷åñòâå íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû âîçüìåì ãðóïïó ïîâîðîòîâ Rn, à â êà÷åñòâå
äîïîëíèòåëüíîé ãðóïïû - ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ êàêîé-íèáóäü îäíîé ñèììåò-
ðèåé 〈s〉2.
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Ãðóïïà Rn íîðìàëüíà, ïîòîìó ÷òî ïðè ñîïðÿæåíèè ïîâîðîò ïåðåõîäèò ëèáî â
ñåáÿ, ëèáî â îáðàòíûé ïîâîðîò.
ßñíî, ÷òî ïåðåñåêàþòñÿ ýòè ïîäãðóïïû òîëüêî ïî åäèíèöå.
Êàæäûé ýëåìåíò èç Dn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç Rn

è 〈s〉2, ò.ê. åñëè ýòè ïîäãðóïïû ïåðåñåêàþòñÿ ïî åäèíèöå, òî îíè îáðàçóþò
ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå è îñòàåòñÿ òîëüêî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî ìîùíîñòåé.
2n = |Dn| = |Rn| · |〈s〉2| = n · 2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Rn ' Zn è 〈s〉2 ' Z2, òîãäà Dn ïðåäñòàâèìà â âèäå âíåø-
íåãî ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèå Zn h Z2.
Ýòî ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ϕ : Z2 → Aut(Zn) '
Z×n .

Äîìàøíåå çàäàíèå: îïðåäåëèòü, êàê óñòðîåí ãîìîìîðôèçì ϕ.

Îòâåò: Dn = Rn h 〈s〉2 ' Zn h Z2

Äîìàøíåå çàäàíèå:

Óïðàæíåíèå 5.6. Â çàäà÷å 60.2 îïðåäåëèòü, êàêèå ãðóïïû ìîæíî ðàçëîæèòü â
ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.

Çàäà÷à. Ðàçëîæèòü â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû 1) GLn(K), 2) ãðóïïó
íåâûðîæäåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

Èç çàäà÷íèêà: 60.2 á),â),ã), 60.7, 60.8, 60.5.
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Ëåêöèÿ 6

Ðåøåíèå çàäà÷è 60.7

Çàäà÷à 60.7 Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n ≥ 3 ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà âû÷å-
òîâ Z×2n ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïïû {±1} è öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà
2n−2.

Ðåøåíèå. Êàêèå âû÷åòû îáðàòèìû ïî ìîäóëþ 2n? Ýòî âû÷åòû íå÷åòíûõ ÷èñåë
(âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ìîäóëåì, ïî êîòîðîìó áåðóòñÿ âû÷åòû). Îòñþäà |Z×2n | = 2n−1.
Õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî

Z×2n = {±1} × 〈3〉2n−2 .

2n−1 = 2 · 2n−2, ò.å. íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè äâå ïîäãðóïïû äåéñòâèòåëüíî îáðàçó-
þò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå (2) è ÷òî ýòè ãðóïïû èìåííî òàêîãî ïîðÿäêà (1), òîãäà èõ
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå àâòîìàòè÷åñêè èñ÷åðïàåò ãðóïïó Z×2n .

1) ßñíî, ÷òî {±1} - ãðóïïà ïîðÿäêà 2.

×òîáû îïðåäåëèòü ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ãðóïïû 〈3〉, íóæíî ïîñ÷èòàòü ïîðÿ-
äîê ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà o(3). Ïîðÿäîê ýëåìåíòà 3 äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû
|Z×2n| = 2n−1, îòêóäà o(3) = 2k.

Îïðåäåëèì, äëÿ êàêîãî íàèìåíüøåãî k 3
k

= 1. Íà ÿçûêå öåëûõ ÷èñåë ýòî
îçíà÷àåò

32k ≡ 1 (mod 2)n ⇔ 32k − 1 ... 2n.

Íà êàêóþ ñòåïåíü äâîéêè ìîæåò äåëèòüñÿ ÷èñëî 32k − 1? Ðàçëîæèì ýòî ÷èñëî
íà ìíîæèòåëè

32k − 1 = (32k−1

+ 1)(32k−1 − 1) = (32k−1

+ 1)(32k−2

+ 1)(32k−2 − 1) = . . . =

= (32k−1

+ 1)(32k−2

+ 1) . . . (32 + 1)(3 + 1)(3− 1).

Âûïèøåì, êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü äâîéêè ìîæíî âûíåñòè èç êàæäîãî
ñîìíîæèòåëÿ. Äëÿ ëþáîãî l ∈ N ÷èñëî 32l + 1 äåëèòñÿ íà 2, íî íå äåëèòñÿ íà
4. Äåéñòâèòåëüíî,

32l + 1 ≡ (−1)2
l

+ 1 (mod 4), (−1)2
l

+ 1 = 2, l > 0.

Òîãäà
(32k−1

+ 1)︸ ︷︷ ︸
21

(32k−2

+ 1)︸ ︷︷ ︸
21

. . . (32 + 1)︸ ︷︷ ︸
21

(3 + 1)︸ ︷︷ ︸
22

(3− 1)︸ ︷︷ ︸
21

.

Âñåãî â òàêîì ïðîèçâåäåíèè k + 1 ñîìíîæèòåëåé, çíà÷èò, ìàêñèìàëüíàÿ ñòå-
ïåíü äâîéêè, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ ÷èñëî 32k − 1 ðàâíà 2k+2.

Ïîäáåðåì òàêîå íàèìåíüøåå k, ÷òî 2k+2 ... 2n:

k = n− 2⇒ o(3) = 2n−2.
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2) Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäãðóïïû {±1} è 〈3〉 îáðàçóþò ïðÿìîå ïðîèçâåäå-
íèå.

• {±1}, 〈3〉 / Z×2n , ïîòîìó ÷òî ãðóïïà Z×2n àáåëåâà.
• {±1} ∩ 〈3〉 = {1}.
Òåîðåòè÷åñêè ýëåìåíò −1 ìîã áû îêàçàòüñÿ â ãðóïïå 〈3〉, ò.å.

−1 = 3
N
. (6.1)

−1 - ýòî ýëåìåíò ïîðÿäêà 2, à â ãðóïïå 〈3〉 åñòü åäèíñòâåííûé ýëåìåíò

ïîðÿäêà 2 - ýòî 3
2n−2/2

= 3
2n−3

. Îòñþäà N = 2n−3.
Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (6.1) â âèäå

3
2n−3

+ 1 ... 2n, n ≥ 3. (6.2)

Åñëè n = 3, òî (6.2) ïðèìåò âèä 4 ... 8, ÷òî íå âåðíî.

Åñëè n > 3, òî 3
2n−3

+ 1 äåëèòñÿ íà 2, íî íå äåëèòñÿ íà 4, ïðè ýòîì â
ïðàâîé ÷àñòè (6.2) ñòîèò 2n > 23.

Òàêèì îáðàçîì, −1 /∈ 〈3〉 è âòîðîå óñëîâèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûïîë-
íåíî.

• Òî, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç {±1} è 〈3〉 ïîðîæäàþò âñþ ãðóïïó Z×2n
ìû óæå ïîÿñíèëè, êîãäà óñòàíîâèëè ñîâïàäåíèå ìîùíîñòåé.

Óòâåðæäåíèå çàäà÷è äîêàçàíî.

Ðàçëîæåíèå ãðóïïû Äèýäðà â ïîëóïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå

Íà ïðîøëîì ñåìèíàðå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

Dn = Rn h 〈s〉2,

ãäå Rn - ãðóïïà ïîâîðîòîâ, à 〈s〉2 - ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ êàêîé-òî ñèììåòðèåé. Êàê
àáñòðàêòíûå ãðóïïû, Rn ' Zn, 〈s〉2 ' Z2, òîãäà

Dn = Rn h 〈s〉2 ' Zn hϕ Z2.

Ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Zn hϕ Z2 çàäàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì

ϕ : Z2 → Aut(Zn) ' Z×n .

Ïîêàæåì, êàê óñòðîåí ãîìîìîðôèçì ϕ äëÿ Rn h 〈s〉2.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü Z2 êàê ãðóïïó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2, òî îíà ñîäåðæèò íåé-
òðàëüíûé ýëåìåíò 0 è ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò 1.

ϕ0 = id (= 1 ∈ Z×n )
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Êàê âûãëÿäèò ϕ0? Àáñòðàêòíîå âíåøíåå ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Zn hϕ Z2 ñî-
îòâåòñòâóåò âíóòðåííåìó ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Rn h 〈s〉2. Ãîìîìîðôèçì ϕ
ñîîòâåòñòâóåò ãîìîìîðôèçìó èç 〈s〉2 â ãðóïïó Aut(Rn) òàêîìó, ÷òî

ϕs(r) = srs−1 = r−1, r ∈ Rn.

Ïåðåõîäÿ ê àáñòðàêòíîìó ïîëóïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ, èñïîëüçóåì àääèòèâíóþ ôîð-
ìó çàïèñè

ϕ1(k) = −k, −k ∈ Z×n .
ϕ1 = −1 ∈ Z×n

Ðàçëîæåíèå îáðàòèìûõ ìàòðèö íàä ïîëåì K

Çàäà÷à. Ðàçëîæèòü ãðóïïó GLn(K) â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî

GLn(K) = SLn(K) hH,

ãäå

H = {


λ 0

1
. . .

0 1

 , λ ∈ K×}.

SLn(K) / GLn(K), ò.ê. ýòî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà det. Ïðè ýòîì H íîðìàëüíîé íå
áóäåò.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü 2 ñâîéñòâà ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

• SLn(K)∩H = {E}, ïîòîìó ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ∈ H ðàâåí λ, è åñëè
A ∈ SLn(K), òî λ = 1.

• Ëþáóþ ìàòðèöó èç GLn(K) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
èç SLn(K) è H.
Ïóñòü A ∈ GLn(K), ïîêàæåì, ÷òî A = BC, B ∈ SLn(K), C ∈ H. Ìîæíî âçÿòü

C =


detA 0

1
. . .

0 1

 ,

òîãäà detB = 1, ò.ê. detA = detB · detC = detB · detA. Îòñþäà

B = AC−1.

Ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû A ñïðàâà íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó C−1 ïåðâûé
ñòîëáåö ìàòðèöû A äåëèòñÿ íà detA.
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Êîíå÷íîïîðîæäåííûå àáåëåâû ãðóïïû. Ñâîáîäíûå
àáåëåâû ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 6.20. Ãðóïïà G ïîðîæäåíà íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì ñâîèõ ýëåìåí-
òîâ

G = 〈gi | i ∈ I〉,
åñëè ∀ g ∈ G ∃ i1, . . . , iN ∈ I, ∃ ε1, . . . , εN ∈ {±1} òàêèå, ÷òî

g = gε1i1 g
ε2
i2
. . . gεNiN .

Îïðåäåëåíèå 6.21. Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé, åñëè ìíîæåñòâî I
êîíå÷íî.

Ñëó÷àé êîíå÷íîïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 6.22. Àáåëåâà ãðóïïà G ïîðîæäåíà êîíå÷íûì íàáîðîì ñâîèõ ýëå-
ìåíòîâ

G = 〈g1, . . . , gn〉,
åñëè ∀ g ∈ G ∃ k1, . . . , kn ∈ Z òàêèå, ÷òî

g = gk11 . . . gknn .

Â àääèòèâíîé çàïèñè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíò g ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè

g = k1g1 + . . .+ kngn.

Ìîæíî çàìåòèòü ñõîäñòâî ñ ëèíåéíîé àëãåáðîé. Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, íåêî-
òîðûå ôàêòû èç òåîðèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïåðåíîñÿòñÿ
â òåîðèþ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Ïðèìåðû.

1) Zm (m ∈ N ∪ {∞})
Åñëè m =∞, óñëîâíî ñ÷èòàåì, ÷òî èìååì äåëî ñ ãðóïïîé Z.
Ýòî êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ ãðóïïà

Zm = 〈1 (mod m)〉 (= 〈1〉, m =∞)

2) (R,+)

Ëþáàÿ êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíà, ïîòîìó ÷òî
êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû çàäàåòñÿ íàáîðîì öåëûõ ÷èñåë - êîýôôèöèåíòàìè
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Ïðè÷åì ðàçíûì íàáîðàì öåëûõ ÷èñåë ìîæåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü îäèí è òîò æå ýëåìåíò, ò.å. ýëåìåíòîâ ãðóïïû ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíü-
øå, ÷åì òàêèõ íàáîðîâ.
Èçâåñòíî, ÷òî íàáîðîâ öåëûõ ÷èñåë çàäàííîé äëèíû ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

(R,+) íå êîíå÷íî ïîðîæäåíà, ò.ê. îíà íåñ÷åòíà.
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3) (Q,+)

Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü (Q,+) êîíå÷íî ïîðîæäåíà: Q = 〈g1, . . . , gn〉. Ò.å. ëþ-
áîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷èñåë
g1, . . . , gn.

Îáîçíà÷èì
g1 =

a1
b1
, g2 =

a2
b2
, . . . , g2 =

a2
b2

∀g ∈ G, g = k1
a1
b1

+ . . .+ kn
an
bn

=
N

b1 . . . bn
(6.3)

Îäíàêî íå ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â òàêîì âèäå,
ò.ê. çíàìåíàòåëü b1 . . . bn ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ ñîìíîæè-
òåëåé. Òîãäà äðîáü 1

p
, ãäå p - ïðîñòîå, íå âõîäèò â äàííûé íàáîð ïðîñòûõ

ìíîæèòåëåé, íå ïðåäñòàâèìà â âèäå (6.3). Ïðîòèâîðå÷èå.

(Q,+) íå êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ.

4) (Q×, ·)
Ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî ïðèìåðó 3). Åñëè áû (Q×, ·) áûëà êîíå÷íî ïîðîæäåíà,
òî

∀g ∈ G, g = gk11 . . . gknn =
ak11
bk11

. . .
aknn
bknn

=
a

b

Â ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè a
b
âõîäÿò òîëüêî òå ìíîæèòåëè, êîòîðûå

âõîäèëè â ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè äðîáåé a1
b1
, . . . , an

bn
. Òàêèõ ïðîñòûõ ìíîæè-

òåëåé êîíå÷íîå ÷èñëî, à ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.

(Q×, ·) íå êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.23. Ìíîæåñòâî {g1, . . . , gn} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì àáåëåâîé ãðóïïû
G, åñëè

1) G ïîðîæäåíà ýòèìè ýëåìåíòàìè (ëþáîé g ∈ G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè g1, . . . , gn);

2) ñèñòåìà {g1, . . . , gn} ëèíåéíî íåçàâèñèìà: íèêàêàÿ íåòðèâèâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ íå ðàâíà íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 6.24. Àáåëåâà ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé, åñëè ó íåå ñóùå-
ñòâóåò áàçèñ.

Ïðèìåðû.

1) Zm (m ∈ N)

Ýòà ãðóïïà íå ñâîáîäíà. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ g1, . . . , gn ∈
Zm, òîãäà

mg1 + . . .+mgn = 0 + . . .+ 0 = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàðóøàåòñÿ.
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2) Zn = Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
n

Ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòðîêè (èëè ñòîëáöû) öåëûõ ÷è-
ñåë äëèíû n ñ îïåðàöèåé ïîêîìïîíåíòíîãî ñëîæåíèÿ.
Ãðóïïà Zn ñâîáîäíà, ò.ê. ìîæíî ïðåäúÿâèòü ñòàíäàðòíûé áàçèñ - ñòðîêè e1, . . . , en,

ei = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0).

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ýòèõ ñòðîê, à òàêæå òî, ÷òî ñ ïîìîùüþ èõ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò Zn, ïðîâåðÿåòñÿ êàê â ëèíåéíîé
àëãåáðå.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôàêòû:

• Âî âñåõ áàçèñàõ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû G îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ãðóïïû G.
Îáîçíà÷åíèå: n = rkG.

• Åñëè G - ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà n, òî G ' Zn.
Ïîñòðîèì ýòîò èçîìîðôèçì. Ïóñòü g1, . . . , gn - áàçèñ G, e1, . . . , en - áàçèñ Zn,
òîãäà

gi ↔ ei.

Äàëåå èçîìîðôèçì ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî ëèíåéíîñòè:

g = k1g1 + . . .+ kngn ↔ k1e1 + . . .+ knen = (k1, . . . , kn).

Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà n ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà îäíà.

Ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íîïîðîæäåííûå àáåëåâû ãðóïïû

Ïóñòü G = 〈g1, . . . , gn〉 - êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ðàññìîòðèì ñâî-
áîäíóþ àáåëåâó ãðóïïó F = 〈f1, . . . , fn〉 ñ áàçèñîì èç òîãî æå ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ãðóïï F è G. À èìåííî, ãîìîìîðôèçì

π : F → G,

fi 7→ gi.

Ñîîòâåòñòâåíî, ëèíåíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðåõîäèò â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñ òåìè æå
êîýôôèöèåíòàìè.

Îòîæäåñòâèì F c Zn ' F , ïîëó÷èì

π : (k1, . . . , kn) 7→ k1g1 + . . .+ kngn.

π íå èçîìîðôèçì, ò.ê. g ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ g1, . . . , gn íå åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì, ò.ê. {g1, . . . , gn} - íå áàçèñ.
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H := Kerπ = {(k1, . . . , kn) | k1g1 + . . .+ kngn = 0}
Åñëè ðàññìàòðèâàòü H êàê ïîäãðóïïó â Zn, òî ýòî áóäåò ãðóïïà ëèíåéíûõ çàâèñè-
ìîñòåé ìåæäó ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû G.

Im π = G ' F/H

Ïîäãðóïïà â ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå òîæå ñâîáîäíà è, â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íî
ïîðîæäåíà.
Òàêèì îáðàçîì, H êîíå÷íî ïîðîæäåíà, H = 〈h1, . . . , hm〉,

hj = k1jf1 + k2jf2 + . . .+ knjfn.

Äëÿ êàæäîãî hj ïîëó÷èëè ñòîëáåö êîîðäèíàò, ñîñòàâèì èç ýòèõ ñòîëáöîâ ìàòðèöó
ðàçìåðà n×m.

K =

K11 . . . K1j . . . K1m
...

...
...

Kn1 . . . Knj . . . Knm


Çäåñü ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû êîîðäèíàòû ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû H â áàçèñå ãðóïïû
F .

Ëþáóþ öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó ýëåìåíòàðíûìè öåëî÷èñëåííûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè ñòðî÷åê è ñòîëáöîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòàíäàðòíîìó âèäó.
Öåëî÷èñëåííûå ýëåìåòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê:
1. ïðèáàâèòü ê îäíîé ñòðîêå äðóãóþ ñ öåëûì êîýôôèöèåíòîì;
2. ïåðåñòàâèòü 2 ñòðî÷êè ìåñòàìè;
3. óìíîæèòü ñòðîêó íà ±1.

Ïðè ýëåìåíòàðíîì öåëî÷èñëåííîì ïðåîáðàçîâàíèè ñòðîê ìàòðèöû K ìû îñó-
ùåñòâëÿåì çàìåíó áàçèñà â ãðóïïå F . Öåëî÷èñëåííûì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçî-
âàíèÿì ñòîëáöîâ ñîîòâåòñòâóåò çàìåíà ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû H.

Ïîñêîëüêó âñå öåëî÷èñëåííûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòèìû, òî ñóùå-
ñòâóåò è îáðàòíûé ïåðåõîä îò ìàòðèöû ñòàíäàðòíîãî âèäà ê ìàòðèöå K. Òàêèì
îáðàçîì, íîâûé íàáîð ýëåìåíòîâ òîæå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïîðîæäàþùèõ, ò.å. ìû
ïåðåõîäèì îò îäíîé ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ ê äðóãîé.

Óòâåðæäåíèå 6.8. Ëþáóþ öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó K öåëî÷èñëåííûìè ýëåìåí-
òàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

K ′ =



m1 0
. . .

mr

0
. . .

0 0


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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïåðåøëè ê íîâîìó áàçèñó F = 〈f ′1, . . . , f ′n〉 è íîâîé ñèñòåìå
ïîðîæäàþùèõ H = 〈h′1, . . . , h′m〉.

h′i =

{
mif

′
i , i ≤ r

0, i > r

Â íîâîì áàçèñå ìû çàïèñàëè ïîäãðóïïóH â ñòàíäàðòíîì âèäå: ïîðîæäàþùèå ýëå-
ìåíòûH - ýòî ýëåìåíòû, ïðîïîðöèîíàëüíûå êàêèì-òî áàçèñíûì ýëåìåíòàì áîëüøîé
ãðóïïû.

Äëÿ ýëåìåíòà h ∈ F
h = k1f

′
1 + . . .+ knf

′
n,

h ∈ H ⇔

{
ki = 0, i > r

ki
... mi, i ≤ r

Îïðåäåëèì òåïåðü êàê âûãëÿäèò ñìåæíûé êëàññ g + H ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
F 3 g = l1f

′
1 + . . .+ lnf

′
n ïî ïîäãðóïïå H.

Ïðè ïðèáàâëåíèè ê g ýëåìåíòà èç H êîîðäèíàòû li, i > r íå ìåíÿþòñÿ, à ïðè i ≤ r
ê li ïðèáàâëÿåòñÿ ëþáîå ÷èñëî, êðàòíîå mi. Òàêèì îáðàçîì ïðè i ≤ r, ñàìà êîîðäè-
íàòà li ìåíÿåòñÿ, íî îñòàåòñÿ íåèçìåííûì åå êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ mi.

Òàêèì îáðàçîì, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

Óòâåðæäåíèå 6.9.

G = F/H ' Zm1 ⊕ . . .⊕ Zmr ⊕ Zn−r

Ëþáàÿ êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå íåêîòîðî-
ãî êîëè÷åñòâà êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï è íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà áåñêîíå÷íûõ
öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Àëãîðèòì, îïèñàííûé âûøå, ïîçâîëÿåò ÿâíî íàéòè ýòî ðàçëîæåíèå, ò.å. íàéòè òèï
ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîïîðîæäåííîé àáåëåâîé ãðóïïû.

Ðåøåíèå çàäà÷è 60.52

Çàäà÷à 60.52 á) F - ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàíãà 3 ñ áàçèñîì f1, f2, f3. H -
ïîäãðóïïà â F , H = 〈h1, h2, h3〉,

h1 = 4f1 + 5f2 + 3f3,
h2 = 5f1 + 6f2 + 5f3,
h3 = 8f1 + 7f2 + 9f3.

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôàêòîðãðóïïó F/H â ñìûñëå óòâåðæäåíèÿ 6.9.
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Ðåøåíèå. Çàïèøåì ìàòðèöó êîîðäèíàò h1, h2, h3 â áàçèñå f1, f2, f3.

K =

4 5 8
5 6 7
3 5 9

 (1)→

−1 −1 −2
5 6 7
3 5 9

 (2)→

−1 0 0
5 1 12
3 2 12

 (3)→

(3)→

1 0 0
0 1 12
0 2 12

 (4)→

1 0 0
0 1 12
0 0 −12

 (5)→

1 0 0
0 1 0
0 0 12

 = K ′

(1) - âû÷òåì èç ïåðâîé ñòðîêè âòîðóþ
(2) - âû÷òåì èç âòîðîãî ñòîëáöà ïåðâûé, ïðèáàâèì ê òðåòüåìó ñòîëáöó ïåðâûé
(3) - ïðèáàâèì ïåðâóþ ñòðîêó êî âòîðîé è òðåòüåé ñ êîýôôèöèåíòàìè 5 è 3
(4) - èç òðåòüåé ñòðîêè âû÷òåì âòîðóþ ñ êîýôôèöèåíòîì 2
(5) - ïðèáàâèì êî âòîðîé ñòðîêå òðåòüþ è óìíîæèì òðåòüþ ñòðîêó íà -1

Z1 = {0}, ïîýòîìó F/H = {0} ⊕ {0} ⊕ Z2 = Z2.

Îòâåò: F/H = Z2

Äîìàøíåå çàäàíèå.

Çàäà÷à. ßâëÿþòñÿ ëè êîíå÷íîïîðîæäåííûìè ñëåäóþùèå ãðóïïû:
1. G = {m

n
| âñå ïðîñòûå ìíîæèòåëè n ñðåäè p1, . . . , ps− ïðîñòûå}, îïåðàöèÿ - ñëî-

æåíèå;
2. G = {m

n
6= 0 | âñå ïðîñòûå ìíîæèòåëè m,n ñðåäè p1, . . . , ps − ïðîñòûå}, îïåðà-

öèÿ - óìíîæåíèå.

Èç çàäà÷íèêà: 60.52 à), ã), ä).
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Ëåêöèÿ 7

Ðåøåíèå çàäà÷è 60.48

Çàäà÷à 60.48 Äîêàçàòü, ÷òî êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà G ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé ãðóïïû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C× ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñâîáîäíîé
àáåëåâîé ãðóïïû è êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. G = G1 × . . . × Gr × Gr+1 × . . . × Gs, ãäå G1, . . . , Gr - êîíå÷íûå
öèêëè÷åñêèå ãðóïïû, à Gr+1, . . . , Gs - áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû.
Îáîçíà÷èì

H := G1 × . . .×Gr, F := Gr+1 × . . .×Gs

òîãäà G = H × F - ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîäãðóïï, îäíà èç êîòîðûõ ñâîáîäíà
(F ), à âòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïîé (H).

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî H - öèêëè÷åñêàÿ.
Ïóñòü |H| =: m, òîãäà ∀z ∈ H zm = 1. Îòñþäà H ⊆ Um - ãðóïïà êîðíåé ñòåïåíè
m èç 1. Ïðè ýòîì Um ' Zm - öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, à ëþáàÿ ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé
ãðóïïû - öèêëè÷åñêàÿ.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà â ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë - ýòî ãðóïïà êîðíåé èç 1 êàêîé-òî ñòåïåíè. Âî
âëîæåíèè H ⊆ Um äîëæíî ñòîÿòü ðàâåíñòâî, ïîòîìó ÷òî m - ýòî ïîðÿäîê ãðóïïû
H, à â ãðóïïå êîðíåé ñòåïåíè m èç 1 êàê ðàç m êîðíåé.

Ðåøåíèå çàäà÷è 60.52

Çàäà÷à 60.52 A - ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì x1, x2, x3, B - åå ïîäãðóïïà,
ïîðîæäåííàÿ y1, y2, y3.

y1 = 8x1 + 4x2 − 4x3
y2 = 3x1 + 4x2 + x3
y3 = 2x1 − 4x2 − 6x3

Ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ôàêòîðãðóïïó A/B.
Êðîìå òîãî, èçâåñòíî ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà x ∈ A, x = 5x1 + 6x2 + x3. Â ôàêòîð-
ãðóïïå ëåæèò ñìåæíûé êëàññ x + B ýëåìåíòà x ïî ïîäãðóïïå B. Íàéòè ïîðÿäîê
o(x+B) êàê ýëåìåíòà ôàêòîðãðóïïû.

Ðåøåíèå. Îïèøåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó, â ñòîëáöàõ êîòîðîé áóäóò êîîðäèíàòû ïîðîæäàþùèõ ýëåìåí-
òîâ ïîäãðóïïû B â áàçèñå ãðóïïû A. Äàëåå öåëî÷èñëåííûìè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè ïðèâåäåì ìàòðèöó ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, ÷òî áóäåò îçíà÷àòü ïåðåõîä
ê íîâîìó áàçèñó ãðóïïû A. 8 3 2

4 4 −4
−4 1 −6

 →
m1 0 0

0 m2 0
0 0 m3


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Òîãäà
A/B ' Zm1 ⊕ Zm2 ⊕ Zm3

Êàê òåïåðü íàéòè ïîðÿäîê ñìåæíîãî êëàññà êîíêðåòíîãî ýëåìåíòà?
Ïóñòü ñìåæíûé êëàññ x+B â ôàêòîðãðóïïå A/B ïðåäñòàâëåí âû÷åòàìè

x+B = (k1, k2, k3).

Èçâåñòíî, êàê íàéòè ïîðÿäîê ýëåìåíòà â ïðÿìîé ñóììå (ïðîèçâåäåíèè). Âîïðîñ â
òîì, êàê íàéòè òðîéêó (k1, k2, k3).

Â íîâîì áàçèñå ýëåìåíò x ìîæíî çàïèñàòü êàê

x = k1x
′
1 + k2x

′
2 + k3x

′
3.

Ïðèáàâëÿÿ ê x ýëåìåíòû èç ïîäãðóïïû B, ìû ìîæåì èçìåíèòü êîîðäèíàòó ki íà
÷èñëî, êðàòíîå mi. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ìû ïåðåéäåì îò ýëåìåíòà ê åãî ñìåæíîìó
êëàññó, èíâàðèàíòîì ñìåæíîãî êëàññà áóäåò òðîéêà âû÷åòîâ ki ïî ìîäóëþ mi.

Èòàê, çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè êîîðäèíàòû ýëåìåíòà x â íîâîì áàçèñå.
Äëÿ ýòîãî ê èñõîäíîé ìàòðèöå íóæíî ïðèïèñàòü ñòîëáåö êîîðäèíàò ýëåìåíòà x è
ïðîñëåäèòü çà åãî ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Çàìåòèì, ÷òî íàä ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé íåëüçÿ â ïîëíîì îáúåìå ïðîèçâîäèòü
ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ.
Ñòîëáåö ñ êîîðäèíàòàìè x íåëüçÿ ïðèáàâëÿòü ê ïðåäûäóùèì ñòîëáöàì, ò.ê. òîãäà
ìû èçìåíèì ïîäãðóïïó B. Ïåðâûå 3 ñòîëáöà ê ñòîëáöó x ïðèáàâëÿòü ìîæíî, ò.ê. â
ïåðâûõ òðåõ ñòîëáöàõ ñòîÿò ýëåìåíòû èç ïîäãðóïïû B, è ìû ïîïàäàåì â ñìåæíûé
êëàññ x+B.

 8 3 2 5
4 4 −4 6
−4 1 −6 1

 (1)→

 0 5 −10 7
0 5 −10 7
−4 1 −6 1

 (2)→

−4 1 −6 1
0 5 −10 7
0 0 0 0

 (3)→

(3)→

−4 −4 4 −6
0 5 −10 7
0 0 0 0

 (4)→

−4 0 0 2
0 5 −10 7
0 0 0 0

 (4)→

4 0 0 −2
0 5 0 7
0 0 0 0


(1) - ïðèáàâèì êî âòîðîé ñòðîêå òðåòüþ, à ê ïåðâîé ñòðîêå ïðèáàâèì òðåòüþ ñ
êîýôôèöèåíòîì 3
(2) - âû÷òåì èç ïåðâîé ñòðîêè âòîðóþ è ïîìåíÿåì ìåñòàìè ïåðâóþ è òðåòüþ
ñòðîêè
(3) - âû÷òåì èç ïåðâîé ñòðîêè âòîðóþ
(4) - âû÷òåì ïåðâûé ñòîáëåö èç âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî, ïðèáàâèì ïåðâûé ñòîëáåö ê
òðåòüåìó
(5) - ïðèáàâèì âòîðîé ñòîëáåö ê òðåòüåìó ñ êîýôôèöèåíòîì 2 è âû÷òåì âòîðîé
ñòîëáåö èç ÷åòâåðòîãî, ïîìåíÿåì çíàê â ïåðâîé ñòðîêå
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Ðàçëîæåíèå ôàêòîðãðóïïû:

A/B ' Z4 ⊕ Z5 ⊕ Z

Ïðè äàííîì èçîìîðôèçìå ñìåæíûé êëàññ x+B ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó íàáîðó
âû÷åòîâ

x+B = (−2 (mod 4), 2 (mod 5), 0)

o(x+B) = ÍÎÊ(o(−2 (mod 4)), o(2 (mod 5)), o(0)) = ÍÎÊ(2, 5, 1) = 10

Çàìå÷àíèå. Åñëè áû íà ìåñòå ÷èñëà 0 ïîëó÷èëîñü ÷èñëî 1, òî åãî ïîðÿäîê áûë áû
ðàâåí ∞, êàê è ïîðÿäîê âñåãî ñìåæíîãî êëàññà.

Îòâåò: A/B ' Z4 ⊕ Z5 ⊕ Z, o(x+B) = 10.

Ðåøåíèå çàäà÷è 60.51

Çàäà÷à 60.51 A - ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì x1, . . . , xn. A ⊇ B - ïîä-
ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ n ýëåìåíòàìè B = 〈y1, . . . , yn〉,

yj =
n∑
i=1

kijxi.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êîîðäèíàòû yj â áàçèñå x1, . . . , xn çàïèñàíû â j-òîì ñòîëáöå ìàò-
ðèöû

K =

k11 . . . k1n
...

...
kn1 . . . knn

 .

Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîðãðóïïà A/B êîíå÷íà ⇔ ìàòðèöà K íåâûðîæäåíà è |A/B| =
| detK|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âû÷èñëåíèè A/B ìû ïðèâîäèì ìàòðèöó K ñ ïîìîùüþ öå-
ëî÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

K −→ K ′ =

m1 0
. . .

0 mn


Îïðåäåëèòåëü ïðè ýëåìåíòàíðûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìîæåò òîëüêî ïîìåíÿòü çíàê,
ò.ê. öåëî÷èñëåííîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå 1 òèïà íå ìåíÿåò îïðåäåëèòåëü, à
ïðåîáðàçîâàíèÿ 2 è 3 òèïîâ ìåíÿþò åãî çíàê. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

detK = ± detK ′ = ±m1 · . . . ·mn.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìû ïðèâåëè ìàòðèöó K ê âèäó K ′, òî

A/B ' Zm1 ⊕ . . .⊕ Zmn , (7.1)
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ãäå Z0 = Z.

(⇒) A/B êîíå÷íà, ñëåäîâàòåëüíî, â ðàçëîæåíèè (7.1) íåò áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷å-
ñêèõ ñëàãàåìûõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà äèàãîíàëè ìàòðèöûK ′ íåò íóëåé, ÷òî â òî÷íîñòè
îçíà÷àåò detK ′ = m1 . . .mn 6= 0.

(⇐) |Zmi | = mi, à ïîðÿäîê ïðÿìîé ñóììû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïîðÿäêîâ ñëàãàå-
ìûõ

|A/B| = m1 . . .mn = | detK|

Âû÷èñëåíèå îáúåìà öåëî÷èñëåííîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû v1, . . . , vn ∈ Zn ⊂ Rn è n-ìåðíûé ïà-
ðàëëåëåïèïåä Π, íàòÿíóòûé íà ýòè âåêòîðû ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â íóëå

Π = Π(v1, . . . , vn) = {v = t1v1 + . . .+ tnvn | 0 ≤ t1, . . . , tn ≤ 1}.

• Åñëè n = 1, òî èìååì åäèíñòâåííûé âåêòîð v1, è Π(v1) çàïîëíÿåò îòðåçîê
äëèíû |v1| ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â íóëå.

• Åñëè n = 2, òî Π(v1, v2) - ïàðàëëåëîãðàìì.

• n = 3.
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Îáîçà÷åíèå: vol Π - îáúåì Π.

Ãðàíü ïàðàëëåëåïèïåäà çàäàåòñÿ âûáîðîì êîîðäèíàò 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n, êîòîðûì
ïðèäàþòñÿ êðàéíèå çíà÷åíèÿ è íàáîðîì çíà÷åíèé ε1, . . . , εk ∈ {0, 1}, êîòîðûå ìû
áóäåì ïðèäàâàòü ýòèì êîîðäèíàòàì.

Γ = Γi1,...,ik = {v ∈ Π | ti1 = ε1, ti2 = ε2, . . . , tik = εk}

Ñâîáîäíûìè îñòàþòñÿ n − k êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâåííî, ãðàíü èìååò ðàçìåðíîñòü
dim Γ = n− k.
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå n = 3 âûäåëåííàÿ ãðàíü çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t3 = 1, dim Γ = 2.

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà (çàäà÷à - äîêàçàòü åå)

vol Π = ÷èñëî öåëûõ òî÷åê â Π çà âû÷åòîì ãðàíåé, íå ñîäåðæàùõ 0 (7.2)

Òàê, íàïðèìåð, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü ïëîùàäü öåëî÷èñëåííîãî ïàðàëëåëîãðàììà (n =
2), íóæíî ïîñ÷èòàòü ÷èñëî öåëûõ òî÷åê ïàðàëëåëîãðàììà, êðîìå òî÷åê, ëåæàùèõ
íà ñòîðîíàõ, íå ñîäåðæàùèõ v1, v2.

×òîáû äîêàçàòü ôîðìóëó (7.2), íóæíî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ êîíå÷íîïîðîæäåí-
íûõ àáåëåâûõ ãðóïï è çàäà÷ó 60.51.

Ôîðìóëó (7.2) ìîæíî ñäåëàòü ñèììåòðè÷íîé. Ñóòü â òîì, ÷òîáû òî÷êè íà ðàçíûõ
ãðàíÿõ ó÷èòûâàòü ñ ðàçíûìè âåñàìè. Çàäà÷à - ïîëó÷èòü ôîðìóëó (7.3) èç (7.2).

vol Π =
n∑
k=0

1

2k
( ÷èñëî öåëûõ òî÷åê âíóòðè ãðàíåé ðàçìåðíîñòè n− k) (7.3)

Ñàì ïàðàëëåëåïèïåä òîæå ÿâëÿåòñÿ ñâîåé ãðàíüþ ðàçìåðíîñòè n, ò.å. êîãäà k = 0.
Ïîñêîëüêó k = 0, òî÷êè âíóòðè Π áåðåì ñ âåñîì 1. ×èñëî òî÷åê âíóòðè ãðàíåé ðàç-
ìåðíîñòè n− 1 ñ÷èòàåì ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2
è ò.ä.

×èñëî âåðøèí (íóëüìåðíûõ ãðàíåé) ðàâíî 2n, ïîòîìó ÷òî íóæíî êàæäîå èç íåðà-
âåíñòâ 0 ≤ t1, . . . , tn ≤ 1 îáðàòèòü â ðàâåíñòâî. Èõ ìû áåðåì ñ âåñîì 1

2n
, ò.å. âñå

âåðøèíû äàþò âêëàä â ñóììó, ðàâíûé 1.

Óïðàæíåíèå 7.7. Èç (7.3) äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ âûâåñòè ôîðìóëó Ïèêà äëÿ
ïëîùàäè öåëî÷èñëåííîãî ìíîãîóãîëüíèêà P íà ïëîñêîñòè

S(P ) = ( ÷èñëî öåëûõ òî÷åê âíóòðè P )+
1

2
( ÷èñëî öåëûõ òî÷åê íà ïåðèìåòðå P )−1.

Êîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû

Ïóñòü A - êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà (ïî ñëîæåíèþ).
Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà òåì áîëåå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííîé. Çíà÷èò,
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ê êîíå÷íûì àáåëåâûì ãðóïïàì ìîæíî ïðèìåíèòü îáùèå ðåçóëüòàòû î êîíå÷íîïî-
ðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïïàõ.

Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè,
A ' Zm1 ⊕ . . .⊕ Zmr ,

ïðè÷åì â ðàçëîæåíèè ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóï-
ïûþ. Â ñâîþ î÷åðåäü êàæäóþ êîíå÷íóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ìîæíî ðàçëîæèòü â
ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêë÷åñêèõ ãðóïï (ãðóïï, ïîðÿäîê êîòîðûõ ðàâåí ñòå-
ïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà).

A ' Z
p
k1
1
⊕ . . .⊕ Zpkss ,

p1, . . . , ps - ïðîñòûå ÷èñëà (êîòîðûå ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ), k1, . . . , ks ∈ N.
Íàáîð (pk11 , . . . , p

ks
s ) íàçûâàåòñÿ òèïîì êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû A. Îí îïðåäåëåí

îäíîçíà÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âñå êîíå÷íûå àáåëåâû ãðóïïû êëàññèôèöèðîâàòü ïî èõ
òèïàì.

Îòìåòèì, ÷òî èìåííî íàáîð (pk11 , . . . , p
ks
s ) îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Åñëè ðàçëîæèòü

ãóðïïó A â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï

A = A1 ⊕ . . .⊕ As, Ai ' Zpkii

òî òàêèõ ðàçëîæåíèé ìîæåò áûòü ìíîãî.

Ïðèìåð. A = V4 = {e, a, b, c}
Çäåñü âðåìåííî ïðåéäåì â ìóëüòèïëèêàòèâíóþ òåðìèíîëîãèþ.

A = 〈a〉2 × 〈b〉2

Êîððåêòíîñòü: 〈a〉2 = {a, e}, 〈b〉2 = {b, e}, c = a · b.

Äðóãèå ðàçëîæåíèÿ:
A = 〈a〉2 × 〈c〉2
A = 〈b〉2 × 〈c〉2

Èìååì 3 ðàçíûõ èçîìîðôíûõ ìåæäó ñîáîé ðàçëîæåíèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷ 60.39 ä),ã), 60.40 á)

Çàäà÷à 60.39 ã) Ïåðå÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå êîíå÷íûå àáåëå-
âû ãðóïïû ïîðÿäêà 12.
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Ðåøåíèå. |A| = 12. Ðàçëîæèì 12 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

12 = 22 · 3.

A1 ' Z4 ⊕ Z3

A2 ' Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3

Òèï îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, ýòè 2 ðàçëîæåíèÿ íå èçîìîðôíû äðóã äðóãó. Óáåäèìñÿ
â ýòîì íàïðÿìóþ.
Ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2 â ãðóïïå A1:

(2, 0)

Ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2 â ãðóïïå A2:

(1, 1, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 0)

Êàê âèäíî, êîëè÷åñòâà ýåëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 â ãðóïïàõ A1 è A2 íå ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 60.39 ä) Ïåðå÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå êîíå÷íûå àáå-
ëåâû ãðóïïû ïîðÿäêà 16.

Ðåøåíèå. |A| = 12. Ðàçëîæèì 12 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

16 = 24.

A1 ' Z4 ⊕ Z4

A2 ' Z2 ⊕ Z8

A3 ' Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z4

A4 ' Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2

A5 ' Z16

Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè ýòèõ ãðóïï íåò äâóõ èçîìîðôíûõ äðóã äðóãó. Âûïèøåì, êàêèå
áûâàþò ïîðÿäêè ó ýëåìåíòîâ ýòèõ ãðóïï. Âîçìîæíûå ïîðÿäêè âû÷èñëÿþòñÿ êàê
ÍÎÊ ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ â ãðóïïàõ èç ïðÿìîé ñóììû.

A1 1, 2, 4
A2 1, 2, 4, 8
A3 1, 2
A4 1, 2, 4
A5 1, 2, 4, 8, 16

Ïî ýòîé òàáëèöå ìîæíî ðàçëè÷èòü âñå ãðóïïû, êðîìå A1 è A4.
Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

2 · x = 0. (7.4)

Ýòî áóäóò ýëåìåíòû 2 ïîðÿäêà è íóëåâîé ýëåìåíò (ïîðÿäêà 1).
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• Ðåøåíèÿ â ãðóïïå A1, x = (x1, x2), x1, x2 ∈ Z4.

2(x1, x2) = (0, 0) ⇔

[
2x1 = 0

2x2 = 0
⇔

[
x1 = 2, 0

x2 = 2, 0

Òàêèì îáðàçîì, åñòü 4 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.4).

• Ðåøåíèÿ â ãðóïïå A4, x = (x1, x2, x3), x1, x3 ∈ Z2, x2 ∈ Z4.

2(x1, x2, x3) = (0, 0, 0) ⇔

2x1 = 0

2x2 = 0

2x3 = 0

⇔

x1 = 0, 1

x1 = 0, 2

x2 = 0, 1

Â ýòîé ãðóïïå åñòü 8 ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7.4).

Çàäà÷à 60.40 á) Ñóùåñòâóåò ëè â àáåëåâîé ãðóïïå A òèïà (2, 16) ïîäãðóïïà B
òèïà (4, 4)?

Ðåøåíèå.
A ' Z2 ⊕ Z16

B ' Z4 ⊕ Z4

Íàéäåì êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 2x = 0 â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ.

• Â ãðóïïå B, x = (x1, x2), x1, x2 ∈ Z4.

2(x1, x2) = (0, 0) ⇔

[
2x1 = 0

2x2 = 0
⇔

[
x1 = 2, 0

x2 = 2, 0

Åñòü 4 ðåøåíèÿ.

• Â ãðóïïå A, x = (x1, x2), x1 ∈ Z2, x2 ∈ Z16.

2(x1, x2) = (0, 0) ⇔

[
2x1 = 0

2x2 = 0
⇔

[
x1 = 0, 1

x2 = 0, 1

Ñíîâà 4 ðåøåíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (7.4) ãðóïïû A è B ðàçëè÷èòü íåëüçÿ.

Ïîñìîòðèì íà êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 4x = 0.

• Â ãðóïïå B, x = (x1, x2), x1, x2 ∈ Z4.

4(x1, x2) = (0, 0) ⇔

[
4x1 = 0

4x2 = 0
⇔

[
x1 = 0, 1, 2, 3

x2 = 0, 1, 2, 3

Åñòü 16 ðåøåíèé.

69

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

• Â ãðóïïå A, x = (x1, x2), x1 ∈ Z2, x2 ∈ Z16.

4(x1, x2) = (0, 0) ⇔

[
4x1 = 0

4x2 = 0
⇔

[
x1 = 0, 1

x2 = 0, 4, 8, 12

Ïîëó÷èëè 8 ðåøåíèé.

Îòâåò: íåò.

Äîìàøíåå çàäàíèå: 60.54, 60.39 å),æ),ä), 60.40 à),á),â).

70

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ëåêöèÿ 8

Çàäà÷à îá îáúåìå öåëî÷èñëåííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà

Çàäà÷à. v1, . . . , vn ∈ Zn - ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû,

Π = Π(v1, . . . , vn) = {v = t1v1 + . . .+ tnvn | 0 ≤ t1, . . . , tn ≤ 1}.

Ïîêàæåì, ÷òî

1. vol Π = ÷èñëî öåëûõ òî÷åê â Π\{ ãðàíè, íå ñîäåðæàùèå íà÷àëî êîîðäèíàò }

è ÷òî

2. vol Π =
n∑
k=0

1

2k
( ÷èñëî öåëûõ òî÷åê âíóòðè ãðàíåé ðàçìåðíîñòè n− k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò 1.
Èç ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî

vol Π = | det(v1, . . . , vn)|.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï

| det(v1, . . . , vn)| = |Zn/〈v1, . . . , vn〉|.

Ôàêòîðãðóïïà - ýòî ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ. Êàê óñòðîåí ñìåæíûé êëàññ â
íàøåì ñëó÷àå?
Ïóñòü w ∈ Zn, òîãäà åãî ñìåæíûé êëàññ - ýòî ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ñäâèãîâ
âåêòîðà w íà öåëî÷èñëåííûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ v1, . . . , vn.

Îïðåäåëèì êîëè÷åñòâî ýòèõ ñìåæíûõ êëàññîâ.

Ôîðìàëüíî ïîêàæåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ íà öåëî÷èñëåííûå ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèè v1, . . . , vn ïðîèçâîëüíûé âåêòîð w ìîæåò ïîïàñòü â ìíîæåñòâî
Π\{ãðàíè, íå ñîäåðæàùèå íà÷àëî êîîðäèíàò}.

Âåêòîðû v1, . . . , vn îáðàçóþò áàçèñ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, òîãäà

w = t1v1 + . . .+ tnvn.

Çäåñü t1, . . . , tn íå îáÿçàòåëüíî ëåæàò â [0, 1] è îíè íå îáÿçàòåëüíî öåëûå.
Âû÷èòàÿ èëè ïðáàâëÿÿ ê w öåëî÷èñëåííóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ v1, . . . , vn, êî-
ýôôèöèåíò ti ìîæíî èçìåíèòü íà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà ïóòåì ïðèáàâëå-
íèÿ/âû÷èòàíèÿ öåëîãî ÷èñëà ti ìîæíî ïðèâåñòè â äèàïàçîí [0, 1).
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî êàæäîå ÷èñëî ti çàìåíèòü íà åãî äðîáíóþ ÷àñòü.

Òî, ÷òî ti ∈ [0, 1), êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî êîíåö âåêòîðà w íå ëåæèò íà ãðàíè, íå
ñîäåðæàùåé íà÷àëî êîîðäèíàò. Ãðàíè, íå ñîäåðæàùèå 0, çàäàþòñÿ óñëîâèåì tj = 1.
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Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ñìåæíîì êëàññå ëþáîãî w ∈ Zn åñòü âåêòîð, ëåæàùèé â
Π\{ãðàíè, íå ñîäåðæàùèå íà÷àëî êîîðäèíàò}. Ñêîëüêî ïðåäñòàâèòåëåé â ýòîì ìíî-
æåñòâå èìååò äàííûé ñìåæíûé êëàññ?
Åñëè åñòü 2 ëèíåéíûõ êîìáèíàöèè v1, . . . , vn ñ êîýôôèöèåíòàìè ti ∈ [0, 1), òî ðàç-
íîñòü äâóõ òàêèõ âåêòîðîâ íå ìîæåò èìåòü öåëûå êîîðäèíàòû, ïîýòîìó ó êàæäîãî
ñìåæíîãî êëàññà ïðåäñòàâèòåëü îäèí.

Èòàê,

|Zn/〈v1, . . . , vn〉| = ÷èñëî öåëûõ òî÷åê â Π\{ ãðàíè, íå ñîäåðæàùèå íà÷àëî êîîðäèíàò }.

Ïóíêò 2.
Êàê óñòðîåíû ãðàíè ðàçìåðíîñòè n− k? Ãðàíü çàäàåòñÿ âûáîðîì 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n
è ε1, . . . , εk ∈ {0, 1}

Γε1,...,εki1,...,ik
= {v ∈ Π | ti1 = ε1, . . . , tik = εk}

Çàôèêñèðóåì íàáîð i1, . . . , ik, òîãäà ãðàíåé Γε1,...,εki1,...,ik
2k øòóê. Èç ýòèõ ãðàíåé òîëü-

êî îäíà ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò - ýòî Γ0,...,0
i1,...,ik

.

Ãðàíè ñ ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì i1, . . . , ik îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öåëî÷èñëåí-
íûìè ñäâèãàìè. Êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê âî âñåõ òàêèõ ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó
ãðàíÿõ îäèíàêîâî.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé èç ïóíêòà 1, â êîòîðîé èç âñåõ ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðó-
ãó 2k ãðàíåé íóæíî ó÷åòü òîëüêî îäíó - Γ0,...,0

i1,...,ik
. Åñëè òåïåðü ìû áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñëî

öåëûõ òî÷åê âíóòðè âñåõ ãðàíåé ðàçìåðíîñòè n−k, òî ïîëó÷èì ÷èñëî áîëüøå íóæ-
íîãî â 2k ðàç. Îòñþäà ïîëó÷àåì êîýôôèöèåíò â ôîðìóëå èç ïåíêòà 2.

Èòàê,

vol Π =
n∑
k=0

1

2k
( ÷èñëî öåëûõ òî÷åê âíóòðè ãðàíåé ðàçìåðíîñòè n− k).

Ðåøåíèå çàäà÷è 60.41

Çàäà÷à 60.41 A = 〈a〉9⊕ 〈b〉27 ' Z9⊕Z27 - êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà òèïà (9, 27).
A ⊃ B = 〈3a+ 9b〉3 ' Z3 - ïîäãðóïïà òèïà (3).

Íàéòè ôàêòîðãðóïïó A/B (ò.å. åå ðàçëîæåíèå).

Ðåøåíèå. Îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ òàêîãî òèïà.
Èçâåñòåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ôàêòîðãðóïïû äëÿ ôàêòîðãðóïïû ñâîáîäíîé àáå-
ëåâîé ãðóïïû ïî êàêîé-òî åå ïîäãðóïïå. Òåïåðü íóæíî ñâåñòè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ
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ôàêòîðãðóïïû êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû ïî ñâîåé ïîäãðóïïå ê óæå èçâåñòíîìó àë-
ãîðèòìó.

Îáîçíà÷èì C := A/B.

Íàïîìíèì àëãîðèòì îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû êîíå÷íîïîðîæäåííîé àáåëåâîé ãðóïïû
A.
Ñòðîèì ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì èç ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû ñ áàçèñîì, ðàâ-
íûì ïî ìîäóëþ ÷èñëó ïîðîæäàþùèõ ãðóïïû A. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ
áàçèñà ñâîáîäíîé ãðóïïû ïåðåõîäèò â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïîðîæäàþùèõ ýëå-
ìåíòîâ A ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè.
Ðåëèçóåì ýòó ñõåìó â íàøåì ñëó÷àå.

Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì π : A→ C, ãðóïïà A ïîðîæäåíà ýëåìåí-
òàìè a è b. Òîãäà ãðóïïà C ïîðîæäåíà ñìåæíûìè êëàññàìè ýëåìåíòîâ a è b, ò.ê.
ïðè ãîìîìîðôèçìå ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ a è b ïåðåõîäèò â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
îáðàçîâ a è b. Ïîñêîëüêó π ñþðúåêòèâåí, òàêèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïîêðîþò âñþ
ãðóïïó C.

C = 〈π(a), π(b)〉

Ïóñòü F - ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì {x, y}. Ïîñòðîèì ãîìîìîðôèçì

ϕ : F → A,

ϕ(x) = a, ϕ(y) = b.

Òîãäà
ψ = π ◦ ϕ : F → C,

ψ(x) = π(a), ψ(y) = π(b),

áóäåò ãîìîìîðôèçìîì èç ñâîáîäíîé ãðóïïû â ãðóïïó C.

Îáîçíà÷èì Kerψ =: K. Òîãäà
C ' F/K.

Àëãðîèòì ïîèñêà ôàêòîðãðóïïû ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû ïî ïîäãðóïïå èçâåñòåí,
à çíà÷èò îñòàëîñü ïîíÿòü, êàê óñòðîåíî ÿäðî K.

K = Kerψ = ϕ−1(Kerπ) = ϕ−1(B) 3 3x+ 9y

Êðîìå òîãî, ϕ−1(B) ⊇ ϕ−1(0) = Kerϕ = 〈9x, 27y〉.

Çàìåòèì, ÷òî ϕ−1(B) = 〈3x+ 9y, 9x, 27y〉.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî z ∈ F : ϕ(z) ∈ B. Äðóãèìè ñëîâàìè, ϕ(z) =
k · (3a+ 9b).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò k · (3x + 9y) = z′ ∈ F ñ òàêèì æå îáðàçîì.
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Ïóñòü w = z′ − z, òîãäà ϕ(w) = ϕ(z′)− ϕ(z) = 0.

Çíà÷èò, w ∈ Kerϕ è w = l · 9x+m · 27y.
z = z′ − w, òåì ñàìûì z′ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç 3x+ 9y, à w âûðàæàåòñÿ ÷åðåç 9x, 27y,
îòêóäà ëþáîé ýëåìåíò èç ϕ−1(B) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç 3x+ 9y, 9x, 27y.

Èòàê, ÷òîáû íàéòè ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû Kerψ, íóæíî âçÿòü ïîðîæäàþùèå
ýëåìåíòû ïîäãðóïïû B, âçÿòü êàêèå-òî èõ ïðîîáðàçû è äîáàâèòü ê íèì ïîðîæäàþ-
ùèå ýëåìåíòû Kerϕ.

Òåïåðü, çíàÿ F = 〈x, y〉 è K = 〈3x+ 9y, 9x, 27y〉, ìîæåì íàéòè F/K.
Çàïèñûâàåì ïî ñòîëáöàì êîîðäèíàòû ïîðîæäàþùèõ ýëååíòîâ K â áàçèñå F .(

9 0 3
0 27 9

)
(1)→
(

9 −9 3
0 0 9

)
(2)→
(

0 −9 3
0 0 9

)
(3)→

(3)→
(

0 0 3
0 27 9

)
(4)→
(

0 0 3
0 27 0

)
(5)→
(

3 0 0
0 27 0

)
(1) - ïðèáàâèì êî âòîðîìó ñòîëáöó òðåòèé ñ êîýôôèöèåíòîì -3
(2) - ïðèáàâèì âòîðîé ñòîëáåö ê ïåðâîìó
(3) - ïðèáàâèì êî âòîðîìó ñòîëáöó òðåòèé ñ êîýôôèöèåíòîì 3
(4) - ïðèáàâèì êî âòîðîé ñòðîêå ïåðâóþ ñ êîýôôèöèåíòîì -3
(5) - ïîìåíÿåì ïåðâûé ñòîëáåö ñ òðåòèì

C ' F/K ' Z3 ⊕ Z27

Îòâåò: Z3 ⊕ Z27

Ðåøåíèå çàäà÷è 60.43 à)

Çàäà÷à 60.43 à) A - íåöèêëè÷åñêàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà 12. Ñêîëüêî â A
ïîäãðóïï
1. ïîðÿäêà 2;
2. ïîðÿäêà 6?

Ðåøåíèå. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïðè-
ìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àáåëåâîé ãðóïïû ïîðÿäêà 12 åñòü 2
âàðèàíòà ðàçëîæåíèÿ

A ' Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3 A ' Z4 ⊕ Z4

Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà äîëæíà ñîäåðæàòü ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ïîðÿäêà 12. Â
ãðóïïå Z4 ⊕ Z4 ïàðà (1, 1) ÿâëÿåòñÿ òàêèì ýëåìåíòîì, çíà÷èò, Z4 ⊕ Z4 ' Z12 - öèê-
ëè÷åñêàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäõîäèò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

A ' Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3
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1) Íàéäåì âñå ïîäãðóïïû B ⊂ A ïîðÿäêà 2.

Ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 2 öèêëè÷åñêàÿ B = 〈b〉2 = {0, b}. ×òîáû ïåðå÷èñëèòü
âñå ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 2 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïåðå÷èñëèòü âñå ýëåìåíòû
ãðóïïû Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z3 ïîðÿäêà 2.

b = (b1, b2, b3), b1, b2 ∈ Z2, b3 ∈ Z3.
Ïîðÿäîê b ðàâåí ÍÎÊ ïîðÿäêîâ b1, b2, b3, ñîîòâåòñòâåííî, ïîðÿäêè ýòèõ ýëå-
ìåíòîâ äîëæíû áûòü ðàâíû 1 èëè 2.

b1, b2 =

[
0

1

Â ãðóïïå Z3 íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 2 (2 íå äåëèò 3), ïîýòîìó

b3 = 0.

Âñåãî åñòü 3 ïîäõîäÿùèõ âàðèàíòà è 3 ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 2, ïîðîæäåííûå
ýëåìåíòàìè

(b1, b2, b3) =

(0, 1, 0)

(1, 0, 0)

(1, 1, 0)

2) Íàéäåì âñå ïîäãðóïïû C ⊂ A ïîðÿäêà 6.

Ðàçëîæåíèå íà ïðèìàðíûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû äëÿ C åäèíñòâåííî

C ' Z2 ⊕ Z3 ' Z6.

C = 〈c〉6 = {0, c, 2c, 3c, 4c, 5c} = 〈5c〉6
Êîëè÷åñòâî ïîäãðóïï ïîðÿäêà 6 ðàâíî ïîëîâèíå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ïîðÿä-
êà 6 â ãðóïïå A, ò.ê. ó êàæäîé òàêîé ïîäãðóïïû åñòü 2 ðàçíûõ ïîðîæäàþùèõ.

Íàïîìèíàíèå: åñëè ýëåìåíò c ïîðîæäàåò öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó C, òî k · c ïî-
ðîæäàåò C ⇔ (k, |C|) = 1.

c = (c1, c2, c3), c1, c2 ∈ Z2, c3 ∈ Z3.

c1, c2 =

[
0

1

c3 =

[
1

2
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Âñåãî åñòü 6 ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6

(b1, b2, b3) =



(0, 1, 1)

(0, 1, 2)

(1, 0, 1)

(1, 0, 2)

(1, 1, 1)

(1, 1, 2)

è 6/2 ïîðîæäåííûõ èìè ïîäãðóïï.

Îòâåò: 1) 3, 2) 3.

Äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Îïðåäåëåíèå 8.25. Äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X - ýòî îòîáðàæåíèå

G×X → X,

(g, x) 7→ g · c,
êîòîðîå ïàðå ýëåìåíòîâ (g, x) ñîïîñòàâëÿåò ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ýëåìåíòà g ∈ G
íà ýëåìåíò x ∈ X ñî ñâîéñòâàìè:

1) e · x = x, ∀x ∈ X;

2) g · (h · x) = (g · h) · x, ∀g, h ∈ G, x ∈ X.

Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 8.26. Äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå X - ýòî ãîìîìîðôèçì

ϕ : G→ S(X),

g 7→ ϕg,

ãäå S(X) - ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç áèåêöèé ìíîæåñòâà X íà ñåáÿ, ñ îïåðàöèåé êîì-
ïîçèöèè.

Êàêàÿ ñâçÿü ìåæäó ýòèìè îïðåäåëåíèÿìè?

Ïî îòîáðàæåíèþ äåéñòâèÿ èç ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ ïîñòðîèì ãîìîìîðôèçì èç
âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ.

ϕg : X → X,

ϕg(x) = g · x.
Òî, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòìÿ áèåêöèåé è ãîìîìîðôèçìîì âûâîäèòñÿ èç àê-
ñèîì ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ.

Îáðàòíî: åñëè çàäàí ãîìîìîðôèçì ϕ â ãðóïïó áèåêöèé, òî ïî ïðàâèëó ϕg(x) = g ·x
ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå äåéñòâèÿ èç ïåðâîãî îïðåäåëåíèÿ è ïðîâåðèòü åãî
àêñèîìû.

Îáîçíà÷åíèå äåéñòâèÿ G íà X: Gy X.
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Îðáèòû äåéñòâèÿ

Îïðåäåëåíèå 8.27. Îðáèòà G · x = {y = g · x | g ∈ G} - ýòî âñå âîçìîæíûå
ýëåìåíòû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç äàííîãî ýëåìåíòà x äåéñòâèåì âñåâîçìîæíûõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû G.

Ñâîéñòâî: Âñåâîçìîæíûå îðáèòû îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X íà ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà.

Ïðèìåð. GLn(K) y Kn - äåéñòâèå ãðóïïû íåâûðîæäåíûõ ìàòðèö íà ïðîñòðàí-
ñòâå âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ.
Çàäàäèì îòîáðàæåíèå äåéñòâèÿ

(A, x) 7→ A · x.

Äåéñòâèå = ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû íà ñòîëáåö. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àêñèîìû èç ïåð-
âîãî îïðåäåëåíèÿ âûïîëíåíû ïî ñâîéñòâàì óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Ñêîëüêî îðáèò ó òàêîãî äåéñòâèÿ? Óìíîæåíèåì íà ïîäõîäÿùóþ ìàòðèöó ëþáîé
ñòîëáåö, êðîìå íóëåâîãî, ìîæíî ïåðåâåñòè â ëþáîé äðóãîé ñòîëáåö (êðîìå íóëåâî-
ãî).

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé íåíóëåâîé ñòîëáåö èç íåêîòîðîãî íåíóëå-
âîãî.

e1 =


1
0
...
0

 , a =


a1
a2
...
an

 6= 0

Ïðèâåäåì ìàòðèöó A òàêóþ, ÷òî Ae1 = a. Â ïåðâîì åå ñòîëáöå äîëæåí ñòîÿòü
âåêòîð a, ò.ê. ïåðâûé ñòîëáåö â ìàòðèöå - ýòî îáðàç ïåðâîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ïîä
äåéñòâèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàâàåìîãî ýòîé ìàòðèöåé. Â îñòàëüíûõ ñòîëáöàõ
ìîãóò ñòîÿòü ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òîáû ñèñòåìà âñåõ ñòîëáöîâ áûëà ëèíåéíî
íåçàâèñèìà. Ïîäîáðàòü òàêèå ÷èñëà âñåãäà ìîæíî, ïîòîìó ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé
âåêòîð ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà.

A =


a1
a2
...
an


Òàêèì îáðàçîì, åñòü 2 îðáèòû :

{0}, Kn\{0}

Ðåøåíèå çàäà÷è 57.1 à)

Çàäà÷à 57.1 à) G - ãðóïïà âåðõíåòðåóãîëüíûõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö íàä ïî-
ëåì K.
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Íàéòè îðáèòû äåéñòâèÿ G(K) y Kn.

Ðåøåíèå. Íàèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ íà ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íà îðáèòû
ïîä äåéñòâèåì íåêòîðîé ãðóïïû.
Âîçüìåì êàêóþ-òî òî÷êó èç ìíîæåñòâà X è ïîñìîòðèì íà åå îðáèòó (ò.å. ïîäåé-
ñòâóåì íà ýòó òî÷êó âñåìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû). Åñëè ïîëó÷åííàÿ îðáèòà çàïîëíèëà
ìíîæåñòâî X, íà ýòîì ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ, èíà÷å áåðåì òî÷êó íå ïðèíàäëåæà-
þùóó ýòîé îðáèòå, è âû÷èñëÿåì åå îðáèòó è ò.ä.
Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî òàêîé ïðîöåññ áåñêîíå÷åí, ò.ê. îðáèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî, òî-
ãäà íóæíî óãàäûâàòü íåêîòîðûå ñåìåéñòâà îðáèò, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà.

Â ëþáîì ñëó÷àå ñíà÷àëà íóæíî îïðåäåëèòü, êàê äåéñòâóåò ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
ãðóïïû G íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X.

a11 a12 . . . . . . . . . a1n
a22 . . . . . . . . . a2n

. . .
...

aii . . . ain

0
. . .

...
ann





x1
x2
...
xi
...
xn


= y =



y1
y2
...
yi
...
yn


y1 = a11x1 + . . .+ a1nxn
y2 = a22x2 + . . .+ annxn

...
yi = aiixi + . . .+ annxn

...
yn = annxn

Âèäíî, ÷òî íà i-òóþ êîîðäèíàòó îáðàçà ýëåìåíòà x ïîä äåéñòâèåì ýëåìåíòà ãðóï-
ïû A ∈ G âëèÿþò òîëüêî êîîðäèíàòû ≥ i.

Îðáèòû áàçèñíûõ âåêòîðîâ G · ej - ýòî ñòîëáöû âèäà

∗
...
∗
∗ 6= 0

0
...
0


, (8.1)

ãäå íà ïåðâûõ j − 1 ìåñòàõ ñòîÿò ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, íà j-òîì ìåñòå íåíóëåâîå
÷èñëî, à äàëüøå - íóëè.
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Âñåãî îðáèò òàêîãî òèïà n øòóê. Îíè ïîêðûâàþò íîæåñòâî X, êðîìå ñëó÷àÿ äåé-
ñòâèÿ íà íóëåâîé ñòîëáåö.

Îòâåò: (8.1) + {0} - ïîëíîå îïèñàíèå îðáèò äåéñòâèÿ G(K) y Kn.

Äîìàøíåå çàäàíèå: 60.42, 60.43 á),â), 57.1 á),â), 57.2, 57.3.
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Ëåêöèÿ 9

Ðåøåíèå çàäà÷ 57.1 á), 57.9 à). Ñâîéñòâà
ñòàáèëèçàòîðîâ

Çàäà÷à 57.1 á) Íàéòè âñå îðáèòû ãðóïïû G îðòîãîíàëüíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòî-
ðîâ, äåéñòâóþùèõ íà n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V .

Ðåøåíèå. Ýòà çàäà÷à âûòåêàåò èç 57.1 ã), ãäå G - ãðóïïà îïåðàòîðîâ, ìàòðèöû
êîòîðûõ â áàçèñå e1, . . . , en âåðõíåòðåóãîëüíûå, è íóæíî íàéòè ñòàáèëèçàòîð âåêòî-
ðà a = e1 + . . .+ en.

Ïóñòü G y X è x ∈ X. Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè Gx = {g ∈ G | g · x = x} - ýòî
ïîäãðóïïà â G. Ñèíîíèì: Gx - ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà òî÷êè x.

×òîáû íàéòè ñòàáèëèçàòîð Ga â íàøåé çàäà÷å, íóæíî ïîäåéñòâîâàòü íà a ïðîèç-
âîëüíûì ýëåìåíòîì g ∈ G è çàïèñàòü óñëîâèå g · a = a. a = e1 + . . . + en - ñòîëáåö
èç åäíèö.

a11 a12 . . . . . . . . . a1n
a22 . . . . . . . . . a2n

. . .
...

aii . . . ain

0
. . .

...
ann





1
1
...
1
...
1


=



a11 + . . .+ a1n
a22 + . . .+ ann

...
aii + . . .+ ann

...
ann


=



1
1
...
1
...
1


Ýòî è åñòü îïèñàíèå ñòàáèëèçàòîðà a, ò.ê. ïî âèäó ìàòðèöû ìîæíî ïîíÿòü, ïðèíàä-
ëåæèò ëè îíà Ga.

Çàäà÷à 59.9 à) X = {1, . . . , 10}, σ ∈ S10,

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 8 3 9 4 10 6 2 1 7

)
.

G = 〈σ〉 ⊂ S10, Gy X. Îïèñàòü âñå îðáèòû è âñå ñòàáèëèçàòîðû ýòîãî äåéñòâèÿ.

Ðåøåíèå. ×òîáû îïèñàòü îðáèòû, ðàçëîæèì σ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèê-
ëîâ. (

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 8 3 9 4 10 6 2 1 7

)
= (1, 5, 4, 9)(2, 8)(6, 10, 7)

Ïîñìîòðèì íà îðáèòû êîíêðåòíûõ òî÷åê, íàïðèìåð,

G · 1 = {1, 4, 5, 9} = G · 4 = G · 5 = G · 9.

Ïðè äåéñòâèè ñòåïåíüþ ïîäñòàíîâêè σ êàæäûé ýëåìåíò âíóòðè íåçàâèñèìîãî öèêëà
ñäâèãàåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîçèöèé âíóòðè ýòîãî öèêëà.

G · 2 = G · 8 = {2, 8}
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G · 6 = G · 10 = G · 7 = {6, 7, 10}

G · 3 = {3}

Ïîëó÷èëîñü 4 îðáèòû äåéñòâèÿ ñ ýëåìåíòàìè èç íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

Òåïåðü íàéäåì ñòàáèëèçàòîðû ýëåìåíòîâ.
Ñíà÷àëà ïåðå÷èñëèì âñå ýëåìåíòû ãðóïïû G. Åå ìîùíîñòü ðàâíà ïîðÿäêó σ, êîòî-
ðûé ðàâåí ÍÎÊ ïîðÿäêîâ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. À èìåííî, |G = 12|.

G = {id, σ, σ2, . . . , σ11}

G1 = {id, σ4, σ8} = G4 = G5 = G9

G2 = G8 = {id, σ2, σ4, σ6, σ8, σ10}

G6 = G10 = G7 = {id, σ3, σ6, σ9}

G3 = G

Çàìåòèì, ÷òî ñòàáèëèçàòîðû òî÷åê èç îäíîé îðáèòû îêàçàëèñü îäèíàêîâûìè.

Ñðàâíèì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ñòàáèëèçàòîðå è îðáèòå ýëåìåíòà.

Îðáèòà Ñòàáèëèçàòîð
G · 1 4 G1 3
G · 2 2 G2 6
G · 6 3 G6 4
G · 3 1 G3 12

Âèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîëè÷åñòâà ÷èñåë â îðáèòå è â ñòàáèëèçàòîðå äàåò ïîðÿäîê
ãðóïïû.

Ñâîéñòâà ñòàáèëèçàòîðîâ

1) Ïóñòü Gx = H, y = g · x, òîãäà Gy = gHg−1.

2) Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè îðáèòû G · x è ëåâûìè
ñìåæíûìè êëàññàìè ïî ñòàáèëèçàòîðó

G · x ↔ G/Gx,

y = g · x ↔ g ·H.

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò g îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî, ò.ê. åãî ìîæíî äîìíîæèòü
ñïðàâà íà ëþáîé ýëåìåíò èç ñòàáèëèçàòîðà.

3) Ñëåäñòâèå èç ñâîéñòâà 2). |G| <∞ ⇒ |G · x| = |G|
|Gx| .
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Ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè. Èõ äâîéñòâåííîñòü

Îïðåäåëåíèå 9.28. Ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê - ýòî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, ãðà-
íè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè ïðàâèëüíûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè.

Âñåãî òàêèõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ 5.
1. Òåòðàýäð T. Èìååò 4 ãðàíè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè.

2. Êóá C.

3. Îêòàýäð O. Èìååò 8 ãðàíåé - ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Äâå ïðàâèëüíûõ
÷åòûðåõãðàííûõ ïèðàìèäû ñîåäèíÿþòñÿ äðóã ñ äðóãîì îñíîâàíèÿìè.

4. Èêîñàýäð I. Èìååò 20 ãðàíåé - ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Äâå ïðàâèëüíûå
ïÿòèãðàííûå ïèðàìèäû ïîâåðíóòû îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà è èõ îñíîâàíèÿ ñîåäè-
íåíû ïðàâèëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè.
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5. Äîäåêàýäð D. 12 ãðàíåé - ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ. Â êàæäîé âåðøèíå
ñìûêàþòñÿ 3 ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíèêà.

Äâîéñòâåííîñòü

Åñëè P - ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê, òî åìó ñîîòâåòñòâóåò äâîéñòâåííûé ìíîãî-
ãðàííèê P∗.
Âåðøèíû P∗ - ýòî öåíòðû ãðàíåé èñõîäíîãî ìíîãîãðàííèêà P. Äâå âåðøèíû P∗

ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè P ñîñåäíèå.

• Äâîéñòâåííûé ìíîãîãðàííèê ê òåòðàýäðó - ýòî ïîäîáíûé åìó òåòðàýäð. Ïî-
ýòîìó, åñëè ïîíèìàòü ñîâïàäåíèå ìíîãîãðàííèêîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäîáèÿ,
T ∼ T∗.

• Äâîéñòâåííûé ìíîãîãðàííèê ê êóáó C - îêòàýäð O.

• Äâîéñòâåííûé ìíîãîãðàííèê ê èêîñàýäðó I - äîäåêàýäð D.

Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ äâîéñòâåííîñòè 2 ðàçà, ïîëó÷èì

P∗∗ ∼ P.
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Ãðóïïû, ñâÿçàííûå ñ ïðàâèëüíûìè ìíîãîãðàííèêàìè

Ãðóïïà äâèæåíèé ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà IsomP - ìíîæåñòâî äâèæåíèé òðåõ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå îñòàâëÿþò P íà ìåñòå.

Ïîäãðóïïà Isom+P ⊂ IsomP - ãðóïïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé.
Åñëè êàêîå-òî äâèæåíèå ñîõðàíÿåò ïðàâèëüíûé ìíîãîãðàííèê, òî îíî ñîõðàíÿåò è
åãî öåíòð. Êàê óñòðîåíû ñîáñòâåííûå äâèæåíèÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé? Ýòî ìîãóò áûòü òîëüêî ïîâîðîòû.
Òàêèì îáðàçîì, Isom+P - ãðóïïà âðàùåíèé ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà.

Â ãðóïïå IsomP Isom+P ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé èíäåêñà 2.
Â ñ.ä., äâèæåíèå ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ìîæíî ñ÷èòàòü ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì,
òîãäà ó ñîáñòâåííîãî äâèæåíèÿ îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1, à ó íåñîáñòâåííîãî -1. Îïðå-
äåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èç ãðóïïû IsomP â ãðóïïó {±1}. ßäðî ýòîãî
ãîìîìîðôèçìà Isom+P áóäåò ïîäãðóïïîé èíäåêñà 2.

Çàìå÷àíèå 9.1. Ó äâîéñòâåííûõ äðóã äðóãó ìíîãîãðàííèêîâ ãðóïïû äâèæåíèé
îäèíàêîâû.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äâèæåíèå ñîõðàíÿåò ìíîãîãðàííèê P, òî îíî êàê-òî ïå-
ðåñòàâëÿåò åãî âåðøèíû, ðåáðà è ãðàíè, à ñëåäîâàòåëüíî ïåðåñòàâëÿåò öåíòðû
ãðàíåé - âåðøèíû äâîéñòâåííîãî ìíîãîãðàííèêà.

Â ñèëó äâîéñòâåííîñòè, ÷òîáû îïèñàòü ãðóïïû äâèæåíèé ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàí-
íèêà, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü 3 ñëó÷àÿ (âìåñòî 5).

Ãðóïïà äâèæåíèé êóáà. Ïîäãðóïïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé êóáà.

Isom+C.
Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû Isom+C íà
ìíîæåñòâå, ãäå ñìîæåì ïîñ÷èòàòü ïîðÿäîê îðáèòû è ïîðÿäîê ñòàáèëèçàòîðà, òîãäà
íàéäåì è ïîðÿäîê âñåé ãðóïïû.

G = Isom+Cy {âåðøèíû C}

Ó ýòîãî äåéñòâèÿ îäíà îðáèòà (ñîäåðæàùàÿ 8 ýëåìåíòîâ), ò.ê. ëþáóþ âåðøèíó ìîæ-
íî ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ ïîäõîäÿùèì âðàùåíèåì êóáà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòàáèëèçàòîð íåêîòîðîé âåðøèíû x.

Òî÷êà x è öåíòð êóáà ïðè ñîáñòâåííîì äâèæåíèè äîëæíû îñòàòüñÿ íà ìåñòå,
çíà÷èò, îñü âðàùåíèÿ - äèàãîíàëü êóáà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç x è öåíòð. Ïîäõîäÿò ïî-
âîðîòû íà óãëû 2πk

3
, k = 0, 1, 2.

Gx = {id, r 2π
3
, r 4π

3
}
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|G| = |G · x| · |Gx| = 8 · 3 = 24(= |S4|)

Ãèïîòåçà: Isom+C ' S4. ×òîáû ýòî ïîêàçàòü, íóæíî ïðèäóìàòü äåéñòâèå ãðóïïû
Isom+C íà ìíîæåñòâå èç 4 ýëåìåíòîâ.

Åñòåñòâåííîå òàêîå ìíîæåñòâî - 4 äèàãîíàëè êóáà. Êàæäîå âðàùåíèå êóáà èõ
êàêèì-òî îáðàçîì ïåðåñòàâëÿåò.

G = Isom+Cy Y = {äèàãîíàëè C}

Ñîãëàñíî âòîðîìó îïðåäåëåíèþ äåéñòâèÿ, åñëè G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå Y , òî
âîçíèêàåò ãîìîìîðôèçì èç G â ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ Y .

ϕ : G→ S(Y ) = S4

Èòàê, |G| = 24 = |S4| è çàäàí ãîìîìîðôèçì ϕ. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ϕ - èçîìîðôèçì,
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëèáî ÷òî ϕ - èíúåêöèÿ, ëèáî ÷òî ϕ - ñþðúåêöèÿ. Ïîêàæåì
ñþðúåêòèâíîñòü: âñÿêàÿ ïåðåñòàíîâêà äèàãîíàëåé êóáà ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ âðà-
ùåíèÿ.

Äîñòàòî÷íî ðåàëèçîâàòü òðàíñïîçèöèþ, ò.ê. ëþáàÿ äðóãàÿ ïåðåñòàíîâêà - ýòî ïðî-
èçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé.
ßñíî, ÷òî âñå äèàãîíàëè ðàâíîïðàâíû è äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ ïðåäñòàâëÿòü ïåðå-
ñòàíîâêó îäíîé ïàðû äèàãîíàëåé ñ ïîìîùüþ âðàùåíèÿ. Îñü âðàùåíèÿ ñîåäèíÿåò
ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé, óãîë ïîâîðîòà π.

Äâå äèàãîíàëè, êîòîðûå ìû õîòèì ïîìåíÿòü ìåñòàìè, ïåðåéäóò îäíà â äðóãóþ.
Äâå äðóãèå äèàãîíàëè ïåðïåíäèêóëÿðíû îñè âðàùåíèÿ, è ïðè ïîâîðîòå íà π îíè
ïåðåâîðà÷èâàþòñÿ, ò.å. èõ êîíöû (è âñå òî÷êè ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî öåíòðà)
ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.
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Òàêèì îáðàçîì, ϕ ñþðúåêòèâåí, à çíà÷èò îí èíúåêòèâåí, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà
èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.

Isom+C ' S4

Ãðóïïà IsomC â 2 ðàçà áîëüøå ãðóïïû Isom+ C, ò.å. ÷òîáû íàéòè ãðóïïó IsomC,
íóæíî çà ñ÷åò ÷åãî-òî ðàñøèðèòü Isom+C.

Öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà êóáà íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äâè-
æåíèåì. Åñëè ñ÷èòàòü ýòî äâèæåíèå ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, òî îíî ðàâíî −E.
Òàêàÿ öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ êîììóòèðóåò ñî âñåìè îñòàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-
ìè, â ÷àñòíîñòè, ñ ëþáûì âðàùåíèåì.

Â ãðóïïå IsomC åñòü ïîäãðóïïà Isom+C è ïîäãðóïïà âòîðîãî ïîðÿäêà {±E}.
Ýòè ïîäãðóïïû êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì, ïåðåñåêàþòñÿ ïî E, ñëåäîâàòåëüíî,
îáðàçóþò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå. Çàìåòèì, ÷òî Isom+C íîðìàëüíà êàê ÿäðî ãîìî-
ìîðôèçìà, à {±E} êîììóòèðóåò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû è òîæå íîðìàëüíà.

| Isom+C| · |{±E}| = |G|
2
· 2 = |G| = | IsomC|,

îòêóäà
IsomC = Isom+C× {±E} ' S4 × Z2.

Äîìàøíåå çàäàíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî

1)
IsomT ' S4 Isom+T ' A4

2)
IsomT ' S4 Isom+T ' A4

Ïîäãîòîâèòåëüíûå çàäà÷è ê ï.2) 57.9 á),â), 57.14 á), 57.12 â).

Äåéñòâèå ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G íà ñåáå

Êàê ìîæíî îïðåäåëèòü Gy G?

• Óìíîæåíèÿìè ñëåâà:
g ◦ x = g · x, g, x ∈ G.

Ó ýòîãî äåéñòâèÿ 1 îðáèòà, ò.ê. ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû G ìîæíî ïåðåâåñòè â
ëþáîé äðóãîé, óìíîæèâ åãî ñëåâà íà ïîäõîäÿùèé ýëåìåíò èç G.
Ñòàáèëèçàòîð êàæäîé òî÷êè ñîñòîèò òîëüêî èç åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà.

• Óìíîæåíèÿìè ñïðàâà:
g ◦ x = x · g−1, g, x ∈ G.
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Óìíîæàòü íóæíî íà g−1, ò.ê. äåéñòâèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñâîéñòâó àññî-
öèàòèâíîñòè

g1 ◦ (g2 ◦ x︸ ︷︷ ︸
xg−1

2

)

︸ ︷︷ ︸
xg−1

2 g−1
1

= g1g2 ◦ x = x(g1g2)
−1

Ó ýòîãî äåéñòâèÿ òàêæå 1 îðáèòà. Ñòàáèëèçàòîð ëþáîãî ýëåìåíòà òðèâèàëåí.

• Äåéñòâèå ñîïðÿæåíèÿìè:

g ◦ x = g · x · g−1, x, g ∈ G.

Îðáèòû - ýòî êëàññû ñîïðÿæåííîñòè C(x) = CG(x) = {gxg−1 | g ∈ G}.
Ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà x - ýòî åãî öåíòðàëèçàòîð Z(x) = ZG(x) = {g ∈ G |
gxg−1 = x ⇔ gx = xg}. Äðóãèìè ñëîâàìè, öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà x ñîñòîèò
èç ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, êîòîðûå ñ x êîììóòèðóþò. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî öåíòð
ãðóïïû - ýòî ïåðåñå÷åíèå âñåõ öåíòðàëèçàòîðîâ åå ýëåìåíòîâ.

Óòâåðæäåíèå 9.10. Ïóñòü |G| <∞, òîãäà

|C(x)| = |G|
|Z(x)|

, ∀x ∈ G.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê ëþáîãî êëàññà ñîïðÿæåííîñòè äåëèò ïîðÿäîê ãðóï-
ïû.

Ðåøåíèå çàäà÷è 57.23 à)

Çàäà÷à 57.23 à) G = S4, σ = (1, 2)(3, 4). Íàéòè Z(σ).

Ðåøåíèå. Z(σ) ñîñòîèò èç ïîäñòàíîâîê π, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñ σ.
Èçâåñòåí îáùèé âèä ñîïðÿæåííîé ïîäñòàíîâêè

πσπ−1 = (π(1), π(2))(π(3), π(4)).

Ïåðå÷èñëèì âñå òàêèå π, ÷òî

(π(1), π(2))(π(3), π(4)) = σ = (1, 2)(3, 4).

π(1) π(2) π(3) π(4) π
1 2 3 4 id
2 1 3 4 (1, 2)
1 2 4 3 (3, 4)
2 1 4 3 (1, 2)(3, 4)
3 4 1 2 (1, 3)(2, 4)
3 4 2 1 (1, 3, 2, 4)
4 3 1 2 (1, 4, 2, 3)
4 3 2 1 (1, 4)(2, 3)
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Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü è äðóãèì ñïîñîáîì.

C(σ) = {(i, j)(k, l)} = {(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}

|Z(σ)| = |S4|
|C(σ)|

=
24

3
= 8

Òåïåðü îïðåäåëèì, êàêèå èìåííî ïîäñòàíîâêè âõîäÿò â Z(σ).
Ñðàçó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñ σ êîììóòèðóþò id, ñòåïåíè σ, òðàíñïîçèöèè (1, 2), (3, 4).
Êðîìå òîãî, ðåàëèçàöèÿ àáåëåâîé ãðóïïû V4 êàê ïîäãðóïïû S4 åñòü

V4 = {id, (i, j)(k, l)} 3 σ.

Îòñþäà Z(σ) 3 V4. |Z(σ) = 8|, |V4| = 4, çíà÷èò, íóæíî ðàñøèðèòü ãðóïïó V4 â 2 ðàçà.
Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ V4 è ïîäãðóïïû 〈(1, 2)〉2.

Z(σ) ' V4 h 〈(1, 2)〉2
Ïîäãðóïïà V4 íîðìàëüíà, V4 ∩ 〈(1, 2)〉2 = id, ïðîèçâåäåíèå èõ ïîðÿäêîâ äàåò ïîðÿ-
äîê ãðóïïû, ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå êîððåêòíî.

Îòâåò: Z(σ) ' V4 h 〈(1, 2)〉2 = âñå ïîäñòàíîâêè π èç òàáëèöû.

Ôîðìóëà êëàññîâ äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû

Ïóñòü G - êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ðàññìîòðèì äåéñòâèå G y G ñîïðÿæåíèÿìè. Òîãäà
âñÿ ãðóïïà G ðàçáèâàåòñÿ íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ñîïðÿæåííîñòè.
Òîãäà ÷òîáû ïîñ÷èòàòü |G|, íóæíî ïðîñóììèðîâàòü ïîðÿäêè êëàññîâ ñîïðÿæåííî-
ñòè.

Êëàññû ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòîâ èç öåíòðà G ñîäåðæàò òîëüêî 1 ýëåìåíò. Êî-
ëè÷åñòâî òàêèõ ýëååíòîâ ðàâíî ñóììå ïîðÿäêîâ èõ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè è ðàâíî
|Z(G)|.

Îñòàåòñÿ ïðîñóììèðîâàòü ïîðÿäêè êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòîâ, íå ëåæà-
ùèõ â öåíòðå. Ìîæíî â êàæäîì èç ýòèõ êëàññîâ âûáðàòü îäíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ xi,
òîãäà â êëàññå ñîïðÿæåííîñòè xi ñîäåðæèòñÿ

|G|
|Z(xi) | ýëåìåíòîâ.

Â èòîãå ïîëó÷àåì ôîðìóëó êëàññîâ

|G| = |Z(G)|+
∑
xi

|G|
|Z(xi)|

. (9.1)

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü |G| = pk, p - ïðîñòîå. Òîãäà Z(G) 6= {e}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëå êëàññîâ (9.1).
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Â ñóììå
∑
xi

|G|
|Z(xi)| êàæäîå ñëàãàåìîå èìååò ïîðÿäîê

pk

pl
= pk−l. Ïîñêîëüêó â ýòîé

ñóììå òîëüêî ïîðÿäêè íåöåíòðàëüíûõ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè, k − l > 0.
Çíà÷èò, êàæäîå ñëàãàåìîå äåëèòñÿ íà p è âñÿ ñóììà äåëèòñÿ íà p.

Ò.ê. |G| òîæå äåëèòñÿ íà p, |Z(G)| äåëèòñÿ íà p. Â |Z(G)| åñòü õîòÿ áû îäèí
ýëåìåíò (e), çíà÷èò, Z(G) 6= {e}.

Êëàññèôèêàöèÿ p-ãðóïï.

1) |G| = p, òîãäà G öèêëè÷åñêà ïîðÿäêà p.

2) |G| = p2

|Z(G)| = 1, p, p2. Ïî Ñëåäñòâèþ 1, |Z(G)| 6= 1.

|G/Z(G)| = p, 1

Ôàêòîðãðóïïà íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû ïî öåíòðó íå ìîæåò áûòü öèêëè÷å-
ñêîé, îòêóäà |G/Z(G)| 6= p.

Îñòàåòñÿ îäèí âàðèàíò |Z(G)| = p2, |G/Z(G)| = 1.

G = Z(G),

äðóãèìè ñëîâàìè, G àáåëåâà. Âñÿêàÿ àáåëåâà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðèìàð-
íûõ öèêë÷åñêèõ ãðóïï, â íàøåì ñëó÷àå

G ' Zp2 or G ' Zp ⊕ Zp.

Äîìàøíåå çàäàíèå.

Çàäà÷à. Êëàññèôèêàöèÿ ãðóïï ïîðÿäêà p3.

Èç çàäà÷íèêà: 58.43
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Ëåêöèÿ 10

Ðåøåíèå çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ãðóïï ïîðÿäêà p3

Çàäà÷à. Ïóñòü |G| = p3, G íå êîììóòàòèâíà. Íàéòè |Z(G)|, êîëè÷åñòâî êëàññîâ
ñîïðÿæåííîñòè è êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êàæäîì êëàññå ñîïðÿæåííîñòè.

Ðåøåíèå. Ïîðÿäîê öåíòðà G ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, p, p2, p3.

Ãðóïïà G íå àáåëåâà, ñëåäîâàòåëüíî, |Z| 6= p3. Öåíòð p-ãðóïïû íåòðèâèàëåí, ïî-
ýòîìó |Z| 6= 1.
Ðàññìîòðèì ïîðÿäîê ôàêòîðãðóïïû. Îí ìîæåò ïðèíèìàòü 2 âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ
(ò.ê. 2 çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà Z(g) ìû óæå èñêëþ÷èëè).

|G/Z| = p2, p

Åñëè |G/Z| = p, òî G/Z öèêëè÷åñêàÿ. Ôàêòîðãðóïïà íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû ïî
åå öåíòðó íå ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé, çíà÷èò, |G/Z| 6= p.

Îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü |Z| = p, |G/Z| = p2.

Òàêèì îáðàçîì, â ãðóïïå G åñòü p îäíîýëåìåíòíûõ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè (êëàñ-
ñû ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòîâ èç öåíòðà). Îñòàâøèåñÿ êëàññû ñîïðÿæåííîñòè íå ÿâ-
ëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè.

Ïóñòü x /∈ Z(G), òîãäà |C(x)| = |G|
|Z(x)| . Íàéäåì |Z(x)|.

|C(x)| = |G|
|Z(x)| ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, p, p2, p3.

Ïîñêîëüêó x /∈ Z(G), |C(x)| > 1. Òîãäà |Z(x)| ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ p2, p, 1.
Z(x) ⊃ Z(G), ò.ê. ýëåìåíòû Z(G) êîììóòèðóþò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû, à

ýëåìåíòû Z(x) òîëüêî ñ ýëåìåíòîì x. Îòñþäà |Z(x)| ≥ p. Êðîìå òîãî, Z(x) 3 x, è
x /∈ Z(G) ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò, |Z(x)| > p ⇒ |Z(x)| = p2 è |C(x)| = p.

Â êàæäîì íåöåíòðàëüíîì êëàññå ñîïðÿæåííîñòè p ýëåìåíòîâ. ×òîáû ïîíÿòü,
ñêîëüêî âñåãî òàêèõ êëàññîâ, íóæíî âñå íåöåíòðàëüíûå ýëåìåíòû ðàçáèòü íà ãðóïïû
ïî p ýëåìåíòîâ. Ïîëó÷èì

p3 − p
p

= p2 − 1.

Îòâåò: G ñîñòîèò èç p îäíîýëåìåíòíûõ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè è p2 − 1 íåöåí-
òðàëíûõ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè ïî p ýëåìåíòîâ â êàæäîì.

Ðåøåíèå çàäà÷è 57.31

Çàäà÷à 57.31 Íàéòè âñå êîíå÷íûå ãðóïïû G, â êîòîðûõ:
à) 1 êëàññ ñîïðÿæåííîñòè;
á) 2 êëàññà ñîïðÿæåííîñòè;
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â) 3 êëàññà ñîïðÿæåííîñòè;

Ðåøåíèå.

a) Åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû îáðàçóåò êëàññ ñîïðÿæåííîñòè èç îäíîãî ýëåìåí-
òà - îí ñîïðÿæåí ñàì ñåáå. Åñëè â ãðóïïå íåò äðóãèõ êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè,
çíà÷èò, G = {e}.

Îòâåò: G = {e}

á) Åäèíè÷íûé ýëåìåíò âñåãäà îáðàçóåò êëàññ ñîïðÿæåííîñòè, çíà÷èò, âñå îñòàëü-
íûå ýëåìåíòû âõîäÿò â äðóãîé êëàññ ñîïðÿæåííîñòè C2.
Ïóñòü |G| = n, òîãäà n = 1 + a, ãäå a = |C2|. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êëàññå
ñîïðÿæåííîñòè äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû, ïîýòîìó a = n − 1 | n. Ýòî âîçìîæíî
òîëüêî åñëè n = 2.

Îòâåò: G ' Z2

â)
G = {e} ∪ C2 ∪ C3,

ãäå C2, C3 - äâà êëàññà ñîïðÿæåííîñòè. Òîãäà |G| = n = 1 + a + b, ãäå a =
|C2|, b = |C3|. Ïðè ýòîì a | n, b | n.
Âûïèøåì âñå âîçìîæíîñòè äëÿ ÷èñåë n, a, b. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, a ≤ b.

n a b G
3 1 1 G ' Z3

4 1 2 íå ðåàëèçóåòñÿ
6 2 3 G ' S3

a, b - äåëèòåëè n, ñëåäîâàòåëüíî, a ≤ n
2
, b ≤ n

2
. Îíè íå ìîãóò áûòü îäíîâðå-

ìåííî ðàâíû n
2
, çíà÷èò, îäèí èç íèõ ñòðîãî ìåíüøå n

2
. Åñëè äåëèòåëü ìåíüøå

n
2
, òî îí íå ïðåâîñõîäèò n

3
.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a ≤ n
3
, b ≤ n

2
. Òîãäà n = a + b + 1 ≤ 1 + n

3
+ n

2
= 1 + 5

6
n.

Çíà÷èò, â òàáëèöå ïåðå÷èñëåíû âñå íàáîðû ÷èñåë.

Åñëè |G| = 3, òî G ' Z3. Ãðóïïà ïîðÿäêà 3 àáåëåâà, â íåé êàæäûé êëàññ ñî-
ïðÿæåííîñòè ñîñòîèò èç 1 ýëåìåíòà. Ýòà âîçìîæíîñòü ðåàëèçóåòñÿ.

Åñëè |G| = 4, òî G ' Z4 - àáåëåâà. Â íåé íåò êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè èç äâóõ
ýëåìåíòîâ, ýòà âîçìîæíîñòü íå ðåàëèçóåòñÿ.

Åñëè |G| = 6, òî G ' S3. Êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ïîäñòàíîâêè îïðåäåëÿåòñÿ
öèêëîâîé ñòðóêòóðîé: id, (i, j), (i, j, k). Òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà îäíà,
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òðàíñïîçèöèé 3, òðîéíûõ öèêëà 2.

Ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 6 - åäèíñòâåííàÿ ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè.

1. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ôàêòîì: ñóùåñòâóåò 2 ãðóïïû ïîðÿäêà 6 ñ òî÷-
íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà - ýòî S3 è Z6. Z6 àáåëåâà, ïîýòîìó íå ïîäõîäèò. Çíà÷èò,
åñòü òîëüêî îäíà ãðóïïà ïîðÿäêà 6 ñ òðåìÿ êëàññàìè ñîïðÿæåííîñòè.

2. Ïîêàæåì, ÷òî G ñî ñòðóêòóðîé G = {e} ∪ C2 ∪ C3 èçîìîðôíà S3. Äëÿ
ýòîãî ïðèäóìàåì äåéñòâèå ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå èç òðåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðîå
çàäàåò ãîìîìîðôèçì èç G â S3 è ïîêàçàòü, ÷òî ýòî èçîìîðôèçì.
Ðàññìîòðèì äåéñòâèå Gy C3 ñîïðÿæåíèÿìè.

g : x 7→ gxg−1

ϕ : G→ S(C3) ' S3

K = Kerϕ / G. |K| - äåëèòåëü |G|, ò.å. ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 6.
Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â Imϕ ìîæåò áûòü ðàâíî 6, 3,
2, 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïàì S3, A3, 〈(1, j)〉, {id}.
Óïðàæíåíèå: ïîêàæèòå, ÷òî |K| 6= 2, | Imϕ| 6= 2, | Imϕ| 6= 1.
Îñòàíåòñÿ åäèíñòâåííûé âàðèàíò |K| = 1, Imϕ = S3.

Îòâåò: G ' Z3 è G ' S3

Êîììóòàòîð è êîììóòàíò

Îïðåäåëåíèå 10.29. Ïóñòü G - ãðóïïà. Êîììóòàòîðîì ýëåìåíòîâ a, b ∈ G íà-
çûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå

[a, b] = aba−1b−1.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî êîììóòàòîðà:

ab = [a, b] · ba

ab = ba ⇔ [a, b] = e

×åì áîëüøå â ãðóïïå íååäèíè÷íûõ êîììóòàòîðîâ, òåì áîëåå îíà íåêîììóòàòèâíà.
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîììóòàòîðîâ - ýòî ìåðà íåêîììóòàòèâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 10.30. Ïóñòü G - ãðóïïà. Êîììóòàòîðîì ãðóïïû G (ïðîèçâîäíîé
ãðóïïîé) íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå G, ïîðîæäåííàÿ âñåìè êîììóòàíòàìè

[G,G] = G′ = 〈[a, b] | a, b ∈ G〉.

92

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Îáðàòíûé ýëåìåíò ê êîììóòàòîðó:

[a, b]−1 = [b, a]

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî [G,G] êàê ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäå-
íèé êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà êîììóòàòîðîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G (íå äîáàâëÿÿ, ÷òî
òóäï äîëæíû âõîäèòü îáðàòíûå êîììóòàòîðû, ò.ê. îáðàòíûé ê êîììóòàòîðó - òîæå
êîììóòàòîð).

G′ = {[a1, b1] · [a2, b2] · . . . · [an, bn] | ai, bi ∈ G}

Îòìåòèì, ÷òî êîììóòàíò 6= ìíîæåñòâî âñåõ êîììóòàòîðîâ.

Äîìàøíåå çàäàíèå.
Çàäà÷à. Èçâåñòíî, ÷òî SL′2(R) = SL2(R). Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà −E ∈ SL2(R) íå
ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì äâóõ ýëåìåíòîâ èç SL2(R).

Ñâîéñòâà êîììóòàíòà êàê ïîäãðóïïû

1) G′ / G

2) G/G′ àáåëåâà

3) Ïóñòü G . K, G/K àáåëåâà. Òîãäà K ⊇ G′.
Äðóãèìè ñëîâàìè, êîììóòàíò ãðóïïû G - ýòî íàèìåíüøàÿ íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà, ôàêòîð ïî êîòîðîé àáåëåâ.

Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ êîììóòàíòà
1. Âû÷èñëèì äîñòàòî÷íî ìíîãî êîììóòàòîðîâ â ãðóïïå G

[ai, bi], i ∈ I

è ïîðîäèì ýòèìè êîììóòàòîðàìè ïîäãðóïïó

H = 〈[ai, bi] | i ∈ I〉 ⊆ G′.

Ïîëó÷èëè îöåíêó êîììóòàòîðà ñíèçó.
2. Èùåì K /G òàêóþ, ÷òî G/K àáåëåâà. Íàïðèìåð, ñòðîèì ãîìîìîðôèçì â àáåëåâó
ãðóïïó A ϕ : G→ A. Òîãäà

K = Kerϕ⇒ G/K ' Imϕ,

Imϕ = A, îòêóäà G/K àáåëåâà. Ïî ñâîéñòâó 3) êîììóòàíòà K ⊇ G′.
Ïîëó÷èëè îöåíêó êîììóòàíòà ñâåðõó.
3. Åñëè H = K, òî H = K = G′. Èíà÷å íóæíî óâåëè÷èòü ÷èñëî ïîðîæäàþùèõ H
èëè ïîñòðîèòü äðóãîé ãîìîìîðôèçì ϕ ñ ìåíüøèì ÿäðîì.

Èçâåñòíûå êîììóòàíòû
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1) S ′n = An
Ïîêàæåì ýòî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, îïèñàííîãî âûøå.
1. Âû÷èñëèì [(i, j)(k, l)]:
1. Åñëè òðàíïîçèöèè íåçàâèñèìû, òî [(i, j)(k, l)] = 1;
2. Ïóñòü òðàíñïîçèöèè çàâèñèìû

[(i, j)(j, k)] = (i, j)(j, k)(i, j)−1(j, k)−1 = (i, j)(j, k)(i, j)(j, k) = (i, j, k)2 = (i, k, j)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè i, j, k ìîæåì ïîëó÷èòü ëþáîé òðîéíîé öèêë. Òðîéíûå
öèêëû ïîðîæäàþò ãðóïïó An.
Îöåíêà ñíèçó: S ′n ⊃ An = H.
2. Âîçüìåì ãîìîìîðôèçì ϕ = sgn : Sn → {±1}.

K = Ker sgn = An ⊇ S ′n

3. H = K = An = S ′n.

2) A′n = An, n ≥ 5
A′4 = V4
A′n = {id}, n ≤ 3

3) GL′n(K) = SLn(K), êðîìå ñëó÷àÿ n = 2, |K| = 2;
SL′n(K) = SLn(K), êðîìå ñëó÷àÿ n = 2, |K| = 2 èëè 3.

Ðåøåíèå çàäà÷ íà âû÷èñëåíèå êîììóòàíòîâ ãðóïï

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòü êîììóòàíò ãðóïïû

G = {

1 a 0
0 1 0
0 b c

 , a, b, c ∈ R, c 6= 0}

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì, êàê â ãðóïïå G óñòðîåíî óìíîæåíèå.1 a 0
0 1 0
0 b c

1 a′ 0
0 1 0
0 b′ c′

 =

1 a+ a′ 0
0 1 0
0 b+ cb′ cc′

 (10.1)

Ïîëó÷èëè ìàòðèöó òàêîãî æå âèäà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî òàêèõ ìàòðèö çà-
ìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Ïðîâåðèì çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ îá-
ðàòíîãî ýëåìåíòà. 1 a 0

0 1 0
0 b c

−1 =

1 −a 0
0 1 0
0 − b

c
1
c


Íàéäåì îöåíêó êîììóòàíòà ñâåðõó. Íóæíî ïðèäóìàòü ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû G

â íåêîòîðóþ àáåëåâó ãðóïïó. Êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íàðóøàåòñÿ â ýëåìåíòå
b+ cb′ ìàòðèöû (10.1). Â òàêîì ñëó÷àå ϕ ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕ

1 a 0
0 1 0
0 b c

 = c
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Òîãäà ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y). Çàìåòèì, ÷òî ϕ(x) = detx. Kerϕ - ìàòðèöû ñ c = 1. Èç
ýòîãî ãîìîìîðôèçìà ìîæíî ñäåëàòü íîâûé ñ ìåíüøèì ÿäðîì

ϕ

1 a 0
0 1 0
0 b c

 = (c, a)

ϕ : G→ R× × R

Ãðóïïà R× × R àáåëåâà.

K = Kerϕ = {

1 0 0
0 1 0
0 b 1

 , b ∈ R} (10.2)

Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêó ñíèçó. Çàïèøåì êîììóòàòîð äâóõ ìàòðèö è ïîäáåðåì
ïàðàìåòðû òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííûé êîììóòàòîð ïîðîæäàë ãðóïïó, ðàâíóþ K.

[

1 0 0
0 1 0
0 x 1

 ,

1 0 0
0 1 0
0 0 z

] =

1 0 0
0 1 0
0 x 1

1 0 0
0 1 0
0 0 z

1 0 0
0 1 0
0 −x 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

z

 =

=

1 0 0
0 1 0
0 x z

1 0 0
0 1 0
0 −x 1

z

 =

1 0 0
0 1 0
0 x− zx 1


x − zx = (1 − z)x, çàäà÷à - ïîäîáðàòü x è z òàê, ÷òîáû (1 − z)x = b. Ïóñòü, íà-

ïðèìåð, z = 2 (èëè ëþáîå äðóãîå íåíóëåâîå ÷èñëî), òîãäà x = b
1−z = −b íàõîäèòñÿ

îäíîçíà÷íî.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò K ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì äâóõ ìàòðèö èç G. Îò-
ñþäà G′ ⊇ K.

Èòàê, G′ = K.

Îòâåò: ãðóïïà (10.2)
Äîìàøíåå çàäàíèå.

Çàäà÷à. Íàéòè êîììóòàíò ãðóïïû

G = {A =

1 0 ∗
∗ ∗ ∗
0 0 ∗

 , detA 6= 0}

Êðàòíûå êîììóòàíòû. Ðàçðåøèìûå ãðóïïû

Êðàòíûå êîììóòàíòû:
G(k) = [G(k−1), G(k−1)]

G(0) = G
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Ïðîèçâîäíûé ðÿä: G . G′ . G′′ . . . . . G(k−1) . G(k) . . . .

Ýòà öåïî÷êà ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ íà íåêîòîðîì ýëåìåíòå (íàïðèìåð, GL′n(K) =
SLn(K), SL′n(K) = SLn(K)) èëè äîéòè äî êîììóòàòîðà {e}.

Îïðåäåëåíèå 10.31. Ãðóïïà G ðàçðåøèìà, åñëè ∃n : G(n) = {e}. Íàèìåíüøåå
òàêîå n íàçûâàåòñÿ ñòóïåíüþ ðàçðåøèìîñòè.

Ïðèìåð. Ðàçðåøèìûå ãðóïïû ñòóïåíè 1 - ýòî àáåëåâû ãðóïïû.

Ïðîèçâîëüíûå ðàçðåøèìûå ãðóïïû - ýòî â íåêîòîðîì ñìûñëå ñëåäóþùèé ïî ñëîæ-
íîñòè êëàññ ïîñëå àáåëåâûõ ãðóïï.
Çàêîí óìíîæåíèÿ â ðàçðåøèìîé ãðóïïå ìîæíî èññëåäîâàòü ïî ýòàæàì: ñíà÷àëà
èññëåäóåì óìíîæåíèå â ãðóïïå G ïî ìîäóëþ ïåðâîãî êîììóòàíòà (ãðóïïà G/G′

êîììóòàòèâíà), ò.å. ñ òî÷íîñòüþ äî ïîïðàâîê èç ïåðâîãî êîììóòàíòà óìíîæåíèå â
G êîììóòàòèâíî. Äàëåå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óìíîæåíèå â ñàìîì êîììóòàíòå è
ôàêòîðãðóïïó G′/G′′ è ò.ä.
Åñëè ìû â èòîãå äîéäåì äî G(k) = {e}, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ãðóïïà G ñîñòàâëåíà èç
êîììóòàòèâíûõ ýòàæåé G(i)/G(i+1).

Ñâîéñòâà ðàçðåøèìûõ ãðóïï

1) Ïóñòü G ðàçðåøèìà, G ⊇ H - ïîäãðóïïà. Òîãäà H òîæå ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî èíäóêöèè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî H(k) ⊇
G(k). Òîãäà åñëè G(k) = {e}, òî è H(k) = {e}.

2) Ïóñòü G ðàçðåøèìà, G . H. Òîãäà G/H òîæå ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì π : G → G/H.
Ïðè ãîìîìîðôèçìå êîììóòàíò îòîáðàæàåòñÿ íà êîììóòàíò îáðàçà, ïîòîìó
÷òî êîììóòàòîðû îòîáðàæàþòñÿ â êîììóòàòîðû îáðàçîâ.
Åñëè òåïåðü ïðèìåíèòü π ê G′ è âçÿòü êîììóòàíò G′′, òî G′′ îòîáðàæàåòñÿ íà
âòîðîé êîììóòàíò ôàêòîðãðóïïû è ò.ä.

Îáðàçîì ïðè êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè k-òîãî êîììóòàíòà ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ
k-òûé êîììóòàíò ôàêòîðãðóïïû.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðÿä êîììóòàíòîâ ãðóïïû G äîéäåò äî {e}, òî è ðÿä èõ
îáðàçîâ òîæå.

3) Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè.
Ïóñòü G . H, ïðè÷åì H è G/H ðàçðåøèìû. Òîãäà G ðàçðåøèìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ. Âîçüìåì êðàòíûå êîììóòàíòû ãðóïïû G è ðàññìîò-
ðèì èõ îáðàçû ïðè êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèè π. Ýòî áóäóò êðàòíûå êîììóòàíòû
ôàêòîðãðóïïû.
Ïîñêîëüêó äàíî, ÷òî ôàêòîðãðóïïà ðàçðåøèìà, òî íà êàêîì-òî øàãå îáðàç
êðàòíîãî êîììóòàíòà ïðè π áóäåò òðèâèàëåí. Òîãäà ýòîò êðàòíûé êîììóòàíò
ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå π, ò.å. â ïîäãðóïïå H.

Êàê òîëüêî k-òûé êðàòíûé êîììóòàíò ïîïàë â ïîäãðóïïó H, ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ðàçðåøèìîñòüþ ïîäãðóïïû H.

Ïðèìåðû ðàçðåøèìûõ ãðóïï

1) Sn è An ðàçðåøèìû ïðè n ≤ 4 è íåðàçðåøèìà ïðè n > 4.

Äîêàçàòåëüñòâî.
S ′n = An ∀nN

A′n =


An, n ≥ 5

A′4 = V4 − àáåëåâà

A′n = {e}, n ≤ 3

2) Dn ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì ðàçðåøèìîñòè.
Ãðóïïà ïîâîðîòîâ Rn / Dn - öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì
〈r 2π

n
〉n.

Rn ' Zn
Zn àáåëåâà, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøèìà.

|Dn/Rn| = 2 ⇒ Dn/Rn ' Z2, ò.ê. ãðóïïà ïîðÿäêà 2 åäèíñòâåííà ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Z2 ðàçðåøèìà, ïîñêîëüêó àáåëåâà, çíà÷èò, âñå óñëîâèÿ
êðèòåðèÿ ðàçðåøèìîñòè âûïîëíåíû è Dn ðàçðåøèìà.

Ýòî ïðîñòåéøèé ïðèìåð íåêîììóòàòèâíîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû, ñòóïåíü ðàç-
ðåøèìîñòè Dn ðàâíà 2.

Äåéñòâèòåëüíî, Rn - íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ôàêòîð ïî êîòîðîé àáåëåâ. Çíà-
÷èò, D′n ⊆ Rn, îòêóäà ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè Dn ≤ 2. Ïðè ýòîì Dn íå êîììó-
òàòèâíà, ïîýòîìó ñòóïåíü ðàçðåøèìîñòè > 1.

3) GLn(K) è SLn(K) íåðàçðåøèìû, êðîìå ñëó÷àåâ n = 2, |K| ≤ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. GL′n(K) = SLn(K), êðîìå ñëó÷àÿ n = 2, |K| = 2;
SL′n(K) = SLn(K), êðîìå ñëó÷àÿ n = 2, |K| = 2 èëè 3.
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Äîìàøíåå çàäàíèå.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî GL2(Z2) ' S3 (à ãðóïïà S3 ðàçðåøèìà).

Èç çàäà÷íèêà: 62.20, 62.19, 62.7 ã), 62.8 á), 58.37 (èç íåå ñëåäóåò, ÷òî GL2(Z3)
ðàçðåøèìà).
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Ëåêöèÿ 11

Ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 11.32. Ïóñòü |G| = n è p - ïðîñòîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî n = pk ·m, p
íå äåëèò m.
Òîãäà ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G - ýòî ïîäãðóïïà ïîðÿäêà pk.

Òåîðåìû Ñèëîâà

1. ∀p - ïðîñòîãî ñóùåñòâóåò ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P â ãðóïïå G.

2. Âñå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû ïðè äàííîì p â äàííîé ãðóïïå G.

3. Ëþáàÿ p-ïîäãðóïïà H ⊆ G ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïå P .

4. Êîëè÷åñòâî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï Np(G) ≡ 1 (mod p).

5. Np(G) = |G|
|NG(P )| , ãäå P - êàêàÿ-òî ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà, NG(P ) - åå íîðìàëè-

çàòîð. Np(G) äåëèò m.

6. P / G ⇔ Np(G) = 1.

Îïðåäåëåíèå 11.33. Ïóñòü H ⊆ G - ïîäãðóïïà, òîãäà NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 =
H} - åå íîðìàëèçàòîð. Ýòî ïîäãðóïïà â G, êàê è ëþáîé ñòàáèëèçàòîð.

Ðàâåíñòâî gHg−1 = H çàâåäîìî âûïîëíåíî äëÿ g ∈ H, ïîýòîìó NG(H) ⊇ H.
NG(H) = G ⇔ H / G.

Ôîðìóëà 5. âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî âñå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû, ò.å. îíè
îáðàçóþò îäíó îðáèòó ïðè äåéñòâèè íà ìíîæåñòâå ïîäãðóïï ñîïðÿæåíèÿìè. Òîãäà
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â îðáèòå ìîæíî ïîñ÷èòàòü êàê ïîðÿäîê ãðóïïû, äåëåííûé íà
ïîðÿäîê ñòàáèëèçàòîðà.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî NG(H) äåëèò m, ïîòîìó ÷òî â çíàìåíàòåëå ôîðìóëû 5.
ñòîèò ïîðÿäîê íîðìàëèçàòîðà, à íîðìàëèçàòîð ñîäåðæèò ïîäãðóïïó P . Ò.å. â çíà-
ìåíàòåëå áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ìíîæèòåëü pk.

Ñâîéñòâî 6. ñðàçó ñëåäóåò èç 5., ò.ê. íîðìàëüíîñòü ïîäãðóïïû îçíà÷àåò, ÷òî åå
íîðìàëèçàòîð ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïé è èìååò ïîðÿäîê n.

Ðåøåíèå çàäà÷ íà íàõîæäåíèå ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï

Çàäà÷à 69.3 á) + 59.4 á) Íàéòè âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû â ãðóïïå G = A4.
Íàéòè âñå ñîïðÿãàþùèå ýëåìåíòû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî îäíó ñèëîâñêóþ ïîä-
ãðóïïó ïåðåâåñòè â äðóãóþ.
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Ðåøåíèå.
|A4| = 12 = 22 · 3

1. p = 2. Ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èìååò ïîðÿäîê |P | = 4.

Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìå Ñèëîâà 4. N2 ≡ 1 (mod 2) - íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïî òåîðåìå
Ñèëîâà 5. N2 äåëèò ÷èñëî m = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, N2 ìîæåò áûòü ëèáî 1, ëèáî 3.

Èñõîäÿ èç îáùèõ ðàññóæäåíèé, îäíîçíà÷íî óñòàíîâèòü êîëè÷åñòâî ñèëîâñêèõ 2-
ïîäãðóïï íåëüçÿ, íàéäåì ýòè ïîäãðóïïû ÿâíî .

A4 3 (i, j, k), id, (i, j)(k, l)

Êàêèå èç ýòèõ ïîäñòàíîâîê ìîãóò âõîäèòü â ãðóïïó ïîðÿäêà 4? Ó òðîéíîãî öèê-
ëà ïîðÿäîê 3, ïîýòîìó îí íå ìîæåò âõîäèòü â ãðóïïó ïîðÿäêà 4. Ó ïðîèçâåäåíèÿ
íåçàâèñèìûõ òðàíñïîçèöèé è òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêè ïîðÿäêè ðàâíû, ñîîòâåò-
ñòâåííî, 2 è 1, îíè ìîãóò âõîäèòü â P .

Âñåãî åñòü 3 ïàðû íåçàâèñèìûõ òðàíñïîçèöèé: (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3).
Çíà÷èò, P ñîäåðæèò âñå ýòè ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé è {id}.

Èòàê, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà

P = {id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)} ' V4.

Çàìåòèì, ÷òî ïîäãðóïïà P ' V4 íîðìàëüíà è åäèíñòâåííî, ÷òî ïîäòâåðæäàåò òåî-
ðåìó Ñèëîâà 6.

2. p = 3. Ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ 3-ïîäãðóïïà èìååò ïîðÿäîê |P | = 3.

Ïî òåîðåìå Ñèëîâà 4., N3 ≡ 1 (mod 3). Ïî òåîðåìå Ñèëîâà 5. N3 äåëèò m = 4.
Èòàê, åñòü ñëåäóþùèå âàðèàíòû: 1, 4.

Îïðåäåëèì, êàê ìîãóò áûòü óñòðîåíû ñèëîâñêèå 3-ïîäãðóïïû. Ñðàçó ìîæíî âû-
ïèñàòü ñëåäþùóþ ãðóïïó ïîðÿäêà 3:

P1 = {id, (1, 2, 3), (1, 2, 3)−1 = (3, 2, 1)} = 〈(1, 2, 3)〉3

Òàêèå æå ãðóïïû ìîæíî ïîðîäèòü è äðóãèìè öèêëàìè.

P2 = {id, (1, 2, 4), (1, 2, 4)−1 = (4, 2, 1)} = 〈(1, 2, 4)〉3

P3 = {id, (1, 3, 4), (1, 3, 4)−1 = (4, 3, 1)} = 〈(1, 3, 4)〉3
P4 = {id, (2, 3, 4), (2, 3, 4)−1 = (4, 3, 2)} = 〈(2, 3, 4)〉3

Óêàæåì ñîïðÿãÿþùèå ïîäñòàíîâêè. Îòìåòèì, ÷òî ýòè ïîäñòàíîâêè äîëæíû áûòü
÷åòíûìè.

P1 → P2 π =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
100

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

P2 → P3 π =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
P3 → P4 π =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
P4 → P1 π =

(
1 2 3 4
4 3 1 2

)
Çàäà÷à 59.13 G = SL2(Zp), ÿñíî, ÷òî ýòà ãðóïïà êîíå÷íà.

G ⊃ P = {
(

1 a
0 1

)
, a ∈ Zp}

à) Äîêàçàòü, ÷òîP - ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ãðóïïû G;
á) Íàéòè íîðìàëèçàòîð NG(P );
â) Íàéòè êîëè÷åñòâî âñåõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï â G.

Ðåøåíèå.

à) |P | = p, ò.ê. ýòî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé a. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ñèëîâ-
ñêàÿ p-ïîäãðóïïà, íàéäåì |G|.

Ñíà÷àëà íàéäåì |GL2(Zp)|.
Íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà 2×2 ñîñòîèò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê. Ïåðâîé
ìîæåò ñòîÿòü ëþáàÿ íåíóëåâàÿ ñòðîêà, òàêèõ ñòðîê p2 − 1. Âòîðàÿ ñòðîêà
äîëæíà áûòü íå ïðîïîðöèîíàëüíà ïåðâîé ñòðîêå, òàêèõ âîçìîæíîñòåé p2 − p,
ïîòîìó ÷òî êîýôôèöèåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè p øòóê.

|GL2(Zp)| = (p2 − 1)(p2 − p)

Òåïåðü íàéäåì |SL2(Zp)|.
Ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì det : GL2(Zp) → Z×p , Im(det) = Z×p , ker det =
SL2(Zp). Òîãäà SL2(Zp) / GL2(Zp) êàê ÿäðî ãîìîìîðôèçìà.

GL2(Zp)/SL2(Zp) ' Z×p

|SL2(Zp)| =
|GL2(Zp)|
|Z×p |

=
(p2 − 1)(p2 − p)

p− 1
= (p2 − 1)p

Ìíîæèòåëü p2 − 1 íå äåëèòñÿ íà p, ïîýòîìó p âõîäèò â ðàçëîæåíèå ãðóïïû â
ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè 1. Çíà÷èò, P - ñèëîâñêàÿ ïîäãðóïïà.

á) Ïóñòü NG(P ) ⊇ H. Òîãäà êîëè÷åñòâî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï Np(G) ≤ |G|
|H| , ïî-

ñêîëüêó

Np(G) =
|G|

|NG(P )|
.

Ò.å. îöåíêà äëÿ íîðìàëèçàòîðà ñíèçó äàåò îöåíêó äëÿ êîëè÷åñòâà ñèëîâñêèõ
ïîäãðóïï ñâåðõó è íàîáîðîò.
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NG(P ) ⊇ P , êðîìå òîãî, äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû òîæå ñîõðàíÿþò ìàòðèöû
âèäà P (

t1 0
0 t2

)(
1 a
0 1

)(
t−11 0
0 t−12

)
=

(
1 t1at

−1
2

0 1

)
.

Â NG(P ) ëåæàò óíèòðåóãîëüíûå è äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, çíà÷èò, ëåæàò è èõ
ïðîèçâåäåíèÿ.(

t1 0
0 t2

)(
1 a
0 1

)
=

(
t1 t1a
0 t2

) (
1 a
0 1

)(
t1 0
0 t2

)
=

(
t1 t2a
0 t2

)
Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ - âåðõíåòðåóãîëüíûå ìàòðèöû ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

NG(P ) ⊇ H = {
(
x y
0 x−1

)
, x ∈ Z×p , y ∈ Zp}

Òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó

Np(G) ≤ (p2 − 1)p

(p− 1)p
= p+ 1.

Np(G) ≡ 1 (mod p), òîãäà Np(G) = 1 èëè Np(G) = p+ 1.

Åñëè åñòü åùå õîòÿ áû îäíà ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà, êðîìå P , òî Np(G) = p+1.
Ýòî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ïîäãðóïïà íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö

Q = {
(

1 0
a 1

)
, a ∈ Zp}.

Èòàê, Np(G) = p+ 1, òîãäà

Np(G) =
(p2 − 1)p

(p− 1)p
= p+ 1.

è |NG(P )| = (p− 1)p. Îòñþäà NG(P ) = H.

â) Èç ï. á) ñëåäóåò Np(G) = p+ 1.

Äîìàøíåå çàäàíèå: 59.13 ã),ä),å).

Ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï

Ïóñòü G = A× B è èçâåñòíî, êàê óñòðîåíû ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ A è
B.
Âîïðîñ: êàê îïèñàòü ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû â ãðóïïå G?

|G| = n = k · l, k = |A|, l = |B|.
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Ïóñòü k = pi · r, l = pj · s, r, s íå äåëÿò p, òîãäà

n = pi+jrs.

Åñëè P ⊂ G - ñèëîâñêàÿ, òî |P | = pi+j.
Òåïåðü íàéäåì îáùèé âèä òàêèõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï. Ïóñòü P = P1 × P2, ãäå P1

- ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â A, P2 - ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â B.

|P1| = pi, |P2| = pj ⇒ |P | = pi+j

Âñå ëè ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû â G óñòðîåíû êàê ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ñèëîâñêèõ
ïîäãðóïï â A è B?
Ëþáàÿ äðóãàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ñîïðÿæåíà ïîäãðóïïå P = P1 × P2, ò.å. èìååò
âèä

gPg−1 = abP1 × P2b
−1a−1 = aP1a

−1︸ ︷︷ ︸
ñèëîâñêàÿ â A

× bP2b
−1︸ ︷︷ ︸

ñèëîâñêàÿ â B

Òåì ñàìûì, ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â G ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñèëîâñêîé
p-ïîäãðóïïû â A è ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïû â B.

Äîìàøíåå çàäàíèå: íàéòè âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû â G = D3 × A4.

Àðèôìåòèêà êîíå÷íûõ ãðóïï

Ïîïðîáóåì îïèñàòü ñâîéñòâà êîíå÷íîé ãðóïïû, åñëè èçâåñòâåí òîëüêî åå ïîðÿäîê.

Íàïîìèíàíèå:

• Åñëè |G| = p, òî G öèêëè÷åñêàÿ ïîðÿäêà p.

• Åñëè |G| = p2, òî G àáåëåâà.

• Åñëè |G| = pn, òî G ðàçðåøèìà.

Çàäà÷à 59.22 á) |G| = 80. Äîêàçàòü, ÷òî G íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, ò.å. G íå èìååò
íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, êðîìå {e}, G.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî G íå ïðîñòà, íóæíî ïðåäúÿâèòü íåòðèâè-
àëüíóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó.

Ïîñêîëüêó èçâåñòåí òîëüêî ïîðÿäîê ãðóïïû, òî ìîæíî óòâåðæäàòü òîëüêî ñóùå-
ñòâîâàíèå ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï. Ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà íîðìàëüíà ⇔ îíà åäèí-
ñòâåííà.

|G| = 80 = 24 · 5
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1. p = 2, |P | = 16. Ñîãëàñíî òåîðåìàì Ñèëîâà,

N2 | 5 ⇒ N2 = 1, 5,

N2 ≡ 1 (mod 2) ⇒ N2 íå÷åòíî.

2. p = 5, |P | = 5. Ñîãëàñíî òåîðåìàì Ñèëîâà,

N5 | 16 ⇒ N5 = 1, 2, 4, 8, 16,

N5 ≡ 1 (mod 5) ⇒ N5 = 1, 16.

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû â îäíîì ñëó÷àå Np = 1, ò.å. èñêëþ÷èòü ñëó÷àé
N5 = 16, N2 = 5.

1) Ïóñòü N5 = 16 è P1, . . . , P16 - âñå ñèëîâñêèå 5-ïîäãðóïïû â G.

|Pi| = 5 ⇒ |P1 ∪ P2 ∪ . . . ∪ P16| = 16 · 4 + 1 = 65,

Â ñ.ä., Pi ∩ Pj = {e} â ñèëó òîãî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîäãðóïï òîæå ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäãðóïïîé â G, à òàêæå â Pi è â Pj. Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê
ãðóïïû, ïîýòîìó |Pi ∩ Pj| = 1, 5. Åñëè |Pi ∩ Pj| = 5, òî Pi = Pj, ïîýòîìó
Pi ∩ Pj = {e}, i 6= j.

Èòàê, ïåðåñå÷åíèå 5-ïîäãðóïï âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Îñòþäà ñëåäóåò, ÷òî

|P1 ∪ P2 ∪ . . . ∪ P16| = 16 · 4 + 1 = 65

Ïóñòü òåïåðü Q - ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà, Pi - ñèëîâñêàÿ 5-ïîäãðóïïà. Òîãäà
Q ∩ Pi = {e}.
Ïîñêîëüêó

|P1 ∪ P2 ∪ . . . ∪ P16 ∪Q| = 16 · 4 + 1 · 15 + 1 = 80,

ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà.

Çíà÷èò, N2 = 1 è ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà.
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2) Åñëè N5 6= 16, òî N5 = 1, è òîãäà ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ 5-
ïîäãðóïïà.

Çàäà÷à 62.18 á) |G| = 12. Äîêàçàòü, ÷òî G ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè: Ïóñòü G . H, ïðè÷åì H è
G/H ðàçðåøèìû. Òîãäà G ðàçðåøèìà.

Õîòèì íàéòè ðàçðåøèìóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó, ôàêòîð ïî êîòîðîé ðàçðåøèì.

|G| = 12 = 22 · 3

1) p = 2, |P | = 4.
N2 | m = 3 ⇒ N2 = 1, 3,

N2 ≡ 1 (mod 2) ⇒ N2 = 1, 3.

2) p = 3, |Q| = 3.
N3 | m = 4 ⇒ N3 = 1, 2, 4,

N3 ≡ 1 (mod 3) ⇒ N3 = 1, 4.

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èëè 3-
ïîäãðóïïà, îíà áóäåò íîðìàëüíîé. Ïîêàæåì, ÷òî âàðèàíò N2 = 3, N3 = 4 íåâîç-
ìîæåí.

1) Ïóñòü N3 = 4 è Q1, Q2, Q3, Q4 - âñå ñèëîâñêèå 3-ïîäãðóïïû. Èç ïðåäñòàâëå-
íèÿ èõ ïåðåñå÷åíèÿ

ñëåäóåò, ÷òî
|Q1 ∪Q2 ∪Q3 ∪Q4| = 2 · 4 + 1 = 9.

Îñòàåòñÿ 3 ýëåìåíòà, ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà èìååò ïîðÿäîê 4 è òîæå ñîäåðæèò
{e}. Åñëè P - ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà, òî P ∩Qi = {e} è ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà
ìîæåò áûòü òîëüêî îäíà.
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Èòàê, N2 = 1, ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà P / G.

P ' Z4 − àáåëåâà, ðàçðåøèìà

|G/Q| = |G|
|Q|

=
12

4
= 3 ⇒ |G/Q| ' Z3 − àáåëåâà, ðàçðåøèìà

Âñå óñëîâèÿ êðèòåðèÿ ðàçðåøèìîòè âûïîëíåíû.

2) Åñëè N3 6= 4, òî N3 = 1, ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ 3-ïîäãðóïïà Q/G.

Q ' Z3 − àáåëåâà, ðàçðåøèìà

|G/Q| = |G|
|Q|

=
12

3
= 4 ⇒ |G/Q| ' Z4 − àáåëåâà, ðàçðåøèìà

Âñå óñëîâèÿ êðèòåðèÿ ðàçðåøèìîòè âûïîëíåíû.

Äîìàøíåå çàäàíèå: 59.22 à),â), 62.18 â),ã),ä),å)*.
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Ëåêöèÿ 12

Ðàçáîð äîìàøíåãî çàäàíèÿ

Çàäà÷à 59.22 à) Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ ãðóïï ïîðÿäêà 36. (Ãðóï-
ïà ïðîñòà, åñëè â íåé íåò íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î ãðóïïå G èçâåñòåí òîëüêî åå ïîðÿäîê, ïîýòîìó íîðìàëüíóþ
ïîäãðóïïó áóäåì èñêàòü ñðåäè ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï.

|G| = 36 = 22 · 32

• p = 2, |P | = 4.
N2 | m = 9 ⇒ N2 = 1, 3, 9,

N2 ≡ 1 (mod 2) ⇒ N2 = 1, 3, 9.

• p = 3, |P | = 9.
N2 | m = 4 ⇒ N2 = 1, 2, 4,

N2 ≡ 1 (mod 3) ⇒ N2 = 1, 4.

Çäåñü ìåòîä ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ñ ïðîøëîãî ñåìèíàðà íå ðàáîòàò, ïîòîìó ÷òî
2 ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 9 ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ íå òîëüêî ïî åäèíèöå. Íàïðèìåð,

Âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû äàííîãî ïîðÿäêà ñîïðÿæåíû äðóã äðóãó, ò.å. G y
{P1, P2, P3, P4} ñîïðÿæåíèÿìè, ãäå P1, P2, P3, P4 - âñå ñèëîâñêèå 3-ïîäãðóïïû.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì

ϕ : G→ S(P1, P2, P3, P4) = S4.

Åñëè áû ϕ áûë òðèâèàëüíûì, ò.å. îòîáðàæàë âñå ýëåìåíòû G â e, ýòî áû îçíà÷àëî,
÷òî ïðè âñåõ ñîïðÿæåíèÿõ êàæäàÿ èç ãðóïï P1, P2, P3, P4 îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Ò.å.
êàæäàÿ èç íèõ áûëà áû íîðìàëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííîé. Îäíàêî äëÿ
ëþáûõ Pi, Pj ñóùåñòâóåò ñîïðÿæåíèå, êîòîðîå Pi ïåðåâîäèò â Pj, îòêóäà ϕ íå ìîæåò
áûòü òðèâèàëüíûì.

Imϕ 6= {id}

Êðîìå òîãî, Kerϕ / G. Kerϕ 6= G, ò.ê. Imϕ 6= {id}. Åñëè Kerϕ = {e}, òî ϕ - èíúåê-
öèÿ, ÷åãî áûòü íå ìîæåò, ò.ê. 36 = |G| > |S4| = 24, çíà÷èò, Kerϕ 6= {e}.

Èòàê, Kerϕ - íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G.
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Çàäà÷à 59.24 Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 7 â ïðîñòîé ãðóïïå G ïîðÿäêà 168.

Ðåøåíèå. Êàæäûé ýëåìåíò ïîðÿäêà 7 îáðàçóåò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà
7, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé.

168 = 7 · 23 · 3

P = 〈g〉7 = {e, g, g2, g3, g4, g5, g6︸ ︷︷ ︸
èìåþò ïîðÿäîê 7

}, o(g) = 7.

Íà ïðîøëîì ñåìèíàðå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äâå ãðóïïû ïðîñòîãî ïîðÿäêà ìîãóò
ëèáî ñîâïàäàòü, ëèáî ïåðåñåêàòüñÿ ïî åäèíèöå. Çíà÷èò, åñëè P1, P2 - äâå ïîäãðóïïû
ïîðÿäê 7, òî P1 ∩ P2 = {e}.
Ò.å. âî âñåõ ïîäãðóïïàõ ïîðÿäêà 7 âñå ýëåìåíòû, êðîìå åäèíè÷íîãî, ðàçíûå.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 7, íóæíî íàéòè
êîëè÷åñòâî ñèëîâñêèõ 7-ïîäãðóïï è óìíîæèòü íà 6.

N7 | m = 24 ⇒ N7 = 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24,

N7 ≡ 1 (mod 7) ⇒ N7 = 1, 8.

Åñëè N7 = 1, òî åäèíñòâåííàÿ ñèëîâñêàÿ 7-ïîäãðóïïà áóäåò íîðìàëüíà â G, íî ïî
óñëîâèþ G ïðîñòà, îòêóäà N7 6= 1.
Îñòàåòñÿ âàðèàíò N7 = 8, òîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 7 ðàâíî 6 · 8 = 48.

Îòâåò: 48

Ðåøåíèå çàäà÷ íà àðèôìåòèêó êîíå÷íûõ ãðóïï

Çàäà÷à. |G| = 455, ïîêàçàòü, ÷òî G êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû â G.

|G| = 5 · 7 · 13

• p = 5, |P5| = 5.
N5 | m = 7 · 13 ⇒ N5 = 1, 7, 13, 91,

N5 ≡ 1 (mod 5) ⇒ N5 = 1, 91.

Êàê ãðóïïû ïðîñòîãî ïîðÿäêà,

P5 ' Z5

• p = 7, |P7| = 7.
N7 | m = 5 · 13 ⇒ N7 = 1, 5, 13, 65,

N7 ≡ 1 (mod 7) ⇒ N7 = 1.

Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèëîâñêàÿ 7-ïîäãðóïïà P7 / G.

P7 ' Z7
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• p = 13, |P13| = 13.

N13 | m = 5 · 7 ⇒ N13 = 1, 5, 7, 35,

N13 ≡ 1 (mod 13) ⇒ N13 = 1.

Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñèëîâñêàÿ 13-ïîäãðóïïà P13 / G.

P13 ' Z13

P7 ∩ P13 = {e}, ò.ê. P7 ∩ P13 - ïîäãðóïïà â P7 è â P13, à çíà÷èò |P7 ∩ P13| äåëèò |P7|
è |P13|.
Òîãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

H = P7 × P13 / G.

Ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà â G, ò.ê. ïðè ñîïðÿæåíèè ëþáûì ýëåìåíòîì èç G ãðóïïû
P7 è P13 îñòàþòñÿ íà ìåñòå, à çíà÷èò è ïðîèçâåäåíèÿ èõ ýëåìåíòîâ íå ìåíÿþòñÿ.

|H| = 91

|G| = 5|H|. Ïðîâåðèì, ÷òî H è P5 îáðàçóþò ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå:
|H ∩ P5| äåëèò |H| = 91 è |P5| = 5. Îòñþäà |H ∩ P5| = 1, H ∩ P5 = {e},
H / G.

H h P5 ⊆ G

455 = 91 · 5 = |H h P5| = |G| = 455 ⇒ G = H h P5

Åñëè áû ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå H h P5 áûëî ïðÿìûì, òî ìû ïîëó÷èëè áû ðàç-
ëîæåíèå ãðóïïû G â ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï - îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è.
×òîáû äîêàçàòü, ÷òî H h P5 = H × P5, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî H è P5 êîììóòèðóþò.

Ïîñêîëüêó H ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï P7 × P13, äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû èç P7 è âñå ýëåìåíòû èç P13 êîììóòèðóþò ñ ýëåìåíòàìè èç
P5.

1) P5 ∩P7 = {e}, P7 /G, ñëåäîâàòåëüíî, îíè îáðàçóþò ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

P7 h P5 = S.

|S| = 35 = 5 · 7
Â S åñòü ñèëîâñêèå 5-ïîäãðóïïû è ñèëîâñêèå 7-ïîäãðóïïû, ïðè÷åì P7/S åäèí-
ñòâåííà.

N5 | m = 7 ⇒ N5 = 1, 7

N5 ≡ 1 (mod 5) ⇒ N5 = 1.

Ñèëîâñêàÿ 5-ïîäãðóïïà åäèíñòâåííà, ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíà â S. Òîãäà

P7 h P5 = P7 × P5 ' Z5 × Z7 ' Z35.

S ' Z35 àáåëåâà.
P5 è P7 ëåæàò âíóòðè àáåëåâîé ãðóïïû S, ñëåäîâàòåëüíî, êîììóòèðóþò ìåæäó
ñîáîé.
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2) Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî P5 è P13 êîììóòèðóþò.

P13 h P5 = S.

|S| = 91 = 13 · 7

Â S åñòü ñèëîâñêèå 5-ïîäãðóïïû è ñèëîâñêèå 13-ïîäãðóïïû, ïðè÷åì P13 / S
åäèíñòâåííà.

N5 | m = 13 ⇒ N5 = 1, 13

N5 ≡ 1 (mod 5) ⇒ N5 = 1.

Ñèëîâñêàÿ 5-ïîäãðóïïà íîðìàëüíà â S. Òîãäà

P13 h P5 = P13 × P5 ' Z5 × Z13 ' Z65.

S ' Z65 àáåëåâà.
P5 è P13 ëåæàò âíóòðè àáåëåâîé ãðóïïû S.

Îòñþäà
G = H × P5 = P7 × P13 × P5 ' Z7 × Z13 × Z5.

Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì àáåëåâûõ ãðóïï, ïîýòîìó G êîììóòà-
òèâíà.
Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ãðóïïà ïîðÿäêà 455 ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèç-
ìà, ò.ê. öèêëîâàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

G ' Z455

Äîìàøíåå çàäàíèå: 59.20 â), ã).

Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï

Îïðåäåëåíèå 12.34. Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G â âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå V íàä ïîëåì K - ýòî ãîìîìîðôèçì

R : G→ GL(V ),

ãäå GL(V ) - ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà, ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ íà V .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü, â îñíîâíîì, êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ò.å.
òàêèå, ÷òî V êîíå÷íîìåðíî. Åñëè V êîíå÷íîìåðíî, òî â íåì ìîæíî âûáðàòü áàçèñ,
÷òî ïîçâîëÿåò çàäàòü êàæäûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ñâîåé ìàòðèöåé. Òîãäà ãðóïïó
íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ãðóïïîé íåâûðîæ-
äåííûõ ìàòðèö.

GL(V ) ' GLn(K)

110

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Îïðåäåëåíèå 12.35. Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå - ãîìîìîðôèçì

R : G→ GLn(K).

Ïåðåõîä îò ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê ìàòðè÷íîìó è íàîáîðîò çàäàåòñÿ âûáîðîì
áàçèñà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V .

Ïðèìåðû.

1. G = Sn, V = Kn.
R : Sn → GL(Kn)

×òîáû çàäàòü ëèíåéíûé îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå,
íóæíî çàäàòü îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

R(σ)ei = eσ(i)

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñòàíîâêàì, ïåðåñòàâëÿþò áàçèñ-
íûå âåêòîðû. ßñíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïåðåñòàíîâîê ñîîòâåñòâóåò ïðîèçâåäåíèþ
ëèíåéíûõ îïåðòîðîâ, òàê ÷òî R - ãîìîìîðôèçì.

R(σ)


x1
x2
...
xn

 =


xσ−1(1)

xσ−1(2)
...

xσ−1(n)


Äåéñòâèòåëüíî,
x1
x2
...
xn

 = x1e1 +x2e2 + . . .+xnen 7→ x1eσ(1) +x2eσ(2) + . . .+xneσ(n) =
n∑
j=1

xσ−1(j)ej

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå R íàçûâàåòñÿ ìîíîìèàëüíûì.

2. G y X, V = F(X,K) - ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå X ñî
çíà÷åíèÿìè â ïîëå K.

R : G→ GL(V )

Ò.å. êàæäîìó ýëåìåíòû ãðóïïû g ∈ G ñîïîñòàâèì ëèíåéíûé îïåðàòîð R(g),
êîòîðûé äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé R(g)f, f ∈ F . Ïóñòü[

R(g)f
]
(x) = f(g · x), ∀f ∈ F

Ðàññìîòðèì

R(g′)
(
R(g)f︸ ︷︷ ︸

h

)
(x) = h(g′ · x) =

[
R(g)f

]
(g′ · x) = f(gg′ · x)

ïðè ýòîì [
R(g · g′)f

]
(x) = f(g′g · x),

ò.å. íàðóøàåòñÿ ïðàâèëî ãîìîìîðôèçìà.
Êîððåêòíî ââåäåííîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåò òàêèì[

R(g)f
]
(x) = f(g−1 · x).
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Ðåøåíèå çàäà÷ íà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï

Çàäà÷à 69.8 G = (R,+), V = F(R,R)

G = (R,+) y X = R : t · x = x+ t

Ýòî äåéñòâèå ñäâèãàìè. Îíî çàäàåò ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèåG â ïðîñòðàíñòâå ôóíê-
öèé F , êîòîðîå äåéñòâóåò íà àðãóìåíò, ñäâèãàÿ åãî â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî V ⊃ U = 〈sin, cos〉.

Äîêàçàòü, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì è çàäàòü R U ìàòðè-
öàìè â êàêîì-ëèáî áàçèñå U .

Îïðåäåëåíèå 12.36. Ïîäïðîñòðàíñòâî U ⊂ V íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíî-
ñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ R, åñëè

∀g ∈ G R(g)U ⊆ U.

Òîãäà îïðåäåëåíî îãðàíè÷åíèå ïðåäñòàâëåíèÿ R íà ïîäïðîñòðàíñòâî U - ýòî ãîìî-
ìîðôèçì

R U : G→ GL(U).

Êàæäûé îïåðàòîðR(g) íà âñåì ïðîñòðàíñòâå V ïðè îãðàíè÷åíèè èíäóöèðóåò îïå-
ðàòîð íà U , ïîñêîëüêó îí ñîõðàíÿåò U . Èíäóöèðîâàííûé îïåðàòîð òîæå îáðàòèì,
ò.ê. ó îïåðàòîðà R(g) åñòü îáðàòíûé îïåðàòîð R(g−1) â ïðîñòðàíñòâå V , è îáðàòíûé
îïåðàòîð òîæå ñîõðàíÿåò U .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî R(g)U = U .

Ðåøåíèå. Âûïèøåì ñíà÷àëà, êàê äåéñòâóåò ãðóïïà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â ïðî-
ñòðàíñòâå ôóíêöèé íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé.[

R(t)f
]

= f(x− t)

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî U èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèÿ
R, íóæíî ïðîâåðèòü óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.[

R(t) sin
]
(x) = sin(x− t) = sin x cos t− sin t cosx

R(t) sin = cos t sin− sin t cos

[
R(t) cos

]
(x) = cos(x− t) = cos x cos t+ sinx sin t

R(t) cos = sin t sin + cos t cos

Ïðèìåíÿÿ R(t) ê êàæäîìó èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ U , ñíîâà ïîïàäàåì â U . Ò.î., U
èíâàðèàíòíî.
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Òåïåðü îãðàíè÷èì R íà U , ò.å. ðàññìîòðèì äåéñòâèå R òîëüêî íà sin, cos è èõ
ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ, è çàïèøåì ìàòðèöû ýòèõ îïåðàòîðîâ â áàçèñå

sin, cos .

Ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû çàïèñàíû îáðàçû sin è cos ïðè R(t).

R |U=

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
Ãðóïïà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äåéñòâóåò íà ñåáå ñäâèãàìè, à â ïðîñòðàíñòâå ëèíåé-
íûõ êîìáèíàöèé sin è cos âîçíèêàåò ïðåäñòàâëåíèå, ìàòðèöû êîòîðîãî - ìàòðèöû
ïîâîðîòîâ íà óãîë t.

Îòâåò: ìàòðèöû ïîâîðîòîâ íà óãîë t

Äîìàøíåå çàäàíèå: 69.7, 69.9.

Ïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Òðèâèàëüíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà {0} è V åñòü îòíîñèòåëüíî ëþáîãî
ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Åñëè ê òîìó æå åñòü íåêîòîðûå íåòðèâèàëüíûå èíâàðè-
íàòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, ýòî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü âèä ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ â ïîäõîäÿùåì áàçèñå.

Îïðåäåëåíèå 12.37. Ïðåäñòàâëåíèå R íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì, åñëè ñóùåñòâó-
åò íåòðèâèàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ïðåäñòàâëåíèå R íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè íåòðèâèàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ íå ñóùåñòâóåò.

• Â ñîãëàñîâàííîì áàçèñå ïîäïðîñòðàíñòâà (ò.å. e1, . . . , em︸ ︷︷ ︸
áàçèñ U

, em+1, . . . , en - áàçèñ

V )

R(g) =

(
R(g) |U ∗

0 ∗

)
• Åñëè ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊂ V òà-
êîå, ÷òî V = U ⊕W , òî â ñîãëàñîâàííîì ñ îáîèìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè áàçèñå
(e1, . . . , em︸ ︷︷ ︸

áàçèñ U

, em+1, . . . , en︸ ︷︷ ︸
áàçèñ W

- áàçèñ V )

R(g) =

(
R(g) |U 0

0 R(g) |W

)
Îïðåäåëåíèå 12.38. Ïðåäñòàâëåíèå R íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì, åñëè äëÿ
ëþáîãî èíâàðèàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà U ⊆ V ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå èíâàðè-
àíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W ⊆ V òàêîå, ÷òî

V = U ⊕W.
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Ñâîéñòâî âïîëíå ïðèâîäèìîñòè íàñëåäóåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ïîäïðîñòðàíñòâàì.

Åñëè R âïîëíå ïðèâîäèìî è êîíå÷íîìåðíî, òî ïîñëåäîâàòåëüíûì ðàçëîæåíèåì
V íà èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è äîïîëíèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî ïîëó÷èì

V = U1 ⊕ . . .⊕ Us,

ãäå â Ui íåò èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî R |Ui .
R |Ui= Ri íåïðèâîäèìû.

R(g) =


R1(g) . . . . . . 0
... R2(g)

...
...

. . .
...

0 . . . . . . Rs


Ðåøåíèå çàäà÷ íà ïîèñê èíâàðèàíòíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâ

Êàê èñêàòü èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà èëè äîêàçûâàòü íåïðèâîäèìîñòü?

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V åñòü èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U . Äëÿ v ∈ U

R(g)v ∈, ∀g ∈ G,∑
i

λiR(gi)v ∈ U, ∀gi ∈ G.

Ïîëó÷àåì, ÷òî U ⊂ U(v) = {
∑
i

λiR(gi)v | λi ∈ K, gi ∈ G} - íàèìåíüøåå èíâàðè-
àíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå âåêòîð v.

Åñëè ∀v ∈ V, v 6= 0 âûïîëíåíî U(v) = V , òî â V íåò íåòðèâèàëüíûõ èíâàðèàíò-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ è ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî.

Çàäà÷à. Ìîíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G = Sn â ïðîñòðàíñòâå V =
Kn, charK 6= 0 . Ðàçëîæèòü åãî â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ðåøåíèå. Íà÷íåì ñ ïîèñêà êàêîãî-òî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

U = {x | x1 = . . . = xn} = 〈e1 + e2 + . . .+ en〉

dimU = 1 Äîïîëíèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî äîëæíî áûòü n + 1-
ìåðíî. Òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â Kn çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì.

W = {x | x1 + . . .+ xn = 0}

Ïîêàæåì, ÷òî U ∩W = {0}. Åñëè x ∈ V ∩W , òî x1 = . . . = xn = 0.
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Â U áîëüøå íåò íåòðèâèàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îòíîñèòåëüíîR |U ,
ò.ê. U îäíîìåðíî. R |U íåïðèâîäèìî.

Ðàññìîòðèì R |W è ïîèùåì èíâàðèàíòíûå ïîäñïðîñòðàíñòâà â W . Âîçüìåì âåê-
òîð (x1, . . . , xn) = x ∈ W, x 6= 0 è ïðèìåíèì ê íåìó ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

∑
i

λiR(gi).

x1 + . . .+ xn = 0 ⇒ ∃xi 6= xj

Ïîäåéñòâóåì íà x ïåðåñòàíîâêîé σ = (i, j), ïîëó÷èì âåêòîð

(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn) → (x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xn) = y = R(i, j)x

x− y = (0, . . . , 0, xi − xj︸ ︷︷ ︸
i

, 0, . . . , 0, xj − xi︸ ︷︷ ︸
j

, 0, . . . , 0)

Ñîêðàòèì íà ÷èñëî xi − xj, ïîëó÷èì âåêòîð

0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
i

, 0, . . . , 0, −1︸︷︷︸
j

, 0, . . . , 0) = ei − ej

Äåéñòâóÿ ðàçíûìè ïåðåñòàíîâêàìè σ, ìîæåì ïîëó÷èòü

R(σ)(ei − ej) = ek − el ∀k 6= l

Òàêèå âåêòîðû ïîðîæäàþò âñå W .
Òåì ñàìûì, ñòàðòîâàâ ñ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà è ïðèìåíÿÿ ïîäñòàíîâêè è ëè-
íåéíûå êîìáèíàöèè, ìîæåì ïîëó÷èòü âñå ïðîñòðàíñòâî W , ñëåäîâàòåëüíî, R |W
íåïðèâîäèìî.

Îòâåò: V = U ⊕W , ãäå U = {x | x1 = . . . = xn}, W = {x | x1 + . . .+ xn = 0}.
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Ëåêöèÿ 13

Òåîðåìà Ìàøêå. Êîíòðïðèìåðû

Íà ïðîøëîì ñåìèíàðå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îïèñàíèå âïîëíå ïðèâîäèìûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Âîïðîñ: êîãäà âñå
ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû âïîëíå ïðèâîäèìû?

Òåîðåìà 13.3. (Òåîðåìà Ìàøêå)
Ëþáîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè
0 âïîëíå ïðèâîäèìî.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå êîíå÷íîñòè ãðóïïû è óñëîâèå charK = 0 ñóùåñòâåííû.

Êîíòðïðèìåð äëÿ |G| = ∞. Çàäà÷à 69.1 G = Z, K = C. Ïðåäñòàâëåíèå
çàäàíî ìàòðèöàìè

R : Z→ GL2(C),

R(n) =

(
1 n
0 1

)
.

Äîêàçàòü, ÷òî R ïðèâîäèìî, íî íå âïîëíå ïðèâîäèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî R - äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëåíèå.
Ïðîâåðèì, ÷òî R - ãîìîìîðôèçì. Äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

R(n) · R(m) = R(n+m)(
1 n
0 1

)(
1 m
0 1

)
=

(
1 · 1 + n · 0 1 ·m+ n · 1
0 · 1 + 1 · 0 0 ·m+ 1 · 1

)
=

(
1 m+ n
0 1

)
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî R - ïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå. V = C2, â íåì íóæíî óêàçàòü
èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Íàïîìèíàíèå: Â ñîãëàñîâàííîì áàçèñå ïîäïðîñòðàíñòâà (ò.å. e1, . . . , em︸ ︷︷ ︸

áàçèñ U

, em+1, . . . , en

- áàçèñ V )

R(g) =

(
R(g) |U ∗

0 ∗

)
Â ñòîëáöàõ ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñòîÿò îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî

U = 〈e1〉 − èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî R íå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðèâîäèìûì, ò.å. ÷òî íå ó êàæäîãî
èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà åñòü èíâàðèàíòíîå äîïîëíåíèå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó U ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
W

V = U ⊕W
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Òîãäà dimW = dimV − dimU = 2 − 1 = 1, çíà÷èò, W ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì
âåêòîðîì W = 〈e′2〉. Ìàòðèöà îïåðàòîðà â ñîãëàñîâàííîì ñ U è W áàçèñå äîëæíà
èìåòü äèàãîíàëüíûé âèä. Ýòî âûïîëíåíî â áàçèñå e1, e

′
2. Â íîâîì áàçèñå

R′(n) =

(
1 0
0 λ(n)

)
R(n) è R′(n) - ìàòðèöû îäíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ. det R′(n) =
λ(n) = det R(n) = 1, ò.ê. îïðåäåëèòåëü íå çàâèñèò îò áàçèñà.

R′(n) =

(
1 0
0 1

)
Ìàòðèöû âñåõ îïåðàòîðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ R íå ìîãóò â íåêîòîðîì áàçèñå ñòàòü åäè-
íè÷íûìè, ò.ê. åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà - ýòî ìàòðèöà åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà. Òîãäà ìàò-
ðèöà ýòîãî îïåðàòîðà â ëþáîì áàçèñå äîëæíà áûòü åäèíè÷íîé. Ïðîòèâîðå÷èå, R íå
âïîëíå ïðèâîäèìî.

Äîìàøíåå çàäàíèå: Êîíòðïðèìåð äëÿ |G| <∞. Çàäà÷à 69.2 Äîêàçàòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå

ρ : 〈a〉p → GL2(Fp),
ãäå p - ïðîñòîå,

ρ(ak) =

(
1 k · 1
0 1

)
ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì äâóìåðíûì ïðåäñòàâëåíèåì öèêëè÷åñêîé ãðóïïû 〈a〉p è íå
ýêâèâàëåíòíî ïðÿìîé ñóììå äâóõ îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé
àáåëåâîé ãðóïïû

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ãðóïïû G íàä
ïîëåì C (charC = 0).

Çàäà÷à: îïèñàòü âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ G íàä C.

I. G àáåëåâà.

Òåîðåìà 13.4. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï íàä C âñåãäà
îäíîìåðíû.

Îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå - ýòî ãîìîìîðôèçì

R : G→ GL1(C) = C×.

Âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðè-
ìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï

G = 〈g1〉m1 × . . .× 〈gs〉ms .
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Îïðåäåëèì, êóäà ïðè ãîìîìîðôèçìå R îòîáðàæàþòñÿ ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû
ýòèõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï g1, . . . , gs.

R(gi) = εi, εmii = 1.

g1, . . . , gs ïåðåõîäÿò â êîìïëåêñíûå êîðíè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé èç 1.
∀g ∈ G ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå

g = gk11 · . . . · gkss .

R(g) = εk11 · . . . · εkss
Ïðåäñòàâëåíèå R ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì εi : R = Rε1,...,εs , εi ∈ Umi .
Íàîáîðîò: äëÿ êàæäîãî íàáîðà ε1, . . . , εs ôîðìóëà

R(g) = εk11 · . . . · εkss

çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå R. Îò âûáîðà ïîêàçàòåëåé ki ïî ìîäóëþ mi ïðåäñòàâ-
ëåíèå íå çàâèñèò. Õîòÿ ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà g = gk11 · . . . · gkss îïðåäåëåíî íå
îäíîçíà÷íî, ïîêàçàòåëè ki îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êðàòíûõ
mi, ò.ê. ε

mi
i = 1.

Êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G íàä C ðàâíî

m1 · . . . ·ms = |G|.

Èòàê, êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé àáåëå-
âîé ãðóïïû ðàâíî ïîðÿäêó ýòîé ãðóïïû.

Ïðèìåð G = V4 = {e, a, b, c}. Îïèøåì âñå åå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ íàä C.

Ðàçëîæèì G â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï

V4 ⊃ 〈a〉2, 〈b〉2, 〈c〉2

〈a〉2 ∩ 〈b〉2 = {e}, ò.ê. 〈a〉2 = {e, a}, 〈b〉2 = {e, b}. Ïðè ýòîì a · b = c, îòêóäà 〈a〉2, 〈b〉2
îáðàçóþò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.

V4 = 〈a〉2 × 〈b〉2
Òåïåðü îïèøåì íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿG. Âñåãî òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé |G| =

4.

e âñåãäà ïåðåõîäèò â 1, ò.ê. îòîáðàæåíèå - ãîìîìîðôèçì. Ýëåìåíòû a è b ïîðÿäêà
2 ìîãóò ïåðåõîäèòü òîëüêî â ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2 â C, ò.å. â ±1. Ýëåìåíò c îòîáðà-
æàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå îáðàçîâ a è b.

118

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

e a b c
R1 1 1 1 1
R2 1 1 -1 -1
R3 1 -1 1 -1
R4 1 -1 -1 1

Ýòà òàáëèöà ïîëíîñòüþ îïèñûâàåò âñå íåïðèâîäèìûå (îíè æå îäíîìåðíûå) ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû V4. Òàê ìîæíî îïèñûâàòü îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîé êî-
íå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû. Åñëè ãðóïïà áîëüøàÿ, äîñòàòî÷íî óêàçàòü, êóäà ïåðåõîäÿò
åå ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû.

Äîìàøíåå çàäàíèå: 70.2 æ),ç), 70.10.

Çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé
ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû

II. G ïðîèçâîëüíà, îïèøåì åå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ.

Îäíîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå - ýòî ãîìîìîðôèçì

R : G→ C×.

C× àáåëåâà, çíà÷èò, Im R àáåëåâ. Ïðè ýòîì îáðàç - ýòî ôàêòîðãðóïïà ïî ÿäðó,
Ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðî ñîäåðæèò êîììóòàíò

Ker R ⊃ G′.

Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ π : G → G/G′, à ïîñêîëüêó Ker R ⊃ G′

ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì
R : G/G′ → C

òàêîé, ÷òî
R = R ◦ π,

R(gG′) = R(g).

Îïðåäåëåíèå R êîððåêòíî, ò.ê. îò ïðåäñòàâèòåëÿ ñìåæíîãî êëàññà g íå çàâè-
ñèò îáðàç R(g). Åñëè óìíîæèòü g íà ýëåìåíò èç G′, òî îáðàç g óìíîæèòñÿ íà
îáðàç ýëåìåíòà èç G′, à Ker R ⊃ G′.

Âîçíèêàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îäíîìåðíûìè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿìè ñàìîé ãðóïïû G è îäíîìåðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè G/G′.

R ↔ R

G/G′ àáåëåâà, îïèñàíèå åå îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé èçâåñòíî.
Êàê ñëåäñòâèå, êîëè÷åñòâî îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïðîèçâîëüíîé êîíå÷-
íîé ãðóïïû G íàä C ðàâíî |G/G′|.
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Ïðèìåð. Îïèñàòü âñå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G = S3 ×D5.

Ñíà÷àëà íàéäåì êîììóòàíò, à çàòåì G/G′.

G′ = (S3 ×D5)
′ = S ′3 ×D′5 = A3 ×R5.

G/G′ = S3/A3 ×G5 R5

|S3/A3| = 2, ýòà ôàêòîðãðóïïà ñîñòîèò èç äâóõ ñìåæíûõ êëàññîâ: ÷åòíûõ ïîäñòà-
íîâîê è íå÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê. Åäèíè÷íûé ýëåìåíò â íåé A3. Êëàññ íå÷åòíûõ ïîä-
ñòàíîâîê - ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ïîðÿäêà 2.
|D5/R5| = 2, ýòà ôàêòîðãðóïïà ñîñòîèò èç äâóõ ñìåæíûõ êëàññîâ: ïîâîðîòîâ è ñèì-
ìåòðèé. Åäèíè÷íûé ýëåìåíò â íåé R5. Ñèììåòðèè - ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ïîðÿäêà
2.

Òàêèì îáðàçîì, G/G′ - ýòî ïðîèçâåäåíèå äâóõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêà 2,
|G/G′| = 4. Òîãäà åñòü 4 îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâäåíèÿ G/G′ íàä C.

Ñíà÷àëà îïèøåì R, à ïîòîì ñîãëàñíî îïèñàíèþ R = R ◦ π, âûïèøåì, êóäà îòîá-
ðàæàåòñÿ ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû G.

÷åòíûå ïîäñòàíîâêè íå÷åòíûå ïîäñòàíîâêè ïîâîðîòû ñèììåòðèè
R1 1 1 1 1
R2 1 1 1 -1
R3 1 -1 1 1
R4 1 -1 1 -1

Êëàññû ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê è ïîâîðîòîâ ïåðåõîäÿò â 1, ò.ê. ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëü-
íûìè ýëåìåíòàìè. Êëàññû íå÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê è ñèììåòðèé - ýòî ïîðîæäàþùèå
ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2, çíà÷èò, ïåðåõîäèòü îíè ìîãóò òîëüêî â ýëåìåíòû ïîðÿäêà 2.
ò.å. ±1.

Çàìåòèì, ÷òî
G/G′ ' Z2 × Z2 ' V4.

Îïðåäåëèì òåïåðü, êóäà îòîáðàæàåòñÿ ýëåìåíò g ∈ G. Çàìåòèì, ÷òî g = (σ, d) =
(σ, e) · (e, d). Çíà÷èò, íóæíî îïðåäåëèòü. êóäà îòîáðàæàþòñÿ ïàðû (σ, e), (e, d) è
ïåðåìíîæèòü ðåçóëüòàòû.

g = (σ, e) · (e, d)
R1 1 · 1 = 1
R2 1 · det d = det d
R3 sgnσ · 1 = sgnσ
R4 sgnσ · det d
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R1 îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.
R2 : σ îòîáðàæàåòñÿ â 1, à d îòîáðàæàåòñÿ â 1, åñëè d ïîâîðîò (ñîáñòâåííîå
äâèæåíèå) è â -1, åñëè d ñèììåòðèÿ (íåñîáñòâåííîå äâèæåíèå). Ïîä òàêîå îïèñàíèå
ïîäõîäèò èíâàðèàíò det g.
R3 : d îòîáðàæàåòñÿ â 1, à σ îòîáðàæàåòñÿ â 1, åñëè σ ÷åòíà è â -1, åñëè σ íå÷åòíà.
Ïîä òàêîå îïèñàíèå ïîäõîäèò sgnσ.
R4 ñëåäóåò èç R2 è R3.

Äîìàøíåå çàäàíèå:Îïèñàòü âñå êîìïëåêñíûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóï-
ïû A4 ×D4.

Çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ ïðåäñòàâëåíèé ïðîèçâîëüíîé
ãðóïïû

III. Îáùèé ñëó÷àé.

Ôàêòû èç ëåêöèé:
1. Êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû G ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà ðàâíî êîëè÷åñòâó êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè â G.
Ïóñòü Ri : G → GL(Vi), i = 1, . . . , s. - âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ.
Îáîçíà÷èì ni = dimVi.
2. n1 + . . .+ ns = |G|.
3. Êîëè÷åñòâî ni = 1 ðàâíî |G/G′|.

×àñòî ýòèõ òðåõ îãðàíè÷åíèé áûâàåò äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàéòè n1, . . . , ns.

Îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Dn

1) Ñíà÷àëà íàéäåì êîëè÷åñòâî s íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Äëÿ ýòîãî íóæíî
ïîíÿòü, êàê óñòðîåíû êëàññû ñîïðÿæåííîñòè â Dn. Ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ.

1. n = 2m+ 1. Âñåãî s = m+ 2 êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè.

êëàññû ñîïðÿæåííîñòè èõ êîëè÷åñòâî
âñå ñèììåòðèè 1
{r, r−1}, r 6= id m

{id} 1

2. n = 2m. Âñåãî s = m+ 3 êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè.
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êëàññû ñîïðÿæåííîñòè èõ êîëè÷åñòâî
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëåé 1

ñèììåòðèè îò-íî îñåé, ñîåäèí-õ ñåðåäèíû ïðîòèâîï. ñòîðîí 1
{r, r−1}, r 6= id, rπ m-1

{id} 1
{rπ} 1

2) Íàéäåì êîììóòàíò.

D′n =

{
Rn, n = 2m+ 1, |Dn/D

′
n| = 2

Rn
2
, n = 2m, |Dn/D

′
n| = 4

Ò.î. åñëè n íå÷åòíî, åñòü 2 îäíîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ, à åñëè n ÷åòíî, òî 4.

3) Íàéäåì îñòàëüíûå ðàçìåðíîñòè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, n1 ≤ . . . ≤ ns.

1. n = 2m+ 1. n1 = n2 = 1 ≤ n3 ≤ n4 ≤ . . . ≤ nm+2.

n2
1 + n2

2 + . . .+ n2
m+2 = |Dn| = 2n = 4m+ 2

n2
3 + . . .+ n2

m+2 = 4m

Â ïîñëåäíåé ñóììå m ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì öå-
ëîãî ÷èñëà > 1. Îòñþäà

n3 = n4 = . . . = nm+2 = 2.

2. n = 2m. n1 = n2 = n3 = n4 = 1 ≤ n5 ≤ n6 ≤ . . . ≤ nm+3.

n2
1 + n2

2 + . . .+ n2
m+3 = |Dn| = 2n = 4m

n2
5 + . . .+ n2

m+2 = 4m− 4

Â ïîñëåäíåé ñóììå m− 1 ñëàãàåìîå, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì
öåëîãî ÷èñëà > 1. Îòñþäà

n5 = n6 = . . . = nm+3 = 2.

4) Äîìàøíåå çàäàíèå: îïèñàòü îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ Dn.
Îïèøåì äâóìåðíûå íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ Dn. Ðàíåå áû-
ëî ïîêàçàíî, ÷òî

Dn = Rn h 〈s〉2 = 〈r 2π
n
〉n h 〈s〉2,

ãäå Rn - ãðóïïà ïîâîðîòîâ, à s - íåêîòîðàÿ ñèììåòðèÿ.

×òîáû çàäàòü ïðåäñòàâëåíèå R : Dn → GL(V ), dimV = 2 íà ëþáîì ýëåìåíòå
Dn, äîñòàòî÷íî åãî çàäàòü íà r = r 2π

n
è íà s.
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Îáîçíà÷èì R(r) = A, R(s) = B. Ïîñêîëüêó o(r) = n, An = E , àíàëîãè÷íî
B2 = E .

Áîëåå òîãî, ìåæäó A è B ñóùåñòâóåò ñîîòíîøåíèå.

srs−1 = r−1 sr = r−1s rs = sr−1

AB = BA−1

Îãðàíè÷èì ïðåäñòàâëåíèå R íà ïîäãðóïïó ïîâîðîòîâ R |Rn . Rn - öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà, ñëåäîâàòåëüíî, îíà àáåëåâà. Âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àáåëå-
âûõ ãðóïï îäíîìåðíû. Ïðåäñòàâëåíèå R |Rn äâóìåðíî, ò.å. ïðèâîäèìî. Îíî
ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ îäíîìåðíûõ.

V = V1⊕V2 = 〈e1〉⊕〈e2〉, e1, e2 - áàçèñ V , îïåðàòîð A â ýòîì áàçèñå äèàãîíàëåí.

A =

(
λ 0
0 µ

)
, λn = µn = 1.

Âîçüìåì ïåðâûé áàçèñíûé âåêòîð e1 (îí ÿâëÿåòñÿ äëÿ îïåðàòîðà A ñîáñòâåí-
íûì âåêòîðîì ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ) è ïîäåéñòâóåì íà íåãî îïåðàòîðîì
B.
a) B ∼ e1, íî òîãäà e1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì è äëÿ îïåðàòîðà
A, è äëÿ îïåðàòîðà B. Çíà÷èò, îí ïîðîæäàåò èíâàðèàíòíîå îäíîìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî 〈e1〉 = U ⊂ V äëÿ R. Íî ýòî íå òàê (ïðåäñòàâëåíèå
íåïðèâîäèìî), ïðîòèâîðå÷èå.

b) B � e1.
ABe1 = BA−1e1 = λ−1Be1 ⇒ µ = λ−1

Äðóãèìè ñëîâàìè,

A =

(
λ 0
0 λ−1

)
, λ = εk = cos

2πk

n
+ i sin

2πk

n
. (13.1)

Ïîëîæèì e2 = Be1, òîãäà â áàçèñå e1, e2 ìàòðèöà A èìååò âèä (13.1), à
ìàòðèöà B åñòü ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè áàçèñíûõ âåêòîðîâ

B =

(
1 0
0 1

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïèñàëè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A è B.

Â (13.1) k = 1, . . . , n, à äâóìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé äîëæíî áûòü
ëèáî m, ëèáî m − 1. Ñðåäè ïîëó÷èâøèõñÿ n ïðåäñòàâëåíèé åñòü îäèíàêîâûå.
Íàïðèìåð, åñëè ìû ñ ïîìîùüþ B ïåðåñòàâèì áàçèñíûå âåêòîðû, òî ÷èñëà
λ, λ−1 â ìàòðèöå A çàìåíÿòñÿ íà îáðàòíûå. Òàêèì îáðàçîì, èç âñåõ êîðíåé
λ = εk íóæíî áðàòü òîëüêî ïîëîâèíó.
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Òàêæå λ íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1 è -1, ò.ê. îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñêà-
ëÿðíûì, è ëþáîé ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà B äàåò èíâàðèàíòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, êîòîðîãî áûòü íå äîëæíî.

Èòàê, êà÷åñòâå λ íóæíî áðàòü òîëüêî εk èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî m, åñëè n = 2m+ 1 è m− 1, åñëè n = 2m.

Äîìàøíåå çàäàíèå: îïèñàòü íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï
A4 è Q8.
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Ëåêöèÿ 14

Êîëüöà, àëãåáðû, ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 14.39. Êîëüöî (A,+, ·) - ýòî ìíîæåñòâî A ñ äâóìÿ áèíàðíûìè
îïåðàöèÿìè (ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ) òàêîå, ÷òî
1. (A,+) - àáåëåâà ãðóïïà;
2. Âûïîëíåíî ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè

(x+ y) · z = x · z + y · z
z · (x+ y) = z · x+ z · y ∀x, y, z ∈ A.

Åñëè îïåðàöèÿ óñìíîæåíèÿ îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûìè ñîéñòâàìè, òî ïîëó÷èì,
ñîîòâåòñòâåííî, êîììóòàòèâíîå êîëüöî, àññîöèàòèâíîå êîëüöî, êîëüöî ñ åäèíèöåé è
ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 14.40. Àëãåáðà (A,+, ·,×K) íàä ïîëåì K - ýòî ìíîæåñòâî ñ îïå-
ðàöèÿìè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ òàêîå, ÷òî
1. (A,+,×K) - âåêòîðíîå ïîëå;
2. Óìíîæåíèå A× A→ A ëèíåéíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.

Ïðèìåðû.

Êîëüöà

1) Ëþáîå ïîëå.

2) Z àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1.

3) Zm àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Åñëè m ïðîñòîå, òî ýòî ïîëå (íåò
äåëèòåëåé íóëÿ), à åñëè m ñîñòàâíîå, òî äåëèòåëè íóëÿ åñòü.

Àëãåáðû

1) Matn(K) - àññîöèàòèâíàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ 1.

2) K[x1, . . . , xn] - êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ 1.

3) R3 ñ îïåðàöèåé âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ - íåàññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà. Âìåñòî àñ-
ñîöèàòèâíîñòè âûïîëíåíî òîæäåñòâî ßêîáè. Êðîìå òîãî, âåêòîðíîå óìíîæå-
íèå àíòèêîììóòàòèâíî: åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ìíîæèòåëÿ, òî âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå ïîìåíÿåò çíàê. Ýòî ïðèìåð àëãåáðû Ëè (ñ àíòèêîììóòàòèâíûì
óìíîæåíèåì è òîæäåñòâîì ßêîáè).

4) Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ H - àññîöèàòèâíàÿ íåêîììóòàòèâíàÿ ñ 1 àëãåáðà ñ äå-
ëåíèåì (ó êàæäîãî íåíóëåâîãî åñòü îáðàòíûé).

Ïðåèìóùåñòâî àëãåáð ïåðåä êîëüöàìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî â èçó÷åíèè àëãåáð ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ïóñòü A - êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì K. Â íåé ìîæíî âûáðàòü áàçèñ
e1, . . . , en (áàçèñ A êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà). Ïîñêîëüêó A àëãåáðà, áàçèñíûå
âåêòîðû ìîæíî ïåðåìíîæàòü

ei · ej = c1ije1 + c2ije2 + . . .+ cnijen =
n∑
k=1

ckijek,

ckij ∈ K - ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû A. Îíè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó
óìíîæåíèÿ â A.

∀x, y ∈ A : x = x1e1 + . . .+ xnen, y = y1e1 + . . .+ ynen,

x · y =
n∑

i,j=1

xiyjeiej =
n∑

i,j,k=1

ckijxiyjek,

ïîñêîëüêó óìíîæåíèå ëèíåéíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.

×òîáû çàäàòü ñòðóêòóðó êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå A,
äîñòàòî÷íî çàäàòü êîíå÷íûé íàáîð (n3) ñêàëÿðîâ ckij ∈ K. Áîëåå òîãî, ñòðóêòóðíûå
êîíñòàíòû îïðåäåëÿþò íå òîëüêî îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, íî è âñå ñâîéñòâà àëãåáðû.

Òàê, íàïðèìåð, êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îçíà÷àåò ñèììåòðèþ ckij ïî äâóì
íèæíèì èíäåêñàì: ckij = ckji ∀i, j, k. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü êîììóòàòèâíîñòü òîëüêî
äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Óïðàæíåíèå. Ñôîðìóëèðîâàòü ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè íà ÿçûêå ñòðóêòóðíûõ
êîíñòàíò.

Çàìå÷àíèå 14.2. Íàáîð ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò äëÿ äàííîé àëãåáðû îïðåäåëåí
íåîäíîçíà÷íî: îí çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò ìîæíî îïðåäåëèòü èçîìîðôíîñòü
äâóõ àëãåáð.

Óòâåðæäåíèå 14.11. A ' A′ ⇔ â íåêîòîðûõ áàçèñàõ e1, . . . , en äëÿ A è e′1, . . . , e
′
n

äëÿ A′ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû A è A′ îäèíàêîâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôèçìà. Åñëè 2 àëãåáðû èçîìîðô-
íû, òî ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå ñîãëàñîâàíî
ñî âñåìè îïåðàöèÿìè: ñëîæåíèåì, óìíîæåíèåì è óìíîæåíèåì íà ñêàëÿð. Â ÷àñòíî-
ñòè, ñîãëàñîâàííîñòü ñ óìíîæåíèåì íà ñêàëÿð îçíà÷àåò èçîìîðôíîñòü âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ.
Ïðè ýòîì èçîìîðôèçìå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà A ïåðåõîäèò â áàçèñ ïðîñòðàíñòâà A′.
Ïîñêîëüêó èçîìîðôèçì ñîãëàñîâàí åùå è ñ óìíîæåíèåì, òî íå èìååò çíà÷åíèÿ, â
êàêîì ïîðÿäêå äåéñòâîâàòü: ñíà÷àëà ïåðåìíîæèòü 2 âåêòîðà áàçèñà â A, à ïîòîì
ïåðåéòè â A′ èëè ñíà÷àëà çàìåíèò ei íà e

′
i, à ïîòîì ïåðåìíîæèòü èõ â àëãåáðå A′.
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Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû A â áàçèñå e1, . . . , en è ñòðóêòóðíûå
êîíñòàíòû A′ â áàçèñå e′1, . . . , e

′
n îäèíàêîâû.

È íàîáîðîò: åñëè ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû A è A′ îäèíàêîâû, òî àëãåáðû èçîìîðô-
íû, ò.ê. èõ ìîæíî îòîæäåñòâèòü äðóã ñ äðóãîì, ñîïîñòàâèâ áàçèñû.

Îïèñàíèå àëãåáð ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò

Çàäà÷à 63.21 à) Ïåðå÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå äâóìåðíûå àë-
ãåáðû ñ åäèíèöåé íàä C.

Ðåøåíèå. Ïóñòü A - äâóìåðíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä C. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ
íàáîðîì ñâîèõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò â íåêîòîðîì áàçèñå. Âûáåðåì áàçèñ â A: (1, e)
- îí ñîñòîèò èç åäèíèöû è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà.

Âûïèøåì ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû, ò.å. çàêîí ïåðåìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
Ïåðåìíîæåíèå ñ åäèíèöåé îñòàâëÿåò ýëåìåíò íà ìåñòå, ò.å. 1·1 = 1, 1·e = e, e·1 = e.
Ïî-ðàçíîìó ìîæåò áûòü óñòðîåíî óìíîæåíèå e íà ñåáÿ, ïîëó÷èòñÿ êàêîé-òî ýëåìåíò
àëãåáðû A, êîòîðûé ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó.

e2 = α · 1 + β · e, α, β ∈ C (14.1)

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî íàçâàòü ñòðóêòóðíûì óðàâíåíèåì äëÿ àëãåáðû A. Îíî ïîë-
íîñòüþ çàäàåò îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ.

Òåì ñàìûì, âñå äâóìåðíûå àëãåáðû íàä C ñ åäèíèöåé îïðåäåëÿþòñÿ äâóìÿ êîì-
ïëåêñíûìè ïàðàìåòðàìè.

Èçîìîðôèçì àëãåáð çàäàåòñÿ çàìåíîé áàçèñà: åñëè ìîæíî ïîìåíÿòü áàçèñ A òàê,
÷òî ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå èçìåíèòñÿ è ïðåâðàòèòñÿ â ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå äðó-
ãîé àëãåáðû ñ äðóãèìè êîíñòàíòàìè α è β, òî A áóäåò èçîìîðôíà ïîëó÷åííîé àë-
ãåáðå.

Óïðîñòèì ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ çàìåíû áàçèñà. Âûäåëèì â (14.1)
ïîëíûé êâàäðàò.

e2 − β · e− α · 1 = 0

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C ⊂ A, åñëè ïðåäñòàâèòü ýòî ïîëå êàê C ·1. Àëãåáðà ñ åäèíèöåé
ñîäåðæèò ïîëå â êà÷åñòâå ïîäàëãåáðû, ïîýòîìó ìíîæèòåëü 1 äàëåå íå ïèøåì.(

e− β

2

)2

− β2

4
− α = 0

(
e− β

2

)2

= α +
β2

4
(14.2)

Çàìåíà áàçèñà:

(1, e) → (1, e′) =

(
1, e− β

2

)
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Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (14.2) ÷åðåç γ, òîãäà ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå â íîâîì áàçèñå
ïðèìåò âèä

(e′)2 = γ.

Ïîëó÷èëè ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîãî ïàðàìåòðà. Ëþáàÿ èç àë-
ãåáð íàøåãî êëàññà èçîìîðôíà îäíîé èç àëãåáð, çàäàâàåìûõ ïàðàìåòðîì γ.

Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó áàçèñà, ÷òîáû îêîí÷àòåëüíî èçáàâèòüñÿ îò ïàðàìåòðà.

1) γ 6= 0

(1, e′) → (1, e′′) = (1,
e′
√
γ

)

Ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

(e′′)2 = 1

Îáîçíà÷èì àëãåáðó ñ òàêèì óðàâíåíèåì A′′.

2) γ = 0, ïàðàìåòð óæå îòñóòñòâóåò. Ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

(e′)2 = 0

Îáîçíà÷èì àëãåáðó ñ òàêèì óðàâíåíèåì A′.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ äâóìåðíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì C èçîìîðôíà ëèáî
A′, ëèáî A′′.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî A′ è A′′ íå èçîìîðôíû äðóã äðóãó.
Äåéñòâèòåëüíî, â àëãåáðå A′ åñòü ýëåìåíò a 6= 0 òàêîé, ÷òî a2 = 0. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü a = e′.
Ïóñòü òåïåðü a ∈ A′′, òîãäà

a = λ · 1 + µ · e′′.

a2 = λ2 + 2λµe′′ + µ2(e′′)2 = (λ2 + µ2) · 1 + 2λµe′′ = 0⇔

{
λ2 + µ2 = 0

2λµ = 0
⇔

{
λ = 0

µ = 0

Åäèíñòâåííûé ýëåìåíò â A′′ ñî ñâîéñòâîì a2 = 0 - íóëåâîé, à â àëãåáðå A′ ñóùåñòâó-
åò íåíóëåâîé ýëåìåíò ñ òàêèì ñâîéñòâîì.

Îòâåò: A′, A′′

Äîìàøíåå çàäàíèå: 63.21 á), 63.22 à).

Çàìå÷àíèå. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî äâå àëãåáðû èçîìîðôíû, íóæíî ïðîñòî ïî-
ñòðîèòü èçîìîðôèçì: çàìåíèòü áàçèñ è ïîëó÷èòü òàêèå æå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû.
×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî äâå àëãåáðû íå èçîìîðôíû, íóæíî íàéòè ðàçëè÷àþùåå ñâîé-
ñòâî, ñôîðìóëèðîâàííîå â òåðìèíàõ îïåðàöèé àëãåáðû.
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Èäåàëû

Îïðåäåëåíèå 14.41. Èäåàë â êîëüöå/àëãåáðå - ýòî ïîäãðóïïà ïî ñëîæåíèþ I ⊂ A
äëÿ êîëüöà èëè ïîäïðîñòðàíñòâî I ⊂ A äëÿ àëãåáðû ñî ñâîéñòâîì
A · I ⊂ I (ëåâûé èäåàë)
I · A ⊂ I (ïðàâûé èäåàë)
A · I ⊂ I è I · A ⊂ I (äâóñòîðîííèé èäåàë)

Åñëè óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî, òî íåò ðàçíèöû ìåæäó ëåâûìè è ïðàâûìè èäåà-
ëàìè.

Çàäà÷à 64.8 à) A - äâóìåðíàÿ àëãåáðà íàä R ñ áàçèñîì (1, e), e2 = 0 . Íàéòè
âñå èäåàëû â A.

Ðåøåíèå. Àëãåáðà êîììóòàòèâíà, ò.ê. áàçèñíûå âåêòîðû êîììóòèðóþò. I - ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â A, â A áûâàþò íóëüìåðíûå, îäíîìåðíûå è äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà.

I1 = A

I2 = {0}

I = 〈a〉, a 6= 0

I1, I2 - òðèâèàëüíûå èäåàëû. Îíè åñòü â ëþáîé àëãåáðå.

Íóæíî îïðåäåëèòü, êàêèå îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè. Íóæ-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ýëåìåíòà I íà ëþáîé ýëåìåíò èç A ïîëó÷àåòñÿ
ýëåìåíò èç I. Äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ïðîâåðêó äëÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ: èç A âîçüìåì
1 è e, à èç I - ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò a.

1 · a ∈ I, ò.ê. 1 · a = a ∈ I.

e · a ∈ I - äëÿ êàêèõ a ýòî âûïîëíåíî?

a = α · 1 + β · e

e · a = αe+ βe2 = αe = λ · a = λ · α + λ · βe

Ïðè êàêèõ α, β ñóùåñòâóåò òàêîå λ? Ñðàâíèì êîýôôèöèåíòû ïðè 1 è e.{
α = λβ

λ · α = 0
⇒ α = 0, β − ïðîèçâîëüíî.

Èòàê, I = 〈a〉 - èäåàë ⇔ a ∼ β.

I = 〈β · e〉 = 〈e〉

Îòâåò: åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé èäåàë I = 〈e〉

Äîìàøíåå çàäàíèå: 68.8 á).
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Ôàêòîðêîëüöà è ôàêòîðàëãåáðû

Äâóñòîðîííèå èäåàëû â êîëüöàõ è ãðóïïàõ âûïîëíÿþò òó æå ðîëü ÷òî è íîðìàëü-
íûå ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ.

Îïðåäåëåíèå 14.42. Ôàêòîðêîëüöî/ôàêòîðàëãåáðà A/I, ãäå I - äâóñòîðîííèé
èäåàë, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôàêòîðãðóïïà ïî ñëîæåíèþ.
Óìíîæåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ:

(x+ I) · (y + I) = xy + I.

Çäåñü ñóùåñòâåííî, ÷òî èäåàë I äâóñòîðîííèé.

Ïðèìåðû.

1) A = Z
Ëþáîé èäåàë â Z ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîäãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ, à ëþáàÿ
ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû öèêëè÷åñêàÿ.
I = m · Z = (m) - ãëàâíûå èäåàëû (èäåàëû, ïîðîæäåííûå îäíèì ýëåìåíòîì).
Èç îïðåäåëåíèÿ âû÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî ôàêòîðêîëüöà èìåþò âèä

Z/mZ = Zm.

Òåðìèíîëîãèþ âû÷åòîâ èñïîëüçóþò è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôàêòîðêîëüöà. Îáî-
çíà÷åíèÿ äëÿ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî èäåàëó:
a+ I = a (mod I) - êëàññ âû÷åòîâ ýëåìåíòà a ïî ìîäóëþ èäåàëà I.
Åñëè èäåàë I ôèêñèðîâàí, òî äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì a+ I = a (mod I) = a.

2) Àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé A = K[x] (K- ïîëå).
Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ëþáîé èäåàë â A ïîðîæäàåòñÿ îäíèì ìíîãî-
÷ëåíîì I = (p) = {f = p · g | g ∈ K[x]}.
Îïèøåì F = K[x]/(p), ãäå p(x) = xn + c1x

n−1 + . . .+ cn.
Ñâîéñòâà F :

1. Âñå ýëåìåíòû F ìîæíî çàïèñàòü â êàíîíè÷åñêîì âèäå: ∀f ∈ F ∃! r ∈
K[x], deg r < n : r = f . Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî ñìåæíûå êëàññû (ýëå-
ìåíòû F ) âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ïðîíóìåðîâàòü ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè< n.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè f = p · q+ r, f − r ...p ⇒ f − r ∈
I ⇒ f = r.
Òàêèì îáðàçîì,

F ' {f ∈ K[x] | deg f < n = deg p}.

Ïðè ýòîì îïåðàöèè íàä ìíîãî÷ëåíàìè f íóæíî âûïîëíÿòü â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îïåðàöèÿìè â F , ò.å. ñëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ f è óìíîæåíèå èõ
íà êîíñòàíòû íå ìåíÿåòñÿ, íî åñëè ïðè ïåðåìíîæåíèè äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè < n ïîëó÷èòñÿ ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > n, òî íóæíî åãî ïîäåëèòü ñ
îñòàòêîì íà p.
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2. Èç ñâîéñòâà 1 ñëåäóåò, ÷òî ôàêòîðàëãåáðó ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðî-
ñòðàíñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè < n, òîãäà áàçèñîì ôàêòîðàëãåáðû áó-
äåò

1, x, x2, . . . , xn−1.

dimF = n = deg p

3. ßñíî, ÷òî àëãåáðà F êîììóòàòèâíà, àññîöèàòèâíà è ñîäåðæèò åäèíèöó.
F ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì, ò.å. ïîëåì ⇔ p íåïðèâîäèì.

Ïóñòü f ∈ F, f 6= 0 è p íåïðèâîäèì, íàéäåì f
−1
.

f 6= 0 ⇔ f /∈ I ⇒ f íå äåëèòñÿ íà p. Ïîñêîëüêó f íåïðèâîäèì, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî f âçàèìíî ïðîñò ñ p. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

1 = (f, p) = u · f + v · p.

Òîãäà

f
−1

= u.

Ýòî ïðàêòè÷åñêèé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà â F , åñëè F
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

4. Ïóñòü p íåïðèâîäèì. Òîãäà â èñõîäíîì ïîëåK ó ìíîãî÷ëåíà p íåò êîðíåé,
çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ deg p = 1. Â ïîëå F ó p åñòü êîðåíü - ýòî x.

p(x) = xn + c1x
n−1 + . . .+ cn

Îïåðàöèè íàä ñìåæíûìè êëàññàìè îïðåäåëÿþòñÿ êàê îïåðàöèè íàä èõ
ïðåäñòàâèòåëÿìè, à çàòåì íóæíî âçÿòü ñìåæíûé êëàññ. Ïîýòîìó îò x
ìîæíî ïåðåéòè ê ñàìîìó x, à ïîòîì âçÿòü ñìåæíûé êëàññ.

p(x) = xn + c1xn−1 + . . .+ cn = p = 0

K ⊂ F - ðàñøèðåíèå ïîëÿ K, â êîòîðîì p èìååò êîðåíü.

Ðåøåíèå çàäà÷ íà ïðèñîåäèíåíèå êîðíÿ

Çàäà÷à. Q[x] 3 p(x) = x3 − 3x+ 1, Q ⊂ F - ðàñøèðåíèå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíå-
íèåì êîðíÿ α ìíîãî÷ëåíà p. Âû÷èñëèòü α

α+1
.

Ðåøåíèå. Ïîëå F èçîìîðôíî ôàêòîðàëãåáðå Q[x]/(p), ýëåìåíòû F åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò α ñòåïåíè íå âûøå 2. Ïðåä-
ñòàâèì èñêîìóþ äðîáü â âèäå òàêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äåëåíèå = óìíîæåíèå íà îáðàòíûé ýëåìåíò ⇒ íóæíî íàéòè (α + 1)−1. Íóæíî
ïðåäñòàâèòü ÍÎÄ(α + 1, p) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ.

(x+ 1, x3 − 3x+ 1) = 1 = (ax2 + bx+ c)(x+ 1) + d(x3 − 3x+ 1)
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
x3 : a+ d = 0

x2 : b+ a = 0

x : b+ c− 3d = 0

1 : c+ d = 1

⇔


d = −a
b+ a = 0

b+ c+ 3a = 0

c− a = 1

⇔


b = −a
c+ 2a = 0

c− a = 1

⇔


b = 1

3

c = 2
3

a = −1
3

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3,

(α + 1)−1 = −1

3
α2 +

1

3
α +

2

3
.

α(α + 1)−1 = α

(
−1

3
α2 +

1

3
α +

2

3

)
= −1

3
α3 +

1

3
α2 +

2

3
α

Ïîëó÷èëè ìíîãî÷ëåí 3 ñòåïåíè, à íóæåí íå âûøå ñòåïåíè 2.
p(x) = 0 ⇒ α - êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x3 − 3x+ 1, α3 = 3α− 1. Òîãäà

−1

3
(3α− 1) +

1

3
α2 +

2

3
α = −α +

1

3
+

1

3
α2 +

2

3
α =

α2 − α + 1

3
.

Îòâåò:
α2 − α + 1

3
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