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Ëåêöèÿ 0

Ââîäíàÿ ëåêöèÿ

Â ýòîé ëåêöèè ìû íàïîìíèì íåêîòîðûé ìàòåðèàë ïåðâîãî ñåìåñòðà.

0.1 Ãðóïïû, ïîäãðóïïû, òåîðåìà Ëàãðàíæà

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ îïåðàöèåé

G×G −→ G, (a, b) 7−→ a ◦ b,

óäîâëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

� a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ G (çàêîí àññîöèàòèâíîñòè);

� ñóùåñòâóåò âûäåëåííûé ýëåìåíò 1 ∈ G, íàçûâàåìûé åäèíè÷íûì (èëè íåéòðàëüíûì) òà-
êîé, ÷òî a ◦ 1 = 1 ◦ a = a äëÿ ëþáîãî a ∈ G;

� äëÿ ëþáîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a−1 ∈ G íàçûâàåìûé îáðàòíûì òàêîé, ÷òî a◦a−1 =
a−1 ◦ a = 1.

Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé (èëè êîììóòàòèâíîé), åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî

� a ◦ b = b ◦ a äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ G.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå
÷èñëî åå ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ýòîé ãðóïïû è îáîçíà÷àåòñÿ |G|. Ïîäìíîæåñòâî H ⊂ G
ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, åñëè H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñ òîé æå îïåðàöèåé.

Ïðèâåäåì ñòàíäàðòíûå ïðèìåðû ãðóïï. Ýòè îáîçíà÷åíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿæå-
íèè âñåãî êóðñà.

Ïðèìåðû. (i) Åñëè k � ïîëå (íàïðèìåð, k = Q, R èëè C), òî ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ýëå-
ìåíòîâ k ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü k∗. Ìíîæåñòâî
âñåõ ýëåìåíòîâ k ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ. Ýòó ãðóïïó ìû áóäåì îáîçíà÷àòü k+.

(ii) Sn � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà (ãðóïïà ïîäñòàíîâîê), An ⊂ Sn � çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà
(ïîäãðóïïà ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê).

(iii) GLn(k) � ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà íàä ïîëåì k (ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà
n×n), SLn(k) ⊂ GLn(k) � ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà (ïîäãðóïïà ìàòðèö ñ îïðåäåëèòå-
ëåì 1).
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(iv) Q8 � ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ, ïîäãðóïïà â GL2(C), ñîñòîÿùàÿ èç âîñüìè ýëåìåíòîâ ±1, ± i,
± j, ±k, ãäå

1 := E, i :=

(
i 0
0 −i

)
, j :=

(
0 1
−1 0

)
, k :=

(
0 i
i 0

)
.

(v) µn := {z ∈ C | zn = 1} � ãðóïïà êîðíåé ñòåïåíè n èç 1.

(vi) Z/nZ � ãðóïïà êëàññîâ âû÷åòîâ (ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ).

(vii) Îòîáðàæåíèå àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà An
k â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì ïðå-

îáðàçîâàíèåì, åñëè îáðàç ëþáîé ïðÿìîé � ïðÿìàÿ. Âñå àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ An
k îá-

ðàçóþò ãðóïïó àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Affn(k). Îíà ñîäåðæèò ïîäãðóïïó ïàðàëëåëüíûõ
ïåðåíîñîâ TranAffn(k).

(viii) Îòîáðàæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ äâèæåíèåì, åñëè
îíî ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ. Âñå äâèæåíèÿ En îáðàçóþò ãðóïïó äâèæåíèé EAffn, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â Affn(R).

(ix) Âñå äâèæåíèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E2, ïåðåâîäÿùèå â ñåáÿ ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê Γn,
îáðàçóþò ïîäãðóïïó Dn ⊂ EAff2. Îíà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé äèýäðà.

(x) Âñå äâèæåíèÿ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E3, ïåðåâîäÿùèå â ñåáÿ ïðàâèëüíûé òåòðàýäð (ñî-
îòâåòñòâåííî, êóá), îáðàçóþò ïîäãðóïïó â EAff3, ãðóïïó äâèæåíèé òåòðàýäðà (ñîîòâåò-
ñòâåííî, êóáà).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïà äâèæåíèé èêîñàýäðà.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü S ⊂ G � ïîäìíîæåñòâî. Ïîëîæèì

⟨S⟩ := {an1
1 · · · anm

m | ai ∈ S, ni ∈ Z}.

ßñíî, ÷òî ⟨S⟩ � ïîäãðóïïà âG. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïàG ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì S, åñëè ⟨S⟩ = G.
Èíà÷å ãîâîðÿ, ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ
èç S.

Ïðèìåðû. (i) Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè.

(ii) Ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GLn(k) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè.

(iii) Ãðóïïà µn ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì èç 1.

Çàìå÷àíèå. Íå âñÿêàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, ãðóïïà
R+ íåc÷¼òíà, ïîýòîìó íå ìîæåò ïîðîæäàòüñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ A, B ⊂ G ãðóïïû G ïîëîæèì

AB := {ab | a ∈ A, b ∈ B}.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîäãðóïïû H ⊂ G è ýëåìåíòà a ∈ H ïîäìíîæåñòâî

aH := {ah | h ∈ H}

íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ îáîçíà÷àåòñÿ G/H. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà G/H îáîçíà÷à-
åòñÿ [G : H] è íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H.

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñü ñìåæíîãî êëàññà â âèäå gH íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé:

Ëåììà. gH = g′H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò h ∈ H òàêîé, ÷òî g′ = gh.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè gH = g′H, òî g′ ∈ gH è òîãäà g′ = gh äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H. Îáðàòíî,
åñëè g′ = gh äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H, òî g′h′ = ghh′ ∈ gH è ïîýòîìó g′H ⊂ gH. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.



Ëåêöèÿ 0. Ââîäíàÿ ëåêöèÿ 6

Òåîðåìà. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü H ⊂ G � ëþáàÿ ïîäãðóïïà.

(i) Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ gH ∈ G/H.

(ii) Åñëè äâà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññà g1H è g2H ïåðåñåêàþòñÿ, òî îíè ñîâïàäàþò.

(iii) Âñå ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ðàâíîìîùíû.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó g ∈ gH.
(ii) Ïóñòü g ∈ g1H ∩ g2H. Òîãäà g = g1h1 = g2h2 äëÿ íåêîòîðûõ h1, h2 ∈ H. Îòñþäà g2 =

g1(h1h
−1
2 ) è g1H = g2H ïî ëåììå.

(iii) Îòîáðàæåíèå H → gH, h 7→ gh ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Ëàãðàíæà). Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî

|G| = |H| [G : H].

0.2 Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå

0.2.1 Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà H ⊂ G ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé (îáîçíà÷àåòñÿ H ◁ G),
åñëè gHg−1 ⊂ H äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, â óñëîâèÿõ âûøå âåðíî ðàâåíñòâî gHg−1 = H (ñì. çàäà÷ó 0.3).

Ïðèìåðû. (i) Â àáåëåâîé ãðóïïå ëþáàÿ ïîäãðóïïà íîðìàëüíà.

(ii) Â ëþáîé ãðóïïå G èìåþòñÿ òðèâèàëüíûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû G è {1}.

(iii) SLn(k)◁GLn(k).

Çàìå÷àíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû g è g′ ãðóïïû G ñîïðÿæåíû, åñëè ñóùåñòâóåò x ∈ G òàêîé,
÷òî g′ = xgx−1. (Íå ïóòàéòå ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì!) Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå
ñîïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G ðàçáèâàåòñÿ
íà íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñîñòàâëåíà èç êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Öåíòðîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Z(G) := {z ∈ G | gz = zg ∀g ∈ G}.

Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð � ïîäãðóïïà è îíà íîðìàëüíà (äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî). Áîëåå òîãî,
ëþáàÿ ïîäãðóïïà H ⊂ Z(G) íîðìàëüíà â G.

Íàïðèìåð, Z(GLn(k)) ñîñòîèò èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö, à Z(SLn(k)) ñîñòîèò èç ñêàëÿðíûõ ìàò-
ðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

Ïðåäëîæåíèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) H ◁G;
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(ii) gH = Hg äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H ◁ G, ïóñòü g ∈ G è ïóñòü gh ∈ gH, ãäå h ∈ H. Òîãäà ghg−1 = h′ ∈
H. Ñëåäîâàòåëüíî, gh = h′g ∈ Hg è ïîýòîìó gH ⊂ Hg. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü gH = Hg äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G è ïóñòü h ∈ H. Òîãäà gh ∈ Hg. Ñëåäîâàòåëüíî,
gh = h′g äëÿ íåêîòîðîãî h′ ∈ H è ïîýòîìó ghg−1 = h′ ∈ H. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî H ◁G.

Ñëåäñòâèå. Ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 íîðìàëüíà.

Ïðèìåðû. (i) Dn▷Rn, ãäå Rn � ïîäãðóïïà ïîâîðîòîâ.

(ii) Â êàæäûé ïðàâèëüíûé 2n-óãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê. Ýòî çàäàåò
âëîæåíèå Dn â D2n êàê íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû.

(iii) Q8▷⟨i⟩, ⟨j⟩, ⟨k⟩.

(iv) Sn▷An.

0.2.2 Èçîìîðôèçìû è àâòîìîðôèçìû ãðóïï

Îïðåäåëåíèå. Èçîìîðôèçì ãðóïï � ýòî îòîáðàæåíèå φ : G → G1, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé
è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

φ(ab) = φ(a)φ(b) ∀a, b ∈ G.

Ãðóïïû G è G1 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (îáîçíà÷àåòñÿ G ≃ G1), åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò
ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èçîìîðôèçì.

Ïðèìåð. Îòîáðàæåíèå
exp : R+ −→ R>0, a 7−→ exp(a)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå. Èçîìîðôèçì ãðóïïû íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Èíà÷å ãîâîðÿ, àâòî-
ìîðôèçì � ýòî îòîáðàæåíèå φ : G → G ãðóïïû íà ñåáÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ φ(ab) = φ(a)φ(b) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ G.

Ïðèìåðû. (i) Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå � àâòîìîðôèçì.

(ii) Îòîáðàæåíèå φ(a) = a−1 ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà
àáåëåâà.

(iii) Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå φ(z) = z̄ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì â ãðóïïàõ C è C∗.

(iv) Îòîáðàæåíèå φ(A) = (A−1)T ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ïîëíîé ëèíåéíîé ãðóïïû GLn(k),
à òàêæå è ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïû SLn(k).

Çàìå÷àíèå. Âñå àâòîìîðôèçìû Aut(G) ãðóïïû G îáðàçóþò ãðóïïó ñ îïåðàöèåé � êîìïîçèöèÿ
îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå
φg : a 7−→ gag−1

íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû.



Ëåêöèÿ 0. Ââîäíàÿ ëåêöèÿ 8

Î÷åâèäíî, ÷òî φg � äåéñòâèòåëüíî àâòîìîðôèçì (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî). Âíóòðåííèå
àâòîìîðôèçìû îáðàçóþò ïîäãðóïïó Int(G) ⊂ Aut(G).

Ïðèìåð. Aut(S3) = Int(S3) ≃ S3.

Çàìå÷àíèå. Ïîäãðóïïà H ⊂ G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φg(H) ⊂ H
äëÿ ëþáîãî âíóòðåííåãî àâòîìîðôèçìà φg.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå S4:

V4 := {(1), (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ïîäãðóïïà. Îíà íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðíîé ãðóïïîé Êëåéíà. Ëþáîé
âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì S4 ñîõðàíÿåò ÷åòíîñòü è ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ. Òàê êàê V4 � åäèíñòâåí-
íàÿ íåöèêëè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 4, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê, òî îíà íîð-
ìàëüíà.

0.2.3 Ôàêòîðãðóïïû

Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G (â ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè). Íàïîìíèì, ÷òî
÷åðåç G/H ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå
ñìåæíûõ êëàññîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(aH) · (bH) = (ab)H.

Ëåììà. Îïðåäåëåííîå âûøå óìíîæåíèå íå çàâèñèò îò ñïîñîáà çàïèñè ñìåæíûõ êëàññîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü aH = a′H è bH = b′H. Òîãäà a′ = ah1 è b′ = bh2 äëÿ íåêîòîðûõ
h1, h2 ∈ H. Èìååì

a′b′ = (ah1)(bh2) = (ab)(b−1h1b)h2,

ãäå b−1h1b ∈ H (ïîñêîëüêó H◁G). Ñëåäîâàòåëüíî, a′b′ = abh äëÿ h := (b−1h1b)h2 ∈ H è ïîýòîìó
(aH) · (bH) = (ab)H.

Ïðåäëîæåíèå. G/H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñ îïðåäåëåííûì âûøå óìíîæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

(aH · bH) · cH = (ab)cH = a(bc)H = aH · (bH · cH).

Ýòî äîêàçûâàåò àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè. Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì â G/H ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëü-
íûé ñìåæíûé êëàññ 1H = H, à îáðàòíûì ê ýëåìåíòó aH ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò a−1H.

Ïðèìåð. Ïóñòü G := C∗ è ïóñòü H := {z | |z = 1|}. Êàæäûé ýëåìåíò z ∈ C∗ åäèíñòâåííûì
îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå z = αz0, ãäå α ∈ R>0, z0 ∈ H. Ïîýòîìó êàæäûé ñìåæíûé êëàññ
G/H ìîæíî îäíîçíà÷íî çàïèñàòü â âèäå αH, α ∈ R>0. Ñëåäîâàòåëüíî, G/H ≃ R>0.

Ïðèìåð. Ôàêòîðãðóïïà GLn(k) ïî ïîäãðóïïå ñêàëÿðíûõ ìàòðèö (öåíòðó GLn(k)) èçîìîðô-
íà ïðîåêòèâíîé ëèíåéíîé ãðóïïå PGLn(k), ãðóïïå ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîåêòèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà Pn−1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëèH ⊂ G � íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, òî èçó÷åíèåG ìîæåò áûòü
�ñâåäåíî� ê èçó÷åíèþ �ìåíüøèõ� ãðóïï H è G/H. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ëþáàÿ åå
íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà òðèâèàëüíà (ò. å. ñîâïàäàåò ñ G èëè ñ {1}). Ïðèìåðîì ïðîñòîé ãðóïïû
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî, êîãäà ãîâîðÿò î ïðîñòûõ ãðóïïàõ,
îáû÷íî èìåþò â âèäó íåàáåëåâû ïðîñòûå ãðóïïû.
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0.2.4 Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå φ : G→ G1 ãðóïï íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì åñëè

φ(ab) = φ(a)φ(b) ∀a, b ∈ G.

Ãîìîìîðôèçì G→ G ãðóïïû â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ãðóïïàG ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè a1, . . . , an. Åñëè äëÿ äâóõ ãîìîìîðôèçìîâ
φ1 : G→ G1 è φ2 : G→ G1 èìååì φ1(ai) = φ2(ai) äëÿ âñåõ i, òî φ1 = φ2.

Ïðèìåðû. (i) Îïðåäåëèòåëü det : GLn(k) → k∗ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

(ii) Çíàê ïîäñòàíîâêè sgn : Sn → {±1} ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

(iii) Â àáåëåâîé àääèòèâíîé ãðóïïå äëÿ ëþáîãî n ∈ Z îòîáðàæåíèå a 7→ na ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì ãðóïïû â ñåáÿ.

(iv) Ýêñïîíåíòà exp : R → R∗, a 7→ ea ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

(v) Âçÿòèå ìîäóëÿ | · | : C∗ → R>0, z 7→ |z| ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

(vi) Ïóñòü H ◁G è ïóñòü G/H � ôàêòîðãðóïïà. Îòîáðàæåíèå π : G→ G/H, a 7→ aH ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî

Ker(φ) := {a ∈ G | φ(a) = 1}

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà φ : G→ G1.

Ëåììà. Ïóñòü φ : G→ G1 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà åãî ÿäðî Ker(φ) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
â G, à åãî è îáðàç Im(φ) = φ(G) � ïîäãðóïïîé â G1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ïåðâîå:

a1, a2 ∈ Ker(φ) ⇐⇒ φ(a1) = φ(a2) = 1 =⇒ φ(a1a
−1
2 ) = φ(a1)φ(a2)

−1 = 1 ⇐⇒ a1a
−1
2 ∈ Ker(φ).

Çàìå÷àíèå. Ãîìîìîðôèçì φ : G → G1 ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Ker(φ) = {1}.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü φ : G→ G1 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï.

(i) Åñëè N1 ◁G1, òî φ
−1(N1)◁G.

(ii) Åñëè ãîìîìîðôèçì φ ñþðúåêòèâåí è N ◁G, òî φ(N)◁G1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.
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0.2.5 Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï

Òåîðåìà. Ïóñòü φ : G→ G1 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà

(i) Ker(φ)◁G.

(ii) Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

ψ : G/Ker(φ) → φ(G)

òàêîé, ÷òî φ = ψ ◦ π, ãäå π : G → G/Ker(φ) � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì â ôàêòîð-

ãðóïïó. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî äèàãðàììà

G
φ //

π

$$

G1

G/Ker(φ)

ψ
99

êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì H := Ker(φ). Äëÿ ëþáîãî b ∈ G èìååì

a ∈ H ⇒ φ(a) = 0 ⇒ φ(bab−1) = 0 ⇒ bab−1 ∈ H.

Ñëåäîâàòåëüíî, H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.
Îïðåäåëèì ψ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ψ(aH) = φ(a). Âî-ïåðâûõ ïðîâåðÿåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå

êîððåêòíî. Ïóñòü aH = a′H. Òîãäà a′ = ah äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H. Îòñþäà

ψ(a′H) = φ(ah) = φ(a)φ(h) = φ(a) = ψ(aH).

Äàëåå ïðîâåðÿåì, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì:

ψ(aH · bH) = ψ((ab)H) = φ(ab) = φ(a)φ(b) = ψ(aH)ψ(bH).

Äàëåå
ψ(aH) = 1 ⇔ φ(a) = 1 ⇔ a ∈ H ⇔ aH = H.

Ñëåäîâàòåëüíî, ψ èíúåêòèâíî. Íàêîíåö, ψ ñþðúåêòèâíî ïî ïîñòðîåíèþ.

Ïðèìåðû. (i) Sn /An ≃ {±1};

(ii) GLn(k)/ SLn(k) ≃ k∗;

(iii) R∗/{±1} ≃ R>0;

(iv) C∗/µn ≃ C∗.

Ëåììà (ëåììà î ôàêòîðèçàöèè ïî ñîìíîæèòåëÿì). Ïóñòü G1, . . . , Gn � ãðóïïû, ïóñòü G :=
G1 × · · · ×Gn è ïóñòü Ni ⊂ Gi � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû. Ïîëîæèì

N := N1 × · · · ×Nn ⊂ G.

Òîãäà N � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G è

G/N ≃ G1/N1 × · · · ×Gn/Nn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì

G = G1 × · · · ×Gn −→ G1/N1 × · · · ×Gn/Nn.

ßñíî, ÷òî îí ñþðúåêòèâåí, ÿ åãî ÿäðî ðàâíî N1×· · ·×Nn = N . Ñëåäîâàòåëüíî, N � íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà è G/N ≃ G1/N1 × · · · ×Gn/Nn.

Ïðåäëîæåíèå. Int(G) ≃ G/Z(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå

Ψ : G −→ Int(G), g 7−→ φg

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï, ïðè÷åì Ker(Ψ) = Z(G) (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿ-
òåëüíî!).

0.3 Ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G1,. . . , Gn � ãðóïïû. Èõ (âíåøíèì) ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

G1 × · · · ×Gn := {(g1, . . . , gn) | gi ∈ Gi}

ñ ïîêîìïîíåíòíûì óìíîæåíèåì:

(g1, . . . , gn)(g
′
1, . . . , g

′
n) = (g1g

′
1, . . . , gng

′
n).

Â ñëó÷àå, êîãäà â ãðóïïàõ Gi îïåðàöèÿ àääèòèâíà (ñëîæåíèå), âìåñòî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ïðÿìîé ñóììû, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ G1 ⊕ · · · ⊕Gn.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü G1,. . . , Gn � åå ïîäãðóïïû. Ãîâîðÿò, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ
(âíóòðåííèì) ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ïîäãðóïï, åñëè ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G îäíîçíà÷íî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

g = g1 · · · gn, gi ∈ Gi.

ïðè÷åì gigj = gjgi äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ gi ∈ Gi, gj ∈ Gj.

Ïðåäëîæåíèå. (i) Åñëè ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîä-

ãðóïï G1,. . . , Gn, òî G èçîìîðôíà èõ âíåøíåìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ: G ≃ G1×· · ·×Gn.

(ii) Îáðàòíî, åñëè G = G1 × · · · × Gn � âíåøíåå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå, òî G ñîäåðæèò ïîä-

ãðóïïû Hi ⊂ G, i = 1, . . . , n òàêèå, ÷òî Hi ≃ Gi è G ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ïðÿìûì

ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïï H1, . . . , Hn.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ψ : G1 × · · · ×Gn −→ G, (g1, . . . , gn) 7−→ g1 · · · gn.
Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî. Áîëåå òîãî, îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìî-
ìîðôèçìîì

Ψ((g1, . . . , gn) · (g′1, . . . , g′n)) = Ψ(g1g
′
1, . . . , gng

′
n) =

= g1g
′
1 · · · gng′n = g1 · · · gng′1 · · · g′n = Ψ(g1, . . . , gn)Ψ(g′1, . . . , g

′
n).
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(ii) Ïîëîæèì
Hi := {(1, . . . , 1, gi

↑
i

, 1, . . . , 1) | gi ∈ Gi} ⊂ G.

ßñíî, ÷òî Hi ≃ Gi. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî g ∈ G èìååì g = (g1, . . . , gn), gi ∈ Gi. Ïîýòîìó èìååò
ìåñòî îäíîçíà÷íîå ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ãðóïï Hi:

g = (g1, 1, . . . , 1)(1, g2, . . . , 1) · · · (1, . . . , 1, gn).

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ýëåìåíòû èç Hi è Hj êîììóòèðóþò ïðè i ̸= j.

Ïðåäëîæåíèå. Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ñâîèõ ïîäãðóïï

G1, G2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(i) G1 ◁G, G2 ◁G,

(ii) G1 ∩G2 = {1},

(iii) ⟨G1, G2⟩ = G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé (i)� (iii). Ïóñòü óñëîâèÿ (i)� (iii) âûïîëíåíû.
Äëÿ g1 ∈ G1, g2 ∈ G2 èìååì

G1 ∋ g1(g2g
−1
1 g−1

2 ) = g1g2g
−1
1 g−1

2 = (g1g2g
−1
1 )g−1

2 ∈ G2.

Ñëåäîâàòåëüíî, g1g2g
−1
1 g−1

2 ∈ G1 ∩G2, g1g2g
−1
1 g−1

2 = 1 è ïîýòîìó g1g2 = g2g1. Òîãäà â ïîäãðóïïå
⟨G1, G2⟩ ëþáîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî óïîðÿäî÷èòü, ò. å. ïðèâåñòè ê âèäó g1g2, ãäå g1 ∈ G1,
g2 ∈ G2. Òàê êàê ⟨G1, G2⟩ = G, òî â òàêîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G. Íàêîíåö,
åñëè g1g2 = g′1g

′
2 äëÿ g1, g

′
1 ∈ G1, g2, g

′
2 ∈ G2, òî

G1 ∋ g′−1
1 g1 = g′2g

−1
2 ∈ G2.

Ñëåäîâàòåëüíî, g′−1
1 g1 = g′2g

−1
2 ∈ G1 ∩G2, è ïîýòîìó g1 = g′1, g2 = g′2.

Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (i)� (iii) ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïðèìåðû. (i) R∗ = R>0 × {±1}.

(ii) ×åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà èìååò òðè ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ â íåòðèâèàëüíîå ïðÿìîå ïðî-
èçâåäåíèå: ïóñòü H1, H2 è H3 � öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû ïîðîæäåííûå ïîäñòàíîâêàìè
(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4) è (1, 4)(2, 3), ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

V4 = H1 ×H2 = H1 ×H3 = H2 ×H3.

(iii) C∗ = R>0 × {z | |z| = 1}.

(iv) Ïóñòü GL+
n (R) ⊂ GLn(R) � ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíûì îïðåäåëè-

òåëåì. Òîãäà GL+
n (R) = SLn(R)× {λE | λ > 0}.

(v) Äëÿ íå÷åòíîãî n ãðóïïà On(R) îðòîãîíàëüíûõ n× n-ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäå-
íèåì ãðóïïû SOn(R) = On(R)∩SLn(R) îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1 è ãðóïïû
{±1}.
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(vi) Ãðóïïà Z íå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé ïðÿìîé ñóììîé. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáûå äâå íåòðè-
âèàëüíûå ïîäãðóïïû â Z ïåðåñåêàþòñÿ íåòðèâèàëüíî.

Ïðåäëîæåíèå. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîä-

ãðóïï ïîðÿäêîâ n1 è n2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = n1n2 è (n1, n2) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò íàøåé ãðóïïû G.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü n = n1n2 è (n1, , n2) = 1. Ïîëîæèì G1 := ⟨an1⟩ è G2 := ⟨an2⟩.

Åñëè b ∈ G1 ∩ G2, òî b = an1m1 = an2m2 äëÿ íåêîòîðûõ m1, m2 ∈ Z. Òîãäà an1m1−n2m2 = 1.
Ïîýòîìó n1m1 − n2m2 ≡ 0 mod n, m1 ≡ 0 mod n2, m2 ≡ 0 mod n1 è b = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
G1∩G2 = {1}. Ïî òåîðåìå î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå n1u1+n2u2 = 1 äëÿ íåêîòîðûõ ui ∈ Z.
Îòñþäà äëÿ ëþáîãî ak ∈ G èìååì ak = an1u1kan2u2k ∈ G1G2 è ïîýòîìó G = G1 × G2. Íàêîíåö,
|Gi| = |ani | = n/(n, ni) = n/ni.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G = G1 × G2, ãäå |Gi| = ni. Òîãäà n1n2 = |G1 × G2| = |G| = n. Òàê
êàê Gi � öèêëè÷åñêèå ãðóïïû, òî ìû ìîæåì çàïèñàòü Gi := ⟨ai⟩ äëÿ íåêîòîðûõ ai ∈ G. Ïðè÷åì
|ai| = ni è a = ak11 a

k2
2 äëÿ íåêîòîðûõ ki ∈ Z. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (n1, n2) ̸= 1 è ïóñòü p � ïðîñòîé

äåëèòåëü n1 è n2. Òîãäà
an/p = (an1

1 )k1n2/p(an2
2 )k2n1/p = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, |a| < n. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îïðåäåëåíèå. Ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà � ýòî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pk, ãäå p �
ïðîñòîå ÷èñëî.

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïðèìàðíûõ

öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà íå ðàçëàãàåòñÿ â íåòðèâèàëüíîå ïðÿìîå

ïðîèçâåäåíèå.

0.3.1 Ëåììà î ôàêòîðèçàöèè ïî ñîìíîæèòåëÿì

Ëåììà. Ïóñòü G = G1 × · · · ×Gn è ïóñòü Hi ◁Gi � íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû. Ïóñòü

H := H1 × · · · ×Hn ⊂ G.

Òîãäà H ◁G è

G/H ≃ G1/H1 × · · · ×Gn/Hn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü πi : Gi → Gi/Hi � êàíîíè÷åñêèå ãîìîìîðôèçìû íà ôàêòîðãðóïïû è
ïóñòü

pi : G −→ Gi, (g1, . . . , gn) 7−→ (1, . . . , gi, . . . , 1)

� ïðîåêöèÿ íà i-óþ êîìïîíåíòó. Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ

φi : G
pi−→ Gi

πi−→ Gi/Hi

è îòîáðàæåíèå

φ : G −→ G1/H1 × · · · ×Gn/Hn, φ(g) = (φ1(g), . . . , φn(g)).

ßñíî, ÷òî φ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Áîëåå òîãî, îí ñþðúåêòèâåí ïîñêîëüêó ýëåìåíòû âèäà
(1, . . . , giHi, . . . , 1) äëÿ ëþáûõ gi ∈ Gi ëåæàò â îáðàçå. Äàëåå äëÿ g = (g1, . . . , gn) ∈ G èìååì

φ(g) = 1 ⇐⇒ φi(g) = 1, ∀i⇐⇒ gi ∈ Hi,∀i⇐⇒ g ∈ H.
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Òàêèì îáðàçîì,
Ker(φ) = H.

Ñëåäîâàòåëüíî, H ◁G è G/H ≃ G1/H1 × · · · ×Gn/Hn ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå.

Çàäà÷è

0.1. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà GLn(C) íå ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

0.2. Êîãäà îòîáðàæåíèå a 7→ a2 ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì?

0.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå G, òî gHg−1 = H äëÿ ëþáîãî
g ∈ G.

0.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ Int(G) íîðìàëüíà âî âñåé ãðóïïå
àâòîìîðôèçìîâ Aut(G).

0.5. Äîêàæèòå, ÷òî â àáåëåâîé ãðóïïå ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà îáðàçóþò ïîäãðóïïó. Âåðíî
ëè ýòî äëÿ íåàáåëåâûõ ãðóïï?

0.6. Ïóñòü µ∞ � ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â C∗. Äîêàæèòå,
÷òî µ∞ ≃ Q/Z.

0.7. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íåàáåëåâîé ãðóïïû íå ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé.
Ìîæåò ëè îíà áûòü àáåëåâîé?

0.8. Ïóñòü â ãðóïïå A êàæäûé íååäèíè÷íûé ýëåìåíò èìååò ïîðÿäîê 2.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî A àáåëåâà.

(b) Ïóñòü A êîíå÷íà. Íå ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î ñòðîåíèè àáåëåâûõ ãðóïï (ñëåäóþùàÿ
ëåêöèÿ), äîêàæèòå, ÷òî A ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Z/2Z.

0.9. Íàéäèòå ïîðÿäêè ãðóïïû äâèæåíèé

(a) òåòðàýäðà,

(b) êóáà,

(c) èêîñàýäðà.

0.10. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà âñåõ äâèæåíèé êóáà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîäãðóïïû
ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé è {±E}.

0.11. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà Q+ íå ðàçëàãàåòñÿ â íåòðèâèàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó.

0.12. Ðàçëîæèòå ãðóïïó Q∗ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.

0.13. Êîãäà ãðóïïà äèýäðà Dn ðàçëàãàåòñÿ â íåòðèâèàëüíîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå?
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0.14. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà H ⊂ G ïîðÿäêà 2 íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H
ñîäåðæèòñÿ â öåíòðå. Â ÷àñòíîñòè, Sn íå ñîäåðæèò íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 2.

0.15. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî èíäåêñà â ãðóïïå G. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà
N ⊂ H, èìåþùàÿ êîíå÷íûé èíäåêñ, è íîðìàëüíàÿ â G.

0.16. Äîêàæèòå, ÷òî Aut(S3) ≃ S3 è Aut(S4) ≃ S4.

0.17. Äîêàæèòå, ÷òî â ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå Sn ïðè n ̸= 6 âñå àâòîìîðôèçìû � âíóòðåííèå è
Aut(Sn) ≃ Sn.



Ëåêöèÿ 1

Àáåëåâû ãðóïïû

Âñå àáåëåâû ãðóïïû áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñ àääèòèâíîé îïåðàöèåé (îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ).
äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ýëåìåíòû àáåëåâîé ãðóïïû ìû áóäåì îáîçíà÷àòü æèðíûì øðèôòîì: a,
b, e è ò. ä. (â îòëè÷èå îò öåëûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îáû÷íûì øðèôòîì). Â
àääèòèâíîé àáåëåâîé ãðóïïå îïðåäåëåíî óìíîæåíèå íà öåëûå ÷èñëà: äëÿ a ∈ A, n ∈ Z ïîëîæèì

na :=


a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n

åñëè n > 0,

0 åñëè n = 0,

−na åñëè n < 0.

Ýòà îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

� (nm)a = n(ma) äëÿ ëþáûõ öåëûõ n, m ∈ Z äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A;

� (n+m)a = na+ma äëÿ ëþáûõ öåëûõ n, m ∈ Z äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A;

� n(a+ b) = na+ nb äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ∈ Z äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A;

� 1a = a äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ñâîéñòâà ñîâïàäàþò ñ àêñèîìàìè â îïðåäåëåíèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. (Çà
èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî Z íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì è ïîýòîìó ðàâåíñòâî na = 0 íå âëå÷åò a = 0.) Òàêèì
îáðàçîì, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü öåëî÷èñëåííûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ a1, . . . , ar ∈
A

n1a1 + · · ·+ nrar, ni ∈ Z.

Àáåëåâà ãðóïïà A ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè a1, . . . , ar ∈ A, åñëè ëþáîé ýëåìåíò a ∈ A ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ a1, . . . , ar. Â ýòîì ñëó÷àå (ò.å.
åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð ïîðîæäàþùèõ) ãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé.

1.1 Ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòû a1, . . . , ar àáåëåâîé ãðóïïû A íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè
íåêîòîðàÿ èõ íåòðèâèàëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëþ. Íàáîð ýëåìåíòîâ
e1, . . . , er íàçûâàåòñÿ áàçèñîì àáåëåâîé ãðóïïû A, åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ

� e1, . . . , er ïîðîæäàþò A;

16
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� e1, . . . , er ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Àáåëåâà ãðóïïà, îáëàäàþùàÿ áàçèñîì, íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé.

Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýëåìåíòû e1, . . . , er ∈ A îáðàçóþò áàçèñ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáîé ýëåìåíò a ∈ A îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè

a = n1e1 + · · ·+ nrer, ni ∈ Z.

Ïðèìåðû. � Îáîçíà÷èì Zr := Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
r

. Ýòà ãðóïïà îáëàäàåò ñòàíäàðòíûì áàçèñîì

ei := (0, 0, . . . , 1
↑
i

, . . . , 0)

è ïîýòîìó îíà ñâîáîäíà.

� Åñëè â ãðóïïå åñòü íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîä-
íîé.

� Ãðóïïà Q+ íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé (ñì. óïðàæíåíèå 0.11).

Çàìå÷àíèå. Ëþáàÿ ñâîáîäíàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà F èçîìîðôíà Zr äëÿ íåêî-
òîðîãî r. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè e1, . . . , er � áàçèñ F , òî îòîáðàæåíèå

φ : Zr −→ F, (n1, . . . , nr) 7−→
∑

niei

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Çàìå÷àíèå. � Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû,
ò.å. ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïû ïî îïðåäåëåíèþ èìååò êîíå÷íûé áàçèñ.

� Ïîíÿòèå ñâîáîäíîé àáåëåâû ãðóïïû îòëè÷àåòñÿ îò ïîíÿòèÿ ñâîáîäíîé ãðóïïû.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì e1, . . . , er.

(i) Åñëè ýëåìåíòû b1, . . . ,bm ∈ F ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî m ≤ r.

(ii) Ëþáîé áàçèñ F ñîäåðæèò r ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (ii) ñëåäóåò èç (i). Äîêàæåì (i). Ïóñòü FQ � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q ñ
òåì æå áàçèñîì e1, . . . , er. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

ι : F −→ FQ,
∑

niei 7−→
∑

niei ∈ FQ.

ßñíî ÷òî ýòî èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì àáåëåâûõ ãðóïï. Ïîýòîìó åñëè ýëåìåíòû b1, . . . ,bm ∈
F ëèíåéíî çàâèñèìû â F , òî è èõ îáðàçû â FQ òàêæå ëèíåéíî çàâèñèìû. Íàîáîðîò, åñëè
b1, . . . ,bm ∈ F è èõ îáðàçû â FQ ëèíåéíî çàâèñèìû, òî, äîìíîæàÿ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íà
çíàìåíàòåëè êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷èì, ÷òî è ñàìè b1, . . . ,bm ëèíåéíî çàâèñèìû â F .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íàøåé ñèòóàöèè m > r. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ
ëåììîé î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
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×èñëî ýëåìåíòîâ áàçèñà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû F íàçûâàåòñÿ åå ðàíãîì è îáîçíà÷àåò-
ñÿ rk(F ).

Òåîðåìà. Ïîäãðóïïà ñâîáîäíîé êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáåëåâîé ãðóïïû ñâîáîäíà è êîíå÷íî ïî-

ðîæäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà è ïóñòü E � ëþáàÿ
ïîäãðóïïà â F . Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ðàíãó ãðóïïû F . Åñëè rk(F ) = 1, òî
ãðóïïà F � öèêëè÷åñêàÿ. Òîãäà ëþáàÿ åå ïîäãðóïïà � òàêæå öèêëè÷åñêàÿ, ÷òî è äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå â ýòîì ñëó÷àå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ãðóïï F ðàíãà < r è äîêàæåì åãî äëÿ rk(F ) = r.
Ïóñòü f1, . . . , fr � áàçèñ F . Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïû F ′ := ⟨f1⟩ è F ′′ := ⟨f2, . . . , fr⟩ � ñâîáîäíûå
êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àáåëåâû ãðóïïû ðàíãà 1 è r− 1, ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, ðàññìîòðèì ïðî-
åêöèþ

π : F −→ F ′′, x = x′ + x′′ 7−→ x′′, ãäå x′ ∈ F ′, x′′ ∈ F ′′.

ßñíî, ÷òî π � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì è Ker(π) = F ′. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî E ′′ = π(E)
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â F ′′. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè E ′′ � ñâîáîäíàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ
àáåëåâà ãðóïïà. Ïóñòü e′′1, . . . , e

′′
m � áàçèñ E ′′ è ïóñòü e1, . . . , em ∈ E � ýëåìåíòû òàêèå, ÷òî

π(ei) = e′′i .
Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî E ′ ̸= {0} (èíà÷å E ≃ E ′′). Ïîëîæèì E ′ := F ′∩E = Ker(π)∩E. ßñíî,

÷òî E ′ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà (ïîñêîëüêó ýòî ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû F ′ = ⟨f1⟩). Ïóñòü
e0 ∈ E ′ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò. Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå E ′′ ≃ E/E ′.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî e0, e1,. . . , em � áàçèñ E. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ E. Çàïèøåì

π(x) = x1e
′′
1 + · · ·+ xme

′′
m

äëÿ íåêîòîðûõ xi ∈ Z. Ïîëîæèì

y := x1e1 + · · ·+ xmem ∈ E.

Òîãäà π(x−y) = 0. Îòñþäà x−y ∈ Ker(π)∩E = E ′. Ñëåäîâàòåëüíî, x−y = x0e0 äëÿ íåêîòîðîãî
x0 ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì,

x = x0e0 + y = x0e0 + x1e1 + · · ·+ xmem,

ò.å. ýëåìåíòû e1,. . . , em ïîðîæäàþò E.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî e0, . . . , em ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å.

0 = x0e0 + x1e1 + · · ·+ xmem

äëÿ xi ∈ Z. Òîãäà

0 = π(0) = π(x0e0 + · · ·+ xmem) = x1e
′′
1 + · · ·+ xme

′′
m.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, e1,. . . , em � áàçèñ E ′′. Ñëåäîâàòåëüíî, xi = 0 ∀i = 1, . . . ,m. Îòñþäà x0e0 = 0
è x0 = 0 ïîñêîëüêó e0 ̸= 0 (è F � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà).
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1.1.1 Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Ëåììà. Ïóñòü A � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà è ïóñòü a1, . . . , ar � íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî åå ïîðîæäàþùèõ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà F ðàíãà r ñ áàçèñîì

f1, . . . , fr è ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì φ : F → A òàêîé, ÷òî

φ(fi) = ai ∀i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

φ
(∑

nifi

)
=
∑

niai.

Ýòî îòîáðàæåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó ëþáîé ýëåìåíò f ∈ F îäíîçíà÷íî çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå f =

∑
nifi. Ñâîéñòâî ãîìîìîðôèçìà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Òàê êàê a1, . . . , ar ïîðîæäàþò

A, òî φ ñþðúåêòèâåí.

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ñ r îáðàçóþùèìè èçîìîðôíà ôàê-

òîðãðóïïå F/E ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû F ðàíãà r ïî ïîäãðóïïå E ⊂ F (êîòîðàÿ òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé).

1.1.2 Öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû è ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà è ïóñòü M1, . . . ,Mr � íàáîð åå ñòîëáöîâ. Öåëî÷èñëåííûì ýëåìåí-

òàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñòîëáöîâ íàçûâàåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

(i) ïðèáàâëåíèå ê ñòîëáöó Mi äðóãîãî ñòîëáöà Mj, j ̸= i, óìíîæåííîãî íà öåëîå ÷èñëî λ:
M ′

i =Mi + λMj;

(ii) óìíîæåíèå ñòîëáöà Mi íà ±1: M ′
i = ±Mi.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê.
Öåëî÷èñëåííàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà � ýòî ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç åäèíè÷íîé ïðè ïîìîùè

îäíîãî öåëî÷èñëåííîãî ýëåìåíòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ (ñòðîê) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê êîìïîçèöèÿ öåëî-
÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòîëáöîâ (ñòðîê).

Çàìå÷àíèå. Öåëî÷èñëåííûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòèìû, ò. å. åñëè îò ìàòðèöûM
ê ìàòðèöå M ′ ìîæíî ïðèéòè ïðè ïîìîùè öåïî÷êè öåëî÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé, òî è îò M ′ ê ìàòðèöå M ìîæíî ïðèéòè ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé öåïî÷êè öåëî÷èñëåííûõ
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ (íåîáÿçàòåëüíî êâàäðàòíàÿ) öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà M öåëî÷èñëåííûìè

ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó (ò.å. ê âèäó M ′ = (m′
i,j) ñ m

′
i,j = 0 ïðè i ̸= j).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ñóììàðíîìó ðàçìåðó ìàòðèöû. Áàçà
èíäóêöèè î÷åâèäíà. Î÷åâèäíî, ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî M ̸= 0.

Äëÿ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû L = (λi,j) ïîëîæèì

δ(L) := min{λi,j | λi,j > 0}.
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Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç M öåëî÷èñëåííûìè ýëåìåí-
òàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëáöîâ è ïóñòü

δ := min{δ(N) | N ∈ S}.

Ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû N :

∃N = (λi,j), δ = δ(N) = λi0,j0 .

Ïåðåñòàâëÿÿ ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû N , ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî (i0, j0) = (1, 1), ò. å.
δ = λ1,1. Â ÷àñòíîñòè, λ1,1 ̸= 0. Îáîçíà÷èì i-óþ ñòðîêó ìàòðèöû N ÷åðåç Ni. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
λi,1 ̸= 0. Ðàçäåëèì λi,1 íà λ1,1 ñ îñòàòêîì:

λi,1 = λ1,1qi + si, qi, si ∈ Z, 0 ≤ si < λ1,1

è ñäåëàåì öåëî÷èñëåííîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå N ′
i = Ni − qiN1. Â íîâîé ìàòðèöå N ′ =

(λ′i,j) èìååì λ′1,1 = λ1,1 è
0 ≤ λ′i,1 = λi,1 − λ1,1qi = si < λ1,1 = δ.

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ λ′i,1 = 0. Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âñåõ i > 1 ìû
äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî λ′i,1 = 0 ∀i > 1. Àíàëîãè÷íî, ïîñòóïàåì ñî ñòîëáöàìè è äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî
λ′1,j = 0 ∀j > 1. Òàêèì îáðàçîì, íîâàÿ ìàòðèöà N ′ èìååò âèä

N ′ =


λ1,1 0 · · · 0
0 λ′2,2 · · · λ′2,m
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 λ′n,2 · · · λ′n,m


Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìàòðèöà

K ′ =

λ′2,2 · · · λ′2,m
. . . . . . . . . . . . . .
λ′n,2 · · · λ′n,m


ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó öåëî÷èñëåííûìè ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì ±1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âåäåíèåì ýëåìåíòàðíûõ öåëî÷èñëåííûõ.

Ëåììà. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà è ïóñòü f1, . . . , fr � åå áàçèñ. Ïóñòü M = (λi,j) �
öåëî÷èñëåííàÿ r × r-ìàòðèöà. Ïîëîæèì

f ′1 = λ1,1f1 + · · ·+ λr,1fr,
f ′2 = λ1,2f1 + · · ·+ λr,2fr,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f ′r = λ1,rf1 + · · ·+ λr,rfr.

ò. å. (f ′1, . . . , f
′
r) = (f1, . . . , fr) ·M . Òîãäà ýëåìåíòû f ′1, . . . , f

′
r îáðàçóþò áàçèñ F åñëè è òîëüêî

åñëè |M | = ±1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ. Ïóñòü |M | = ±1. Òîãäà îáðàòíàÿ ìàòðèöà
M−1 = (µi,j) � òàêæå öåëî÷èñëåííàÿ è ìû èìååì (f1, . . . , fr) = (f ′1, . . . , f

′
r) ·M−1, ò. å.

f1 = µ1,1f
′
1 + · · ·+ µr,1f

′
r,

f2 = µ1,2f
′
1 + · · ·+ µr,2f

′
r,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fr = µ1,rf

′
1 + · · ·+ µr,rf

′
r.

(*)

Ïîýòîìó ýëåìåíòû f ′1, . . . , f
′
r ïîðîæäàþò F . Åñëè ýòè ýëåìåíòû ëèíåéíî çàâèñèìû, òî îíè òàê-

æå ëèíåéíî çàâèñèìû â FQ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëÿ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′1, . . . , f
′
r � áàçèñ F . Òîãäà ýëåìåíòû

f1, . . . , fr ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç f ′1, . . . , f
′
r â âèäå (*). Öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà M ′ := (µi,j) áóäåò

îáðàòíîé ê M .

1.1.3 Òåîðåìà î ñîãëàñîâàííûõ áàçèñàõ

Òåîðåìà. Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà è ïóñòü E ⊂ F � åå ïîäãðóïïà. Òîãäà ñóùå-

ñòâóþò áàçèñû f1, . . . , fr ∈ F è e1, . . . , em ∈ E òàêèå, ÷òî ei = µifi, i = 1, . . . ,m, µi ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ëþáûå áàçèñû

a1, . . . , ar ∈ F, b1, . . . ,bm ∈ E

è âûðàçèì bi ÷åðåç aj:

bi =
r∑
j=1

λj,iaj, λj,i ∈ Z, i = 1, . . . ,m.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó M = (λj,i). Òàêèì îáðàçîì,

(b1, . . . ,bm) = (a1, . . . , ar) ·M.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î öåëî÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñóùåñòâóþò öåëî÷èñëåííûå
êâàäðàòíûå ìàòðèöû T è S òàêèå, ÷òî |S| = ±1, |T | = ±1 è

M ′ := TMS =


µ1 0 0 · · · 0
0 µ2 0 · · · 0
0 0 µ3 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


Âûáåðåì íîâûå áàçèñû ñëåäóþùèì îáðàçîì

(f1, . . . , fr) = (a1, . . . , ar) · T−1, (e1, . . . , em) = (b1, . . . ,bm) · S.

Òîãäà
(f1, . . . , fr) ·M ′ = (a1, . . . , ar) · T−1TMS = (b1, . . . ,bm) · S = (e1, . . . , em).

Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà (òåîðåìà î ñòðîåíèè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï). Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæ-

äåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ è ïðèìàðíûõ öèê-

ëè÷åñêèõ ïîäãðóïï. ×èñëî ýòèõ ïîäãðóïï è èõ ïîðÿäêè îïðåäåëÿþòñÿ ãðóïïîé A îäíîçíà÷íî.



Ëåêöèÿ 1. Àáåëåâû ãðóïïû 22

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà ïåðåñòàåò áûòü âåðíîé, åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ êîíå÷íîé ïîðîæäåí-
íîñòè ãðóïïû. Íàïðèìåð, ãðóïïà Q+ íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â íåòðèâèàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó
(ñì. çàäà÷ó 0.11).

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ. Ñîãëàñíî óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ñâîáîäíûõ
àáåëåâûõ ãðóïï A ≃ F/E, ãäå F � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, à E ⊂ F � åå ïîäãðóïïà. Ïî
òåîðåìå î ñîãëàñîâàííûõ áàçèñàõ ñóùåñòâóþò áàçèñû f1, . . . , fr ∈ F è e1, . . . , em ∈ E òàêèå, ÷òî
ei = µifi, i = 1, . . . ,m. Ïîëîæèì Fi := ⟨fi⟩ è Ei := ⟨ei⟩ ïðè i = 1, . . . ,m è Ei := {0} ïðè
i = m, . . . , r. Íàïîìíèì ëåììó î ôàêòîðèçàöèè ïî ñîìíîæèòåëÿì (â àääèòèâíîé ôîðìå).

Ëåììà. Ïóñòü F1, . . . , Fn � àáåëåâû ãðóïïû, ïóñòü F = F1 ⊕ · · · ⊕ Fn è ïóñòü Ei ⊂ Fi �
ïîäãðóïïû. Ïîëîæèì

E := E1 ⊕ · · · ⊕ En ⊂ F.

Òîãäà

F/E ≃ F1/E1 ⊕ · · · ⊕ Fn/En.

Â íàøåé ñèòóàöèè âñå ãðóïïû Fi/Ei � öèêëè÷åñêèå. Äàëåå êàæäàÿ êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ
ãðóïïà ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ.

Ëåììà. Â àáåëåâîé ãðóïïå A ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà îáðàçóåò ïîäãðóï-

ïó Tor(A). Ôàêòîðãðóïïà A/Tor(A) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a, b ∈ Tor(A), òî ñóùåñòâóþò n, m ∈ Z\{0} òàêèå, ÷òî na = 0 è mb = 0.
Òîãäà nm(a−b) = 0, ò. å. a−b ∈ Tor(A). Ñëåäîâàòåëüíî, Tor(A) � ïîäãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

π : A→ A/Tor(A)

êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π(a) � ýëåìåíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Òîãäà π(na) =
nπ(a) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ Z\{0}. Ñëåäîâàòåëüíî, na ∈ Ker(π) = Tor(A). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
m ∈ Z \ {0} òàêîå, ÷òî mna = 0, ò. å. a ∈ Tor(A) = Ker(π) è òîãäà π(a) = 0.

Ïðèìåð. Ïóñòü k � ïîëå.

(i) Òîãäà Tor(k∗) � ïîäãðóïïà âñåõ êîðíåé èç 1.

(ii) Ïîäãðóïïà Tor(k+) íåòðèâèàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà char(k) ̸= 0 è â ýòîì ñëó÷àå
Tor(k+) = k+.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà. Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà è ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïîëîæèì

Tor(p)(A) := {a ∈ A | ∃k ∈ N pka = 0}

Òîãäà Tor(p)(A) � ïîäãðóïïà è ôàêòîðãðóïïà A/Tor(p)(A) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ

ïîðÿäêà pk.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà Tor(A) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ àáåëåâîé ãðóïïû (èëè åå
ïîäãðóïïîé êðó÷åíèÿ). Ïîäãðóïïà Tor(p)(A) íàçûâàåòñÿ p-ïðèìàðíîé ÷àñòüþ àáåëåâîé ãðóïïû.



Ëåêöèÿ 1. Àáåëåâû ãðóïïû 23

Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü

A =
⊕
i

Ai

� ðàçëîæåíèå êîíå÷íî ïîðîæäåííîé àáåëåâîé ãðóïïû â ïðÿìóþ ñóììó áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ
è ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï. Ïåðåïèøåì íàøå ðàçëîæåíèå â âèäå

A =
(⊕

p,i

Ap,i

)⊕(⊕
j

A∞,j

)
,

ãäå Ap,i � p-ïðèìàðíûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû (p � ïðîñòîå), à A∞,j � áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå
ãðóïïû. ßñíî, ÷òî ⊕p,iAp,i � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ñîäåðæàùàÿñÿ â Tor(A). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé
ýëåìåíò A \ ⊕p,iAp,i èìååò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê. Òàêèì îáðàçîì, ïîäãðóïïà⊕

p,i

Ap,i = Tor(A)

îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî è ñâîáîäíàÿ ïîäãðóïïà ïîäãðóïïà⊕
j

A∞,j ≃ A/Tor(A),

à òàêæå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ⊕jA∞,j, ðàâíîå åå ðàíãó.
Äàëåå, ðàññìîòðèì ïîäãðóïïû ⊕

i

Ap,i ⊂ Tor(p)(A).

Êàê è âûøå, òàê êàê ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà A\⊕iAp,i èëè áåñêîíå÷åí èëè äåëèòñÿ íà ïðîñòîå
p′ ̸= p, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ⊕

i

Ap,i = Tor(p)(A).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäãðóïïû ⊕iAp,i òàêæå îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ äî-
êàçàòü, ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà. Ïóñòü B � àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà pk. Òîãäà â ëþáîì ðàçëîæåíèè B = B1⊕ · · ·⊕Bn â

ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï ÷èñëî ýòèõ ïîäãðóïï è èõ ïîðÿäêè íå çàâèñÿò îò âûáîðà

ðàçëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî k. Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ëåììà âåðíà äëÿ âñåõ ãðóïï B ïîðÿäêà pk

′
, k′ < k.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
φ : B −→ B, b 7−→ pb.

ßñíî, ÷òî ýòî ãîìîìîðôèçì è åãî ÿäðî ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ p-êðó÷åíèÿ (ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà p
è 1). Îáîçíà÷èì K := Ker(φ) è Ki := K ∩ Bi. Òîãäà êàæäàÿ Ki � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà
p. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî K = K1 ⊕ · · · ⊕Kn. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ K ⊂ B ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

x = x1 + · · ·xn,
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ãäå xi ∈ Bi. Òàê êàê
0 = px = px1 + · · ·+ pxn

è ïîñëåäíåå ðàçëîæåíèå òàêæå åäèíñòâåííî, òî pxi = 0 äëÿ âñåõ i, ò. å. xi ∈ Ki ∩ Bi. Ïî ëåììå
î ôàêòîðèçàöèè ïî ñëàãàåìûì

B/K ≃ B1/K1 ⊕ · · · ⊕Bn/Kn,

ãäå âñå ãðóïïû Bi/Ki � öèêëè÷åñêèå (âîçìîæíî, òðèâèàëüíûå) ãðóïïû ïîðÿäêîâ |Bi/Ki| =
|Bi|/p. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ÷èñëà |Bi|/p îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðå-
äåëåíû îäíîçíà÷íî è ÷èñëà Bi.

Ñëåäñòâèå. Êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà åå ïîäãðóïïà êðó÷åíèÿ òðèâèàëüíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîðÿäîê êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû A äåëèòñÿ íà m, òî â A èìååòñÿ ïîä-

ãðóïïà ïîðÿäêà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |A| = n è ïóñòü p0 � ïðîñòîé äåëèòåëü n. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â
A èìååòñÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà p0 (äàëåå ìîæíî ïðîäîëæèòü èíäóêöèåé ïî èíäåêñó ïîäãðóïïû).
Ðàçëîæèì A â ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï

A =
⊕
p,i

Ap,i

è çàìåíèì îäíî èç ñëàãàåìûõ Ap0,i0 íà

A′
p0,i0

= p0Ap0,i0 := {p0a | a ∈ Ap0,i0}.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïîëîæèì A′
p,i = Ap,i. Òîãäà

A′ :=
⊕
p,i

A′
p,i

� íóæíàÿ íàì ïîäãðóïïà.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íå âåðíî äëÿ íåàáåëåâûõ ãðóïï. (Ïðèâåäèòå ïðèìåðû!)

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàçëîæåíà â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ öèê-
ëè÷åñêèõ ãðóïï A =

⊕
p,iAp,i, ïóñòü np,i = pkp,i � ïîðÿäêè ýòèõ ãðóïï. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå

ýòîãî ïàðàãðàôà íàáîð ÷èñåë np,i îïðåäåëÿåòñÿ ãðóïïîé A îäíîçíà÷íî. Ýòè ÷èñëà íàçûâàþòñÿ
ýëåìåíòàðíûìè äåëèòåëÿìè ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå. Ïîêàçàòåëåì (èëè ýêñïîíåíòîé) êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû A íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî

exp(A) := min{m ∈ N | ma = 0 ∀a ∈ A}.

Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïîêàçàòåëü exp(A) äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà
ãðóïïû. Áîëåå òîãî, îí ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó ïîðÿäêîâ âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû:

exp(A) = ÍÎÊ
{
|a| | a ∈ A

}
.
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Òåîðåìà. Ïóñòü A � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

(i) Ýêñïîíåíòà A ðàâíà íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó å¼ ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé.

(ii) Â ãðóïïå A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà exp(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì n = ÍÎÊ {np,i}, ãäå np,i � ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè ãðóïïû. Òîãäà
ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà A äåëèò n. Ñëåäîâàòåëüíî, è exp(A) äåëèò n. Ïîýòîìó ïðåäëîæåíèå
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà. Â ãðóïïå A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ïîðÿäêà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = ⊕p,iAp,i � ðàçëîæåíèå â ñóììó ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï.
Óïîðÿäî÷èì ãðóïïû Ap,i òàê, ÷òî äëÿ êàæäîãî p ÷èñëà np,i íå âîçðàñòàþò. Òàêèì îáðàçîì,
np,1 = pkp � ìàêñèìàëüíîå ñðåäè âñåõ np,i = pkp,i äëÿ ôèêñèðîâàííîãî p. Ïóñòü ap � ïîðîæäàþùèé
ýëåìåíò ãðóïïû Ap,1. Ïîëîæèì a :=

∑
p ap. Òîãäà n =

∏
p p

kp è

|a| = ÍÎÊ {|ai|} = ÍÎÊ {pkp} = n

ïîñêîëüêó â àáåëåâîé ãðóïïå ïîðÿäîê ñóììû ýëåìåíòîâ âçàèìíî ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ ðàâåí ïðî-
èçâåäåíèþ èõ ïîðÿäêîâ (ñì. ëåììó íèæå).

Ëåììà. Ïóñòü â àáåëåâîé ãðóïïå A ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ a è b âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà ïîðÿäîê

èõ ñóììû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïîðÿäêîâ: |a+ b| = |a||b|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì |a| = α, |b| = β è |a + b| = γ. ßñíî, ÷òî αβ(a + b) = 0. Ïîýòîìó γ
äåëèò αβ. Òàê êàê (α, β) = 1, òî αu+ βv = 1 äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ Z. Îòñþäà

a = (αu+ βv)a = βva = βv(a+ b),

b = (αu+ βv)b = αua = αu(a+ b).

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû a è b ïðèíàäëåæàò öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå, ïîðîæäåííîé a+b, è ïî
òåîðåìå Ëàãðàíæà α è β äåëÿò γ.

Ñëåäñòâèå. Êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

exp(A) = |A|.

Çàäà÷è

1.1. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû Q+ è Q∗ íå ìîãóò áûòü ïîðîæäåíû êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

1.2. ßâëÿåòñÿ ëè êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïà Q/Z?

1.3. Èçîìîðôíû ëè ãðóïïû Q+ è Q∗?
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1.4. Äîêàæèòå, ÷òî öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà G ïîðÿäêà n ñîäåðæèò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïî-
ðÿäêà m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m äåëèò n è â ýòîì ñëó÷àå ïîäãðóïïà ïîðÿäêà m â G
åäèíñòâåííà.

1.5. Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, äåëÿùåãî |A|, â A èìååòñÿ ðîâíî p − 1 ýëåìåíò
ïîðÿäêà p.

1.6. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 6 èìååòñÿ â ãðóïïå Z/2Z⊕ Z/4Z⊕ Z/6Z? Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà 4 èìååòñÿ â ãðóïïå Z/2Z⊕ Z/4Z⊕ Z/6Z⊕ Z/4Z?

1.7. Èçîìîðôíû ëè ãðóïïû: Z/6Z⊕Z/36Z è Z/12Z⊕Z/18Z; Z/6⊕Z/36 è Z/9⊕Z/24; Z/6Z⊕
Z/10Z⊕ Z/10Z è Z/60Z⊕ Z/10Z?

1.8. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ïîðÿäêà 100?

1.9. Ïóñòü A1 è A2 � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå àáåëåâû ãðóïïû òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóåò àáåëåâà
ãðóïïà A òàêàÿ, ÷òî A1 ⊕A ≃ A2 ⊕A. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî A1 ≃ A2? Âåðíî ëè ýòî ïðè
óñëîâèè, ÷òî A êîíå÷íî ïîðîæäåíà?

1.10. Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà, â êîòîðîé êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èìååò ïîðÿäîê p (p �
ïðîñòîå). Äîêàæèòå, ÷òî íà A ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì
Fp èç p ýëåìåíòîâ. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî A ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï F+

p .



Ëåêöèÿ 2

Ñòðîåíèå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ

ãðóïï

Äàäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ â òåîðåìå î ñòðîåíèè êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï.

Ëåììà. Ïóñòü A � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Åñëè â ãðóïïå A íåò ýëåìåíòîâ

êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = ⟨a1, . . . , an⟩. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Áàçà èí-
äóêöèè n = 1 î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï, ïî-
ðîæäåííûõ ìåíåå ÷åì n ýëåìåíòàìè.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ A, b ̸= 0 òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî

Ab := {x ∈ A | ∃l1, l2 ∈ Z, l1 ̸= 0, l1x = l2b}

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â A è ôàêòîðãðóïïà A/Ab ïîðîæäàåòñÿ ìåíüøèì êîëè÷å-

ñòâîì ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü a1, . . . , an � ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ãðóïïû A. Åñëè åñ-
ëè îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ãðóïïà A � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà è îíè îáðàçóþò áàçèñ â A. Â ýòîì
ñëó÷àå ïîëîæèì b := ai äëÿ ëþáîãî i è òîãäà Ab = ⟨b⟩ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è ôàêòîðãðóïïà
A/Ab ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû. Çíà÷èò, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ka1 =
n∑
i=2

kiai, (*)

ãäå ka1 ̸= 0. Ïîëîæèì b := ka1 è A
′ := ⟨a2, . . . , an⟩. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè A′ � ñâîáîäíàÿ

àáåëåâà ãðóïïà. Èç (*) ñëåäóåò, ÷òî b ∈ A′ è A′ ⊃ kA. Ïóñòü òàêæå

A′
b := {x ∈ A′ | ∃l1, l2 ∈ Z, l1 ̸= 0, l1x = l2b}.

Òàê êàê A ⊃ Ab , òî kA ⊃ kAb. Òàêèì îáðàçîì,

Ab ⊃ A′
b = Ab ∩ A′ ⊃ kAb ∩ kA = kAb.

27
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòîáðàæåíèå

φ : A −→ A, x 7−→ kx

ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï. Òàê êàê A′ � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî ãðóïïà
A′

b ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ è ãðóïïà Ab ≃ φ(Ab) = kAb ⊂ A′
b.

Ïðè ýòîì ôàêòîðãðóïïà A/Ab ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ a2, . . . , an.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Âîçüìåì ýëåìåíò b ∈ A òàêîé, êàê â óòâåðæäåíèè. Òî-
ãäà ôàêòîðãðóïïà A/Ab íå èìååò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è ïîðîæäàåòñÿ ìåíüøèì êîëè÷å-
ñòâîì ýëåìåíòîâ. Ïóñòü e1 � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Ab. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè A/Ab � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ïóñòü ē2, . . . , ēr � åå áàçèñ, ïóñòü

φ : A→ A/Ab

� ãîìîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè è ïóñòü e2, . . . , er ∈ A � ëþáûå ýëåìåíòû òàêèå, ÷òî φ(ei) = ēi.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýëåìåíòû e1, . . . , er ïîðîæäàþò A. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ A
èìååì φ(x) =

∑r
i=2 kiēi äëÿ íåêîòîðûõ ki ∈ Z. Òîãäà φ(x −

∑r
i=2 kiei) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

x −
∑r

i=2 kiei ∈ Ker(φ) = Ab. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x −
∑r

i=2 kiei = k1e1 äëÿ íåêîòîðîãî k1 ∈ Z.
Òàêèì îáðàçîì,

x =
r∑
i=1

kiei.

Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å

x =
r∑
i=1

kiei =
r∑
i=1

k′iei. (�)

è òîãäà

0 = φ(x− x) = φ

(
r∑
i=1

(ki − k′i)ei

)
=

r∑
i=2

(ki − k′i)ēi.

Ïîñêîëüêó ē2, . . . , ēr � áàçèñ A/Ab, òî ki = k′i äëÿ i = 2, . . . , r. Èç (�) ñëåäóåò, ÷òî k1 = k′1. Òàêèì
îáðàçîì, e1, . . . , er � áàçèñ A è ïîýòîìó ãðóïïà A ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé.

Ëåììà. Ïóñòü A � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ñóùåñòâóåò ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ïîä-

ãðóïïà F ⊂ A òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

A = Tor(A)⊕ F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé ëåììå ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè

A −→ A/Tor(A).

Ôàêòîðãðóïïà A/Tor(A) êîíå÷íî ïîðîæäåíà è íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îíà ñâîáîäíà è ñóùåñòâóåò áàçèñ ē1, . . . , ēr ∈ A/Tor(A). Ïóñòü e1, . . . , er ∈ A � ëþáûå
ýëåìåíòû òàêèå, ÷òî φ(ei) = ēi. Äëÿ ëþáîãî x ∈ A èìååì φ(x) =

∑r
i=1 kiēi äëÿ íåêîòîðûõ ki ∈ Z.

Òîãäà φ(x−
∑r

i=1 kiei) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

x−
r∑
i=1

kiei ∈ Ker(φ) = Tor(A).
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Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y ∈ Tor(A) òàêîé, ÷òî

x = y +
r∑
i=1

kiei.

Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å

x = y +
r∑
i=1

kiei = y′ +
r∑
i=1

k′iei. (�)

è òîãäà

0 = φ(x− x) = φ

(
y − y′ +

r∑
i=1

(ki − k′i)ei

)
=

r∑
i=1

(ki − k′i)ēi.

Ïîñêîëüêó ē1, . . . , ēr � áàçèñ A/Tor(A), òî ki = k′i äëÿ i = 1, . . . , r. Òîãäà èç (�) ñëåäóåò, ÷òî
y = y′. Ïîëîæèì F := ⟨e1, . . . , ēr⟩. Òîãäà e1, . . . , er � áàçèñ F , ãðóïïà F ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé
àáåëåâîé è A = Tor(A)⊕ F .

Ñëåäñòâèå. Åñëè A � êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî Tor(A) � êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà.

Ëåììà. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû A èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

A =
⊕
p

Torp(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |A| = n. Ðàçëîæèì n â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé n = pk11 · · · pkmm .
Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî m. Áàçà èíäóêöèè m = 1 î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ àáåëåâûõ ãðóïï, ó êîòîðûõ ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ñòå-
ïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë èìååò ìåíüøå ÷åì m ñîìíîæèòåëåé. Ïðåäñòàâèì n â âèäå n = n1n2, ãäå
ÍÎÄ (n1, n2) = 1 è ni > 1. Òîãäà 1 = n1u1+n2u2 äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ u1, u2. Ïîëîæèì A1 := n1A
è A2 := n2A. Òîãäà A1 ∩ A2 = {0}. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ∈ A1 ∩ A2, òî a = n1a

′ = n2a
′′ äëÿ

íåêîòîðûõ a′, a′′ ∈ A. Òàê êàê n2a = n1n2a
′ = na′ = 0, òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîðÿäîê a äåëèò

n2. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ïîðÿäîê a äåëèò n1. Òàê êàê ÍÎÄ (n1, n2) = 1, òî a = 0. Íàêîíåö,
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A èìååì a = (n1u1 + n2u2)a = u1a1 + u2a2, ãäå ai := nia ∈ Ai. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè A1 è A2 ðàñêëàäûâàþòñÿ â ñóììû ñâîèõ ïîäãðóïï Torp(Ai). Ëåììà
äîêàçàíà.

Ëåììà. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé àáåëåâîé p-ãðóïïû A èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

A =
n⊕
i=2

Ai

ãäå Ai � (ïðèìàðíûå) öèêëè÷åñêèå ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |A| = pm. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî m. Áàçà èíäóêöèè
m = 1 î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ àáåëåâûõ p-ãðóïï ïîðÿäêîâ
ìåíüøèõ ÷åì pm. Âîçüìåì ýëåìåíò a1 ∈ A ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü |a1| = pm1 . Ðàññìîòðèì
ôàêòîðãðóïïó Ā := A/⟨a1⟩ è ãîìîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè

φ : A −→ Ā.
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Ãðóïïà Ā èìååò ïîðÿäîê pm−m1 < pm. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

Ā =
n⊕
i=2

Āi

ãäå Āi � öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Ïóñòü āi � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò Āi è ïóñòü mi := |Āi|, i =
2, . . . , n. Ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû b2, . . . ,bn ∈ A òàêèå, ÷òî φ(bi) = āi. Òîãäà

φ(pmibi) = pmi āi = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, pmibi ∈ Ker(φ) = ⟨a1⟩. Òàêèì îáðàçîì,

pmibi = sia1 äëÿ íåêîòîðûõ si ∈ Z.

Ñîãëàñíî íàøåìó âûáîðó a1 ïîðÿäêè âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû A äåëÿò pm1 . Îòñþäà

0 = pm1bi = pm1−mipmibi = pm1−misia1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî pm1−misi äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê p
m1 ýëåìåíòà a1. Òîãäà si äåëèòñÿ íà p

mi , ò.å.
ìû ìîæåì çàïèñàòü

si = pmiqi, qi ∈ Z.

Ïîëîæèì
ai := bi − qia1, i = 2, . . . , n.

Òîãäà
pmiai = pmi(bi − qia1) = pmibi − pmiqia1 = sia1 − sia1 = 0.

2.1 Äèñêðåòíûå ïîäãðóïïû â Rn

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà A ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü
U ∋ 0 íà÷àëà êîîðäèíàò, ÷òî U ∩ A = {0}.

Ëåììà. Ïóñòü A ⊂ Rn � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà. Òîãäà ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáûõ ðàçëè÷íûõ a, b ∈ A ìû èìååì ∥a− b∥ ≥ δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì îêðåñòíîñòü U ∋ 0 òàêóþ, ÷òî U ∩ A = {0}. Îíà ñîäåðæèò øàð Uδ
ñ öåíòðîì â 0 íåêîòîðîãî ðàäèóñà δ > 0. Òîãäà åñëè ∥a − b∥ < δ, òî 0 ̸= a − b ∈ Uδ ∩ A.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà. Åñëè A ⊂ Rn � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà è K ⊂ Rn � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî ïåðå-

ñå÷åíèå K ∩ A êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ � òàêîå êàê â ïðåäûäóùåé ëåììå. Äëÿ êàæäîãî x ∈ K ïóñòü Ux �
îòêðûòûé øàð ðàäèóñà < δ/2 ñ öåíòðîì â x. Ýòè øàðû ïîêðûâàþòK. Èç ýòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî
âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå Uxi

, ò.å. K = ∪iUxi
. Ïî êîíñòðóêöèè êàæäûé øàð Uxi

ñîäåðæèò
íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà A.

Òåîðåìà. Äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà â Rn ñâîáîäíà (è êîíå÷íî ïîðîæäåíà).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Rn íå èìååò êðó÷åíèÿ, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà A êî-
íå÷íî ïîðîæäåíà. Ïóñòü e1, . . . , em ∈ A � ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ íàä R ñèñòåìà.
Ïîëîæèì

K :=
{∑

αiei | 0 ≤ αi ≤ 1
}
.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî K çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, òî îíî êîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå
K ∩ A êîíå÷íî. Òîãäà ãðóïïà A ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè e1, . . . , em è êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì
K ∩ A. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò a ∈ A ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

a =
∑

βiei, βi ∈ R.

Òîãäà

a =
∑

[βi]ei +
∑

{βi}ei,
∑

{βi}ei ∈ K ∩ A.

Ïðèìåð. Ïîäãðóïïà Qn ⊂ Rn íå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé.

Òåîðåìà. Ïóñòü A ⊂ Rn � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà è ïóñòü e1, . . . , em � åå áàçèñ. Òîãäà e1, . . . , em
ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

e1 =
m∑
i=2

αiei, αi ∈ R.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

K :=
{∑

β2e2 + · · ·+ βmem | 0 ≤ βi ≤ 1
}
.

Îíî êîìïàêòíî è ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå K ∩ A êîíå÷íî. Äàëåå äëÿ ëþáîãî t ∈ Z

te1 =
m∑
i=2

[tαi]ei +
m∑
i=2

{tαi}ei

Âòîðàÿ ñóììà ñîäåðæèòñÿ â K ∩A. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðûõ t1 ̸= t2 ýòè âòîðûå ñóììû ñîâïàäóò.
Òîãäà

t1e1 − t2e1 =
m∑
i=2

([t1αi]− [t2αi])ei ∈ ⟨e2, . . . , em⟩.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðèìåð. Ïîäãðóïïà A ⊂ R, ïîðîæäåííàÿ 1 è
√
2, íå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé ïîñêîëüêó åå áàçèñ

ëèíåéíî çàâèñèì íàä R.



Ëåêöèÿ 3

Äåéñòâèÿ ãðóïï

3.1 Äåéñòâèÿ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà è Ω � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò

íà ìíîæåñòâå Ω (îáîçíà÷àåòñÿ G↷ Ω), åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå

G× Ω −→ Ω, (g, x) 7−→ g ∗ x

òàêîå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà:

� (g1g2) ∗ x = g1 ∗ (g2 ∗ x) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g1, g2 ∈ G è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ Ω

� 1 ∗ x = x äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ Ω.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü çàäàíî äåéñòâèå G ↷ Ω. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà g ∈ G îïðåäåëèì îòîáðà-
æåíèå

σg : Ω −→ Ω, x 7−→ g ∗ x.

Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ g1, g2 ∈ G, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ Ω èìååì

(σg1 ◦ σg2)(x) = σg1(σg2(x)) = g1 ∗ (g2 ∗ x) = (g1g2) ∗ x = σg1g2(x)

è σ1 � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, σg1 ◦σg2 = σg1g2 . Â ÷àñòíîñòè, σg−1 � îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå ê σg. Ñëåäîâàòåëüíî, σg � áèåêöèÿ. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå

Ψ : G −→ SΩ, g 7−→ σg

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì â ãðóïïó ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà Ω.
Îáðàòíî, ëþáîé ãîìîìîðôèçìîì Ψ : G→ SΩ îïðåäåëÿåò äåéñòâèå G↷ Ω ïî ïðàâèëó g ∗x =

Ψ(g)(x). (Ïðîâåðüòå!).

ßäðîì ýôôåêòèâíîñòè äåéñòâèÿ G↷ Ω íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïà

{g ∈ G | g ∗ x = x ∀x ∈ Ω}

ßñíî, ÷òî ÿäðî ýôôåêòèâíîñòè ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà Ψ : G → SΩ. Äåéñòâèå íàçû-
âàåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè åãî ÿäðî ýôôåêòèâíîñòè òðèâèàëüíî.

32
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G ↷ Ω � äåéñòâèå ãðóïïû G. Îðáèòîé ýëåìåíòà x ∈ Ω íàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî â Ω

Orb(x) := {g ∗ x | g ∈ G}.

Ïîäìíîæåñòâî â G
St(x) := {g ∈ G | g ∗ x = x}

íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé èëè ñòàáèëèçàòîðîì ýëåìåíòà x. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ïîäãðóïïà.

Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî ýôôåêòèâíîñòè � ïåðåñå÷åíèå ñòàöèîíàðíûõ ïîäãðóïï âñåõ ýëåìåíòîâ
Ω. Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè ìíîæåñòâî Ω ñîâïàäàåò ñ îðáèòîé íåêîòîðîãî
ñâîåãî ýëåìåíòà: Ω = Orb(x).

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G↷ Ω � äåéñòâèå ãðóïïû G.

(i) Åñëè y ∈ Orb(x), òî Orb(y) = Orb(x).

(ii) Åñëè Orb(x) ∩Orb(y) ̸= ∅, òî Orb(x) = Orb(y).

(iii) Ìíîæåñòâî Ω ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåïåðåñåêàþùåãîñÿ îáúåäèíåíèÿ îðáèò: Ω = ∪x∈Ω Orb(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) y ∈ Orb(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò g0 ∈ G òàêîé, ÷òî
y = g0 ∗ x =⇒ äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G g ∗ y = (gg0) ∗ x ∈ Orb(x). Ñëåäîâàòåëüíî, Orb(y) ⊂
Orb(x). Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G g ∗ x = (gg−1

0 ) ∗ x ∈ Orb(y) è ïîýòîìó èìååò
ìåñòî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.

(ii) Ïóñòü z ∈ Orb(x) ∩Orb(y). Òîãäà, ñîãëàñíî (i), èìååì Orb(x) = Orb(z) = Orb(y).
Óòâåðæäåíèå (iii) ñëåäóåò èç (ii) ïîñêîëüêó x ∈ Orb(x).

3.2 Ïðèìåðû äåéñòâèé

Ïðèìåðû. (i) Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G è äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Ω èìååòñÿ òðèâèàëüíîå äåé-
ñòâèå g ∗ x = x äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ Ω.

(ii) Ïî îïðåäåëåíèþ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê Sn äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå Ω = {1, . . . , n}. Ýòî äåé-
ñòâèå òðàíçèòèâíî. Ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà � ãðóïïà ïîäñòàíîâîê Sn−1 ýëåìåíòîâ 1, . . . , k̂, . . . , n.

(iii) Ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GLn(k) äåéñòâóåò íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V = kn. Ïðè ýòîì
èìååòñÿ äâå îðáèòû: V \ {0} è {0}.

(iv) Ãðóïïà SO3(R) òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà äâóìåðíîé ñôåðå S2 = {x ∈ R3 | ∥x∥ = 1}.

(v) Ãðóïïà U := {z ∈ C | |z| = 1} óìíîæåíèÿìè äåéñòâóåò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C.
Îðáèòû äåéñòâèÿ � ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ ôèêñèðîâàííûì ìîäóëåì.

(vi) Ãðóïïà SL2(R) äåéñòâóåò íà ïîïîëíåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C̄ = C∪{∞} ïî ïðàâèëó(
a b
c d

)
∗ z = az + b

cz + d
.

(vii) Ñ êàæäûì äåéñòâèåì G↷ Ω ñâÿçàíû íåñêîëüêî äðóãèõ äåéñòâèé.
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(a) Äåéñòâèå íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ G ↷ 2Ω, ãäå äëÿ X ⊂ Ω ïîëàãàåì g ∗X :=
{g ∗ x | x ∈ X}.

(b) Äåéñòâèå íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè G↷ Ω× · · · ×Ω ïî ïðàâèëó g ∗ (x1, . . . , xn) :=
(g ∗ x1, . . . , g ∗ xn).

(c) Ïóñòü G ↷ Ω � äåéñòâèå ãðóïïû G è ïóñòü H ⊂ G � ïîäãðóïïà. Òîãäà èìååòñÿ
åñòåñòâåííîå äåéñòâèå H ↷ Ω � îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ G↷ Ω.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G ↷ Ω � äåéñòâèå ãðóïïû G. Ïîäìíîæåñòâî Ω′ ⊂ Ω íàçûâàåòñÿ èíâà-

ðèàíòíûì, åñëè g ∗ x ∈ Ω′ äëÿ âñåõ g ∈ G è äëÿ âñåõ x ∈ Ω′. Èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì (íåêîòîðûõ) îðáèò. Äëÿ x ∈ Ω′ ôîðìóëà g ∗ x çàäàåò äåéñòâèå íà Ω′,
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì íà èíâàðèàíòíîì ïîäìíîæåñòâå.

Êàæäàÿ ãðóïïà èìååò íåñêîëüêî åñòåñòâåííûõ äåéñòâèé íà ñåáå:

Ïðèìåð. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü H ⊂ G � åå ïîäãðóïïà (âîçìîæíî G = H). Òîãäà èìååòñÿ
äåéñòâèå H ↷ G ëåâûìè ñäâèãàìè èëè ëåâîå ðåãóëÿðíîå äåéñòâèå:

h ∗ g = hg, h ∈ H, g ∈ G.

Îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ � ïðàâûå ñìåæíûå êëàññû, à ñòàáèëèçàòîð ëþáîãî ýëåìåíòà òðèâèàëåí.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèå H íà G ïðàâûìè ñäâèãàìè:

h ∗ g = gh−1, h ∈ H, g ∈ G.

Ïðèìåð. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G èìååòñÿ äåéñòâèå G↷ G íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè:

g ∗ x = gxg−1.

Îðáèòàìè äåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà x ∈ G â
ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ öåíòðàëèçàòîðîì è îáîçíà÷àåòñÿ Z(x). Îí ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ
G, êîììóòèðóþùèõ ñ x:

Z(x) := St(x) = {g ∈ G | gx = xg}.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äåéñòâèå ãðóïïû S4 íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè è åå äåéñòâèå íà èíâàðè-
àíòíîì ïîäìíîæåñòâå

Ω = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)} = V4 \{(1)}.

Ïîñëåäíåå äåéñòâèå èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì

S4 −→ SΩ ≃ S3,

ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ V4. Ñëåäîâàòåëüíî, S4 /V4 ≃ S3.

Ïðèìåð. Ëþáàÿ ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå Ω ñâîèõ ïîäãðóïï ñîïðÿæåíèÿìè:

g ∗H = gHg−1.

Ïðè ýòîì ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà H ∈ Ω èìååò âèä

NG(H) := {g ∈ G | gHg−1 = H}

îí îáîçíà÷àåòñÿ NG(H) (èëè ïðîñòî N(H)) è íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçàòîðîì H. Íîðìàëèçîòîð �
ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G, â êîòîðîé H íîðìàëüíà. Â ÷àñòíîñòè, NG(H) = G òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà H ◁G. ßñíî òàêæå, ÷òî N(H) ⊃ H.
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Ïðèìåð. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü H ⊂ G � åå ïîäãðóïïà. Èìååòñÿ äåéñòâèå ãðóïïû G (ñäâè-
ãàìè) íà ìíîæåñòâå ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ:

G↷ G/H, g ∗ aH = (ga)H.

Ýòî äåéñòâèå òðàíçèòèâíî, à äëÿ ñòàáèëèçàòîðà èìååì St(aH) = aHa−1.

Òåîðåìà (Òåîðåìà Êýëè). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé

ãðóïïû ïîäñòàíîâîê Sn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàíóìåðóåì ýëåìåíòû ãðóïïû: G := {g1, . . . , gn} è ðàññìîòðèì äåéñòâèå G↷
G ëåâûìè ñäâèãàìè. Òàê êàê ñòàáèëèçàòîð ëþáîãî ýëåìåíòà òðèâèàëåí, òî ãîìîìîðôèçìG→ Sn,
èíäóöèðîâàííûé äåéñòâèåì, èíúåêòèâåí.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G↷ Ω � äåéñòâèå ãðóïïû G è ïóñòü x ∈ Ω. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåí-

íàÿ áèåêöèÿ ìåæäó ìíîæåñòâîì ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G/ St(x) è îðáèòîé ýëåìåíòà x:

ϕ : G/ St(x) −→ Orb(x), g St(x) 7−→ g ∗ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ϕ. Ïóñòü g St(x) = g′ St(x). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò h ∈ St(x) òàêîé, ÷òî g′ = gh. Ïî îïðåäåëåíèþ ñòàáèëèçàòîðà h ∗ x = x. Îòñþäà

ϕ(g′ St(x)) = (gh) ∗ x = g ∗ (h ∗ x) = g ∗ x = ϕ(g St(x)).

Îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî ïî îïðåäåëåíèþ îðáèòû. Ïðîâåðèì åãî èíúåêòèâíîñòü. Ïóñòü ϕ(g′ St(x)) =
ϕ(g St(x)). Òîãäà èìååì ïîñëåäîâàòåëüíî

g ∗ x = g′ ∗ x, (g−1g′) ∗ x = x, g−1g′ ∈ St(x) è g St(x) = g′ St(x).

Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåííàÿ áèåêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äåéñòâèé G↷ Ω è G↷ G/ St(x).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ϕ(h ∗ x) = h ∗ ϕ(x) ∀h ∈ G.

Ñëåäñòâèå.

|Orb(x)| = [G : St(x)].

Ñëåäñòâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G êîíå÷íà. Òîãäà

|G| = | St(x)| · |Orb(x)|.

Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Ïðèìåð. Ãðóïïà äèýäðà Dn åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-
óãîëüíèêà. Çàíóìåðîâàâ ýòè âåðøèíû, ïîëó÷èì ãîìîìîðôèçì Dn → Sn. Ïîñêîëüêó ëþáîå äâè-
æåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè âåðøèí n-óãîëüíèêà, òî ýòîò ãîìîìîðôèçì èíúåê-
òèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ âëîæåíèå Dn ↪→ Sn. Äëÿ n = 3 èç ñîâïàäåíèÿ ïîðÿäêîâ ãðóïï
ïîëó÷èì èçîìîðôèçì D3 ≃ S3.

Ïðèìåð. Ãðóïïà T äâèæåíèé òåòðàýäðà äåéñòâóåò íà âåðøèíàõ ýòîãî òåòðàýäðà. Êàê è âûøå,
ïîëó÷àåì èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì T ↪→ S4. Èç ñîâïàäåíèÿ ïîðÿäêîâ ïîëó÷èì èçîìîðôèçì
T ≃ S4.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ãðóïïó O ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé êóáà. Îíà äåéñòâóåò íà áîëüøèõ äèà-
ãîíàëÿõ êóáà. Ýòî çàäàåò èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì O ↪→ S4. Èç ñîâïàäåíèÿ ïîðÿäêîâ ïî-
ëó÷èì èçîìîðôèçì O ≃ S4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàÿ äåéñòâèå íà ìíîæåñòâå òðåõ ïðÿ-
ìûõ, ñîåäèíÿþùèõ öåíòðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé, ìû ïîëó÷èì ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì
O ≃ S4 → S3.

Ïðèìåð. Ïðîåêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà PGLn(k) åñòåñòâåííûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà ïðîåêòèâ-
íîì ïðîñòðàíñòâå Pn−1. Åñëè k = Fq � êîíå÷íîå ïîëå, ñîäåðæàùåå q ýëåìåíòîâ, òî ïðîåêòèâíîå
ïðîñòðàíñòâî Pn−1 íàä k ñîäåðæèò ðîâíî (qn−1)(q−1) ýëåìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
äåéñòâèå PGLn(k) ↷ Pn−1 èíäóöèðóåò âëîæåíèå PGLn(k) ↪→ S(qn−1)(q−1).

3.3 p-ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå. p-ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ïîðÿäêà pk, ãäå p � ïðîñòîå.

Òåîðåìà. Öåíòð p-ãðóïïû íåòðèâèàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå G↷ G ñîïðÿæåíèÿìè:

g ∗ x = gxg−1.

Òîãäà îäíîýëåìåíòíûå îðáèòû � ýòî â òî÷íîñòè ýëåìåíòû öåíòðà ãðóïïû. Ïîýòîìó èìååòñÿ
ðàçëîæåíèå â íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå

G = Z(G) ∪

 ⋃
|Orb(x)|>1

Orb(x)

 .

Òàê êàê ÷èñëî ýëåìåíòîâ îðáèòû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû, òî |Orb(x)| = pl, l ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ G.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

pk = |G| = |Z(G)|+
∑

|Orb(x)|>1

|Orb(x)| = |Z(G)|+
∑

pli ,

ãäå li > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, |Z(G)| äåëèòñÿ íà p.

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ (êîíå÷íàÿ) p-ãðóïïà ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíóþ íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû.

Ñëåäñòâèå. Ãðóïïà ïîðÿäêà p2 ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |G| = p2, òî ñîãëàñíî òåîðåìå, |Z(G)| = p2 èëè p. Âòîðîé ñëó÷àé íåâîç-
ìîæåí ïî ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà. Äëÿ íåàáåëåâîé ãðóïïû G ôàêòîðãðóïïà G/Z(G) íå ìîæåò áûòü öèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π : G → G/Z(G) � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ãðóïïà G/Z(G) � öèêëè÷åñêàÿ è ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì ā. Âûáåðåì ëþáîé ýëåìåíò a ∈ G
òàêîé, ÷òî π(a) = ā. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå g = akz, ãäå z ∈ Z(G).
ßñíî, ÷òî òàêèå ýëåìåíòû êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé.
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Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà p3 íåîáÿçàòåëüíî àáåëåâà.

Ïðèìåð. Ãðóïïà âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ 3× 3-ìàòðèö íàä ïîëåì Fp èç p ýëåìåíòîâ
1 a b
0 1 c
0 0 1

 ∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ Fp

 ⊂ GL3(Fp)

èìååò ïîðÿäîê p3 è íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé.

3.4 Òåîðåìû Ñèëîâà

Òåîðåìà (ïåðâàÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé äåëèòñÿ íà

pk, ãäå p � ïðîñòîå. Òîãäà â G ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ïîðÿäêà pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |G| = n = pkm. Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî n. Áàçà èíäóêöèè î÷å-
âèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ âñåõ ãðóïï ïîðÿäêîâ n′ < n. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå
G↷ G ñîïðÿæåíèÿìè:

g ∗ x = gxg−1.

Òîãäà
St(x) = Z(x) = {g ∈ G | gx = xg}

� öåíòðàëèçàòîð x. Îðáèòû ýòîãî äåéñòâèÿ � êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, à îäíîýëåìåíòíûå
îðáèòû � ýòî â òî÷íîñòè ýëåìåíòû öåíòðà ãðóïïû. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå
G â íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå:

G = Z(G) ∪

 ⋃
|Orb(x)|>1

Orb(x)

 .

Îòñþäà

pkm = |G| = |Z(G)|+
∑

|Orb(x)|>1

|Orb(x)|.

Èìåþòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:

� Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ G \ Z(G) òàêîé, ÷òî p ∤ |Orb(x)|. Òàê êàê

pkm = n = |Z(x)| · |Orb(x)|,

òî |Z(x)| ≡ 0 mod pk è |Z(x)| < n. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â Z(x) ñóùåñòâóåò ïîä-
ãðóïïà ïîðÿäêà pk.

� Äëÿ âñåõ x ∈ G \ Z(G) èìååì |Orb(x)| ≡ 0 mod p. Òîãäà |Z(G)| ≡ 0 mod p è ïî îñíîâ-
íîé òåîðåìå îá àáåëåâûõ ãðóïïàõ â Z(G) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò z ïîðÿäêà p. Ïîäãðóïïà ⟨z⟩
íîðìàëüíà â G. Ïóñòü G1 := G/⟨z⟩ è ïóñòü π : G → G1 � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì.
Òîãäà |G1| = pk−1m è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â G1 ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà P1 ïîðÿäêà
pk−1. Ïîëîæèì P := π−1(P1). Òîãäà P ⊂ G � ïîäãðóïïà (ïðîâåðüòå!) Òàê êàê P ⊃ ⟨z⟩, òî
P/⟨z⟩ ≃ P1 è ïîýòîìó |P | = pk.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n = pkm, ãäå p � ïðîñòîå è m íå äåëèòñÿ
íà p. Ïîäãðóïïà Gp ⊂ G ïîðÿäêà pk íàçûâàåòñÿ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé.

Ïðèìåðû. (i) Ïóñòü G = Sp � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà (p � ïðîñòîå). Òîãäà ëþáàÿ ñèëîâñêàÿ
p-ïîäãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ è ïîðîæäàåòñÿ öèêëîì äëèíû p.

(ii) Ïóñòü k = Fp � ïîëå èç p ýëåìåíòîâ è ïóñòü G = GL2(k) � ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà. Åå
ïîðÿäîê ðàâåí (p2− 1)(p2− p). Ñëåäîâàòåëüíî ïîäãðóïïà âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö{(

1 a
0 1

) ∣∣∣∣ a ∈ Fp
}

ÿâëÿåòñÿ ñèëîâñêîé.

Òåîðåìà (âòîðàÿ òåîðåìà Ñèëîâà). Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

(i) Ëþáàÿ p-ïîäãðóïïà H ⊂ G ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ñèëîâñêîé.

(ii) Âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì |G| = pkm, ãäå ÍÎÄ (m, p) = 1. Ïóñòü Gp ⊂ G � ñèëîâñêàÿ p-
ïîäãðóïïà è ïóñòü H ⊂ G � ëþáàÿ p-ïîäãðóïïà. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû G ñäâèãàìè íà
ìíîæåñòâå ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ G/Gp è åãî îãðàíè÷åíèå íà ïîäãðóïïó H. Ïóñòü

G/Gp =
⋃

xGp∈G/Gp

Orb(xGp)

� ðàçëîæåíèå ìíîæåñòâà G/Gp â íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå îðáèò äåéñòâèÿ H ↷ G/Gp.
×èñëî ýëåìåíòîâ ëþáîé îðáèòû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïûH è ïîýòîìó èìååò âèä pk, k ≥ 0. Ïîýòîìó

|G/Gp| =
∑

xGp∈G/Gp

|Orb(xGp)|

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâàG/Gp íå äåëèòñÿ íà p. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
îðáèòà Orb(yGp), ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ýëåìåíòà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ h ∈ H ìû èìååì
hyGp = yGp, ò. å. ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g ∈ Gp (çàâèñÿùèé îò h) òàêîé, ÷òî hy = yg. Èíà÷å ãîâîðÿ,

∀h ∈ H y−1hy ∈ Gp.

Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî y−1Hy ⊂ Gp. Îòñþäà

H ⊂ yGpy
−1, (*)

÷òî äîêàçûâàåò (i).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) ïðåäïîëîæèì, ÷òî Go

p � äðóãàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà. Ïîëàãàÿ H =
Go
p â (*) ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå (ii).

Ñëåäñòâèå. ×èñëî sp ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ðàâíî èíäåêñó íîðìàëèçàòîðà îäíîé èç íèõ:

sp = [G : N(Gp)].
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Ñëåäñòâèå. Ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà åäèíñòâåííà.

Òåîðåìà (òðåòüÿ òåîðåìà Ñèëîâà). ×èñëî sp ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ñðàâíèìî ñ 1 ïî ìîäóëþ p;

sp ≡ 1 mod p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî âñåõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå G↷
Ω ñîïðÿæåíèÿìè. Ïî âòîðîé òåîðåìå Ñèëîâà ýòî äåéñòâèå òðàíçèòèâíî. Çàôèêñèðóåì îäíó ñè-
ëîâñêóþ ïîäãðóïïó Gp ∈ Ω è ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ G ↷ Ω íà ïîäãðóïïó Gp. Ýòî
äåéñòâèå íåîáÿçàòåëüíî òðàíçèòèâíî. Ïóñòü Ω = ∪Ωi � ðàçëîæåíèå â íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäè-
íåíèå îðáèò. Èìååì |Ωi| = pki , ki ≥ 0. Çíà÷èò

sp = |Ω| =
∑

|Ωi| =
∑

pki .

Îðáèòà Orb(Gp) = {Gp} ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ
îäíîýëåìåíòíàÿ îðáèòà

Ωi = {G′
p},

ãäå G′
p ∈ Ω, Gp ̸= G′

p. Òîãäà gG
′
pg

−1 = G′
p äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ Gp. Òàêèì îáðàçîì,

Gp ⊂ N(G′
p).

Åñëè Gp ̸= G′
p, òî ãðóïïà N(G′

p) ñîäåðæèò äâå ðàçëè÷íûå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû. Ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èò ñëåäñòâèþ âûøå (ïîñêîëüêó Gp � íîðìàëüíàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà â N(Gp)). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ îäíîýëåìåíòíàÿ îðáèòà Orb(Gp) = {Gp}. Îòñþäà |Ω| ≡ 1
mod p.

Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ òåîðåì Ñèëîâà ìû ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, îïèñûâàþùèé
ñâîéñòâà ãðóïï ïîðÿäêà pq, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå p = q ãðóïïà
ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî p > q.

Òåîðåìà. Ïóñòü G � ãðóïïà ïîðÿäêà pq, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà è p > q.

(i) Ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé â G.

(ii) Åñëè p ̸≡ 1 mod q, òî è ñèëîâñêàÿ q-ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé â G.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) ÏóñòüGp � ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà è ïóñòü sp � ÷èñëî ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï.
Ïî âòîðîé òåîðåìå Ñèëîâà

sp = [G : N(Gp)],

ãäå N(Gp) � íîðìàëèçàòîð Gp â G. Òàê êàê G ⊃ N(Gp) ⊃ Gp, òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà |N(GP )| =
p èëè pq. ÅñëèGp íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé, òî sp = q. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, sp ≡ 1 mod p ïî òðåòüåé
òåîðåìå Ñèëîâà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ p > q.

(ii) Êàê è âûøå sq = [G : N(Gq)] = p èëè 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, sq ̸= p ïîñêîëüêó sq ≡ 1
mod q.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå p ̸≡ 1 mod q â óòâåðæäåíèè (ii) íåîáõîäèìî. Äåéñòâèòåëüíî, â ãðóïïå
äèýäðà D2p ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.
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Çàäà÷è

3.1. Èñïîëüçóÿ äåéñòâèÿ íà ìíîæåñòâå âåðøèí, äàéòå äðóãîå âû÷èñëåíèå ïîðÿäêîâ ãðóïï äâè-
æåíèé òåòðàýäðà è êóáà (çàäà÷à 0.9).

3.2. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé èêîñàýäðà èçîìîðôíà A5.

3.3. Äîêàæèòå, ÷òî PGL2(F2) ≃ S3 è PGL2(F3) ≃ S4. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå äåéñòâèå PGL2(Fq) ↷
P1
Fq
.

3.4. Äîêàæèòå, ÷òî PGL2(F4) ≃ A5.

3.5. Ïóñòü p � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â G èìå-
åòñÿ ïîäãðóïïà H èíäåêñà p. Äîêàæèòå, ÷òî H ◁ G. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå äåéñòâèå
H ↷ G/H.

3.6. Ïóñòü G � ãðóïïà ïîðÿäêà p3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà p2 â G íîðìàëüíà.
Âåðíî ëè ýòî äëÿ ïîäãðóïï ïîðÿäêà p?

3.7. Ïóñòü p-ãðóïïà G äåéñòâóåò íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç MG ⊂ M ìíî-
æåñòâî íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â M ñðàâíèìî ñ ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ â MG ïî ìîäóëþ p.

3.8. Äîêàæèòå, ÷òî â p-ãðóïïå ëþáàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà íåòðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ öåí-
òðîì.

3.9. Ïóñòü G � p-ãðóïïà è ïóñòü Z � åå öåíòð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z èìååò ïîðÿäîê p. Äîêàæèòå,
÷òî Z ñîäåðæèòñÿ â ëþáîé íåòðèâèàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå.

3.10. Ïóñòü G � p-ãðóïïà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî l òàêîãî, ÷òî pl ≤ |G| ñóùåñòâóåò íîðìàëü-
íàÿ ïîäãðóïïà N â G ïîðÿäêà pl.

3.11. Ñîäåðæèò ëè S4 ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ?

3.12. Ñîäåðæèò ëè S5 ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ?

3.13. Ñîäåðæèò ëè S6 ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ?

3.14. Ðàñêëàäûâàåòñÿ ëè ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â S6 â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå?

3.15. Íàéäèòå öåíòð ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû â S6.

3.16. Íàéäèòå êîììóòàíò ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû â S6.

3.17. Ñêîëüêî èìååòñÿ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï â S6?

3.18. Äîêàæèòå, ÷òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â S6 ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëèçàòîðîì íåêîòîðîãî ýëåìåíòà
ïîðÿäêà 2.

3.19. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 48 â S6 ñîäåðæèò ðîâíî òðè ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû.

3.20. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 48 â S6 ñîïðÿæåíû.

3.21. Äîêàæèòå, ÷òî íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 48 â S6 ñîâïàäàåò ñ ýòîé ïîäãðóïïîé.
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3.22. Îïèñàòü âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû è èõ íîðìàëèçàòîðû â A5.

3.23. Îïèñàòü âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû è èõ íîðìàëèçàòîðû â S5.

3.24. Îïèñàòü ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû â ãðóïïå Sp2 (p � ïðîñòîå).

3.25. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà pq2, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.*

3.26. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà pq3, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.

3.27. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà pqk, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.

3.28. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà pqr, ãäå p, q è r � ïðîñòûå ÷èñëà, íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.

3.29. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ëþáîãî èç ñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé

(a) 36 = 22 · 32, 48 = 24 · 3, 96 = 25 · 3, 100 = 22 · 52, 108 = 22 · 33,
(b) 80 = 24 · 5, 160 = 25 · 5, 112 = 24 · 7,
(c) 72 = 23 · 32, 84 = 22 · 3 · 7, 156 = 22 · 3 · 13, 140 = 22 · 5 · 7,
(d) 132 = 22 · 3 · 11,
(e) 126 = 2 · 32 · 7, 150 = 2 · 3 · 52.

3.30. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà 144 íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.

3.31. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà 120 íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.

3.32. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà 90 íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.

*Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï.



Ëåêöèÿ 4

Ðàçðåøèìûå ãðóïïû

4.1 Êîììóòàíò

Îïðåäåëåíèå. Êîììóòàòîðîì ýëåìåíòîâ a, b ∈ G íàçûâàåòñÿ

[a, b] := aba−1b−1.

Êîììóòàíòîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé âñåõ êîììóòàòî-
ðîâ. Êîììóòàíò îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [G,G] èëè, áîëåå êðàòêî, ÷åðåç G′.

Ëåììà. Êîììóòàíò ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a, b ∈ G, òî [a, b]−1 = [b, a] ∈ [G, G].

Ïðèìåð. Ãðóïïà G àáåëåâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [G, G] = {1}.

Òåîðåìà. (i) Ïóñòü φ : G→ G1 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà φ([G, G]) = [φ(G), φ(G)].

(ii) Êîììóòàíò ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè âñåõ àâòîìîðôèçìàõ ãðóïïû:

φ([G, G]) = [G, G]

äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà φ ∈ Aut(G).

(iii) [G, G]◁G.

(iv) Ôàêòîðãðóïïà G/[G, G] àáåëåâà.

(v) Äëÿ íåêîòîðîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû N ôàêòîðãðóïïà G/N àáåëåâà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà N ⊃ [G, G].

Ïðîöåññ ôàêòîðèçàöèè ïî êîììóòàíòó íàçûâàåòñÿ àáåëèàíèçàöèåé ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Çàìåòèì, ÷òî φ([a, b]) = [φ(a), φ(b)]. Ïîýòîìó

φ([a1, b1] · · · [an, bn]) = [φ(a1), φ(b1)] · · · [φ(an), φ(bn)] ∈ [φ(G), φ(G)].

Ñëåäîâàòåëüíî, φ([G, G]) ⊂ [φ(G), φ(G)]. Îáðàòíî, åñëè c ∈ [φ(G), φ(G)], òî c èìååò âèä

c = [φ(a1), φ(b1)] · · · [φ(an), φ(bn)] = φ([a1, b1] · · · [an, bn]) ∈ φ([G, G]).

42
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(ii) ñëåäóåò èç (i), à (iii) ñëåäóåò èç (ii). Óòâåðæäåíèå (iv) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (v).
Äîêàæåì (v). Ïóñòü π : G → G/N � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì. Òîãäà ñîãëàñíî (i) èìååì
π([G, G]) = [G/N, G/N ]. Ïîýòîìó G/N � àáåëåâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π([G, G]) = {1}
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [G, G] ⊂ N .

Ïðèìåð. Ïóñòü G � ãðóïïà ïîðÿäêà pq, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà è p ≥ q. Åñëè îíà àáåëåâà,
òî [G,G] = {1}. Ýòî íå âûïîëíåíî òîëüêî åñëè q ≡ 0 mod p. Ïóñòü G íå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé. Ìû
ïîêàçàëè â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ÷òî q ≡ 0 mod p è ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà Gp íîðìàëüíà â G.
Òàê êàê ôàêòîðãðóïïà G/Gp öèêëè÷åñêàÿ, òî [G,G] ⊂ Gp. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî [G,G] = Gp.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèì êîììóòàíò ãðóïïû äèýäðà Dn. Íàïîìíèì, ÷òî Dn ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè
r è s, ãäå r � ïîâîðîò íà óãîë 2π/n, à s � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
è îäíó èç âåðøèí. Èìåþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

rn = s2 = 1, è srs−1 = r−1.

Òàêèì îáðàçîì, [r, s] = r−2 ∈ D′
n è ïîýòîìó ⟨r2⟩ ⊂ D′

n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ⟨r2⟩ ◁ Dn è ôàêòîð-
ãðóïïà Dn /⟨r2⟩ èìååò ïîðÿäîê ≤ 4 è ïîòîìó àáåëåâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ⟨r2⟩ ⊃ D′

n è ïî òåîðåìå
⟨r2⟩ = D′

n. Åñëè n íå÷åòíî, òî D′
n = ⟨r2⟩ = ⟨r⟩ � ïîäãðóïïà èíäåêñà 2, à åñëè n ÷åòíî, òî

D′
n = ⟨r2⟩ ≠ ⟨r⟩ � ïîäãðóïïà èíäåêñà 4.

4.2 Ðàçðåøèìûå ãðóïïû

Ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì n-é êîììóòàíò ãðóïïû G ïðàâèëîì G(n+1) = (G(n))′. Òàêèì îáðàçîì,
èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïîäãðóïï:

G ⊃ G′ ⊃ G′′ ⊃ · · · ⊃ G(n) ⊃ · · · .

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè G(n) = {1} äëÿ íåêîòîðîãî n.

Àáåëåâà ãðóïïà âñåãäà ðàçðåøèìà ïîñêîëüêó äëÿ íåå G′ = {1}. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîäãðóï-
ïà H ðàçðåøèìîé ãðóïïû G âñåãäà ðàçðåøèìà òàê êàê H(n) ⊂ G(n).

Ïðèìåð (ðàçðåøèìîñòü ãðóïï ïîðÿäêà pq). Ãðóïïà ïîðÿäêà pq, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà ðàçðå-
øèìà. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ïîêàçàëè ðàíåå, ÷òî êîììóòàíò [G,G] èëè òðèâèàëåí, èëè ñîâïàäàåò
ñ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé (åñëè p > q è p ≡ 1 mod q). Âî âòîðîì ñëó÷àå G′′ = {1}.

Çàìå÷àíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü N◁G. Òîãäà ãðóïïà G ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ðàçðåøèìû ãðóïïû N è G/N .

Ïðèìåð. Èç ðåçóëüòàòà ïðåäûäóùåé ëåêöèè î p-ãðóïïàõ ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ p-ãðóïïà ðàçðå-
øèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì π : G→ G/N . Èìååì π(G′) = (G/N)′.
Ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåì, ÷òî π(G(n)) = (G/N)(n).

Ïóñòü G ðàçðåøèìà. Ïîñêîëüêó ïîäãðóïïà ðàçðåøèìîé ãðóïïû ðàçðåøèìà, òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî n èìååì

N (n) ⊂ G(n) = {1}, (G/N)(n) = π(G(n)) = {1}.
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Ïîýòîìó ðàçðåøèìû N è G/N .
Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî N è G/N ðàçðåøèìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò n òàêîå, ÷òî

π(G(n)) = (G/N)(n) = {1}.

Ñëåäîâàòåëüíî, G(n) ⊂ N . Òàê êàê N ðàçðåøèìà, òî ñóùåñòâóåò m òàêîå, ÷òî

G(n+m) = (G(n))(m) ⊂ N (m) = {1}.

Òåîðåìà. Ãðóïïà Tn(k) íåâûðîæäåííûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ n× n-ìàòðèö íàä ïîëåì k ðàçðå-

øèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Áàçà èíäóêöèè n = 1 î÷åâèäíà ïîñêîëüêó T1(k) ≃ k∗. Ðàñ-
ñìîòðèì îòîáðàæåíèå φ : Tn(k) −→ Tn−1(k),

φ :


a1,1 a1,2 · · · a1,n−1 a1,n
0 a2,2 · · · a2,n−1 a2,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 0 an,n

 7−→


a1,1 a1,2 · · · a1,n−1

0 a2,2 · · · a2,n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · an−1,n−1


(âû÷åðêèâàíèå ïîñëåäíåé ñòðîêè è ïîñëåäíåãî ñòîëáöà). ßñíî, ÷òî φ � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîð-
ôèçì. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ãðóïïà Tn−1(k) ðàçðåøèìà. Äîêàæåì ðàçðåøèìîñòü ãðóïïû

Kn = Ker(φ) =



1 0 0 · · · b1
0 1 0 · · · b2
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · bn


∣∣∣∣∣∣∣∣ b1, . . . , bn ∈ k


Ðàññìîòðèì ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

ψ : Kn → k∗


1 0 0 · · · b1
0 1 0 · · · b2
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · bn

 7−→ bn

Òàê êàê îáðàç è ÿäðî

Ker(ψ) =



1 0 0 · · · b1
0 1 0 · · · b2
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · 1


∣∣∣∣∣∣∣∣ b1, . . . , bn−1 ∈ k


ãîìîìîðôèçìà ψ ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè ãðóïïàìè, òî è ãðóïïà Kn ðàçðåøèìà.

Òåîðåìà. Ïðè n ≥ 5 çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà An íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé. Áîëåå òîãî,

[An, An] = An .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü i, j, k, l, m ∈ {1, . . . , n} � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì òðîé-
íûå öèêëû σ := (i, j, k) è τ := (k, l,m). Òîãäà

[An, An] ∋ [σ, τ ] = (i, j, k)(k, l,m)(i, k, j)(k,m, l) = (i, l, k).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî [An, An] ñîäåðæèò âñå òðîéíûå öèêëû. Òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåãêî âûâîäèòñÿ
èç ñëåäóþùåé ëåììû.
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Ëåììà. Çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà An ïîðîæäàåòñÿ òðîéíûìè öèêëàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè, òî ëþáîé
ýëåìåíò σ ∈ An ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïàðû ðàçëè÷íûõ òðàíñïîçèöèé τ1 = (i, j) è τ2 = (k, l)
ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ íåêîòîðûõ òðîéíûõ öèêëîâ. Åñëè âñå ýëåìåíòû i, j, k, l ïîïàðíî ðàçëè÷íû,
òî τ1τ2 = (i, j, k)(j, k, l). Åñëè æå, íàïðèìåð, j = l, à i ̸= j ̸= k ̸= i, òî

τ1τ2 = (i, j)(k, j) = (i, j, k).

Ýòî äîêàçûâàåò ëåììó.

Òåîðåìà. Åñëè ïîëå k ñîäåðæèò áîëåå òðåõ ýëåìåíòîâ, òî ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà

SLn(k) íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé. Áîëåå òîãî,

[SLn(k), SLn(k)] = SLn(k).

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: åñëè [SLn(k), SLn(k)] ̸=
SLn(k), òî n = 2 è ïîëå k ñîäåðæèò ≤ 3 ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèå äëÿ n = 2. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íóæíî
ëèøü äîïîëíèòü íàøè ìàòðèöû ìíîãîòî÷èÿìè. Èìååì[(

λ 0
0 λ−1

)
,

(
1 µ
0 1

)]
=

(
λ 0
0 λ−1

)(
1 µ
0 1

)(
λ−1 0
0 λ

)(
1 µ
0 1

)
=

(
1 η
0 1

)
ãäå η := µ(λ2 − 1). Åñëè λ ̸= ±1, òî ýëåìåíò η ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íîå
âû÷èñëåíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ íèæíå-òðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî, [SLn(k), SLn(k)] ñî-
äåðæèò âñå ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû òèïà I. Òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåãêî âûâîäèòñÿ èç ñëåäóþùåé
ëåììû.

Ëåììà. Ãðóïïà SLn(k) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè òèïà I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ëþáóþ ìàòðèöó A = (ai,j) ñ îïðåäåëè-
òåëåì 1 ìîæíî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè òèïà I ïðèâåñòè ê åäèíè÷íîé. Ïóñòü a1, . . . ,
an � ñòðîêè ìàòðèöû. Åñëè a2,1 = 0, òî ïðåîáðàçîâàíèåì âèäà a′

2 = a2 + ai äëÿ íåêîòîðîãî i
ìû äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òî a′2,1 ̸= 0. Äàëåå ïðåîáðàçîâàíèåì âèäà a′

1 = a1 + λa2 äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òî
a′1,1 = 1. Íàêîíåö, ïðåîáðàçîâàíèÿìè âèäà a′

i = ai+λa1, i > 1 îáíóëÿåì ïåðâûé ñòîëáåö: a′i,1 = 0,
i > 1. Ïðîäîëæàÿ ïî èíäóêöèè, ïðèâîäèì ìàòðèöó A ê óíèòðåóãîëüíîìó âèäó:

A′ =


1 ∗ · · · ∗
0 1 · · · ∗
. . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1


Êàê è â ñòàíäàðòíîì àëãîðèòìå Ãàóññà ýòà ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê óëó÷øåííîìó ñòóïåí÷àòîìó
âèäó, êîòîðûé áóäåò åäèíè÷íîé ìàòðèöåé.
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Çàäà÷è

4.1. Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàíò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ãðóïï ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì èõ êîììó-
òàíòîâ.

4.2. Ïóñòü G � ãðóïïà âñåõ äâèæåíèé òðåõìåðíîãî êóáà. Ðàçëîæèòå ôàêòîðãðóïïó G/G′ â
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ.

4.3. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü H ⊂ G � åå ïîäãðóïïà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè H ⊃ G′, òî H ◁G.

4.4. Âû÷èñëèòå êîììóòàíò ãðóïïû A4.

4.5. Âû÷èñëèòå êîììóòàíòû ãðóïï SL2(F2) è SL2(F3).

4.6. Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, q > 2. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà PSL2(Fq) äåéñòâóåò
íà P1 òîëüêî ÷åòíûìè ïîäñòàíîâêàìè (è, òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ èíúåêòèâíûé ãîìîìîð-
ôèçì PSL2(Fq) ↪→ Aq+1).

4.7. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû Dn è S4 ðàçðåøèìû.

4.8. Âû÷èñëèòå êîììóòàíò ãðóïïû Sn.

4.9. Ïóñòü p è q � ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû ïîðÿäêîâ p2q è p3q ðàçðåøèìû.

4.10. Ïóñòü p1, p2 è p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà p1p2p3 ðàç-
ðåøèìà.

4.11. Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî è ïóñòü G � p-ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà â íåé
íîðìàëüíà. Äîêàæèòå, ÷òî G àáåëåâà. Âåðíî ëè ýòî äëÿ p = 2? Óêàçàíèå. Ñâåäèòå óòâåð-
æäåíèå ê ñëó÷àþ, êîãäà [G, G] � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p, ñîäåðæàùàÿñÿ â ëþáîé
ïîäãðóïïå (â ÷àñòíîñòè, âñå ïîäãðóïïû â G � öèêëè÷åñêèå). Äàëåå ñâåäèòå óòâåðæäåíèå ê
ñëó÷àþ, êîãäà G ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè a, b è òîãäà c := [a, b] ïîðîæäàåò [G, G],
ap ∈ Z(G) è bp ∈ Z(G). Ïóñòü Z(G) = ⟨g⟩. Òîãäà ap = gm, bp = gk. Ïîëîæèì a′ = ab. Èìååì
ab = cba. Îòñþäà a′p = (ab)p = abab · · · ab = bpapc1+···+p = bpapcp(p−1)/2 = bpap = apbp = gm+k.
Òàêèì îáðàçîì, çàìåíÿÿ ïàðó ïîðîæäàþùèõ a, b íà a′ = ab, b ìû ïàðó ÷èñåë (m, k) çàìå-
íèì íà (m′ = m + k, k). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî çàìåíÿÿ a, b íà a′ = a−1, b ìû ïàðó ÷èñåë
(m, k) çàìåíèì íà (m′ = −m, k). Ïðèìåíÿÿ òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû ìîæåì óìåíüøàòü
max(|m|, |k|) è äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî m = 1, ò.å. ap = 1. Íî òîãäà G = ⟨a⟩ × Z(G).
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Ïîëóïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï

Îïðåäåëåíèå (âíóòðåííåå îïðåäåëåíèå). Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü G1, G2 ⊂ G � åå ïîäãðóïïû.
Ãîâîðÿò, ÷òî G åñòü ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå G1 è G2 (îáîçíà÷àåòñÿ G = G1 ⋊G2) åñëè

� G = ⟨G1, G2⟩,

� G1 ∩G2 = {1},

� G1 ◁ G.

Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðÿìîãî, îïðåäåëåíèå ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåñèììåòðè÷-
íî. Ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî òàêæå
óñëîâèå G2 ◁ G.

Ïðèìåðû. � Äëÿ ãðóïïû äèýäðà èìååì Dn = ⟨r⟩ ⋊ ⟨s⟩, ãäå ⟨r⟩ � ïîäãðóïïà ïîâîðîòîâ, à
s ∈ Dn � ëþáàÿ ñèììåòðèÿ.

� Sn = An⋊⟨(i, j)⟩.

� Affn(k) = TranAffn(k) ⋊ GLn(k), ãäå GLn(k) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäãðóïïîé àôôèííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñ (ôèêñèðîâàííîé) íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

Ïóñòü G = G1 ⋊ G2. Äëÿ ýëåìåíòà g ∈ G ÷åðåç φg ìû îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé âíóò-
ðåííèé àâòîìîðôèçì. Òàê êàê ïîäãðóïïà G1 íîðìàëüíà â G, òî φg(G1) = G1. Ñëåäîâàòåëüíî,
îãðàíè÷åíèå φg íà G1 � àâòîìîðôèçì G1 (íåîáÿçàòåëüíî âíóòðåííèé). Ìû åãî òàêæå îáîçíà÷èì
÷åðåç φg. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

Φ : G −→ Aut(G1), g 7−→ φg.

Îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï. Äåéñòâèòåëüíî,

φg′g′′(a) = (g′g′′)a(g′g′′)−1 = g′(g′′ag′′−1)g′−1 = φg′(φg′′(a)).

Ñëåäîâàòåëüíî, φg′g′′ = φg′ ◦ φg′′ .

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G = G1 ⋊G2.

(i) Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ∈ G èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå g = g1g2, gi ∈ Gi.

(ii) Åñëè ïîäãðóïïû G1 è G2 êîíå÷íû, òî |G| = |G1| · |G2|.

47
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(iii) Äëÿ gi, g
′
i ∈ Gi óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ g1g2 è g

′
1g

′
2 ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïî ïðàâèëó

(g1g2) · (g′1g′2) =
(
g1φg2(g

′
1)
)
(g2g

′
2), (*)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ai ∈ Gi èìååì

a2a1 = a2a1a
−1
2 a2 = φa2(a1)a2, (�)

ãäå φa2(a1) ∈ G1. Ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé ìîæíî ëþáîå ïðîèçâåäåíèå

g = b
(1)
1 b

(1)
2 b

(2)
1 b

(2)
2 · · · b(n)1 b

(n)
2 , b

(j)
i ∈ Gi.

ïðèâåñòè ê âèäó
g = g1g2, gi ∈ Gi.

Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ â (i). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî g1g2 = g′1g

′
2, ãäå gi, g

′
i ∈ Gi. Òîãäà òî

G2 ∋ g2g
′−1
2 = g−1

1 g′1 ∈ G1

Òàê êàê G1 ∩G2 = {1}, òî g2g′−1
2 = g−1

1 g′1 = 1, g1 = g′1 è g2 = g′2.
Óòâåðæäåíèå (ii) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (i). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (iii) ïîëüçóÿñü (�) çà-

ïèøåì
(g1g2) · (g′1g′2) =

(
g1(g2g

′
1g

−1
2 )
)
(g2g

′
2) =

(
g1φg2(g

′
1)
)
(g2g

′
2).

Ôîðìóëà (*) ïîäâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå (âíåøíåå îïðåäåëåíèå). Ïóñòü äàíû äâå ãðóïïû G1 è G2 è çàäàí ãîìîìîðôèçì
Φ : G2 → Aut(G1). Äëÿ g2 ∈ G2 ïîëîæèì φg2 := Φ(G2). Ïóñòü G := G1 ⋊

inn

G2 � äåêàðòîâî

ïðîèçâåäåíèå G1 è G2 (êàê ìíîæåñòâ). Îïðåäåëèì óìíîæåíèå íà G ïî ïðàâèëó:

(g1, g2) · (g′1, g′2) = (g1φg2(g
′
1), g2g

′
2).

Èìåþòñÿ åñòåñòâåííûå èíúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ

G1 ↪→ G, g1 7−→ (g1, 1),

G2 ↪→ G, g1 7−→ (1, g2).

Ìû îòîæäåñòâèì G1 è G2 ñ èõ îáðàçàìè ïðè ýòèõ îòîáðàæåíèÿõ.

Ïðåäëîæåíèå. (i) Îïðåäåëåííîå âûøå óìíîæåíèå îïðåäåëÿåò ãðóïïó G1 ⋊
inn

G2.

(ii) Ãðóïïà G1 ⋊
inn

G2 ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ïîäãðóïï G1 è G2.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïðîâåðèì àññîöèàòèâíîñòü. Ó÷èòûâàÿ (�), ìû ìîæåì çàïèñàòü

a := (g1, g2) ·
(
(g′1, g

′
2) · (g′′1 , g′′2)

)
= (g1, g2) ·

(
g′1φg′2(g

′′
1), g

′
2g

′′
2

)
=
(
g1φg2(g

′
1φg′2(g

′′
1)), g1g

′
2g

′′
2

)
,

b :=
(
(g1, g2) · (g′1, g′2)

)
· (g′′1 , g′′2) =

(
g1φg2(g

′
1), g2g

′
2

)
· (g′′1 , g′′2) =

(
g1φg2(g

′
1)φg2g′2(g

′′
1), g1g

′
2g

′′
2

)
.

Òàê êàê
g1φg2(g

′
1φg′2(g

′′
1)) = g1φg2(g

′
1)φg2(φg′2(g

′′
1)) = g1φg2(g

′
1)φg2g′2(g

′′
1),
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òî a = b. Åäèíèöåé â íàøåé ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ (1, 1):

(g1, g2) · (1, 1) = (g1φg2(1), g2) = (g1, g2),

(1, 1) · (g1, g2) = (φ(1)(g1), g2) = (g1, g2).

Äëÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïîëîæèì (g1, g2)
−1 =

(
φ−1
g2
(g−1

1 ), g−1
2

)
. Äåéñòâèòåëüíî,

(g1, g2) ·
(
φ−1
g2
(g−1

1 ), g−1
2

)
=
(
g1φg2(φ

−1
g2
(g−1

1 )), g2g
−1
2

)
= (1, 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, G1 ⋊
inn

G2 � ãðóïïà.

(ii) ßñíî, ÷òî G1 ∩ G2 = {(1, 1)}. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî g = (g1, g2) ∈ G èìååò ìåñòî
îäíîçíà÷íîå ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ãðóïï Gi:

g = (g1, 1)(1, g2).

Íàêîíåö, äëÿ (g′1, 1) ∈ G1 è g = (g1, g2) ∈ G èìååì

g(g′1, 1)g
−1 = (g1, 1)(1, g2)(g

′
1, 1)(1, g2)

−1(g1, 1)
−1 ∈ H1.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåííîå âûøå âíåøíåå ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Φ : G2 → Aut(G1) � òðèâèàëüíûé ãîìîìîðôèçì, ò.å. Φ(G2) = {1}.

Ïðèìåð. Ïóñòü p è q � ïðîñòûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî p Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî

Aut(µq) ≃ Aut(Z/qZ) ≃ (Z/qZ)∗.

ãäå ïîñëåäíÿÿ ãðóïïà � òî ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ â êîëüöå Z/qZ. Îíà èìååò ïîðÿäîê q−1.
Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà è ïåðâîé òåîðåìå Ñèëîâà Aut(µq) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó ïîðÿäêà p òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà q ≡ 1 mod p. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè q ≡ 1 mod p ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëü-
íûé ãîìîìîðôèçì µp → Aut(µq) è îí çàäàåò ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå µp ⋉ µq, ÿâëÿþùååñÿ
íåàáåëåâîé ãðóïïîé ïîðÿäêà pq.

Çàäà÷è

5.1. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà S4 ðàçëàãàåòñÿ â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóìÿ ñóùåñòâåííî ðàç-
íûìè ñïîñîáàìè.

5.2. Ïðåäñòàâüòå â âèäå íåòðèâèàëüíîãî ïîëóïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïïó âåðõíåòðåóãîëüíûõ
ìàòðèö.

5.3. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå íåàáåëåâîé ãðóïïû ïîðÿäêà p3, èñïîëüçóÿ ïîëóïðÿìîå ïðîèçâå-
äåíèå F2

p ñ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé â GL2(Fp).
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5.4. Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Êîãäà ñóùåñòâóåò íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà pq2?
Äàéòå ïîëíûé îòâåò. Ðåøåíèå. Åñëè p ≡ 1 mod q èëè q2 ≡ 1 mod p, òî ñóùåñòâóåò
íåòðèâèàëüíîå ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå µp ⋊ µq èëè µp ⋉ (µq × µq). Åñëè æå îáà ýòè
óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ, òî ãðóïïà äîëæíà áûòü ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ ñèëîâñêèõ
ïîäãðóïï (ñì. çàäà÷ó 3.25).

5.5. Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Êîãäà ñóùåñòâóåò íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà p2q2?

5.6. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Êîãäà ñóùåñòâóåò íåàáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà
p1p2p3? Äàéòå ïîëíûé îòâåò. Ðåøåíèå. Åñëè pi ≡ 1 mod pj ïðè i ̸= j, òî ñóùåñòâóåò íåòðè-
âèàëüíîå ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå µpi

⋊ µpj
. Åñëè æå âñå ýòè óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ,

òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï áóäåò íîðìàëüíîé è äåéñòâèå íà íåé âñåé
ãðóïïû ñîïðÿæåíèÿìè áóäåò òðèâèàëüíûì (ñì. çàäà÷ó 3.28).



Ëåêöèÿ 6

Ïðîñòûå ãðóïïû

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï.

6.1 Êîìïîçèöèîííûé ðÿä ãðóïïû

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäãðóïï

{1} = G0 ⫋ G1 ⫋ · · · ⫋ Gn = G

òàêàÿ, ÷òî

� êàæäàÿ íîðìàëüíà Gi â Gi+1,

� ôàêòîðãðóïïà Gi+1/Gi ïðîñòà äëÿ âñåõ i.

Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèîííûì ðÿäîì ãðóïïû G. Òàêèì îáðàçîì,
êîìïîçèöèîííûé ðÿä � ýòî öåïî÷êà íîðìàëüíûõ äðóã â äðóãå ïîäãðóïï, êîòîðóþ íåëüçÿ �óïëîò-
íèòü�.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîðÿäêó ãðóïïû. Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî G íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, ò.å. â G ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N . Òî-
ãäà ôàêòîðãðóïïà Ḡ := G/N èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîê è ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ Ḡ
ñóùåñòâóåò êîìïîçèöèîííûé ðÿä

{1} = Ḡ0 ⫋ Ḡ1 ⫋ · · · ⫋ Ḡm = Ḡ.

Ïóñòü φ : G → G/N � ãîìîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè. Ïîëîæèì Gn−1 := φ−1(Ḡm−1). Òîãäà ãîìî-
ìîðôèçì G→ Ḡ/Ḡm−1 ñþðúåêòèâåí è åãî ÿäðî ñîâïàäàåò ñ Gn−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

G/Gn−1 ≃ Ḡ/Ḡm−1.

Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, à äëÿ Gn−1 êîìïîçèöèîííûé ðÿä ñóùåñòâóåò ïî ïðåäïîëîæåíèþ
èíäóêöèè.

Çàìå÷àíèå. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå (ëþáîé)
êîìïîçèöèîííûé ðÿä èìååò òîëüêî àáåëåâû ôàêòîðãðóïïû Gi+1/Gi.

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñåðèè ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï.

51



Ëåêöèÿ 6. Ïðîñòûå ãðóïïû 52

6.2 Ïðîñòîòà çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï

Òåîðåìà. Ïðè n ≥ 5 ãðóïïà An ïðîñòà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè n ≤ 3 ãðóïïû An ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè, à A4 ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ
ïîäãðóïïó V4 (÷åòâåðíóþ ãðóïïó Êëåéíà).

Ëåììà. Ïóñòü σ ∈ Sn è ïóñòü

σ = σ1 · · ·σr = (i11, i
1
2, . . . , i

1
m1

) · · · (ir1, ir2, . . . , irmr
)

� ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. Òîãäà äëÿ τ ∈ Sn ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè

τ ◦ σ ◦ τ−1 â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ èìååò âèä

τ ◦ σ ◦ τ−1 =
(
τ(i11), τ(i

1
2), . . . , τ(i

1
m1

)
)
· · ·
(
τ(ir1), τ(i

r
2), . . . , τ(i

r
mr

)
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

τ ◦ σ ◦ τ−1
(
τ(ilk)

)
= τ ◦ σ(ilk) = τ(ilk+1),

ãäå íèæíèé èíäåêñ ó ilk ìû ðàññìàòðèâàåì ïî ìîäóëþ ml. Ýòî è äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî.

Ñëåäñòâèå. Êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â Sn � ýòî â òî÷íîñòè ýëåìåíòû, èìåþùèå

îäèíàêîâîå öèêëè÷åñêîå ñòðîåíèå.

Ïðèìåð. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â S5.

� ÷åòíûå: {(1)}, {(i, j)(k, l)}, {(i, j, k)}, {(i, j, k, l,m)},

� íå÷åòíûå: {(i, j)}, {(i, j, k, l)}, {(i, j, k)(l,m)},

ãäå âñå i, j, k, l, m � ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç {1, . . . , 5}.

Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ n = 5. Íàéäåì êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ
â A5. Äëÿ ýòîãî ïåðå÷èñëèì ÷åòíûå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â S5 (òðèâèàëüíûé êëàññ
ìû íå ðàññìàòðèâàåì):

σ |OrbS5(σ)| |ZS5(σ)| ZS5(σ) ZA5(σ) |OrbA5(σ)|
(i, j, k) 20 6 ⟨σ, (l,m)⟩ ⟨σ⟩ 20

(i, j)(k, l) 15 8 ⟨V4, (i, k, j, l)⟩ V4 15
(i, j, k, l,m) 24 5 ⟨σ⟩ ⟨σ⟩ 12

Òàêèì îáðàçîì, ÷åòíûå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ S5 âèäà {(1)}, {(i, j, k)}, {(i, j)(k, l)}
îñòàþòñÿ êëàññàìè ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ è â A5, à êëàññ {(i, j, k, l,m)} ðàñïàäàåòñÿ íà äâà
êëàññà â A5.

Ïóñòü H ◁A5. Òîãäà ïîäãðóïïà H ñîñòàâëåíà èç êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

|H| = 1 + 20x1 + 15x2 + 12x3,

ãäå x1, x2 ∈ {0, 1}, x3 ∈ {0, 1, 2}. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà |H| äåëèò 60. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî
íåâîçìîæíî.
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Ëåììà. Ïóñòü H ◁ Sn, n ≥ 5. Òîãäà H = {1}, An èëè Sn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H ̸= {1} è ïóñòü σ ∈ H � íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò (ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî a � ýëåìåíò ïðîñòîãî ïîðÿäêà). Ðàçëîæèì σ â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ íåçàâè-
ñèìûõ öèêëîâ è ïóñòü (i1, i2, . . . , im) � öèêë íàèáîëüøåé äëèíû â ðàçëîæåíèè. Òàêèì îáðàçîì,
σ = (i1, i2, . . . , im)τ , ãäå τ � ïðîèçâåäåíèå îñòàëüíûõ öèêëîâ (âîçìîæíî ïóñòîå). Ñíà÷àëà ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî m ≥ 3. Òîãäà H ñîäåðæèò ïîäñòàíîâêó

σ′ = (i1, i2)σ(i1, i2)
−1 = (i1, i2)(i1, i2, . . . , im)(i1, i2)

−1τ = (i2, i1, . . . , im)τ.

Ïîýòîìó
σ′σ−1 = (i2, i1, . . . , im)ττ

−1(i1, i2, . . . , im)
−1 = (i1, i2, i3) ∈ H.

Ñëåäîâàòåëüíî, H ñîäåðæèò âñå òðîéíûå öèêëû. Ïîñêîëüêó An ïîðîæäàåòñÿ òðîéíûìè öèêëà-
ìè, H ⊃ An.

Ïóñòü òåïåðü m = 2. Òîãäà σ èìååò âèä (i1, j1) · · · (ik, jk). Åñëè k = 1, òî H = Sn (ïîñêîëüêó
Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè). Ïóñòü k ≥ 2. Òîãäà

H ∋ (i1, i2)σ(i1, i2)
−1σ = (i1, i2)(j1, j2).

Ñëåäîâàòåëüíî, H ñîäåðæèò âñå ïîäñòàíîâêè âèäà (i1, i2)(j1, j2), ãäå i1, i2, j1, j2 ïîïàðíî ðàçëè÷-
íû. Òîãäà äëÿ k îòëè÷íîãî îò i1, i2, j1, j2 èìååì

H ∋ (i1, i2)(j1, j2)(j1, j2)(i2, k) = (i1, i2, k),

ò.å. H ñîäåðæèò òðîéíûå öèêëû. Êàê è âûøå ïîëó÷àåì H ⊃ An.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü H1◁An è ïóñòü H1 íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé â Sn.
Âûáåðåì ïîäãðóïïó H1 òàê, ÷òî åå ïîðÿäîê ìàêñèìàëåí. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå Sn ñîïðÿæåíèÿìè
íà ìíîæåñòâå Ω âñåõ ïîäãðóïï. Ïîñêîëüêó íîðìàëèçàòîð N(H1) = NSn(H1) ñîäåðæèò An, òî
|Orb(H1)| ≤ 2. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ |Orb(H1)| = 2. Òàêèì îáðàçîì, N(H1) = An è
Orb(H1) = {H1, H2}, ãäå H2 � ñîïðÿæåííàÿ ñ H1 (ïîäñòàíîâêîé èç Sn) ïîäãðóïïà. Ïîýòîìó H2

� ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 â Sn è ïî ëåììå N(H2) = An. Òàêèì îáðàçîì,

σH1σ
−1 =

{
H1 åñëè σ ∈ An,

H2 åñëè σ ∈ Sn \An,

σH2σ
−1 =

{
H2 åñëè σ ∈ An,

H1 åñëè σ ∈ Sn \An.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî H1∩H2◁Sn è ïî ëåììå H1∩H2 = {1}. Ãðóïïû H1 è H2 îáðàçóþò ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå â An: H1 ×H2 ⊂ An. Áîëåå òîãî, H1 ×H2 ◁ An (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî). Ïî
íàøåìó âûáîðó H1 èìååì H1 ×H2 = An. Â ÷àñòíîñòè,

|An | = |H1| · |H2| = |H1|2.

Òàê êàê |H1| äåëèòñÿ íà 2, òî ïî ïåðâîé òåîðåìå Ñèëîâà â H1 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò σ ïîðÿäêà 2.
Ïóñòü σ = σ1 · · ·σk � ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ òðàíñïîçèöèé. Òîãäà

H1 ∋ σ = σ1σσ
−1
1 ∈ σ1H1σ

−1
1 = H2

Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.
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6.3 Ïðîñòîòà ïðîåêòèâíûõ ëèíåéíûõ ãðóïï

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà � ýòî ôàêòîðãðóïïà

PGLn(k) := GLn(k)/{λE | λ ∈ k∗},

à ñïåöèàëüíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà PSLn(k) � ýòî îáðàç SLn(k) â PGLn(k).

Òåîðåìà. Ïðè n ≥ 2 ãðóïïà PSLn(k) ïðîñòà çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ ñëó÷àåâ:

PSL2(F2) è PSL2(F3),

ãäå Fq � ïîëå èç q ýëåìåíòîâ.

Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ n = 2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäó-
þùåì ïðåäëîæåíèè.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ïîëå k ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ è ïóñòü N ◁ SL2(k)
íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ñîäåðæàùàÿ −E. Òîãäà N = {±E}.

Ñíà÷àëà äîêàæåì ëåììó.

Ëåììà (ðàçëîæåíèå Áðþà). Ïîëîæèì

w =

(
0 1
−1 0

)
, bλ,µ :=

(
λ µ
0 λ−1

)
, B :=

{
bλ,µ | λ ∈ k∗, µ ∈ k

}
.

Òîãäà

SL2(k) = B ∪BwB, B ∩BwB = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, e2 � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ. ßñíî, ÷òî

bλ,µ e1 = λe1 =

(
λ
0

)
,

bλ,µw e1 = −bλ,µ e2 =
(
µ
λ−1

)
.

(*)

Ïóñòü g ∈ SL2(k) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò. Ðàññìîòðèì âåêòîð

x =

(
x1
x2

)
:= g e1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x2 = 0. Òîãäà x1 ̸= 0. Ñîãëàñíî (*), ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ B òàêîé, ÷òî
b e1 = x = g e1. Òîãäà e1 � ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ g−1b è, çíà÷èò, g−1b ∈ B. Ñëåäîâàòåëüíî,
g ∈ B.

Ïóñòü x2 ̸= 0. Òîãäà bw e1 = x = g e1 äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ B. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî e1 �
ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ g−1bw è, çíà÷èò, g−1bw ∈ B. Ñëåäîâàòåëüíî, g ∈ BwB. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîêàçàëè, ÷òî SL2(k) = B ∪BwB.

Íàêîíåö, åñëè g ∈ B ∩ BwB, òî g = b′wb′′ ∈ B äëÿ íåêîòîðûõ b′, b′′ ∈ B. Íî òîãäà w =
b′−1gb′′−1 ∈ B. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ. Èç ðàçëîæåíèÿ Áðþà ñëåäóåò, ÷òî B íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãîé
ïîäãðóïïå, îòëè÷íîé îò SL2(k). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè H � ïîäãðóïïà òàêàÿ, ÷òî B ⫋ H ⫋ SL2(k),
òî äëÿ h ∈ H \ B ìû èìååì h ∈ BwB, ò.å. h = b′wb′′ äëÿ íåêîòîðûõ b′, b′′ ∈ B. Íî òîãäà
w = b′−1hb′′−1 ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî, H = SL2(k). Ïðîòèâîðå÷èå.

Äàëåå, ïóñòü N ◁ SL2(k), N ⊃ {±1}. Òîãäà NB � ïîäãðóïïà â SL2(k). Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó
âûøå, NB = B èëè NB = SL2(k).

Âî ïåðâîì ñëó÷àå èìååì N ⊂ B. Íî òîãäà e1 � ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà
h ∈ N , ò.å. he1 = λhe1, λh ∈ k è äëÿ ëþáîãî g ∈ SL2(k) èìååì

h(ge1) = g(g−1hg)e1 = gh′e1 = λh′ge1,

ãäå h′ := g−1hg) ∈ N . Òàêèì îáðàçîì, ge1 � òàêæå ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ h. Òàê êàê ge1 ìîæåò
áûòü ëþáûì íåíóëåâûì âåêòîðîì, òî h � ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Âî âòîðîì ñëó÷àå w = hb äëÿ íåêîòîðûõ h ∈ N è b ∈ B. Ïîëîæèì

U := {b1,µ | µ ∈ k} =

{(
1 µ
0 1

) ∣∣∣∣ µ ∈ k
}
, U t :=

{(
1 0
µ 1

) ∣∣∣∣ µ ∈ k
}
.

Òàê êàê N íîðìàëüíà â SL2(k), òî äëÿ ëþáîãî u ∈ U èìååì

huh−1 = h(uh−1u−1)u ∈ NU

Ñëåäîâàòåëüíî,
U t = wUw−1 = hbUb−1h−1 = hUh−1 ⊂ NU.

Òàê êàê U t è U ïîðîæäàþò SL2(k), òî NU = SL2(k). Òîãäà ãðóïïà

SL2(k)/N = NU/N ≃ U/U ∩N

ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé. Çíà÷èò N ⊃ [SL2(k), SL2(k)] = SL2(k).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü N ◁ PSL2(k) íåòðèâèàëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ïóñòü
π : SL2(k) → PSL2(k) � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì è ïóñòü Ñ := π−1(N). Òîãäà Ñ ◁ SL2(k),
Ñ ̸= SL2(k) è Ñ ̸= {±1}. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäëîæåíèþ.

Çàìå÷àíèå. Èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû:

� PSL2(F2) ≃ S3 (ñì. çàäà÷ó 3.3),

� PSL2(F3) ≃ A4 (ñì. çàäà÷ó 3.3),

� PSL2(F4) ≃ A5 ≃ PSL2(F5) (ñì. çàäà÷è 3.4 è 6.7),

� PSL2(F9) ≃ A6.

Ïðèìåð. Ãðóïïà PSL2(Z) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé. Ýòî, íàïðèìåð, ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî
n ∈ N ãðóïïà SL2(Z) ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó

Γ(n) := {A ∈ SL2(Z) | A ≡ E mod n}.
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6.4 Ïðîñòîòà ñïåöèàëüíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû

Íàïîìíèì, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà SOn(R) � ýòî ãðóïïà âñåõ îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ
îïðåäåëèòåëåì 1 â n-ìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè n = 2 ýòà ãðóïïà àáåëåâà:

SOn(R) =
{(

cosα − sinα
sinα cosα

) ∣∣∣∣ α ∈ R
}

≃ R/2πR.

Ïðè n > 2 öåíòð ãðóïïû SOn(R) òðèâèàëåí, åñëè n íå÷åòíî è ïîðîæäàåòñÿ ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé
−E, åñëè n ÷åòíî (ñì. çàäà÷ó 6.8).

Äàëåå ìû äîêàæåì ïðîñòîòó ñïåöèàëüíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû SO3(R). Íàïîìíèì, ÷òî
ëþáîé îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ñ îïðåäåëèòåëåì 1 â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå â íåêîòîðîì
áàçèñå ìîæåò áûòü çàïèñàí ìàòðèöåé1 0 0

0 cosα − sinα
0 sinα cosα


ò.å. îí ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì âîêðóã íåêîòîðîé ïðÿìîé. Ïîâîðîò âîêðóã ïðÿìîé l íà óãîë α ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü rl,α.

Òåîðåìà. Ãðóïïà SO3(R) ïðîñòà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà SO3(R) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé è ïóñòü N � åå íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà,
îòëè÷íàÿ îò åäèíè÷íîé. Ïóñòü rl,α � íååäèíè÷íûé ýëåìåíò (ïîâîðîò íà óãîë α ̸≡ 0 mod 2π).

Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ r, r′ = rl,α ∈ SO3(R) âåðíî ðàâåíñòâî

r rl,α r
−1 = rr(l),α.

Ñëåäñòâèå. Åñëè íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N ◁ SO3(R) ñîäåðæèò ïîâîðîò íà óãîë α, òî îíà

ñîäåðæèò è âñå ïîâîðîòû íà ýòîò óãîë.

Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ r = rl,π, r
′ = rl′,π ∈ SO3(R), l ̸= l′′ âåðíî ðàâåíñòâî

rl,π rl′,π = rl′′,2β,

ãäå l′′ � ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ l è l′, à β � óãîë ìåæäó l è l′.

Ñëåäñòâèå. Åñëè íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N ◁ SO3(R) ñîäåðæèò ïîâîðîò íà óãîë π, òî N =
SO3(R).

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî ïîâîðîòà rl,α, 0 < α < π è äëÿ ëþáîãî 0 < β < α ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ m
òàêàÿ, ÷òî óãîë β ìåæäó m è rl,α(m) ðàâåí β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü Π, íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ïåðïåíäè-
êóëÿðíóþ l. Ïîëîæèì P := Π ∩ l è h := OP . Äëÿ ëþáîãî p > 0 ìû ìîæåì âçÿòü â ïëîñêîñòè Π
òî÷êó A, îòñòîÿùóþ îò P íà ðàññòîÿíèå p. Ïóñòü B := rl,α(A) è ïóñòü m � ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ
òî÷êè O è A. Òîãäà rl,α(m) áóäåò ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè O è B. Ïîëîæèì OA = a. ßñíî,
÷òî òðåóãîëüíèêè OPA è OPB ïðÿìîóãîëüíû è ðàâíû.
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A

O

β

B

P α

rl,α(m)

m
l

Ïðèìåíèì òåîðåìó êîñèíóñîâ â ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêàõ OAB è PAB:

2a2 − 2a2 cos β = 2p2 − 2p2 cosα, a2 = p2
1− cosα

1− cos β
.

Òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó Ïèôàãîðà â òðåóãîëüíèêå OPA:

h2 + p2 = a2.

Îòñþäà

h2 + p2 = p2
1− cosα

1− cos β
, p2 = h2

1− cos β

cos β − cosα
.

Äëÿ 0 < β < α ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ 0 < β <
α ìû ìîæåì íàéòè h òàêîå, ÷òî óãîë ìåæäó m è rl,α(m) ðàâåí β.

Ñëåäñòâèå. Åñëè íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N ◁ SO3(R) ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé ïîâîðîò íà

óãîë α, òî îíà ñîäåðæèò è âñå ïîâîðîòû íà óãëû γ äëÿ 0 < γ < 2α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ñëåäñòâèþ ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < α < π. Ïóñòü
r := rl,α. Äëÿ ëþáûõ ïðÿìûõ l è m èìååì rm,π r

−1 rm,π ∈ N . Ñëåäîâàòåëüíî,

rr(m),π rm,π = (r rm,π r
−1) rm,π = r (rm,π r

−1 rm,π) ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, N ñîäåðæèò ïîâîðîòû íà óãëû 2γ, ãäå γ � óãîë ìåæäó ïðÿìûìè m è r(m). Ïî
ïðåäûäóùåé ëåììå γ ìîæåò ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ 0 < γ < α.

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ñëåäñòâèþ ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïîäãðóïïàN◁SO3(R) ñîäåðæèò è âñå ïîâîðîòû rl,γ íà óãëû γ äëÿ 0 < γ < 2α. Áåðÿ èõ êðàòíîñòè,
ìû ïîëó÷èì, ÷òî N ñîäåðæèò ïîâîðîòû íà ëþáûå óãëû.

Èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïà SOn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n ≥ 3, a ãðóïïà
SOn(R)/{±E} ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî n ≥ 6. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ãðóïïà
SO4(R)/{±E} ïðîñòîé íå ÿâëÿåòñÿ.
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Çàäà÷è

6.1. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî åå ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ. Äîêàæèòå,
÷òî G íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé. Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå òåîðåìó Êýëè è íîðìàëüíîñòü An â
Sn.

6.2. Îïèøèòå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â A6.

6.3. Äîêàæèòå, ÷òî PSLn(k) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â PGLn(k) äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k. Åñëè ïîëå
k êîíå÷íî, òî ÷åìó ðàâåí èíäåêñ [PGLn(k) : PSLn(k)]?

6.4. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà SLn(C) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

6.5. Ïóñòü Fq � ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, ãäå q � ÷åòíîå, q > 2. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà PGL2(Fq)
äåéñòâóåò íà P1 òîëüêî ÷åòíûìè ïîäñòàíîâêàìè (è, òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ èíúåêòèâíûé
ãîìîìîðôèçì PGL2(Fq) ↪→ Aq+1, ñð. ñ çàäà÷åé 4.6).

6.6. Ïóñòü Fq � ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, ãäå q � íå÷åòíîå. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà PGL2(k) íå ìîæåò
äåéñòâîâàòü íà P1 òîëüêî ÷åòíûìè ïîäñòàíîâêàìè (ñð. ñ çàäà÷àìè è 4.6 è 6.5).

6.7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 60 èçîìîðôíà A5.

6.8. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ãðóïïû SOn(R), n ≥ 3 òðèâèàëåí, åñëè n íå÷åòíî è ïîðîæäàåòñÿ
ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé −E ïðè ÷åòíîì n.
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7.1 Êîëüöà

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî R ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè: ñëîæåíèåì
(+) è óìíîæåíèåì (·) òàêèìè, ÷òî

� R ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;

� a · (b+ c) = a · b+ a · c, (a+ b) · c = a · c+ b · c äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ R.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì, åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî

(a · b) · c = a · (b · c) ∀a, b, c ∈ R.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî

a · b· = b · a ∀a, b ∈ R.

Åäèíèöåé êîëüöà íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò 1 ∈ R òàêîé, ÷òî

1 ̸= 0 è 1 · a = a · 1 = a ∀a ∈ R.

(åñëè òàêîé ñóùåñòâóåò). Çàìåòèì, ÷òî åäèíèöà åäèíñòâåííà, åñëè îíà ñóùåñòâóåò.

Öåíòðîì êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Z(R) := {a ∈ R | a · x = x · a ∀x ∈ R},

ò.å. ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå êîììóòèðóþò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè R. ßñíî, ÷òî Z(R)
ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â R.

Ïðèìåðû. (i) Ñòàíäàðòíûìè ïðèìåðàìè êîììóòàòèâíûõ àññîöèàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé
ÿâëÿþòñÿ êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z, êîëüöà âû÷åòîâ Z/nZ è êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ R[x] (íàä
êîììóòàòèâíûì àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé). Öåëûå ÷åòíûå ÷èñëà îáðàçóþò êîì-
ìóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî áåç åäèíèöû.

(ii) Íàïîìíèì, ÷òî ýíäîìîðôèçìîì ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ëþáîé ãîìîìîðôèçì ýòîé ãðóïïû â
ñåáÿ. Ïóñòü A � àáåëåâà ãðóïïà ñ àääèòèâíîé îïåðàöèåé è ïóñòü End(A) � ìíîæåñòâî âñåõ
ýíäîìîðôèçìîâ A. Îïðåäåëèì ñëîæåíèå ýíäîìîðôèçìîâ ôîðìóëîé

(φ+ ψ)(a) = φ(a) + ψ(a),

à çà óìíîæåíèå âîçüìåì êîìïîçèöèþ. Òîãäà End(A) ñòàíîâèòñÿ àññîöèàòèâíûì êîëüöîì ñ
åäèíèöåé.

59
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(iii) Ìíîæåñòâî Oz0 ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, àíàëèòè÷åñêèõ â òî÷êå z0 ∈ C, ÿâëÿ-
åòñÿ êîììóòàòèâíûì àññîöèàòèâíûì êîëüöîì.

(iv) Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî. Îïðåäåëèì íîâîå óìíîæåíèå íà R ôîðìóëîé

[a, b] = a · b− b · a.

Òîãäà R ñ ýòèì íîâûì óìíîæåíèåì òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì (â îáùåì ñëó÷àå íåêîììóòà-
òèâíûì è íåàññîöèàòèâíûì). Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

[a, b] = −[b, a] ∀a, b ∈ R,

[[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = 0 ∀a, b, c ∈ R (òîæäåñòâî ßêîáè).

Êîëüöà, â êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ýòè ñâîéñòâà íàçûâàþòñÿ êîëüöàìè Ëè. Äðóãèì ïðèìå-
ðîì êîëüöà Ëè ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R3 ñ âåêòîðíûì óìíîæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî R0 ⊂ R êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì, åñëè R0 ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì ñ òåìè æå îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

ßñíî, ÷òî R0 ⊂ R ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ
a, b ∈ R0 èõ ñóììà a+ b, ðàçíîñòü a− b è ïðîèçâåäåíèå a · b ëåæàò â R0.

Îïðåäåëåíèå. Äåëèòåëÿìè íóëÿ â êîëüöå R íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû a, b ∈ R òàêèå, ÷òî a·b = 0,
íî a ̸= 0, b ̸= 0.

Íàïðèìåð, äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå ìàòðèöMatn(k) � ýòî â òî÷íîñòè íåíóëåâûå âûðîæäåííûå
ìàòðèöû. Äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå âû÷åòîâ Z/nZ � ýòî íåíóëåâûå êëàññû âû÷åòîâ, èìåþùèå
îáùèé äåëèòåëü ñ n.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî ýëåìåíò a ∈ R íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè
ñóùåñòâóåò a−1 ∈ R òàêîé, ÷òî a · a−1 = a−1 · a = 1.

Ìíîæåñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà ñ åäèíèöåé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü R∗. Åñëè
êîëüöî R àññîöèàòèâíî, òî R∗ � ãðóïïà. Íàïðèìåð, Z∗ = {±1}, Matn(k)∗ = GLn(k).

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî àññîöèàòèâíîå êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ äåëåíèåì, åñëè â R
èìååòñÿ åäèíèöà è ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì, ò. å. R∗ = R \ {0}. Àññîöèà-
òèâíîå êîëüöî ñ äåëåíèåì òàêæå íàçûâàåòñÿ òåëîì. Òàêèì îáðàçîì, ïîëå � ýòî êîììóòàòèâíîå
òåëî.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà I ⊂ R àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà íàçûâàåòñÿ (äâóñòîðîííèì) èäåà-
ëîì, åñëè aI ⊂ I è Ia ⊂ I äëÿ ëþáîãî a ∈ R.

Åñëè äëÿ ïîäãðóïïû I ⊂ R âûïîëíåíî òîëüêî îäíî âêëþ÷åíèå aI ⊂ I (ñîîòâåòñòâåííî,
Ia ⊂ I) äëÿ ëþáîãî a ∈ R, òî I íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâûì èäåàëîì).

Ïðèìåðû. (i) Â êàæäîì êîëüöå èìååòñÿ èäåàë (0) := {0}, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ íóëåâûì. Âñå
êîëüöî R � òàêæå èäåàë.

(ii) ×åòíûå ÷èñëà � èäåàë â êîëüöå Z.
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(iii) Ïóñòü R = C[a, b] � êîëüöî äåéñòâèòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå. Ôóíêöèè,
îáðàùàþùèåñÿ â íóëü à íåêîòîðîé òî÷êå, îáðàçóþò èäåàë

Ic := {f ∈ C[a, b] | f(c) = 0}.

(iv) Â êîëüöå ìàòðèö Matn(k) àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà

I :=


0 ∗ · · · ∗
. . . . . . . . . . . .

0 ∗ · · · ∗




(ìàòðèö ñ íóëåâûì ëåâûì ñòîëáöîì) èäåàëîì íå ÿâëÿåòñÿ. Îäíàêî îíà ÿâëÿåòñÿ ëåâûì

èäåàëîì: ∀A ∈ I, ∀B ∈ Matn(k) BA ∈ I.

Çàìå÷àíèå. Åñëè I1 è I2 � èäåàëû êîëüöà R, òî èõ ñóììà I1+I2 := {x1+x2 | x1 ∈ I1, x2 ∈ I2}
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â R. Ïåðåñå÷åíèå I1∩I2 èäåàëîâ � òàêæå èäåàë. Îäíàêî, îáúåäèíåíèå èäåàëîâ,
â îáùåì ñëó÷àå, èäåàëîì íå ÿâëÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî è ïóñòü a1, . . . , an ∈ R. Ìíîæå-
ñòâî

(a1, . . . , an) := {a1 · b1 + · · · an · bn | bi ∈ R}

ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â R. Îí íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ýëåìåíòàìè a1, . . . , an. Ýòî íàè-
ìåíüøèé èäåàë, ñîäåðæàùèé a1, . . . , an. Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî (1) = R. Ýòîò èäåàë
íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì.

Ïðèìåð. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Åñëè íåêîòîðûé èäåàë I
ñîäåðæèò îáðàòèìûé ýëåìåíò, òî îí ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì: a ∈ I =⇒ 1 = aa−1 ∈ I =⇒ I = (1) =
R. Ëþáîé èäåàë â ïîëå ÿâëÿåòñÿ èëè íóëåâûì èëè åäèíè÷íûì.

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçìîì êîëåö íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

φ : R −→ R1

òàêîå, ÷òî

φ(a+ b) = φ(a) + φ(b) è φ(a · b) = φ(a) · φ(b) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçì êîëåö ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èõ àääèòèâíûõ ãðóïï. Êàê îáû÷-
íî â àëãåáðå, áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Èçîìîðôèçì êîëüöà íà ñåáÿ
íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Åñëè R è R1 � êîëüöà ñ åäèíèöàìè 1 è 1′, òî îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî ãîìîìîðôèçì êîëåö φ : R → R1 åäèíèöó ïåðåâîäèò â åäèíèöó, ò.å. φ(1) = 1′ (ýòî ñâîéñòâî
àâòîìàòè÷åñêè íå âûïîëíÿåòñÿ).

ßäðîì ãîìîìîðôèçìà φ : R → R1 íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Ker(φ) := {a ∈ R | φ(a) = 0}.

Ïðèìåðû. (i) Îòîáðàæåíèå Z → Z/nZ, ïåðåâîäÿùåå öåëîå ÷èñëî â åãî êëàññ âû÷åòîâ, ÿâëÿ-
åòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö.
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(ii) Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà a = (a1, . . . , an) ∈ kn îòîáðàæåíèå φa : k[t1, . . . , tn] → k, f 7→ f(a)
ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

(iii) Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî îòîáðàæåíèå

Z −→ R, n 7−→ n · 1

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà R. Íà ôàêòîðãðóïïå R/I àääèòèâíîé ãðóïïû îïðåäåëèì
óìíîæåíèå ïî ïðàâèëó (a+ I) · (b+ I) = a · b+ I. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå
çàâèñèò îò âèäà çàïèñè ñìåæíûõ êëàññîâ a + I è b + I: åñëè a + I = a′ + I è b + I = b′ + I, òî
a′ = a+ c è b′ = b+ d äëÿ íåêîòîðûõ c, d ∈ I. Îòñþäà

a′ · b′ − a · b = a · d+ c · b+ c · d ∈ I

è ïîýòîìó a′ · b′ + I = a · b+ I. Êîëüöî R/I íàçûâàåòñÿ ôàêòîðêîëüöîì.

Òåîðåìà (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå êîëåö). Ïóñòü φ : R → R1 � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà

(i) I := Ker(φ) � èäåàë â R, φ(R) � ïîäêîëüöî â R1.

(ii) Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì êîëåö φ(R) ≃ R/I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî I � ïîä-
ãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû R, φ(R) � ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû R1 è èìååòñÿ åñòåñòâåííûé
èçîìîðôèçì ãðóïï

ψ : R/I −→ φ(R), ψ(a+ I) = φ(a).

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈ R, x ∈ I âûïîëíåíî φ(a · x) = a · φ(x) = 0 è φ(x · a) = φ(x) · a = 0, ò.å.
a ·x ∈ I è x ·a ∈ I. Çíà÷èò, I � èäåàë. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáûõ a, b ∈ φ(R) ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû
ã, b̃ ∈ R òàêèå, ÷òî φ(ã) = a, φ(b̃) = b. Îòñþäà

a · b = φ(ã) · φ(b̃) = φ(ã · b̃) ∈ φ(M).

Çíà÷èò, φ(M) � ïîäêîëüöî.
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì êîëåö:

ψ((a+ I) · (b+ I)) = ψ(a · b+ I) = φ(a · b) = φ(a) · φ(b) = ψ(a+ I) · ψ(b+ I).

7.2 Ïðîñòîòà êîëüöà ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ (äâóñòî-
ðîííèõ) èäåàëîâ.

Òåîðåìà. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è ïóñòü I ⊂ A := Matn(R) � äâóñòî-
ðîííèé èäåàë. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èäåàë IR ⊂ R òàêîé, ÷òî I = Matn(IR).

Ñëåäñòâèå. Åñëè R � òåëî, òî Matn(R) � ïðîñòîå êîëüöî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðè÷íîé åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Ei,j, â êîòîðîé íà
ìåñòå (i, j) ñòîèò 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Ìàòðè÷íûå åäèíèöû ïåðåìíîæàþòñÿ ïî
ïðàâèëó

Ei,jEk,l =

{
0 åñëè j ̸= k,

Ei,l åñëè j = k.

Ïîëîæèì
IR := {a ∈ R | aE1,1 ∈ I}.

Ïðîâåðèì, ÷òî IR � èäåàë â R:

b ∈ R, a ∈ IR =⇒ aE1,1 ∈ I =⇒ (ba)E1,1 = bEaE1,1 ∈ I =⇒ ba ∈ IR,

b ∈ R, a ∈ IR =⇒ aE1,1 ∈ I =⇒ (ab)E1,1 = aE1,1bE ∈ I =⇒ ab ∈ IR.

Äàëåå ïóñòü A = (ai,j) ∈ I. Òîãäà

ai,jE1,1 = E1,iAEj,1 ∈ I

è ïîýòîìó ai,j ∈ IR. Îáðàòíî, åñëè ai,j ∈ IR äëÿ âñåõ i, j, òî ai,jE1,1 ∈ I. Îòñþäà

A =
∑

ai,jEi,j =
∑
i,j

Ei,1(ai,jE1,1)E1,j ∈ I.

Ñëåäîâàòåëüíî, I = Matn(IR).
Åäèíñòâåííîñòü èäåàëà IR î÷åâèäíà: åñëè I = Matn(IR) = Matn(I

′
R), òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû

A = (ai,j) ∈ I èìååì ai,j ∈ IR è ai,j ∈ I′
R.

7.3 Ìîäóëè íàä êîëüöàìè

Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Àáåëåâà àääèòèâíàÿ ãðóïïàM íàçûâàåòñÿ (ëåâûì)
ìîäóëåì íàä R èëè ïðîñòî R-ìîäóëåì, åñëè îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ R × M → M , (a,x) 7→ ax
óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâM íà ýëåìåíòû R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ àêñèîìàì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

� a(x+ y) = ax+ ay äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ R, äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈M ;

� (a+ b)x = ax+ bx äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈M ;

� (ab)x = a(bx) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈M ;

� 1x = x äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈M .

Ïðèìåðû. (i) Ëþáàÿ àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ Z-ìîäóëåì.

(ii) Êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä ñîáîé.

(iii) Åñëè R � ïîëå, òî R-ìîäóëè � ýòî âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.

(iv) Ëåâûå èäåàëû â êîëüöå R ÿâëÿþòñÿ R-ìîäóëÿìè.
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(v) Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð A : V → V . Òîãäà V ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ k[t] ñ óìíîæåíèåì

f · v = f(A )v f ∈ k[t], v ∈ V.

(vi) Ïóñòü U ⊂ Rn � îòêðûòàÿ îáëàñòü è ïóñòü Ap(U) � ïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèàëüíûõ
(íàïðèìåð, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ) p-ôîðì íà U . Òîãäà Ap(U) ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì
íàä êîëüöîì C∞(U) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà U .

(vii) Ïóñòü ϕ : R → R1 � ãîìîìîðôèçì êîëåö è ïóñòü M1 � ìîäóëü íàä êîëüöîì R1. Òîãäà M1

ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìîäóëåì íàä R ñ óìíîæåíèåì

ax = ϕ(a)x a ∈ R, x ∈M1.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî èäåàëà I ⊂ R ôàêòîðêîëüöî R/I ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì.

Äëÿ ìîäóëåé ìîæíî îïðåäåëèòü âñå ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå äëÿ àääèòèâíûõ àáåëåâûõ ãðóïï
è âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ (òàêèå êàê ïîíÿòèÿ èçîìîðôèçìîâ, ïðÿìûõ ñóìì, ãîìîìîðôèçìîâ,
ïîäìîäóëåé, ôàêòîðìîäóëåé).

Îïðåäåëåíèå. ÏîäìíîæåñòâîM0 ⊂M R-ìîäóëÿM íàçûâàåòñÿ ïîäìîäóëåì, åñëèM0 ÿâëÿåòñÿ
ìîäóëåì ñ òåìè æå îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû R.

ßñíî, ÷òî M0 ⊂ M ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ
x, y ∈ M0 èõ ñóììà x + y ëåæèò â M0 è äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a ∈ R, x ∈ M0 ïðîèçâåäåíèå ax
òàêæå ëåæèò â M0.

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçìîì R-ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå φ : M → N òàêîå, ÷òî
φ(x + y) = φ(x) + φ(y) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ M è φ(ax) = aφ(x) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ
a ∈ R, x ∈M .

ßäðîì ãîìîìîðôèçìà φ :M → N R-ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Ker(φ) := {x ∈M | φ(x) = 0}.

Îïðåäåëåíèå. ÏóñòüM0 � ïîäìîäóëü R-ìîäóëÿM . Íà ôàêòîðãðóïïåM/M0 àääèòèâíîé ãðóï-
ïû îïðåäåëèì óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû R ïî ïðàâèëó

a(x+M0) = ax+M0.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âèäà çàïèñè ñìåæíîãî êëàññà x+M0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x+M0 = x′ +M0. Òîãäà x′ = x+ u äëÿ íåêîòîðîãî u ∈M0. Îòñþäà

a(x′ +M0) = ax′ +M0 = a(x+ u) +M0 = (ax+ au) +M0 = (ax+M0) + (au+M0).

Òàê êàê au ∈M0, òî au+M0 =M0 è ïîýòîìó

a(x′ +M0) = a(x+M0).

Ìîäóëü M/M0 íàçûâàåòñÿ ôàêòîðìîäóëåì.

Äëÿ ìîäóëåé òàêæå èìååò ìåñòî òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå.
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Òåîðåìà (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå ìîäóëåé). Ïóñòü φ : M → N � ãîìîìîðôèçì R-ìîäóëåé.
Òîãäà

(i) Ker(φ) � ïîäìîäóëü â M , φ(M) � ïîäìîäóëü â N .

(ii) Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì φ(M) ≃M/Ker(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì M0 := Ker(φ). Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï. Èç
íåå ñëåäóåò, ÷òî M0 � ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû M , φ(M) � ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû
N è èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ãðóïï

ψ :M/M0 −→ φ(M), ψ(x+M0) = φ(x).

ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ a ∈ R, x ∈ M0 âûïîëíåíî φ(ax) = aφ(x) = 0, ò.å. ax ∈ M0. Çíà÷èò, M0

� ïîäìîäóëü. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáûõ a ∈ R, y ∈ φ(M) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ M òàêîé, ÷òî
φ(x) = y. Îòñþäà

ay = aφ(x) = φ(ax) ∈ φ(M).

Çíà÷èò, φ(M) � òàêæå ïîäìîäóëü.
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì êîëåö:

ψ
(
(x+M0)(y +M0)

)
= ψ(xy +M0) = φ(xy) = φ(x)φ(y) = ψ(x+M0)ψ(y +M0).

Îïðåäåëåíèå. ÏóñòüM � R-ìîäóëü è ïóñòüM1,. . . ,Mn � åãî ïîäìîäóëè. Ãîâîðÿò, ÷òîM ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ýòèõ ïîäìîäóëåé, åñëè ëþáîé ýëåìåíò x ∈ M îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå

x = x1 + · · ·+ xn, xi ∈Mi.

∗ ∗ ∗
Ïóñòü M � ìîäóëü íàä àññîöèàòèâíûì êîëüöîì R ñ åäèíèöåé.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòû x1, . . . ,xr ∈M íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè íåêîòîðàÿ èõ
íåòðèâèàëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

a1x1 + · · ·+ arxr

ñ êîýôôèöèåíòàìè ai ∈ R ðàâíà íóëþ. Íàáîð ýëåìåíòîâ e1, . . . , er íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ìîäóëÿ
M , åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ

� e1, . . . , er ïîðîæäàþò M ;

� e1, . . . , er ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ìîäóëü M , îáëàäàþùèé áàçèñîì, íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì. ×èñëî ýëåìåíòîâ áàçèñà íàçûâàåòñÿ
ðàíãîì M è îáîçíà÷àåòñÿ rk(M). *

Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýëåìåíòû e1, . . . , er ∈ M îáðàçóþò áàçèñ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáîé ýëåìåíò x ∈ M îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè

x = a1e1 + · · ·+ arer, ai ∈ R.

*Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî êîíå÷íî ïîðîæåííûå ìîäóëè
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Çàäà÷è

7.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû A èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì Aut(A) ≃ End(A)∗.

7.2. Íàéäèòå êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ End(A) öèêëè÷åñêîé ãðóïïû A = Z/nZ è ñâîáîäíîé àáå-
ëåâîé ãðóïïû A = Zn.

7.3. Äîêàæèòå, ÷òî Aut(Z/nZ) ≃ (Z/nZ)∗, ãäå â ëåâîé ÷àñòè Z/nZ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãðóïïà,
à â ïðàâîé ÷àñòè � êàê êîëüöî.

7.4. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è ïóñòü R ⊂ Q � ïîäêîëüöî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ n/m, ãäå m
íå äåëèòñÿ íà p. Êàêèå â ýòîì êîëüöå åñòü ïðîñòûå èäåàëû?

7.5. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé àâòîìîðôèçì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[t] íàä ïîëåì çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
φ : t 7−→ at+ b, a ∈ k∗, b ∈ k.

7.6. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî â R êàæ-
äûé ýëåìåíò, èìåþùèé îäíîñòîðîííèé îáðàòíûé, èìååò è äâóñòîðîííèé îáðàòíûé.

7.7. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) åñëè R íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, òî îíî èìååò åäèíèöó è âñå åãî íåíóëåâûå ýëåìåíòû
îáðàòèìû;

(b) åñëè R èìååò åäèíèöó, òî êàæäûé ýëåìåíò a ∈ R, èìåþùèé îäíîñòîðîííèé îáðàòíûé,
èìååò è äâóñòîðîííèé îáðàòíûé;

(c) åñëè R èìååò åäèíèöó, òî âñÿêèé ëåâûé äåëèòåëü íóëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì äåëèòåëåì
íóëÿ.

7.8. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) åñëè ïðîèçâåäåíèÿ ab è ba ýëåìåíòîâ a, b ∈ R îáðàòèìû, òî è ýëåìåíòû a è b òàêæå
îáðàòèìû;

(b) åñëè R íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ è ïðîèçâåäåíèå ab îáðàòèìî, òî a è b îáðàòèìû;

(c) åñëè îáðàòèì ýëåìåíò 1 + ab, òî îáðàòèì è ýëåìåíò 1 + ba.

7.9. Íàéäèòå âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) êîììóòàòèâíûå äâóìåðíûå àëãåáðû a) íàä C;
a) íàä R.

7.10. Äîêàæèòå, ÷òî R3 êàê êîëüöî ñ âåêòîðíûì óìíîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

7.11. Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå ìàòðèö Matn(k) íàä ïîëåì ëþáîé ëåâûé èäåàë èìååò âèä

IB := {A ∈ Matn(k) | AB = 0},

ãäå B � íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà.



Ëåêöèÿ 8

Êîììóòàòèâíûå êîëüöà

8.1 Ïðîñòûå è ìàêñèìàëüíûå èäåàëû.

Èäåàë P êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè èç òîãî, ÷òî ab ∈ P ñëåäóåò èëè a ∈ P èëè b ∈ P.
Èäåàë M ⊂ R íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè ëþáîé èäåàë, ñîäåðæàùèé M èëè ñîâïàäàåò ñ
M, èëè ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1 ̸= 0 è ïóñòü

I ⊂ R � ëþáîé èäåàë.

(i) Åñëè I ìàêñèìàëüíûé, òî îí ïðîñò.

(ii) Ôàêòîðêîëüöî R/I íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I ïðîñòîé.

(iii) Ôàêòîðêîëüöî R/I ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I ìàêñèìàëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü ab ∈ I. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a /∈ I. Ðàññìîòðèì èäåàë Ĩ, ïîðîæäåííûé
I è ýëåìåíòîì a. Îí ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà x+ ar, ãäå x ∈ I, r ∈ R. Òàê êàê a /∈ I, òî Ĩ ̸= I.
Òàê êàê I ìàêñèìàëüíûé, òî Ĩ = R. Â ÷àñòíîñòè, 1 ∈ Ĩ. Çíà÷èò äëÿ íåêîòîðûõ x ∈ I, r ∈ R ìû
ìîæåì çàïèñàòü 1 = x+ ar. Îòñþäà b = bx+ abr ∈ I. Ñëåäîâàòåëüíî, I � ïðîñòîé èäåàë.

Äàëåå ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì φ : R → R/I.
(ii) Ïóñòü ôàêòîðêîëüöî R/I íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ è ïóñòü ab ∈ I, ãäå a /∈ I. Òîãäà

φ(a)φ(b) = φ(ab) = 0.

Òàê êàê a /∈ I, òî φ(a) ̸= 0. Òàê êàê R/I íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, òî φ(b) = 0. Çíà÷èò, b ∈ I è,
ñëåäîâàòåëüíî, I � ïðîñòîé èäåàë.

Ïóñòü èäåàë I ïðîñò è ïóñòü xy = 0 äëÿ íåêîòîðûõ x, y ∈ R/I, ïðè÷åì x ̸= 0. Ñóùåñòâóþò
ýëåìåíòû x̃, ỹ ∈ R òàêèå, ÷òî φ(x̃) = x, φ(ỹ) = y. Òîãäà φ(x̃ỹ) = xy = 0. Îòñþäà x̃ỹ ∈ I. Òàê êàê
φ(x̃) = x ̸= 0, òî x̃ /∈ I. Òàê êàê èäåàë I ïðîñò, òî ỹ ∈ I. Çíà÷èò, y = φ(ỹ) = 0.

(iii) Ïóñòü ôàêòîðêîëüöî R/I ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò èäåàë Ĩ òàêîé,
÷òî I ⫋ Ĩ ̸= R. Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò a ∈ Ĩ \ I. Òîãäà ýëåìåíò ā := φ(a) îáðàòèì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóåò b̄ ∈ R/I òàêîé, ÷òî b̄ā = 1. Ïóñòü b ∈ R � ëþáîé ïðîîáðàç b̄. Òîãäà ba = 1+x
äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ I. Ñëåäîâàòåëüíî, 1 = ba− x ∈ Ĩ, ò.å. Ĩ = R. Ïðîòèâîðå÷èå.

Íàêîíåö, ïóñòü I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë. Âîçüìåì ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò x ∈ R/I. Ïóñòü
x̃ ∈ R � åãî ïðîîáðàç. Òîãäà x̃ /∈ I. Ðàññìîòðèì èäåàë Ĩ ⊂ R, ïîðîæäåííûé I è x̃. Òàê êàê x̃ /∈ I,

67
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òî Ĩ ̸= I. Òàê êàê I � ìàêñèìàëüíûé èäåàë, òî Ĩ = R. Â ÷àñòíîñòè, 1 ∈ Ĩ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
íåêîòîðûõ z ∈ I, r ∈ R ìû ìîæåì çàïèñàòü 1 = z + x̃r. Îòñþäà

1 = φ(z) + φ(x̃r) = xφ(r),

ò.å. ýëåìåíò x îáðàòèì.

Òåîðåìà. Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî è ïóñòü I ⊂ R � ëþáîé èäåàë. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ìàêñèìàëüíûé èäåàë, ñîäåðæàùèé I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Öîðíà. Ñëåäóåò ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé. Ïóñòü
Σ � ìíîæåñòâî âñåõ íååäèíè÷íûõ èäåàëîâ â R, ñîäåðæàùèõ I. Íà Σ åñòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê �
ïî âêëþ÷åíèþ. Ïóñòü C ⊂ Σ � öåïü, ò.å. ìíîæåñòâî èäåàëîâ Iα òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ Iα, Iβ ∈ C
âûïîëíåíî Iα ⊂ Iβ èëè Iα ⊃ Iβ. Òîãäà

Ĩ :=
⋃

Iα∈C

Iα

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ äëÿ C. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a, b ∈ Ĩ, òî a, b ∈ Iα äëÿ íåêîòîðîãî Iα,
à çíà÷èò a± b ∈ Iα ⊂ Ĩ. Àíàëîãè÷íî, åñëè a ∈ Ĩ è b ∈ R, òî a ∈ Iα äëÿ íåêîòîðîãî Iα, à çíà÷èò
ab ∈ Iα ⊂ Ĩ. Ñëåäîâàòåëüíî, Ĩ � èäåàë. Îí ñîäåðæèò âñå èäåàëû Iα ∈ C, çíà÷èò Ĩ ÿâëÿåòñÿ
âåðõíåé ãðàíüþ.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ëåììû Öîðíà âûïîëíåíû è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëå-
ìåíò Imax ∈ Σ. ßñíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì â R.

8.2 Êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ

Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî. Èäåàëû, ïîðîæäåííûå îäíèì ýëåìåíòîì, ò. å. èäåàëû âèäà

(a) := {ab | b ∈ R}

íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè. Ãîâîðÿò, ÷òî R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, åñëè â íåì êàæäûé èäåàë
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Ïðèìåðû. (i) ßñíî, ÷òî ëþáîå ïîëå � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, ïîñêîëüêó îíî ñîäåðæèò
âñåãî äâà èäåàëà: (0) è (1).

(ii) Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé èäåàë
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé, à ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû I ⊂ Z � òàêæå öèêëè÷åñêàÿ. Ïî
ýòîé æå ïðè÷èíå êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ Z/nZ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

(iii) Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[t] îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä ïîëåì òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ
èäåàëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü I ⊂ k[t] � íåíóëåâîé èäåàë. Âûáåðåì íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí
f ∈ I ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè è ïóñòü g ∈ I � ëþáîé äðóãîé ìíîãî÷ëåí. Ðàçäåëèì g íà f ñ
îñòàòêîì: g = fq + r, deg r < deg f . Òîãäà r = g − fq ∈ I è ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ
r = 0, ò. å. g = fq.

(iv) Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[t1, . . . , tn] îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì
ãëàâíûõ èäåàëîâ. Íàïðèìåð, èäåàë

I := (t1, . . . , tn) = {f ∈ k[t1, . . . , tn] | f(0, . . . , 0) = 0}

íå ìîæåò áûòü ïîðîæäåí îäíèì ýëåìåíòîì. Àíàëîãè÷íî, â êîëüöå Z[t] èäåàë (2, t) íå ïî-
ðîæäàåòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì.
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Äàëåå íà ïðîòÿæåíèè íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî R � êîììóòàòèâíîå àññî-
öèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Òàêîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ öåëîñòíûì èëè îá-
ëàñòüþ öåëîñòíîñòè. Â öåëîñòíîì êîëüöå ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå äåëèìîñòè: äëÿ a, b ∈ R
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a äåëèò b è ïèñàòü a | b, åñëè b = ac äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ R. Ýëåìåíòû
a, b ∈ R íàçûâàþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè, åñëè b = au äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ R∗. Îòíîøåíèå àññîöè-
èðîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîýòîìó âñå êîëüöî ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû
àññîöèèðîâàííûõ ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòîâ.

ßñíî, ÷òî a | b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b ∈ (a). Ýëåìåíòû a, b ∈ R ÿâëÿþòñÿ àññîöèèðî-
âàííûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a) = (b).

Ýëåìåíò a ∈ R \ {0} íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì èëè ïðîñòûì, åñëè îí äåëèòñÿ òîëüêî íà
îáðàòèìûå è àññîöèèðîâàííûå ñ íèì ýëåìåíòû. Öåëîñòíîå êîëüöî íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì,
åñëè â íåì âûïîëíåíà îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè: ëþáîé ýëåìåíò a ∈ R \ {0} ðàçëàãàåòñÿ â
ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ è ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà è àññîöèèðîâàí-
íîñòè.

Òåîðåìà. Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî. Åñëè R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî îíî ôàêòîðè-

àëüíî.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî: êîëüöî k[t1, . . . , tn] îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íàä
ïîëåì ôàêòîðèàëüíî, íî íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ êîëüöà
Z[t1, . . . , tn] ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ëåììà. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ó êàæäîãî íåîáðàòèìîãî ýëåìåíòà a ∈ R èìååòñÿ ïðîñòîé

ìíîæèòåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè íåîáðàòèìûé ýëåìåíò b ∈ R ðàçëîæèì, òî ó íåãî ñóùå-
ñòâóåò íåîáðàòèìûé ìíîæèòåëü b′ íåàññîöèèðîâàííûé ñ b. Ïîýòîìó èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåîáðàòèìûõ íåàññîöèèðîâàííûõ ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòîâ ak ∈ R òàêèõ, ÷òî

a1 | a, a2 | a1, . . . , ak+1 | ak, . . . .

Åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðûâàåòñÿ, òî ïîñëåäíèé åå ýëåìåíò an äîëæåí áûòü ïðîñòûì
äåëèòåëåì âñåõ an−1,. . . , a1, a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íà. Òîãäà îíà
çàäàåò áåñêîíå÷íóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èäåàëîâ

(a) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ · · · ⊂ (ak) ⊂ · · · .

Ïîëîæèì I := ∪(ak). Ëåãêî ïîâåðèòü, ÷òî I � èäåàë è I ̸= (1). Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ
I = (b) äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ R. Òàê êàê b ∈ (ak) äëÿ íåêîòîðîãî k, òî

(b) = (ak) = (ak+1) = · · · .

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû b, ak, ak+1 àññîöèèðîâàíû. Ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak è
pk, ãäå a0 = a, pk � ïðîñòîé äåëèòåëü ak−1 è ak = ak−1/pk. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

a = p1a1, a1 = p2a2, . . . ak = pk+1ak+1, . . .

Åñëè ïðîöåññ îáîðâåòñÿ íà íåêîòîðîì an, òî a = p1 · · · pn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ áåñêîíå÷åí.
Èìååì âëîæåííóþ áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó èäåàëîâ

(a) ⊂ (a1) ⊂ (a2) ⊂ · · · ⊂ (ak) ⊂ · · · .
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Êàê è âûøå ∪(ak) = (b) äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ R. Òàê êàê b ∈ (ak) äëÿ íåêîòîðîãî k, òî

(b) = (ak) = (ak+1) = · · · .

Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû b, ak, ak+1 àññîöèèðîâàíû. Ïðîòèâîðå÷èå.
Åäèíñòâåííîñòü. Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ìíîæèòåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû åñëè ïðîñòîé ýëåìåíò p äåëèò ab ∈ R, òî p äåëèò a èëè p äåëèò
b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èäåàë (a, p). Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ (a, p) = (c) äëÿ íåêî-
òîðîãî c ∈ R. Òîãäà c | p è ïîýòîìó èëè c îáðàòèì èëè îí àññîöèèðîâàí ñ p. Âî âòîðîì
ñëó÷àå (a, p) = (p) è p | a. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì c = au + pv. Ñëåäîâàòåëüíî, p äåëèò
b = abuc−1 + pbvc−1.

Îïðåäåëåíèå. Öåëîñòíîå êîëüöî R íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå (åâ-
êëèäîâà íîðìà)

ν : R \ {0} → N

òàêîå, ÷òî

� ν(ab) ≥ ν(a), äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R \ {0};

� (äåëåíèå ñ îñòàòêîì) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R \ {0} ñóùåñòâóþò q, r ∈ R òàêèå, ÷òî
a = bq + r, ïðè÷åì r = 0 èëè ν(r) < ν(b).

Ïðèìåð. Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ñ ν(n) = |n|. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[t]
íàä ïîëåì ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ñ ν(f) = deg f .

Òåîðåìà. Åâêëèäîâî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî k[t] � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ïóñòü
I � íåíóëåâîé èäåàë. Âûáåðåì a ∈ I \ {0} ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ν(a). Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî
ýëåìåíòà b ∈ I \ {0} èìååì b = aq + r, ãäå íåðàâåíñòâî ν(r) < ν(a) íåâîçìîæíî ïî íàøåìó
ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, r = 0 è a | b.

Ñëåäñòâèå. Åâêëèäîâî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì.

8.3 Ìîäóëè íàä êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ

Ïóñòü R � (öåëîñòíîå) êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ. Òåîðèÿ (êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ) ìîäóëåé íàä
òàêèì êîëüöîì ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà òåîðèè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àáåëåâûõ ãðóïï. Ìû âîñ-
ïðîèçâåäåì çäåñü ýòó òåîðèþ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíà íå ïðèíåñåò íè÷åãî íîâîãî.

Äëÿ íà÷àëà ìû íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Íåêîòîðûå èç íèõ óæå ôîðìóëèðîâàëèñü
äëÿ ñëó÷àÿ ìîäóëåé íàä ïðîèçâîëüíûìè àññîöèàòèâíûìè êîëüöàìè. Â îñíîâíîì, ýòè îïðåäå-
ëåíèÿ ïîõîæè íà ñîîòâåòñòâóþùèå èì îïðåäåëåíèÿ äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï, îäíàêî òåðìèíîëîãèÿ
èíîãäà îòëè÷àåòñÿ.

Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî è ïóñòü M � ìîäóëü íàä R. Ãîâîðÿò, ÷òî M ïîðîæäàåòñÿ

ýëåìåíòàìè ai ∈ M , åñëè ëþáîé ýëåìåíò a ∈ M ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
a =

∑
λiai, λi ∈ R. Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì, åñëè ó íåãî ñóùåñòâóåò

ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.
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Ýëåìåíòû a1, . . . , ar ∈ M íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè íåêîòîðàÿ èõ íåòðèâèàëü-
íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λrar, λi ∈ R

ðàâíà íóëþ. Íàáîð ýëåìåíòîâ a1, . . . , ar íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ìîäóëÿ M , åñëè âûïîëíåíû äâà
óñëîâèÿ

� a1, . . . , ar ïîðîæäàþò M ;

� a1, . . . , ar ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ìîäóëü, îáëàäàþùèé áàçèñîì, íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì.
Ìîäóëü, ïîðîæäåííûé îäíèì ýëåìåíòîì, íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì. Ñâîáîäíûé öèêëè÷åñêèé

ìîäóëü èçîìîðôåí êîëüöó R (ðàññìàòðèâàåìûì êàê ìîäóëü íàä ñîáîé). Äëÿ ëþáîãî èäåàëà I ⊂
R ôàêòîðêîëüöî R/I ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ìîäóëåì íàä R. Íàîáîðîò, ïóñòü M � öèêëè÷åñêèé
ìîäóëü è ïóñòü a ∈M � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

φ : R −→M, λ 7−→ λa.

ßñíî, ÷òî ýòî ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé. Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå M ≃ R/I, ãäå
I := Ker(φ).

Åñëè äëÿ ýëåìåíòà a ∈ M ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò λ ∈ R òàêîé, ÷òî λa = 0, òî a íà-
çûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì (èëè ýëåìåíòîì êðó÷åíèÿ). Äëÿ ýëåìåíòà êðó÷åíèÿ a ∈M ìíîæåñòâî

I = {λ ∈ R | λa = 0}

ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â R.
Ïóñòü òåïåðü R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ. Òîãäà èäåàë I ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì, ò.å. I = (m)

äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ R. Â ýòîì ñëó÷àå m íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ýëåìåíòà a. ßñíî, ÷òî ïåðèîä
îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûé ýëåìåíò. Âñå ïåðèîäè÷åñêèå ýëåìåíòû â M
îáðàçóþò ïîäìîäóëü Tor(M) ⊂M , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïîäìîäóëåì êðó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

Tor(M) := {a ∈M | ∃λ ∈ R, λ ̸= 0 λa = 0}.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ôàêòîðìîäóëü M/Tor(M) íå èìååò êðó÷åíèÿ.
Ïóñòü p ∈ R � ïðîñòîé ýëåìåíò. Ïîëîæèì

Tor(p)(M) := {a ∈M | ∃k ∈ N pka = 0}.

Òîãäà Tor(p)(M) � ïîäìîäóëü è ôàêòîðìîäóëü M/Tor(p)(M) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ
ïåðèîäà pk. Ïîäìîäóëü Tor(p)(M) íàçûâàåòñÿ p-ïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòüþ ìîäóëÿ M .

Òåîðåìà. Ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü M íàä êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ R ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìîé ñóììîé öèêëè÷åñêèõ ìîäóëåé Mi èçîìîðôíûõ R èëè R/(pkii ), ãäå pi � ïðîñòîé ýëåìåíò
êîëüöà R, à ki ∈ N. Ýòè ìîäóëè Mi îïðåäåëÿþòñÿ ìîäóëåì M îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà.

Èç ýòîé òåîðåìû ëåãêî âûâîäèòñÿ òåîðåìà î æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå ìàòðèöû.

Ëåììà. Ïóñòü M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü íàä R. Åñëè Tor(M) = 0, òî M ÿâëÿåòñÿ

ñâîáîäíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M = ⟨a1, . . . , an⟩. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Áàçà èí-
äóêöèè n = 1 î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ìîäóëåé, ïîðîæäåííûõ
ìåíåå ÷åì n ýëåìåíòàìè.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈M òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî

Mb := {x ∈M | ∃l1, l2 ∈ Z, l1 ̸= 0, l1x = l2b}

ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì öèêëè÷åñêèì ïîäìîäóëåì âM è ôàêòîðìîäóëüM/Mb ïîðîæäàåòñÿ ìåíü-

øèì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü a1, . . . , an � ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû ìîäóëÿ M . Åñëè
åñëè îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ìîäóëü M ñâîáîäåí è îíè îáðàçóþò áàçèñ â M . Â ýòîì ñëó÷àå
ïîëîæèì b := ai äëÿ ëþáîãî i è òîãäà Mb = ⟨b⟩ � öèêëè÷åñêèé ìîäóëü è ôàêòîðìîäóëü M/Mb

ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an.
Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû. Çíà÷èò, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

λa1 =
n∑
i=2

λiai, (*)

ãäå λa1 ̸= 0. Ïîëîæèì b := λa1 è M
′ := ⟨a2, . . . , an⟩. Èç (*) ñëåäóåò, ÷òî b ∈M ′. Ïóñòü òàêæå

M ′
b := {x ∈M ′ | ∃l1, l2 ∈ Z, l1 ̸= 0, l1x = l2b}.

Òàê êàê M ′ ⊃ λM (ñíîâà ïî ôîðìóëå (*)), òî

Mb ⊃M ′
b =Mb ∩M ′ ⊃ λMb ∩ λM = λMb.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó Tor(M) = 0, òî îòîáðàæåíèå

φ :M −→M, x 7−→ λx

ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì ìîäóëåé. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìîäóëü M ′
b ÿâ-

ëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ è ìîäóëü

Mb ≃ φ(Mb) = λMb ⊂M ′
b.

Ïðè ýòîì ôàêòîðìîäóëü M/Mb ïîðîæäàåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ a2, . . . , an.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Âîçüìåì ýëåìåíò b ∈ M òàêîé, êàê â óòâåðæäåíèè.
Òîãäà ôàêòîðìîäóëü M/Mb íå èìååò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è ïîðîæäàåòñÿ ìåíüøèì
êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ. Ïóñòü e1 � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò öèêëè÷åñêîãî ìîäóëÿ Mb. Ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè M/Mb � ñâîáîäíûé ìîäóëü íàä R. Ïóñòü ē2, . . . , ēr � åãî áàçèñ, ïóñòü

φ :M →M/Mb

� ãîìîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè è ïóñòü e2, . . . , er ∈ M � ëþáûå ýëåìåíòû òàêèå, ÷òî φ(ei) = ēi.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýëåìåíòû e1, . . . , er ïîðîæäàþò M . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ M
èìååì φ(x) =

∑r
i=2 λiēi äëÿ íåêîòîðûõ λi ∈ Z. Òîãäà

φ(x−
r∑
i=2

λiei) = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, x −
∑r

i=2 λiei ∈ Ker(φ) = Mb. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x −
∑r

i=2 λiei = λ1e1 äëÿ
íåêîòîðîãî λ1 ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì,

x =
r∑
i=1

λiei.

Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å

x =
r∑
i=1

λiei =
r∑
i=1

λ′iei. (�)

è òîãäà

0 = φ(x− x) = φ

(
r∑
i=1

(λi − λ′i)ei

)
=

r∑
i=2

(λi − λ′i)ēi.

Ïîñêîëüêó ē2, . . . , ēr � áàçèñ M/Mb, òî λi = λ′i äëÿ i = 2, . . . , r. Èç (�) ñëåäóåò, ÷òî λ1 = λ′1.
Òàêèì îáðàçîì, e1, . . . , er � áàçèñ M è ïîýòîìó ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì.

Ëåììà. Ïóñòü M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü íàä R. Ñóùåñòâóåò ñâîáîäíûé ïîäìîäóëü

F ⊂M òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

M = Tor(M)⊕ F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ïðåäûäóùåé ëåììå ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè

M −→M/Tor(M).

Ôàêòîðìîäóëü M/Tor(M) êîíå÷íî ïîðîæäåí è íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ êðó÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îí ñâîáîäåí è ñóùåñòâóåò áàçèñ ē1, . . . , ēr ∈ M/Tor(M). Ïóñòü e1, . . . , er ∈ M � ëþáûå
ýëåìåíòû òàêèå, ÷òî φ(ei) = ēi. Äëÿ ëþáîãî x ∈ M èìååì φ(x) =

∑r
i=1 λiēi äëÿ íåêîòîðûõ

λi ∈ R. Òîãäà φ(x−
∑r

i=1 λiei) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

x−
r∑
i=1

λiei ∈ Ker(φ) = Tor(M).

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y ∈ Tor(M) òàêîé, ÷òî

x = y +
r∑
i=1

λiei.

Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å

x = y +
r∑
i=1

λiei = y′ +
r∑
i=1

λ′iei. (�)

è òîãäà

0 = φ(x− x) = φ

(
y − y′ +

r∑
i=1

(λi − λ′i)ei

)
=

r∑
i=1

(λi − λ′i)ēi.

Ïîñêîëüêó ē1, . . . , ēr � áàçèñ M/Tor(M), òî λi = λ′i äëÿ i = 1, . . . , r. Òîãäà èç (�) ñëåäóåò, ÷òî
y = y′. Ïîëîæèì F := ⟨e1, . . . , ēr⟩. Òîãäà e1, . . . , er � áàçèñ F , ìîäóëü F ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì è
M = Tor(M)⊕ F .
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Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ìîäóëÿ M èìååò ìåñòî ðàçëîæå-

íèå

M =
⊕
p

Torp(M).

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ýëåìåíòàì êîëüöà R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìîäóëüM � ïåðèîäè÷åñêèé è êîíå÷íî ïîðîæäåí, òî ñóùåñòâóåò íåíó-
ëåâîé ýëåìåíò n ∈ R òàêîé, ÷òî nM = 0. Ðàçëîæèì n â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé
n = pk11 · · · pkmm . Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî m. Áàçà èíäóêöèè m = 1 î÷åâèäíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ìîäóëåé, ó êîòîðûõ ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå
ñòåïåíåé ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ èìååò ìåíüøå ÷åì m ñîìíîæèòåëåé. Ïðåäñòàâèì n â âèäå n = n1n2,
ãäå ÍÎÄ (n1, n2) = 1 è ni íå ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè. Òîãäà 1 = n1u1 + n2u2 äëÿ íåêîòîðûõ u1,
u2 ∈ R. Ïîëîæèì M1 := n1M è M2 := n2M . Òîãäà M1 ∩ M2 = {0}. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
a ∈M1 ∩M2, òî a = n1a

′ = n2a
′′ äëÿ íåêîòîðûõ a′, a′′ ∈M . Òàê êàê

n2a = n1n2a
′ = na′ = 0,

òî ïåðèîä a äåëèò n2. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðèîä a äåëèò n1. Òàê êàê ÍÎÄ (n1, n2) = 1,
òî a = 0. Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈M èìååì

a = (n1u1 + n2u2)a = u1a1 + u2a2,

ãäå ai := nia ∈ Mi. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè M1 è M2 ðàñêëàäûâàþòñÿ â ñóììû ñâîèõ
ïîäìîäóëåé Torp(Mi). Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî p-ïåðèîäè÷åñêîãî ìîäóëÿ M èìååò ìåñòî ðàçëî-

æåíèå

M =
n⊕
i=2

Mi

ãäå Mi � (ïðèìàðíûå) öèêëè÷åñêèå ìîäóëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìîäóëü M p-ïåðèîäè÷åñêèé è êîíå÷íî ïîðîæäåí, òî pmM = 0 äëÿ
íåêîòîðîãî m ∈ N. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî m. Áàçà èíäóêöèè m = 1 î÷åâèäíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ p-ïåðèîäè÷åñêèõ ìîäóëåé N òàêèõ, ÷òî pm−1N =
0. Âîçüìåì ýëåìåíò a1 ∈ M ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà pm1 . Ðàññìîòðèì ôàêòîðìîäóëü M̄ :=
M/⟨a1⟩ è ãîìîìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè

φ :M −→ M̄.

Ìîäóëü M̄ àííóëèðóåòñÿ ýëåìåíòîì pm−m1 < pm. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå

M̄ =
n⊕
i=2

M̄i

ãäå M̄i � öèêëè÷åñêèå ìîäóëè. Ïóñòü āi � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò M̄i è ïóñòü mi := |M̄i|, i =
2, . . . , n. Ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû b2, . . . ,bn ∈M òàêèå, ÷òî φ(bi) = āi. Òîãäà

φ(pmibi) = pmi āi = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, pmibi ∈ Ker(φ) = ⟨a1⟩. Òàêèì îáðàçîì,

pmibi = sia1 äëÿ íåêîòîðûõ si ∈ Z.

Ñîãëàñíî íàøåìó âûáîðó a1 ïåðèîäû âñåõ ýëåìåíòîâ ìîäóëÿ M äåëÿò pm1 . Îòñþäà

0 = pm1bi = pm1−mipmibi = pm1−misia1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî pm1−misi äåëèòñÿ íà ïåðèîä pm1 ýëåìåíòà a1. Òîãäà si äåëèòñÿ íà pmi , ò.å.
ìû ìîæåì çàïèñàòü

si = pmiqi, qi ∈ Z.

Ïîëîæèì
ai := bi − qia1, i = 2, . . . , n.

Òîãäà
pmiai = pmi(bi − qia1) = pmibi − pmiqia1 = sia1 − sia1 = 0.

8.4 Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ

Òåîðåìà. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è ïóñòü I1, . . . ,In
� èäåàëû â R òàêèå, ÷òî Ik + Il = R äëÿ âñåõ k ̸= l. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ

a1, . . . , an ∈ R ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ R òàêîé, ÷òî

a ≡ ak mod Ik.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Áàçà èíäóêöèè n = 2 î÷åâèäíà: â ýòîì ñëó÷àå 1 = b1 + b2 äëÿ
íåêîòîðûõ b1 ∈ I1, b2 ∈ I2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïîëîæèòü a := a2b1 + a1b2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íàáîðîâ èç n − 1 èäåàëîâ. Çíà÷èò, ìû ìîæåì
íàéòè a′ ∈ R òàêîé, ÷òî

a′ ≡ aj mod Ij, j = 1, . . . , n− 1.

Äëÿ j < n ìû ìîæåì çàïèñàòü

1 = bj + cj, bj ∈ In, cj ∈ Ij.

Òîãäà

1 =
n−1∏
j=1

(bj + cj) ∈ In + Ĩ, ãäå Ĩ := I1 · · · In−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, In + Ĩ = R. Òàê êàê òåîðåìà âåðíà äëÿ n = 2, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ R
òàêîé, ÷òî

a ≡ an mod In, a ≡ a′ mod Ĩ.

Òàê êàê Ij ⊃ Ĩ ïðè j = 1, . . . , n− 1, òî

a ≡ a′ ≡ aj mod Ij ïðè j = 1, . . . n− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Áàçà èíäóêöèè n = 2 î÷åâèäíà: â ýòîì ñëó÷àå 1 = b1 + b2 äëÿ
íåêîòîðûõ b1 ∈ I1, b2 ∈ I2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïîëîæèòü a := a2b1 + a1b2.

Äëÿ j < n ìû ìîæåì çàïèñàòü

1 = bj + cj, bj ∈ In, cj ∈ Ij.

Òîãäà

1 =
n−1∏
j=1

(bj + cj) ∈ In + Ĩ, ãäå Ĩ := I1 · · · In−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, In + Ĩ = R. Òàê êàê òåîðåìà âåðíà äëÿ n = 2, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò dn ∈ R
òàêîé, ÷òî

dn ≡ 1 mod In, dn ≡ 0 mod Ĩ.

Òàê êàê Ij ⊃ Ĩ ïðè j = 1, . . . , n− 1, òî

dn ≡ 0 mod Ij ïðè j = 1, . . . n− 1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íàáîðîâ èç n − 1 èäåàëîâ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
1 ≤ j ≤ n− 1 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò d′j ∈ R òàêîé, ÷òî

d′j ≡ 1 mod Ij, d′j ≡ 0 mod Ik ïðè k = 1, . . . , n− 1, k ̸= j.

Ïðèìåíèì åùå ðàç òåîðåìó ê èäåàëàì Ĩ è In: äëÿ ëþáîãî 1 ≤ j ≤ n − 1 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
dj ∈ R òàêîé, ÷òî

dj ≡ d′j mod Ĩ, dj ≡ 0 mod In.

Ñëåäîâàòåëüíî,

dj ≡ 1 mod Ij, dj ≡ 0 mod Ik ïðè k = 1, . . . , n, k ̸= j.

Ïîëîæèì
a := a1d1 + · · ·+ andn.

Òîãäà
a ≡ a1 · 0 + · · ·+ an−1 · 0 + an · 1 ≡ an mod In,

a ≡ a1 · 0 + · · ·+ aj · 1 + · · ·+ an · 0 ≡ aj mod Ij.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è ïóñòü I1, . . . ,In
� èäåàëû â R òàêèå, ÷òî Ik + Il = R äëÿ âñåõ k ̸= l. Òîãäà äëÿ åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà

φ : R −→
n∏
k=1

R/Ik

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) φ ñþðúåêòèâåí,

(ii) Ker(φ) = ∩nk=1Ik,

(iii) R/ ∩nk=1 Ik ≃
∏n

k=1R/Ik.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü m1, . . . ,mn � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà-

áîðà ÷èñåë a1, . . . , an ∈ Z ñóùåñòâóåò a ∈ Z òàêîå, ÷òî

a ≡ ai mod mi.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü öåëîå ÷èñëîm ñëåäóþùèì îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ

ìíîæèòåëåé:

m = pk11 . . . pknn ,

ãäå âñå pi ðàçëè÷íû. Òîãäà

Z/mZ ≃
n∏
i=1

Z/pkii Z,

(Z/mZ)∗ ≃
n∏
i=1

(Z/pkii Z)∗.

Çàäà÷è

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

8.1. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò a ∈ R íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè an = 0 äëÿ íåêîòîðîãî
n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a íèëüïîòåíò, òî ýëåìåíò 1 + a îáðàòèì.

8.2. Äîêàæèòå, ÷òî âñå íèëüïîòåíòíûå ýëåìåíòû R îáðàçóþò èäåàë N, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â
ïåðåñå÷åíèè âñåõ ïðîñòûõ èäåàëîâ. Îí íàçûâàåòñÿ íèëüðàäèêàëîì êîëüöà R. Äîêàæèòå,
÷òî ôàêòîðêîëüöî R/N íå ñîäåðæèò íèëüïîòåíòîâ. *

8.3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí f ∈ R[t], f = antn+ · · ·+a1t+a0 ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì ýëåìåíòîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìëàäøèé êîýôôèöèåíò a0 îáðàòèì, îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû
a1, . . . , an ÿâëÿþòñÿ íèëüïîòåíòàìè.

8.4. Ðàäèêàëîì Äæåêîáñîíà êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ åãî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò a ∈ R ïðèíàäëåæèò ðàäèêàëó Äæåêîáñîíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ýëåìåíò 1− ax îáðàòèì äëÿ ëþáîãî x ∈ R.

8.5. Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå ãëàâíûõ èäåàëîâ êàæäûé íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûì.

8.6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ k[[t]] � êîëüöî
ãëàâíûõ èäåàëîâ. Îïèøèòå âñå èäåàëû â k[[t]].

8.7. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Oz0 ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, àíàëèòè÷åñêèõ â òî÷êå
z0 ∈ C, � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ.

*Íà ñàìîì äåëå íèëüðàäèêàë ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ïðîñòûõ èäåàëîâ. Ïîïðîáóéòå ýòî äîêàçàòü.
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8.8. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî
Z[
√
−3] := {a+ b

√
−3 ∈ C | a, b ∈ Z}

íå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì.

8.9. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî
Z[
√
−5] := {a+ b

√
−5 ∈ C | a, b ∈ Z}

íå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì.

8.10. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë

Z[i] := {a+ ib ∈ C | a, b ∈ Z}

ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå íîðìó ν(z) := zz̄ = |z|2.

8.11. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî
Z[ζ] = {a+ bζ + cζ2 | a, b, c ∈ Z},

ãäå ζ = ζ3 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 3 èç 1, ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì. Óêàçàíèå. Âîñ-
ïîëüçóéòåñü óêàçàíèÿìè ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

8.12. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî
Z[
√
2] = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Z}

ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì.

8.13. Ïóñòü f : R → R′ � ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì êîëåö. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè R � êîëüöî
ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî òàêîâûì æå ÿâëÿåòñÿ è R′. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

8.14. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî ôóíêöèé äèôôåðåíöèðóåìûõ â òî÷êå íå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ
èäåàëîâ. Îïèøèòå ìàêñèìàëüíûå èäåàëû â ýòîì êîëüöå.

8.15. Ïóñòü k ïîëå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî è chark ̸= 2. Ðàññìîòðèì ôàêòîðêîëüöî

R := k[x, y]/(y2 − x3 + x).

Äîêàæèòå, ÷òî â R íåò äåëèòåëåé íóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà R � â
òî÷íîñòè íåíóëåâûå ýëåìåíòû k. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî R íå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì.

8.16. Ïóñòü R � ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) êàæäûé ïðîñòîé ýëåìåíò p ∈ R ïîðîæäàåò ïðîñòîé èäåàë (p) ⊂ R;

(b) êàæäûé ïðîñòîé èäåàë P ⊂ R ñîäåðæèò ïðîñòîé ýëåìåíò;

(c) êàæäûé ãëàâíûé ïðîñòîé èäåàë (p) ⊂ R ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòûì ýëåìåíòîì;

(d) åñëè ïðîñòîé èäåàë P ⊂ R íå ñîäåðæèò ïðîñòûõ èäåàëîâ, îòëè÷íûõ îò P è (0), òî îí
� ãëàâíûé.
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Ïîëÿ. Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé

Ïóñòü K � ïîëå è ïóñòü k � åãî ïîäïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé.
ßñíî, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé (â ÷àñòíîñòè, âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì) íàä k. Ðàñøèðåíèå K/k
íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè K êîíå÷íîìåðíî íàä k. Ðàçìåðíîñòü K êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
íàä k íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ K/k è îáîçíà÷àåòñÿ [K : k].

9.1 Ïðîñòûå ïîëÿ

Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî âñåõ m ∈ N òàêèõ, ÷òî

1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
m

= 0.

Õàðàêòåðèñòèêîé char(k) ïîëÿ k íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

char(k) =

{
minM, åñëè M ̸= ∅,
0, åñëè M = ∅.

(*)

Òàêèì îáðàçîì, char(k) � ïîðÿäîê åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà 1 â àääèòèâíîé ãðóïïå k, åñëè ýòîò
ïîðÿäîê êîíå÷åí. Åñëè æå ïîðÿäîê 1 áåñêîíå÷åí, òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé
íóëþ.

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå

ϕ : Z −→ k, ϕ(n) = n · 1 (�)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Åñëè char(k) = n, òî Ker(ϕ) = (n). Â ÷àñòíîñòè, ãîìîìîðôèçì ϕ èíúåêòèâåí

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà char(k) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè char(k) = 0, òî ϕ(m) = m · 1 ̸= 0 äëÿ ëþáîãî m ∈ Z. Ñëåäîâàòåëüíî,
Ker(ϕ) = (0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî char(k) = n > 0. Òîãäà n � ïîðÿäîê åäèíèöû â àääèòèâíîé
ãðóïïå ïîëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ∈ (n) ìû èìååì m = nk, k ∈ Z è ϕ(m) = ϕ(nk) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, Ker(ϕ) ⊃ (n). Îáðàòíî, ïóñòü m ∈ Ker(ϕ). Òîãäà m · 1 = 0 è ïîýòîìó m äåëèòñÿ
íà n, ò.å. m ∈ (n). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ îáðàòíîå âêëþ÷åíèå Ker(ϕ) ⊂ (n).

79
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Ñëåäñòâèå. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ìîæåò áûòü èëè íóëåì, èëè ïðîñòûì ÷èñëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî char(k) = n > 0. Â îáîçíà÷åíèÿõ âûøå ïîëå k ñîäåðæèò
ïîäêîëüöî ϕ(Z), êîòîðîå ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå èçîìîðôíî Z/(n) = Z/nZ. Åñëè n íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî Z/nZ ≃ ϕ(Z) èìååò äåëèòåëè íóëÿ, ÷òî íåâîçìîæíî.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëå, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ñîáñòâåííîãî ïîäïîëÿ, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì

ïîëåì.

Êàæäîå ïîëå k ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå ïðîñòîå ïîëå � ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäïîëåé â k. Ïðè-
ìåðàìè ïðîñòûõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è ïîëÿ âû÷åòîâ Fp := Z/pZ ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ p. Âåðíî è îáðàòíîå:

Òåîðåìà. Ëþáîå ïðîñòîå ïîëå k èçîìîðôíî Q èëè Fp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé char(k) = p > 0. Èç óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû î
ãîìîìîðôèçìå ïîëó÷àåì, ÷òî Im(ϕ) ≃ Z/Ker(ϕ) = Fp ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì â k, à òàê êàê k �
ïðîñòîå, òî Im(ϕ) ñîâïàäàåò ñ k.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé char(k) = 0. Òîãäà ãîìîìîðôèçì ϕ èíúåêòèâåí. Ïðîäîëæèì ýòîò
ãîìîìîðôèçì äî îòîáðàæåíèÿ ψ : Q → k ïî ïðàâèëó

ψ
( n
m

)
=

ϕ(n)

ϕ(m)
.

Âî-ïåðâûõ, ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ýòîé ôîðìóëû:

n

m
=

n′

m′ ⇐⇒ nm′ = n′m =⇒ ϕ(n)ϕ(m′) = ϕ(n′)ϕ(m) ⇐⇒ ϕ(n)

ϕ(m)
=

ϕ(n′)

ϕ(m′)
.

Äàëåå ìû âèäèì, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì êîëåö:

ψ

(
n

m
+
n′

m′

)
= ψ

(
nm′ + n′m

mm′

)
=
ϕ(nm′ + n′m)

ϕ(mm′)
=

=
ϕ(n)ϕ(m′) + ϕ(n′)ϕ(m)

ϕ(m)ϕ(m′)
=

ϕ(n)

ϕ(m)
+
ϕ(n′)

ϕ(m′)
= ψ

( n
m

)
+ ψ

(
n′

m′

)
,

ψ

(
n

m
· n

′

m′

)
= ψ

(
nn′

mm′

)
=

ϕ(nn′)

ϕ(mm′)
=

ϕ(n)ϕ(n′)

ϕ(m)ϕ(m′)
=

ϕ(n)

ϕ(m)
· ϕ(n

′)

ϕ(m′)
= ψ

( n
m

)
· ψ
(
n′

m′

)
.

Òàê êàê ψ(1) = 1, òî ψ � âëîæåíèå ïîëåé, à òàê êàê k � ïðîñòîå, òî ψ � èçîìîðôèçì.

9.2 Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé

ÏóñòüK/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Äëÿ ýëåìåíòîâ θ1, . . . , θn ∈ K îáîçíà÷èì ÷åðåç k[θ1, . . . , θn]
(ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç k(θ1, . . . ,θn)) � íàèìåíüøåå ïîäêîëüöî (ñîîòâåòñòâåííî ïîäïîëå) â K, ñî-
äåðæàùåå k è âñå θ1, . . . , θn. ßñíî, ÷òî

k[θ1, . . . , θn] =
{∑

αk1,...,knθ
k1
1 · · · θknn | αk1,...,kn ∈ k, kj ≥ 0

}
,

k(θ1, . . . , θn) =
{
β
γ
| β, γ ∈ k[θ1, . . . , θn], γ ̸= 0

}
.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñøèðåíèÿ K/k è K′/k èçîìîðôíû íàä k, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
ïîëåé φ : K → K′ òàêîé, ÷òî åãî îãðàíè÷åíèå φ|k ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.
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Îïðåäåëåíèå. Ìû ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò θ ∈ K àëãåáðàè÷åí íàä k, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé
ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t], äëÿ êîòîðîãî f(θ) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíò θ íàçûâàåòñÿ òðàíñ-

öåíäåíòíûì íàä k. Ðàñøèðåíèå ïîëåé K/k íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò
θ ∈ K àëãåáðàè÷åí íàä k.

Ïðèìåð. Ïóñòü Q̄ ⊂ C � ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ íàä Q ýëåìåíòîâ. Òîãäà Q̄ � ïîëå. Îíî
íàçûâàåòñÿ ïîëåì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Ïðèìåð. Ïóñòü K/R � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå. Òîãäà K = R èëè K ≃ C (êàê ïîëå íàä R).

Ïðèìåð. (i) Ïóñòü k = Q, à K = C. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî Q[t] âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
íàä Q ñ÷åòíî. Ïîýòîìó è ñ÷åòíî ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ A ⊂ C. Îäíàêî
ìíîæåñòâî C íåñ÷¼òíî. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàíñöåíäåíòíûõ íàä Q ýëåìåíòîâ ïîëÿ C
�ñóùåñòâåííî áîëüøå� ÷åì àëãåáðàè÷åñêèõ.

(ii) Äëÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t, ïóñòü k(t) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé íàä k. Ëþáîé
ýëåìåíò f ∈ k(t) \ k ÿâëÿåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(i) ýëåìåíò θ ∈ K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä k;

(ii) êîëüöî k[θ], êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k, êîíå÷íîìåðíî;

(iii) êîëüöî k[θ] ÿâëÿåòñÿ ïîëåì;

(iv) ïîëå k(θ), êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k, êîíå÷íîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i)=⇒(ii) Ïóñòü θ ∈ K � àëãåáðàè÷åñêèé íàä k ýëåìåíò è ïóñòü f ∈ k[t] �
íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî f(θ) = 0. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò f
ðàâåí 1, ò.å.

f = tn + λn−1t
n−1 + · · ·λ1t+ λ0.

Òîãäà
θn = −λn−1θ

n−1 − · · ·λ1θ− λ0

è ìû ìîæåì (ïî èíäóêöèè) âûðàçèòü âñå ñòåïåíè θ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè 1, θ, . . . , θn−1

ñ êîýôôèöèåíòàìè â k. Òàêèì îáðàçîì, k[θ] êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k ïîðîæäàåòñÿ
êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

(ii)=⇒(iii) Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò b ∈ k[θ] èìååò îáðàòíûé.
Ðàññìîòðèì k[θ] êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k è ïóñòü

Ab : k[θ] → k[θ]

� ëèíåéíûé îïåðàòîð
Ab : α 7−→ bα.

Òàê êàê â k[θ] íåò äåëèòåëåé 0, òî ýòîò îïåðàòîð èíúåêòèâåí. Òàê êàê k[θ] êîíå÷íîìåðíî, òî îí
è ñþðúåêòèâåí. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b−1 ∈ k[θ] òàêîé, ÷òî Ab(b

−1) = b b−1 = 1.
(iii)=⇒(iv) Ìû ìîæåì çàïèñàòü θ−1 =

∑n
k=0 λkθ

k. Îòñþäà

θn+1 = − 1

λn

n∑
k=1

λkθ
k +

1

λn
.
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Êàê è âûøå,ìû ìîæåì (ïî èíäóêöèè) âûðàçèòü âñå ñòåïåíè θ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè 1, θ, . . . , θn1

ñ êîýôôèöèåíòàìè â k. Òàêèì îáðàçîì, k[θ] = k(θ) êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k ïîðîæ-
äàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

(iv)=⇒(i) Ïóñòü n := dimk k(θ) <∞. Òîãäà ýëåìåíòû 1, θ, θ2, . . . , θn ëèíåéíî çàâèñèìû íàä k
äëÿ íåêîòîðîãî n. Ñëåäîâàòåëüíî,

∑n
i=0 λiθ

i = 0 äëÿ íåêîòîðûõ λi ∈ k, ò.å. f(θ) = 0, ãäå

f =
n∑
i=0

λit
i.

Ñëåäñòâèå. Åñëè K/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå, òî ëþáîé ýëåìåíò β ∈ K ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷å-

ñêèì íàä k.

Òåîðåìà (òåîðåìà î áàøíå ïîëåé). Ïóñòü L/K è K/k � êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé, ïóñòü

m := [L : K] è n := [K : k]. Òîãäà L/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé è [L : k] = nm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ K � áàçèñ K/k è ïóñòü b1, . . . , bm ∈ L � áàçèñ L/K. Äîêàæåì,
÷òî ýëåìåíòû aibj ∈ L, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m îáðàçóþò áàçèñ L/k.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∑
i,j

λi,jaibj = 0

äëÿ λi,j ∈ k. Òîãäà

0 =
∑
i,j

λi,jaibj =
∑
j

(∑
i

λi,jai

)
bj.

Òàê êàê b1, . . . , bm ∈ L � áàçèñ L/K è ∑
i

λi,jai ∈ K,

òî
∑

i λi,jai = 0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà j. Òàê êàê a1, . . . , an ∈ K � áàçèñ K/k, òî λi,j = 0 ∀i, ∀j.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû aibj ∈ L ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä k.

Ïóñòü c ∈ L. Ñíîâà òàê êàê b1, . . . , bm ∈ L � áàçèñ L/K, òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå c =
∑

j µjbj
äëÿ íåêîòîðûõ µj ∈ K, à òàê êàê a1, . . . , an ∈ K � áàçèñ K/k, òî µj =

∑
i λi,jai äëÿ íåêîòîðûõ

λi,j ∈ k. Òàêèì îáðàçîì,

c =
∑
j

(∑
i

λi,jai

)
bj =

∑
i,j

λi,jaibj,

ò. å. ýëåìåíòû aibj ∈ L ïîðîæäàþò L êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä k.

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, òî ýëåìåíòû ïîëÿ K, àëãåáðàè÷åñêèå íàä
k, òàêæå îáðàçóþò ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ α, β ∈
K ýëåìåíòû α± β, αβ è α/β òàêæå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå k(α, β)/k êîíå÷íî. Íî k(α, β) = k(α)(β). Ðàñøèðåíèÿ
k(α)/k è k(α)(β)/k(α) êîíå÷íû. Òðåáóåìûé ôàêò òåïåðü ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû î áàøíå
ïîëåé.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå ïîëåé è ïóñòü θ ∈ K � àëãåáðàè÷åñêèé íàä
k ýëåìåíò. Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí µk

θ(t) ∈ k[t] ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî θ ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì, íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà θ íàä k. Åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê
ïóòàíèöå, âìåñòî µk

θ(t) ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî µθ èëè äàæå µ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñøèðåíèå K/k êîíå÷íî. Òîãäà îòîáðàæåíèå Aθ : K → K, çàäàííîå ôîð-
ìóëîé Aθ(β) = θβ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ìíîãî÷ëåí
µθ ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ýòîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé è ïóñòü θ ∈ K � àëãåáðàè÷åñêèé íàä k ýëå-

ìåíò.

(i) Åñëè f ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî f(θ) = 0, òî f äåëèòñÿ íà ìèíèìàëüíûé ìíîãî-

÷ëåí µθ. Â ÷àñòíîñòè, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

(ii) Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µ íåïðèâîäèì â k[t].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçäåëèì f íà µ = µθ ñ îñòàòêîì:

f = µg + r.

Òîãäà
0 = f(θ) = µ(θ)g(θ) + r(θ) = r(θ).

Òàê êàê deg r < deg µ, òî r = 0. Ýòî äîêàçûâàåò (i).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ = µ1µ2. Òîãäà µ1(θ) = 0 èëè

µ2(θ) = 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà µ.

9.3 Öåëûå ðàñøèðåíèÿ êîëåö

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Q � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è ïóñòü R � åãî
ïîäêîëüöî (ñîäåðæàùåå åäèíèöó). Ýëåìåíò θ ∈ Q íàçûâàåòñÿ öåëûì íàä R, åñëè ñóùåñòâóåò
ìíîãî÷ëåí f ∈ R[t] ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1:

f(t) = tn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t+ a0, ai ∈ R (�)

òàêîé, ÷òî f(θ) = 0. Êîëüöî Q íàçûâàåòñÿ öåëûì íàä R, åñëè êàæäûé ýëåìåíò θ ∈ Q ÿâëÿåòñÿ
öåëûì íàä R.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Q � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è ïóñòü R � åãî
ïîäêîëüöî (ñîäåðæàùåå åäèíèöó). Ãîâîðÿò, ÷òî R öåëîçàìêíóòî â Q, åñëè êàæäûé ýëåìåíò
a ∈ Q öåë íàä R. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ öåëîçàìêíóòûì, åñëè îíî öåëîçàìêíóòî â ñâîåì ïîëå
÷àñòíûõ K.

Ïðèìåð. Êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z ÿâëÿåòñÿ öåëîçàìêíóòûì. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ðàöèîíàëü-
íûé êîðåíü ìíîãî÷ëåí âèäà (�) ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü Q � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è ïóñòü R �

åãî ïîäêîëüöî (ñîäåðæàùåå åäèíèöó). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê R-ìîäóëü.
Òîãäà R öåëîçàìêíóòî â Q.



Ëåêöèÿ 9. Ïîëÿ. Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé 84

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò a ∈ Q. Ïóñòü e1, . . . , en � ýëåìåíòû, ïîðîæäàþùèå Q
êàê R-ìîäóëü. Òîãäà ìû ìîæåì çàïèñàòü

aej =
n∑
i=1

λi,jei

äëÿ íåêîòîðûõ λi,j ∈ R. Ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

(e1, . . . , en) · A = (0, . . . , 0),

ãäå

A :=


λ1,1 − a λ1,2 . . . λ1,n
λ2,1 λ2,2 − a . . . λ2,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λn,1 λn,2 . . . λn,n − a


Äîìíîæèì îáå ÷àñòè íà ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó

(e1, . . . , en) · A · Â = (e1, . . . , en) · det(A)E = (det(A)e1, . . . , det(A)en) = (0, . . . , 0).

Ïîëó÷èì, ÷òî det(A)ei = 0 äëÿ âñåõ ei. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî det(A)x = 0 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈
Q. Â ÷àñòíîñòè, det(A) 1 = det(A) = 0. Òàêèì îáðàçîì, a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà

χ(t) := det


λ1,1 − t λ1,2 . . . λ1,n
λ2,1 λ2,2 − a . . . λ2,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λn,1 λn,2 . . . λn,n − t


Ñëåäñòâèå. Ïóñòü S � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è ïóñòü R � åãî

ïîäêîëüöî (ñîäåðæàùåå åäèíèöó). Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ S ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-

íû:

(i) ýëåìåíò a öåë íàä R;

(ii) êîëüöî R[a] êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê R-ìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) =⇒ (ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a öåë íàä R, ò.å. an+bn−1a
n−1+ · · ·+b1a+b0 = 0

äëÿ íåêîòîðûõ bi ∈ R. ßñíî, ÷òî R[a] êàê R-ìîäóëü ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè am. Òàê êàê ïðè
m > n ìû ìîæåì âûðàçèòü

am = −bn−1a
m−1 − · · · − b1a

m−n+1 − b0a
m−n,

òî ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ am.
Èìïëèêàöèÿ (ii) =⇒ (i) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê Q = R[a].

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü S � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è ïóñòü R � åãî

ïîäêîëüöî (ñîäåðæàùåå åäèíèöó). Âñå ýëåìåíòû S öåëûå íàä R îáðàçóþò ïîäêîëüöî R̄ ⊂ S.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî R̄ âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ýëåìåíòàìè a,
b ñîäåðæèò èõ ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå, à äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäêîëüöî R[a, b]
êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê R-ìîäóëü. Òàê êàê a öåë íàä R, òî ïîäêîëüöî R[a] êîíå÷íî ïîðîæäåíî
êàê R-ìîäóëü. Òàê êàê b öåë íàä R, òî îí öåë íàä R[a] è ïîýòîìó ïîäêîëüöî R[a, b] = R[a][b]
êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàê R[a]-ìîäóëü. Ïóñòü ýëåìåíòû a1, . . . , an ïîðîæäàþò R[a] íàä R, à ýëåìåí-
òû b1, . . . , bm ïîðîæäàþò R[a, b] íàä R[a]. Òîãäà âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ a1b1, a1b2, . . . , anbm
ïîðîæäàþò R[a, b] íàä R.

Òåîðåìà. Ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî öåëîçàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α/β ∈ K öåëûé íàä R ýëåìåíò, ãäå α, β ∈ R, β ̸= 0. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî äðîáü α/β íåñîêðàòèìà. Òîãäà(

α

β

)n
+ an−1

(
α

β

)n−1

+ · · ·+ a1
α

β
+ a0 = 0.

Îòñþäà
αn + an−1α

n−1β + · · ·+ a1αβ
n−1 + a0β

n = 0.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî β äåëèò αn. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ î íåñîêðàòèìîñòè äðîáè β ÿâëÿ-
åòñÿ îáðàòèìûì, ò.å. α/β ∈ R.

Çàäà÷è

9.1. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë Z[i] = {a + ib | a, b ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ öåëîçà-
ìêíóòûì.

9.2. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Z[
√
2] = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ öåëîçàìêíóòûì.

9.3. Ïóñòü R ⊂ Q ⊂ P � êîëüöà (ñ îáùåé åäèíèöåé) òàêèå, ÷òî Q öåëî íàä R, à P öåëî íàä Q.
Äîêàæèòå, ÷òî P öåëî íàä R.

9.4. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Z[
√
−3] = {a + b

√
−3 | a, b ∈ Z} íå ÿâëÿåòñÿ öåëîçàìêíóòûì è åãî

öåëûì çàìûêàíèåì ÿâëÿåòñÿ êîëüöî

Z[ζ] = {a+ bζ + cζ2 | a, b, c ∈ Z},

ãäå ζ = ζ3 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 3 èç 1.

9.5. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî R
R := k[x, y]/(y2 − x3 + x).

íå ÿâëÿåòñÿ öåëîçàìêíóòûì. Íàéäèòå åãî öåëîå çàìûêàíèå.



Ëåêöèÿ 10

Ðàñøèðåíèÿ ïîëåé

10.1 Ïðèñîåäèíåíèå ê ïîëþ êîðíÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî-

÷ëåíà

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå è ïóñòü f ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.

(i) Ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì,

(b) ôàêòîðêîëüöî k[t]/(f) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì,
(c) ôàêòîðêîëüöî k[t]/(f) íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

(ii) Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì. Åñëè L/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé òàêîå, ÷òî f èìååò êîðåíü

θ ∈ L, òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

φ : k[t]/(f) → k(θ), t 7→ θ,

ÿâëÿþùèéñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà k.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Äîêàæåì (i)(a) =⇒ (i)(b). Ïóñòü π : k[t] → k[t]/(f) � åñòåñòâåííûé ãîìî-
ìîðôèçì. Ðàññìîòðèì íåíóëåâîé ýëåìåíò ḡ = g + (f) ∈ k[t]/(f). Òàêèì îáðàçîì, ḡ = π(g), ãäå
g ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî g /∈ (f). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî f è g âçàèìíî ïðîñòû (ïî-
ñêîëüêó f íåïðèâîäèì). Ïî òåîðåìå î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u,
v ∈ k[t] òàêèå, ÷òî 1 = fu+ gv. Îòñþäà

1 = π(1) = π(f)π(u) + π(g)π(v) = ḡπ(v).

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ḡ ∈ k[t]/(f) îáðàòèì è ïîýòîìó k[t]/(f) � ïîëå.
Èìïëèêàöèÿ (i)(b) =⇒ (i)(c) î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (i)(c) =⇒ (i)(a) ïðåäïîëîæèì,

÷òî f = f1f2, ãäå fi /∈ (f). Òîãäà â k[t]/(f) èìååì

π(f1)π(f2) = π(f1f2) = π(f) = 0,

ò.å. π(f1), π(f2) � äåëèòåëè íóëÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.
(ii) Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ψ : k[t] −→ L, h 7−→ h(θ).

86
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ßñíî, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì. Åãî ÿäðî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì: Ker(ψ) = (h). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, f ∈ Ker(ψ) è f íåïðèâîäèì. Ïîýòîìó Ker(ψ) = (f). Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå
ψ(k[t]) ≃ k[t]/(f).

Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåííîå âûøå ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì ê ïîëþ êîðíÿ íåïðèâî-

äèìîãî ìíîãî÷ëåíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëå k åñòåñòâåííî âêëàäûâàåòñÿ â k[t]/(f) (êàê êîìïîçèöèÿ
k ↪→ k[t] π−→ k[t]/(f)), à ñîãëàñíî (ii) îáðàç θ := π(t) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f . Ñòåïåíü
ðàñøèðåíèÿ [k[t]/(f) : k] ðàâíà ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f .

10.2 Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] íàçûâà-
åòñÿ ïîëå K ⊃ k òàêîå, ÷òî f íàä K ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:

f = c
n∏
i=1

(t− αi),

ãäå c ∈ k, a αi ∈ K è ýëåìåíòû αi ïîðîæäàþò K íàä k, ò.å. K = k(α1, . . . , αn).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] � ýòî ìèíèìàëüíîå ïîëå, ñîäåðæàùåå
k, â êîòîðîì f â êîòîðîì f ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå è f ∈ k[t] � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí. Ñóùåñòâóåò ïîëå K ⊃ k, ÿâëÿ-
þùååñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ äëÿ f íàä k. Ëþáûå äâà òàêèõ ïîëÿ K èçîìîðôíû íàä k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ. Èíäóêöèÿ ïî ñòåïåíè n = deg f . Áàçà èí-
äóêöèè î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè < n.
Ïóñòü f1 � íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü f . Ïðèñîåäèíèì ê k êîðåíü f1, ò.å. ðàññìîòðèì ðàñøè-
ðåíèå K1/k, ãäå K1 = k[t]/(f1). Ïóñòü θ1 � êîðåíü f1 â K1. Çàïèøåì f = (t − θ1)g. Òàê êàê
deg g < n, òî äëÿ g íàä K1 ñóùåñòâóåò ïîëå ðàçëîæåíèÿ L. Òàêèì îáðàçîì, f ðàçëàãàåòñÿ íà
ëèíåéíûå ìíîæèòåëè â L:

f = c(t− θ1) · · · (t− θn).

Ïîëîæèì K := k(θ1, . . . ,θn).
Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ K

è K♯ äëÿ f íàä k. Ïîñòðîèì èçîìîðôèçì K ≃ K♯ íàä k. Ïóñòü f1 � íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü
f ñòåïåíè > 1. Ïóñòü θ1 � êîðåíü f1 â K è ïóñòü K1 := k(θ1). Ïî èíäóêöèè ïîñòðîèì öåïî÷êó
ïîëåé

k ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = K

ñëåäóþùèì îáðàçîì. ÅñëèKl−1 ̸= K, òî ìíîãî÷ëåí f èìååò íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü fl ∈ Kl−1[t]
ñòåïåíè > 1. Ïóñòü θl � êîðåíü fl â K è ïóñòü Kl := Kl−1(θl). Ïðîöåññ îáîðâåòñÿ ïîñêîëüêó íàøà
öåïî÷êà � âîçðàñòàþùàÿ öåïî÷êà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä k ðàçìåðíîñòè ≤ n.

Äàëåå ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî l = 1, . . . ,m ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì φl :
Kl → K♯ íà íåêîòîðîå ïîäïîëå â K♯

l ⊂ K♯. Äëÿ l = 1, ïóñòü θ♯1 � êîðåíü f1 â K♯. Òîãäà

k(θ♯1) ≃ k[t]/(f1) ≃ k(θ1) = K1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì φ1 : K1 → k(θ♯1) ⊂ K♯.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçîìîðôèçì φl−1 : Kl−1 → K♯ ïîñòðîåí. Ïîëîæèì K♯
l−1 := φl−1(Kl−1).

Ïóñòü f ♯l ∈ K♯
l−1[t] � ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷åííûé ïðèìåíåíèåì φl−1 êî âñåì êîýôôèöèåíòàì fl. Ýòîò

ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì íàä K♯
l−1 è èìååò êîðåíü θ♯l ∈ K♯. Òîãäà

Kl = Kl−1(θl) ≃ Kl−1[t]/(fl) ≃ K♯
l−1[t]/(f

♯
l ) ≃ K♯

l−1(θ
♯
l).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

φl : Kl −→ K♯
l−1(θ

♯
l) ⊂ K♯.

Íà ïîñëåäíåì øàãå ìû ïîëó÷èì èçîìîðôèçì

φ = φl : Km = K −→ K♯
m ⊂ K♯.

Òàê êàê f ♯ ðàçëàãàåòñÿ â K♯
m íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, òî K♯

m = K♯.

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü f ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè è ïóñòü K � åãî ïîëå ðàçëî-
æåíèÿ f íàä k. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî f íåïðèâîäèì. Ïî êîíñòðóêöèè è ïî òåîðåìå î áàøíå ïîëåé
[K : k] ≤ n!, ïðè÷åì ïðè n = 2 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Ïðè n = 3 ñòåïåíü [K : k] çàâèñèò îò
äèñêðèìèíàíòà D ìíîãî÷ëåíà f :

[K : k] =

{
3 åñëè

√
D ∈ k

6 åñëè
√
D /∈ k

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
√
D ∈ k. Ïî ôîðìóëàì Âèåòà

θ2 + θ3, θ2θ3 ∈ k(θ1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà èìååì

k ∋
√
D = (θ1 − θ2)(θ1 − θ3)(θ2 − θ3) = (θ21 − (θ2 + θ3)θ1 + θ2θ3)(θ2 − θ3).

Ïîýòîìó θ2 − θ3 ∈ k(θ1), à îòñþäà è θ2, θ3 ∈ k(θ1), ò.å. k(θ1) = K. Ñëåäîâàòåëüíî, [K : k] = 3.
Ïóñòü

√
D /∈ k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî [K : k] = 3. Òîãäà k(θ1) = K. Ñëåäîâàòåëüíî, θ2, θ3 ∈ k(θ1)

è ïîýòîìó
√
D ∈ k(θ1). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì áàøíþ ïîëåé

k ⊂ k(
√
D) ⊂ k(θ1).

Ïî òåîðåìå î áàøíå ïîëåé

[k(θ1) : k] = [k(θ1) : k(
√
D)] · [k(

√
D) : k].

Òàê êàê [k(θ1) : k] = 3 è [k(
√
D) : k] = 2, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

10.3 Êîíñòðóêöèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ïîëÿ

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå k̄/k òàêîå, ÷òî ïîëå k̄
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
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Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå L/k òàêîå, ÷òî ïîëå L àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Σ � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä k ñî ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì 1. Êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó f ∈ Σ ñîïîñòàâèì íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ tf . Ðàñ-
ñìîòðèì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò âñåõ ýòèõ ïåðåìåííûõ

R := k [{tf | f ∈ Σ}]

è èäåàë I ⊂ R, ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíàìè f(tf ) äëÿ âñåõ f ∈ Σ. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî èäåàë
I íå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å äëÿ íåêîòîðûõ f1, . . . , fn ∈ Σ è íåêîòîðûõ
g1, . . . , gn ∈ R âûïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî

n∑
i=1

gi fi(tfi) = 1.

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèåK/k òàêîå, ÷òî âñå ìíîãî÷ëåíû f1, . . . , fn èìåþò êîðíè âK. Ïóñòü θi ∈ K
� êîðåíü fi. Ïîäñòàâèì â íàøå ñîîòíîøåíèå tf1 = θ1, . . . , tfn = θn. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü çàíóëèòñÿ,
÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, I ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîì èäåàëå M. Ôàêòîðêîëüöî

k1 := R/M

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Òàê êàêM ñîäåðæèò âñå ìíîãî÷ëåíû f(tf ), òî â k1 êàæäûé èç ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ
èìååò êîðåíü � îáðàç tf . Ìû ïîñòðîèëè ïîëå k1, â êîòîðîì êàæäûé ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç k èìååò êîðåíü. Ïðèìåíèì íàøó êîíñòðóêöèþ ê k1. Ïîëó÷èì ïîëå k2, â êîòîðîì êàæäûé
ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç k1 èìååò êîðåíü. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì âëîæåííóþ
öåïî÷êó ïîëåé

k ⊂ k1 ⊂ k2 ⊂ · · · ⊂ kn ⊂ · · ·

Òàêóþ, ÷òî êàæäûé ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç kn èìååò êîðåíü â kn+1. Ïîëîæèì

L :=
∞⋃
i=1

ki.

Òîãäà L � ïîëå. Áîëåå òîãî, êàæäûé ìíîãî÷ëåí f ∈ kn[t] äëÿ ëþáîãî n èìååò êîðåíü â L.
Ïîñêîëüêó êàæäûé ìíîãî÷ëåí f ∈ L[t] ëåæèò â íåêîòîðîì kn[t], òî îí òàêæå èìååò êîðåíü â L.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå L àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü k̄ ⊂ L � ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ íàä k. Òî-
ãäà k̄ ñíîâà ïîëå. Ïóñòü f ∈ k̄[t] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Òàê êàê L àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî,
òî f èìååò êîðåíü θ ∈ L. Ýëåìåíò θ àëãåáðàè÷åí íàä k̄, à ïîëå k̄ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ðàñ-
øèðåíèåì ïîëÿ k. Çíà÷èò, θ àëãåáðàè÷åí íàä k è ïî êîíñòðóêöèè θ ∈ k.
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Çàäà÷è

10.1. Âû÷èñëèòå ñòåïåíü ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà t3 − 2 íàä Q.

10.2. Ïóñòü Q1 ⊂ C � ïîäïîëå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì êîðíåé âñåõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ íàä Q. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå Q1 àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

10.3. Ïóñòü k � ïîëå è ïóñòü k̄ � åãî àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà θ ∈ k̄ \ k ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ïîäïîëå K ⊂ k̄, íå ñîäåðæàùåå θ. Óêàçàíèå.
Âîñïîëüçóéòåñü ëåììîé Öîðíà.



Ëåêöèÿ 11

Êîíå÷íûå ïîëÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì êîíå÷íûå ïîëÿ, ò. å. ïîëÿ ñîñòîÿùèå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ýëåìåíòîâ. Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íîãî ïîëÿ k îòëè÷íà îò íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
÷èñëîì p è k ñîäåðæèò ïðîñòîå ïîäïîëå k0 èçîìîðôíîå Fp.

11.1 Îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà

Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ : k −→ k, a 7−→ ap.

Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ôðîáåíèóñà . Åãî îáðàç ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç kp:

kp := ϕ(k) = {ap | a ∈ k}.

Ïðåäëîæåíèå. (i) Îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íà ïðîñòîì ïîäïîëå k0 ≃ Fp.

(ii) kp ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì â k.

(iii) ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó k è kp.

(iv) Åñëè ïîëå k êîíå÷íî, òî kp = k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó, ϕ(1) = 1 è ϕ(n · 1) = nϕ(1) = n · 1
äëÿ ëþáîãî öåëîãî n.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) çàïèøåì

ϕ(ab) = (ab)p = apbp = ϕ(a)ϕ(b)

è

ϕ(a+ b) = (a+ b)p = ap + bp +

p−1∑
k=1

(
p

k

)
akbp−k.

Â ïîñëåäíåé ñóììå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû
(
p
k

)
= p!

(p−k)!k! ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê öåëûå
÷èñëà. Òàê êàê âñå îíè äåëÿòñÿ íà p, òî

ϕ(a+ b) = (a+ b)p = ap + bp = ϕ(a) + ϕ(b).

91
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Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ϕ : k → k � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òàê êàê ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà
òðèâèàëüíî, òî ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó k è ϕ(k). Â ÷àñòíîñòè, ϕ(k) � ïîëå. Ýòî
äîêàçûâàåò (ii) è (iii). Óòâåðæäåíèå (iv) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïîëÿ kp ñîäåðæèò
ñòîëüêî æå ýëåìåíòîâ, ÷òî è k.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè kp = k, òî îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ïîëÿ k. Îí íàçû-
âàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì Ôðîáåíèóñà.

11.2 Ñòðîåíèå êîíå÷íûõ ïîëåé

Òåîðåìà (Ïåðâàÿ òåîðåìà î ñòðîåíèè êîíå÷íûõ ïîëåé). Ïóñòü k � êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðè-

ñòèêè p > 0 è ïóñòü k0 � åãî ïðîñòîå ïîäïîëå. Òîãäà

(i) ÷èñëî ýëåìåíòîâ k ðàâíî pm, ãäå m = [k : k0],

(ii) k ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà tq − t íàä k0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î ÷èñëå ýëåìåíòîâ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xm) (â ôèêñèðîâàííîì
áàçèñå), à â íàøåì ñëó÷àå äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû xi èìååòñÿ ðîâíî p âîçìîæíîñòåé, òàê êàê
xi ∈ k0 ≃ Fp.

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîðÿäîê êàæäîãî ýëåìåíòà a ãðóïïû k∗ äåëèò åå ïîðÿäîê. Ïîýòîìó
ap

m−1 − 1 = 0 äëÿ ëþáîãî a ̸= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà ap
m − a = 0 äëÿ âñåõ a ∈ k. Òàêèì

îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí tq − t èìååò q ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî òåîðåìå Áåçó
ìíîãî÷ëåí tq − t èìååò íå áîëåå q êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé). Ïîýòîìó ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò
òîëüêî ïðîñòûå êîðíè è ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè â k. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó êàæäûé
ýëåìåíò k ÿâëÿåòñÿ êîðíåì tq − t, òî k � ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà tq − t íàä k0. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà (Âòîðàÿ òåîðåìà î ñòðîåíèè êîíå÷íûõ ïîëåé). Ïóñòü q = pm, p � ïðîñòîå. Ïîëå

ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà tq− t íàä Fp ñîäåðæèò ðîâíî q ýëåìåíòîâ è ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

êîðíåé tq − t.

Ñëåäñòâèå. Êîíå÷íîå ïîëå èç pm ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-

ìîðôèçìà.

Ïîëå èç q = pm ýëåìåíòîâ áóäåò îáîçíà÷àòñÿ ÷åðåç Fq. Îíî òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîëåì Ãàëóà .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ K ìíîãî÷ëåíà tq − t íàä Fp êîíå÷íî (ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä Fp), à çíà÷èò ñîñòîèò èç pl ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì ïîäìíî-
æåñòâî M ⊂ K, ñîñòîÿùåå èç âñåõ êîðíåé tq − t. Çàìåòèì, ÷òî aq = ap

m
= ϕm(a), ãäå ϕ : K → K

� àâòîìîðôèçì Ôðîáåíèóñà. Òàêèì îáðàçîì,

M = {a ∈ K | ϕm(a) = a}

� ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ ϕm. Ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé:

a, b ∈M =⇒ ϕm(a) = a, ϕm(b) = b =⇒ ϕm(a± b) = ϕm(a)± ϕm(b) = a± b ∈M
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(àíàëîãè÷íî äëÿ ïðîèçâåäåíèé è ÷àñòíûõ). Ñëåäîâàòåëüíî, M � ïîëå. Ìíîãî÷ëåí tq − t ðàçëà-
ãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè â M , ïîýòîìó M � ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ tq − t è M = K. Òàê
êàê

(tq − t)′ = qtq−1 − 1 = −1,

òî tq − t íå èìååò êðàòíûõ ìíîæèòåëåé è â K èìååòñÿ ðîâíî q ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà F∗
q êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m = exp(F∗
q). Òîãäà m äåëèò q − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, am = 1 äëÿ ëþáîãî

a ∈ F∗
q, Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Áåçó óðàâíåíèå tm − 1 = 0 èìååò íå áîëåå m êîðíåé, ò. å.

q− 1 ≤ m. Òàêèì îáðàçîì, q− 1 = m. Ïî ñâîéñòâó ïîêàçàòåëÿ àáåëåâîé ãðóïïû â F∗
q ñóùåñòâóåò

ýëåìåíò c ∈ F∗
q ïîðÿäêà q−1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F∗

q � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïîëå K := Fq, q = pm ñîäåðæèò ïîäïîëå èç r ýëåìåíòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà r = qd. Ýòî ïîäïîëå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k ⊂ Fq ïîäïîëå èç r ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì Fq êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä k. Ïîëîæèì d = dimk Fq. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïåðâîé òåîðåìû î ñòðîåíèè êîíå÷íûõ
ïîëåé ïîëó÷àåì, ÷òî q = rd. Òàê êàê k∗ � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà r − 1 â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå F∗

q, òî
îíà åäèíñòâåííà, à çíà÷èò åäèíñòâåííî è ïîäïîëå k.

Íàîáîðîò, ïóñòü q = rd. Òàê êàê r − 1 äåëèò q − 1 = rd − 1, òî â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå K∗

ïîðÿäêà q − 1 íàéäåòñÿ (åäèíñòâåííàÿ) ïîäãðóïïà U ïîðÿäêà r − 1. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà âñå
ýëåìåíòû U ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà tr−1 − 1. Ïóñòü k := U ∪ {0} ⊂ Fq. ßñíî, ÷òî âñå
ýëåìåíòû k ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà tr − t. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå âòîðîé òåîðåìû î
ñòðîåíèè êîíå÷íûõ ïîëåé ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî k � ïîëå (è îíî ñîäåðæèò ðîâíî r ýëåìåíòîâ).

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî ðàñøèðåíèÿ êîíå÷íûõ ïîëåé K/k ñóùåñòâóåò ýëåìåíò θ ∈ K, êîòî-
ðûé ïîðîæäàåò K íàä k (ò. å., K = k(θ)).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ Fq[t] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d (ãäå q = pm). Òîãäà f

ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì tq
d − t. Äëÿ ëþáîãî d ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d

íàä Fq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � ïîëå, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f ê Fq (ò. å.
K = Fq[t]/(f)). Òîãäà K � êîíå÷íîå ïîëå è ðàçìåðíîñòü K êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Fq
ðàâíà d. Ïîëó÷àåì, ÷òî K ñîñòîèò èç qd ýëåìåíòîâ è ïîýòîìó K ≃ Fq. Ìíîãî÷ëåíû f è tq

d − t

èìåþò îáùèé êîðåíü â K. Ñëåäîâàòåëüíî, ÍÎÄ (f, tq
d − t) ̸= 1. Íî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

ìíîãî÷ëåíîâ ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà è íå çàâèñèò îò îñíîâíîãî
ïîëÿ. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì íàä Fq[t], òî èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü

ÍÎÄ (f, tq
d − t) = f.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ïåðâîå óòâåðæäåíèå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàññìîòðèì ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò θ ïîëÿ Fqd íàä Fq. Ïóñòü

µθ ∈ Fq[t] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ θ. Òîãäà µθ íåïðèâîäèì è deg µθ = [Fqd : Fq] = d. Ýòî
äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå.
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Ïðèìåð. Ïîñòðîèì ïîëå F8 èç 8 ýëåìåíòîâ. Ëþáîé ýëåìåíò èç F8 ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ α0 +α1θ+α2θ

2, αi ∈ F2. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ òàáëèöû óìíîæåíèÿ ìû äîëæ-
íû íàéòè ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µ = µθ ýëåìåíòà θ. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîñëåäíèì ñëåäñòâèåì.
Ïîëó÷èì, ÷òî µ äåëèò ìíîãî÷ëåí (t8 − t)/(t2 − t) = t6 + · · ·+ 1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

t6 + · · ·+ 1 = (t3 + t+ 1)(t3 + t2 + 1).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âçÿòü µ = t3 + t + 1 èëè t3 + t2 + 1. Âûáðàâ â êà÷åñòâå µ îäèí èç
ýòèõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü òàáëèöó óìíîæåíèÿ. Íàïðèìåð, â
ïåðâîì ñëó÷àå ìû èìååì θ3 = −θ−1 = θ+1. Îáå âîçìîæíîñòè ïðèâîäÿò ê èçîìîðôíûì ïîëÿì.

11.3 Àâòîìîðôèçìû êîíå÷íûõ ïîëåé

Òåîðåìà. Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå, q = pn.

(i) Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(Fq) ïîëÿ Fq ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîðÿäêà n è ïîðîæäàåòñÿ

àâòîìîðôèçìîì Ôðîáåíèóñà ϕ.

(ii) Ïóñòü G ⊂ Aut(Fq) � ïîäãðóïïà ïîðÿäêà m. Ìíîæåñòâî

K := {a ∈ Fq | ψ(a) = a ∀ψ ∈ G} (*)

ßâëÿåòñÿ ïîäïîëåì â Fq è K ≃ Fpn−m.

(iii) Ïóñòü Fpd � ïîäïîëå ïîëÿ Fq. Ìíîæåñòâî

Aut(Fq/Fpd) := {ψ ∈ Aut(Fq) | ψ(a) = a, ∀a ∈ Fpd} (�)

ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â Aut(Fq) è ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì ϕd.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïîëå Aut(Fq) ïîðîæäàåòñÿ íàä Fp îäíèì ýëåìåíòîì: Aut(Fq) = Fp[θ]. Ïóñòü
µ(t) = µθ(t) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýòîãî ýëåìåíòà. Ëþáîé àâòîìîðôèçì ψ ∈ Aut(Fq) ÿâëÿ-
åòñÿ òîæäåñòâåííûì íà Fp ⊂ Fq è îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ îáðàçîì θ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ϕ êîðíè
ìíîãî÷ëåíà µ ∈ Fp ïåðåâîäèò â êîðíè. Òàê êàê deg(µ) = n, òî äëÿ ψ(θ) èìååòñÿ íå áîëåå n
âîçìîæíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, |Aut(Fq)| ≤ n.

Äàëåå, ïóñòü m � ïîðÿäîê ýëåìåíòà ϕ â ãðóïïå Aut(Fq). Òàê êàê a = ap
n
= ϕn(a) äëÿ ëþáîãî

a ∈ Fq, òî m äåëèò n. Äàëåå, ϕm � òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì, ò.å. ϕm(a) = a äëÿ ëþáîãî
a ∈ Fq. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó ap

m − a = 0. Èíà÷å ãîâîðÿ, êàæäûé ýëåìåíò Fq ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà tp

m − t. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî m ≥ n. Òàêèì îáðàçîì, ïîðÿäîê ýëåìåíòà ϕ
â ãðóïïå Aut(Fpn) ðàâåí n è Aut(Fpn) ïîðîæäàåòñÿ ýòèì ýëåìåíòîì.

(ii) Íåïîñðåäñòâåííî èç (*) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî K çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ñóìì,
ðàçíîñòåé, ïðîèçâåäåíèé è ÷àñòíûõ. Çíà÷èò, îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì. Òàê êàê G ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå Aut(Fq), òî îíà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé è ïîðîæäàåòñÿ
ýëåìåíòîì ϕn−m. Òîãäà âñå âñå ýëåìåíòû ïîëÿ K ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà tp

n−m−t. Ìíîãî-
÷ëåí tp

n−t äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí tpn−m−t. Çíà÷èò, tpn−m−t ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè
â Fq è ïîýòîìó K � ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà tp

n−m − t íàä Fp. Ñîãëàñíî ñòðóêòóðíîé òåîðèè
êîíå÷íûõ ïîëåé K = Fpn−m .

(iii) Íåïîñðåäñòâåííî èç (�) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Aut(Fq/Fpd) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïðî-
èçâåäåíèÿ è âçÿòèÿ îáðàòíûõ. Çíà÷èò, îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå Aut(Fq),
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à ïîòîìó òîæå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé. Òàê êàê âñå ýëåìåíòû ïîëÿ Fd ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
ìíîãî÷ëåíà td − t, òî ϕd(a) = ap

d
= a äëÿ ëþáîãî a ∈ Fd. Ïîýòîìó ϕd ∈ Aut(Fq/Fpd). Åñëè æå

ϕk ∈ Aut(Fq/Fpd) äëÿ íåêîòîðîãî k, òî ϕk(a) = ap
k
= a äëÿ ëþáîãî a ∈ Fd. Çíà÷èò, âñå ýëåìåíòû

ïîëÿ Fd ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà tp
k − t. Íî òîãäà tp

k − t äåëèòñÿ íà tp
d − t. Îòñþäà k

äåëèòñÿ íà d. Çíà÷èò, ϕd ïîðîæäàåò Aut(Fq/Fpd).

11.4 Ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà âû÷åòîâ

Òåîðåìà. (i) Åñëè p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî (Z/pmZ)∗ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

(ii) Ïðèm ≥ 3 ãðóïïà (Z/2mZ)∗ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì öèêëè÷åñêèõ ãðóïï ïîðÿäêîâ

2m−2 è 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Íàïîìíèì, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû (Z/pmZ)∗ ðàâåí (p − 1)pm−1. Ñîãëàñíî
òðåòåé òåîðåìå î ñòðîåíèè êîíå÷íûõ ïîëåé óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ m = 1, ò.å. ñóùåñòâóåò
a ∈ Z \ pZ òàêîå, ÷òî åãî îáðàç â ãðóïïå Z/pZ èìååò ïîðÿäîê p − 1. Áóäåì èñêàòü îáðàçóþùèé
ýëåìåíò ãðóïïû (Z/pmZ)∗ â âèäå a+ pt äëÿ ïîäõîäÿùåãî t ∈ Z. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

(a+ pt)p−1 = 1 + pu, u ∈ Z. (�)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå u ̸≡ 0 mod p. Òàê êàê ap−1 ≡ 0 mod p, òî ñóùåñòâóåò
k ∈ Z òàêîå, ÷òî

ap−1 = 1 + pk

(a+ pt)p−1 = 1 + p(k + ap−2t+ pr), r ∈ Z.

Òîãäà u = k + ap−2t+ pr. Òàê êàê ÍÎÄ (p, a) = 1, òî ìîæíî âçÿòü t òàê, ÷òî u ̸≡ 0 mod p.
Ïóñòü n � ïîðÿäîê îáðàçà ïîñòðîåííîãî ýëåìåíòà a+pt â ãðóïïå (Z/pmZ)∗. Èìååì (a+pt)n ≡ 1

mod pm. Â ÷àñòíîñòè, an ≡ 1 mod p. Òàê êàê îáðàç a â ãðóïïå Z/pZ èìååò ïîðÿäîê p − 1, òî
n ≡ 0 mod p− 1. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà n äåëèò (p− 1)pm−1. Çíà÷èò n èìååò âèä n = pl(p− 1).

Èç (�) ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì

(a+ pt)p−1 = 1 + pu, u ̸≡ 0 mod p,

(a+ pt)p(p−1) = (1 + pu)p = 1 + p2u1, u1 ̸≡ 0 mod p,

(a+ pt)p
2(p−1) = (1 + p2u1)

p = 1 + p3u2, u2 ̸≡ 0 mod p,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(a+ pt)p
m−2(p−1) = (1 + pm−2um−3)

p = 1 + pm−1um−2, um−2 ̸≡ 0 mod p.

Çíà÷èò, l íå ðàâíî m− 2. Òàêèì îáðàçîì, l = m− 1 è n = pm−1(p− 1).
(ii) Èíäóêöèåé ïî m äîêàæåì, ÷òî

52
m−3 ≡ 1 + 2m−1 mod 2m.

Áàçîé èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé m = 3 è îí òðèâèàëåí. Ïóñòü ñðàâíåíèå âåðíî äëÿ m. Òîãäà

52
m−2

=
(
52

m−3
)2

= (1 + 2m−1 + 2mk)2 ≡ 1 + 2m−2 mod 2m+1.
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Çíà÷èò, øàã èíäóêöèè ðàáîòàåò è ñðàâíåíèå âåðíî äëÿ âñåõ m. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

52
m−3 ̸≡ 1 mod 2m è 52

m−2 ≡ 1 mod 2m,

ò.å. ïîðÿäîê îáðàçà 5 â ãðóïïå (Z/2mZ)∗ ðàâåí 2m−2.
ßñíî, ÷òî ïîðÿäîê îáðàçà −1 â ãðóïïå (Z/2mZ)∗ ðàâåí 2. Åñëè áû îáðàç −1 ëåæàë â ïîä-

ãðóïïå, ïîðîæäåííîé îáðàçîì 5, òî âûïîëíÿëîñü áû ñðàâíåíèå

−1 ≡ 5k mod 2m.

Íî òîãäà −1 ≡ 5k ≡ 1 mod 4. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, (Z/2mZ)∗ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
ïîäãðóïï, ïîðîæäåííûõ îáðàçàìè 5 è −1.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ íå÷åòíîãî ïðîñòîãî p ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ (àääèòèâíîé) ãðóïïû Z/pmZ
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïîðÿäêà pm − pm−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Aut(Z/pmZ) ≃ (Z/pmZ)∗.

Çàäà÷è

11.1. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f ∈ Fq äåëèò tq
e − t òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

deg(f) äåëèò e,

11.2. Ïóñòü k � ïîëå. Ìîãóò ëè áûòü èçîìîðôíû ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ãðóïïû k?

11.3. Ïóñòü k � ïîëå. Ïóñòü k+ è k∗ � åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ãðóïïû, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

(a) Êîãäà k∗ � öèêëè÷åñêàÿ?

(b) Êîãäà k+ � öèêëè÷åñêàÿ?

11.4. Êîãäà àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ k êîíå÷íî ïîðîæäåíà?

11.5. Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ k êîíå÷íî ïîðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ïîëå êîíå÷íî.

11.6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê

{a ∈ k | ϕ(a) = a}

îòîáðàæåíèÿ Ôðîáåíèóñà ñîâïàäàåò ñ ïðîñòûì ïîäïîëåì k0 ⊂ k. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ ϕk?

11.7. Êàê óñòðîåíû ãðóïïû (Z/nZ)∗ ïðè n = 2pm è 4pm, p � íå÷åòíîå ïðîñòîå?

11.8. Íàéäèòå âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2 íàä ïîëåì F3.
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11.9. Íàéäèòå ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé 2 è 3 íàä ïîëåì F9.

11.10. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè a ̸= 1 ìíîãî÷ëåí tq + at+ b èìååò â Fq êîðåíü.

11.11. Ïóñòü F̃ � áåñêîíå÷íîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Fq. Âåðíî ëè, ÷òî F̃ àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòî?

11.12. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ Fq ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî êàê îáúåäèíåíèå
áàøíè ïîëåé

Fq ⊂ Fq2! ⊂ Fq3! ⊂ · · · ⊂ Fqe! ⊂ Fq(e+1)! ⊂ · · ·

11.13. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ÷åòíîì q âñå ýëåìåíòû ïîëÿ Fq ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè, à ïðè íå÷åòíîì
q êâàäðàòû â F∗

q îáðàçóþò ïîäãðóïïó èíäåêñà 2.

11.14. Äîêàæèòå, ÷òî íàä ïîëåì Fq, q = pn ìíîãî÷ëåí tp − a èëè ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì èëè
ïîëíîñòüþ ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè (êàê?).
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Àëãåáðû íàä ïîëåì

12.1 Îïðåäåëåíèå àëãåáð

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k. Ãîâîðÿò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ àëãåá-
ðîé íàä k åñëè A ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì è óìíîæåíèå â êîëüöå ñâÿçàíî ñ óìíîæåíèåì íà ñêàëÿðû
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ(a · b) = (λa) · b = a · (λb) ∀a, b ∈ A, ∀λ ∈ k.

Îáîáùåíèåì ýòîãî ïîíÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà íàä êîëüöîì.
Àëãåáðà íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé (êîììóòàòèâíîé, áåç äåëèòåëåé íóëÿ è ò.ä.) åñëè òàêî-

âûì ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå êîëüöî. Ãîâîðÿò, ÷òî A � àëãåáðà ñ äåëåíèåì, åñëè A � àëãåáðà,
â êîòîðîé ñóùåñòâóåò åäèíèöà è ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì: äëÿ ëþáîãî a ∈ A, a ̸= 0
ñóùåñòâóåò a−1 ∈ A òàêîé, ÷òî a · a−1 = a−1 · a = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A∗ := A \ {0}
ÿâëÿåòñÿ (íåîáÿçàòåëüíî àáåëåâîé) ãðóïïîé ïî óìíîæåíèþ.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû àëãåáð íàä ïîëåì. Íà÷íåì ñî ñòàíäàðòíûõ ïðèìåðîâ, îáñóæäàâøèõñÿ
ðàíåå.

Ïðèìåðû. (i) Ïóñòü A � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì k. Îíî ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä k
ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì: a · b = 0 äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ k.

(ii) Åñëè K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé, òî K � àëãåáðà íàä k. Â ÷àñòíîñòè, C � (êîììóòàòèâíàÿ è
àññîöèàòèâíàÿ) àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R.

(iii) Âñå êâàäðàòíûå n × n-ìàòðèöû íàä ïîëåì k îáðàçóþò àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó Matn(k) ñ
åäèíèöåé íàä k.

(iv) Àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ k[t1, . . . , tn] � àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé.

Ëþáàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ìîæåò áûòü çàäàíà ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

Ïðèìåð. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä k ñ áàçèñîì e1, . . . , en. Òîãäà óìíîæåíèå â A
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ýëåìåíòîâ eiej. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ a =

∑
i λ

iei ∈ A
è b =

∑
j µ

jej ∈ A èìååì (ìû èñïîëüçóåì òåíçîðíûå îáîçíà÷åíèÿ)

a · b =
(∑

i

λiei

)
·
(∑

j

µjej

)
=
∑
i,j

λiµjei · ej.

98
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ðàçëîæèòü ýëåìåíòû ei · ej ïî áàçèñó

ei · ej =
∑
k

θki,jek.

Ñêàëÿðû θki,j îäíîñíà÷íî çàäàþò àëãåáðó A. Îíè íàçûâàþòñÿ ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè

àëãåáðû.

Ïðèâåäåì áîëüøå ñòàíäàðòíûõ ïðèìåðîâ àëãåáð.

Ïðèìåðû. (i) Íàä ïîëåì R (ñîîòâåòñòâåííî, C) ìîæíî îïðåäåëèòü àëãåáðó R{t} (ñîîòâåò-
ñòâåííî, C{t}) ñõîäÿùèõñÿ (íàïðèìåð â 0), ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Íàä ëþáûì ïîëåì îïðåäåëåíà
àëãåáðà ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ k[[t]].

(ii) Âñå íåïðåðûâíûå (ñîîòâåòñòâåííî, äèôôåðåíöèðóåìûå) ôóíêöèè íà èíòåðâàëå îáðàçóþò
àññîöèàòèâíóþ êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó C (a, b) (ñîîòâåòñòâåííî, D(a, b)) íàä R ñ åäèíèöåé.

(iii) Òðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R3 ñ îïåðàöèåé âåêòîðíîãî óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåàñ-
ñîöèàòèâíîé àëãåáðîé.

(iv) Ñ êàæäûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì k ñâÿçàíû òðè àññîöèàòèâíûå àëãåáðû:
òåíçîðíàÿ T•(V ), âíåøíÿÿ

∧•(V ) è ñèììåòðè÷åñêàÿ S•(V ).

(v) Ïóñòü G � ãðóïïà (äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � êîíå÷íàÿ) è ïóñòü A � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä k ñ áàçèñîì eg, g ∈ G. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ áàçèñà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: eg · eh = egh. Ïî ëèíåéíîñòè ýòî óìíîæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå A.
Ìû ïîëó÷èì àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ñ åäèíèöåé. Îíà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâîé àëãåáðîé G è
îáîçíà÷àåòñÿ k[G].

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçì àëãåáð (íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì k) � ýòî ãîìîìîðôèçì êîëåö,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ k-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ èçîìîðôèçìà
è àâòîìîðôèçìà àëãåáð.

Ïóñòü A, A1 � àëãåáðû íàä ïîëåì k, ïóñòü φ : A → A1 � k-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (êàê
âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ) è ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ A. Îòîáðàæåíèå φ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
àëãåáð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

φ(ei · ej) = φ(ei) · φ(ej) ∀i, j.

Ïðèìåðû. (i) Ðàññìîòðèì ãðóïïîâóþ àëãåáðó k[G] êîíå÷íîé ãðóïïû G. Îòîáðàæåíèå

k[G] −→ k,
∑

αgeg 7−→
∑

αg

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð.

(ii) Åñëè A � àëãåáðà ñ åäèíèöåé, òî îòîáðàæåíèå

k 7−→ A, α 7−→ α · 1

ÿâëÿåòñÿ (èíúåêòèâíûì) ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð.
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Îïðåäåëåíèå. Èäåàë â àëãåáðå � ýòî èäåàë â êîëüöå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì. Åñëè I ⊂ A � èäåàë â k-àëãåáðå, òî íà ôàêòîðêîëüöå A/I ìîæíî ââåñòè óìíîæåíèå
íà ñêàëÿðû ôîðìóëîé

α(x+ I) = αx+ I α ∈ k, x ∈ A.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Ïîëó÷èâøàÿñÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ôàê-

òîðàëãåáðîé.

Ïðèìåðû. (i) Â ãðóïïîâîé àëãåáðå k[G] êîíå÷íîé ãðóïïû G ïîäìíîæåñòâî

I :=
{∑

αgeg

∣∣∣ ∑
αg = 0

}
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì. Ôàêòîðàëãåáðà k[G]/I èçîìîðôíà k.

(ii) Ïî îïðåäåëåíèþ ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà S•(V ) (ñîîòâåòñòâåííî, âíåøíÿÿ àëãåáðà
∧•(V ))

ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðàëãåáðîé òåíçîðíîé àëãåáðû T•(V ) ïî (äâóñòîðîííåìó) èäåàëó, ïîðîæ-
äåííîìó âñåâîçìîæíûìè òåíçîðàìè âèäà T − σ(T ) (ñîîòâåòñòâåííî, T − sgn(σ)σ(T )), ãäå
T ∈ Tn(V ), σ ∈ Sn, à sgn(σ) � çíàê ïîäñòàíîâêè σ.

Âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íåñëîæíî âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå
êîëåö.

Òåîðåìà (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå àëãåáð). Ïóñòü φ : A → A1 � ãîìîìîðôèçì àëãåáð íàä

ïîëåì k. Òîãäà

(i) Ker(φ) � èäåàë â àëãåáðå A;

(ii) èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì φ(A) ≃ A/I.

12.2 Êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû ñ äåëåíèåì

Ëåììà. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì k. Åñëè â A
íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî A � àëãåáðà ñ äåëåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ A, a ̸= 0. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

φ : A −→ A, x 7−→ a · x.

ßñíî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Ïîñêîëüêó â A íåò äåëèòåëåé íóëÿ,
òî φ íåâûðîæäåí. Â ÷àñòíîñòè, îí ñþðúåêòèâåí. Ïîëîæèì a−1 = φ(1).

Ëåììà. Öåíòð Z(A) àññîöèàòèâíîãî êîëüöà ñ äåëåíèåì A ÿâëÿåòñÿ ïîëåì è A ÿâëÿåòñÿ àë-

ãåáðîé íàä Z(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî Z(A) � êîììóòàòèâíîå ïîäêîëüöî ñ äåëåíèåì â A, ò.å. Z(A) � ïîëå.
Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ òàêæå âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä Z(A), à ïîñêîëüêó A àññîöèàòèâíî, òî
A � àëãåáðà íàä Z(A).

Ëåììà. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä àëãåáðàè÷åñêè çà-

ìêíóòûì ïîëåì k. Òîãäà A ≃ k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýëåìåíò a ∈ A íå èìååò âèäà a = λ1, λ ∈ k. Êàê è âûøå, ðàññìîòðèì
îïåðàòîð

φ : A −→ A, x 7−→ a · x.

Íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì îí èìååò ñîáñòâåííûé âåêòîð:

∃x ∈ A, ∃λ ∈ k φ(x) = a · x = λx.

Íî òîãäà (a− λ1) · x = 0 è a = λ1. Ïðîòèâîðå÷èå.

12.3 Êîíå÷íûå àññîöèàòèâíûå êîëüöà ñ äåëåíèåì

Òåîðåìà. Êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå ñ åäèíèöåé áåç äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå ñ åäèíèöåé áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Çàôèêñè-
ðóåì ýëåìåíò a ∈ A, a ̸= 0 è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

φ : A −→ A, x 7−→ a · x.

Òàê êàê â A íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî ýòî îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî. Òàê êàê A êîíå÷íî, òî îíî
ñþðúåêòèâíî. Çíà÷èò ó a ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò a−1 = φ−1(1). Ñëåäîâàòåëüíî, A � êîëüöî
ñ äåëåíèåì. Åãî öåíòð k := Z(A) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîëåì, à A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä k.
Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî A = k. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. A ̸= k. Ïóñòü n := dimkA. Òîãäà
|A| = qn, n > 1. Äëÿ a ∈ A ïîëîæèì

C(a) := {x | a · x = x · a}.

Òîãäà C(a) � ïîäàëãåáðà ñ äåëåíèåì â A. Ïîýòîìó

|C(a)| = qd(a)

äëÿ íåêîòîðîãî d(a). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîáîäíûé ìîäóëü íàä
C(a). Ïîýòîìó

|A| = |C(a)|r(a) = qd(a)r(a) = qn, ãäå r(a) := rkC(a)A

(ñì. ñëåäâñâèå íèæå). Îòñþäà
n = d(a)r(a).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, k∗ = k \ {0} � öåíòð ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû A∗ = A \ {0}. Ðàññìîòðèì
äåéñòâèå A∗ íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè. Êëàññ ñîïðÿæåííîñòè ýëåìåíòà a ∈ A∗ ñîäåðæèò ðîâíî

|A∗|
|C(a)∗|

=
qn − 1

qd(a) − 1

ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì |A∗|/|C(a)∗| = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ∈ k∗. Ñëåäîâàòåëüíî,

|A∗| = qn − 1 = q − 1 +
∑
a

qn − 1

qd(a) − 1
, (*)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ïðåäñòàâèòåëÿì a êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè, ñîäåðæàùèõ áîëåå îäíîãî
ýëåìåíòà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñóììà áåðåòñÿ ïî íåêîòîðûì äåëèòåëÿì d(a) ÷èñëà n òàêèì, ÷òî d(a) <
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n. Äîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî (*) íåâîçìîæíî. Ðàññìîòðèì êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φn(t). Íàïîìíèì,
÷òî ïî îïðåäåëåíèþ

Φn(t) =
∏
ε∈µ′

n

(t− ε) (�)

(ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó µ′
n := µn \ ∪m<nµm âñåõ ïåðâîáð�àçíûõ (ïðèìèòèâíûõ)

êîðíåé ñòåïåíè n èç 1). Êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

tn − 1 =
∏
d|n

Φd(t).

Ïî ëåììå Ãàóññà âñå îíè èìåþò öåëûå êîýôôèöèåíòû. Â ÷àñòíîñòè, Φn(t) äåëèò t
n− 1 â êîëüöå

Z[t]. Çíà÷èò, öåëîå ÷èñëî Φn(q) äåëèò q
n − 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

tn − 1 =
∏
e|d

Φe(t)
∏

e|n, e∤d

Φe(t) = (td − 1)
∏

e|n, e∤d

Φe(t) = (td − 1)Φn(t)
∏

e|n, e∤d, e<n

Φe(t).

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî t = q, ïîëó÷èì, ÷òî Φn(q) äåëèò (q
n−1)/(qd−1) äëÿ ëþáîãî äåëèòåëÿ

d ÷èñëà n òàêîãî, ÷òî d < n. Èç ðàâåíñòâà (*) ïîëó÷àåì, ÷òî Φn(q) äåëèò q−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
èç (�) ñëåäóåò, ÷òî

|Φn(q)| =
∏
ε∈µ′

n

|q − ε| > q − 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, Φn(q) íå ìîæåò äåëèòü q − 1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäóþùèé ôàêò ÿâëÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíûì îáîáùåíèåì òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèÿ áàçèñà
äëÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä ïîëåì.

Ëåììà. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ äåëåíèåì. Òîãäà ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìî-

äóëü íàä R ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü íàä R è ïóñòü x1, . . . ,xn � ñèñòåìà
ïîðîæäàþùèõ. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íå âñå îíè ðàâíû íóëþ (èíà÷å M = 0). Òàê êàê R �
êîëüöî ñ äåëåíèåì, òî ñèñòåìà èç îäíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Âûáåðåì â
x1, . . . ,xn ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó xi1 , . . . ,xir . Äîêàæåì, ÷òî xi1 , . . . ,xir
� áàçèñ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî xj ñèñòåìà xj,xi1 , . . . ,xir ëèíåéíî çàâèñèìà ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ. Çíà÷èò

λjxj + λj,i1xi1 + · · ·+ λj,irxir = 0

äëÿ íåêîòîðûõ λj, λj,i1 , . . . , λj,ir ∈ R, ïðè÷åì λj ̸= 0 (èíà÷å xi1 , . . . ,xir áóäóò ëèíåéíî çàâèñèìû-
ìè). Òàê êàê R � êîëüöî ñ äåëåíèåì, òî ìû ìîæåì âûðàçèòü xj:

xj = µj,i1xi1 + · · ·+ µj,irxir =
r∑

k=1

µj,ikxik µj,ik ∈ R.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé ýëåìåíò x ∈M ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç x1, . . . ,xn:

x =
n∑
j=1

δjxj.
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Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷èì

x =
n∑
j=1

δj

(
r∑

k=1

µj,ikxik

)
=

r∑
k=1

(
n∑
j=1

δjµj,ik

)
xik .

Çíà÷èò, xi1 , . . . ,xir � áàçèñ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü R � êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ äåëåíèåì è ïóñòü M (ñâîáîäíûé)
êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü ðàíãà r. Òîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ â M âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|M | = |R|r.

Çàäà÷è

12.1. Ïóñòü A � äâóìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàòèâíà.

12.2. Êàêèå óñëîâèÿ íóæíî íàëîæèòü íà ñòòðóêòóðíûå êîíñòàíò àëãåáðû äëÿ òîãî, ÷òîáû îíà
áûëà àññîöèàòèâíà?

12.3. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â A íåò äåëèòåëåé
íóëÿ, òî A � àëãåáðà ñ åäèíèöåé. Óêàçàíèå. Âî-ïåðâûõ ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ b ∈ A,
a ∈ A \ {0} óðàâíåíèÿ b = x · a è b = a · x èìåþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ
a ∈ A \ {0} ñóùåñòâóåò 1 ∈ A òàêîé, ÷òî a 1 = a. Îòñþäà b · 1 = x · a · 1 = x · a = b, ò.å. 1 �
ïðàâàÿ åäèíèöà. Ïîêàæèòå àíàëîãè÷íî, ÷òî ñóùåñòâóåò ëåâàÿ åäèíèöà 1′ è òîãäà 1′ = 1.

12.4. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ðàçìåðíîñòè n ñ åäèíèöåé. Ïóñòü a ∈ A � íèëüïîòåíòíûé
ýëåìåíò, ò.å. am = 0 äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà an = 0.

12.5. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïîâàÿ àëãåáðà îáÿçàòåëüíî èìååò äåëèòåëè íóëÿ.

12.6. Ïóñòü A � îäíà èç àáåëåâûõ ãðóïï Z/2Z, Z/3Z, Z/4Z, Z/2Z ⊕ Z/2Z. Íàéäèòå âñå èäåàëû
â ãðóïïîâîé àëãåáðå C[A].

12.7. ßâëÿåòñÿ ëè àëãåáðà ìàòðèö Matn(k) ãðóïïîâîé àëãåáðîé äëÿ íåêîòîðîé ãðóïïû?

12.8. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà k[[t]] ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ íå ñîäåðæèò äåëèòåëåé íóëÿ.

12.9. Äîêàæèòå, ÷òî â àëãåáðå k[[t]] ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ýëåìåíò f = a0+a1t+a2t
2+· · ·

îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a0 ̸= 0. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ïîëå ÷àñòíûõ àëãåáðû
k[[t]] � ýòî ïîëå ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ Ëîðàíà

k((t)) :=

{
f =

+∞∑
i=N

ait
i

∣∣∣∣∣ ai ∈ k, êîíñòàíòà N íå ôèêñèðóåòñÿ

}
.

12.10. Îïèøèòå öåíòð ãðóïïîâîé àëãåáðû êîíå÷íîé ãðóïïû.

12.11. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì è ïóñòü A′ � åå ïîäàëãåáðà
Äîêàæèòå, ÷òî ðàçìåðíîñòü dim(A′) äåëèò dim(A).



Ëåêöèÿ 13

Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ

13.1 Îïðåäåëåíèå àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî H = R4 ñ
áàçèñîì 1, i, j, k. Îïðåäåëèì óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ áàçèñà òàê, ÷òîáû 1 áûë áû åäèíèöåé, à
îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïåðåìíîæàëèñü áû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

i j k
i −1 k − j
j −k −1 i
k j − i −1

Ïîñòðîåííàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé êâàòåðíèîíîâ. Îíà áûëà ïîñòðîåíà Ð. Ãàìèëüòîíîì
â 1843 ã.

Çàìå÷àíèå. Ýëåìåíòû ±1, ± i, ± j, ±k ïåðåìíîæàþòñÿ êàê ýëåìåíòû èçâåñòíîé íàì ãðóïïû
êâàòåðíèîíîâ Q8. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ÷òî óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ áàçèñà, à çíà÷èò è
ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ, àññîöèàòèâíî.

Ïðåäëîæåíèå. H � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ âûøå. Ðàññìîòðèì îòîáðà-
æåíèå

H −→ H, x = α 1+β i+γ j+δ k 7−→ x := α 1−β i−γ j−δ k,

êîòîðîå ìû íàçîâåì ñîïðÿæåíèåì. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

λx = λx, x+ y = x+ y, x · y = y · x, ∀x, y ∈ H, ∀λ ∈ R.

Äåéñòâèòåëüíî, ýòè ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ, à ïîñëåäíåå � ïðî-
ñòîé ïåðåáîð âîçìîæíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ àíòèàâòîìîðôèçìîì àëãåá-
ðû. Äëÿ êâàòåðíèîíà

x = α 1+β i+γ j+δ k ∈ H

îïðåäåëèì åãî íîðìó
∥x∥ := x · x = α2 + β2 + γ2 + δ2.

Òîãäà
∥x · y∥ = x · y · x · y = x · y · y · x = x · ∥y∥ · x = ∥x∥ · ∥y∥.

104
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Òåïåðü íåñëîæíî ïðåäúÿâèòü îáðàòíûé ýëåìåíò: åñëè x ̸= 0, òî

x−1 =
1

∥x∥
x̄.

Ýëåìåíòû âèäà λ1, λ ∈ R ìû îòîæäåñòâèì ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, ò. å. ìû ñ÷èòàåì,
÷òî R ⊂ H.

Ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ 1 è i, ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíà ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè C è
òîãäà H ñòàíîâèòñÿ C-âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ áàçèñîì 1, j. Â ÷àñòíîñòè ëþáîé ýëåìåíò
x ∈ H îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

x = z1 + z2 j, z1, z2 ∈ C.

Îäíàêî, H íå ÿâëÿåòñÿ C-àëãåáðîé:

j ·z = z̄ · j ∀z ∈ ⟨1, i⟩ = C.

13.2 Àëãåáðû ñ äåëåíèåì íàä R. Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà
Òåîðåìà (òåîðåìà Ôðîáåíèóñà). Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì

íàä ïîëåì R. Òîãäà A ≃ R, C èëè H.

Ëåììà (êîììóòàòèâíûé ñëó÷àé). Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ

àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä ïîëåì R. Òîãäà A ≃ R èëè C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîæäåñòâèì R ñ ïîäàëãåáðîé A ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ λ 7→ λ1. Ïóñòü
A ̸= R è ïóñòü a ∈ A \ R. Ïóñòü A1 � ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ a è 1. Îíà êîììóòàòèâíà è áåç
äåëèòåëåé íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, A1 � ïîëå. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µ(t) ýëåìåíòà a íåïðèâîäèì
íàä R, ò.å. A1/R � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå. Òîãäà A1 ≃ C. Òàê êàê A êîììóòàòèâíà, òî A
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä A1 ≃ C. Ïîñêîëüêó ïîëå C àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, òî A ≃ C.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Êàê è âûøå, îòîæäåñòâèì R ñ ïîäàëãåáðîé A ïðè ïîìîùè îòîáðà-
æåíèÿ λ 7→ λ1. Ïóñòü Z ⊂ A � öåíòð àëãåáðû, ò.å. ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, êîììóòèðóþùèõ ñî
âñåìè ýëåìåíòàìè A. ßñíî, ÷òî Z ⊃ R è Z � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àë-
ãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R. Åñëè Z ̸= R, òî Z ≃ C. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé íàä
Z ≃ C è ïîëå C àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî. Ïîýòîìó A ≃ C.

Äàëåå ìû âñþäó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Z = R è A ̸= Z. Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò a ∈ A\Z. Ïóñòü
A1 � ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ a è Z. Îíà êîììóòàòèâíà è áåç äåëèòåëåé íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
A1 ≃ C è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ýëåìåíò i ∈ A1 òàêîé, ÷òî i2 = −1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

φ : A −→ A, x 7−→ i ·x · i−1 = − i ·x · i .

Íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî φ � àâòîìîðôèçì àëãåáðû. Â ÷àñòíîñòè, φ � ëèíåéíûé îïåðàòîð,
ïðè÷åì φ2 � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà
φ èìååò âèä t2 − 1. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð φ äèàãîíàëèçèðóåì è A, êàê âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä R, ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó A = A+ ⊕ A− ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ±1. Ýëåìåíòû A+ êîììóòèðóþò ñ i, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñî âñåé ïî-
äàëãåáðîé A1 ≃ C. Ñëåäîâàòåëüíî, A+ � àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä C è ïîýòîìó
A+ = A1.
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Ýëåìåíòû A− àíòèêîììóòèðóþò ñ i:

i ·b = −b · i ∀b ∈ A−.

Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò 0 ̸= b ∈ A− è ðàññìîòðèì îïåðàòîð

ψ : A −→ A, x 7−→ b · x.

Òàê êàê A � àëãåáðà ñ äåëåíèåì, òî ψ íåâûðîæäåí. Áîëåå òîãî, ψ ïåðåñòàâëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâà
A+ è A−. Äåéñòâèòåëüíî,

x ∈ A+ ⇐⇒ x · i = i ·x ⇐⇒ (b · x) · i = b · i ·x = − i ·(b · x) ⇐⇒ b · x ∈ A−.

è àíàëîãè÷íî
x ∈ A− ⇐⇒ b · x ∈ A+.

Â ÷àñòíîñòè,
dimA− = dimA+ = 2, dimA = 4.

Äàëåå,
φ(b2) = φ(b)2 = (−b)2 = b2.

Ñëåäîâàòåëüíî, b2 ∈ A+. Òàêèì îáðàçîì, b2 êîììóòèðóåò ñ ýëåìåíòàìè 1, i, b è b · i, ñîñòàâ-
ëÿþùèõ áàçèñ A. Ïîýòîìó c := b2 ∈ Z = R. Îïåðàòîð ψ íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé, à åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä t2 − c (ãäå c ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî). Ïîýòîìó c < 0. Ïîëîæèì

j :=
b√
−c

, k := i · j .

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ 1, i, j, k â àëãåáðå A âûïîëíÿþòñÿ òå æå
ñîîòíîøåíèÿ, ÷òî è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ â H.

13.3 Ñâîéñòâà àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ

Îòîæäåñòâèì ïîäàëãåáðó, ïîðîæäåííóþ ýëåìåíòàìè 1 è i ñ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Òîãäà
H ÿâëÿåòñÿ C-âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ áàçèñîì 1, j. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

δ : H −→ Mat2(C), x = z1 + z2 · j 7−→
(

z1 z2
−z̄2 z̄1

)
Î÷åâèäíî, ÷òî îíî èíúåêòèâíî è ÿâëÿåòñÿ R-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
Îíî òàêæå ñîõðàíÿåò ïðîèçâåäåíèå:

δ
(
(z1 + z2 j) · (z′1 + z′2 j)

)
= δ(z1 · z′1 + z1 · z′2 · j+z2 · j ·z′1 + z2 · j ·z′2 · j) =
= δ

(
z1 · z′1 + z1 · z′2 · j+z2 · z′1 · j−z2 · z′2

)
= δ
(
z1 + z2 j

)
· δ
(
z′1 + z′2 j

)
Òàêèì îáðàçîì, δ ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì R-àëãåáð. Îáðàç δ(H) ïîðîæäàåò-

ñÿ, êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R, ìàòðèöàìè

δ(1) =

(
1 0
0 1

)
, δ(i) =

(
i 0
0 −i

)
, δ(j) =

(
0 1
−1 0

)
, δ(k) =

(
0 i
i 0

)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
∥x∥ = det δ(x).
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Ïðåäëîæåíèå. (i) Ñîîòíîøåíèå

(x, y) =
1

2
(xȳ + yx̄) =

1

2
(xȳ + xȳ) ∈ R.

îïðåäåëÿåò ñèììåòðè÷åñêóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ R-áèëèíåéíóþ ôîðìó íà H.
Áàçèñ 1, i, j, k ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì äëÿ ýòîé ôîðìû.

(ii) Àíàëîãè÷íî,

⟨x, y⟩ = 1

2
(xy + ȳx̄) =

1

2
(xy + xy) ∈ R

� ñèììåòðè÷åñêàÿ R-áèëèíåéíàÿ ôîðìà ñèãíàòóðû (1, 3).

(iii) Ñîîòíîøåíèå

x× y = −1

2
(xȳ − yx̄).

îïðåäåëÿåò íîâîå óìíîæåíèå íà H. Åãî îãðàíè÷åíèå íà òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

E := ⟨i, j, k⟩ = ⟨1⟩⊥

÷èñòî ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèì

x× y =
1

2
(xy − yx), x× y = −y × x

è ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì âåêòîðíûì óìíîæåíèåì íà R3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé. Ïðîâåðèì, íà-
ïðèìåð, (ii). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ýëåìåíòû x, y ∈ H â âèäå x = x0 + x′ è y = y0 + y′, ãäå
x0, y0 ∈ ⟨1⟩, à x′, y′ ∈ E. Òîãäà

2⟨x, y⟩ = (x0 + x′)(y0 + y′) + (y0 − y′)(x0 − x′) = x0y0 + x0y
′+

+ y0x
′ + x′y′ + x0y0 − x0y

′ − y0x
′ + y′x′ = 2x0y0 + x′y′ + y′x′.

(Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî x0 è y0 êîììóòèðóþò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè H.) Çàïèøåì äàëåå

x′ = x1 i+x2 j+x3 k, y′ = y1 i+y2 j+y3 k, xi, yi ∈ R.

Òîãäà
x′y′ + y′x′ = −2x1y1 − 2x2y2 − 2x3y3.

Ñëåäîâàòåëüíî,
⟨x, y⟩ = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3.

Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì (ii).
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13.4 Ãîìîìîðôèçì SU2 → SO3

Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó U ⊂ H∗ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ, ñîñòîÿùóþ
èç êâàòåðíèîíîâ íîðìû 1:

U := {u ∈ H | ∥u∥ = 1}.

Ëåììà. Ïîñòðîåííûé âûøå èíúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì R-àëãåáð

δ : H −→ Mat2(C), x = z1 + z2 j 7−→
(

z1 z2
−z̄2 z̄1

)
èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì ãðóïï U ≃ SU2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C ∈ SU2. Òàê êàê C−1 = C
t
, òî ïî ôîðìóëå äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû

ïîëó÷àåì, ÷òî C èìååò âèä

C =

(
z1 z2
−z̄2 z̄1

)
, |z1|2 + |z2|2 = 1.

Îáðàòíî, ëþáàÿ ìàòðèöà òàêîãî âèäà ïðèíàäëåæèò SU2. Ïîýòîìó SU2 ëåæèò â îáðàçå δ, îãðà-
íè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ δ−1 íà SU2 îïðåäåëåíî è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìåæäó SU2 è U .

Äëÿ êàæäîãî u ∈ U ðàññìîòðèì R-ëèíåéíûé îïåðàòîð

φu : H −→ H, x 7−→ uxu−1 = uxū.

Ëåììà. Îïåðàòîð φu ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(x,y) =
1

2
(xȳ + yx̄).

Òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

E := ⟨i, j, k⟩ = ⟨1⟩⊥

÷èñòî ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ φu.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî φu ñîõðàíÿåò áèëèíåéíóþ ôîðìó ( , ):

(φu(x), φu(y)) =
1

2
(uxūuyū+ uyūuxū) =

=
1

2
(uxȳū+ uyx̄ū) =

1

2
u(xȳ + yx̄)ū =

1

2
(xȳ + yx̄)uū = (x,y).

Òàê êàê φu(1) = 1, òî E = ⟨1⟩⊥ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó êâàòåðíèîíó u ∈ U ìû ìîæåì ñîïîñòàâèòü îðòîãîíàëüíûé îïåðà-
òîð φu|E â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E. Òàê êàê φu ◦ φv = φuv, òî ýòî ñîîòâåòñòâèå

Ψ : U −→ O(E) = O3(R), u 7−→ φu|E

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.



Ëåêöèÿ 13. Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ 109

Òåîðåìà. Ïîñòðîåííûé âûøå ãîìîìîðôèçì Ψ èíäóöèðóåò ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

SU2 −→ SO3(R)

ñ ÿäðîì {±E}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå

Ψ : U −→ O3(R) ⊂ Mat3(R)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé åñòåñòâåííûõ êîîðäèíàò â H = R4. Ðàññìîòðèì åãî êîìïîçè-
öèþ

γ : U
Ψ−→ Mat3(R)

det−→ R

ñ äðóãîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé � îïðåäåëèòåëåì. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü îðòîãîíàëüíîé ìàò-
ðèöû ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ±1, òî γ(U) ⊂ {±1}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, U òîïîëîãè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ
òðåõìåðíîé ñôåðîé S3 â ÷åòûðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå H = R4. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíî-
æåñòâî U ñâÿçíî, à ïîýòîìó òàêîâûì äîëæåí áûòü è åãî îáðàç ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè
γ. Ïîýòîìó γ(U) = {1} è Ψ(U) ⊂ SO3(R).

ßñíî, ÷òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà Ψ ñîñòîèò èç êâàòåðíèîíîâ u ∈ U òàêèõ, ÷òî ux = xu äëÿ
ëþáîãî x ∈ H. Òàêîé êâàòåðíèîí u äîëæåí ëåæàòü â ïåðåñå÷åíèè öåíòðà àëãåáðû H ñ ãðóïïîé
U , ò.å. u± 1. Òàêèì îáðàçîì,

Ker(Ψ) = {±1}.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ñþðúåêòèâíîñòü Ψ. Äëÿ ýëåìåíòà

z = zθ := cos(θ/2) + i sin(θ/2) ∈ U

èìååì

φz(i) = i

φz(j) = z j z̄ = z2 j = (cos θ) j+(sin θ)k,

φz(k) = z k z̄ = z2 k = −(sin θ) j+(cos θ)k .

Òàêèì îáðàçîì, Ψ(U) ñîäåðæèò ýëåìåíò

Ψ(zθ) =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


� ïîâîðîò íà ïðîèçâîëüíûé óãîë θ âîêðóã i. Àíàëîãè÷íî, äëÿ

u = uθ′ := cos(θ′/2) + j sin(θ′/2) ∈ U

èìååì

φu(j) = j,

φu(i) = u i ū = u2 i = (cos θ′) i−(sin θ′)k,

φu(k) = uk ū = u2 k = (sin θ′) i+(cos θ′)k .
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Òàêèì îáðàçîì, Ψ(U) ñîäåðæèò ýëåìåíò

Ψ(uθ′) =

 cos θ′ 0 sin θ′

0 1 0
− sin θ′ 0 cos θ′


� ïîâîðîò íà ïðîèçâîëüíûé óãîë −θ′ âîêðóã j. Ðàññìîòðèì ëþáîé âåêòîð v ∈ E åäèíè÷íîé
äëèíû. Ïîâîðîòîì âîêðóã âîêðóã i ìû ìîæåì v ïåðåâåñòè â âåêòîð ïëîñêîñòè ⟨i, k⟩:

Ψ(zθ)(e1) = e′1 ∈ ⟨i, k⟩.

Òàê êàê ∥v∥ = 1 = ∥ i ∥, òî ïîâîðîòîì âîêðóã âîêðóã j ìû ìîæåì v ïåðåâåñòè â i. Òàêèì îáðàçîì,
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò φ ∈ Ψ(U), ÿâëÿþùèéñÿ êîìïîçèöèåé Ψ(zθ) è Ψ(uθ′), òàêîé, ÷òî φ(v) = i.
Òîãäà ïðîèçâåäåíèå φ−1Ψ(zθ)φ ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì âîêðóã φ−1(i) = v íà óãîë θ. Òàêèì îáðàçîì,
Ψ(U) ñîäåðæèò âñå ïîâîðîòû. Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçì Ψ ñþðúåêòèâåí.

Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì

SU2× SU2 −→ SO4(R)

ñ ÿäðîì {±(E, E)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû îòîæäåñòâèì SU2 ñ ãðóïïîé U
êâàòåðíèîíîâ åäèíè÷íîé äëèíû è ðàññìîòðèì äåéñòâèå

U × U ↷ H, (u1, u2) ∗ x = u1xu
−1
2 .

ñîïîñòàâëÿþùåå ïàðå êâàòåðíèîíîâ (u1, u2) ëèíåéíûé îïåðàòîð φu1,u2 ∈ GL(H). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (x,y). Áîëåå òîãî, ñî-
îáðàæåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîçâîëÿþò çàêëþ÷èòü, ÷òî åãî îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1. Òàêèì îáðàçîì,
φu1,u2 ∈ SO4(R). Ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì

Φ : U × U −→ SO4(R).

Åãî ÿäðî ñîñòîèò èç ïàð (u1, u2) òàêèõ, ÷òî u1x = xu2 äëÿ ëþáîãî x ∈ H. Ïîëàãàÿ çäåñü x = 1,
ïîëó÷èì u1 = u2. Òîãäà ðàâåíñòâî u1x = xu1 îçíà÷àåò, ÷òî u1 = u2 ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè öåíòðà
àëãåáðû H ñ ãðóïïîé U , ò.å. u1 = u2 = ±1.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ñþðúåêòèâíîñòü Φ. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå îáðàç ïðè ãîìîìîð-
ôèçìå Φ ïîäãðóïïû U ⊂ U × U , äèàãîíàëüíî âëîæåííîé â U × U , ñîâïàäàåò ñ ïîäãðóïïîé
SO3(R) ⊂ SO4(R), ñîñòîÿùåé èç îïåðàòîðîâ ôèêñèðóþùèõ âåêòîð 1. Ïóñòü òåïåðü φ ∈ SO4(R) �
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò è ïóñòü u := φ(1). Òîãäà u ∈ U . Çàäàäèì îïåðàòîð ψ ôîðìóëîé ψ(x) =
u−1φ(x). Òîãäà ψ = φu−1,1 ◦φ. Ñëåäîâàòåëüíî, ψ ∈ SO4(R). ßñíî, ÷òî ψ(1) = 1. Çíà÷èò,ψ = φu′,u′

äëÿ íåêîòîðîãî u′ ∈ U . Ïîëó÷àåì ψ(x) = u−1φ(x) = φu′,u′ , φ(x) = uφu′,u′(x) = φuu′,u′(x). Òàêèì
îáðàçîì, φ = φuu′,u′ ∈ Φ(U × U).
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Çàäà÷è

13.1. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 = −1 â àëãåáðå H.

13.2. ßâëÿåòñÿ ëè àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ H ãðóïïîâîé àëãåáðîé äëÿ íåêîòîðîé ãðóïïû?

13.3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäàëãåáðà â àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ H êîììóòàòèâíà.

13.4. Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè ̸= 2. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíòû α, β ∈ k. Àíà-
ëîãè÷íî àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ îïðåäåëèì àëãåáðó îáîáùåííûõ êâàòåðíèîíîâ Hα,β êàê ÷å-
òûðåõìåðíóþ àëãåáðó íàä k ñ áàçèñîì 1, i, j, k è óìíîæåíèåì îïðåäåëåííûì òàê, ÷òî Hα,β

àññîöèàòèâíà, 1 � åäèíèöà è

i2 = α 1 j2 = β 1, k = i · j = − j · i .

Ïðè êàêîì óñëîâèè íà α è β ïîñòðîåííàÿ àëãåáðà Hα,β áóäåò àëãåáðîé ñ äåëåíèåì?

13.5. Îïèøèòå àëãåáðó Hα,β â ñëó÷àå char(k) = 2.

13.6. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Hα,β ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

13.7. Ïóñòü àëãåáðà Hα,β íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè V ⊂ Hα,β âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî òàêîå, ÷òî ∥x∥ = 0 äëÿ
ëþáîãî x ∈ V , òî dimV ≤ 2.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íåòðèâèàëüíûé ëåâûé (ïðàâûé) èäåàë â Hα,β äâóìåðåí, êàê
âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî íàä k.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Hα,β èçîìîðôíà ìàòðè÷íîé àëãåáðå Mat2(k).

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè àëãåáðà Hα,β ÿâëÿåòñÿ

13.8. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ (íåîáÿçàòåëüíî àññîöèàòèâíàÿ) àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä R. Äî-
êàæèòå, ÷òî ðàçìåðíîñòü A ÷åòíà.

13.9. Ïóñòü a ∈ SU2 � ýëåìåíò êîíå÷íîãî ÷åòíîãî ïîðÿäêà n. Äîêàæèòå, ÷òî åãî îáðàç ïðè
ãîìîìîðôèçìå SU2 → SO3(R) èìååò ïîðÿäîê n/2.

13.10. Ïóñòü G ⊂ SO3(R) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ÷åòíîãî ïîðÿäêà n. Äîêàæèòå, ÷òî åå ïðîîáðàç ïðè
ãîìîìîðôèçìå SU2 → SO3(R) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé G̃ ⊂ SU2 òàêîé, ÷òî G̃/{±1} ≃ G, íî
G̃ ̸≃ G× {±1}.
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Ñåïàðàáåëüíûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé

14.1 Ñåïàðàáåëüíûå ðàñøèðåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t] íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì íàä k, åñëè f ′ ̸= 0.
Ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t] íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ âñå åãî íåïðèâî-
äèìûå ìíîæèòåëè. Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé. Àëãåáðàè÷åñêèé ýëåìåíò θ ∈ K íàçûâàåòñÿ
ñåïàðàáåëüíûì íàä k, åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µ(t). Ðàñøèðåíèå ïî-
ëåé K/k íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëè îíî àëãåáðàè÷íî è âñå ýëåìåíòû θ ∈ K ñåïàðàáåëüíû
íàä k.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] ñåïàðàáåëüíîñòü íå ýêâèâàëåíòíà òîìó,
÷òî f ′ ̸= 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f1 � íåïðèâîäèìûé ñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì õàðàê-
òåðèñòèêè p > 0, òî ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ ìíîãî÷ëåí f = fp1 ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, îäíàêî
f ′ = pfp−1f ′ = 0. Íàîáîðîò, åñëè f1 è f2 � íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû òàêèå, ÷òî f1 ñåïàðàáåëåí, à
f2 íåñåïàðàáåëåí, òî è f = f1f2 íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì. Îäíàêî, f

′ = f ′
1f2+ f1f

′
2 = f ′

1f2 ̸= 0.
Ñåïàðàáåëüíûå ðàñøèðåíèÿ âàæíû, ïîñêîëüêó îíè îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t] ñåïàðàáåëåí, òî îí íå èìååò êðàòíûõ

êîðíåé â ëþáîì ðàñøèðåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû f îáëàäàë êðàòíûìè êîðíÿìè â K ⊃ k íåîáõîäèìî, ÷òîáû
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÍÎÄ (f, f ′) ìíîãî÷ëåíîâ f è f ′ áûë îòëè÷åí îò êîíñòàíòû. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ÍÎÄ (f, f ′) âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà è ïîýòîìó ÍÎÄ (f, f ′) �
ýëåìåíò k[t]. Åñëè ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì, òî íè ñ êàêèì ìíîãî÷ëåíîì ìåíüøåé ñòåïåíè: f íå
ìîæåò èìåòü íåïîñòîÿííûõ îáùèõ ìíîæèòåëåé, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî
f ′ = 0.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü L/k è K/L � àëãåáðàè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé. Åñëè ýëåìåíò θ ∈ K ñåïà-

ðàáåëåí íàä k, òî îí ñåïàðàáåëåí íàä L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µk(t) è µL(t) � ìèíèìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ýëåìåíòà θ íàä k è L, ñîîò-
âåòñòâåííî. Òàê êàê µk(θ) = 0, òî µL(t) äåëèò µk(t).

Ïðåäëîæåíèå. Íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 ëþáîé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì. Íàä
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0 íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà f(t) = g(tp) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ k[t] � íåïðèâîäèìûé íåñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà f ′ = 0.
Çàïèøåì

f = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ ant

n,

f ′ = a1 + 2a2t+ · · ·+ nant
n−1.

Îòêóäà ïîëó÷àåì kak = 0 äëÿ âñåõ k > 0. Â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè íóëü îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ak = 0 äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n. Ñëåäîâàòåëüíî, f(t) = a0 � êîíñòàíòà.

Â ñëó÷àå æå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 äëÿ êàæäîãî k = 1, . . . , n ìû èìååì îäíî èç äâóõ:

ak = 0 èëè k ≡ 0 mod p.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí f îáëàäàë êðàòíûìè êîðíÿìè, âñå åãî ñëàãàåìûå äîëæíû
îáðàùàòüñÿ â íóëü, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ñëàãàåìûõ, äëÿ êîòîðûõ k ≡ 0 mod p, ò. å. f äîëæåí
èìåòü âèä f = a0 + apt

p + a2pt
2p + . . . .

Ïðèìåð. Ïóñòü ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è ïóñòü a ∈ k. Òîãäà ëþáîé íåïðèâîäèìûé ìíî-
æèòåëü f ñòåïåíè l > 1 ìíîãî÷ëåíà tp

e − a íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
K ⊃ k � ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ tp

e − a è ïóñòü θ ∈ K � ëþáîé êîðåíü f . Òîãäà θp
e
= a è ïîýòîìó

tp
e−a = (t−θ)pe . Òàêèì îáðàçîì, f èìååò âèä f = (t−θ)pl è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è ïóñòü K/k� ëþáîå ðàñøèðåíèå. Ýëåìåíò
θ ∈ K íàçûâàåòñÿ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûì íàä k, åñëè θpe ∈ k äëÿ íåêîòîðîãî e. Ðàñøèðåíèå
K/k íàçûâàåòñÿ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûì, åñëè âñå ýëåìåíòû θ ∈ K ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíû íàä k.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è ïóñòü K/k � ëþáîå ðàñøèðåíèå. Ýëå-
ìåíò θ ∈ K ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñåïàðàáåëüíûì è ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà θ ∈ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, θ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà tp
e − a äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ k

è e ∈ N. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µ(t) ýëåìåíòà θ äåëèò tp
e − a. Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó

ïðèìåðó ìíîãî÷ëåí µ(t) äîëæåí áûòü ëèíåéíûì.

Òåîðåìà. Ïóñòü K/k � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëåé è ïóñòü Ksep ⊂ K � ïîäìíîæåñòâî

âñåõ ñåïàðàáåëüíûõ íàä k ýëåìåíòîâ. Òîãäà

(i) Ksep � ïîëå;

(ii) ðàñøèðåíèå K/Ksep ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíî.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëå Ksep, ïîñòðîåííîå â òåîðåìå íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì çàìûêàíèåì ïîëÿ
k â K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå, êîãäà ðàñøèðåíèå K/k êîíå÷íî.
Øàã 1. Äëÿ e ∈ N îáîçíà÷èì

kKpe :=
{∑

αiβ
pe

i | αi ∈ k, βi ∈ K
}
.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî kKpe � ïîëå. Äåéñòâèòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî kKpe ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé
k-ïîäàëãåáðîé â K. Òàê êàê îíà íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
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Øàã 2. Ñîãëàñíî øàãó 1 ñóùåñòâóåò öåïî÷êà âëîæåííûõ ïîëåé

kK = K ⊃ kKp ⊃ kKp2 ⊃ · · · ⊃ kKpl ⊃ · · · .

Ðàññìàòðèâàÿ ýòè ïîëÿ êàê âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä k, ìû âèäèì, ÷òî öåïî÷êà ñòàáèëèçè-
ðóåòñÿ: ñóùåñòâóåò e ∈ N òàêîå, ÷òî kKpl = kKpe äëÿ âñåõ l ≥ e. Ïîëîæèì

L := kKpe =
e⋂
l=0

kKpl =
∞⋂
l=0

kKpl .

Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, L � ïîëå. Ìû ïîêàæåì, ÷òî Ksep = L.
Øàã 3. Âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò θ ∈ K \ L. Òîãäà

θp
e ∈ Kpe ⊂ kKpe = L.

Ïîýòîìó θ ÷èñòî íåñåïàðàáåëåí íàä L è K/L � ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî θ ñåïàðàáåëåí íàä k. Òîãäà îí ñåïàðàáåëåí íàä L. Ñëåäîâàòåëüíî, θ ñîäåðæèòñÿ â L.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå L ñîäåðæèò âñå ñåïàðàáåëüíûå íàä ýëåìåíòû, ò.å. L ⊃ Ksep. Îñòàåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû L ñåïàðàáåëüíû, ò.å. L ⊂ Ksep

Øàã 4. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî kLp = L. Äåéñòâèòåëüíî, âêëþ÷åíèå kLp ⊂ L î÷åâèäíî. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü θ ∈ L. Òîãäà

θ ∈ kKpe = kKpe+1

= kKpe+2

= · · ·

è ïîýòîìó θ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

θ =
∑
i

αiβ
pe+1

i =
∑
i

αi
(
βp

e

i

)p
, αi ∈ k, βi ∈ K.

Çäåñü βp
e

i ∈ kKpe = L. Ñëåäîâàòåëüíî, θ ∈ kLp.
Øàã 5. Äëÿ ëþáûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä k ýëåìåíòîâ

ω1, . . . , ωr ∈ L

ýëåìåíòû
ωp1, . . . , ω

p
r

òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä k. Äåéñòâèòåëüíî, ìû äîïîëíèì ω1, . . . , ωr ∈ L äî áàçèñà ω1, . . . , ωn
ïðîñòðàíñòâà L íàä k. Òàê êàê L = kLp, òî ëþáîé ýëåìåíò θ ∈ L ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

θ =
∑
i

αiβ
p
i ,

ãäå αi ∈ k, βi ∈ L. Äàëåå βi =
∑n

j=1 λi,jωj ãäå ∈ λi,j. Îòñþäà ïîëó÷àåì

θ =
∑
i

αi

(∑
j

λi,j ωj

)p
=
∑
i,j

αiλ
p
i,j ω

p
j

Ñëåäîâàòåëüíî, ωp1, . . . , ω
p
n � òàêæå áàçèñ L íàä k.
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Øàã 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò θ ∈ L íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì íàä k. Òîãäà åãî
ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå µ(t) = g(tp) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(y).
Ïóñòü d := deg g(y). Òîãäà deg µ(t) = pd > d è ýëåìåíòû 1, θ, θ2, . . . , θd−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä
k. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó øàãó ýëåìåíòû 1, θp, θ2p, . . . , θ(d−1)p òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä
k. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî µ(θ) = 0. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî L ⊂ Ksep è çàêàí÷èâàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â ñëó÷àå, êîãäà ðàñøèðåíèå K/k êîíå÷íî.

Øàã 7. Ïóñòü òåïåðü K/k � ïðîèçâîëüíîå (íåîáÿçàòåëüíî êîíå÷íîå) àëãåáðàè÷åñêîå ðàñ-
øèðåíèå. Äîêàæåì, ÷òî Ksep � ïîëå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñåïà-
ðàáåëüíûõ íàä k ýëåìåíòîâ a, b ∈ K èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå k(a, b) ⊂ Ksep. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì,
÷òî k(a, b)/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå è, ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå, k(a, b) ⊂ k(a, b)sep ⊂ Ksep.
Ýòî äîêàçûâàåò (i). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) âîçüìåì ëþáîé ýëåìåíò θ ∈ K \ Ksep. Ïóñòü µ(t) �
åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä k. Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå µ(t) = f(tp

e
) äëÿ íåêîòîðîãî

íåïðèâîäèìîãî íàä k ìíîãî÷ëåíà f . Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî e âûáðàíî ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íûì è òîãäà ìíîãî÷ëåí f ñåïàðàáåëåí íàä k. Òàê êàê θp

e
� åãî êîðåíü, òî θp

e ∈ Ksep. Çíà÷èò, θ
÷èñòî íåñåïàðàáåëåí íàä Ksep.

14.2 Ñîâåðøåííûå ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïîëå íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì åñëè chark = 0 èëè chark = p > 0 è kp = k.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëå k õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì a ∈ k ñîäåðæèò è êîðåíü p-é ñòåïåíè èç íåãî: ñóùåñòâóåò
α ∈ k òàêîé, ÷òî αp = a. Ýòîò êîðåíü äîëæåí áûòü åäèíñòâåííûì (ò.å. îí � êðàòíûé). Äåé-
ñòâèòåëüíî, èíà÷å αp = a = βp. Íî òîãäà 0 = αp − βp = (α − β)p è α = β. Òàêèì îáðàçîì, â
ñîâåðøåííîì ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p óðàâíåíèå tp − a = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïðåäëîæåíèå. Íàä ñîâåðøåííûì ïîëåì k ëþáîé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ k[t] � íåïðèâîäèìûé íåñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà f ìîæåò
áûòü çàïèñàí â âèäå

f(t) =
∑
k

apkt
pk =

∑
k

(
p
√
apkt

k
)p

=
(∑

k

p
√
apkt

k
)p
.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè f .

Ñëåäñòâèå. Ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ñîâåðøåííîãî ïîë ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì.

Íà ñàìîì äåëå, âåðíî è îáðàòíîå (ñì.çàäà÷ó 14.9).

Çàìå÷àíèÿ. (i) ßñíî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå ñîâåðøåííî.

(ii) Ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòîáðàæå-
íèå Ôðîáåíèóñà

ϕ : k −→ k

ñþðúåêòèâíî. Òàê êàê îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà âñåãäà èíúåêòèâíî, òî â ñîâåðøåííîì ïîëå
õàðàêòåðèñòèêè p > 0 îòîáðàæåíèå Ôðîáåíèóñà ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.

Ïðåäëîæåíèå. Ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå ñîâåðøåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : k → k êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ äîëæíî
áûòü ñþðúåêòèâíûì.

Ïðèìåð. Ïóñòü k ëþáîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è ïóñòü K = k(x) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ
äðîáåé íàä k. Òàê êàê óðàâíåíèå tp − x = 0 íå èìååò êîðíåé â K, òî ïîëå K íå ÿâëÿåòñÿ
ñîâåðøåííûì.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü k � ñîâåðøåííîå ïîëå è ïóñòü K � åãî àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå. Òîãäà

ïîëå K òàêæå ñîâåðøåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñøèðåíèå K/k êîíå÷íî. ßñíî, ÷òî ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî chark = p > 0. Òàê êàê kp = k, òî ìû èìååì âêëþ÷åíèÿ k ⊂ Kp ⊂ K. Ðàññìîòðèì K
è Kp êàê âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä k. Ïóñòü θ1, . . . , θn � áàçèñ K. Òîãäà ýëåìåíòû θp1, . . . , θ

p
n

� ëèíåéíî íåçàâèñèìû â Kp íàä k. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∑
λiθ

p
i äëÿ íåêîòîðûõ

λi ∈ k. Îòñþäà
0 =

∑
λiθ

p
i =

∑(
p
√
λiθi

)p
=
(∑

p
√
λiθi

)p
.

Ýòî äàåò íàì
∑

p
√
λiθi = 0, à òàê êàê ýëåìåíòû θ1, . . . , θn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî λi = 0 äëÿ

âñåõ i. Ïîýòîìó dimKp = dimK è, ñëåäîâàòåëüíî, Kp = K.
Ïóñòü òåïåðü ðàñøèðåíèå K/ íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå tp−a = 0

íå èìååò ðåøåíèé äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ K. Ðàñøèðåíèå K(a)/k êîíå÷íî è ïî äîêàçàííîìó âûøå
p
√
a ∈ K(a). Ïðîòèâîðå÷èå.

14.3 Òåîðåìà î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå

Òåîðåìà. Ïóñòü K/k � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

θ ∈ K òàêîé, ÷òî K = k(θ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîëå K êîíå÷íî, òî åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ. Â
÷àñòíîñòè, K ïîðîæäàåòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì â ýòîì ñëó÷àå. Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî K áåñêî-
íå÷íî.

ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå, êîãäà K ïîðîæäàåòñÿ íàä k äâóìÿ
ýëåìåíòàìè, ò.å. K = k(a, b) äëÿ íåêîòîðûõ a, b. Ïóñòü µa(t) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëå-
ìåíòà a (íàä k), à µb(t) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà b. Íàïîìíèì, ÷òî ìèíèìàëüíûå
ìíîãî÷ëåíû íåïðèâîäèìû (íàä k). Ïóñòü K̄ � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ K. Òîãäà µa(t) è
µb(t) ðàçëàãàþòñÿ â K̄ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:

µa(t) =
n∏
i=1

(t− ai), µb(t) =
m∏
j=1

(t− bj).

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî a1 = a è b1 = b. Òàê êàê ýëåìåíòû a è b ñåïàðàáåëüíû íàä k, òî âñå êîðíè
a1, . . . , an è b1, . . . , bm ðàçëè÷íû. Âîçüìåì ýëåìåíò c ∈ k òàêîé, ÷òî ai+ cbj ̸= a+ cb äëÿ âñåõ i, j,
j ̸= 1 (ýòî âîçìîæíî ïîñêîëüêó íàøå ïîëå áåñêîíå÷íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ). Ïîëîæèì θ := a+ cb.
Äîêàæåì, ÷òî k(a, b) = k(θ). Äåéñòâèòåëüíî, b ÿâëÿåòñÿ îáùèì êîðíåì ìíîãî÷ëåíîâ

µb(t), g(t) := µa(θ− ct) ∈ k(θ)[t].

Òàê êàê θ = a + cb ̸= ai + cbj ïðè j ̸= 1, òî θ − cbj ̸= ai è ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû µb è g íå èìåþò
äðóãèõ îáùèõ êîðíåé â K̄. Çíà÷èò

ÍÎÄ (µb, g) = t− b.
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Ïîýòîìó b ∈ k(θ). Íî òîãäà a = θ− cb ∈ k(θ). Ñëåäîâàòåëüíî, k(a, b) = k(θ).

Çàäà÷è

14.1. Ïóñòü k � ëþáîå ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà tn − 1 âñåãäà ñåïàðà-
áåëüíî íàä k.

14.2. Ïóñòü K/k � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñòî íåñåïàðàáåëü-
íûå ýëåìåíòû â K íàä k îáðàçóþò ïîäïîëå. Îáðàçóþò ëè ïîäïîëå âñå íåñåïàðàáåëüíûå
ýëåìåíòû?

14.3. Ïóñòü K/L è L/k � ñåïàðàáåëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ðàñøèðåíèå K/k ñåïàðà-
áåëüíî.

14.4. Ïóñòü K/L è L/k � ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ðàñøèðåíèå K/k
÷èñòî íåñåïàðàáåëüíî.

14.5. Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è ïóñòü θ ∈ K àëãåáðàè÷åñêèé íàä
ýëåìåíò. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò θp

e
ñåïàðàáåëåí íàä k äëÿ íåêîòîðîãî e.

14.6. Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è ïóñòü f ∈ k[t] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Äîêà-
æèòå, ÷òî âñå êîðíè f èìåþò îäíó è òó æå êðàòíîñòü pe äëÿ íåêîòîðîãî e.

14.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a ∈ k, a /∈ kp, òî ìíîãî÷ëåí tpe − a íåïðèâîäèì â k[t] (chark = p > 0).

14.8. Åñëè K/k � êîíå÷íîå ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k, òî ñòåïåíü K/k ÿâëÿåòñÿ
ñòåïåíüþ ÷èñëà p, p = char k. Äîêàæèòå.

14.9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì,
òî k ñîâåðøåííî.

14.10. Ïóñòü k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

� θ ñåïàðàáåëåí íàä k;
� k(θ) = k(θp);
� k(θ) � ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ k.

14.11. Ïóñòü k(x1, x2) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè p > 0. Äî-
êàæèòå, ÷òî ðàñøèðåíèå k(x1, x2)/k(xp1, x

p
2) íå ïîðîæäàåòñÿ îäíèì ýëåìåíòîì. Óêàçàíèå.

Ðàñøèðåíèå k(x1, x2)/k(xp1, x
p
2) èìååò ñòåïåíü p

2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè k(x1, x2) = k(z),
òî k(xp1, x

p
2) = k(zp).

14.12. Ïóñòü K = k(θ)/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, ïîðîæäåííîå îäíèì ýëåìåíòîì. Äîêàæè-
òå, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ ïîëåé K ⊃ L ⊃ k. Óêàçàíèå.
Ðàññìîòðèòå îòîáðàæåíèå L 7−→ µL(t), îòîáðàæàþùåå ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå L â ìèíèìàëü-
íûé ìíîãî÷ëåí θ íàä L, è äîêàæèòå, ÷òî îíî èíúåêòèâíî.
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14.13. ßâëÿåòñÿ ëè ëþáîé ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ðàñøèðåíèÿ êîíå÷íûõ ïîëåé Fqe/Fq îáðàçóþùåé
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F∗

qe?

14.14. Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéäèòå ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ðàñøèðåíèÿ
Q(

√
p,

√
q) íàä Q.



Ëåêöèÿ 15

Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ

15.1 Ïðîäîëæåíèå àâòîìîðôèçìîâ

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü K/k � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëåé è ïóñòü φ : K → K � ãîìîìîð-

ôèçì àëãåáð íàä k, òî φ � àâòîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê K � ïîëå, òî ÿäðî ãîìîìîðôèçìà φ òðèâèàëüíî. Ïîýòîìó äîñòàòî÷-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî φ ñþðúåêòèâåí. Ïóñòü θ ∈ K \ k è ïóñòü µ � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí θ.
Ïóñòü θ1 = θ, . . . , θr âñå êîðíè µ â K. Ïîëîæèì L := k(θ1, . . . , θr). Òîãäà L ÿâëÿåòñÿ êîíå÷-
íîìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä k è φ(θi) = θj äëÿ íåêîòîðîãî j. Îòñþäà φ(L) ⊂ L.
Òàêèì îáðàçîì, φL ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå K íàä k. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ñþðúåêòèâåí. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî θ ñóùåñòâóåò θ′

òàêîé, ÷òî φ(θ′) = θ.

Çàìå÷àíèå. Â ïðåäëîæåíèè óñëîâèå �φ � ãîìîìîðôèçì íàä k� ñóùåñòâåííî. Íàïðèìåð, îòîá-
ðàæåíèå Ôðîáåíèóñà ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìîðôèçìîì ïîëÿ â ñåáÿ, íî ìîæåò íå áûòü
ñþðúåêòèâíûì.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü L � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, ïóñòü k � ëþáîå ïîëå è ïóñòü

σ : k → L � (èíúåêòèâíûé) ãîìîìîðôèçì ïîëåé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ

K/k ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì σK, ïðîäîëæàþùèé σ, ò.å. òàêîé, ÷òî σK|k = σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Öîðíà. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî ïàð (Kα, σα), ñîñòîÿùèõ
èç ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëÿ â K ⊃ Kα ⊃ k è ãîìîìîðôèçìà σα : Kα ↪→ L òàêèõ, ÷òî σα|k = σ.
Ââåäåì íà S ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê:

(Kα, σα) ≤ (Kβ, σβ) åñëè Kα ⊂ Kβ è σβ|Kα = σα.

Ñëåäóåò ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé ëåììû Öîðíà. Ïóñòü äàíà öåïî÷êà I ⊂ S, ìíîæåñòâî
ïàð (Kα, σα) òàêèõ, ÷òî

(Kα, σα) ≤ (Kβ, σβ) èëè (Kα, σα) ≥ (Kβ, σβ), ∀(Kα, σα), (Kβ, σβ) ∈ I.

Ïîëîæèì
K• :=

⋃
(Kα,σα)∈I

Kα.

119
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Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçì σ• : K• ↪→ L:

σ•(a) = σα(a), åñëè a ∈ Kα.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî σ• êîððåêòíî îïðåäåëåí è ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì ïîëåé.
Òàêèì îáðàçîì, K•

α ∈ S, ò.å. óñëîâèÿ ëåììû Öîðíà âûïîëíåíû è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ìàê-
ñèìàëüíîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå k ⊂ K′ ⊂ K, íà êîòîðîå ãîìîìîðôèçì σ ïðîäîëæàåòñÿ, ò.å.
èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì σ′ : K′ → L òàêîé, ÷òî σ′|k = σ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K′ ̸= K. Âîçüìåì
ëþáîé ýëåìåíò θ ∈ K \K′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç kL ïîäïîëå σ′(k) = σ(k) â L. Ïóñòü

µ = tn + an−1t
n−1 + · · ·+ a0

� ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí θ íàä k è ïóñòü

µσ = tn + σ(an−1)t
n−1 + · · ·+ σ(a0)

� ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ìíîãî÷ëåí íàä kL. Ïóñòü θ
σ � ëþáîé êîðåíü µσ â L. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí

µσ íåïðèâîäèì â kL[t], òî èìååòñÿ èçîìîðôèçì ïîëåé kL(θ
σ) ≃ kL[t]/(µ

σ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
k(θ) ≃ k[t]/(µ). Ñëåäîâàòåëüíî, kL(θ) ≃ k(θ). Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ãîìîìîðôèçè ïîëåé

k(θ) ≃−→ kL(θ) ↪→ L,

ïðîäîëæàþùèé σ′, ò.å. (K′, σ′) íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Èç ïîñëåäíåãî ïðåäëîæåíèå íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k̄ � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ k è ïóñòü k ⊂ K1 ⊂ k̄ è k ⊂ K2 ⊂
k̄ � äâà ïðîìåæóòî÷íûõ ïîëÿ. Òîãäà ëþáîé èçîìîðôèçì K1 → K2 íàä k ïðîäîëæàåòñÿ äî

àâòîìîðôèçìà ïîëÿ k̄.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k̄ � àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ k è ïóñòü k ⊂ K ⊂ k̄ � ïðîìåæóòî÷íîå

ïîëå. Òîãäà ëþáîé àâòîìîðôèçì K → K íàä k ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà ïîëÿ k̄.

15.2 Íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëåé K/k íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè ëþáîé
íåïðèâîäèìûé íàä k ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé èìååò êîðåíü â K, ïîëíîñòüþ ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæè-
òåëè â K.

Ïðåäëîæåíèå. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñøèðå-

íèåì íàä k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] è ïóñòü g ∈ k[t] � íåïðèâîäè-
ìûé ìíîãî÷ëåí, èìåþùèé êîðåíü θ â K. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî K ñîäåðæèòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîì
çàìûêàíèè k̄ ïîëÿ k. Ïóñòü θ′ ∈ k̄ � äðóãîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà g. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ′ /∈ K.
Èìåþòñÿ èçîìîðôèçìû ïîëåé

k(θ′) ≃ k[t]/(g) ≃ k(θ).

Êîìïîçèöèÿ k(θ′) −→ k(θ) ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà φ : k̄ → k̄. Òîãäà φ ñîõðàíÿåò
ìíîæåñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f , à çíà÷èò è ïîëå K. Òàêèì îáðàçîì, θ′ ∈ K.
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15.3 Àâòîìîðôèçìû ðàñøèðåíèé

Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé. ×åðåç Aut(K/k) ìû îáîçíà÷èì ïîäãðóïïó â Aut(K), ñîñòîÿùóþ
èç òåõ àâòîìîðôèçìîâ, êîòîðûå òðèâèàëüíû íà k:

Aut(K/k) := {g ∈ Aut(K) | g(a) = a ∀a ∈ k}.

Ýëåìåíòû ãðóïïû Aut(K/k) íàçûâàþòñÿ àâòîìîðôèçìàìè ïîëÿ K íàä k.

Òåîðåìà. Ïóñòü K/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Òîãäà

|Aut(K/k)| ≤ [K : k]. (*)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ. Áàçà èíäóêöèè
[K : k] = 1 î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ðàñøèðåíèé ñòåïåíè
< [K : k]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò θ ∈ K \ k. Ïóñòü µ(t) � åãî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
è ïóñòü

θ1 = θ, θ2, . . . , θr

� âñå êîðíè µ(t) â K. Íàïîìíèì, ÷òî [k(θ) : k] = deg(µ). ßñíî, ÷òî ãðóïïà Aut(K/k(θ)) åñòåñòâåí-
íî âêëàäûâàåòñÿ â Aut(K/k) è ñîâïàäàåò â íåé ñî ñòàáèëèçàòîðîì ýëåìåíòà θ. Ëþáîé ýëåìåíò
ãðóïïû g ∈ Aut(K/k) ìíîãî÷ëåí µ ïåðåâîäèò â ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, g ïåðåñòàâëÿåò êîðíè µ:

g(θi) = θj.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíäåêñ ïîäãðóïïû Aut(K/k(θ)) â ãðóïïå Aut(K/k) ðàâåí ÷èñëó ýëåìåíòîâ îð-
áèòû ýëåìåíòà θ. Òàêèì îáðàçîì,

[Aut(K/k) : Aut(K/k(θ))] ≤ r ≤ deg(µ) = [k(θ)) : k].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

|Aut(K/k(θ)| ≤ [K : k(θ)].

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î áàøíå ïîëåé, ïîëó÷èì

|Aut(K/k)| = |Aut(K/k(θ))| · [Aut(K/k) : Aut(K/k(θ))] ≤ [K : k(θ)] · [k(θ) : k] = [K : k].

15.4 Ðàñøèðåíèÿ Ãàëóà

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé K/k íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà, åñëè â íåðà-
âåíñòâå (*) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, ò.å.

|Aut(K/k)| = [K : k].

Ïðèìåð. Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé ñòåïåíè 2. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî char(k) ̸= 2. Âîçüìåì
ëþáîé ýëåìåíò α ∈ K \ k. Òîãäà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà α ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
µα = t2 + 2px + q, p, q ∈ k. Ðàçíîñòü θ := α + p èìååò ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µθ = t2 − d,
ãäå d = p2 − q. Òàê êàê [K : k] = 2, òî k(θ) = k(α) = K. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ K
ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå λ1 + λ2θ, λ1, λ2 ∈ k. Îòîáðàæåíèå

σ : λ1 + λ2θ 7−→ λ1 − λ2θ

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì K íàä k. Ïî òåîðåìå Aut(K/k) � ãðóïïà ïîðÿäêà 2, ïîðîæäåííàÿ
ýëåìåíòîì σ. Òàêèì îáðàçîì, K/k � ðàñøèðåíèå Ãàëóà. Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ïåðåñòàåò
áûòü âåðíûì, åñëè char(k) = 2.
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Ïðèìåð. Ïóñòü ðàñøèðåíèå K/k ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíî. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò θ ∈ K\k ÿâëÿåòñÿ
(åäèíñòâåííûì!) êîðíåì ìíîãî÷ëåíà tp

e − a äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ k è e ∈ N. Ëþáîé àâòîìîðôèçì
g ∈ Aut(K/k) ïåðåñòàâëÿåò êîðíè ìíîãî÷ëåíà. Çíà÷èò îí äåéñòâóåò òðèâèàëüíî. Òàêèì îáðàçîì,
Aut(K/k) = {1} è K/k íå ìîæåò áûòü ðàñøèðåíèåì Ãàëóà.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå Ãàëóà.

(i) Äëÿ ëþáîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëÿ K ⊃ L ⊃ k ðàñøèðåíèå K/L òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàñøè-

ðåíèåì Ãàëóà.

(ii) Åñëè ýëåìåíò θ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî âñåõ ýëåìåíòîâ Aut(K/k), òî θ ∈ k.

Çàìå÷àíèå. Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåíèÿ íå âåðíî, ÷òî L/k ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì G = Aut(K/k). Âîçüìåì ýëåìåíò θ ∈ K \ k. Ïóñòü µ(t) � ìèíèìàëü-
íûé ìíîãî÷ëåí θ íàä k è ïóñòü

θ1 = θ, θ2, . . . , θr

� âñå êîðíè µ(t) â K. Íàïîìíèì, ÷òî

[k(θ) : k] = deg(µ).

Ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû g ∈ G ìíîãî÷ëåí µ ïåðåâîäèò â ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, g ïåðåñòàâëÿåò
êîðíè µ:

g(θi) = θj.

Ïóñòü Gθ ⊂ G � ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà θ â G. Òîãäà Aut(K/k(θ)) = Gθ. Èíäåêñ ïîäãðóïïû Gθ
â ãðóïïå G ÷èñëó ýëåìåíòîâ îðáèòû ýëåìåíòà θ. Òàêèì îáðàçîì,

[G : Gθ] ≤ r ≤ [k(θ)) : k].

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î áàøíå ïîëåé ïîëó÷èì

[K : k(θ)] · [k(θ)) : k] = [K : k] = |G| = |Gθ| · [G : Gθ] ≤ |Gθ| · [k(θ)) : k].

Òàêèì îáðàçîì, [K : k(θ)] ≤ |Gθ|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñëåäíåé òåîðåìå âñåãäà èìååòñÿ
îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Îòñþäà [K : k(θ)] = |Gθ| äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà θ ∈ K\k, ò.å. K/L ÿâëÿåòñÿ
ðàñøèðåíèåì Ãàëóà äëÿ ëþáîãî ïîäïîëÿ âèäà L = k(θ). Òàê êàê ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå K ⊃
L ⊃ k ïîëó÷àåòñÿ èç k ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèñîåäèíåíèåì êîðíåé íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ,
òî K/L ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà è äëÿ ëþáîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëÿ K ⊃ L ⊃ k. Ýòî
äîêàçûâàåò (i).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (ii) çàìåòèì, ÷òîK/k(θ) � ðàñøèðåíèå Ãàëóà ñîãëàñíî ïóíêòó (i). Îòñþäà

[K : k(θ)] = Aut(K : k(θ)) = Aut(K : k) = [K : k],

ãäå ñðåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïîñêîëüêó ýëåìåíò θ èíâàðèàíòåí. Ñëåäîâàòåëüíî, k(θ) = k
è θ ∈ k

Òåîðåìà. Êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé K/k ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà îíî íîðìàëüíî è ñåïàðàáåëüíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n := [K : k]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîK/k ðàñøèðåíèå Ãàëóà, ò.å. |Aut(K/k)| =
n. Äîêàæåì, ÷òî K/k íîðìàëüíî. Ïóñòü f � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä k è ïóñòü θ = θ1 �
åãî êîðåíü â K. Ïóñòü θ2, . . . , θr � âñå îñòàëüíûå êîðíè f â K. Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

f1 :=
∏

(t− θi)

� (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îò θ1, . . . ,θr. Îíè èíâàðèàíò-
íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê êîðíåé, ñëåäîâàòåëüíî, îíè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
Aut(K/k). Ñîãëàñíî ïóíêòó (ii) ïîñëåäíåãî ïðåäëîæåíèÿ êîýôôèöèåíòû f1 ëåæàò â k. Òàê êàê
f1 äåëèò f , òî îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî f1 è f ïðîïîðöèîíàëüíû, ò.å. f ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè â K.

Äîêàæåì, ÷òî K/k ñåïàðàáåëüíî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü Ksep � ñåïàðàáåëüíîå çà-
ìûêàíèå k â K. Òîãäà K/Ksep � ðàñøèðåíèå Ãàëóà ñîãëàñíî ïóíêòó (i) ïîñëåäíåãî ïðåäëîæåíèÿ.
Çíà÷èò |Aut(K/Ksep)| = [K : Ksep]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, K/Ksep � ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðå-
íèå è êàê îòìå÷àëîñü âûøå ãðóïïà Aut(K/Ksep) òðèâèàëüíà. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K/k íîðìàëüíî è ñåïàðàáåëüíî. Ïî òåîðåìå î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò θ ∈ K/k òàêîé, ÷òî K = k(θ). Ïóñòü µ(t) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí θ.
Òîãäà deg µ = n. Òàê êàê ðàñøèðåíèå K/k íîðìàëüíî è ñåïàðàáåëüíî, òî µ èìååò ðîâíî n
êîðíåé θ1 = θ, θ2, . . . , θn â K (è âñå îíè ðàçëè÷íû). Èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû

K = k(θ)
φ ))

ψi // k(θi) = K
φiuu

k[t]/(µ)

Òàê, ÷òî φi ◦ ψi = φ è φ(θ) = φi(θi) = t. Ïîëó÷àåì n àâòîìîðôèçìîâ ψi. Ïîñêîëüêó ψi(θ) = θi,
òî âñå îíè ðàçëè÷íû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |Aut(K/k)| ≤ n. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè K/k � ðàñøèðåíèå Ãàëóà, òî ãðóïïà Aut(K/k) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ãàëóà ýòîãî ðàñøè-
ðåíèÿ. Îíà îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå Gal(K/k). Åñëè f � ìíîãî÷ëåí íàä k, òî åãî ãðóïïà Ãàëóà � ýòî
ãðóïïà Ãàëóà ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ f íàä k. Îíà îáîçíà÷àåòñÿ Gal(f).

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü f ∈ k[t] � íåïðèâîäèìûé ñåïàðàáåëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n è ïóñòü K/k
� åãî ïîëå ðàçëîæåíèÿ. Òîãäà K/k � ðàñøèðåíèå Ãàëóà. Ìíîãî÷ëåí f èìååò â K ðîâíî n êîðíåé

θ1, θ2, . . . , θn.

Ëþáîé àâòîìîðôèçì σ ∈ Aut(K/k) êîðíè ìíîãî÷ëåíà ñ êîýôôèöèåíòàìè â k ïåðåâîäèò â êîðíè.
Ñëåäîâàòåëüíî, îí ïåðåñòàâëÿåò ýëåìåíòû θ1, θ2, . . . , θn. Çíà÷èò, èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì

Ψ : Aut(K/k) −→ Sn

â ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê êîðíåé. Òàê êàê K = k(θ1, θ2, . . . , θn), òî ëþáîé àâòîìîðôèçì σ ∈
Aut(K/k) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè ýëåìåíòîâ θi. Ñëåäîâàòåëüíî, Ψ èíúåêòèâåí.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà Ãàëóà ðàñøèðåíèÿ ñòåïåíè n èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû Sn. Áîëåå òîãî, äåéñòâèå Aut(K/k) íà ìíîæåñòâå {θ1, θ2, . . . , θn} òðàíçèòèâíî. Äåéñòâè-
òåëüíî, èíà÷å ñóùåñòâóåò îðáèòà {θi1 , . . . ,θir}, ãäå r < n, è òîãäà

f1 := (t− θi1)(t− θi1) · · · (t− θir)
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� ìíîãî÷ëåí, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ σ ∈
Aut(K/k). Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí f1 ëåæèò â k[t] è ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì f . Ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè f .

Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé n ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè â Sn äëÿ ãðóïïû Ãàëóà èìåþòñÿ
ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè (äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì G := Aut(K/k)):

� n = 2, G = S2;

� n = 3, G = S3 èëè A3;

� n = 4,G = S4, A4, V4, ⟨(1, 2, 3, 4)⟩ (öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4) èëè D4 = ⟨V4, (1, 2, 3, 4)⟩.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ðàñøèðåíèå Ãàëóà K/k íå çàäàåò îäíîçíà÷íî ìíîãî÷ëåí (è äàæå
åãî ñòåïåíü), äëÿ êîòîðîãî îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ. Ïîýòîìó ãîâîðèòü î âëîæåíèè
Aut(K/k) ↪→ Sn ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî åñëè ìíîãî÷ëåí f ôèêñèðîâàí.

Çàäà÷è

15.1. Äîêàæèòå, ÷òî ðàñøèðåíèå Q( 4
√
2)/Q íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì, áàøíÿ

íîðìàëüíûõ ðàñøèðåíèé íåîáÿçàòåëüíî íîðìàëüíà. Íàéäèòå ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò ýòîãî
ðàñøèðåíèÿ.

15.2. Äîêàæèòå, ÷òî ðàñøèðåíèå Q( 3
√
2)/Q íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Íàéäèòå ïðèìèòèâíûé

ýëåìåíò ýòîãî ðàñøèðåíèÿ.

15.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ÷èñòî íåñåïàðàáåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ K/k ãðóïïà Aut(K/k) òðèâèàëüíà.

15.4. Ïóñòü K � ïîëå è ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà åãî àâòîìîðôèçìîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ðàñøè-
ðåíèå K/KG, ãäå

KG := {a ∈ K | σ(a) = a, ∀σ ∈ G},

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè char(K) = 0, òî K/KG � ðàñøèðåíèå Ãàëóà è
[K : KG] = |G|.*

*Íà ñàìîì äåëå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå K/KG ñåïàðàáåëüíî, ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå î õàðàêòåðè-

ñòèêå çäåñü èçëèøíå.
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Òåîðèÿ Ãàëóà

16.1 Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè Ãàëóà

Òåîðåìà (Îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè Ãàëóà). Ïóñòü K/k � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Ãàëóà. Êàæ-

äîìó ïðîìåæóòî÷íîìó ïîëþ K ⊃ L ⊃ k ñîïîñòàâèì ïîäãðóïïó â Aut(K/k).

Aut(K/L) = {σ ∈ Aut(K/k) | σ(a) = a ∀a ∈ L},

à êàæäîé ïîäãðóïïå H ⊂ Aut(K/k) ñîïîñòàâèì ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå

KH := {a ∈ K | τ(a) = a ∀τ ∈ H}.

(i) Îòîáðàæåíèÿ

L 7−→ Aut(K/L) è H 7−→ KH

âçàèìíî îáðàòíû è óñòàíàâëèâàþò áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì ïîäïîëåé ïîëÿ K, ñî-
äåðæàùèõ k, è ìíîæåñòâîì ïîäãðóïï â Aut(K/k).

(ii) [K : KH ] = |H| è [KH : k] = [Aut(K/k) : H].

(iii) Ðàñøèðåíèå KH/k ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì (ò.å. ðàñøèðåíèåì Ãàëóà) òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â Aut(K/k). Â ýòîì ñëó÷àå,

Aut(KH/k) ≃ Aut(K/k)/H.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ïóñòü çàäàíî ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå L. Ïîëîæèì

G := Aut(K/k), H := Aut(K/L) è L′ := KH .

ßñíî, ÷òî
L′ ⊃ L è Aut(K/L′) ⊃ H.

Ðàñøèðåíèå K/L ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà. Ïîýòîìó |H| = [K : L]. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î
áàøíå ïîëåé, ïîëó÷èì

|Aut(K/L′)| ≥ |H| = [K : L] = [K : L′] · [L′ : L] ≥ [K : L′].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |Aut(K/L′)| ≤ [K : L′]. Çíà÷èò, âñå íåðàâåíñòâà âûøå ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè,
[K : L] = [K : L′] è ïîýòîìó L′ = L. Òàêèì îáðàçîì, KH = L.

125
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Íàîáîðîò, ïóñòü çàäàíà ïîäãðóïïà H ⊂ G. Îáîçíà÷èì H ′ := Aut(K/KH). Òîãäà

H ′ ⊃ H è KH′ ⊂ KH .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, K/KH ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì Ãàëóà ñòåïåíè m := |H ′|. Ïî òåîðåìå î ïðèìè-
òèâíîì ýëåìåíòå K = KH(θ1). Ïóñòü µ � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí θ1 íàä KH è ïóñòü θ1, . . . , θm
� åãî êîðíè â K. Ïóñòü {θi1 , . . . , θir} � íåêîòîðàÿ îðáèòà ãðóïïû H. Òîãäà

f := (t− θi1)(t− θi1) · · · (t− θir)

� ìíîãî÷ëåí, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ σ ∈ H.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí f ëåæèò â KH [t] è ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì µ. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè
µ = f , ò.å. äåéñòâèå H íà ìíîæåñòâå {θ1, . . . , θm} òðàíçèòèâíî. Íî òîãäà |H| ≥ m. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, |H| ≤ |H ′| = m. Çíà÷èò, H = H ′ = Aut

(
K/KH

)
. Ýòî äîêàçûâàåò (i).

(ii). Ðàâåíñòâî [K : KH ] = |H| ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî K/KH � ðàñøèðåíèå Ãàëóà è òîãî, ÷òî
H = Aut(K/KH). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå î áàøíå ïîëåé[

K : KH
]
·
[
KH : k

]
= [K : k] = Aut(K/k).

Çíà÷èò,

[KH : k] =
|Aut(K/k)|
[K : KH ]

=
|Aut(K/k)|

|H|
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (iii) ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîäãðóïïó H ⊂ G. Ïóñòü n := [G : H].
Òîãäà [KH : k] = n ñîãëàñíî ïóíêòó (ii). Ïî òåîðåìå î ïðèìèòèâíîì ýëåìåíòå ïîëå KH ïîðîæäåíî
íàä k îäíèì ýëåìåíòîì: KH = k(θ). Ïóñòü µ ∈ k[t] � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà θ íàä k.
Òàê êàê ðàñøèðåíèå K/k íîðìàëüíî è ñåïàðàáåëüíî, òî µ èìååò â K ðîâíî n = deg(µ) êîðíåé

θ1 = θ, θ2, . . . ,θn.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî θi ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì σi ∈ G òàêîé, ÷òî θi = σi(θ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäãðóïïà H íîðìàëüíà â G. Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ ∈ H èìååì

τ(θi) = τ ◦ σi(θ) = σi ◦ σ
−1
i ◦ τ ◦ σi(θ) = σi(θ) = θi

(ïîñêîëüêó σ−1
i ◦ τ ◦ σi ∈ H è θ ∈ KH). Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî θi ∈ KH . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå KH

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà µ, à ïîòîìó KH/k � íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñøèðåíèå KH/k íîðìàëüíî. Òîãäà KH ñîäåðæèò âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà

µ, ò.å. θi ∈ KH . Êàê è âûøå äëÿ ëþáîãî τ ∈ H ïîëó÷àåì

σ−1
i ◦ τ ◦ σi(θ) = σ−1

i ◦ τ(θi) = σ−1
i (θi) = θ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî σ−1
i ◦ τ ◦ σi òîæäåñòâåííî äåéñòâóåò íà KH = k(θ), ò.å. σ−1

i ◦ τ ◦ σi ∈ H. Òàêèì
îáðàçîì, H ◁ Aut(K/k).

Íàêîíåö, âñåãäà èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì-îãðàíè÷åíèå

Ψ : Aut(K/k) −→ Aut(KH/k)

Åãî ÿäðî, î÷åâèäíî, ñîäåðæèò H. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì

|Aut(KH/k)| = [KH : k] =
[K : k]
[K : KH ]

=
Aut(K/k)

H

Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçì Ψ ñþðúåêòèâåí, Ker(Ψ) = H è Aut(KH/k) ≃ Aut(K/k)/H.
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16.2 Êëàññè÷åñêèå ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è

Äëÿ ïðîñòîòû, íèæå ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëåé ïîëåé
ðàâíà 0 (èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, îòëè÷íà îò 2).

Îïðåäåëåíèå. Ïîëå K íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íî çàìêíóòûì, åñëè ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ∈ K[t]
ñòåïåíè 2 èìååò êîðåíü, â K. Ïóñòü k � ïîëå è ïóñòü k̄ � åãî àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå. Êâàä-
ðàòè÷íûì çàìûêàíèåì k â k̄ íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå êâàäðàòè÷íî çàìêíóòîå ïîäïîëå kqua ⊂ k̄,
ñîäåðæàùåå k.

Òåîðåìà. Êâàäðàòè÷íîå çàìûêàíèå k â k̄ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K1 � ïîäïîëå â k̄, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì êîðíåé âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè 2 íàä k (ýòî ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäïîëåé â k̄, ñîäåðæàùèõ k è êîðíè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè 2). Äàëåå, ïóñòü K2 � ïîäïîëå â k̄, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì êîðíåé âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè 2 íàä K1. Ïðîäîëæàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì öåïî÷êó ïîäïîëåé â k̄

k ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Ki ⊂ Ki+1 ⊂ · · · , (*)

ãäå Ki+1 � ïîäïîëå â k̄, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì êîðíåé âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2 íàä Ki.
Òîãäà kqua = ∪Ki.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ëþáîãî ïîäïîëÿ K ⊂ kqua òàêîãî, ÷òî [K : k] < ∞ ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
öåïî÷êà êâàäðàòè÷íûõ ðàñøèðåíèé

k = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ln,

òàêàÿ, ÷òî [Li : Li−1] = 2 è K ⊂ Ln.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëå K ëåæèò â íåêîòîðîì ïîëå Kn â áàøíå (*). Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èí-
äóêöèåé ïî n. Òàê êàê [K : k] < ∞, òî K = k(θ1, . . . , θm) äëÿ íåêîòîðûõ θ1, . . . , θm ∈ K ⊂ Kn.
Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû t2 + ait + bi ∈ Kn−1[t] äëÿ êîòîðûõ θ1, . . . , θm � êîðíè. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ ïîëÿ

K′ := k(a1, . . . , am, b1, . . . , bm)

ñóùåñòâóåò áàøíÿ
k = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ls,

òàêàÿ, ÷òî [Li : Li−1] = 2 è K′ ⊂ Ls. Ìû ìîæåì åå ïðîäîëæèòü

k = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ls ⊂ Ls+1 ⊂ · · · ⊂ Ls+m

ãäå Li+1 = Li(θi) ïðè i > s. ßñíî, ÷òî âñå ðàñøèðåíèÿ Li+1/Li êâàäðàòè÷íû è

K = k(θ1, . . . , θm) ⊂ Ls+m.

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ k[t] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí è ïóñòü K ⊂ k̄ � åãî ïîëå ðàçëîæåíèÿ.

Âêëþ÷åíèå K ⊂ kqua èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [K : k] = 2m äëÿ íåêîòîðîãî m.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K ⊂ kqua. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ ñóùåñòâóåò öåïî÷êà êâàäðàòè÷íûõ ðàñ-
øèðåíèé

k = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ Ln,

òàêàÿ ÷òî Ln ⊃ K. Ïî òåîðåìå î áàøíå ïîëåé

[Ln : k] = [Ln : Ln−1] · [Ln−1 : Ln−2] · · · [L1 : L0] = 2n.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
2n = [Ln : k] = [Ln : K] · [K : k].

Çíà÷èò, [K : k] = 2m.
Îáðàòíî, ïóñòü [K : k] = 2m. Òîãäà ãðóïïà Ãàëóà G := Aut(K/k) ÿâëÿåòñÿ 2-ãðóïïîé. Ñëåäî-

âàòåëüíî, îíà ðàçðåøèìà è èìååòñÿ êîìïîçèöèîííûé ðÿä

G = G0 ▷G1 ▷G2 ▷ · · ·▷Gr = {1},

â êîòîðîì âñå ôàêòîðû èìåþò ïîðÿäîê 2. Ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå òåîðåìå Ãàëóà ïîëó÷àåì
öåïî÷êó êâàäðàòè÷íûõ ðàñøèðåíèé

k = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kr = K,

ãäå Ki = KGi+1

i+1 . Çíà÷èò, K ñîäåðæèòñÿ â êâàäðàòè÷íîì çàìûêàíèè ïîëÿ k.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à íà ïîñòðîåíèå öèðêóëåì è ëèíåéêîé ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàíû îòðåçêè äëèí 1, a1, . . . , an, ïîñòðîèòü îòðåçîê äëèíû c.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü äàíû îòðåçêè äëèí 1, a1, . . . , an. Îòðåçîê äëèíû c ìîæíî ïîñòðî-

èòü ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè, èñõîäÿ èç 1, a1, . . . , an, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

c ∈ Q(a1, . . . , an)
qua ∩ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � ìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðî-
èòü ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè, èñõîäÿ èç 1, a1, . . . , an ∈ R. Äîêàæåì, ÷òî K ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü a, b ∈ K. Î÷åâèäíî, ÷òî a ± b ∈ K. Ïóñòü a, b ∈ K ∩ R. Äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ab ∈ K ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå a/x = 1/b ìîæíî ðåøèòü ïðè ïîìîùè
öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì òðåóãîëüíèê OAC òàêîé, ÷òî OA = a, OC = 1 (ñòîðîíà
AC � ïðîèçâîëüíàÿ). Íà ñòîðîíå OC îòëîæèì òî÷êó B òàê, ÷òî OB = b. Ïðîâåäåì ÷åðåç B
ïðÿìóþ l, ïàðàëëåëüíóþ AC è ïóñòü X := OC ∩ l.

O X A

B

C

l

Òîãäà èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷àåì

a

x
=
OA

OX
=
OC

OB
=

1

b
.
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Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî îòðåçîê äëèíû x = ab ìîæåò áûòü ïîñòðîåí. Àíàëîãè÷íî, äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà òîãî, ÷òî a/b ∈ K íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå a/x = b/1 ìîæíî ðåøèòü ïðè ïîìîùè
öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Ýòî äåëàåòñÿ òàêèì æå ïîñòðîåíèåì. Åñëè æå a, b � êîìïëåêñíûå, òî äëÿ
èõ óìíîæåíèÿ (äåëåíèÿ) íóæíî ïåðåìíîæèòü (ïîäåëèòü) èõ ìîäóëè è ñëîæèòü (âû÷åñòü) àðãó-
ìåíòû. ßñíî, ÷òî ýòî âîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, K � ïîëå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî îíî
êâàäðàòè÷íî çàìêíóòî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èç a ∈ K ∩ R ñëåäóåò, ÷òî

√
a ∈ K. Äëÿ ýòîãî

íà ïðÿìîé îò òî÷êè P â îäíó ñòîðîíó îòëîæèì îòðåçêè PB è PA äëèí 1 è a, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðîâåäåì ÷åðåç A è B îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O.

P

B

A
Q

O

Òåïåðü ÷åðåç òî÷êó P ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ PQ ê ýòîé îêðóæíîñòè. Òî÷êà Q íàõîäèòñÿ êàê
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íàøåé îêðóæíîñòè ñ îêðóæíîñòüþ, ó êîòîðîé îòðåçîê OP � äèàìåòð. Òîãäà
èñêîìàÿ âåëè÷èíà

√
a � ýòî äëèíà îòðåçêà PQ: ïî îñíîâíîìó ñâîéñòâó ñåêóùèõ

PQ2 = PA · PB = a.

Çíà÷èò, ìû âñåãäà ìîæåì ïðèñîåäèíÿòü ê K êâàäðàòíûå êîðíè èç ëþáûõ åãî ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ. Ïðèñîåäèíÿÿ ê K òàêæå i =

√
−1, ïîëó÷àåì, ÷òî K êâàäðàòè÷íî çàìêíóòî. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè ìû ìîæåì ïðîâîäèòü è íàõîäèòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
òîëüêî ëèíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ò.å. ìû ìîæåì ðåøàòü òîëüêî êâàäðàòè÷íûå óðàâíåíèÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, K = Q(a1, . . . , an)

qua.

Çàäà÷à îá óäâîåíèè êóáà: ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîèòü ñòîðîíó êóáà, èìåþùåãî
îáúåì 2. Âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ (ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè) ÷èñëà 3

√
2. Èíà÷å

ãîâîðÿ, âåðíî ëè, ÷òî 3
√
2 ∈ Qqua. Ïîñêîëüêó

[
Q( 3

√
2) : Q

]
= 3 ̸= 2m, òî çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ.

Òðèñåêöèÿ óãëà: ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè ðàçäåëèòü óãîë íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Âîïðîñ
ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ âåëè÷èíû cos(α/3) ïî cos(α). Èìååò ìåñòî òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî

cos(α) = 4 cos3(α/3)− 3 cos(α/3).

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìàÿ âåëè÷èíà cos(α/3) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

f = 4t3 − 3t− u, u := cos(α).

Åñëè ðå÷ü èäåò îá óíèâåðñàëüíîì ìåòîäû òðèñåêöèè óãëà, íå çàâèñÿùåì îò âåëè÷èíû óãëà α, òî
ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü u = cos(α) êàê íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ. Òîãäà ìíîãî÷ëåí f íåïðè-
âîäèì íàä Q(u), è çàäà÷à íåðàçðåøèìà. Äëÿ êîíêðåòíûõ óãëîâ (íàïðèìåð, äëÿ ïðÿìîãî) çàäà÷à,
êîíå÷íî, ìîæåò áûòü ðàçðåøèìà. Êðèòåðèåì ðàçðåøèìîñòè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó ìíîãî÷ëåíà f
êîðíåé â ïîëå Q(u).
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Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà: ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîèòü ïðàâèëü-
íûé n-óãîëüíèê. Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé ïðîñòîãî n = p. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

ζp := cos(2π/p) + i sin(2π/p),

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðóãîâîãî ìíîãî÷ëåíà

Φp = tp−1 + tp−2 + · · ·+ t+ 1.

Ëåììà. Äëÿ ïðîñòîãî p êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φp(t) íåïðèâîäèì íàä Q.*

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå Ãàóññà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåïðèâîäèìîñòü
íàä Z. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé z = t− 1:

Φp =
tp − 1

t− 1
=

(z + 1)p − 1

z
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû, êðîìå ñòàðøåãî, äåëÿòñÿ íà p è íå äåëÿòñÿ íà p2. Ñîãëàñíî
êðèòåðèþ Ýéçåíøòåéíà Φp íåïðèâîäèì.

Ñëåäñòâèå. [Q(ζp) : Q] = deg(Φp) = p− 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëüíûé p-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè
òîëüêî åñëè p èìååò âèä 2m + 1. Âåðíî è îáðàòíîå åñëè ïðîñòîå ÷èñëî èìååò âèä p = 2m + 1,
òî ïðàâèëüíûé p-óãîëüíèê ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè ïîìîùè öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Äåéñòâèòåëüíî,
âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà Φp ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ζp. Ñëåäîâàòåëüíî, Q(ζp) � ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ
Φp, ò.å. Q(ζp)/Q � ðàñøèðåíèå Ãàëóà ñ ãðóïïîé Ãàëóà G = Aut(Q(ζp)/Q) ïîðÿäêà 2m, ò.å. G �
2-ãðóïïà. Òàêàÿ ãðóïïà äîëæíà áûòü ðàçðåøèìà è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êîìïîçèöèîííûé ðÿä

{1} = G0 ◁ G1 ◁ · · · ◁ Gm = G (�)

ãäå Gi+1/Gi � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 2. Ñîãëàñíî îñíîâíîé òåîðåìå òåîðèè Ãàëóà öåïî÷êå
ïîäãðóïï (�) ñîîòâåòñòâóåò áàøíÿ ïîëåé

Q(ζp) = K0 ⊃ K1 ⊃ · · · ⊃ Km = Q.

òàê, ÷òî [Ki : Ki+1] = 2 äëÿ âñåõ i, ò.å. âñå Ki/Ki+1 � êâàäðàòè÷íûå ðàñøèðåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
Q(ζp) ⊂ Qqua.

Ïðîñòûå ÷èñëà âèäà p = 2m + 1 íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè Ôåðìà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
èçâåñòíî ëèøü ïÿòü òàêèõ ÷èñåë: 3, 5, 17, 257, 65537.

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî äëÿ n-óãîëüíèêà, ãäå n íåîáÿçàòåëüíî ïðî-
ñòîå. Êàê è âûøå, íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïðèâîäèìîñòüþ êðóãîâîãî ìíîãî÷ëåíà Φn (ñì. çà-
äà÷ó 16.3).

*Óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êðóãîâîãî ìíîãî÷ëåíà Φn(t), îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà

íåìíîãî ñëîæíåå.
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16.3 Ðàçðåøèìîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèè â ðàäèêàëàõ

Ëåììà. Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêà k âçàèìíî ïðîñòà ñ n. Òîãäà ãðóïïà Ãàëóà ìíîãî÷ëåíà tn − 1
èçîìîðôíà ïîäãðóïïå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû (Z/nZ)∗. Â ÷àñòíîñòè, îíà àáåëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � ïîëå ðàçëîæåíèÿ tn − 1 è ïóñòü µn ⊂ K � ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé
ñòåïåíè n èç 1. Òàê êàê

(tn − 1)′ = ntn−1 ̸= 0,

òî ìíîãî÷ëåí tn − 1 íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé â K. Ñëåäîâàòåëüíî, K/k � ðàñøèðåíèå Ãàëóà è
µn � ãðóïïà ïîðÿäêà n. Íàïîìíèì, ÷òî ýòà ãðóïïà äîëæíà áûòü öèêëè÷åñêîé. Ïóñòü ζ = ζn ∈ K
� ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç 1, ò.å. ïîðîæäàþùèé µn. Òîãäà K = k(ζ). Ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáîé àâòîìîðôèçì σ ∈ Aut(K/k) îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà ζ. Ïðè ýòîì

σ(ζ) = ζm(σ),

ãäå m(σ) � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò σ è îïðåäåëåííîå ïî ìîäóëþ n. Òàêèì îáðàçîì, ìû
èìååì îòîáðàæåíèå

m : Aut(K/k) −→ Z/nZ, σ 7−→ m(σ)

Äëÿ σ1, σ2 ∈ Aut(K/k) èìååì

σ1(σ2(ζ)) = σ1(ζ
m(σ2)) = σ1(ζ)

m(σ2) = (ζm(σ1))m(σ2) = ζm(σ1)m(σ2).

Îòñþäà
m(σ1 ◦ σ2) = m(σ1)m(σ2).

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå m çàäàåò ãîìîìîðôèçì ãðóïï

m : Aut(K/k) −→ (Z/nZ)∗.

Åãî ÿäðî ñîñòîèò èç àâòîìîðôèçìîâ σ òàêèõ, ÷òî m(σ) = 1, ò.å. σ(ζ) = ζ. ßñíî, ÷òî îíî òðèâè-
àëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîìîðôèçì m èíúåêòèâåí.

Íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëåé íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè öèêëè÷íà åãî ãðóïïà Ãàëóà.
Öèêëè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ äîïóñêàþò åñòåñòâåííîå îïèñàíèå:

Ëåììà. Ïóñòü ïîëå k ñîäåðæèò n ðàçëè÷íûõ êîðíåé ζ = ζn ñòåïåíè n èç 1. Åñëè K = k(θ),
ãäå θ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà tn − a, òî K/k � öèêëè÷åñêîå ðàñøèðåíèå� è [K : k] äåëèò n. Áîëåå
òîãî, θr ∈ k, ãäå r := [K : k].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ζ = ζn � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç 1. Ëþáîé êîðåíü ìíîãî-
÷ëåíà tn − a ïðèíàëåæèò K è èìååò âèä

θk := θ ζ
k,

ïðè÷åì ýëåìåíòû θ0, θ1, . . . , θn−1 ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, K � ïîëå ðàçëîæåíèÿ tn − a, ò.å.
ðàñøèðåíèå K/k íîðìàëüíî. Îòñþäà ìû âèäèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí tn − a èìååò ðîâíî n êîðíåé â
K, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñøèðåíèå K/k òàêæå ñåïàðàáåëüíî.

�Íà ñàìîì äåëå, âåðíî è îáðàòíîå: åñëè K/k � öèêëè÷åñêîå ðàñøèðåíèå, òî K = k(θ) äëÿ θn ∈ k. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîé èìïëèêàöèè íåìíîãî áîëåå ñëîæíîå è ìû åãî çäåñü íå ïðèâîäèì.
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Ëþáîé àâòîìîðôèçì σ ∈ Aut(K/k) êîðíè ìíîãî÷ëåíà tn − a ïåðåâîäèò â êîðíè. Òàê êàê
K = k(θ), òî σ îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà θ. Ïðè ýòîì

σ(θ) = θ ζm(σ), (�)

ãäå m(σ) � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò σ è îïðåäåëåííîå ïî ìîäóëþ n. Òàêèì îáðàçîì, ìû
èìååì îòîáðàæåíèå

m : Aut(K/k) −→ Z/nZ, σ 7−→ m(σ).

Äëÿ σ1, σ2 ∈ Aut(K/k) èìååì

σ1(σ2(θ)) = σ1(θ ζ
m(σ2)) = ζm(σ2)σ1(θ) = ζm(σ2)ζm(σ1)θ = ζm(σ1)+m(σ2)θ.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå m çàäàåò ãîìîìîðôèçì ãðóïï

m : Aut(K/k) −→ Z/nZ.

Åãî ÿäðî ñîñòîèò èç àâòîìîðôèçìîâ σ òàêèõ, ÷òîm(σ) = 1, ò.å. σ(θ) = θ. ßñíî, ÷òî îíî òðèâèàëü-
íî. Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçì m èíúåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî îáðàç â Z/nZ èçîìîðôåí
Aut(K/k) è ïîýòîìó Aut(K/k) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Åå ïîðÿäîê r ðàâåí ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ
K/k, ïîñêîëüêó ðàñøèðåíèå íîðìàëüíî è ñåïàðàáåëüíî.

Òàê êàê σr = 1 äëÿ ëþáîãî σ ∈ Aut(K/k), òî èç (�) ïîëó÷àåì θ = σr(θ) = θ ζm(σ)r. Îòñþäà
ζm(σ)r = 1. Òîãäà ïîëó÷àåì σr(θr) = (θ ζm(σ))r = θr. Ñëåäîâàòåëüíî, b := θr ∈ k. Òàê êàê
[K : k] = r, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà θ èìååò âèä tr − b. Îí
äîëæåí äåëèòü ìíîãî÷ëåí tn − a. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè r äåëèò n.

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé K/k íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò
áàøíÿ ïîäïîëåé

k = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kn−1 ⊂ Kn = K, (�)

ãäå
Ki = Ki−1(θi), θrii ∈ Ki−1.

Òàêèì îáðàçîì, θi = ri
√
ai äëÿ íåêîòîðîãî ai ∈ Ki−1. Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå f(t) = 0, f ∈ k[t] ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ, åñëè ñóùåñòâóåò ðàäèêàëüíîå ðàñøèðåíèå,
ñîäåðæàùåå âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f .

Çàìåòèì, ÷òî ðàñøèðåíèå K/k íå îáÿçàíî áûòü íîðìàëüíûì. Ýòîò íåäîñòàòîê ëåãêî èñïðàâ-
ëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ K.

Ëåììà. Êàæäîå ðàäèêàëüíîå ðàñøèðåíèå K/k ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì íîðìàëüíîì ðàäèêàëü-

íîì ðàñøèðåíèè K′/k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèì èíäóêöèåé ïî âûñîòå n áàøíè (�). Ïóñòü n = 1.
Òîãäà K = k(θ), θr = a ∈ k. Ïóñòü ζ = ζr � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè r èç 1. Òîãäà ïîëå
ðàçëîæåíèÿ k(θ, ζ) ìíîãî÷ëåíà tr − a êàê ðàç è áóäåò íîðìàëüíûì ðàäèêàëüíûì ðàñøèðåíèåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ïîëåé ñ áàøíåé (�) âûñîòû < n. Òîãäà Kn−1

ñîäåðæèòñÿ â íîðìàëüíîì ðàäèêàëüíîì ðàñøèðåíèè Ln−1/k è K = Kn−1(θ), ãäå θ
r = a ∈ Kn−1.

Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí µ(t) ýëåìåíòà a íàä k. Ïî îïðåäåëåíèþ íîðìàëüíîñòè
ìíîãî÷ëåí µ(t) íàä ïîëåì Ln−1 ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé:

µ(t) = (t− a1)(t− a2) · · · (t− am), a1 = a.
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Ïóñòü M � ïîëå ðàçëîæåíèÿ íàä k ìíîãî÷ëåíà µ(tr). ßñíî, ÷òî M = k(ζ, θ1, . . . , θm), ãäå θri = ai,
à ζ = ζr � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè r èç 1. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî M è L ñîäåðæàòñÿ â
îäíîì áîëüøîì ïîëå � àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè K̄ ïîëÿ K. Ïóñòü K′ := Ln−1 ·M � ïîäïîëå â K̄,
ïîðîæäåííîå Ln−1 è M. Òàê êàê ðàñøèðåíèå Ln−1/k íîðìàëüíî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæå-
íèÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà h(t) ∈ k[t]. Òîãäà K′ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ íàä k ìíîãî÷ëåíà
µ(tr)h(t). Çíà÷èò, K′/k � íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, K′ = L(ζ, θ1, . . . , θm). Ïî-
ýòîìó ðàñøèðåíèå K′/k ðàäèêàëüíî è K′ ⊃ K.

Ëåììà. Ãðóïïà Ãàëóà Aut(K/k) íîðìàëüíîãî ðàäèêàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ K/k ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàäèêàëüíîñòè äëÿ ðàñøèðåíèÿ K/k ñóùåñòâóåò áàøíÿ ïî-
ëåé �. Îäíàêî, ïðîìåæóòî÷íûå ðàñøèðåíèÿ Ki/Ki−1 ìîãóò íå áûòü íîðìàëüíûìè. Äëÿ òîãî,
÷òîáû îáîéòè ýòó òðóäíîñòü äîáàâèì ê k ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü èç 1.

Ïóñòü ζ = ζr � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè r = r1r2 · · · rn èç 1. Ïîëå K(ζ) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì
ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà íàä k. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ ðàñøèðåíèå K/k
íîðìàëüíî. Ïîýòîìó K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà h(t) ∈ k. Òîãäà K(ζ)
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ íàä k ìíîãî÷ëåíà h(t)(tr − 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñøèðåíèå K(ζ)/k
íîðìàëüíî. Ðàññìîòðèì áàøíþ

k ⊂ k(ζ) ⊂ K1(ζ) ⊂ K2(ζ) ⊂ · · · ⊂ Kn−1(ζ) ⊂ Kn(ζ) = K(ζ).

Ïî ïðåäûäóùèì ëåììàì ãðóïïà Aut(k(ζ)/k) àáåëåâà, à îñòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíûå ðàñøè-
ðåíèÿ â áàøíå ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè. Â ñèëó ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà ãðóïïà G := Aut(K(ζ)/k)
îáëàäàåò íîðìàëüíûì ðÿäîì

G▷G0 ▷G1 ▷ · · ·▷Gn−1 ▷ {1},

â êîòîðîì ôàêòîðãðóïïà G/G0 àáåëåâà, à îñòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíûå ôàêòîðãðóïïû Gi/Gi+1

öèêëè÷åñêèå. Ñëåäîâàòåëüíî, G ðàçðåøèìà. Ðàñøèðåíèå K/k íîðìàëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, H :=
Aut(K(ζ)/K) � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G = Aut(K(ζ)/k). Òîãäà Aut(K/k) = G/H � òàêæå
ðàçðåøèìàÿ ãðóïïà.

Òåîðåìà. Åñëè àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå f(t) = 0, f ∈ k[t] ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ, òî åãî

ãðóïïà Ãàëóà Gal(f) ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå êîðíè θ1, . . . , θn ìíîãî÷ëåíà f(t) ëåæàò â íîðìàëüíîì
ðàäèêàëüíîì ðàñøèðåíèè K/k. Åñòåñòâåííîå âêëþ÷åíèå

k ⊂ k(θ1, . . . , θn) ⊂ K

îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà
Gal(f) = Aut(k(θ1, . . . ,θn)/k)

ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðãðóïïîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû Aut(K/k). Ïîýòîìó îíà ñàìà ðàçðåøèìà.

Ïðè n ≤ 4 ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn ðàçðåøèìà. Ïîýòîìó àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñòå-
ïåíè ≤ 4 ðàçðåøèìû â ðàäèêàëàõ. Ýòî óæå íå âåðíî ïðè n ≥ 5. Íàïðèìåð, åñëè ãðóïïà Ãàëóà
ìíîãî÷ëåíà f ñîäåðæèò çíàêîïåðåìåííóþ ãðóïïó An, n ≥ 5, òî óðàâíåíèå f(t) = 0 íåðàçðåøèìî
â ðàäèêàëàõ. Ïðèâåäåì êîíêðåòíûé ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà ñ íåðàçðåøèìîé ãðóïïîé Ãàëóà.
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Ëåììà. Ïóñòü f(t) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ïðîñòîé ñòåïåíè p íàä Q, ïðè÷åì ðîâíî äâà

åãî êîðíÿ íåâåùåñòâåííû. Òîãäà Gal(f) = Sp. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå f(t) = 0 íåðàçðåøèìî
â ðàäèêàëàõ ïðè p ≥ 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � ïîëå ðàçëîæåíèÿ K íàä Q. Òàê êàê deg(f) = p, òî Gal(f) ⊂ Sp. Òàê
êàê ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ [K : Q] äåëèòñÿ íà p, òî è ïîðÿäîê Gal(f) äåëèòñÿ íà p. Çíà÷èò, â Gal(f)
ñîäåðæèòñÿ äëèííûé öèêë (êàê åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ïîðÿäêà p â ãðóïïå Sp). Òðàíñïîçèöèÿ òàì
òàêæå ñîäåðæèòñÿ, òàê êàê êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì, ñîõðàíÿþùèì
ýòîò ìíîãî÷ëåí, à ïðè ýòîì ìåíÿþùèì ìåñòàìè ðîâíî äâà (íåâåùåñòâåííûõ) êîðíÿ. Îñòàâøàÿñÿ
÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà. Ïóñòü p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè ïîäãðóïïà G ⊂ Sp ñîäåðæèò öèêë σ äëèíû

p è òðàíñïîçèöèþ τ , òî G = Sp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òðàíñïîçèöèÿ èìååò âèä τ = (i1, i2). ßñíî, ÷òî σ
k(i1) = i2 äëÿ íåêîòî-

ðîãî 1 ≤ k ≤ p − 1. Çàìåíÿÿ σ íà σk ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ èìååò âèä σ = (i1, i2, i3, . . . , ip).
Òîãäà ãðóïïà G ñîäåðæèò òðàíñïîçèöèè τk := σk ◦ τ ◦ σ−k, ãäå

τk := σk−1 ◦ τ ◦ σ−(k−1) = (σk−1(i1), σ
k−1(i2)) = (ik, ik+1)

(íèæíèå èíäåêñû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî ìîäóëþ p). Òàêæå ãðóïïà G ñîäåðæèò öèêë τ ◦ σ ◦ τ−1,
êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç σ ïåðåñòàíîâêîé ìåæäó ñîáîé �ñîñåäíèõ� ýëåìåíòîâ ik è ik+1. ßñíî, ÷òî
ïåðåñòàíîâêîé ìåæäó ñîáîé ïàð �ñîñåäíèõ� ýëåìåíòîâ ìû ìîæåì èç σ ïîëó÷èòü ëþáîé öèêë
σ′ = (j1, j2, . . . , jp) äëèíû p. Òîãäà G ñîäåðæèò è òðàíñïîçèöèè

σ′ ◦ τ ◦ σ′−1 = (σ′(i1), σ
′(i2)),

ò.å. âñå òðàíñïîçèöèè. Òàê êàê ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè, òî G =
Sp.

Ìû ìîæåì òàêæå ðàññìîòðåòü �îáùèé� ìíîãî÷ëåí.

Ïðèìåð. Ïóñòü K = k(x1, . . . , xn) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé íàä k îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.
Ïóñòü L ⊂ K � ïîäïîëå ñèììåòðè÷åñêèõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå î ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ L ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè σ1, . . . ,σn.
Áîëåå òîãî, êàæäûé ýëåìåíò èç L îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç σ1, . . . ,σn êàê ðàöèîíàëüíàÿ
ôóíêöèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

L = k(σ1, . . . ,σn).

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f(t) = tn − σ1t
n−1 + σ2t

n−2 + · · ·+ (−1)n−1σn−1t+ (−1)nσn ∈ L[t].

Ýòî �îáùèé� ìíîãî÷ëåí íàä L, ëþáîé ìíîãî÷ëåí, ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíòû � àëãåáðàè÷åñêè
íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû, ìîæåò áûòü çàïèñàí â òàêîì âèäå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî x1, . . . , xn � êîðíè
f . Òàê êàê K = L(x1, . . . , xn), òî K � ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ f íàä L.

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn äåéñòâóåò íà ïîëå K = k(x1, . . . , xn) ïåðåñòàíîâêàìè ïåðåìåííûõ
òàê, ÷òî L = KSn . Ñëåäîâàòåëüíî, Aut(K/L) ⊃ Sn è [K : L] ≥ | Sn | = n!. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(t) ∈ L[t]. Çíà÷èò, [K : L] ≤ (deg(f))! = n!. Òàêèì
îáðàçîì, [K : L] = n! è

Gal(f) = Aut(K/L) = Sn .
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Çàäà÷è

16.1. Âû÷èñëèòå ãðóïïû Ãàëóà íàä Q ìíîãî÷ëåíîâ t3+t+1, t3−12t+8, t3−2t−2, t4+3t3−3t+3.

16.2. Ïóñòü q = pn è e ∈ N. Òîãäà Fq ⊂ Fqe . Äîêàæèòå, ÷òî Aut(Fqe/Fq) � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà
ïîðÿäêà e, ïîðîæäåííàÿ ñòåïåíüþ àâòîìîðôèçìà Ôðîáåíèóñà ϕn. Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå
òî, ÷òî ãðóïïà F∗

qe öèêëè÷åñêàÿ.

16.3. Ïðèíèìàÿ íà âåðó ôàêò, ÷òî êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φn íåïðèâîäèì, íàéäèòå êðèòåðèé òîãî,
÷òî ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n) ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ïðè ïîìîùè
öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

16.4. Äîêàæèòå, ÷òî êðóãîâîé ìíîãî÷ëåí Φ15(t) íåïðèâîäèì. Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå ðåäóêöèþ
ïî ìîäóëþ 2.
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Áàçèñû òðàíñöåíäåíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü K � ðàñøèðåíèå ïîëÿ k. ÏîäìíîæåñòâîM ⊂ K íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè
íåçàâèñèìûì íàä k, åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(t1, . . . , tm) ∈ k[t1, . . . , tm] èç ñîîòíîøåíèÿ

f(α1, . . . , αm) = 0, αi ∈M, αi ̸= αj

ñëåäóåò, ÷òî f(t1, . . . , tm) = 0. Ïîäìíîæåñòâî M ⊂ K íàçûâàåòñÿ áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíîñòè,
åñëè

(i) M àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìî è

(ii) ëþáîå àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî M ′ ⊂ K, ñîäåðæàùåå M , ñîâïàäàåò ñ M .

Çàìå÷àíèå. Àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíî-
ñòè K íàä k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëå K àëãåáðàè÷íî íàä k(M).

Ïðèìåð. Ìíîæåñòâî èç îäíîãî ýëåìåíòà α àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà α òðàíñöåíäåíòåí (íåàëãåáðàè÷åí) íàä k.

Ïðèìåð. Ïóñòü K = k(t1, . . . , tn) � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé îò n ïåðåìåííûõ. Òîãäà ýëå-
ìåíòû t1, . . . , tn àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä k è îáðàçóþò áàçèñ. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè
K = k(ϑ1, . . . , ϑn), ãäå ýëåìåíòû ϑ1, . . . , ϑn îáðàçóþò áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè, òî K èçîìîðôíî
(íàä k) ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé îò n ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå. Ðàñøèðåíèå ïîëåé K/k íàçûâàåòñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò
áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè, ïîðîæäàþùèé K íàä k, ò.å. K = k(ϑ1, . . . , ϑn).

Çàìå÷àíèå. Åñëè ðàñøèðåíèå ïîëåé K/k ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì, òî K \ k íå ñî-
äåðæèò àëãåáðàè÷åñêèõ íàä k ýëåìåíòîâ. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî. Äîëãîå âðåìÿ â
ìàòåìàòèêå îñòàâàëàñü íåðåøåííîé ïðîáëåìà Ëþðîòà: âåðíî ëè ÷òî ïðîìåæóòî÷íîå ïîäïîëå L,
K ⊃ L ⊃ k â ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîì ðàñøèðåíèè K/k ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíûì íàä k?
Ïðîáëåìà èìååò îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñøèðåíèå K/k êîíå÷íî ïîðîæäåíî. Åñëè M � àëãåáðàè÷å-
ñêè íåçàâèñèìîå ïîäìíîæåñòâî â K è åñëè ìîùíîñòü M ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé ñðåäè ìîùíîñòåé
âñåõ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ, òî ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó ìîùíîñòü ñòåïåíüþ òðàíñöåíäåíòíîñòè

ðàñøèðåíèÿ K íàä k è îáîçíà÷àòü degtrk K èëè ïðîñòî degtrK, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå.
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Ëåììà. Ïóñòü K � ðàñøèðåíèå ïîëÿ k. Åñëè ìíîæåñòâî M ïîðîæäàåò K íàä k (ò. å. K =
k(M)) è S � ïîäìíîæåñòâî â M , àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìîå íàä k, òî ñóùåñòâóåò áàçèñ

òðàíñöåíäåíòíîñòè E ïîëÿ K íàä k òàêîé, ÷òî S ⊂ E ⊂M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî M êîíå÷íî. Ïóñòü M =
{α1, . . . , αn}. Ïîñëå ïîäõîäÿùåé ïåðåíóìåðàöèè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî S = {α1, . . . , αr}, ãäå
ýëåìåíòû α1, . . . , αr àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû, à êàæäàÿ ñèñòåìà α1, . . . , αr, αj äëÿ j = r +
1, . . . , n àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìà. Òîãäà ýëåìåíòû αr+1, . . . , αn àëãåáðàè÷íû íàä k(α1, . . . , αr), à
ïîýòîìó àëãåáðàè÷íî è ðàñøèðåíèå K/k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî α1, . . . , αr � áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîëå K êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä k, òî â K ñóùåñòâóåò áàçèñ òðàíñöåíäåíò-

íîñòè èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîëå K êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä k, òî ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå

K ⊃ L ⊃ k òàêîå, ÷òî ðàñøèðåíèå L/k ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíî, à ðàñøèðåíèå K/L êîíå÷íî (è
àëãåáðàè÷íî).

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèÿ ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè è àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè î÷åíü
ïîõîæè íà ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè â ëèíåéíîé àëãåáðå. Îäíàêî ñëåäó-
åò ñêàçàòü, ÷òî ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé àíàëîãèåé ñëåäóåò î÷åíü îñòîðîæíî. Íàïðèìåð, ðàçëè÷íûå
áàçèñû òðàíñöåíäåíòíîñòè â îäíîì ðàñøèðåíèè íå ìîãóò áûòü àëãåáðàè÷åñêè âûðàæåíû äðóã
÷åðåç äðóãà.

Òåîðåìà. Ïóñòü K � ðàñøèðåíèå ïîëÿ k. Ëþáûå äâà áàçèñà òðàíñöåíäåíòíîñòè K íàä k èìå-

þò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäàK êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä k.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîíå÷íûé áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè, ñêàæåì α1, . . . , αn.
Ïî ëåììå (íèæå) ëþáîé äðóãîé áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè òàêæå äîëæåí ñîäåðæàòü n ýëåìåíòîâ.
Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ëåììà (îá àëãåáðàè÷åñêîé çàâèñèìîñòè). Ïóñòü K � ðàñøèðåíèå ïîëÿ k è ïóñòü α1, . . . , αn �
áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè äëÿ K/k. Åñëè β1, . . . , βm � ýëåìåíòû èç K, àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñè-
ìûå íàä k, òî m ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m ≥ n. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî α1, . . . , αn � áàçèñ òðàíñ-
öåíäåíòíîñòè èç ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé
ìíîãî÷ëåí f(t1, . . . , tn+1) ñ êîýôôèöèåíòàìè â k, òàêîé, ÷òî f(α1, . . . , αn, β1) = 0. Êðîìå òî-
ãî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ tn+1 âñòðå÷àåòñÿ â f è íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ ti, 1 ≤ i ≤ n, ñêàæåì
t1, òàêæå âñòðå÷àåòñÿ â f . Òîãäà ýëåìåíò α1 àëãåáðàè÷åí íàä k(β1, α2, . . . , αn). Ïîýòîìó íàä
k(β1, α2, . . . , αn) àëãåáðàè÷åí è ëþáîé ýëåìåíò èç ïîëÿ k(β1, α1, α2, . . . , αn). Òàêèì îáðàçîì, èìå-
åòñÿ áàøíÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé

k(β1, α2, . . . , αn) ⊂ k(β1, α1, α2, . . . , αn) ⊂ K

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñøèðåíèå K/k(β1, α2, . . . , αn) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì. Ïî ïðåäûäóùåé ëåì-
ìå ìîæíî âûáðàòü áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ k(β1, α2, . . . , αn) íàä k, ñîäåðæàùèéñÿ â ìíîæå-
ñòâå {β1, α2, . . . , αn}. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, îí áóäåò áàçèñîì òðàíñöåíäåíòíîñòè äëÿ K/k,
à ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ î ìèíèìàëüíîñòè ýòîò áàçèñ ñîâïàäàåò ñ β1, α2, . . . , αn. Çàìåíÿÿ α1

íà β1, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî α1 = β1.



Ëåêöèÿ 17. Òðàíñöåíäåíòíûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé 138

Äàëåå ïî èíäóêöèè ìû ñâåäåì óòâåðæäåíèå ê ñëó÷àþ α1 = β1, . . . , αn = βn. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü α1 = β1, . . . , αr = βr äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ r ≤ n. Êàê è âûøå, ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé
ìíîãî÷ëåí g(t1, . . . , tn+1) ñ êîýôôèöèåíòàìè â k, äëÿ êîòîðîãî g(βr+1, α1, . . . , αn) = 0, ïðè÷åì βr+1

äåéñòâèòåëüíî âñòðå÷àåòñÿ â g. Òàê êàê âñå βi àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä k, òî íåêîòîðûé
ýëåìåíò αj (j = r + 1, . . . , n) òàêæå âñòðå÷àåòñÿ â g. Ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî j = r + 1. Òîãäà αr+1 àëãåáðàè÷åí íàä

k(βr+1, α1, . . . , α̂r+1, . . . , αn).

Ñëåäîâàòåëüíî, íàä ýòèì ïîëåì àëãåáðàè÷åí è ëþáîé ýëåìåíò èç K. Âûáåðåì áàçèñ òðàíñöåí-
äåíòíîñòè èç ýëåìåíòîâ βr+1, α1, . . . , α̂r+1, . . . , αn. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ î ìèíèìàëüíîñòè
áàçèñà

βr+1, α1, . . . , α̂r+1, . . . , αn

� áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè äëÿ K/k. Çàìåíÿÿ αr+1 íà βr+1, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî αr+1 =
βr+1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî α1 = β1, . . . , αn = βn. Åñëè m > n, òî ýëåìåíò
βn+1 äîëæåí áûòü àëãåáðàè÷åñêèì íàä k(α1, . . . , αn) = k(β1, . . . , βn), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøèì
ïðåäïîëîæåíèÿì.

Ìû, òàêèì îáðàçîì, äîêàçàëè ñëåäóþùåå: ëèáî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè êîíå÷íà è ðàâíà
ìîùíîñòè ëþáîãî äðóãîãî áàçèñà òðàíñöåíäåíòíîñòè, ëèáî îíà áåñêîíå÷íà, è òîãäà âñÿêèé áàçèñ
òðàíñöåíäåíòíîñòè áåñêîíå÷åí.

Çàäà÷è

17.1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R èìååò áåñêîíå÷íóþ ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíî-
ñòè íàä Q.

17.2. Ïóñòü K = k(t)/k � ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíîå ðàñøèðåíèå ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè 1.
Äîêàæèòå, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå k(t) → k(t), çàäàííîå ôîðìóëîé

t 7−→ at+ b

ct+ d
, a, b, c, d ∈ k,

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ad− bc ̸= 0.

17.3. Ïóñòü K/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé òàêîå, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò K òðàíñöåíäåíòåí íàä k. Âåðíî
ëè, ÷òî ðàñøèðåíèå ÷èñòî òðàíñöåíäåíòíî?

17.4. Ïóñòü K/k � êîíå÷íî ïîðîæäåííîå ðàñøèðåíèå ïîëåé. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðîìåæóòî÷-
íîå ïîäïîëå L êîíå÷íî ïîðîæäåíî íàä k.
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