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Ëåêöèÿ 1

Ìàòðèöû. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä

Ãàóññà. Ñëåäñòâèÿ. Ñèñòåìû îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé.

Ìàòðèöû

Ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ òàáëèöà

C =


c1,1 c1,2 · · · c1,n
c2,1 c2,2 · · · c2,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cm,1 cm,2 · · · cm,n


Ðàçìåðîì ýòîé ìàòðèöû ñ÷èòàåòñÿ m × n (÷èñëî ñòðîê × ÷èñëî ñòîëáöîâ). Ïîëîæåíèå
êàæäîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû ci,j çàäàåòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè (i, j) (íîìåð ñòðîêè, íîìåð ñòîëáöà).
Êðàòêàÿ çàïèñü ìàòðèöû: C = (ci,j). Ìû ðàññìàòðèâàåì òàêæå ìàòðèöû ðàçìåðà 1× n
(ñòðîêè) è ðàçìåðà m× 1 (ñòîëáöû).

Åñëè λ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå λ è C:

λC =

λc1,1 λc1,2 · · · λc1,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
λcm,1 λcm,2 · · · λcm,n


Åñëè äàíà åùå îäíà ìàòðèöà

D =

d1,1 d1,2 · · · d1,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dm,1 dm,2 · · · dm,n


(òîãî æå ðàçìåðà), òî ñóììà C +D îïðåäåëÿåòñÿ êàê

C +D =

 c1,1 + d1,1 c1,2 + d1,2 · · · c1,n + d1,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
c1,n + dm,1 c1,n + dm,2 · · · c1,n + dm,n


Ñâîéñòâà

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà

(*)


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = b1
a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,nxn = bm

ãäå ai,j è bi � èçâåñòíûå êîíñòàíòû, à xi � íåèçâåñòíûå ïåðåìåííûå. Êðàòêàÿ çàïèñü ýòîé
ñèñòåìû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:



∑n
j=1 a1,jxj = b1∑n
j=1 a2,jxj = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∑n
j=1 am,jxj = bm

Ðåøåíèåì ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ íàáîð ÷èñåë (c1, . . . , cn), êîòîðûå áóäó÷è ïîäñòàâëåíû
â ñèñòåìó (x1 = c1, . . . , xn = cn) äàþò ïðàâèëüíûå ðàâåíñòâà. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîâ-
ìåñòíîé, åñëè ó íåå èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà íàçû-
âàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè åå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé, åñëè ÷èñëî åå óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ
(n = m). Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè bj = 0 ∀j. Îòìåòèì, ÷òî îäíîðîäíàÿ
ñèñòåìà îáÿçàòåëüíî ñîâìåñòíà. Ãîâîðÿò, ÷òî äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò îäè-
íàêîâîãî ÷èñëà íåèçâåñòíûõ ýêâèâàëåíòíû, åñëè ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò.

Ñèñòåìà (*) îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n b1
a2,1 a2,2 · · · a2,n b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am,1 am,2 · · · am,n bm


êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû. Ìàòðèöà

a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am,1 am,2 · · · am,n


íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ èëè ïðîñòî ìàòðèöåé ñèñòåìû.
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Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèÿ (Ii,j,λ), (IIi,λ), (IIIi,j) (1 ≤ i, j ≤ m, λ � íåêîòîðîå ÷èñëî),
êîòîðûå ñèñòåìó (*) ïåðåâîäÿò â ñèñòåìó

(�)


a′1,1x1 + a′1,2x2 + · · ·+ a′1,nxn = b′1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a′m,1x1 + a′m,2x2 + · · ·+ a′m,nx

′
n = b′m

(I) Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (Ii,j,λ) âñå óðàâíåíèÿ (�), êðîìå i-ãî èìåþò òîò æå âèä, à i-å
óðàâíåíèå â (�) ïðèíèìàåò âèä

(ai,1 + λaj,1)x1 + (ai,2 + λaj,2)x2 + · · ·+ (ai,n + λaj,n)xn = bi + λbj

Èíà÷å ãîâîðÿ, ê i-ìó óðàâíåíèþ ïðèáàâëÿåòñÿ j-å, óìíîæåííîå íà λ. Çäåñü ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî i 6= j.

(II) Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (IIi,λ) âñå óðàâíåíèÿ (�), êðîìå i-ãî èìåþò òîò æå âèä, à i-å
óðàâíåíèå â (�) ïðèíèìàåò âèä

λai,1x1 + λai,2x2 + · · ·+ λai,nxn = λbi

Èíà÷å ãîâîðÿ, ê i-å óðàâíåíèå óìíîæàåòñÿ íà λ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî λ 6= 0.

(III) Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (IIIi,j) âñå óðàâíåíèÿ (�), êðîìå i-ãî è j-ãî èìåþò òîò æå âèä,
à i-å è j-å óðàâíåíèÿ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî i 6= j.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ (Ii,j,λ), (IIi,λ), (IIIi,j) íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñè-
ñòåìû.

Çàìå÷àíèå. Âñå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòèìû. Äåéñòâèòåëüíî, îáðàòíûì ê
(Ii,j,λ) ÿâëÿåòñÿ (Ii,j,−λ), îáðàòíûì ê (IIi,λ) ÿâëÿåòñÿ (IIi,1/λ), à îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê
(IIIi,j) ñîâïàäàåò ñ íèì ñàìèì.

Çàìå÷àíèå. Ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà (III) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìå-
íåíèåì ïðåîáðàçîâàíèé òèïà (I) è (II). Äåéñòâèòåëüíî, (IIIi,j) ïîëó÷àåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ
(Ii,j,1), (Ij,i,−1), (Ii,j,1) è (IIj,−1). (Ïðîâåðüòå!)

Çàäà÷à. Ìîæíî ëè ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà (III) ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíè-
åì òîëüêî ïðåîáðàçîâàíèé òèïà (I)?

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè îò ñèñòåìû (*) ìîæíî ïåðåéòè ê ñèñòåìå (�) ïðè ïîìîùè ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî ýòè ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íàøå óòâåðæäåíèå äëÿ îäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
òèïà (I) èëè (II). Äëÿ (II) óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü (�) ïîëó÷àåòñÿ èç (*) ïðèìå-
íåíèåì îäíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà (Ii,j,λ). Ïóñòü M (ñîîòâ. M ′) � ìíîæåñòâî ðåøåíèé
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ñèñòåìû (*) (ñîîòâ. (�)). Åñëè M = M ′ = ∅, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî M 6= ∅. Ïóñòü (c1, . . . , cn) ∈M . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ak,1c1 + ak,2c2 + · · ·+ ak,ncn = bk, ∀k.

Òàê êàê a′k,l = ak,l è b
′
k = bk ïðè k 6= i, òî

a′k,1c1 + a′k,2c2 + · · ·+ a′k,ncn = b′k, ∀k.

Äëÿ k = i èìååì a′i,l = ai,l + λaj,l è b
′
i = bi + λbj. Îòñþäà

a′i,1c1 + a′i,2c2 + · · ·+ a′i,ncn =

(ai,1 + λaj,1)c1 + · · ·+ (ai,n + λaj,n)cn =

ai,1c1 + · · ·+ ai,ncn + λ(aj,1c1 + · · ·+ aj,ncn) =

bi + λbj = b′i.

Òàêèì îáðàçîì, (c1, . . . , cn) ∈ M ′ è ïîýòîìó M ′ ⊂ M . Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç
îáðàòèìîñòè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö

Ïóñòü A1,. . . , Am � ñòðîêè ìàòðèöû A. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñòðîêè êàê ìàòðèöû è, ñîîò-
âåòñòâåííî, äëÿ íèõ îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà A′ (òîãî æå ðàçìåðà) ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ýëåìåíòàðíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì ñòðîê (Ii,j,λ), (IIi,λ), (IIIi,j) (1 ≤ i, j ≤ m, λ � íåêîòîðîå ÷èñëî), åñëè
ñòðîêè A′1,. . . , A

′
m ìàòðèöû A′ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(I) ïðåîáðàçîâàíèå (Ii,j,λ): A
′
i = Ai + λAj è A

′
k = Ak ïðè k 6= i (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî i 6= j);

(II) ïðåîáðàçîâàíèå (IIi,λ): A
′
i = λAi è A

′
k = Ak ïðè k 6= i (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî λ 6= 0);

(III) ïðåîáðàçîâàíèå (IIIi,j): A
′
i = Aj, A

′
j = Ai è A′k = Ak ïðè k 6= i, j (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

i 6= j).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà

C =

 c1,1 c1,2 · · · c1,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cm,1 cm,2 · · · cm,n


èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

(1) Íèæå íóëåâîé ñòðîêè íàõîäÿòñÿ òîëüêî íóëåâûå ñòðîêè.

(2) Ïóñòü 1 ≤ i < k ≤ m è ïóñòü ci,j è ck,l � ïåðâûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ñòðîê
ñ íîìåðîì i è k, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà l > j. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðâûé íåíóëåâîé
ýëåìåíò ñòðîêè ðàñïîëàãàåòñÿ ñòðîãî ïðàâåå ïåðâîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà ëþáîé
áîëåå âåðõíåé ñòðîêè.
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Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà C èìååò óëó÷øåííûé ñòóïåí÷àòûé âèä, åñëè îíà äîïîëíèòåëüíî
ê (1) è (2) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

(3) Ïóñòü ci,j � ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ñòðîêè ñ íîìåðîì i. Òîãäà ci,j = 1 è cr,j = 0
äëÿ âñåõ r. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ñòðîêè ðàâåí 1 è âñå îñòàëüíûå
ýëåìåíòû â ñòîëáöå, ñîäåðæàùåì äàííûé ýëåìåíò, ðàâíû 0.

Ìåòîä Ãàóññà

Òåîðåìà (Àëãîðèòì Ãàóññà). (1) Ëþáàÿ ìàòðèöà C ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè ñòðîê òèïà (I) ïðèâîäèòñÿ ê ìàòðèöå C ′, èìåþùåé ñòóïåí÷àòûé âèä.

(2) Ëþáàÿ ìàòðèöà C ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê òèïà (I) è (II) ïðè-
âîäèòñÿ ê ìàòðèöå C ′, èìåþùåé óëó÷øåííûé ñòóïåí÷àòûé âèä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî êîëè÷åñòâó ñòîëáöîâ n. Áàçà èíäóêöèè n = 0 î÷åâèäíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ n′ < n. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåð-
âûé ñòîëáåö 6= 0, ò.å. ci,1 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i. Åñëè c1,1 = 0, òî ïðåîáðàçîâàíèåì (I1,i,1)
äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî c′1,1 6= 0. Äàëåå, åñëè ci,1 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî i > 1, òî ïðåîáðàçîâà-
íèåì (Ii,1,λ), ãäå λ = −ci,1/c1,1, äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî c′i,1 = ci,1 +λc1,1 = 0. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî c1,1 6= 0 è âñå ýëåìåíòû â ïåðâîì ñòîëáöå êðîìå c1,1 ðàâíû 0.
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó D, ïîëó÷åííóþ èç C âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîãî ñòîëáöà è ïåðâîé
ñòðîêè. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè D ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê òèïà
(I) ïðèâîäèòñÿ ê ìàòðèöå D′, èìåþùåé ñòóïåí÷àòûé âèä. Ïðîäåëàåì íàä ìàòðèöåé C
òå æå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è íàä ìàòðèöåé D. Ïîëó÷èì ìàòðèöó C ′, â
êîòîðîé âñå ýëåìåíòû â ïåðâîì ñòîëáöå êðîìå c′1,1 ðàâíû 0, à ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç C ′

âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîãî ñòîëáöà è ïåðâîé ñòðîêè, ñîâïàäàåò ñ D′ (è èìååò ñòóïåí÷àòûé
âèä). Ïîýòîìó è âñÿ ìàòðèöà C ′èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä. Ýòî äîêàçûâàåò (1).

(2) Ñîãëàñíî (1) ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà C óæå èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä. Åñëè
ci,j � ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò i-é ñòðîêè, òî ïðåîáðàçîâàíèåì (IIi,1/ci,j) äîáèâàåìñÿ òîãî,
÷òî c′i,j = 1. Äàëåå ñíîâà ïðèìåíÿåì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ñòîëáöîâ. Ïóñòü Ci � ïîñëåäíÿÿ
íåíóëåâàÿ ñòðîêà è ïóñòü ci,j = 1 � åå ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò. Òîãäà ck,j = 0 ïðè k > i.
Ïðè k < i ïðåîáðàçîâàíèÿìè (Ik,i,−ck,j) äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî ck,j = 0. Äàëåå èñïîëüçóåì
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, åñëè òàêîâîé
ÿâëÿåòñÿ åå ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà. Â ýòîì ñëó÷àå íåèçâåñòíûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëá-
öàì ìàòðèöû â êîòîðûõ ñòîÿò ïåðâûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ñòðîê íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè,
à îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå � ñâîáîäíûìè. Óðàâíåíèå âèäà 0 = bi, ãäå bi 6= 0 íàçûâàåòñÿ
ïðîòèâîðå÷èâûì.

Òåîðåìà. Ñòóïåí÷àòàÿ ñèñòåìà ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ñî-
äåðæèò ïðîòèâîðå÷èâûõ óðàâíåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, óñëîâèå íåîáõîäèìî. Äîêàæåì åãî äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü
xi1 , . . . , xir � âñå ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå. Ïðèäàäèì èì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ xi1 =
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ci1 , . . . , xir = cir è ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò (åäèíñòâåííûå) çíà÷åíèÿ ãëàâíûõ íåèçâåñò-
íûõ, óäîâëåòâîðÿþùèå íàøåé ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìå (*). Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî íàøà ñèñòåìà èìååò óëó÷øåííûé ñòóïåí÷àòûé âèä (ïðè ïåðåõîäå îò ñòóïåí÷àòîãî
âèäà ê óëó÷øåííîìó ñòóïåí÷àòîìó âèäó ñâîéñòâà íåèçâåñòíûõ áûòü ñâîáîäíûìè èëè
ãëàâíûìè íå èçìåíÿòñÿ). Òîãäà â êàæäîì íåòðèâèàëüíîì óðàâíåíèè ó÷àñòâóåò ðîâíî
îäíà ãëàâíàÿ íåèçâåñòíàÿ è êàæäàÿ ãëàâíàÿ íåèçâåñòíàÿ ó÷àñòâóåò ðîâíî â îäíîì íåòðè-
âèàëüíîì óðàâíåíèè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âûðàçèòü ãëàâíûå íåèçâåñòíûå ÷åðåç
ñâîáîäíûå:

xj = bi − (ai,i1xi1 + · · ·+ ai,irxir).

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðèíèìàþùåå ýòè çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà. Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå íåèç-
âåñòíûå � ãëàâíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò ñâîáîäíàÿ íåèçâåñòíàÿ, òî ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà ïî ïîñëåäíåìó ñëåäñòâèþ. Åñëè íåèçâåñòíûå � ãëàâíûå, òî â óëó÷øåííîì
ñòóïåí÷àòîì âèäå êàæäîå íåòðèâèàëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä xi = bj.

Ñëåäñòâèå. Êâàäðàòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà è îïðåäåëåíà òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â åå ñòóïåí÷àòîì âèäå íåò ïðîòèâîðå÷èâûõ óðàâíåíèé è
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà èìååò òðåóãîëüíûé âèä, ò.å. ai,j = 0 ïðè i > j è ai,i 6= 0.
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Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ñâîéñòâà. Àññîöèàòèâíîñòü. Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíå-

íèé. Ñâÿçü îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîíÿòèå êîëüöà. Ïðè-

ìåðû. Óìíîæåíèå íà äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû. Óìíîæåíèå òðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Ìàòðè÷íûå

åäèíèöû. Èõ ïðîèçâåäåíèÿ. Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû. Óìíîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû íà

ýëåìåíòàðíóþ. Ïîäñòàíîâêè. Èõ ïðîèçâåäåíèå. Àññîöèàòèâíîñòü. Òðàíñïîçèöèè. Ðàçëîæåíèå

ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé.

Óìíîæåíèå ìàòðèö.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïðèìåð. (
0 1
0 0

)
·
(

0 0
1 0

)
=

(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
·
(

0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 1

)
Ëåììà. � Ïóñòü A, B, C � ìàòðèöû ðàçìåðîâ n×m, n×m èm×r ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà (A+B) · C = A · C +B · C.

� Ïóñòü A, B, C � ìàòðèöû ðàçìåðîâ n×m, m× r è m× r ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
A · (B + C) = A ·B + A · C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (ai,j), B = (bi,j), C = (ci,j). Ìû ìîæåì çàïèñàòü A + B =
(ai,j + bi,j), A · C = (di,j), B · C = (fi,j), (A+B) · C = gi,j, ãäå

di,j =
m∑
k=1

ai,kck,j, fi,j =
m∑
k=1

bi,kck,j, gi,j =
m∑
k=1

(ai,k + bi,k)ck,j.

Ïîýòîìó di,j + fi,j = gi,j.

Òåîðåìà. Ïóñòü A, B, C � ìàòðèöû ðàçìåðîâ n×m, m× r è r × q ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà (A ·B) · C = A · (B · C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (ai,j), B = (bi,j), C = (ci,j). Ìû ìîæåì çàïèñàòü A · B =
(di,l), B · C = (fk,j), ãäå

di,l =
m∑
k=1

ai,kbk,l, fk,j =
r∑
l=1

bk,lcl,j.

13
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Ïîýòîìó (A ·B) · C = (gi,j), A · (B · C) = (hi,j), ãäå

gi,j =
r∑
l=1

di,lcl,j =
r∑
l=1

(
m∑
k=1

ai,kbk,l

)
cl,j =

r∑
l=1

m∑
k=1

ai,kbk,lcl,j,

hi,j =
m∑
k=1

ai,kfk,j =
m∑
k=1

ai,k

(
r∑
l=1

bk,lcl,j

)
=

m∑
k=1

ai,k

r∑
l=1

bk,lcl,j.

Îòêóäà âèäíî, ÷òî gi,j = hi,j.

Çàìå÷àíèå. (A ·B)T = BT ·AT. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A = (ai,k), B = (bk,j), A ·B = (ci,j).
Òîãäà ci,j =

∑m
k=1 ai,kbk,j. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëîæèì AT = (a′j,k), B

T = (b′k,i), B
T ·AT =

(dj,i). Òîãäà a
′
j,k = ai,k, b

′
k,i = bj,k,

dj,i =
m∑
k=1

b′k,ia
′
j,k =

m∑
k=1

ai,kbk,j = ci,j.

Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ñâÿçü îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (*) àññîöèèðîâàííàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà � ýòî ñèñòå-
ìà

(*)


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = 0
a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,nxn = 0

ïîëó÷åííàÿ èç (*) çàíóëåíèåì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ bi.

Òåîðåìà. Ïóñòü (*) � ëþáàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ïóñòü (*) � àññîöèèðî-
âàííàÿ ñ íåé îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà.

(1) Åñëè C = (c1, . . . , cn) � ðåøåíèå (*), à C ′ = (c′1, . . . , c
′
n) � ðåøåíèå (*), òî C +C ′ =

(c1 + c′1, . . . , cn + c′n) � òàêæå ðåøåíèå (*).

(2) Åñëè C = (c1, . . . , cn) è D = (d1, . . . , dn) � ðåøåíèÿ (*), òî C−D = (c1−d1, . . . , cn−
dn) � ðåøåíèå (*).

(3) Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ðåøåíèå Co = (co1, . . . , c
o
n) ñèñòåìû (*). Òîãäà ëþáîå ðå-

øåíèå (*) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Co è íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ (*).
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Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó AX = B ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ïóñòü X = S ′ � íåêî-
òîðîå ðåøåíèå. Òîãäà ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå X = S ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå S = S ′ + L,
ãäå Y = L � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû AY = 0. Îáðàòíî, ëþáîé
ñòîëáåö âèäà S = S ′+L, ãäå Y = L � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû
AY = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì AX = B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì L := S − S ′. Òîãäà AL = AS − AS ′ = B − B = 0. Îáðàòíî,
AS = AS ′ + AL = B + 0 = B.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (*) � îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

(1) Åñëè C = (c1, . . . , cn) è D = (d1, . . . , dn) � ðåøåíèÿ (*), òî +D = (c1+d1, . . . , cn+dn)
� òàêæå ðåøåíèå (*).

(2) Åñëè C = (c1, . . . , cn) � ðåøåíèå (*), à λ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî λC = (λc1, . . . , λcn)
� òàêæå ðåøåíèå (*).

Ïîíÿòèå êîëüöà

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî R ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè: ñëî-
æåíèåì (+) è óìíîæåíèåì (·) òàêèìè, ÷òî

(1) (a) a+ (b+ c) = (a+ b) + c ∀a, b, c ∈ R;
(b) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 ∈ R (íóëåâîé ýëåìåíò) òàêîé, ÷òî 0 + a = a + 0 = a
∀a ∈ R;

(c) ∀a ∈ R ñóùåñòâóåò ýëåìåíò −a ∈ R (êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì
ê a) òàêîé, ÷òî a+ (−a) = (−a) + a = 0;

(d) a+ b = b+ a ∀a, b ∈ R;

(2) a · (b+ c) = a · b+ a · c, (a+ b) · c = a · c+ b · c ∀a, b, c ∈ R.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíûì, åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî

(a · b) · c = a · (b · c) ∀a, b, c ∈ R.

Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî

a · b = b · a ∀a, b ∈ R.

Åäèíèöåé êîëüöà íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò 1 ∈ R òàêîé, ÷òî

1 6= 0 è 1 · a = a · 1 = a ∀a ∈ R.

(åñëè òàêîé ñóùåñòâóåò).

Ïðèìåðû. (1) Z, nZ, {a/b ∈ Q | b ≡ 0 mod n},

(2) Q, R, {a+ b
√

2 ∈ R | a, b ∈ Q},
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(3) {an} � ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,

(4) Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M . Ìíîæåñòâî {f | M → R} âñåõ ÷èñëîâûõ
ôóíêöèé íà M ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Ìíîæåñòâî C[a, b] âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
íà îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

(5) Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ îïåðàöèåé âåêòîðíîãî óìíî-
æåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Òåîðåìà. Matn(k) � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ìàòðè÷íûå åäèíèöû.

Ìàòðè÷íîé åäèíèöåé íàçîâåì ìàòðèöó Ei,j = (ek,l), ãäå

ek,s =

{
1 åñëè k = i è l = j,

0 åñëè k 6= i èëè l 6= j.

Ëåììà.

Ei,j · Ek,l =

{
0 åñëè j 6= k,

Ei,l åñëè j = k.

Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû:

Ui,j,λ =


1 0 0 · · · 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 · λ · · · 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · 0 · · · 1



Ui,λ =


1 0 0 · · · 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · λ · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 · · · 0 · · · 1



Ui,j =



1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 · 1 · · · 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


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Ëåììà. � Ui,j,λ = E + λEi,j,

� Ui,λ = E + (λ− 1)Ei,i,

� Ui,j = E − Ei,i − Ej,j + Ei,j + Ej,i.

Ëåììà.

Ei,j ·


a1,1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . .
ai,1 · · · ai,n
. . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · an,n

 =


0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . .
aj,1 · · · aj,n
. . . . . . . . . . . . .
0 · · · 0


Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Ei,j = (ek,l) è Ei,jA = C = (ck,l). Òîãäà

ck,l =
n∑
s=1

ek,sas,l = ek,jaj,l =

{
aj,l åñëè k = i,

0 åñëè k 6= i.

Òåîðåìà. Ïóñòü A ∈ Matn(k), ïóñòü U � îäíà èç ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö Ui,j,λ, Ui,j,λ,
Ui,j,λ. Òîãäà ìàòðèöà U ·A ïîëó÷àåòñÿ èç A ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàðíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì (Ii,j,λ) (IIi,λ), (IIIi,j).

Ïîäñòàíîâêè

Ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé

Äâà îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è g : X → Y ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè f(x) = g(x)
∀x ∈ X. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X â ñåáÿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ εX èëè
ïðîñòî ε. Òàêèì îáðàçîì, ε(x) = x ∀x ∈ X. Íàïîìíèì, ÷òî êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèé
f : X → Y è g : Y → Z íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå g◦f : X → Z òàêîå, ÷òî g◦f(x) = g(f(x)).

Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ f : X → Y , g : Y → Z è h : Z → U . Òîãäà
(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååì

(h ◦ g) ◦ f(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))),

h ◦ (g ◦ f)(x) = h((g ◦ f)(x)) = h(g(f(x))).

Ñëåäîâàòåëüíî, h(g(f(x))) = h(g(f(x))).

Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè èç òîãî, ÷òî f(x1) = f(x2)
ñëåäóåò x1 = x2. Îíî íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò
x ∈ X òàêîå, ÷òî f(x) = y. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíûì åñëè îíî
èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî.

Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå f : X → Y . Îáðàòíûì ê íåìó íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
f−1 : Y → X òàêîå, ÷òî f ◦ f−1 = εY è f−1 ◦ f = εX .
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Ïðåäëîæåíèå. (1) Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê f : X → Y ñóùåñòâóåò ⇐⇒ f áèåê-
òèâíî.

(2) Åñëè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ê f : X → Y ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïîäñòàíîâêè

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ωn := {1, . . . , n}. Ïîäñòàíîâêîé íàçûâàåòñÿ ëþáîå áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå σ : Ωn → Ωn. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn. Êàæäàÿ
ïîäñòàíîâêà îäíîçíà÷íî σ ∈ Sn çàäàåòñÿ 2× n-òàáëèöåé (ìàòðèöåé)(

i1 i2 · · · in−1 in
j1 j2 · · · jn−1 jn

)
ãäå {i1, . . . , in} = Ωn è jk := σ(ik). Òàêàÿ çàïèñü íå åäèíñòâåííà: ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòîëá-
öîâ ìû ïîëó÷àåì òó æå ïîäñòàíîâêó. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â ñòàíäàðòíîì âèäå (

1 2 · · · n− 1 n
j1 j2 · · · jn−1 jn

)
Íàçîâåì ïåðåñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ ñòðîêó (i1, . . . , in), ãäå ik ∈ Ωn è ik 6= il ïðè k 6= l.
ßñíî, ÷òî äëÿ ïåðåñòàíîâêè (i1, . . . , in) âñåãäà âûïîëíåíî {i1, . . . , in} = Ωn.

Ïðîèçâåäåíèåì ïîäñòàíîâîê σ1, σ2 ∈ Sn íàçîâåì èõ êîìïîçèöèþ σ1 ◦ σ2 ∈ Sn. Òîæäå-
ñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ε.

Ñâîéñòâà ïîäñòàíîâîê.

� (σ ◦ ϕ) ◦ δ = σ ◦ (ϕ ◦ δ) äëÿ âñåõ σ, ϕ, δ ∈ Sn (àññîöèàòèâíîñòü);

� σ ◦ ε = ε ◦ σ = σ äëÿ âñåõ σ ∈ Sn;

� ∀ σ ∈ Sn ∃ σ−1 ∈ Sn σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = ε.

Îïðåäåëåíèå. Òðàíñïîçèöèåé íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêà τ ∈ Sn òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò
i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j òàêèå, ÷òî τ(i) = j, τ(j) = i è τ(k) = k ïðè k /∈ {i, j}. Ýòà
òðàíñïîçèöèÿ îáîçíà÷àåòñÿ σ = [i, j].

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçè-
öèé: σ = τ1 ◦ · · · ◦ τr.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ n − 1.
Ïóñòü

σ =

(
1 2 · · · n− 1 n
i1 i2 · · · in−1 in

)
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Åñëè in 6= n, òî ðàññìîòðèì òðàíñïîçèöèþ τ = [n, in]. Åñëè æå in = n, òî ïîëîæèì τ = ε.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

τ ◦ σ =

(
1 2 · · · n− 1 n
i′1 i′2 · · · i′n−1 n

)
Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó

σ′ =

(
1 2 · · · n− 1
i′1 i′2 · · · i′n−1

)
∈ Sn−1

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé: σ′ =
τ ′1 ◦ · · · τ ′m, τ ′i = [ki, li] ∈ Sn−1, ki li ∈ {1, . . . , n − 1}, ki 6= li. Ðàññìîòðèì òðàíñïîçèöèè
τi = [ki, li] ∈ Sn. Î÷åâèäíî, ÷òî τ ◦ σ = τ1 ◦ · · · ◦ τm. Ïîýòîìó σ = τ ◦ τ1 ◦ · · · ◦ τm.

Äëÿ ïåðåñòàíîâêè Π = (i1, . . . , in) è ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn ïîëîæèì σ(Π) = (σ(i1), . . . , σ(in)).
ßñíî, ÷òî σ(Π) � ïåðåñòàíîâêà è δ ◦ σ(Π) = δ(σ(Π)).

Ñëåäñòâèå. Ëþáûå äâå ïåðåñòàíîâêè èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà ïðèìåíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Π = (i1, . . . , in) è Π′ = (j1, . . . , jn). Ðàññìîòðèì ïîäñòàíîâêó

σ =

(
i1 i2 · · · in−1 in
j1 j2 · · · jn−1 jn

)
Ïî òåîðåìå σ = τ1 ◦ · · · ◦ τr, ãäå τk � òðàíñïîçèöèè. Òîãäà

Π′ = σ(Π) = τ1 ◦ · · · τr(Π) = τ1(τ2(· · · τr(Π)))
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Çàïèñü ïîäñòàíîâîê. Îáðàòíàÿ è åäèíè÷íûå ïîäñòàíîâêè. Ïîíÿòèå ãðóïïû. Ïðèìåðû. ×èñëî

ïîäñòàíîâîê. Íåïîäâèæíûå ýëåìåíòû. Íåçàâèñèìûå ïîäñòàíîâêè êîììóòèðóþò. Öèêëû. Ðàç-

ëîæåíèå ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. Ïðèìåíåíèå ïîäñòàíîâêè ê ïåðå-

ñòàíîâêå. ×åòíîñòü. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ÷åòíîñòè (êàê ìåíÿåòñÿ ÷èñëî èíâåðñèé ïðè

ïðèìåíåíèè òðàíñïîçèöèè).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïîíÿòèå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G ñ îïåðàöèåé (a, b) 7→ a ◦ b. Òàêîå, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:

(1) a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c ∀a, b, c ∈ G;

(2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 1 ∈ G (åäèíè÷íûé ýëåìåíò èëè íåéòðàëüíûé ýëåìåíò) òàêîé,
÷òî 1 ◦ a = a ◦ 1 = a ∀a ∈ G;

(3) ∀a ∈ G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a−1 ∈ G (êîòîðûé íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê a) òàêîé,
÷òî a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = 1.

Â îïðåäåëåíèè âûøå îïåðàöèÿ ◦ �ïîõîæà� íà îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà çàïèñàíà ìóëüòèïëèêàòèâíî. Èíîãäà îïåðàöèÿ â ãðóïïå çàïèñû-
âàåòñÿ àääèòèâíî. Òîãäà îïðåäåëåíèå âûøå ïðèíèìàåò âèä:

Îïðåäåëåíèå. Àääèòèâíîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G ñ îïåðàöèåé (a, b) 7→ a+b.
Òàêîå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà:

(1) a+ (b+ c) = (a+ b) + c ∀a, b ∈ G;

(2) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 0 ∈ G (íóëåâîé ýëåìåíò) òàêîé, ÷òî 0 + a = a ◦ 0 = a ∀a ∈ G;

(3) äëÿ ëþáîãî a ∈ G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò −a ∈ G (êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïî-
ëîæíûì ê a) òàêîé, ÷òî a+ (−a) = (−a) + a = 0.

21
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Â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå èìååò ñìûñë ïîíÿòèå öåëîé ñòåïåíè ýëåìåíòà: åñëè
a ∈ G è n ∈ Z, òî

an =


a ◦ · · · ◦ a︸ ︷︷ ︸

n

n ∈ N,

1 n = 0,

(a−1)−n −n ∈ N.

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòíûì ñâîéñòâàì:

an ◦ am = an+m = am ◦ an, (an)m = (am)n = anm.

Â àääèòèâíîé ãðóïïå ïîíÿòèå ñòåïåíè çàìåíÿåòñÿ íà ïîíÿòèåì óìíîæåíèÿ íà öåëûå
÷èñëà: åñëè a ∈ G è n ∈ Z, òî

na =


a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n

n ∈ N,

0 n = 0,

n(−a) −n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé (èëè êîììóòàòèâíîé), åñëè a ◦ b = b ◦ a
∀a, b ∈ G.

Îáû÷íî ãðóïïà, çàïèñàííàÿ àääèòèâíî, ïðåäïîëàãàåòñÿ àáåëåâîé.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà. Òîãäà

(1) íåéòðàëüíûé ýëåìåíò � åäèíñòâåííûé;

(2) äëÿ ëþáîãî a ∈ G îáðàòíûé ýëåìåíò a−1 � åäèíñòâåííûé;

(3) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ G óðàâíåíèå a ◦ x = b (ñîîòâ. óðàâíåíèå x ◦ a = b ) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ïðèìåðû. (1) Ãðóïïà ïîäñòàíîâîê Sn. Ïîäãðóïïà ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê An ⊂ Sn.

(2) Ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö GLn(k) íàä ïîëåì k (ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà).
Ïîäãðóïïà SLn(k) ⊂ GLn(k) ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1 (ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ
ãðóïïà).

(3) Z+, Q+, R+,

(4) Q∗, R∗, {±1}.

Ïðåäëîæåíèå. ×èñëî ÷èñëî âñåõ ïîäñòàíîâîê ðàâíî ÷èñëó âñåõ ïåðåñòàíîâîê è ðàâíî
n!.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Öèêëû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü σ ∈ Sn. Ýëåìåíò j ∈ {1, . . . , n} íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíûì äëÿ σ,
åñëè σ(j) = j è ïîäâèæíûì, åñëè σ(j) 6= j. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç F (σ), à ìíîæåñòâî âñåõ ïîäâèæíûõ � ÷åðåç M(σ).

Çàìå÷àíèå. ßñíî, ÷òîM(σ1◦σ2) ⊂M(σ1)∪M(σ2) è F (σ1◦σ2) ⊃ F (σ1)∩F (σ2) ∀σ1, σ2 ∈
Sn.

Ëåììà. Åñëè äëÿ ïîäñòàíîâîê σ, ϕ ∈ Sn âûïîëíåíî M(σ) ∩M(ϕ) = ∅, òî σ ◦ ϕ = ϕ ◦ σ
(ò.å. σ è ϕ êîììóòèðóþò).

Îïðåäåëåíèå. Ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn íàçûâàåòñÿ öèêëîì (öèêëè÷åñêîé ïîäñòàíîâêîé),
åñëè M(σ) = {i1, . . . , im} è

σ(ik) =

{
ik+1 ïðè k = 1, . . . ,m− 1,

i1 ïðè k = m.

Òàêàÿ ïîäñòàíîâêà îáîçíà÷àåòñÿ σ = [i1, . . . , im]. ×èñëî m íàçûâàåòñÿ äëèíîé öèêëà.

Öèêë äëèíû 2 � ýòî òðàíñïîçèöèÿ. Çàïèñü σ = [i1, . . . , im] íå åäèíñòâåííà. ßñíî, ÷òî
[i1, . . . , im] = [i2, . . . , im, i1] = [i3, . . . , im, i1, i2] è ò. ä.

Öèêëû σ = [i1, . . . , im] è ϕ = [j1, . . . , jl] íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè M(σ) ∩
M(ϕ) = ∅.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñè-
ìûõ öèêëîâ σ = σ1 ◦ · · ·σl. Ýòî ïðîèçâåäåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà
ìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ â M(σ). Ïóñòü
i1 ∈ M(σ) � ïîäâèæíûé ýëåìåíò. Ïîëîæèì ik := σk−1(i1). Òàêèì îáðàçîì, ik+1 = σ(ik).
Âñå ýëåìåíòû i1, i2, · · · ∈ Ωn íå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó ik+r = ik äëÿ íåêîòîðûõ
k, r ∈ N. Âûáåðåì k, r ∈ N � òàê, ÷òî r � íàèìåíüøåå, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ.
Òîãäà äëÿ âñå ÷èñëà i1, . . . , ir ðàçëè÷íû è

ir+1 = σr(i1) = σ−(k−1)(σk−1+r(i1)) =

= σ−(k−1)(ik+r) = σ−(k−1)(ik) = σ−(k−1)(σk−1(i1)) = i1.

Ïîëîæèì σ1 := [i1, . . . , ir] è σ
′ = σ ◦ σ−11 . Èìååì

σ′(ik) =

{
σ(ir) = i1 ïðè k = 1,

σ(ik−1) = ik ïðè k = 2, . . . , r

ò.å. ik ∈ F (σ′) k = 1, . . . , r− 1. Åñëè æå j /∈ {i1, . . . , ir}, òî σ′(j) = σ(j). Òàêèì îáðàçîì,
M(σ) = M(σ′) ∪M(σ1) è M(σ′) ∩M(σ1) = ∅. Åäèíñòâåííîñòü!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó Π = (i1, . . . , ik, . . . , il, . . . , in). Ïî îïðåäåëåíèþ
ïåðåñòàíîâêè ik 6= il ïðè k 6= l. Ïóñòü k < l. Åñëè ik > il, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ýëåìåíòû ik è il îáðàçóþò èíâåðñèþ. ×åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè íàçîâåì ÷åòíîñòü îáùåãî
÷èñëà èíâåðñèé.

Ïðèìåð. Ïóñòü 1 ≤ i < j ≤ n. ×èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå

(1, 2, . . . i− 1, j, i+ 1, . . . , j − 1, i, j + 1, . . . , n− 1, n)

ðàâíî j − i+ 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
j−i−1

= 2(j − i)− 1. Ïîýòîìó ïåðåñòàíîâêà � íå÷åòíàÿ.

Ëåììà. ×åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè ìåíÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè òðàíñïîçèöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Π = (i1, . . . , in), ïóñòü τ = [a, b], a 6= b. ßñíî, ÷òî a = ik, b = il
äëÿ íåêîòîðûõ ik 6= il, k < l. Òàêèì îáðàçîì, Π = (i1, . . . , ik, . . . , il, . . . , in) è τ = [ik, il].
Òîãäà τ(Π) = (i1, . . . , il, . . . , ik, . . . , in). Îáîçíà÷èì ÷åðåç rα (ñîîòâ. sα)) ÷èñëî èíâåðñèé,
êîòîðûå îáðàçóåò ÷èñëî, ñòîÿùåå íà ìåñòå α â Π (ñîîòâ. τ(Π)) ñî âñåìè ïîñëåäóþùèìè.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé l = k+ 1. Åñëè α < k èëè α > k+ 1, òî rα = sα). Äëÿ α = k
è α = k + 1 èìååì

sk =

{
rk+1 + 1 åñëè ik < ik+1

rk+1 åñëè ik > ik+1

sk+1 =

{
rk åñëè ik < ik+1

rk − 1 åñëè ik > ik+1

Â èòîãå ïîëó÷àåì
∑
sα =

∑
rα±1. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k è l > k+1

ìû èìååì
[ik, il] = [ik, ik+1] ◦ [ik+1, il] ◦ [ik+1, ik]

è òàêèì îáðàçîì êàæäàÿ òðàíñïîçèöèÿ [ik, il] ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ íå÷åòíîãî
÷èñëà òðàíñïîçèöèé �ñîñåäíèõ� ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. ×åòíîñòüþ ïîäñòàíîâêè

σ =

(
i1 i2 · · · in−1 in
j1 j2 · · · jn−1 jn

)
íàçûâàåòñÿ ÷åòíîñòü ñóììû ÷èñëà èíâåðñèé â ïåðâîé è âòîðîé ñòðîêàõ. Ñîãëàñíî ïðåäû-
äóùåé ëåììå ÷åòíîñòü ïîäñòàíîâêè íå çàâèñèò îò âèäà çàïèñè (ïðè òðàíñïîçèöèè ñòîëá-
öîâ ìåíÿåòñÿ ÷åòíîñòü ÷èñëà èíâåðñèé â îáîèõ ñòðîêàõ). Çíàêîì σ íàçûâàåòñÿ

sgn(σ) := (−1)÷åòíîñòü (σ).

Ïðèìåð. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó òðàíñïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïîäñòàíîâ-
êîé.
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×åòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâîê. ×åòíîñòü îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè. ×èñëî ÷åòíûõ è íå÷åò-

íûõ ïîäñòàíîâîê. Ãðóïïà An. Ïîíÿòèå ïîäãðóïïû. Îïðåäåëèòåëè. Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé
ìàòðèöû. Îïðåäåëèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïðè ïîìîùè

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîëèëèíåéíûå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ïîëèëèíåé-

íîñòü è êîñîñèììåòðè÷íîñòü îïðåäåëèòåëÿ.

×åòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâîê. ×åòíîñòü îáðàòíîé ïîäñòà-
íîâêè.

Ïðåäëîæåíèå. � sgn(σ1 ◦ σ2) = sgn(σ1) sgn(σ2).

� sgn(σ−1) = sgn(σ).

Ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç An.

Ïðåäëîæåíèå. ×èñëî ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê ðàâíî ÷èñëó íå÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê è ðàâ-
íî n!/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ íå÷åòíóþ ïîäñòàíîâêó τ (íàïðèìåð, òðàíñ-
ïîçèöèþ). Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå ∀σ ∈ An τ ◦σ ∈ Sn \An. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ
îòîáðàæåíèå f : An → Sn \ An, f(σ) = τ ◦ σ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îíî áèåêòèâíî. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìíîæåñòâà An è Sn \ An ðàâíîìîùíû.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ãðóïïà An. Ïîíÿòèå ïîäãðóïïû.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îïðåäåëèòåëè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

A =

a1,1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · an,n


25



Àëãåáðà-I

Åå îïðåäåëèòåëåì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

|A| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n).

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 2. Òîãäà Sn ñîñòîèò èç äâóõ ïîäñòàíîâîê: òîæäåñòâåííîé ε è òðàíñ-
ïîçèöèè τ = [1, 2]. Ïîýòîìó

|A| =
∣∣∣∣a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

∣∣∣∣ = sgn(ε) a1,ε(1)a2,ε(2) + sgn(τ) a1,τ(1)a2,τ(2)

= a1,1a2,2 − a1,2a2,1.

Ïðèìåð. Ìàòðèöà A = (ai,j) íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé, åñëè ai,j = 0 ïðè i > j è
îíà íàçûâàåòñÿ íèæíåòðåóãîëüíîé, åñëè ai,j = 0 ïðè i < j. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè A = (ai,j)
� âåðõíåòðåóãîëüíàÿ (íèæíåòðåóãîëüíàÿ) ìàòðèöà, òî

|A| = a1,1a2,2 · · · an,n.

Äåéñòâèòåëüíî, â ôîðìóëå äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ÷ëåí a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n) îòëè÷åí îò íóëÿ
òîëüêî åñëè σ(i) ≥ i ∀i. Îòñþäà σ(n) = n è ïîýòîìó σ(n−1) 6= n. Òîãäà σ(n−1) = n−1 è
ò. ä. Ïîëó÷èì, ÷òî åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íîé ïîäñòàíîâêå.

Òåîðåìà. |A| = |AT|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî(
σ(1) σ(2) · · · σ(n)

1 2 · · · n

)
=

(
1 2 · · · n

σ−1(1) σ−1(2) · · · σ−1(n)

)
Ïîýòîìó

|AT| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aT1,σ(1)a
T
2,σ(2) · · · aTn,σ(n) =

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1),1aσ(2),2 · · · aσ(n),n =

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ−1)a1,σ−1(1)a2,σ−1(2) · · · an,σ−1(n) =

=
∑
τ∈Sn

sgn(τ)a1,τ(1)a2,τ(2) · · · an,τ(n) = |A|.

Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé.

Òåîðåìà. Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A îäíèì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì. Òîãäà
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(I) |A′| = |A|;

(IIi,λ) |A′| = λ|A|;

(III) |A′| = −|A|.

Äîêàçàòåëüñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ôóíêöèÿ F (X1, . . . , XN) îò íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíîé, åñëè
ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ëþáîé ïåðåìåííîé Xi çíà÷åíèÿ λ

′X ′i + λ′′X ′′i , ãäå λ
′ è λ′′ � ïðî-

èçâîëüíûå ÷èñëà, ìû èìååì

F (X1, . . . , λ
′X ′i + λ′′X ′′i , . . . , XN) =

= λ′F (X1, . . . , X
′
i, . . . , XN) + λ′′F (X1, . . . , X

′′
i , . . . , XN)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A êàê ñîâîêóïíîñòü åå ñòðîê

A =

a1,1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · an,n

 = (A1, . . . , An), Ai =
(
ai,1 · · · ai,n

)
à îïðåäåëèòåëü |A| ðàññìîòðèì êàê ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ ñòðîê

|A| = |A1, . . . , An| = F (A1, . . . , An).

Òåîðåìà (ïîëèëèíåéíîñòü îïðåäåëèòåëÿ). Îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ïîëèëèíåéíîé ôóíê-
öèåé ñâîèõ ñòðîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ai = λ′A′i + λ′′A′′i , ãäå

A′i =
(
a′i,1 a′i,2 . . . a′i,n

)
A′′j =

(
a′′i,1 a′′i,2 . . . a′′i,n

)
Òàêèì îáðàçîì, ai,j = λ′a′i,j + λ′′a′′i,j ∀j. Ïîýòîìó

|A| =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · ai,σ(i) · · · an,σ(n) =

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · (λ′a′i,σ(i) + λ′′a′′i,σ(i)) · · · an,σ(n) =

= λ′
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · a′i,σ(i) · · · an,σ(n)+

λ′′
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1,σ(1) · · · a′′i,σ(i) · · · an,σ(n) = λ′|A′|+ λ′′|A′′|,

ãäåA′ (ñîîòâ.A′′) � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñòðîêA1, . . . , A
′
i, . . . , An (ñîîòâ.A1, . . . , A

′′
i , . . . , An).
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Ôóíêöèÿ F (X1, . . . , XN) îò íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé,
åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå äâóõ ëþáûõ ïåðåìåííûõ Xi è Xi, i 6= j ôóíêöèÿ ìåíÿåò çíàê:

F (X1, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , XN) =

= −F (X1, . . . , Xj, . . . , Xi, . . . , XN).

Ëåììà. Åñëè F (X1, . . . , XN) � ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî F (X1, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , XN) =
0 ïðè Xi = Xi, ∀i, j, i 6= j, òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Òåîðåìà (êîñîñèììåòðè÷íîñòü îïðåäåëèòåëÿ). Îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåò-
ðè÷åñêîé ôóíêöèåé ñâîèõ ñòðîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ai = Aj, ò.å. ai,k = aj,k äëÿ ëþáîãî k, ãäå i < j. Äîêàæåì, ÷òî
|A| = 0. Ðàçîáü¼ì âñå ïîäñòàíîâêè èç Sn íà (íåïåðåñåêàþùèåñÿ) ïàðû

σ σ′ = σ ◦ [i, j]

Òàê êàê ai,σ(i) = aj,σ(i) è aj,σ(j) = ai,σ(j), òî ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû â ôîðìóëå äëÿ îïðå-
äåëèòåëÿ

sgn(σ)a1,σ(1) · · · ai,σ(i) · · · aj,σ(j) · · · an,σ(n)
− sgn(σ)a1,σ(1) · · · ai,σ(j) · · · aj,σ(i) · · · an,σ(n)

ñîêðàùàþòñÿ.
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Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ (êàê ïîëèëèíåéíîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìû).

Îïðåäåëèòåëü ñ óãëîì íóëåé. Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå (è ôàëüøèâîå ðàçëîæåíèå).

Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Òåîðåìà Êðàìåðà.

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ (êàê ïîëèëèíåéíîé êî-
ñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìû)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îïðåäåëèòåëü ñ óãëîì íóëåé

Ãîâîðÿò, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

A =

a1,1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · an,n


èìååò íèæíèé óãîë íóëåé åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ k ≤ n èìååì ai,j ïðè i > k, j ≤ k.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöà ñ âåðõíèì óãëîì íóëåé. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ñ
íèæíèì óãëîì íóëåé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

(*) A =

(
A1 B
0 A2

)
ãäå A1 è A2 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ k × k è (n− k)× (n− k), ñîîòâåòñòâåííî,
B � ìàòðèöà ðàçìåðà k × (n− k), à 0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà (n− k)× k.

Òåîðåìà. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñ íèæíèì óãëîì íóëåé, çàïèñàííàÿ êàê âûøå. Òîãäà
|A| = |A1||A2|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ìàòðèöó A1 (ñîîòâ. A2) ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ñòðîê òèïà (I) ê ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå A′1 (ñîîòâ. A

′
2). Òîãäà |A1| = |A′1| è |A2| = |A′2|.

Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç A âûïîëíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ñòðîê (ò.å. íàä ïåðâûìè k ñòðîêàìè ìàòðèöû A ìû âûïîëíÿåì òå æå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, ÷òî è íàä ñòðîêàìè A1, à íàä ñëåäóþùèìè n − k ñòðîêàìè ìàòðèöû A ìû
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âûïîëíÿåì òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è íàä ñòðîêàìè A2). Òîãäà |A′| = |A| è ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî |A′| = |A′1||A′2|. ßñíî, ÷òî

A′ =

(
A′1 B′

0 A′2

)
Ìàòðèöû A′1 è A′2 � òðåóãîëüíûå (íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò íóëè) è òàêîâîé æå
ÿâëÿåòñÿ A′. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî |A′| = |A′1||A′2| ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îïðåäåëèòåëü
òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ íà åå äèàãîíàëè.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñ âåðõíèì óãëîì íóëåé, çàïèñàííàÿ â âèäå

A =

(
A1 0
B A2

)
Òîãäà |A| = |A1||A2|.

Ïóñòü A = (ai,j) � n ×m-ìàòðèöà. Ìèíîðîì ïîðÿäêà r (ãäå 1 ≤ r ≤ n è 1 ≤ r ≤ m)
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû èç ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè íåêîòîðûõ r
ñòðîê è r ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Åñëè òåïåðü A = (ai,j) � n×n-ìàòðèöà, òî ÷åðåç Mi,j ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ìèíîð ïîðÿäêà n − 1, ïîëó÷åííûé èç A âû÷åðêèâàíèåì i-îé ñòðîêè
è j-îãî ñòîëáöà. Â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ê ýëåìåíòó ai,j íàçûâàåòñÿ
÷èñëî Ai,j := (−1)i+jMi,j.

Òåîðåìà (ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå).

n∑
j=1

ai,jAk,j = 0 ïðè k 6= i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = (ai,1, . . . , ai,n) � i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû è ïóñòü Sj = (0, . . . , ai,j, . . . , 0).
Òîãäà S =

∑
Si. Ïóñòü Bj � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A çàìåíîé S íà Sj. Ñîãëàñíî ñâîé-

ñòâó ïîëèëèíåéíîñòè |A| =
∑
|Bj|, ãäå

|Bj| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 · · · a1,j · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 · · · a1,j · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · an,j · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i+j−2

∣∣∣∣∣∣∣∣
ai,j 0 · · · 0
a1,1 a1,2 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . .
an,1 an,2 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ïîñëåäíèé îïðåäåëèòåëü èìååò âåðõíèé óãîë íóëåé. Ïîýòîìó |Bj| = (−1)i+jMi,j.

Òåîðåìà (ôàëüøèâîå ðàçëîæåíèå ïî ñòðîêå).

|A| =
n∑
j=1

ai,jAi,j
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A′ = (a′r,j), ãäå a′r,j =

{
ar,j ïðè r 6= k

ai,j ïðè r = k

Ìû â ìàòðèöå A çàìåíèëè k-óþ ñòðîêó íà i-þ. Òàêèì îáðàçîì, â A′ ñòðîêè ñ íîìåðàìè
k è i ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó |A′| = 0. Ðàçëàãàÿ A′ ïî k-é ñòðîêå ïîëó÷èì

0 = |A′| =
n∑
j=1

a′k,jA
′
k,j =

n∑
j=1

ai,jAk,j.

Òåîðåìà (Òåîðåìà Êðàìåðà ). Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
a1,1x1 + · · ·+ a1,n = b1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an,1x1 + · · ·+ an,n = bn

Ïîëîæèì

∆ :=

∣∣∣∣∣∣
a1,1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣ ∆i :=

∣∣∣∣∣∣
a1,1 · · · b1 · · · a1,n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · bn · · · an,n

∣∣∣∣∣∣
Òîãäà

(1) ñèñòåìà ñîâìåñòíà è îïðåäåëåíà ⇐⇒ ∆ 6= 0,

(2) åñëè ∆ 6= 0, òî ðåøåíèå ñèñòåìû èìååò âèä xi = ∆i/∆.

Äîêàçàòåëüñòâî. (2) Ïîëîæèì αj := ∆j/∆. Òîãäà

n∑
j=1

ai,jαj =
1

∆

n∑
j=1

ai,j∆j =
1

∆

n∑
j=1

ai,j

n∑
k=1

bkAk,j =

=
1

∆

n∑
k=1

bk

n∑
j=1

ai,jAk,j =
bi∆

∆
= bi

ïîñêîëüêó
n∑
j=1

ai,jAk,j =

{
∆ åñëè k = i

0 åñëè k 6= i

Òàêèì îáðàçîì, ∆ 6= 0 =⇒ ñèñòåìà ñîâìåñòíà è xi = ∆i/∆ � ðåøåíèå.
(1) Ïðèâåäåì ìàòðèöó ñèñòåìû ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ê ñòóïåí-

÷àòîìó âèäó: a1,1 · · · a1,n b1
. . . . . . . . . . . . . . . . .
an,1 · · · an,n bn

 7−→
a′1,1 · · · a′1,n b′1
. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 · · · a′n,n b′n


ßñíî, ÷òî ∆ 6= 0 ⇐⇒ ∆′ 6= 0 ⇐⇒ a′i,i 6= 0 äëÿ ëþáîãî i ⇐⇒ ñèñòåìà ñîâìåñòíà è
îïðåäåëåíà.
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Òåîðåìà (Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà ).

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 a21 · · · an−11

1 a2 a22 · · · an−12

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an a2n · · · an−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤j<i≤n

(ai − aj).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. n = 2: ∆2 = a2 − a1. Øàã èíäóêöèèè.

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 − an a21 − a1an · · · an−11 − an−21 an
1 a2 − an a22 − a2an · · · an−12 − an−22 an
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an−1 − an a2n−1 − an−1an · · · an−1n−1 − an−2n−1an
1 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 − an a21 − a1an · · · an−11 − an−21 an
a2 − an a22 − a2an · · · an−12 − an−22 an
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1 − an a2n−1 − an−1an · · · an−1n−1 − an−2n−1an

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (−1)n+1(a1 − an)(a2 − an) · · · (an−1 − an)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 · · · an−21

1 a2 · · · an−22

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 an−1 · · · an−2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (an − a1)(an − a2) · · · (an − an− 1)∆n−1.
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Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Åäèíèöû è îáðàòíûå ýëåìåíòû â àñ-

ñîöèàòèâíîì êîëüöå (åäèíñòâåííîñòü). Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû. Ôîðìóëà

äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû. Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé. Äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå. Äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå ìàòðèö.

Ëåììà. (1) Åñëè |A| 6= 0, òî A = U1 · · ·Um, ãäå U1, . . .Um � ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû.

(2) Åñëè |A| = 0, òî A = U1 · · ·UmA′, ãäå A′ � ìàòðèöà ñ íóëåâîé ñòðîêîé, à U1,
. . .Um � ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû.

Ëåììà. Åñëè U � ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà, òî

|U · A| = |U | · |A|.

Ñëåäñòâèå. Åñëè U1, . . .Um � ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû, òî

|U1 · · ·Um · A| = |U1 · · ·Um| · |A|.

Òåîðåìà. Ïóñòü A, B ∈ Matn(k). Òîãäà |A| · |B| = |A ·B|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |A| = 0. Çàïèøåì A = U1 · · ·UmA′, ãäå A′ � ìàò-
ðèöà ñ íóëåâîé ñòðîêîé, à U1, . . .Um � ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû. Òîãäà A′B òàêæå èìååò
íóëåâóþ ñòðîêó. Çíà÷èò

|A ·B| = |(U1 · · ·Um · A′) ·B| = |U1 · · ·Um| · |A′ ·B| = 0 = |A| · |B|.

Ïóñòü |A| 6= 0. Òîãäà A = U1 · · ·Um, ãäå U1, . . .Um � ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû è

|A ·B| = |(U1 · · ·Um) ·B| = |U1 · · ·Um| · | ·B| = |A| · |B|.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � àññîöèàòèâíîå êîëüöî.

(1) Åñëè åäèíè÷íûé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò, òî îí åäèíñòâåííûé.

(2) Åñëè äëÿ a ∈ R ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò, òî îí åäèíñòâåííûé.

(3) Åñëè ýëåìåíò a ∈ R îáðàòèì, òî îí íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåì íóëÿ.

(4) Åñëè ýëåìåíò a ∈ R îáðàòèì, òî ýëåìåíò a−1 îáðàòèì è (a−1)−1 = a.

(5) Åñëè ýëåìåíòû a, b ∈ R îáðàòèìû, òî ýëåìåíò b ·a îáðàòèì è (b ·a)−1 = a−1 ·b−1.
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Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöåé ê ìàòðèöå A = (ai,j) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Â = (âi,j), ãäå
âi,j = Aj,i. Òàêèì îáðàçîì,

Â =

A1,1 · · · An,1
. . . . . . . . . . . . . . .
A1,n · · · An,n


Òåîðåìà (Ôîðìóëà äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû). Ïóñòü A ∈ Matn(k). Åñëè |A| 6= 0, òî
îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò è A−1 = 1

|A|Â.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A · Â = (ci,j). Òîãäà

ci,j =
n∑
k=1

ai,kâk,j =
n∑
k=1

ai,kAj,k =

{
|A| åñëè i = j,

0 åñëè i 6= j.

Òàêèì îáðàçîì, A · Â = |A|E. Àíàëîãè÷íî, Â · A = |A|E.

Ñëåäñòâèå (Êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû). |A| 6= 0 ⇐⇒ ∃A−1.

Ïðèìåð. Ïóñòü A =

(
a b
c d

)
. Òîãäà

A =

(
d

ad−bc
−b

ad−bc
−c

ad−bc
a

ad−bc

)
.

Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Çàìå÷àíèå. Ìàòðèöà îáðàòíàÿ ê ýëåìåíòàðíîé � òàêæå ýëåìåíòàðíàÿ: Ui,j,λ·Ui,j,−λ = E,
Ui,λ · Ui,λ−1 = E, Ui,j · Ui,j = E.

Òåîðåìà (äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå ìàòðèö). Ïóñòü A ∈ Matn(k), A 6= 0. Ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) |A| = 0,

(2) A � ëåâûé äåëèòåëü íóëÿ â Matn(k),

(3) A � ïðàâûé äåëèòåëü íóëÿ â Matn(k),

(4) íå ñóùåñòâóåò îáðàòíîé ìàòðèöû ê A.

Ìàòðèöû, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (1) =⇒ (2) Ïóñòü |A| = 0. Ïî òåîðåìå Êðàìåðà ñóùåñòâóåò ñòîëáåö X
òàêîé, ÷òî A ·X = 0. Ïóñòü B ∈ Matn(k) � ìàòðèöà ó êîòîðîé ïåðâûé ñòîëáåö ñîâïàäàåò
ñ X, à îñòàëüíûå ñòîëáöû � íóëåâûå. Òîãäà A ·B = 0.

(1) =⇒ (3) Ïóñòü |A| = 0. Òîãäà |AT| = 0 è AT � ëåâûé äåëèòåëü íóëÿ, ò.å. AT ·B = 0.
Îòñþäà BT · A = 0.

(2)=⇒ (4) Èíà÷å A ·B = 0, 0 = A−1 · A ·B = B.
(3) =⇒ (4) Àíàëîãè÷íî.
(4) =⇒ (1) Èíà÷å |A| 6= 0 è îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò ïî ôîðìóëå äëÿ îáðàòíîé

ìàòðèöå.

Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòàðíûõ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ëåêöèÿ 7

Íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû. Ãðóïïû GLn(R) è SLn(R). Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíàÿ çà-

âèñèìîñòü. Êðèòåðèé íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû. Áàçèñ. Êîîðäèíàòû. Ëåììà î ëèíåéíîé çà-

âèñèìîñòè. Ñëåäñòâèÿ.

Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî V , à
êîòîðîì çàäàíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ V ìåæäó ñîáîé

∀v, w ∈ V , çàäàí ýëåìåíò v + w ∈ V

è îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ k íà ýëåìåíòû V

∀λ ∈ k ∀v ∈ V , çàäàí ýëåìåíò λv ∈ V ,

òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(I) (1) v + (w + u) = (v + w) + u, ∀v, w, u ∈ V ;
(2) ∃0 ∈ V v + 0 = 0 + v = v, ∀v ∈ V ;
(3) ∀v ∈ V ∃ − v ∈ V v + (−v) = (−v) + v = 0;

(4) v + w = w + v, ∀v, w ∈ V .

(II) (1) (α + β)v = αv + βv, ∀v ∈ V , ∀α, β ∈ k;
(2) α(v + w) = αv + αw , ∀v, w ∈ V , ∀α ∈ k;
(3) (αβ)v = α(βv), ∀v ∈ V , ∀α, β ∈ k;
(4) 1 · v = v, ∀v ∈ V .

Ïðè ýòîì ýëåìåíòû V íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè, à ýëåìåíòû k � ñêàëÿðàìè.

Çàìå÷àíèå. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì.

� Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ V óðàâíåíèå a + x = b èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

� Íóëåâîé ýëåìåíò 0 ∈ V åäèíñòâåíåí.

� Äëÿ ëþáîãî a ∈ V ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò −a åäèíñòâåíåí.
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� Äëÿ ëþáîãî a ∈ V èìååì 0a = 0. Äåéñòâèòåëüíî, a + 0a = 1a + 0a = (1 + 0)a =
1a = a.

� Äëÿ ëþáîãî α ∈ k èìååì α0 = 0. Äåéñòâèòåëüíî, α0 + αa = α(0 + a) = αa.

Ïðèìåðû. (1) V = {0}.

(2) Ïóñòü Rn = {(α1, . . . , αn)} � ìíîæåñòâî ñòðîê äëèíû n, ãäå αi ∈ R. Ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå íà ÷èñëà � ïîêîìïîíåíòíûå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ Qn . . .

(3) ìíîæåñòâî Matn,m(k) âñåõ n×m-ìàòðèö;

(4) ãåîìåòðè÷åñêèå âåêòîðû â äâóìåðíîì (ñîîòâ. òðåõìåðíîì) ïðîñòðàíñòâå;

(5) ìíîæåñòâî âñåõ (áåñêîíå÷íûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé an;

(6) ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a1, . . . , am ∈ V è ïóñòü α1, . . . , αm ∈ k. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
âåêòîðîâ a1, . . . , am ∈ V ñ êîýôôèöèåíòàìè α1, . . . , αm ∈ k íàçûâàåòñÿ α1a1+· · ·+αmam ∈
V . Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè α1 = · · · = αm = 0.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðû a1, . . . , am ∈ V íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè èõ íåêî-
òîðàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà íóëþ: α1a1+· · ·+αmam = 0, ãäå αi 6= 0
äëÿ íåêîòîðîãî i. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Ýòî
óñëîâèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� α1a1 + · · · + αmam = 0 =⇒ α1 = · · · = αm = 0 (åñëè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðàâíà
íóëþ, òî îíà òðèâèàëüíà).

Ïðèìåðû. (1) Îäèí âåêòîð a1 ëèíåéíî çàâèñèì ⇐⇒ a1 = 0.

(2) Åñëè ai = 0, òî ñèñòåìà a1, . . . , am ëèíåéíî çàâèñèìà.

(3) Äâà âåêòîðà a1, a2 ëèíåéíî çàâèñèìû ⇐⇒ îíè ïðîïîðöèîíàëüíû: èëè a1 = λa2

èëè a2 = λa1 äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ k.

Çàìå÷àíèå. (1) Åñëè ïîäñèñòåìà {ai1 , . . . , aik} ⊂ {a1, . . . , am} ëèíåéíî çàâèñèìà, òî è
âñÿ ñèñòåìà {a1, . . . , am} ëèíåéíî çàâèñèìà.

(2) Åñëè ñèñòåìà {a1, . . . , am} ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî è ëþáàÿ åå ïîäñèñòåìà {ai1 , . . . , aik} ⊂
{a1, . . . , am} ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Ïðåäëîæåíèå. Ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , am ∈ V ëèíåéíî çàâèñèìà ⇐⇒ íåêîòîðûé
åå âåêòîð aj âûðàæàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îñòàëüíûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Òåîðåìà (Êðèòåðèé íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû). Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà.
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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(1) A íåâûðîæäåíà;

(2) ñòîëáöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû;

(3) ñòðîêè A ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A1, . . . , An � ñòîëáöû ìàòðèöû. Çàïèøåì óñëîâèå ëèíåéíîé çà-
âèñèìîñòè λ1A1 + · · ·+ λnAn = 0, ãäå λi ∈ k, à 0 � íóëåâîé ñòîëáåö. Óñëîâèå ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â âèäå

A ·

λ1...
λn

 =

0
...
0


Ýòî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïî òåîðåìå Êðàìåðà |A| 6= 0⇐⇒ ñèñòåìà
îïðåäåëåíà (ò.å. λ1 = · · · = λn = 0 � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå) ⇐⇒ ñòîëáöû A1, . . . , An
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ýòî äîêàçûâàåò (1) ⇐⇒ (2). Òàê êàê |A| = |AT|, òî àíàëîãè÷íî
ïîëó÷àåì (1) ⇐⇒ (3).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü M ⊂ V � ëþáîå ïîäìíî-
æåñòâî (ñèñòåìà âåêòîðîâ). Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû e1, . . . , em ∈ M îáðàçóþò áàçèñ M ,
åñëè

(1) âåêòîðû e1, . . . , em ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

(2) äëÿ ëþáîãî v ∈M âåêòîðû v, e1, . . . , em ëèíåéíî çàâèñèìû.

Áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ áàçèñ M = V .

Çàìå÷àíèå. Ýëåìåíòû e1, . . . , em ∈ M îáðàçóþò áàçèñ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1) è (2)′:

(2)′ ëþáîé âåêòîð v ∈M ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç e1, . . . , em.

Çàìå÷àíèå. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî áàçèñû èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

Çàìå÷àíèå. Áàçèñ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð. Â ïðîñòðàíñòâå Rn èìååòñÿ ñòàíäàðòíûé áàçèñ e1, . . . , en, ãäå ei = (0, . . . , 1
↑
i

, . . . , 0).

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü e1, . . . , em ∈M � áàçèñ. Òîãäà ëþáîé âåêòîð v ∈M îäíîçíà÷íî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç e1, . . . , em. Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ êîîðäè-
íàòàìè âåêòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Òåîðåìà (ëåììà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè). Ïóñòü âåêòîðû v1, . . . ,vn ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû è ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðû w1, . . . ,wm. Òîãäà n ≤ m.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > m. Çàïèøåì

vj = α1,jw1 + · · ·+ αm,jwm.

Òîãäà
n∑
j=1

λjvj =
n∑
j=1

λj

(
m∑
i=1

αi,jwi

)
=

m∑
i=1

(
n∑
j=1

αi,jλj

)
wi.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

n∑
j=1

αi,jλj = 0, i = 1, . . .m.

îòíîñèòåëüíî λ1, . . . , λn. Òàê êàê ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ìåíüøå ÷èñëà óðàâíåíèé, òî ñèñòåìà
èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òàêîå, ÷òî

∑n
j=1 λjvj = 0.

Ñëåäñòâèå. Ëþáîé áàçèñ M ⊂ V ñîäåðæèò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Áîëåå
òî÷íî, åñëè w1, . . . ,wm � áàçèñ M , òî ëþáàÿ ñèñòåìà èç n âåêòîðîâ v1, . . . ,vn ∈ M
ïðè n > m ëèíåéíî çàâèñèìà. Åñëè æå v1, . . . ,vn òàêæå îáðàçóþò áàçèñ M , òî m = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåêòîðû v1, . . . ,vn ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåçw1, . . . ,wm. Åñëè v1, . . . ,vn
ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ïî ëåììå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè n ≤ m. Åñëè æå v1, . . . ,vn
îáðàçóþò áàçèñ, òî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì m ≤ n.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè M ⊂ V � ëþáîå ïîäìíîæåñòâî, òî ðàíãîì M (îáîçíà÷àåòñÿ rkM)
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ áàçèñà (åñëè êîíå÷íûé áàçèñ ñóùåñòâóåò). Ðàíãîì ñòîëá-
öîâ ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ðàíã ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ (êàê ñèñòåìû âåêòîðîâ Rn). Ðàíãîì
ñòðîê ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ðàíã ñèñòåìû åå ñòðîê*. Ðàçìåðíîñòüþ� ïðîñòðàíñòâà V
(îáîçíà÷àåòñÿ dimV ) íàçûâàåòñÿ ðàíã M = V .

Çàìå÷àíèå. Åñëè M ⊂ V , òî rkM ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
âåêòîðîâ v1, . . . ,vn ∈M .

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü dimV = n. Òîãäà ñèñòåìà èç m âåêòîðîâ â V ëèíåéíî çàâèñèìà
ïðè m > n.

Ñëåäñòâèå. Åñëè âñå âåêòîðû ñèñòåìû M ⊂ V ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðû
ñèñòåìû M ′ ⊂ V , òî rkM ≤ rkM ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v1, . . . ,vn � áàçèñ M , à v′1, . . . ,v
′
m � áàçèñ M ′. Ïî óñëîâèþ

âåêòîðû v1, . . . ,vn ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðû M ′, à ëþáîé âåêòîð M ′ ëèíåé-
íî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç v′1, . . . ,v

′
m. Ñëåäîâàòåëüíî, v1, . . . ,vn ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

v′1, . . . ,v
′
m. Ïî ëåììå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè n ≤ m.

*Ïîçæå ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû ðàíãè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñîâïàäàþò.
�Òåðìèí ðàíã óïîòðåáëÿåòñÿ â îòíîøåíèè ïîäìíîæåñòâà (÷àùå âñåãî êîíå÷íîãî) M ⊂ V . Òåðìèí

ðàçìåðíîñòü óïîòðåáëÿåòñÿ òîëüêî â îòíîøåíèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü dimV = n, M ⊂ V è ïóñòü e1, . . . , ek ∈M � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå
âåêòîðû. Òîãäà e1, . . . , ek ∈M ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ M âåêòîðû e1,. . . , ek, x ëèíåéíî çàâèñèìû, òî
e1, . . . , ek � áàçèñ M . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò x ∈ M òàêîé, ÷òî âåêòîðû e1,. . . ,
ek, x ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîëàãàåì ek+1 = x è ïðîäîëæàåì ïðîöåññ. Ïðîöåññ îáîðâåòñÿ
ïîñêîëüêó ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ íå ïðåâîñõîäèò n.

Ñëåäñòâèå. ÏóñòüW ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà dimW ≤
dimV è åñëè dimW = dimV , òî W = V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ (ïîëàãàåìM ′ =
V , M = W ).

Ïóñòü dimW = dimV . Äîêàæåì�, ÷òî W = V . Ïóñòü v1, . . . ,vn � áàçèñ V è ïóñòü
w1, . . . ,wn � áàçèñ W . Òàê êàê wi ∈ V , òî ìû ìîæåì çàïèñàòü

wi =
n∑
j=1

ai,jvj.

Åñëè ìàòðèöà A = (ai,j) âûðîæäåíà, òî åå ñòðîêè ëèíåéíî çàâèñèìû:
∑n

i=1 λiai,j = 0
∀j. Íî òîãäà

n∑
i=1

λiwi =
n∑
i=1

λi

(
n∑
j=1

ai,jvj

)
=

n∑
j=1

(
n∑
i=1

λiai,j

)
vj = 0.

Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà A = (ai,j) íåâûðîæäåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1 = (bi,j). Èìååì

n∑
i=1

bk,jwi =
n∑
i=1

bk,i

(
n∑
j=1

ai,jvj

)
=

=
n∑
j=1

(
n∑
i=1

bk,iai,j

)
vj =

n∑
j=1

δk,jvj = vk.

ò.å. vk ∈ W ∀k. Ïîýòîìó V ⊂ W .

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà w1, . . . ,wn ∈ W ⊂ V ìîæåò áûòü äîïîëíåíà äî áàçèñà
V . Òàê êàê dimV = n, òî w1, . . . ,wn � óæå áàçèñ V . Ñëåäîâàòåëüíî, V ⊂ W .

�Èìååòñÿ êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî (ñì. íèæå)
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Ëåêöèÿ 8

Ðàíã ìàòðèöû. Ðàíã ñóììû ìàòðèö. Òåîðåìà î ðàíãå. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà. Ðàíã ïðî-

èçâåäåíèÿ ìàòðèö. Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé. Çàäàíèå ïîäïðîñòðàíñòâà

ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà (Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû). Ðàíã ñèñòåìû ñòðîê ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó ñè-
ñòåìû åå ñòîëáöîâ è ðàâåí íàèâûñøåìó ïîðÿäêó îòëè÷íîãî îò íóëÿ ìèíîðà.

Ëåììà. Ðàíã (ñèñòåìû ñòðîê) ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèÿõ ñòðîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A îäíèì ýëåìåíòàðíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì ñòðîê. Òîãäà ñòðîêà ìàòðèöû A′ ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòðîêè ìàò-
ðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî, rkA′ ≤ rkA. Ïðåîáðàçîâàíèå A 7→ A′ îáðàòèìî, ïîýòîìó
rkA ≤ rkA′.

Ëåììà. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê ìàòðèöû ëèíåéíûå çàâèñèìîñòè
(íåçàâèñèìîñòè) ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ íå ìåíÿþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (ai,j) � n × m-ìàòðèöà è ïóñòü A1, . . . , Am � åå ñòîëáöû.
Ïóñòü ìàòðèöàA′ = (a′i,j) ïîëó÷åíà èç ìàòðèöûA îäíèì ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ñòðîê è ïóñòüA′1, . . . , A

′
m � ñòîëáöûA′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü∑m

j=1 λjAj = 0. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå n ðàâåíñòâ

(*)
m∑
j=1

λjai,j = 0, i = 1, . . . , n.

Ïóñòü, íàïðèìåð, A 7→ A′ � ïðåîáðàçîâàíèå òèïà (I), ò.å.

a′i,j =

{
ai,j ïðè i 6= i0

ai0,j + µai1,j ïðè i = i0

äëÿ íåêîòîðûõ i0 6= i1 è µ. Òîãäà ðàâåíñòâî (*) ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ a′i,j ïðè i 6= i0, à äëÿ
i = i0 îíî äàåò íàì

0 =
m∑
j=1

λjai0,j =
m∑
j=1

λj(a
′
i0,j
− µai1,j) =

m∑
j=1

λja
′
i0,j
− µ

m∑
j=1

ai1,j

43
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Ïîñêîëüêó âòîðîé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, òî
∑m

j=1 λja
′
i0,j

= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
∑m

j=1 λjA
′
j = 0.

Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòîëáöû Ai1 , . . . , Air ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñòîëáöû Ai1 , . . . , Air ëèíåéíî çàâèñèìû, òî èç îáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ
A 7→ A′ ìû ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ñòîëáöîâ Ai1 , . . . , Air .

Ñëåäñòâèå. Ðàíã ñèñòåìû ñòîëáöîâ ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ ñòðîê.

Ëåììà. Ïóñòü â ìàòðèöå A ìèíîð, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê i1, . . . , ir è ñòîëá-
öîâ j1, . . . , jr, îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè (ñ íîìåðàìè i1, . . . , ir)
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òî æå âåðíî äëÿ ñòîëáöîâ (ñ íîìåðàìè j1, . . . , jr).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ íåâûðîæ-
äåííîñòè ìàòðèöû ñòðîêè è ñòîëáöû M ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíî
íåçàâèñèìû òàêæå è óäëèí¼ííûå ñòðîêè è ñòîëáöû.

Ëåììà. Ðàíã ñèñòåìû ñòðîê ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû A = (ai,j) ðàâåí ðàíãó ñèñòåìû
åå ñòîëáöîâ è ðàâåí ÷èñëó åå íåíóëåâûõ ñòðîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1,j1 , . . . , ar,jr � ëèäåðû ñòðîê, ãäå j1 < j2 < · · · < jr è r �
÷èñëó íåíóëåâûõ ñòðîê. Òîãäà ìèíîð, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê 1, . . . , r è ñòîëáöîâ
j1, . . . , jr, îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå íåíóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî
íåçàâèñèìû è ïîýòîìó ðàíã ñèñòåìû ñòðîê A ðàâåí r. Äàëåå, ãëàâíûå ñòîëáöû Aj1 ,. . . ,
Ajr òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äîêàæåì, ÷òî îíè îáðàçóþò áàçèñ ñèñòåìû ñòîëáöîâ.
Ïóñòü Ak � ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö ìàòðèöû A. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå Ak = λ1Aj1 + · · · + λrAjr . Ðàññìîòðèì åãî êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé îòíîñèòåëüíî λ1, . . . , λr. Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû òðåóãîëüíà è èìååò îïðåäåëèòåëü
(ðàâíûé ìèíîðó) îòëè÷íûé îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ñîâìåñòíà.

Ñëåäñòâèå. Ðàíã ñèñòåìû ñòðîê ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû à ðàíãå. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû íå ìîæåò ïðå-
âîñõîäèòü íàèâûñøåãî ïîðÿäêà îòëè÷íîãî îò íóëÿ ìèíîðà. Ïóñòü â ìàòðèöå ñòðîêè ñ
íîìåðàìè i1, . . . , ir îáðàçóþò áàçèñ ñèñòåìû ñòðîê. Äîêàæåì, ÷òî íåêîòîðûé ìèíîð ïî-
ðÿäêà r îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïóñòü A′ � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A âû÷¼ðêèâàíèåì âñåõ
ñòðîê êðîìå i1, . . . , ir. Òîãäà rkA′ = r (ïîñêîëüêó ñòðîêè A′ ëèíåéíî íåçàâèñèìû). Ïóñòü
òåïåðü ñòîëáöû ìàòðèöû A′ ñ íîìåðàìè j1, . . . , jr îáðàçóþò áàçèñ ñèñòåìû åå ñòîëáöîâ
è ïóñòü A′′ � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A′ âû÷¼ðêèâàíèåì âñåõ ñòîëáöîâ, êðîìå j1, . . . , jr.
Ñíîâà rkA′′ = r (ïîñêîëüêó ñòîëáöû A′′ ëèíåéíî íåçàâèñèìû). Ñîãëàñíî êðèòåðèþ íåâû-
ðîæäåííîñòè ìàòðèöû |A′′| 6= 0.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Òåîðåìà. rk(AB) ≤ rkA, rkB.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C := AB. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî A = (ai,j), B = (bi,j), C = (ci,j)
è ðàçìåðû ìàòðèö A, B, C � n × m, m × q è n × q, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü C1, . . . , Cq
� ñòîëáöû C è ïóñòü A1, . . . Am � ñòîëáöû A. Íà i-îì ìåñòå ñòîëáöà Cj ñòîèò ýëåìåíò
ci,j =

∑m
k=1 ai,kbk,j. Ïîýòîìó Cj =

∑m
k=1 bk,jAk. Òàêèì îáðàçîì, ñòîëáöû ìàòðèöû C

ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòîëáöû ìàòðèöû A. Ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû î ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè èìååì rkC ≤ rkA. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

rkC = rkCT = rk(BTAT) ≤ rkBT = rkB.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Òåîðåìà (Êðîíåêåðà�Êàïåëëè). Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = B ñîâìåñòíà
⇐⇒ rkA = rk(A | B).

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Ïóñòü x1 = λ1,. . . , xn = λn � ðåøåíèå. Òîãäà λ1A1 + · · · + λnAn =
B, ò.å. ñòîëáöû ìàòðèöû (A,B) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòîëáöû ìàòðèöû A. Ïî ëåììå î
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè rkA ≥ rk(A | B). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî rkA ≤ rk(A | B).
⇐ Ïóñòü rkA = rk(A | B) = r. Ïóñòü Ai1 , . . . , Air áàçèñ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Òîãäà

ýòî è áàçèñ ñòîëáöîâ ìàòðèöû (A | B). Ñëåäîâàòåëüíî, B âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòîò áàçèñ:
λi1Ai1 + · · · + λirAir = B. Ïîëàãàÿ λj = 0 ïðè j /∈ {i1, . . . , ir}, ìû ìîæåì çàïèñàòü
λ1A1 + · · ·+ λnAn = B, ò.å. (λ1, . . . , λn) � ðåøåíèå.

Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû AX = B îò n íåèçâåñòíûõ îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà B = 0, ò.å. ñèñòåìà îäíîðîäíà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ
ëþáîé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà (ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé). Ïóñòü
AX = 0 � îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ãäå X = (x1, . . . , xn)T è ïóñòü V �
ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé. Òîãäà

dimV = n− rkA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r := rkA è ïóñòü xi1 , . . . , xin−r � ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå. Âñå
íåèçâåñòíûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñâîáîäíûå:

xj =
n−r∑
k=0

bj,kxik , j = 1, . . . n.

Ïîñòðîèì áàçèñ e1, . . . , en−r ∈ V . Íàïðèìåð,
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� es = (αs1, · · · , αsn), ãäå

αsik = δk,s =

{
1 åñëè k = s,

0 åñëè k 6= s.

Îñòàëüíûå αj, j /∈ {i1, . . . , in−r} âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì âûøå. Òîãäà es ∈ V . Âåêòî-
ðû e1, . . . , en−r ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, óêîðî÷åííûå âåêòîðû e′1, . . . , e

′
n−r,

ïîëó÷åííûå èç e1, . . . , en−r âû÷åðêèâàíèåì âñåõ êîîðäèíàò, êðîìå êîîðäèíàò ñ íîìåðà-
ìè i1, . . . , in−r, èìåþò âèä e′s = (0, . . . , 1

↑
s

, . . . , 0). Ýòè âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à

ïîýòîìó ëèíåéíî íåçàâèñèìû è âåêòîðû e1, . . . , en−r. Ïóñòü v = (α1, . . . , αn) � ëþáîå ðå-
øåíèå. Ïîëîæèì w = v − (αi1e1 + · · · + αin−ren−r). Òàê êàê V � ïðîñòðàíñòâî, òî w �
ðåøåíèå. Çíà÷åíèå ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ äëÿ w ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, w = 0 è
v = αi1e1 + · · ·+ αin−ren−r.

Òåîðåìà. Ïóñòü V ⊂ Rn � m-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ñóùåñòâóåò îäíîðîäíàÿ ñè-
ñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = 0 ñ ìàòðèöåé A òàêàÿ ÷òî X ∈ V òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà AX = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè V = {0}, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü ñòîëáöû B1, . . . , Bm

ñîñòàâëÿþò áàçèñ V . Ñîñòàâèì n×m-ìàòðèöó B, â êîòîðîé B1, . . . , Bm ÿâëÿþòñÿ ñòîëá-
öàìè. Òàêèì îáðàçîì, rkB = m. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé BTY = 0,
ãäå Y � ñòîëáåö n íåèçâåñòíûõ. Ïóñòü Y = F1, . . . , Fn−m � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà
ðåøåíèé è ïóñòü F � n× (n−m)-ìàòðèöà, â êîòîðîé F1, . . . , Fn−m ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè.
Òîãäà BTF = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, FTB = 0. Ïîëàãàåì A := FT. Èìååì AB = 0 è ñòðîêè
A ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü W ⊂ Rn � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû
AX = 0. Äàëåå, ABi = 0. Ïîýòîìó AX = 0 äëÿ ëþáîãî X, ÿâëÿþùåãîñÿ ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé Bi, ò.å. äëÿ ëþáîãî X, ïðèíàäëåæàùåãî V . Ñëåäîâàòåëüíî, V ⊂ W . Òàê êàê
dimW = dimV = m, òî V = W .
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Ïîäãðóïïû. Ïîäêîëüöà. Ïîäïðîñòðàíñòâà. Ìîðôèçìû àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð(ñëó÷àé ãðóïï,

êîëåö, âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ). Èçîìîðôèçìû. Ïðèìåðû. Èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

îäíîé ðàçìåðíîñòè. ßäðî è îáðàç ãîìîìîðôèçìà.

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ îòîá-
ðàæåíèå f : V → W òàêîå, ÷òî

f(a+ b) = f(a) + f(b) f(λa) = λf(a) ∀a, b ∈ V. ∀λ ∈ R.

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : V → V âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì
îïåðàòîðîì. Èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå f : V → W , ó êîòîðîãî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå.

Òåîðåìà. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç ðàç-
ìåðíîñòè ñîâïàäàþò.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f : G → H ãðóïïû G
â ãðóïïó H òàêîå, ÷òî

f(a ◦ b) = f(a) ∗ f(b) ∀a, b ∈ G.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü f : G→ H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà

(1) f(an) = f(a)n;

(2) f(1G) = 1H ;

(3) f(a−1) = f(a)−1;

(4) åñëè ó f ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, òî îíî òîæå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì.

47
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Ïðèìåðû. (1) Îïðåäåëèòåëü det : GLn(k)→ k∗ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

(2) Çíàê ïîäñòàíîâêè sgn : Sn → {±1} ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

(3) Åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà, òî îòîáðàæåíèå f(a) = an ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
Â àáåëåâîé àääèòèâíîé ãðóïïå äëÿ ëþáîãî n ∈ Z îòîáðàæåíèå a 7→ na ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû â ñåáÿ.

(4) Ýêñïîíåíòà exp : R→ R∗, a 7→ ea ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

(5) Âçÿòèå ìîäóëÿ | · | : R∗ → R>0, z 7→ |z| ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

(6) Z→ R∗, n 7−→ an.

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçì ãðóïï f : G → H íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Èçîìîðôèçì f : G → G ãðóïïû ñ ñîáîé íàçûâàåòñÿ
àâòîìîðôèçìîì.

Ïðèìåðû. (1) òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå G→ G ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì;

(2) R+ → R>0, a 7−→ ea ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì;

(3) åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà, òî îòîáðàæåíèå f(a) = a−1 ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì;

(4) GLn(k)→ GLn(k), A 7−→ (A−1)T ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì;

(5) äëÿ ëþáîé ãðóïïû G è ýëåìåíòà a ∈ G îòîáðàæåíèå f(x) = axa−1 ÿâëÿåòñÿ àâòî-
ìîðôèçìîì. Îí íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì àâòîìîðôèçìîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî

Ker(ϕ) := {a ∈ G | ϕ(a) = 1H}

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà ãðóïï ϕ : G→ H.

Ëåììà. Ïóñòü ϕ : G → H � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà åãî ÿäðî Ker(ϕ) ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé â G, à åãî è îáðàç Im(ϕ) = ϕ(G) � ïîäãðóïïîé â H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ïåðâîå:

a1, a2 ∈ Ker(ϕ)⇐⇒ ϕ(a1) = ϕ(a2) = 1 =⇒
=⇒ ϕ(a1a

−1
2 ) = ϕ(a1)ϕ(a2)

−1 = 1⇐⇒ a1a
−1
2 ∈ Ker(ϕ).

Çàìå÷àíèå. Ãîìîìîðôèçì ϕ : G → H ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Ker(ϕ) = {1}.
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Ãîìîìîðôèçìû êîëåö

Îïðåäåëåíèå. Ãîìîìîðôèçìîì êîëåö íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ϕ : R → R1 òàêîå, ÷òî
ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b) è ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ R. Òàêèì îáðà-
çîì, ãîìîìîðôèçì êîëåö ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì èõ àääèòèâíûõ ãðóïï. Êàê îáû÷íî â
àëãåáðå, áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Èçîìîðôèçì êîëüöà íà
ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Åñëè R è R1 � êîëüöà ñ åäèíèöàìè 1 è 1′, òî îáû÷-
íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ãîìîìîðôèçì êîëåö ϕ : R → R1 åäèíèöó ïåðåâîäèò â åäèíèöó, ò.å.
ϕ(1) = 1′ (ýòî ñâîéñòâî àâòîìàòè÷åñêè íå âûïîëíÿåòñÿ).

Äëÿ ëþáîãî êîëüöà R îïðåäåëåíî óìíîæåíèå åãî ýëåìåíòà a ∈ R íà öåëîå ÷èñëî
n ∈ Z:

n · a =


a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n

åñëè n > 0,

0 åñëè n = 0,

a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
−n

åñëè n < 0.

Ýòî óìíîæåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì

(n1 + n2) · a = n1 · a+ n2 · a, n · (a1 + a2) = n · a1 + n · a2.

(ïðîâåðüòå!)

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü f : R→ S � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà

(1) f(n · an) = n · f(a);

(2) f(0R) = 0S;

(3) f(−a) = −f(a);

(4) åñëè ó f ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, òî îíî òîæå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì.

Ïðèìåðû. (1) Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî îòîáðàæåíèå

Z −→ R, n 7−→ n · 1

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

(2) Ïóñòü A � êîëüöî ÷èñëîâûõ ôóíêöèé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå M . Çàôèêñèðóåì
ýëåìåíò a ∈M . Îòîáðàæåíèå

ϕ : A −→ R, f 7−→ f(a).

ßâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
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Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî

Ker(ϕ) := {a ∈ G | ϕ(a) = 0}

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà êîëåö ϕ : R→ S.

Ëåììà. Ïóñòü ϕ : R → S � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Òîãäà åãî ÿäðî Ker(ϕ) ÿâëÿåòñÿ
ïîäêîëüöîì â R, à åãî è îáðàç Im(ϕ) = ϕ(R) � ïîäêîëüöîì â S.

Çàìå÷àíèå. Ãîìîìîðôèçì ϕ : R → S êîëåö ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà Ker(ϕ) = {0}.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïîíÿòèå àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðîé A íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ òðåìÿ îïåðàöèÿìè:
ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ A ìåæäó ñîáîé, óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ A ìåæäó ñîáîé è óìíîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ ïîëÿ k íà ýëåìåíòû A òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) A ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì;

(2) A ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä k;

(3) ∀α ∈ k ∀a, b ∈ A (αa) · b = a · (αb) = α(a · b).

Ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðà A àññîöèàòèâíà, êîììóòàòèâíà, ñ åäèíèöåé è ò. ä. åñëè òàêîâûì
ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå êîëüöî. Ãîâîðÿò, ÷òî (àññîöèàòèâíàÿ) àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé ñ äåëåíèåì, åñëè â A èìååòñÿ åäèíèöà è äëÿ ëþáîãî a ∈ A, a 6= 0 ñóùåñòâóåò
îáðàòíûé ýëåìåíò.

Ïðèìåðû. (1) ëþáîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íóëåâûì óìíîæåíèåì;

(2) R íàä Q,

(3) {a+ b
√

2 ∈ R | a, b ∈ Q} íàä Q,

(4) {an} � ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä R,

(5) C[a, b] íàä R,

(6) ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ îïåðàöèåé âåêòîðíîãî óìíî-
æåíèÿ íàä R;

(7) Matn(k) íàä k.

Ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f : A→ A′ òàêîå, ÷òî ýòî ãîìîìîð-
ôèçì êîëåö è k-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (ò.å. . . . . . . . . ). Ãîìîìîðôèçì àëãåáð íàçûâàåòñÿ
èçîìîðôèçìîì, åñëè ó íåãî èìååòñÿ îáðàòíîå îòîáðàæåíèå.
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Ïîëÿ. Îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà, ïðèìåðû. Èçîìîðôèçì ïîëåé. Êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ

àëãåáðà áåç äåëèòåëåé íóëÿ ÿâëÿåòñÿ òåëîì. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðå-

äåëåíèå, ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåííîñòü. Àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü. Âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷à-

ñòè. Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî k òàêîå, ÷òî
ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò k îáðàòèì.

Ïðèìåðû. (1) Q, R;

(2) Q[
√

2], Q[ 3
√

2];

(3) Q(t), R(t).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå (àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå C). Ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàçûâàåò-
ñÿ ëþáîå ïîëå C, êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) C ñîäåðæèò ïîäïîëå R èçîìîðôíîå ïîëþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

(2) C ñîäåðæèò ýëåìåíò i òàêîé, ÷òî i2 = −1;

(3) åñëè ñóùåñòâóåò ïîäïîëå K òàêîå, ÷òî R ⊂ K ⊂ C è i ∈ K, òî K = C.

Òåîðåìà. Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà. Áîëåå òî÷íî, åñëè C è C′ � äâà ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì (1),
(2), (3), òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ϕ : C → C′, ïåðåâîäÿùèé äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà
R ⊂ C â äåéñòâèòåëüíûå R′ ⊂ C′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïîëîæèì

C =

{(
a b
−b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}
⊂ Matn(R).
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî C � êîììóòàòèâíîå ïîäêîëüöî â Matn(R):(
a b
−b a

)
+

(
a′ b′

−b′ a′

)
=

(
a+ a′ b+ b′

−(b+ b′) a+ a′

)
,

(
a b
−b a

)(
a′ b′

−b′ a′

)
=

(
aa′ − bb′ ab′ + a′b
−ab′ − a′b aa′ − bb′

)
=

(
a′ b′

−b′ a′

)(
a b
−b a

)
.

Òàê êàê (
a b
−b a

)−1
=

1

a2 + b2

(
a −b
b a

)
∈ C,

òî C � ïîëå.

Òåîðåìà. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ 1 íàä k. Åñëè a ∈ A íå
ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 0 (è a 6= 0), òî ∃a−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íåêîòîðîãî m ýëåìåíòû 1, a, . . . , am ëèíåéíî çàâèñèìû. Âûáåðåì
ýòî m ìèíèìàëüíûì. Òàêèì îáðàçîì,

λm · am + · · ·λ1 · a+ λ0 · 1 = 0, λi ∈ k.

Òàê êàê a íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 0 è ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ λ0 6= 0. Ïîëàãàåì

a−1 = − 1

λ0
(λm · am−1 + · · ·λ2 · a+ λ1 · 1).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà ñ 1. Åñëè â A íåò äåëè-
òåëåé íóëÿ, òî A � àëãåáðà ñ äåëåíèåì. Åñëè äîïîëíèòåëüíî àëãåáðà A êîììóòàòèâíà,
òî A � ïîëå.

Èìååòñÿ âëîæåíèå ïîëåé
R ↪→ C, a 7−→ aE.

ßñíî, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ òàêæå âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R ñ áàçèñîì E, I, ãäå

I :=

(
0 1
−1 0

)
è I2 = −E. Íàêîíåö, ëþáîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå R ⊂ K ⊂ C òàêæå âåêòîðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì íàä R. Òàê êàê dimR C = 2, òî èëè K = R èëè K = C.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü C′ � ëþáîå äðóãîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì (1),
(2), (3). Ïîñòðîèì èçîìîðôèçì ϕ ìåæäó íàøèì ïîëåì C, ïîñòðîåííûì âûøå, è C′:

ϕ : C −→ C′,
(
a b
−b a

)
7−→ a+ bi.

Íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ϕ � ãîìîìîðôèçì êîëåö.
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Ëåììà. Ïóñòü f : F → R � ãîìîìîðôèçì êîëåö. Åñëè F � ïîëå è f(F ) 6= 0, òî f
èíúåêòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(a) = f(b) è a 6= b. Ïîëîæèì c := a − b. Òîãäà
c 6= 0 è f(c) = f(a)− f(b) = 0. Äàëåå f(cc−1) = f(1) = f(c)f(c−1) = 0. Äëÿ ëþáîãî x ∈ F
èìååì f(x) = f(x) · f(1) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ � âëîæåíèå è ϕ(C) � ïîäïîëå â C′, ñîäåðæàùåå R′ = ϕ(R) è ýëåìåíò
i := ϕ(I), óäîâëåòâîðÿþùèé i2 = −1.

Ñëåäñòâèå (àëãåáðàè÷åñêàÿ çàïèñü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë). C ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì âåê-
òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R è, òàêèì îáðàçîì, êàæäîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ∈ C
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå z = a+ ib, a, b ∈ R.

Îòîáðàæåíèå
C −→ C, z = a+ ib 7−→ z̄ := a− ib

íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì. Ïðè ìàòðè÷íîé ðåàëèçàöèè ïîëÿ C êîìïëåêñ-
íîå ñîïðÿæåíèå ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì. Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîìïëåêñíîå
ñîïðÿæåíèå áèåêòèâíî è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

z + w = z + w, z · w = z · w.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå � èçîìîðôèçì C íà ñåáÿ. Â àëãåáðå èçîìîð-
ôèçì íåêîòîðîãî îáúåêòà íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Îòìåòèì, ÷òî z = z̄ ⇐⇒
z ∈ R.
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Ôîðìóëà Ìóàâðà. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ zn =

w. Ãðóïïà µn êîðíåé èç 1. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Êîëüöà âû÷åòîâ. Äå-
ëèòåëè íóëÿ è îáðàòèìûå ýëåìåíòû. Ïîëÿ Fp. Êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé 0
ÿâëÿåòñÿ òåëîì. Èçîìîðôèçì Z/nZ è µn.

Ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a + ib íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî |z| :=

√
a2 + b2 =

√
|z|. Ïóñòü |z| 6= 0. Òîãäà z/|z| � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ìîäóëü

êîòîðîãî ðàâåí 1, ò.å. z/|z| = a′ + ib′, ãäå a′ = a/|z|, b′ = b/|z|, a′2 + b′2 = 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, a′ = cosϕ, b′ = sinϕ äëÿ íåêîòîðîãî ϕ ∈ R. Ýòî ϕ (îïðåäåëåííîå ïî ìîäóëþ 2π)
íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì z. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z 6= 0 ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå z = r(cosϕ+ i sinϕ) Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. ßñíî, ÷òî r′(cosϕ′ + i sinϕ′) = r(cosϕ + i sinϕ) ⇐⇒ r′ = r
è ϕ′ = ϕ+ 2πk, k ∈ Z.

Òåîðåìà. Ïóñòü z = r(cosϕ+ i sinϕ) è w = q(cosψ + i sinψ). Òîãäà

(1) zw = rq(cos(ϕ+ ψ) + i sin(ϕ+ ψ));

(2) z/w = rq(cos(ϕ− ψ) + i sin(ϕ− ψ)).

Òàêèì îáðàçîì, |zw| = |z||w|, arg(zw) = arg(z)+arg(w), arg(z/w) = arg(z)−arg(w) (åñëè
z 6= 0 è w 6= 0).

Òåîðåìà (ôîðìóëà Ìóàâðà ). Ïóñòü z = r(cosϕ+ i sinϕ) è n ∈ Z. Òîãäà

zn = r(cosnϕ+ i sinnϕ).

Òåîðåìà. Ïóñòü w = q(cosψ + i sinψ) 6= 0 è n ∈ N. Òîãäà óðàâíåíèå zn = w èìååò
ðîâíî n êîðíåé. Îíè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

zk = r(cosϕk + i sinϕk), r = n
√
q, ϕk =

+ 2πk

n
, k = 0, . . . , n− 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µn ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé ñòåïåíè n èç 1.

Ïðåäëîæåíèå. µn � ãðóïïà.
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Îïðåäåëåíèå. z ∈ µn íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáð�àçíûì êîðíåì ñòåïåíè n èç 1, åñëè îí íå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìåíüøåé ñòåïåíè èç 1.

Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ ëþáîãî n ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñòåïåíè n èç 1 ñóùåñòâóþò. Âñå
êîðíè ñòåïåíè n èç 1 ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ïåðâîîáðàçíîãî.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ G
òàêîé, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ a, ò.å. g = ak, k ∈ Z.

Ïðèìåðû. (1) Ãðóïïà µn � öèêëè÷åñêàÿ, îíà ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ïåðâîîáðàçíûì
êîðíåì èç 1.

(2) Z.

(3) Ãðóïïà R+ � íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, îíà íåñ÷åòíà.

Çàäà÷à. ßâëÿåòñÿ ëè öèêëè÷åñêîé ãðóïïà Q+? Ãðóïïà Q∗? Ïóñòü k � áåñêîíå÷íîå ïîëå.
Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû k+ è k∗ íå ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè.

Êîëüöà âû÷åòîâ

Çàôèêñèðóåì n ∈ N. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî a, b ∈ Z ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n åñëè n äåëèò
a− b. Ïîäìíîæåñòâî

ā := {b ∈ Z | b ≡ a mod n}

íàçûâàåòñÿ êëàññîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n. Ïî îïðåäåëåíèþ ā = ā′ ⇐⇒ a ≡ a′ mod n.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ā ìû ìîæåì çàïèñàòü ā = ā′, ãäå 0 ≤ a′ < n. Ìíîæåñòâî
âñåõ êëàññîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Z/nZ (èëè Zn). Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, Z/nZ =
{0̄, 1̄, . . . , n− 1}.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 2. Òîãäà Z/2Z ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ 0̄ (÷åòíûå ÷èñëà) è 1̄
(íå÷åòíûå ÷èñëà).

Îïðåäåëèì ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ Z/nZ ïî ïðàâèëàì

ā+ b̄ = a+ b, āb̄ = ab.

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ: ïóñòü ā = ā′ è b̄ = b̄′. Òîãäà a′ = a+nk è b′ = b+nl. Îòñþäà

a′ + b′ = (a+ nk) + (b+ nl) = a+ b+ n(k + l), a′ + b′ = a+ b,

a′b′ = (a+ nk)(b+ nl) = ab+ n(k + l + nkl), a′b′ = ab.

Òåîðåìà. Z/nZ � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1 è ïóñòü 0 6= a ∈ R.
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) a ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ,

(2) a íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (1) =⇒ (2) î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2) =⇒ (1)
ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : R → R, x 7→ ax. Åñëè a íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëè, òî
ýòî îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî, à ïîñêîëüêó R � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ϕ ñþðúåêòèâíî.
Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò a′ ∈ R òàêîé, ÷òî 1 = ϕ(a′) = aa′. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü R � êîíå÷íîå êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1 áåç äåëè-
òåëåé íóëÿ. Òîãäà R � ïîëå.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü n ∈ N, a ∈ Z.

(1) ÍÎÄ(n, a) 6= 1 ⇐⇒ ā � äåëèòåëü íóëÿ â Z/nZ (èëè ā = 0̄),

(2) ÍÎÄ(n, a) = 1 ⇐⇒ ā ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì â Z/nZ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÍÎÄ(n, a) = d, k = a/d è r = n/d. Òîãäà ār̄ = ar = kn = 0̄.
Îáðàòíî, ïóñòü ār̄ = 0̄, ā 6= 0̄ è r̄ 6= 0̄. Òîãäà ar ≡ 0 mod n

Ñëåäñòâèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) Z/nZ � ïîëå;

(2) Z/nZ íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ;

(3) n � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïîëå Z/pZ (ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Fp).
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Òåîðåìà Âèëñîíà. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ. Ñâîéñâà ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè p. Îòîáðàæåíèå Ôðî-

áåíèóñà. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ.

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Âèëñîíà ). Íàòóðàëüíîå ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà (p− 1)! ≡ −1 mod p.

Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü k � ïîëå. Åñëè 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

6= 0 äëÿ ëþáîãî n, òî ãîâîðÿò, ÷òî k

� ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0. Åñëè 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0 äëÿ íåêîòîðîãî n, òî õàðàêòåðèñòèêîé k

íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå n òàêîå, ÷òî 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0.

Ïðèìåðû. (1) Ïîëÿ Q, R, C èìåþò õàðàêòåðèñòèêó 0.

(2) Ïîëÿ Fp èìåþò õàðàêòåðèñòèêó p > 0.

Ïðåäëîæåíèå. Õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî ïîëÿ èëè ðàâíà 0 èëè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñ-
ëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n > 0 è n =
n1n2, ni > 1. Ïîëîæèì γ := 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n1

. Òîãäà

0 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= γ + · · ·+ γ︸ ︷︷ ︸
n2

= γ · (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n2

).

Îòñþäà 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n2

= 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå. Â ëþáîé àääèòèâíîé àáåëåâîé ãðóïïû îïðåäåëåíî óìíîæåíèå åå ýëåìåíòîâ
íà öåëûå ÷èñëà. Äëÿ n ∈ Z è a ∈ A ïîëîæèì

n · a =


a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n

åñëè n > 0,

0 åñëè n = 0,

−((−n) · a) åñëè n < 0.
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Ýòà îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðíòíûì ñâîéñòâàì (ñðàâíèòå ñ îïðåäåëåíèåì âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà):

(1) (n+m) · a = n · a+m · a, ∀a ∈ A, ∀n, m ∈ Z;

(2) n · (a+ b) = n · a+ n · b , ∀a, b ∈ A, ∀n ∈ Z;

(3) (nm) · a = n · (m · a), ∀a ∈ A, ∀n, m ∈ Z;

(4) 1 · a = a, ∀a ∈ A (çäåñü 1 ∈ Z).

Íàïðèìåð, ñâîéñòâî (3) äëÿ n, m > 0 äîêàçàâàåòñÿ ñëåäóþùåé âûêëàäêîé:

(nm) · a = a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
nm

= (a+ · · ·+ a)︸ ︷︷ ︸
m

+ · · ·+ (a+ · · ·+ a)︸ ︷︷ ︸
m︸ ︷︷ ︸

n

= m · a+ · · ·+m · a︸ ︷︷ ︸
n

= n · (m · a).

Câîéñòâî (3) î÷åâèäíî, åñëè îäíî èç ÷èñåë n, m ðàâíî 0. Åñëè îáà ÷èñëà n, m îòðèöà-
òåëüíû, òî

(nm) · a = ((−n)(−m)) · a = (−n) · ((−m) · a) = −(n · (−(m · a))) = n · (m · a).

Ñëó÷àè nm < 0 àíàëîãè÷íû. Â ÷àñòíîñòè, â ëþáîì êîììóòàòèâíîì àññîöèàòèâíîì êîëü-
öå îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë íà ýëåìåíòû êîëüöà. Èìååò ìåñòî ôîð-
ìóëà áèíîìà Íüþòîíà:

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k =

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
akbn−k.

Ïðåäëîæåíèå. Â ïîëå k õàðàêòåðèñòèêè p > 0 äëÿ ëþáûõ α, β ∈ k âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî (α + β)p = αp + βp.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ : k −→ k, α ∈ αp.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü k′ := ϕ(k). Òîãäà ϕ : k → k′ � èçîìîðôèçì. Åñëè k � êîíå÷íîå
ïîëå, òî ϕ(k) = k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

ϕ(αβ) = (αβ)p = αpβp = ϕ(α)ϕ(β),

ϕ(α + β) = (α + β)p = αp + βp = ϕ(α) + ϕ(β).

Òàê êàê ϕ(α) = αp = 0 ⇐⇒ α = 0, òî îòîáðàæåíèå ϕ èíúåêòèâíî.

Îòîáðàæåíèå ϕ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì Ôðîáåíèóñà.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ìíîãî÷ëåíû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Êîëüöîì ìíîãî-
÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé íàä R íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî S,
ñîäåðæàùåå âûäåëåííûé ýëåìåíò t ∈ S, òàêîå, ÷òî

(1) R ñîäåðæèòñÿ â S êàê ïîäêîëüöî è t /∈ R,

(2) ëþáîé ýëåìåíò f ∈ S îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n, ai ∈ R.

Ýëåìåíòû S íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè. Âûäåëåííûé ýëåìåíò t íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé.

Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R[t].

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Êîëüöî ìíî-
ãî÷ëåíîâ R[t] íàä R ñóùåñòâóåò. Åñëè R[t′] � äðóãîå êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä R, òî
ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

ϕ : R[t] −→ R[t′]

òàêîé, ÷òî ϕ(a) = a äëÿ âñåõ a ∈ R è ϕ(t) = t′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåíîñòü. Ïîëîæèì

ϕ
(∑

akt
k
)

=
∑

akt
′k.

Ñóùåñòâîâàíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Q âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

f = (a0, a1, . . . , an, . . . )

òàêèõ, ÷òî òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò 0. Íà ìíîæåñòâå îïðåäåëèì ñëî-
æåíèå è óìíîæåíèå. Ïóñòü

f = (a0, a1, . . . , an, . . . ), g = (b0, b1, . . . , bn, . . . ).

Òîãäà
f + g = (c0, c1, . . . , cn, . . . ), f · g = (d0, d1, . . . , dn, . . . ),

ãäå ck = ak + bk,

dk =
k∑
i=0

aibk−i =
∑
i+j=k

aibj.

ßñíî, ÷òî Q ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ è óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî. Ïóñòü
f = f ′ + f ′′, ãäå

f ′ = (a′0, a
′
1, . . . , a

′
n, . . . ), f ′′ = (a′′0, a

′′
1, . . . , a

′′
n, . . . ).
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Çàïèøåì
f ′ · g = (d′0, d

′
1, . . . , d

′
n, . . . ), f ′′ · g = (d′′0, d

′′
1, . . . , d

′′
n, . . . ).

Òîãäà

dk =
∑
i+j=k

aibj =
∑
i+j=k

(a′i + a′′i )bj =
∑
i+j=k

a′ibj +
∑
i+j=k

a′′i bj = d′k + d′′k.

Ñëåäîâàòåëüíî,
(f ′ + f ′′) · g = f ′ · g + f ′′ · g.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ. Ïîëîæèì

sk := (0, 0, , . . . , 1
↑
k

, . . . )

Òàêèì îáðàçîì, s0 = 1. Òîãäà sk · sl = sk+l è ëþáîé ýëåìåíò f ∈ S ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
êîíå÷íîé ñóììû f =

∑
aksk, ak ∈ R. Ïóñòü f =

∑
aksk, g =

∑
blsl, h =

∑
cmsm. Òîãäà

(f · g) · h =
((∑

aksk

)
·
(∑

blsl

))
· h =

(∑
akblsk+l

)
·
(∑

cmsm

)
=
∑

akblcmsk+l+m

f · (g · h) = f ·
((∑

blsl

)
·
(∑

cmsm

))
=
(∑

aksk

)(∑
blcmsl+m

)
=
∑

akblcmsk+l+m
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Êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Äåëèòåëè íóëÿ â êîëüöå ìíîãî-

÷ëåíîâ. Ïîäñòàíîâêà ýëåìåíòà â ìíîãî÷ëåí. Âîññòàíîâëåíèå ìíîãî÷ëåíà ïî åãî çíà÷åíèÿì.

Ôóíêöèîíàëüíîå ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðèìåð äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ.

Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ëàãðàíæà. Ñõåìà Ãîðíåðà. Òåîðåìà Áåçó.

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíîå n òàêîå, ÷òî an 6= 0 íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ f . Ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà îáîçíà÷àåòñÿ deg(f).

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè êîëüöî R íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, òî äëÿ f, g ∈ R[t], f 6= 0,
g 6= 0 èìååì deg(fg) = deg f + deg g.

Ñëåäñòâèå. (1) Åñëè êîëüöî R íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, òî è R[t] íå èìååò äåëè-
òåëåé íóëÿ.

(2) Ïóñòü R íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ. Ýëåìåíò f ∈ R[t] îáðàòèì =⇒ deg f = 0,
f 6= 0.

(3) Ïóñòü k � ïîëå. Òîãäà f ∈ k[t] îáðàòèì ⇐⇒ deg f = 0, f 6= 0.

Çàäà÷à. Ïóñòü R � ïðîèçâîëüíîå êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1.

(1) Îïèøèòå äåëèòåëè 0 â R[t]. Îòâåò: f ∈ R[t] äåëèòåëü 0 ⇐⇒ ∃ a ∈ R af = 0.

(2) Îïèøèòå îáðàòèìûå ýëåìåíòû. Îòâåò: f =
∑
ait

i ∈ R[t] îáðàòèì⇐⇒ a0 îáðàòèì
è ∃ k aki = 0, i > 0.

Ïîäñòàíîâêà ýëåìåíòîâ â ìíîãî÷ëåí. Çàôèêñèðóåì a ∈ R. Îòîáðàæåíèå

La : R[t]→ R, f 7→ f(a)

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö. Êàæäîìó f ∈ R[t] ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f̄ : R→ R, a 7→ f(a).

Ïóñòü k � ïîëå. Ãîâîðÿò, ÷òî a ∈ k � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f , åñëè f(a) = 0.

63
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Ìíîãî÷ëåíû è ôóíêöèè.

Òåîðåìà. Ïóñòü f, g ∈ k[t], f 6= g. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) f(α) = g(α) ∀α ∈ k;

(2) ïîëå k êîíå÷íî è âñå ýëåìåíòû ïîëÿ k ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà h := f − g.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Òåîðåìà (Èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ëàãðàíæà). Ïóñòü α1, . . . , αn+1, β1, . . . , βn+1 ∈
k. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí f ∈ k òàêîé, ÷òî deg f ≤ n è f(αi) = βi.

Äîêàçàòåëüñòâî.

f =
n+1∑
i=1

(t− α1) · · · ̂(t− αi) · · · (t− αn+1)

(αi − α1) · · · ̂(αi − αi) · · · (αi − αn+1)
βi.

Òåîðåìà (ñõåìà Ãîðíåðà ). Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] è ýëåìåíòà α ∈ k èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå f = (t− α)g + c, ãäå c = f(α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

f =
n∑
i=1

ait
i, g =

n−1∑
k=0

bkt
k, (t− α)g + c =

n∑
l=0

clt
l.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû â f = (t− α)g + c ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ, ïîëó÷èì

an = bn−1 =⇒ bn−1 = an
an−1 = bn−2 − αbn−1 =⇒ bn−2 = an−1 + αbn−1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak = bk−1 − αbk =⇒ bk = ak + αbk−1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 = b0 − αb1 =⇒ b0 = a1 + αb1
a0 = c− αb0 =⇒ c = a0 + αb0

Ñëåäñòâèå (Òåîðåìà Áåçó ). Ýëåìåíò α ∈ k ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] ⇐⇒
f = (t− α)g äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ k[t].

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] è ýëåìåíòà α ∈ k èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
f = cn(t− α)n + · · ·+ c1(t− α) + c0, ãäå ci ∈ k.
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Êðàòíîñòü êîðíÿ. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì ñ îñòàòêîì. Äåëèìîñòü â êîëüöàõ. Íåïðèâî-

äèìûå ìíîãî÷ëåíû. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Àëãîðèòì Åâêëèäà. Ôàêòîðèàëüíîñòü êîëü-

öà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì. Ôàêòîðèàëüíûå è åâêëèäîâû êîëüöà. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì.

Êðàòíîñòü êîðíÿ.

Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì ñ îñòàòêîì

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì àëãåáðó ìíîãî÷ëåíîâ k[t], ãäå k � ïîëå.

Òåîðåìà (äåëåíèå ñ îñòàòêîì). Ïóñòü k � ïîëå. Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f, g ∈ k[t],
g 6= 0 ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû q, r ∈ k[t] òàêèå, ÷òî

f = gq + r, deg r < deg g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü. f = gq+r = gq′+r′ =⇒ g(q−q′) = r−r′ =⇒ r = r′

=⇒ q = q′.

Ñóùåñòâîâàíèå. Ðàññìîòðèì âñå ïðåäñòàâëåíèÿ f = gq+r. Ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî:
q = 0, r = f . Âûáåðåì èç íèõ òî, ó êîòîðîãî r èìååò íàèìåíüøóþ ñòåïåíü. Ïóñòü
deg r = k ≥ deg g = m. Çàïèøåì

r = ckt
k + · · · , g = bmt

m + · · ·

Ïîëîæèì,

r1 = r = g
ck
bm
tk−m.

Òîãäà deg r1 < deg r è

f = g

(
q +

ck
bm
tk−m

)
+ r1.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðàêòè÷åñêîå âûïîëíåíèå äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì.
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Äåëèìîñòü â êîëüöàõ

Îïðåäåëåíèå. Àññîöèàòèâíîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1 áåç äåëèòåëåé íóëÿ íàçûâà-
åòñÿ öåëîñòíûì êîëüöîì.

Ïóñòü A � öåëîñòíîå êîëüöî. Ãîâîðÿò, ÷òî f ∈ A äåëèòñÿ íà ýëåìåíò g ∈ A, g 6= 0,
åñëè f = gh äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ A. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ïèñàòü g | f (÷èòàåòñÿ �g
äåëèò f �).

Ïðåäëîæåíèå. (1) f | g1 & f | g2 =⇒ f | (g1 ± g2);

(2) f | g =⇒ f | gh, ∀h ∈ A;

(3) f | g & g | h =⇒ f | h;

(4) f | g & g | f ⇐⇒ f = gu, ãäå u ∈ A � îáðàòèìûé ýëåìåíò.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî. Äëÿ f, g ∈ R f, g 6= 0 îïðåäåëèì íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü ÍÎÄ(f, g) = h ñëåäóþùèì îáðàçîì

� h | f , h | g;

� åñëè s | f , s | g, òî s | h.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � öåëîñòíîå êîëüöî. Ãîâîðÿò, ÷òî îíî åâêëèäîâî, åñëè ñóùåñòâó-
åò ôóíêöèÿ δ : R \ {0} → N ∪ {0} òàêàÿ, ÷òî

(1) a | b =⇒ δ(a) ≤ δ(b);

(2) Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, b 6= 0 ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå a = bq + r, ãäå r = 0 èëè
δ(r) < δ(b).

Äëÿ A = k[t], ãäå k � ïîëå ïîëîæèì δ(f) = deg f .

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Àëãîðèòì Åâêëèäà

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå, f, g ∈ k[t], f 6= 0, g 6= 0. Òîãäà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
f è g ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Áîëåå òîãî,
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü h = ÍÎÄ(f, g) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå h =
fu+ gv, ãäå u, v ∈ k[t].

Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì Åâêëèäà

f = gq1 + r1
g = r1q2 + r2
r1 = r2q3 + r3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rk = rk+1qk+2 + rk+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rn−1 = rnqn+1 + rn+1

rn = rn+1qn+2.
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Ïîëîæèì s = rn+1 (ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåì, ÷òî rk = fuk−1 + guk−2

èíäóêöèåé ïî k.

Çàìå÷àíèå. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ 0 6= f, g ∈ k[t] ñîâïàäàåò ñ ìíî-
ãî÷ëåíîì 0 6= s1 ∈ k[t] òàêèì, ÷òî

� s1 | f è s1 | g;

� åñëè 0 6= h | f è h | g, òî deg h ≤ deg s1.

.

Çàìå÷àíèå. Ýòî ðàçëîæåíèå íå åäèíñòâåííî: s = fu+ gv = fu1 + gv1 ⇐⇒ f
s
(u1 − u) +

g
s
(v1 − v) = 0 ⇐⇒ ∃r u1 − u = r g

s
, v1 − v = −r f

s
.

Çàìå÷àíèå. Ìíîãî÷ëåíû u è v â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî deg u <
deg g, deg v < deg v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì u = gu1 + u0, v = fv1 + v0. Òîãäà s = fu0 + gv0 + fg(u1 + v1).
Åñëè u1 + v1 6= 0, òî deg(fu0 + gv0 + fg(u1 + v1)) > deg f + deg g.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f ∈ k[t], deg f > 0. Ãîâîðÿò, ÷òî f íåïðèâîäèì, åñëè äëÿ ëþáîãî
ðàçëîæåíèÿ f = f1f2, fi ∈ k[t] èìååì deg f1 = 0 èëè deg f2 = 0.

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòèå íåïðèâîäèìîñòè çàâèñèò îò âûáîðà ïîëÿ.

Ïðèìåðû. � deg f = 1,

� t2 + 1 ∈ R[t].

Çàìå÷àíèå. Íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí f èìååò êîðíè ⇐⇒ deg f = 1.

Çàìå÷àíèå. Ìíîãî÷ëåí, íå èìåþùèé êîðíåé ìîæåò áûòü ïðèâîäèìûì. Ïðèìåð: (t2 +
1)2 ∈ R[t].

Çàìå÷àíèå. Ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t] ñòåïåíè 2 èë 3 íåïðèâîäèì ⇐⇒ èìååò êîðíåé.

Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì

Òåîðåìà (ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì). Ïóñòü f ∈ k[t], deg f > 0.
Èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå: f = f1 · · · fm, ãäå âñå fi � íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû. Ýòî
ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà è ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Èíäóêöèÿ ïî ñòåïåíè.
Åäèíñòâåííîñòü. Èíäóêöèÿ ïî ñòåïåíè.
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Ëåììà. Ïóñòü f ∈ k[t] íåïðèâîäèì è f | gh. Òîãäà f | g èëè f | h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f - g. Òîãäà (f, g) = 1 è fu+ gv = 1. Îòñþäà fhu+ ghv = h =⇒
f | g.

Ïóñòü f = f1 · · · fm = g1 · · · gk.

Ñëåäñòâèå. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ∈ k[t] åäèíñòâåííûì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè
ñîìíîæèòåëåé) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå f = (t− α1)

m1 · · · (t− αr)mrg, ãäå α1, . . . , αr ∈ k
� âñå êîðíè f , à g ∈ k[t] íå èìååò êîðíåé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f ∈ k[t], deg f > 0 è ïóñòü α ∈ k. Ãîâîðÿò, ÷òî α � êîðåíü êðàò-
íîñòè m, åñëè f = (t − α)mg, ãäå g íå äåëèòñÿ íà t − α. Ãîâîðÿò, ÷òî íåïðèâîäèìûé
ìíîãî÷ëåí h ∈ k[t] ìíîæèòåëü êðàòíîñòè m, åñëè f = hmg, ãäå g íå äåëèòñÿ íà h.

Ñëåäñòâèå. ×èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà 0 6= f ∈ k[t], ïîäñ÷èòàííîå ñ ó÷åòîì êðàòíî-
ñòåé, íå ïðåâîñõîäèò åãî ñòåïåíè.

Ôàêòîðèàëüíûå è åâêëèäîâû êîëüöà

Ôàêòîðèàëüíûå êîëüöà. Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè â åâêëèäîâûõ êîëüöàõ.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïðèìåð. ×èñëà Ýéëåðà R = Z[
√
−3], 4 = 2·2 = (1+

√
−3)(1−

√
−3). Êîëüöî íå ÿâëÿåòñÿ

ôàêòîðèàëüíûì.

Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ïóñòü k � ïîëå è ïóñòü A � êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà íàä k. Îòîáðàæåíèå
D : A→ A íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì åñëè

� D k-ëèíåéíî;

� D(ab) = aD(b) +D(a)b.

Ëåììà. Ïóñòü D : A→ A � äèôôåðåíöèðîâàíèå. Òîãäà

(1) åñëè 1 ∈ A � åäèíèöà, òî D(1) = 0;

(2) D(an) = nan−1D(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) D(1) = D(1 · 1) = 1D(1) +D(1)1 = D(1) +D(1) =⇒ D(1) = 0.
(2) Äîêàæåì ïî èíäóêöèè:D(an+1) = D(ana) = anD(a)+D(an)a = anD(a)+nan−1D(a)a =

(n+ 1)an+1D(a).

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå D : k[t] →
k[t] òàêîå, ÷òî D(t) = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü. Ïî ëåììå D(tk) = ktk−1D(t) = ktk−1. Ïóñòü f =∑
k akt

k. Èç ëèíåéíîñòè âûâîäèì

D(f) =
∑
k

D(akt
k) =

∑
k

kakt
k−1.

Ñóùåñòâîâàíèå. Îïðåäåëèì D ôîðìóëîé âûøå. Ïðîâåðèì D(fg) = fD(g) + gD(f).
Âî-ïåðâûõ, ïðîâåðèì ýòó ôîðìóëó äëÿ îäíî÷ëåíîâ: f = atn, g = btm,D(fg) = D(abtn+m) =
ab(n+m)tn+m−1 = abntntm−1+abmtmtn−1 = fD(g)+gD(f). Òåïåðü ðàñïèøåì ìíîãî÷ëåíû
â âèäå ñóììû îäíî÷ëåíîâ f =

∑
i fi, g =

∑
j gj, fg =

∑
i,j figj. Èç ëèíåéíîñòè âûâîäèì

D(fg) =
∑
i,j

D(figj)

fD(g) + gD(f) =

(∑
i

fi

)∑
j

D(gj) +

(∑
j

gj

)∑
i

D(fi) =

=
∑
i,j

(
fi
∑
j

D(gj) + gj
∑
i

D(fi)

)
.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíû â ýòèõ äâóõ ñóììàõ ñîâïàäàþò.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèðîâàíèå D : k[t] → k[t], óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèþ D(t) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì f ′ = D(f). Ìíîãî÷ëåí f ′ íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f .
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Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîíèæåíèå êðàòíîñòè ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè.Ôîðìóëà Òåéëîðà. Îñ-

íîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû(ôîðìóëèðîâêà). Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷è-

ñåë. Ëåììà î âîçðàñòàíèè ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà.

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå. Ïóñòü f ∈ k[t] è ïóñòü g � íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü f
êðàòíîñòè m. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ

(1) chark = 0 èëè

(2) chark = p > 0, p - m è p > deg g.

Òîãäà g ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì êðàòíîñòè m− 1 äëÿ ïðîèçâîäíîé f ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì f = gmh, ãäå g - h. Òîãäà

f ′ = mgm−1g′h+ gmh′ = gm−1(mg′h+ gh′).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî gm−1 äåëèò f ′. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî gm äåëèò f ′. Òîãäà g äåëèò mg′h.
Ñëåäîâàòåëüíî, g äåëèò mg′. Ïîñêîëüêó chark ðàâíà 0 èëè íå äåëèò m, òî m 6= 0 â
k è ïîýòîìó g äåëèò g′. Ïîñêîëüêó deg g′ < deg g, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî g′ = 0. Çàïèøåì
g =

∑
bkt

k. Òîãäà 0 = g′ =
∑
kbkt

k−1 ò.å. kbk = 0 ∀k. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè
chark = p > 0 è p | k êàê òîëüêî bk 6= 0.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k � ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî ðàâíà 0 èëè íå äåëèò m. Ïóñòü
f ∈ k[t] è ïóñòü α ∈ k � êîðåíü f êðàòíîñòè m. Òîãäà α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè
m− 1 äëÿ ïðîèçâîäíîé f ′.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k � ëþáîå ïîëå. Êðàòíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f ∈ k[t] � ýòî â òî÷-
íîñòè îáùèå êîðíè f è f ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì f = (t− α)mh, ãäå h(α) 6= 0. Òîãäà

f ′ = m(t− α)m−1h+ (t− α)mh′.

Åñëè α � êðàòíûé êîðåíü f , òî m > 1 è f ′(α) = 0. Îáðàòíî, åñëè f(α) = f ′(α) = 0,
òî m ≥ 1 è m(t − α)m−1h(α) = 0 =⇒ m(t − α)m−1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èëè m = 0 èëè
(t− α)m−1 = 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ m > 1.

71
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Ïðèìåð. chark = p > 0, f = (t− α)p, f ′ = p(t− α)p−1 = 0.

Îòäåëåíèå êðàòíûõ ìíîæèòåëåé. Ïóñòü f ∈ k[t], chark = 0 èëè > deg f . Âû÷èñëÿåì
f ′. Ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà âû÷èñëÿåì h := (f, f ′). Òîãäà ìíîãî÷ëåí f/h èìååò òå æå
íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè, ÷òî è f , íî âñå � ñ êðàòíîñòüþ 1. Â ÷àñòíîñòè, ìíîãî÷ëåí
f/h èìååò òå æå êîðíè, ÷òî è f , íî âñå � ïðîñòûå.
Ôîðìóëà Òåéëîðà

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå è ïóñòü f ∈ k[t], deg f = n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî chark = 0
èëè > n. Òîãäà f åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f = b0 + b1(t− α) + b2(t− α)2 + · · ·+ bn(t− α)n.

Áîëåå òîãî, bk = f (k)(α)/k!.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

((t− α)l)(k) =

{
l(l − 1) · · · (l − k + 1)(t− α)l−k ïðè k ≤ l

0 èíà÷å.

Ýòî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî k. Òàêèì îáðàçîì,

f (k) = bkk! + (t− α) · (ìíîãî÷ëåí).

Ïîëó÷àåì f (k)(α) = bkk!.

Ïðàêòè÷åñêîå íàõîæäåíèå ðàçëîæåíèÿ ïðè ïîìîùè ñõåìû Ãîðíåðà.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå. Ïîëå k íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, åñëè ëþáîé ìíîãî÷ëåí
f ∈ k[t] ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü â k.

Òåîðåìà. Ïîëå C àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.

Íàïîìíèì:

� |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|;

� |z1 − z2| ≥ |z1| − |z2|.

Îïðåäåëåíèå. zn −→ z0 åñëè |zn − z0| −→ 0.

Ëåììà. zn −→ z0 ⇐⇒ Re zn −→ Re z0 & Im zn −→ Im z0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì zn = xn + iyn, z0 = x0 + iy0. Òîãäà

|zn − z0|2 = (xn − x0)2 + (yn − y0)2,

|xn − x0| ≤ |zn − z0|, |yn − y0| ≤ |zn − z0|.
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Ëåììà. zn −→ z0 =⇒ |zn| −→ |z0|.

Äîêàçàòåëüñòâî. ||zn| − |z0|| ≤ |zn − z0|.

Ñëåäñòâèå. zn −→ z0 =⇒ ∃c ∈ R |zn| ≤ c.

Ëåììà. zn −→ z0 & wn −→ w0 =⇒ zn + wn −→ z0 + w0, znwn −→ z0w0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

|zn + wn − (z0 + w0)| ≤ |zn − z0|+ |wn − w0|,

|znwn − z0w0| = |(zn − z0)wn + (wn − w0)z0| ≤
|(zn − z0)wn|+ |(wn − w0)z0| ≤ c|zn − z0|+ |(wn − w0)z0|.

Ñëåäñòâèå. zn −→ z0 =⇒ ∀f ∈ C[z] f(zn) −→ f(z0).

Ëåììà (î âîçðàñòàíèè ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà). Ïóñòü f ∈ C[z], deg f > 0. Òîãäà ∀c > 0
∃R ∈ R òàêîå, ÷òî |f(z)| ≥ c ïðè |z| ≥ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì

f(z) = anz
n + · · ·+ a1z + a0, an 6= 0, n ≥ 1.

Ïóñòü A := max |ai|. Òîãäà

|f(z)| = |anzn + · · ·+ a1z + a0| =

= |z|n
∣∣∣an +

an−1
z

+ · · ·+ a1
zn−1

+
a0
zn

∣∣∣ ≥
|z|n

(
|an| −

∣∣∣an−1
z

+ · · ·+ a1
zn−1

+
a0
zn

∣∣∣) ≥
≥ |z|n

(
|an| −

|an−1|
|z|

− · · · − |a1|
|z|n−1

− |a0|
|z|n

)
≥ |z|n

(
|an| −

A

|z|
− · · · − A

|z|n−1
− A

|z|n

)
.

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
|z| ≥ (nA+ 1)/|an| > 1.

Òîãäà |z|k > |z| è

|f(z)| ≥ |z|n
(
|an| −

nA

|z|

)
= |z|n−1 (|an||z| − nA) ≥ |z|n−1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè
|z| ≥ max((nA+ 1)/|an|, n−1

√
c) := R.

èìååì |f(z)| ≥ c.
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Ëåììà Äàëàìáåðà. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû (äîêàçàòåëüñòâî). Ñëåäñòâèÿ. Íåïðèâîäèìûå

ìíîãî÷ëåíû íàä C è R. Ïîëå ÷àñòíûõ öåëîñòíîãî êîëüöà. Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Ëåììà (ëåììà Äàëàìáåðà ). Ïóñòü f ∈ C[z], deg f > 0, f(z0) 6= 0. Òîãäà ∀ε > 0
∃h ∈ C òàêîå, ÷òî |h| < ε è |f(z0 + h)| < |f(z0)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì

f(z) = b0 + bk(z − z0)k + · · ·+ bn(z − z0)n, bk 6= 0, bn 6= 0, k ≥ 1.

Ïóñòü w0 � îäèí èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà b0 + bkz
k. Áóäåì èñêàòü h â âèäå h = tw0, t ∈ R,

0 < t < 1. Òîãäà

f(z0 + h) = b0 + bkw
k
0t
k + bk+1w

k+1
0 tk+1 + · · ·+ bnw

n
0 t
n =

= b0(1− tk) +
(
bk+1w

k+1
0 + · · ·+ bnw

n
0 t
n−k−1) tk+1

Ïóñòü C := |bk+1||w0|k+1 + · · ·+ |bn||w0|n. Ïðè t < |b0|/C èìååì

|f(z0 + h)| ≤ |b0|(1− tk) +
∣∣bk+1w

k+1
0 + · · ·+ bnw

n
0 t
n−k−1∣∣ · tk+1 ≤

≤ |b0|(1− tk) +
(
|bk+1||w0|k+1 + · · ·+ |bn||w0|ntn−k−1

)
tk+1 ≤

≤ |b0|(1− tk) + Ctk+1 = |b0|+ (Ct− |b0|)tk < |b0| = |f(z0)|.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âçÿòü h = tw0, 0 < t < min(|b0|/C, 1).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû. Ïóñòü f ∈ C[z], deg f > 1. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî |f(z)| > 0, ∀z ∈ C. Ïîëîæèì M := inf |f(z)|. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü zn ∈ C òàêàÿ, ÷òî |f(zn)| −→M . Èìåþòñÿ äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |zn| íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíîé. ∀R ∃zn |zn| > R. Íî
ïî ëåììå î âîçðàñòàíèè ìîäóëÿ ∀c ∃R |f(z)| > c ïðè |z| > R. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |zn| îãðàíè÷åíà. Çàïèøåì zn = xn + iyn. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè xn è yn îãðàíè÷åíû. Âûáåðåì ñõîäÿùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè xnk

è ynk
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü znk
= xnk

+ iynk
ñõîäèòñÿ: znk

−→ z0. Òîãäà f(znk
) −→ f(z0). Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò ëåììå Äàëàìáåðà.

Ñëåäñòâèå. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû f ∈ C[z] � ýòî òîëüêî ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 1.
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Ñëåäñòâèå. ×èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f ∈ C[z], ïîäñ÷èòàííûõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé
ðàâíî deg f .

Ëåììà. Ïóñòü f ∈ R[t]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî w ∈ C èìååì f(w) = f(w).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ R[t] è ïóñòü w ∈ C � êîðåíü f . Òîãäà è w � êîðåíü f .

Ïðåäëîæåíèå. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû f ∈ R[t] � ýòî òîëüêî ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè
1 è ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2 ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ R[t] íåïðèâîäèì è ïóñòü deg f > 1. Òîãäà f íå èìååò äåé-
ñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Ïóñòü w ∈ C � êîðåíü f . Òîãäà w 6= w è w � êîðåíü f . Ñëåäîâà-
òåëüíî, f äåëèòñÿ íà (t− w)(t− w) = t2 − 2 Re(w)t+ |w|2 ∈ R[t].

Ïîëå ÷àñòíûõ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � öåëîñòíîå êîëüöî. Ïîëå ÷àñòíûõ êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîëå
K òàêîå, ÷òî

(1) K ñîäåðæèò R êàê ïîäêîëüöî;

(2) ëþáîé ýëåìåíò f ∈ K ïðåäñòâàâëÿåòñÿ â âèäå f = g/h, g, h ∈ R, g 6= 0.

Ïîëåì ÷àñòíûõ êîëüöà R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Frac(R).

Òåîðåìà. (1) Äëÿ ëþáîãî öåëîñòíîãî êîëüöà R ïîëå ÷àñòíûõ Frac(R) ñóùåñòâóåò.

(2) Ïîëå ÷àñòíûõ Frac(R) öåëîñòíîãî êîëüöà R åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
ìîðôèçìà, ò.å. åñëè Frac(R)′ � äðóãîå ïîëå ÷àñòíûõ, òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
ϕ : Frac(R)→ Frac(R)′, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íà R ⊂ Frac(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ñóùåñòâîâàíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

P := {(a, b) ∈ R×R | b 6= 0}.

Çàäàäèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå íà ýòîì ìíîæåñòâå:

(a, b) ∼ (a′, b′) ⇐⇒ ab′ = a′b.

Ëåììà. Îòíîøåíèå ∼ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ∼ ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî. Äîêàæåì òðàíçèòèâíîñòü.
Ïóñòü (a, b) ∼ (a′, b′) è (a′, b′) ∼ (a′′, b′′). Òîãäà ab′ = a′b è a′b′′ = a′′b′. Îòñþäà

ab′b′′ = a′bb′′ = a′b′′b = a′′b′b =⇒ ab′′ = a′′b =⇒ (a, b) ∼ (a′′, b′′).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Frac(R) ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè P/ ∼. è îïðåäåëèì íà
ýòîì ìíîæåñòâå îïåðàöèè

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2, b1b2), (a1, b1) + (a2, b2) = (a1b2 + a2b1, b1b2).

Ëåììà. Ôîðìóëû îïðåäåëÿþò êîððåêòíûå îïåðàöèè íà Frac(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (a1, b1) ∼ (a′1, b
′
1) è (a2, b2) ∼ (a′2, b

′
2). Òîãäà a1b

′
1 = a′1b1 è a2b

′
2 =

a′2b2. Îòñþäà

(a1b
′
1)(a2b

′
2) = (a′1b1)(a

′
2b2) =⇒ (a1a2)(b

′
1b
′
2) = (a′1a

′
2)(b1b2)

è ïîýòîìó

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2, b1b2) ∼ (a′1a
′
2, b
′
1b
′
2) = (a′1, b

′
1) · (a′2, b′2).

Àíàëîãè÷íî,
(a1b

′
1)b2b

′
2 + (a2b

′
2)b1b

′
1 = (a′1b1)b2b

′
2 + (a′2b2)b1b

′
1,

(a1b2 + a2b1)b
′
1b
′
2 = (a′1b

′
2 + a′2b

′
1)b1b2,

((a1b2 + a2b1), b1b2) ∼ ((a′1b
′
2 + a′2b

′
1), b

′
1b
′
2),

(a1, b1) + (a2, b2) ∼ (a′1, b
′
1) + (a′2, b

′
2).

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïàðû (a, b) ∈ Frac(R) òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç a/b (à
îòíîøåíèå ∼ â Frac(R) ñ÷èòàåòñÿ ðàâåíñòâîì).

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Frac(R) ñ îïåðàöèÿìè + è · ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ïðè ñëîæåíèè
ïðèâîäèì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è âñå ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ ÷èñëèòåëåé:

a

b
+
a′

b
=
ab+ a′b

b2
=

(a+ a′)b

b2
=
a+ a′

b
.

Ýëåìåíò 0/1 ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, ýëåìåíò (−a)/1 ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê a/1. Óìíî-
æåíèå: êîììóòàòèâíîñòü è àññîöèàòèâíîñòü î÷åâèäíû, ýëåìåíò 1/1 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì,
ýëåìåíò b/a ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê a/b. Äèñòðèáóòèâíîñòü (ñíà÷àëà ïðèâîäèì ê îáùåìó
çíàìåíàòåëþ):(a1

b
+
a2
b

) a3
b3

=
a1 + a2

b
· a3
b3

=
(a1 + a2)a3

bb3
=
a1
b
· a3
b3

+
a2
b
· a3
b3
.

Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå âëîæåíèå R ↪→ Frac(R), a 7−→ a/1. Ýòî èíúåêòèâíûé ãîìîìîð-
ôèçì. Ìû îòîæäåñòâèì R ñ ïîäêîëüöîì Frac(R).

Ïðèìåðû. � Z 7−→ Q;

� k[t] 7−→ k(t).

Ïóñòü òåïåðü R � ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî. Äðîáü f/g ∈ Frac(R) èìååò íåñîêðàòèìóþ
ôîðìó, åñëè ÍÎÄ(f, g) = 1.
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Óòâåðæäåíèå. (1) Äëÿ ëþáîé äðîáè f/g ∈ Frac(R) èìååòñÿ íåñîêðàòèìàÿ çàïèñü.

(2) Ëþáàÿ äðóãàÿ çàïèñü f ′/g′ ∈ Frac(R) ýòîé äðîáè ïîëó÷àåòñÿ èç íåñîêðàòèìîé
f/g ∈ Frac(R) óìíîæåíèåì ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà íåêîòîðûé íåíóëåâîé
ýëåìåíò h ∈ R: f ′ = fh, g′ = gh.

(3) Íåñîêðàòèìàÿ ôîðìà åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíà-
ìåíàòåëÿ íà îáðàòèìûé ýëåìåíò h ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ñîêðàùàåì
(2) Ïóñòü f ′/g′ = f/g =⇒ f ′g = fg′. Òàê êàê (f, g) = 1, òî f | f ′ = fh′, g | g′ = gh′′

=⇒ fh′g = fgh′′ =⇒ h′ = h′′.
(3) ñëåäóåò èç (2).



Ëåêöèÿ 17

Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Ïðîñòåéøèå äðîáè. Ìíîãî÷ëåíû íàä ôàêòîðèàëüíûì êîëüöîì.

Ëåììà Ãàóññà. Ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ôàêòîðèàëüíûì êîëüöîì.

Ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü òåïåðü R = k[t]. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå ÷àñòíûõ (
R

) íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðà-
öèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Ãîâîðÿò, ÷òî äðîáü f/g ∈ k(t) � ïðàâèëüíàÿ, åñëè deg f < deg g.

Ëåììà. Ñóììà ïðàâèëüíûõ äðîáåé ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé äðîáüþ.

Óòâåðæäåíèå. Ëþáàÿ äðîáü f/g ∈ k(t) åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó

f

g
= q +

f ∗

g
, q ∈ k[t],

f ∗

g
� ïðàâèëüíàÿ äðîáü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåëèì ñ îñòàòêîì: f = qg + f ∗.

Ïðîñòåéøèå äðîáè

Äðîáü f/g ∈ k(t) íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé, åñëè g = pk, ãäå p � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
è deg f < deg p.

Ïðèìåðû. � Åñëè k = C, òî ëþáàÿ ïðîñòåéøàÿ äðîáü èìååò âèä c/(t− α)k.

� k = R, òî ëþáàÿ ïðîñòåéøàÿ äðîáü èìååò âèä c/(t− α)k èëè (at+ b)/(t2 + pt+ q)k,
ãäå t2 + pt+ q íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

� Äðîáü c/(t− α)k ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé íàä ëþáûì ïîëåì k.

Òåîðåìà. Âñÿêàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü f/g, ãäå g = pm1
1 · · · pmr

r � ðàçëîæåíèå â ïðîèçâå-
äåíèå íåïðèâîäèìûõ, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ìíîãî÷ëåíà è ïðîñòåéøèõ äðîáåé ñî çíàìåíà-
òåëÿìè p1, . . . , p

m1
1 , p2, . . . , p

m2
2 , . . . , pr, . . . , p

mr
r :

f

g
= q +

r∑
i=1

mi∑
k=1

fi,k
pki
, deg fi,k < deg pi.

Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà.
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Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f/g � ïðàâèëüíàÿ äðîáü.

Ëåììà. Ïóñòü f/g � ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü è ïóñòü g = g1g2 � ðàçëîæåíèå
â ïðîèçâåäåíèå âçàèìíî ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé < deg g. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ðàçëîæåíèå f/g = f1/g1 + f2/g2 â ñóììó ïðàâèëüíûõ äðîáåé. Ýòî ðàçëîæåíèå åäèí-
ñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u, v òàêèå, ÷òî g1u+ g2v = 1. Îòñþäà f/g =
fv/g1+fu/g2 = f1/g1+f2/g2+f ∗, ãäå f1/g1, f2/g2 � ïðàâèëüíûå äðîáè, à f

∗ � ìíîãî÷ëåí.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∗ 6= 0. Òîãäà deg(gf ∗) = deg(f − f1g2 − f2g1) < deg g. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü èìååòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ f/g = f1/g1+f2/g2 = h1/g1+h2/g2. Òîãäà (f1−h1)g2 =
(h2−f2)g1, g1 äåëèò f1−h1, g2 äåëèò h2−f2 =⇒ deg(f1−h1) ≥ deg g1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå. Âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü f/g, ãäå g = pm1
1 · · · pmr

r � ðàçëî-
æåíèå â ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðàâèëüíûõ äðîáåé
ñî çíàìåíàòåëÿìè pm1

1 , pm2
2 , . . . , pmr

r . Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïî-
ðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî r ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû.

Ëåììà. Âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü f/pm, ãäå p � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f/g = fm/p
m + fm−1/p

m−1 + · · ·+ f1/p,

ãäå deg fi < deg p. Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî m. Äåëèì f íà p ñ îñòàòêîì: f = qp+fm, deg fm < deg p,
deg q < deg pm−1 =⇒ f/pm = fm/p

m + q/pm−1.
Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äðóãîå ðàçëîæåíèå

f/g = f ∗m/p
m + f ∗m−1/p

m−1 + · · ·+ f ∗1 /p

è ïóñòü hi = fi − f ∗i . Òîãäà

0 = hm/p
m + hm−1/p

m−1 + · · ·+ h1/p,

Ïóñòü hk � ïåðâûé ÷ëåí 6= 0 =⇒

0 = hk + hk−1p+ · · ·+ h1p
k−1 =⇒ hk = 0.

Ôàêòîðèàëüíîñòü êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ôàêòîðèàëüíûì êîëü-
öîì

Òåîðåìà. Ïóñòü R � ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî. Òîãäà êîëüöî R[t] ôàêòîðèàëüíî.
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Ñëåäñòâèå. Êîëüöî Z[t] ôàêòîðèàëüíî.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k � ïîëå. Êîëüöî k[t1][t2] · · · [tn] ôàêòîðèàëüíî.

Ïóñòü K := Frac(R). Ìíîãî÷ëåí f = ant
n + · · ·+ a0 ∈ R[t] íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì,

åñëè ÍÎÄ(an, . . . , a0) = 1.

Ëåììà. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ∈ K[t] ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå f = α
β
f ∗, ãäå α, β ∈ R, b 6= 0,

f ∗ ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = ant
n + · · · + a0, ãäå ai = bi/ci, bi, ci ∈ R, ci 6= 0. Ïîëîæèì

β = c0 · · · cn è a′i = biβ/ci ∈ R. Òîãäà f = 1
β

∑
a′it

i. Ïîëîæèì α = ÍÎÄ(a0, . . . , an) è

a∗i = a′i/α. Òîãäà f = α
β

∑
a∗i t

i.

Ëåììà (ëåììà Ãàóññà). Ïóñòü f, g ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà fg �
ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì

f =
∑

ait
i, g =

∑
bjt

j, fg =
∑

ckt
k,

ãäå

ck =
∑
i+j=k

aibj.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåðàçëîæèìûé ýëåìåíò p ∈ R òàêîé, ÷òî

p | ck, ∀k.

Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ

∃i p - ai, ∃j p - bj.

Âûáåðåì ýòè i è j ìèíèìàëüíûìè. Òîãäà p äåëèò âñå ÷ëåíû ñóììû ck =
∑

i+j=k aibj
êðîìå aibj. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f, g ∈ R[t], ïðè÷åì g � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Åñëè g | f â
êîëüöå K[t], òî g | f â êîëüöå R[t].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f = gh, ãäå h ∈ K[t]. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå h = α
β
h∗, ãäå

α/β ∈ K � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü è h∗ ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà βf = αgh∗.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå Ãàóññà.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f ∈ R[t] � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà f � íåðàçëîæèìûé
ýëåìåíò â êîëüöå R[t] ⇐⇒ f íåïðèâîäèì â êîëüöå K[t].

Òàêèì îáðàçîì íåðàçëîæèìûå ýëåìåíòû f ∈ R[t] áûâàþò äâóõ òèïîâ:

� deg f = 0, f ∈ R � íåðàçëîæèìûé ýëåìåíò,



Àëãåáðà-I

� deg f > 0, f � ïðèìèòèâíûé â R[t] è íåïðèâîäèìûé â K[t] ìíîãî÷ëåí.

Ëåììà. Ïóñòü p ∈ R[t] � íåðàçëîæèìûé ýëåìåíò â êîëüöå R[t] è ïóñòü p | fg, f, g ∈
R[t] =⇒ p | f èëè p | g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé deg p = 0. Çàïèøåì f = af ∗, g = bg∗, ãäå f ∗, g∗ ∈ R[t] �
ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû, à a, b ∈ R. Ïî ëåììå Ãàóññà f ∗g∗ ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.
Ïîýòîìó p | ab =⇒ p | a èëè p | b.

Ñëó÷àé deg p > 0. Òîãäà p � ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí. Ïóñòü p - f â êîëüöå R[t]. Òîãäà
p - f â êîëüöå K[t]. Ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ëåììå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì èìååì p | g
â êîëüöå K[t]. Ïî ñëåäñòâèþ p | g â êîëüöå R[t].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñóùåñòâîâàíèå. Çàïèøåì f = af ∗, ãäå f ∗ ∈ R[t] � ïðèìè-
òèâíûé ìíîãî÷ëåí, à a ∈ R. Èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè f ∗ äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðîèçâå-
äåíèå íåïðèâîäèìûõ ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ∈ R[t]. Ïîñêîëüêó R ôàêòîðèàëüíî, òî
a äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå íåðàçëîæèìûõ ýëåìåíòîâ.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü f = pm1
1 · · · pmr

r � ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå íåðàçëîæèìûõ
ñ íàèìåíüøèì

∑
mi. Èíäóêöèÿ ïî

∑
mi. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

f = pm1
1 · · · pmr

r = p′k11 · · · p′kss

Ïî ëåììå p1 | p′j äëÿ íåêîòîðîãî j. Îòñþäà ýëåìåíòû p1 è p
′
j àññîöèèðîâàíû. Ñîêðàùàÿ,

ïîëó÷èì äâà ðàçëîæåíèÿ f/p1 ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì
∑
mi. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

îíè ñîâïàäàþò.
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Ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê. Ëåììà î ñòàðøåì ÷ëåíå.

Ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Êîëüöîì ìíîãî-
÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõ íàä R íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî S,
ñîäåðæàùåå âûäåëåííûå ýëåìåíòû t1, . . . , tn, òàêîå, ÷òî

(1) R ñîäåðæèòñÿ â S êàê ïîäêîëüöî è S 6= R,

(2) ëþáîé ýëåìåíò f ∈ S îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f =
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn , ak1,...,kn ∈ R.

Ýëåìåíòû S íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè. Âûäåëåííûé ýëåìåíòû t1, . . . , tn íàçûâàþòñÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.

Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ t1, . . . , tn îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R[t1, . . . , tn].

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Êîëüöî ìíî-
ãî÷ëåíîâ S îò n ïåðåìåííûõ íàä R ñóùåñòâóåò. Åñëè S ′ � äðóãîå êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ
îò n ïåðåìåííûõ íàä R, òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

ϕ : S −→ S ′

òàêîé, ÷òî ϕ(a) = a äëÿ âñåõ a ∈ R è ϕ(ti) = t′i, ãäå t1, . . . , tn (ñîîòâ. t′1, . . . , t
′
n) �

íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå â S (ñîîòâ., âS ′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåíîñòü. Óìíîæåíèå â R[t1, . . . , tn] çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

tk11 · · · tknn · t
l1
1 · · · tlnn = tk1+l11 · · · tkn+lnn

Òàêèì îáðàçîì,

f =
∑

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn , g =

∑
bl1,...,lnt

l1
1 · · · tlnn =⇒

83
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fg =
∑

cm1,...,mnt
m1
1 · · · tmn

n , cm1,...,mn =
∑

ak1,...,knbl1,...,ln ,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì íàáîðàì k1, . . . , kn, l1, . . . , ln òàêèì, ÷òî k1 + l1 = m1,
. . . , kn + ln = mn. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ : R[t1, . . . , tn] −→ R[t′1, . . . , t
′
n],

ϕ :
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn 7−→

∑
k1,...,kn

ak1,...,knt
′k1
1 · · · t′knn .

Îíî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
Ñóùåñòâîâàíèå. Îïðåäåëèì R[t1, . . . , tn] ïî èíäóêöèè:

R[t1, . . . , tn] = R[t1][t2] . . . [tn].

Òîãäà R[t1, . . . , tn] � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Áîëåå òîãî, R[t1, . . . , tn]
ñîäåðæèò R.

Ëåììà. Ëþáîé ýëåìåíò f ∈ R[t1, . . . , tn] îäíîçíà÷íî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

f =
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn , ak1,...,kn ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. f ∈ R[t1, . . . , tn] = R[t1, . . . , tn−1][tn] =⇒ f =
∑

kn
fknt

kn ,

fkn ∈ R[t1, . . . , tn−1]. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè fkn =
∑
ak1,...,kn−1,knt

k1
1 · · · t

kn−1

n−1 . =⇒

f =
∑
kn

 ∑
k1,...,kn−1

ak1,...,kn−1,knt
k1
1 · · · t

kn−1

n−1

 tkn =
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn

Ñëåäñòâèå. R[t1, . . . , tn] ' R[t1][t2] . . . [tn].

Ñëåäñòâèå. R[t1, . . . , tn] íå èìååò äåëèòåëåé 0 ⇐⇒ R íå èìååò äåëèòåëåé 0.

Ñëåäñòâèå. R[t1, . . . , tn] ' R[tσ(1), . . . , tσ(n)], ∀σ ∈ Sn.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí

f =
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
1 · · · tknn

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ñòåïåíè d, åñëè ak1,...,kn 6= 0 =⇒
∑
ki = d.

Ðàçëîæåíèå ñ ñóììó îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò. Ïðîèçâåäåíèå îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè â R íåò äåëèòåëåé 0, òî deg(fg) = deg f + deg g.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå â ñóììó îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò

f = f0 + · · · fd, g = g0 + · · · ge.

Òîãäà ðàçëîæåíèå fg =
∑

i,j figj â ñóììó îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò áóäåò

fg =
∑

hk, hk =
∑
i+j=k

figj

(ãðóïïèðóåì îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû ñòåïåíè k). Êîìïîíåíòà ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè:
fdge 6= 0 ïîñêîëüêó â R íåò äåëèòåëåé 0.

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè â R íåò äåëèòåëåé 0, òî degxk(fg) = degxk f + degxk g.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê: (k1, . . . , kn) ≺ (l1, . . . , ln) ⇐⇒ ∃i: k1 = l1, . . . , ki = li,

ki+1 < li+1.
Äëÿ îäíî÷ëåíîâ ïèøåì atk11 · · · tknn ≺ btl11 · · · tlnn åñëè (k1, . . . , kn) ≺ (l1, . . . , ln).

Ëåììà. Äëÿ îäíî÷ëåíîâ èìååì:

(1) u � v, v � w =⇒ u � w;

(2) u � v =⇒ uw � vw;

(3) u � v, u′ � v′ =⇒ uu′ � vv′.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Çàïèøåì u = atk11 · · · tknn , v = btl11 · · · tlnn , w = ctm1
1 · · · tmn

n . Ïóñòü i �
ìàêñèìàëüíîå òàêîå, ÷òî k1 = l1 = m1, . . . , ki−1 = li−1 = mi−1 (ò.å. ti � ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ,
âõîäÿùàÿ â u, v, w â ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ). =⇒ ki ≥ li ≥ mi. Ïðè÷åì ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ � ñòðîãîå.

(2) Çàïèøåì u = atk11 · · · tknn , v = btl11 · · · tlnn , w = ctm1
1 · · · tmn

n . Ïóñòü i � ìàêñèìàëüíîå
òàêîå, ÷òî k1 = l1, . . . , ki−1 = li−1. =⇒ ki > li =⇒ k1 + m1 = l1 + m1, . . . , ki−1 + mi−1 =
li−1 +mi−1, ki +mi > li +mi.

(3) uu′ � vu′ � vv′.

Ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà f ∈ R[t1, . . . , tn]: atk11 · · · tknn ∈ f � ñòàðøèé åñëè at
k1
1 · · · tknn ≺

btl11 · · · tlnn äëÿ ëþáîãî äðóãîãî btl11 · · · tlnn ∈ f .
Ââåäåì âðåìåííîå îáîçíà÷åíèå c(f) � ñòàðøèé ÷ëåí f , o(f) = f − c(f)

Ïðèìåð. f = t21t2 + t1t2 + t1t
2
2 + t53 =⇒ t21t2 � ñòàðøèé ÷ëåí.

Ïðåäëîæåíèå. c(fg) = c(f)c(g) (ñòàðøèé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñòàð-
øèõ ÷ëåíîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f̃ ∈ o(f), g̃ ∈ o(g). Òîãäà c(f) � f̃ , c(g) � g̃ =⇒ c(f)c(g) � f̃ g̃,
c(f)c(g) � c(f)g̃, c(f)c(g) � f̃ c(g) =⇒ c(f)c(g) � ñòàðøèé ÷ëåí.
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Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Îñíîâíàÿ òåîðåìà è ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ. Ôîðìóëû Âè-

åòà. Äèñêðèìèíàíò. Ðåçóëüòàíò (îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà).

Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Ïóñòü R � êîìóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Ïóñòü f ∈ R[t1, . . . , tn] è ïóñòü δ ∈ Sn
� ïîäñòàíîâêà. Îïðåäåëèì íîâûé ìíîãî÷ëåí

f δ(t1, . . . , tn) := f(tδ(1), . . . , tδ(n)).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè f =
∑

k1,...,kn
ak1,...,knt

k1
1 · · · tknn , òî

f δ =
∑

k1,...,kn

ak1,...,knt
k1
δ(1) · · · t

kn
δ(n).

Íàïðèìåð, åñëè δ = [1, 2, 3] è f = t1 + t22 + t33 + t44, òî f
δ = t2 + t23 + t31 + t44.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè f δ = f , ∀δ ∈ Sn.

Ïîñêîëüêó Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè, òî ðàâåíñòâî f
δ = f äîñòàòî÷íî ïðîâå-

ðèòü äëÿ òðàíñïîçèöèé.

Ïðèìåð. � Âñå ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé � ñèììåòðè÷åñêèå.

� Ñòåïåííûå ñóììû sm := tm1 + · · ·+ tmn .

� Ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

σm :=
∑

i1<···<im

ti1 · · · tim 1 ≤ m ≤ n.

Òàêèì îáðàçîì,

σ1 =
∑

xi, σ2 =
∑
i<j

xixj, . . . , σn =
∏

xi.
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� Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà

∆ :=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 t1 · · · tn−11

1 t2 · · · tn−12

. . . . . . . . . . . . . . .
1 tn · · · tn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏
i>j

(ti − tj)

Ìåíÿåò çíàê ïðè òðàíñïîçèöèÿõ. Ïîýòîìó ∆2 � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

Ôîðìóëû Âèåòà.

Òåîðåìà. Ïóñòü f =
∑n

k=0 akt
k ∈ k[t], deg f = n > 0 è ïóñòü α1, . . . , αn � êîðíè

ìíîãî÷ëåíà, ïåðå÷èñëåííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Òîãäà

−an−1/an = α1 + · · ·+ αn
an−2/an = α1α2 + · · ·+ αn−1αn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(−1)n−1a1/an = α̂1 · · ·αn + · · ·+ α1 · · · α̂n
(−1)na0/an = α1 · · ·αn

Ïðåäëîæåíèå. Âñå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îáðàçóþò ïîäêîëüöî

R[t1, . . . , tn]Sn ⊂ R[t1, . . . , tn].

Òåîðåìà (îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ). Ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò ýëåìåíòàð-
íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ.

Îáîçíà÷åíèå: tk11 · · · tknn ∈ f åñëè atk11 · · · tknn ïðèñóòñòâóåò â f ∈ R[t1, . . . , tn] ñ íåíóëå-
âûì êîýôôèöèåíòîì a.

Ëåììà. Ïóñòü f ∈ R[t1, . . . , tn]Sn è ïóñòü u = atk11 · · · tknn = c(f). Òîãäà k1 ≥ · · · ≥ kn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ki < ki+1. Âîçüìåì ýòî i ìèíèìàëüíûì. Ðàññìîò-
ðèì δ = [i, i+ 1] ∈ Sn. Òîãäà u = atk11 · · · t

ki
i t

ki+1

i+1 · · · tknn ∈ f =⇒ uδ = atk11 · · · t
ki+1

i+1 t
ki
i · · · tknn ∈

f . Íî uδ � u. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî îäíî÷ëåíà u = tk11 · · · tknn òàêîãî, ÷òî k1 ≥ · · · ≥ kn ∃! (l1, . . . , ln)
òàêîé, ÷òî c(σl11 · · ·σlnn ) = u.

Äîêàçàòåëüñòâî. c(σr) = t1 · · · tr =⇒

c(σl11 · · · σlnn ) = tl11 (t1t2)
l2 · · · (t1 · · · tn)ln = tl1+···+ln1 tl2+···+ln2 · · · tlnn .

Ðåøàåì ñèñòåìó 
l1 + · · ·+ ln = k1

l2 + · · ·+ ln = k2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ln = kn

Ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ln = kn, li = ki − ki+1, i < n.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü M � ìíî-
æåñòâî âñåõ f ∈ R[t1, . . . , tn]Sn , äëÿ êîòîðûõ òåîðåìà íå âåðíà. Âûáåðåì f ∈ M ñ
íàèìåíüøèì c(f). Ïî ëåììå ∃ σl11 · · ·σlnn òàêîé, ÷òî αc(σl11 · · · σlnn ) = c(f). Òîãäà äëÿ
f1 = f − αc(σl11 · · ·σlnn ) èìååì c(f1) ≺ c(f). Ïðîòèâîðå÷èå.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü g1(σ1, . . . , σn) = g2(σ1, . . . , σn). Ïîëîæèì h = g1 − g2. Ðàçëî-
æèì h â ñóììó îäíî÷ëåíîâ

h =
∑

hi.

ßñíî, ÷òî hi(σ1, . . . , σn) 6= 0. Ïóñòü ui := c(hi(σ1, . . . , σn)). Ïî ïîñëåäíåé ëåììå ñðåäè ui
íåò ïðîïîðöèîíàëüíûõ. Ïóñòü u∗ � ñòàðøèé ñðåäè íèõ. Òîãäà u∗ � ñòàðøèé ñðåäè âñåõ
îäíî÷ëåíîâ â h(σ1, . . . , σn) è îí íå ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ. Ïóñòü f ∈ R[t1, . . . , tn]Sn . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f îäíî-
ðîäåí ñòåïåíè d. Ïóñòü c(f) = atk11 · · · tknn ,

∑
ki = d. Âûáåðåì âñå íàáîðû (r1, . . . , rn)

íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë òàêèå, ÷òî

� r1 ≥ · · · ≥ rn;

�
∑
ri = d;

� (r1, . . . , rn) ≺ (k1, . . . , kn).

Òîãäà g(σ1, . . . , σn) ñîäåðæèò âñå îäíî÷ëåíû âèäà

σr1−r21 · σr2−r12 · · · σrn−1−rn
n−1 · σrnn .

Èõ êîýôôèöèåíòû íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü k � ïîëå. Ïóñòü f ∈ k[t], f = ant
n+ · · · a1t+a0 è ïóñòü α1, . . . , αn �

êîðíè, âûïèñàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Ëþáîé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí α1, . . . , αn
âûðàæàåòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò a0/an,. . . , an−1/an.

Äèñêðèìèíàíò

Ïóñòü k � ïîëå. Ïóñòü f ∈ k[t], f = ant
n + · · · a1t + a0 è ïóñòü α1, . . . , αn � êîðíè,

âûïèñàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Îïðåäåëèì äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà f ñëåäóþùèì
îáðàçîì

D = a2n−2n

∏
i<j

(αi − αj)2.

Äèñêðèìèíàíò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà:

D = a2n−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 α1 α2

1 · · · αn−11

1 α2 α2
2 · · · αn−12

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 αn α2

n · · · αn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

Ïðåäëîæåíèå. D âûðàæàåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè îò ai.
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Äîêàçàòåëüñòâî. D ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì (ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè) îò ýëåìåíòàð-
íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé σi(α1, . . . , αn):

D = a2n−2n · h(σ1, . . . , σn).

Ïî ôîðìóëàì Âèåòà

σ1 = −an−1/an, σ2 = an−2/an, . . . , σn = (−1)na0/an.

Çíàìåíàòåëü êàæäîãî îäíî÷ëåíà σl11 σ
l2
2 · · ·σlnn â h ðàâåí al1+···+lnn . Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

c(σl11 σ
l2
2 · · ·σlnn ) = αl1+···+ln1 αl2+···+ln2 · · ·αlnn =⇒∑
li = degα1

(σl11 σ
l2
2 · · ·σlnn ) ≤ 2n− 2.

(èç îïðåäåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà). Òàêèì îáðàçîì, çíàìåíàòåëü a2n−2n σl11 σ
l2
2 · · ·σlnn � ìíî-

ãî÷ëåí îò a0, . . . an ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 2. Òîãäà f = a0 + a1t+ a2t
2,

D = a22(α2 − α1)
2 = a22(α1 + α2)

2 − 4a22α1α2 = a21 − 4a0a2.

Ïðèìåð. Ïóñòü f = t3 + pt+ q. Òîãäà D = −4p3 − 27q2.

Ôîðìóëû Êàðäàíî Íàéäåì êîðíè ìíîãî÷ëåíà f = t3 + pt+ q. Ïîëîæèì t = u+ v =⇒

u3 + v3 + (u+ v)(3uv + p) + q = 0.

Ïîòðåáóåì 3uv + p = 0. Òîãäà{
u3 + v3 = −q
uv = −p/3

=⇒

{
u3 + v3 = −q
u3v3 = −p3/27

u3 è v3 íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ x2 + qx− p3/27 = 0. Òàêèì îáðàçîì,

u3, v3 = −q
2
±
√
q2

4
+
p3

27
= −q

2
±
√
−D.

Çàäà÷à. Êàêîé ñìûñë èìååò çíàê äèñêðèìèíàíòà äëÿ êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f ∈ R[t]?

Ðåçóëüòàíò

Ïóñòü k � ïîëå. Ïóñòü f, g ∈ k[t],

f = ant
n + · · · a1t+ a0, g = bmt

m + · · · b1t+ b0

è ïóñòü α1, . . . , αn, β1, . . . , βm � êîðíè, âûïèñàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Ïîëîæèì

R(f, g) := amn b
n
m

∏
i,j

(αi − βj).
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Ïðåäëîæåíèå. � R(f, g) = (−1)nmR(g, f);

� R(f, g) = amn
∏

i g(αi), R(g, f) = bnm
∏

j f(βj);

� (îñíîâíîå ñâîéñòâî) R(f, g) = 0 ⇐⇒ f è g èìåþò îáùèé êîðåíü (èëè anbm = 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî g(αi) = bm
∏

(αi − βj), f(βj) = an
∏

(βj − αi).

Òåîðåìà. R(f, f ′) = (−1)n(n−1)/2anD.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì R(f, f ′) = an−1n

∏
i f
′(αi).

f = an
∏
j

(t− αj) =⇒ f ′ = an

n∑
k=1

∏
j 6=k

(t− αj) =⇒

f ′(αi) = an
∏
j 6=i

(αi − αj) =⇒

R(f, f ′) = an−1n ann
∏
i

∏
j 6=i

(αi − αj) = (−1)n(n−1)/2an a
2n−2
n

∏
j>i

(αi − αj)2.
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Ëåêöèÿ 20

Âû÷èñëåíèå ðåçóëüòàíòà. Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû. Ïðèìåðû. Ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû.

Öèêëè÷åñêèå ïîäãðóïïû. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà.

Âû÷èñëåíèå ðåçóëüòàíòà

Òåîðåìà.

R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an−1 . . . . a0
an an−1 . . a0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an an−1 . . . . . . a0

bm bm−1 . . . . . . . . . . . . . b0
bm bm−1 . . . . . . . . . . . . . b0

. . . . . . . . . . . . . . . . .
bm bm−1 . . . . . . b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(Îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n+m. Ïóñòûå ìåñòà çàïîëíÿþòñÿ íóëÿìè.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó â ïðàâîé ÷àñòè ÷åðåç A. Ïîëîæèì N := n + m.
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé îïðåäåëèòåëü

|B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

βN−11 βN−12 · · · βN−1m αN−11 αN−12 · · · αN−1n
...

... · · · ...
...

... · · · ...
β2
1 β2

2 · · · β2
m α2

1 α2
2 · · · α2

n

β1 β2 · · · βm α1 α2 · · · αn
1 1 · · · 1 1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Âû÷èñëèì amn b

n
m|A||B| äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ïåðâîå âû÷èñëåíèå: B îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà òîëüêî ïåðåñòàíîâêà-
ìè ñòðîê =⇒

|B| =
∏
i<j

(βi − βj)
∏
i,j

(βj − αi)
∏
i<j

(αi − αj)

Îòñþäà

amn b
n
m|A||B| = |A|R(g, f)

∏
i<j

(βi − βj)
∏
i<j

(αi − αj)

93
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Âòîðîå âû÷èñëåíèå:

C := AB =

(
I II
III IV

)
= (ci,j)

(I)

ci,j = anβ
N−i
j + an−1β

N−i−1
j + · · ·+ a0β

m−i
j = βm−ij f(βj).

(II)

ci,m+j = anα
N−i
j + an−1α

N−i−1
j + · · ·+ a0α

m−i
j = αm−ij f(αj) = 0.

(III)

cm+i,j = bmβ
N−i
j + bm−1β

N−i−1
j + · · ·+ b0β

n−i
j = βn−ij g(βj) = 0.

(IV)

cm+i,m+j = bmα
N−i
j + bm−1α

N−i−1
j + · · ·+ b0α

n−i
j = αn−ij g(αj).

Òàêèì îáðàçîì,

|A||B| =
∣∣∣∣ ∗ 0

0 ∗∗

∣∣∣∣ , ∗ = βm−ij f(βj), ∗∗ = αn−ij g(αj).

|A||B| =
∏
j

f(βj)
∏
j

g(αj)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

βm−11 βm−12 · · · βm−1m
...

... · · · ...
β2
1 β2

2 · · · β2
m

β1 β2 · · · βm
1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

αn−11 · · · αn−1n
... · · · ...
α2
1 · · · α2

n

α1 · · · αn
1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|A||B| =

∏
j

f(βj)
∏
j

g(αj)
∏
i<j

(βi − βj)
∏
i<j

(αi − αj)

Îòñþäà

amn b
n
m|A||B| = R(f, g)R(g, f)

∏
i<j

(βi − βj)
∏
i<j

(αi − αj)

Ñðàâíèâàÿ ñ ïåðâûì âû÷èñëåíèåì, ïîëó÷èì |A| = R(f, g).

Ïðèëîæåíèÿ: èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè AAT = E.

Ïðèìåðû. (1) Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ n×n-ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé è îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç On(k) (îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà).

(2) Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ n×n-ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç SOn(k) (ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà).
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Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü S ⊂ G � ïîäìíîæåñòâî. Ïîëîæèì

〈S〉 := {an1
1 · · · anm

m | ai ∈ S, ni ∈ Z}.

ßñíî, ÷òî 〈S〉 � ïîäãðóïïà â G. Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâîì S,
åñëè 〈S〉 = G. Èíà÷å ãîâîðÿ, ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ èç S.

Çàìå÷àíèå. 〈S〉 � íàèìåíüøàÿ ïîäãðóïïà â G, ñîäåðæàùàÿ S.

Ïðèìåðû. (1) Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè.

(2) Ïîëíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GLn(k) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè.

(3) Q∗ ïîðîæäàåòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.

(4) k(t)+ ïîðîæäàåòñÿ k[t] è ïðîñòåéøèìè äðîáÿìè.

(5) k(t)∗ ïîðîæäàåòñÿ íåïðèâîäèìûìè ìíîãî÷ëåíàìè è k∗.

Çàìå÷àíèå. Íå âñÿêàÿ ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð,
ãðóïïà R+ íåc÷¼òíà, ïîýòîìó íå ìîæåò ïîðîæäàòüñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû Q+ è Q∗ íå ìîãóò áûòü ïîðîæäåíû êîíå÷íûì ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à. ßâëÿåòñÿ ëè êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ãðóïïà Q/Z?

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè îíà ïîðîæäàåòñÿ îäíèì ýëåìåí-
òîì.

Ïðèìåðû. (1) Ãðóïïà µn � öèêëè÷åñêàÿ, îíà ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ïåðâîîáðàçíûì
êîðíåì èç 1.

(2) Z/nZ.

(3) Z.

(4) Ãðóïïà R+ � íåöèêëè÷åñêàÿ, îíà íåñ÷åòíà.

Çàäà÷à. ßâëÿåòñÿ ëè öèêëè÷åñêîé ãðóïïà Q+? Ãðóïïà Q∗? Ïóñòü k � áåñêîíå÷íîå ïîëå.
Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû k+ è k∗ íå ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè.

Â ëþáîé ãðóïïå G ëþáîé ýëåìåíò a ∈ G ïîðîæäàåò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó 〈a〉.
Áîëåå òîãî, G = ∪a∈G〈a〉. Íàçîâåì ïîðÿäêîì ýëåìåíòà a ∈ G

|a| =

{
min k ∈ N : ak = 1 åñëè ∃ k ak = 1;

∞ åñëè ak 6= 1 ∀k.

Íàçîâåì ïîðÿäêîì ãðóïïû ÷èñëî åå ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷åíèå: |G|.
Â êîíå÷íîé ãðóïïå ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà êîíå÷åí.
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Çàìå÷àíèå. (1) |a| =∞ =⇒ âñå ýëåìåíòû ak, k ∈ Z ðàçëè÷íû.

(2) |〈a〉| = |a|.

(3) |a| = n < ∞ =⇒ 〈a〉 = {1, a, . . . , an−1}. Êîíå÷íàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé
⇐⇒ ∃a ∈ G |a| = |G|.

(4) |a| = n <∞ =⇒

(a) am = 1 ⇐⇒ n | m;
(b) ak = al ⇐⇒ k ≡ l mod n.

Ïðèìåðû. (1) Ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â k+.

(2) Ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â k∗ � êîðíè èç 1.

Çàäà÷à. Íàéäèòå ñïîñîá âû÷èñëÿòü ïîðÿäêè ýëåìåíòîâ â Sn. Óêàçàíèå. Ðàçëîæèòü â
ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ.

Ïðåäëîæåíèå. |a| = n <∞ =⇒ am = n/ÍÎÄ(n,m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d := ÍÎÄ(n,m), n′ = n/d. Òîãäà (am)n
′

= anm/d = 1, (am)k = 1
=⇒ n | mk =⇒ n′ | k.

Ñëåäñòâèå. 〈a〉 = 〈am〉 ⇐⇒ ÍÎÄ(n,m) = 1.

Òåîðåìà. (1) Ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû � öèêëè÷åñêàÿ.

(2) Ïîðÿäîê ïîäãðóïïû â êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.

(3) m | n =⇒ â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäêà n ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà ïîðÿäêà m è
ýòà ïîäãðóïïà � åäèíñòâåííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ïóñòü G = 〈a〉n è ïóñòü H ⊂ G � ïîäãðóïïà. Âîçüìåì m :=
min{k ∈ N | ak ∈ H}. Ïóñòü b := am è ïóñòü c ∈ H. Òîãäà c = al, l = mq+ r, al = amq · ar,
ar = am · (am)−q ∈ H =⇒ r = 0 è c = al = amq = bq.

(2) Ïóñòü G = 〈a〉n è ïóñòü H ⊂ G � ïîäãðóïïà. Òîãäà H = 〈am〉 =⇒ |H| = |am| =
n/ÍÎÄ(n,m).

(3) Ïóñòü G = 〈a〉n è ïóñòü n = mq. Òîãäà ïîëîæèì H = 〈aq〉. Èìååì |H| = |aq| =
n/ÍÎÄ(n, q) = m. Åäèíñòâåííîñòü: êàê â (1) .

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü a, b ∈ G � òàêèå, ÷òî ab = ba. Ïóñòü
|a| = n, |b| = m è ÍÎÄ(n,m) = 1. Òîãäà |ab| = nm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì (ab)nm = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè (ab)k = 1, òî ak = b−k,
1 = ank = b−nk, −nk ≡ 0 mod m, m | k.



Ëåêöèÿ 21

Èçîìîðôèçì öèêëè÷åñêèõ ãðóïï îäíîãî ïîðÿäêà. Ñìåæíûå êëàññû. Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Ìàëàÿ

òåîðåìà Ôåðìà. Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû. Ñâîéñòâà. Ïðèìåðû. Ôàêòîðãðóïïà

Òåîðåìà. Âñå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû îäíîãî ïîðÿäêà èçîìîðôíû:

(1) Áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ' Z.

(2) Êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ' Z/nZ ' µu.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Îòîáðàæåíèå ϕ : Z→ G, k 7→ ak ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
(2) Îòîáðàæåíèå ϕ : Z/nZ→ G, k̄ 7→ ak ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ñìåæíûå êëàññû è òåîðåìà Ëàãðàíæà

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ A, B ⊂ G ãðóïïû G ïîëîæèì

AB := {ab | a ∈ A, b ∈ B}.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîäãðóïïû H ⊂ G è ýëåìåíòà a ∈ H ïîäìíîæåñòâî

aH := {ah | h ∈ H}

íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðàâûå ñìåæíûå êëàñ-
ñû.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñìåæíûõ êëàññîâ îáîçíà÷àåòñÿ G/H. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà G/H
îáîçíà÷àåòñÿ [G : H] è íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H.

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñü ñìåæíîãî êëàññà â âèäå gH íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé:

Ëåììà. gH = g′H ⇐⇒ ∃ h ∈ H g′ = gh.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè gH = g′H, òî g′ ∈ gH è òîãäà g′ = gh äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H.
Îáðàòíî, åñëè g′ = gh äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H, òî g′h′ = ghh′ ∈ gH è ïîýòîìó g′H ⊂ gH.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.

Òåîðåìà. Ïóñòü G � ãðóïïà è ïóñòü H ⊂ G � ëþáàÿ ïîäãðóïïà.

(1) Ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ gH ∈ G/H.

97



Àëãåáðà-I

(2) Åñëè äâà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññà g1H è g2H ïåðåñåêàþòñÿ, òî îíè ñîâïàäàþò.

(3) Âñå ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ðàâíîìîùíû.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ âåðíû äëÿ ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó g ∈ gH.
(2) Ïóñòü g ∈ g1H ∩ g2H. Òîãäà g = g1h1 = g2h2 äëÿ íåêîòîðûõ h1, h2 ∈ H. Îòñþäà

g2 = g1(h1h
−1
2 ) è g1H = g2H ïî ëåììå.

(3) Îòîáðàæåíèå H → gH, h 7→ gh ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé.

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Ëàãðàíæà). Åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, òî

|G| = |H| [G : H].

Ñëåäñòâèå. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.

Ñëåäñòâèå. Åñëè |G| = n, òî an = 1 ∀a ∈ G.

Ñëåäñòâèå (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà mp ≡ m mod p,
∀m ∈ Z.

Ñëåäñòâèå. Ãðóïïà ïðîñòîãî ïîðÿäêà � öèêëè÷åñêàÿ.

Ïðèìåðû. (1) G = H =⇒ G/H ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà.

(2) G = Sn, H = An. Èìååòñÿ ðîâíî 2 ñìåæíûõ êëàññà: ÷åòíûå è íå÷åòíûå ïîäñòàíîâ-
êè.

Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà H ⊂ G ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé (îáîçíà÷àåòñÿ
H CG), åñëè gH = Hg ∀g ∈ G.

Ïðèìåðû. (1) Â àáåëåâîé ãðóïïå ëþáàÿ ïîäãðóïïà íîðìàëüíà.

(2) Â ëþáîé ãðóïïå G èìåþòñÿ òðèâèàëüíûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû G è {1}.

(3) SLn(k) CGLn(k).

(4) An C Sn.

Çàìå÷àíèå. Ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 íîðìàëüíà.

Çàìå÷àíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû g è g′ ãðóïïû G ñîïðÿæåíû, åñëè ñóùåñòâóåò x ∈ G
òàêîé, ÷òî g′ = xgx−1. (Íå ïóòàéòå ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì!) Íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî îòíîøåíèå ñîïðÿæåííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
ãðóïïà G ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùååñÿ îáúåäèíåíèå êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåí-
òîâ. Ïîäãðóïïà H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñîñòàâëåíà èç
êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.
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Îïðåäåëåíèå. Öåíòðîì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

Z(G) := {z ∈ G | gz = zg ∀g ∈ G}.

Î÷åâèäíî, ÷òî öåíòð � ïîäãðóïïà è îíà íîðìàëüíà (äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî). Áîëåå
òîãî, ëþáàÿ ïîäãðóïïà H ⊂ Z(G) íîðìàëüíà â G.

Çàäà÷à. Ïîäãðóïïà H ⊂ G ïîðÿäêà 2 íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H ñîäåð-
æèòñÿ â öåíòðå. Â ÷àñòíîñòè, Sn íå ñîäåðæèò íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ïîðÿäêà 2.

Íàïðèìåð, Z(GLn(k)) ñîñòîèò èç ñêàëÿðíûõ ìàòðèö, à Z(SLn(k)) ñîñòîèò èç ñêàëÿð-
íûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

Ïðåäëîæåíèå. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) H CG;

(2) gHg−1 ⊂ H ∀g ∈ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî HCG, ò.å. gH = Hg ∀g ∈ G è ïóñòü h ∈ H. Òîãäà
gh ∈ Hg. Ñëåäîâàòåëüíî, gh = h′g äëÿ íåêîòîðîãî h′ ∈ H è ïîýòîìó ghg−1 = h′ ∈ H.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî gHg−1 ⊂ H.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî gHg−1 ⊂ H. Ïóñòü g ∈ G è ïóñòü gh ∈ gH, ãäå h ∈ H. Òîãäà
ghg−1 = h′ ∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî, gh = h′g ∈ Hg è ïîýòîìó gH ⊂ Hg. Îáðàòíîå âêëþ÷å-
íèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, â óñëîâèÿõ âûøå âåðíî ðàâåíñòâî gHg−1 = H. (Äîêàæèòå
ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ôàêòîðãðóïïû

Ïóñòü H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G (â ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñè). Íàïîìíèì,
÷òî ÷åðåç G/H ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Îïðåäåëèì
óìíîæåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(aH) · (bH) = (ab)H.

Ëåììà. Îïðåäåëåííîå âûøå óìíîæåíèå íå çàâèñèò îò ñïîñîáà çàïèñè ñìåæíûõ êëàñ-
ñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü aH = a′H è bH = b′H. Òîãäà a′ = ah1 è b
′ = bh2 äëÿ íåêîòîðûõ

h1, h2 ∈ H. Èìååì
a′b′ = (ah1)(bh2) = (ab)(b−1h1b)h2,

ãäå b−1h1b ∈ H (ïîñêîëüêó H CG). Ñëåäîâàòåëüíî, a′b′ = abh äëÿ h := (b−1h1b)h2 ∈ H è
ïîýòîìó (aH) · (bH) = (ab)H.

Ïðåäëîæåíèå. G/H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííîãî âûøå óìíîæå-
íèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

(aH · bH) · cH = (ab)cH = a(bc)H = aH · (bH · cH).

Ýòî äîêàçûâàåò àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè. Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì â G/H ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûé ñìåæíûé êëàññ 1H = H, à îáðàòíûì ê ýëåìåíòó aH ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò
a−1H.
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Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï. Èäåàëû. Ïðèìåðû. Ôàêòîðêîëüöà. Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå

êîëåö. Ïðèñîåäèíåíèå ê ïîëþ êîðíÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà.

Çàìå÷àíèå. Îòîáðàæåíèå π : G→ G/H, a 7→ aH ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï.

Ïðèìåð. Ïóñòü G := C∗ è ïóñòü H :=
{
z
∣∣ |z| = 1

}
. Êàæäûé ýëåìåíò z ∈ C∗ åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå z = αz0, ãäå α ∈ R>0, z0 ∈ H. Ïîýòîìó êàæäûé
ñìåæíûé êëàññ G/H ìîæíî îäíîçíà÷íî çàïèñàòü â âèäå αH, α ∈ R>0. Ñëåäîâàòåëüíî,
G/H ' R>0.

Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï

Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ãðóïïà G ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè a1, . . . , an. Åñëè äëÿ äâóõ ãîìî-
ìîðôèçìîâ ϕ1 : G→ G1 è ϕ2 : G→ G1 èìååì ϕ1(ai) = ϕ2(ai) äëÿ âñåõ i, òî ϕ1 = ϕ2.

Òåîðåìà. Ïóñòü ϕ : G→ G1 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï. Òîãäà

(1) Ker(ϕ) CG.

(2) Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

: G/Ker(ϕ)→ ϕ(G)

òàêîé, ÷òî ϕ = ψ ◦ π, ãäå π : G → G/Ker(ϕ) � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì íà
ôàêòîðãðóïïó. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî äèàãðàììà

G
ϕ //

π

$$

G1

G/Ker(ϕ)
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êîììóòàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì H := Ker(ϕ). Äëÿ ëþáîãî b ∈ G èìååì

a ∈ H =⇒ ϕ(a) = 1 =⇒ ϕ(bab−1) = 1 =⇒ bab−1 ∈ H.

101
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Ñëåäîâàòåëüíî, H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà.
Îïðåäåëèì ψ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ψ(aH) = ϕ(a). Âî-ïåðâûõ ïðîâåðÿåì, ÷òî ýòî

îïðåäåëåíèå êîððåêòíî. Ïóñòü aH = a′H. Òîãäà a′ = ah äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ H. Îòñþäà

ψ(a′H) = ϕ(ah) = ϕ(a)ϕ(h) = ϕ(a) = ψ(aH).

Äàëåå ïðîâåðÿåì, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì:

ψ(aH · bH) = ψ((ab)H) = ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = ψ(aH)ψ(bH).

Äàëåå

ψ(aH) = 1 ⇐⇒ ϕ(a) = 1 ⇐⇒ a ∈ H ⇐⇒ aH = H.

Ñëåäîâàòåëüíî, ψ èíúåêòèâíî. Íàêîíåö, ψ ñþðúåêòèâíî ïî ïîñòðîåíèþ.

Ïðèìåðû. (1) Sn/An ' {±1};

(2) GLn(k)/SLn(k) ' k∗;

(3) R∗/{±1} ' R>0;

(4) C∗/µn ' C∗.

Èäåàëû

Îïðåäåëåíèå. Ïîäãðóïïà I ⊂ R àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà íàçûâàåòñÿ (äâóñòîðîí-
íèì) èäåàëîì, åñëè aI ⊂ I è Ia ⊂ I äëÿ ëþáîãî a ∈ R.

Ïðèìåðû. (1) Â êàæäîì êîëüöå èìååòñÿ èäåàë (0) := {0}, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ íóëå-
âûì. Âñå êîëüöî R � òàêæå èäåàë.

(2) ×åòíûå ÷èñëà � èäåàë â êîëüöå Z.

(3) Ïóñòü R = C[a, b] � êîëüöî äåéñòâèòåëüíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå.
Ôóíêöèè, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü à íåêîòîðîé òî÷êå îáðàçóþò èäåàë

Ic := {f ∈ C[a, b] | f(c) = 0}.

(4) Â êîëüöå ìàòðèö Matn(k) àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà

I :=


0 ∗ · · · ∗
. . . . . . . . . . . .

0 ∗ · · · ∗




(ìàòðèö ñ íóëåâûì ëåâûì ñòîëáöîì) èäåàëîì íå ÿâëÿåòñÿ. Îäíàêî îíà ÿâëÿåòñÿ
ëåâûì èäåàëîì: ∀A ∈ I, ∀B ∈ Matn(k) BA ∈ I.
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî è ïóñòü a1, . . . , an ∈ R.
Ìíîæåñòâî

(a1, . . . , an) := {a1b1 + · · · anbn | bi ∈ R}
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â R. Îí íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ýëåìåíòàìè a1, . . . , an.
Ýòî íàèìåíüøèé èäåàë, ñîäåðæàùèé a1, . . . , an. Èäåàë, ïîðîæäåííûé îäíèì ýëåìåíòîì,
ò. å. èäåàë âèäà

(a) := {ab | b ∈ R}
íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì. Ãîâîðÿò, ÷òî R � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, åñëè â íåì êàæäûé èäåàë
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Åñëè R � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî (1) = R. Ýòîò èäåàë íàçûâàåòñÿ
åäèíè÷íûì.

Ïðèìåð. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Åñëè íåêîòîðûé
èäåàë I ñîäåðæèò îáðàòèìûé ýëåìåíò, òî îí ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì: a ∈ I =⇒ 1 = aa−1 ∈ I
=⇒ I = (1) = R. Ëþáîé èäåàë â ïîëå ÿâëÿåòñÿ èëè íóëåâûì èëè åäèíè÷íûì.

Ôàêòîðêîëüöà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà R. Íà ôàêòîðãðóïïå R/I àääèòèâíîé ãðóïïû
îïðåäåëèì óìíîæåíèå ïî ïðàâèëó (a+ I)(b+ I) = ab+ I. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî
îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âèäà çàïèñè ñìåæíûõ êëàññîâ a+ I è b+ I: åñëè a+ I = a′+ I
è b+ I = b′ + I, òî a′ = a+ c è b′ = b+ d äëÿ íåêîòîðûõ c, d ∈ I. Îòñþäà

a′b′ − ab = ad+ cb+ cd ∈ I

è ïîýòîìó a′b′ + I = ab+ I. Êîëüöî R/I íàçûâàåòñÿ ôàêòîðêîëüöîì.

Çàìå÷àíèå. Îòîáðàæåíèå π : R→ R/I, a 7→ a+ I ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö.

Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

� êîëüöî R àññîöèàòèâíî =⇒ R/I àññîöèàòèâíî,

� êîëüöî R êîììóòàòèâíî =⇒ R/I êîììóòàòèâíî,

� êîëüöî R èìååò åäèíèöó 1 è 1 /∈ I =⇒ R/I èìååò åäèíèöó.

Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå êîëåö

Òåîðåìà (òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå êîëåö). Ïóñòü ϕ : R → R1 � ãîìîìîðôèçì êîëåö.
Òîãäà

(1) Ker(ϕ) � èäåàë â R.

(2) Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì

ψ : R/Ker(ϕ) −→ ϕ(R)

òàêîé, ÷òî ϕ = ◦ π, ãäå π : G → R/Ker(ϕ) � åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì íà
ôàêòîðêîëüöî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì I := Ker(ϕ). Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î ãîìîìîðôèçìå ãðóïï.
Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî I � ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû R è èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîð-
ôèçì ãðóïï ψ : R/I → ϕ(R), ψ(a+ I) = ϕ(a). Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì
êîëåö:

ψ((a+ I)(b+ I)) = ψ(ab+ I) = ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = ψ(a+ I)ψ(b+ I).

Ïðèìåðû. � Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ϕ : C[a, b]→ R, f 7→ f(c). Òîãäà Kerϕ = IC
è C[a, b]/Ic ' R.

� Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì ϕ : R[t]→ C, f 7→ f(i). Òîãäà Kerϕ = (t2+1) è R[t]/(t2+
1) ' C.

Ïðèñîåäèíåíèå ê ïîëþ êîðíÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà

Ïóñòü L � ïîëå è ïóñòü k ⊂ L � ïîäïîëå. Äëÿ ýëåìåíòà θ ∈ L ÷åðåç k(θ) ìû îáîçíà÷èì
ïîäïîëå â L, ïîðîæäåííîå k è θ. Ýòî íàèìåíüøåå ïîäïîëå â L, ñîäåðæàùåå k è θ.

Òåîðåìà. Ïóñòü k � ïîëå è ïóñòü f ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.

(1) Ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì,

(b) ôàêòîðêîëüöî k[t]/(f) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì,

(c) ôàêòîðêîëüöî k[t]/(f) íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

(2) Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì. Åñëè L/k � ðàñøèðåíèå ïîëåé òàêîå, ÷òî f èìå-
åò êîðåíü θ ∈ L, òî ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì

ϕ : k[t]/(f)→ k(θ), t 7→ θ,

ÿâëÿþùèéñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà k.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Äîêàæåì (1)(a) =⇒ (1)(b). Ïóñòü π : k[t]→ k[t]/(f) � åñòåñòâåííûé
ãîìîìîðôèçì. Ðàññìîòðèì íåíóëåâîé ýëåìåíò ḡ = g + (f) ∈ k[t]/(f). Òàêèì îáðàçîì,
ḡ = π(g), ãäå g ∈ k[t] � ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî g /∈ (f). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî f è g
âçàèìíî ïðîñòû (ïîñêîëüêó f íåïðèâîäèì). Ïî òåîðåìå î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå
ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u, v ∈ k[t] òàêèå, ÷òî 1 = fu+ gv. Îòñþäà

1 = π(1) = π(f)π(u) + π(g)π(v) = ḡπ(v).

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò ḡ ∈ k[t]/(f) îáðàòèì è ïîýòîìó k[t]/(f) � ïîëå.
Èìïëèêàöèÿ (1)(b) =⇒ (1)(c) î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (1)(c) =⇒ (1)(a) ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî f = f1f2, ãäå fi /∈ (f). Òîãäà â k[t]/(f) èìååì

π(f1)π(f2) = π(f1f2) = π(f) = 0,
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ò.å. π(f1), π(f2) � äåëèòåëè íóëÿ. Ïðîòèâîðå÷èå.
(2) Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

: k[t] −→ L, h 7−→ h(θ).

ßñíî, ÷òî ψ � ãîìîìîðôèçì. Åãî ÿäðî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì: Ker(ψ) = (h). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, f ∈ Ker(ψ) è f íåïðèâîäèì. Ïîýòîìó Ker(ψ) = (f). Ïî òåîðåìå î
ãîìîìîðôèçìå ψ(k[t]) ' k[t]/(f).

Çàìå÷àíèå. Ïîñòðîåííîå âûøå ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì ê ïîëþ êîðíÿ
íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëå k åñòåñòâåííî âêëàäûâàåòñÿ â k[t]/(f)
(êàê êîìïîçèöèÿ k ↪→ k[t]

π−→ k[t]/(f)), à ñîãëàñíî (2) îáðàç θ := π(t) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
ìíîãî÷ëåíà f .
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