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Взаимодействующие поля

� Взаимодействующие поля: L (u2)→ L (un>2):

L (un>2) = L0(u2)+g3u3 + g4u4 + . . .+ κ3u2
∂u + . . . é (1)

� В принципе возможны все слагаемые é Какие могут быть ограниче-
ния?

� По-прежнему E > −∞

� По-прежнему L † = L

� По-прежнему симметрии (Пуанкаре, внутренние глобальные и ка-
либровочные симметрии, . . . )

� Отсутствие паталогий, связанных с высшими производными (духи,
тахионы)

� Перенормируемость теории

ç

Унитарность, причинность, ковариантность . . .
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� Перенормируемость Ù отсутствие констант gn, κi . . . с отрицательной
размерностью в массовых единицах é

� d -- размерность пространства-времени é

[S] = 0 é [L ] = d
[L0]=d

é [u] = νu é [gn] = d − n · νu
должно быть
≥ 0 é n < ∞ (2)

и аналогично для κi ([∂ ] = 1)

� d = 4
� u = ϕ é [ϕ] = 1 é n ≤ 4 и i = 0 (с учетом ЛИ) é

L =
1
2
(∂ϕ)2 − m2

2
ϕ

2 − g
3!

ϕ
3 − λ

4!
ϕ

4 =
1
2
(∂ϕ)2 −V (ϕ) (3)

� E > −∞ é λ > 0

� m2, g -- любые! é спонтанное нарушение симметрии (m2 < 0, g = 0)

� m -- не масса

� масса µ: ∂V
∂ϕ

= 0 é ϕV -- вакуум; ∂ 2V
∂ϕ2

∣∣∣
ϕ=ϕV

= µ
2

� Z2-симметрия ϕ → −ϕ é g = 0 é λϕ4-теория
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� u = Aµ é [Aµ] = 1 é возможно

Lint = κ3(A)2
∂A + g4A4 (4)

� Если Aµ -- абелево (U(1)) калибровочное поле (фотон) é g4 = κ3 = 0

� Если Aµ -- неабелево (например, SU(N)) калибровочное поле (глю-
он)
g4 6= 0, κ3 6= 0 и есть связь! g4 ∼ κ2

3

� Если Aµ -- массивное некалибровочное поле, то более тонкий ана-
лиз приводит к требованию g4 = κ3 = 0, а также к отсутствию вза-
имодействий с другими полями, т.е. только свободная теория для
такого поля является непротиворечивой

� Если Aµ -- массивное калибровочное поле, получившее массу в ре-
зультате спонтанного нарушения калибровочной симметрии Ö ме-
ханизма Хиггса Ö механизма Браута-Энглера-Хиггса (Z иW±-бозоны),
то всё, как для безмассового случая.

� u = ψ é [ψ] = 3/2 é только свободная теория
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� Теория Ферми Lint ∼ GF(ψ̄Γψ)2 противоречива!: [GF] = −2
� u1 = ψ , u2 = ϕ é

Lint = gSϕψ̄ψ + igPϕψ̄γ5ψ-- юкавское взаимодействие (5)
� Если gS 6= 0 и gP 6= 0, то нарушается P-инвариантность

� Расширение состава полей и требование изотопической инвариант-
ности приводит к теорииЮкавы взаимодействия пионов и нуклонов

� u1 = ψ , u2 = Aµ + калибровочная инвариантность é КЭД

LQED = −
1
4

F2
µν + iψ̄D̂ψ − mψ̄ψ (6)

� u1 = ϕ,ϕ∗, u2 = Aµ + калибровочная инвариантность é С(калярная)КЭД

LSQED = −
1
4

F2
µν + |Dµϕ|2 − m2|ϕ|2 − λ

4
|ϕ|4 (7)

� В последних 2-х случаях для частиц с отрицательным электриче-
ским зарядом −e

Dµ = ∂µ − ieAµ (8)

-- ковариантная или длинная производная
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Теория возмущений в КТП

� Взаимодействующие поля: L (u2)→ L (un>2) é нелинейные уравнения

� Как решать? é Теория возмущений (ТВ)

� В квантовой механике

i
∂ψ

∂ t
= Hψ(t) ≡ (H0 + H1)ψ(t) , (9)

� H0 -- свободный гамильтониан; при H1 = 0 задача (9) точно решается

� H1 -- гамильтониан взаимодействия; характеризуется малым пара-
метром α (например, в КЭД α = e2/4π = 1/137) -- рассматривается
как возмущение

� В теории поля проблема : даже одиночная “свободная” частица взаи-
модействует с вакуумом, если H1 6= 0

� Лучше, чем ТВ, обычно предложить не удается. Поэтому будем пред-
полагать
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� существует предел слабой связи α → 0 у физических решений. Та-
кие решения называются адиабатическими

� аналитичность или слабую неаналитичность у адиабатических ре-
шений

� Эти предположения, строго говоря, необоснованны

� В скалярной теории λϕ4 при λ > 0 энергия ограничена снизу, и это
“хорошая” устойчивая теория.

� При λ < 0 энергия неограничена снизу é теория неустойчива (А что
в КЭД?) é

� λ = 0 -- особая точка

� Пример: 0-мерная теория ϕ4. Функциональный интеграл (который
дает ответы в КТП) для такой теории имеет вид∫

Dϕe−ϕ2−λ

8 ϕ4
=

∞∫
−∞

dxe−x2−λ

8 x4 (10)
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� Вычислим его по ТВ
∞∫

−∞

dxe−x2−λ

8 x4
=

∞∑
n=0

(−λ )n

8nn!

∞∫
−∞

dx·x4ne−x2 y=x2
=

∞∑
n=0

(−λ )n

8nn!

∞∫
0

dy·y
4n+1

2 −1e−y =

∞∑
n=0

(−λ )n

8nn!
Γ

(
2n +

1
2

)
(11)

� При больших n члены ряда ведут себя как

lim
n→∞

(−λ )n

8nn!
Γ

(
2n +

1
2

)
∼ (−#λn)n é (12)

� При фиксированном λ частичная
сумма сначала при N < 1

#λ
стремится

к определенному правильному пре-
делу, а затем, при N > 1

#λ
, ряд взры-

вается é

� Асимптотический ряд

� Ответ для интеграла
∞∫

−∞

dxe−x2−λ

8 x4
=

√
2e

1
λ K1

4

( 1
λ

)
√

λ
(K -- функция Макдональда)

10 20 30 40

0.991086

0.991088

0.991090

0.991092

0.991094

0.991096

1√
π

N∑
n=0

(−(λ=0.1))n

8nn! Γ
(
2n + 1

2

)

N
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Представление взаимодействия

� Пусть H = H0 + H1 é для свободной системы

i
∂Ψ

∂ t
= H0Ψ(t) , (13)

� Уравнение (13) можно формально проинтегрировать

Ψ(t) = e−iH0t
Φ , (14)

где Φ --- постоянная амплитуда.

� Решение (14) не удовлетворяет уравнению Шредингера с включенным
взаимодействием é

� Решение уравненияШредингера с включенным взаимодействием удоб-
но искать в виде (14), считая, что Φ зависит от времени:

i
∂Φ(t)

∂ t
= eiH0tH1e−iH0t

Φ(t) . (15)
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� Гамильтониан взаимодействия имеет вид

H1 =

∫
dxH1(x) . (16)

� Плотность гамильтониана H1(x) выражается через произведение по-
лей, поэтому можно написать

eiH0tH1(x)e−iH0t ' eiH0tuα1(x) . . . uαi(x)e
−iH0t = eiH0tuα1(x) . . . uαi(x)e

−iH0t
∣∣∣
x0=0

=

(17)

eiH0tuα1(x)e
−iH0t . . . eiH0tuαi(x)e

−iH0t
∣∣∣
x0=0

= uα1(x) . . . uαi(x) 'H1(x) , (18)

� В последних двух равенствах поля u(x) --- это поля, а H1(x) --- гамиль-
тонова плотность взаимодействия в представлении Гейзенберга отно-
сительно свободного гамильтониана.
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� Уравнение (15) можно представить теперь в виде

i
∂Φ(t)

∂ t
= H1(t)Φ(t) , (19)

где H1(t) =
∫

dxH1(t,x) =
∫

dxH1(x) . (20)

� Представление, в котором уравнение Шредингера имеет вид (19) назы-
вается представлением взаимодействия.

� Среднее от произвольного оператора:

B̄t = Ψ
∗(t)BΨ(t) = Φ

∗(t)eiH0tBe−iH0t
Φ(t) = Φ

∗(t)BвзΦ(t), (21)

где Bвз ≡ eiH0tBe−iH0t , (22)

--- произвольный оператор в представлении взаимодействия.

� В представлении взаимодействия все операторы должны рассматри-
ваться как функции операторов поля в представлении Гейзенберга для
свободных полей, удовлетворяющих свободным уравнениям движе-
ния.
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Матрица рассеяния

� Задача рассеяния: Пусть в отдаленном прошлом все частицы находи-
лись далеко друг от друга и не взаимодействовали. Состояние систе-
мы описывалось амплитудой Φ(−∞). Требуется найти вероятность, что
в отдаленном будущем система будет также состоять из отдаленных
частиц и описываться амплитудой Φ(∞).

� Математическая формулировка заключается в следующем: Пусть адиа-
батически

H1(t)
t→±∞→ 0 . (23)

Решая уравнение Шредингера

i
∂Φ(t)

∂ t
= H1(t)Φ(t) , (24)

требуется найти такой оператор S, что

Φ(∞) = SΦ(−∞) . (25)
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� Такой оператор характеризуется своими матричными элементами

Sαβ = 〈α|S|β 〉 , (26)

и называется S-матрицей или матрицей рассеяния.

� Требование T -инвариантности приводит к условию на S-матрицу

Sαβ = STβ ,Tα . (27)

� Чтобы построить S-матрицу, рассмотрим переходы между моментом t0
и t. Тогда

Φ(t) = S(t, t0)Φ(t0) . (28)

� Подставляя это выражение в (24), находим, что S(t, t0) удовлетворяет
следующему операторному уравнению

i
∂S(t, t0)

∂ t
= H1(t)S(t, t0) , S(t0, t0) = 1 . (29)

Считая, что H1 мало, можно найти решение этого уравнения в виде ряда
теории возмущений
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� Напишем S =
∞∑

n=0
Sn, где Sn ∼ Hn

1 , тогда

i
∂

∂ t

∞∑
n=0

Sn = H1

∞∑
n=0

Sn é i
∂Sn+1

∂ t
= H1Sn, (30)

или

i
∂S0

∂ t
= 0, S0(t0, t0) = 1 é S0(t) = 1

i
∂S1

∂ t
= H1 · 1, S1(t0, t0) = 0 é S1(t) = (−i)

t∫
t0

dt ′H1(t ′)

i
∂S2

∂ t
= H1 · S1, S2(t0, t0) = 0 é S2(t) = (−i)2

t∫
t0

dt ′H1(t ′)

t′∫
t0

dt ′′H1(t ′′)

... ...

Sn(t) = (−i)n

t∫
t0

dt1H1(t1)

t1∫
t0

dt2H1(t2) . . .

tn−1∫
t0

dtnH1(tn) (31)
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� Рассмотрим второй член в формуле (31):
t∫

t0

H1(t ′)dt ′
t′∫

t0

H1(t ′′)dt ′′ =

t∫
t0

H1(t ′)H1(t ′′)θ(t ′ − t ′′)dt ′dt ′′ = (32)

1
2

t∫
t0

dt ′dt ′′ {H1(t ′)H1(t ′′)θ(t ′ − t ′′) + H1(t ′′)H1(t ′)θ(t ′′ − t ′)} ≡ (33)

1
2

t∫
t0

dt1dt2T {H1(t1)H1(t2)} , (34)

где мы ввели символ хронологического произведения:

T {H1(t1)H1(t2)} ≡

{
H1(t1)H1(t2) t1 > t2 ,

H1(t2)H1(t1) t2 > t1 .
(35)

� Аналогично, общий член

Sn(t) =
(−i)n

n!

t∫
t0

dt1 . . .

t∫
t0

dtnT {H1(t1) . . .H1(tn)} , (36)
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где символ T {H1(t1) . . .H1(tn)} для любого взаимного расположения вре-
менных аргументов равен произведению гамильтонианов в порядке
невозрастания аргументов слева направо:

T {H1(t1) . . .H1(tn)} = H1(ta)H1(tb) . . .H1(tr), ta ≥ tb ≥ . . . ≥ tr . (37)

Представляя каждый член Sn в ряде с помощью T -произведения и вы-
нося (формально) символ T из-под знаков интегрирования, получаем

S(t, t0) = T


∞∑

n=0

(−i)n

n!

 t∫
t0

H1(t ′)dt ′


n = T

exp

−i

t∫
t0

H1(t ′)dt ′


 =

T

exp

−i

t∫
t0

dt ′
∫

dxH1(t ′,x)


 . (38)
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Хронологическое произведение

� Определим хронологическое произведение n операторов поля u1(x1),
. . ., un(xn) как произведение этих операторов в порядке, соответству-
ющем невозрастанию временных аргументов слева направо, с учетом
общего знака, который может меняться в случае, если часть полей
квантована по Ферми-Дираку.

� Это определение не вполне корректно: временная последовательность
двух точек xi, x j не является релятивистски инвариантным в случае, ес-
ли эти точки пространственно подобны xi ∼ x j é

� Определение хронологического произведения будет лоренц-инвари-
антным, если операторы (анти)коммутируют вне светового конуса:

ui(xi)u j(x j) = ±u j(x j)ui(xi) , xi ∼ x j , (39)

� Такие операторы мы будем называть локальными.



Хронологическое произведение М. Либанов

18

� Операторы поля являются локальными, а их частотные части -- нет

� По определению для локальных операторов

T {u1(x1) . . . un(xn)} = (−1)pui1(xi1)ui2(xi2) . . . uin(xin) ,

xi1 ∼> xi2 ∼> . . . ∼> xin . (40)

� Здесь символ x ∼> y означает, что точка x лежит в верхнем световом ко-
нусе точки y или пространственноподобно ей, а p --- четность переста-
новки ферми-операторов при переходе от порядка (1, 2, . . . n) к порядку
(i1, i2, . . . in).

� Хронологическое произведение локальных операторных выражений
A1(x1), . . ., An(xn)

T {A1(x1) . . .An(xn)} = (−1)pAi1(xi1)Ai2(xi2) . . .Ain(xin) ,

xi1 ∼> xi2 ∼> . . . ∼> xin . (41)
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� Локальным операторным выражением A(x) относительно поля u(x) на-
зывается операторное выражение, зависящее от полей и их производ-
ных в целом и (анти)коммутирующее с оператором поля при про-
странственноподобных аргументах

{A(x), u(y)}± = 0 , x ∼ y . (42)

� Из определения локальных операторных выражений следуют, что та-
кие операторы (анти)коммутируют при пространственноподобных ар-
гументах

{Ai(x),A j(y)}± = 0 , x ∼ y , (43)

вследствие чего определение (41) непротиворечиво.

� Отметим, что (анти)коммутаторы типа (43) обычно имеют сингуляр-
ности при x = y. Поэтому хронологические произведения (40), (41)
оказываются неопределенным при совпадающих аргументах. Этой не-
определенностью можно воспользоваться по-разному.
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Хронологическая экспонента

� Вернемся к S-матрице

� Если лагранжиан взаимодействия не содержит производных от полей,
то H1(t,x) = −Lint(x).

� Устремим в выражении (38) t → ∞, t0 → −∞ é

S = T exp

i
∫

dxLint(x)

 = T eiAint , (44)

где Aint --- действие взаимодействия.

� Запись (44) несколько условна. Правильно эту запись нужно тракто-
вать также, как и формулу (38), т.е. разложить экспоненту в ряд и вне-
сти знак T -произведения под интегралы.

� Если лагранжиан взаимодействия содержит производные от полей, то
все равно формула (44) остается справедливой. Фактически, различие
в формулах (38) и (44) сводится в этом случае к доопределению T -
произведения при совпадающих аргументах.
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Свойства S-матрицы

� S-матрица может быть построена без обращения к уравнению Шредин-
гера. При этом построение опирается на явно сформулированные фи-
зические условия -- аксиомы:

� причинности,

� унитарности,

� релятивистской ковариантности,

� принцип соответствия.

� Придадим этим условиям математическое выражение é

� Введем понятие о «включенном взаимодействии»: заменим лагранжи-
ан взаимодействия на лагранжиан с «включенным взаимодействием»

Lint → g(x)Lint , (45)

0 ≤ g(x) ≤ 1 . (46)
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� Функция g(x) характеризует степень включения взаимодействия, при
этом предполагают, что на бесконечности взаимодействие выключе-
но:

g(x)→ 0 при x→ ∞ . (47)

� Состояния характеризуются обычными постоянными векторами состо-
яний:

Φ(−∞) = Φ , Φ(∞) = Φ(g) = S(g)Φ . (48)

� Реальная физическая ситуация включенного полностью взаимодей-
ствия воспроизводится в результате предельного перехода:

Φ = lim
g→1

Φ(g) , S(1) = lim
g→1

S(g) . (49)
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� Математическая формулировка аксиом (см. БШ):

� Причинность:
δ

δg(x)

(
δS(g)
δg(y)

S†(g)
)

= 0 при x ∼< y . (50)

� Унитарность:
Φ
∗
Φ = Φ

∗(g)Φ(g) ⇒ S†(g)S(g) = 1 . (51)

� Релятивистская ковариантность:

x→ x′ = Lx , Λg = g(L−1x) , Φ
′ = UΦ⇒ (52)

S(Λg) = USU† . (53)

� Принцип соответствия:

S = 1 +
∑
n≥1

1
n!

∫
Sn(x1, . . . , xn)g(x1) . . . g(xn) dx1 . . . dxn , (54)

S1(x) = iLint(x) . (55)



Свойства S-матрицы М. Либанов

24

� Итог: S-матрица дается выражением (44), однако к лагранжиану взаи-
модействия можно добавить цепочку квазилокальных эрмитовых опе-
раторов Λn(x, x1, . . . xn−1):

Lint(x) 7→ Lint +

∞∑
n=1

1
(n + 1)!

∫
Λn+1(x, x1, . . . xn)dx1 . . . dxn . (56)

Квазилокальным оператором называется оператор, отличный от нуля
только, если все его аргументы совпадают. Такой произвол в постро-
ении S-матрицы фактически сводится к произволу в выборе парамет-
ризации теории é перенормировки.
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Теоремы Вика

� Для вычисления матричных элементов произведений операторов удоб-
но их привести к нормальной форме, т.к. среднее по вакууму от нор-
мального произведения равно 0.

� Пусть A = C+u+ +C−u−; C± -- C-числа

� Рассмотрим сперва произведение двух операторов:

A(x)B(y) ≡:A(x)B(y) : +A(x)B(y) . (57)

� Коммутаторы полей являются C-числами é

A(x)B(y) (58)

является C-числом.

� Это выражение называется нормальным спариванием двух операторов.

� Имеем 〈0|A(x)B(y)|0〉 = A(x)B(y) . (59)
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� Приведем несколько примеров.

� Для скалярного поля имеем

ϕ(x)ϕ(y) =:ϕ(x)ϕ(y) : −iD−(x− y) é (60)

ϕ(x)ϕ(y) = ϕ
−(x)ϕ +(y) = −iD−(x− y) ; ϕ

+(x)ϕ −(y) = ? . (61)

� Аналогично для электромагнитного

Aν(x)A µ(y) = igνµD−0 (x− y) , (62)

� и спинорного полей:

ψα(x)ψ̄ β(y) = −iS−
αβ
(x− y) , (63)

ψ̄α(x)ψ β(y) = −iS+
βα
(y− x) , (64)

ψα(x)ψ β(y) = ψ̄α(x)ψ̄ β(y) = 0 . (65)
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� Определим теперь нормальное произведение со спариванием. По опре-
делению:

:A1 . . .Ai . . .A j . . .An :≡ η AiA j· :A1 . . .Ai−1Ai+1 . . .A j−1A j+1 . . .An : , (66)

и аналогично с несколькими спариваниями. Здесь и далее в этом раз-
деле η --- четность перестановки ферми-операторов от порядка 1, . . . , n

к порядку i, j, 1, . . . , 6 i, . . . , 6 j, . . . n.

� Первая теорема Вика. Обычное произведение линейных операторов
равно сумме всевозможных нормальных произведений этих операто-
ров со всевозможными спариваниями:

A1 . . .An =:A1 . . .An : +
∑
i6= j

:A1 . . .Ai . . .A j . . .An : + (67)

+
∑
i, j,k,l

:A1 . . .Ai . . .A j . . .Ak . . .A l . . .An : + . . . . (68)
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� Рассмотрим теперь произведение двух нормальных произведений:

:A1 . . .A j ::A j+1 . . .Ai : . (69)

Произведения такого вида также надо уметь приводить к нормальной
форме. Очевидно, что к произведениям такого вида применима первая
теорема Вика, однако при этом не надо включать спаривания опера-
торов, стоящих под знаком нормального произведения, или, другими
словами, нужно принимать во внимание только спаривания операто-
ров, принадлежащих к разным группам.

� Поскольку поля в координатном представлении являются линейными
комбинациями операторов рождения и уничтожения a±σ (k) (интеграла-
ми Фурье), и, обратно, операторы рождения и уничтожения являются
линейными комбинациями полей, то теорема Вика применима к про-
изведениям, содержащим в качестве сомножителей операторы a±σ (k).
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� Рассмотрим теперь T -произведение двух полевых операторов

T (u1(x)u2(y)) =

 u1(x)u2(y) =:u1(x)u2(y) : + u1(x)u 2(y) x0 > y0

ηu2(y)u1(x) =:u1(x)u2(y) : +η u2(y)u1(x) x0 < y0
. (70)

� Таким образом

T (u1(x)u2(y)) =:u1(x)u2(y) : + u1(x)u 2(y) , (71)

где

u1(x)u 2(y) ≡

 u1(x)u 2(y) x0 > y0

η u2(y)u 1(x) x0 < y0
(72)

хронологическое спаривание.

� Из этого определения следуют очевидные свойства:

〈T (u1(x)u2(y))〉0 = u1(x)u 2(y) , (73)

u1(x)u 2(y) = η u2(y)u 1(x) . (74)
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� Для скалярного, электромагнитного и спинорного полей имеем соот-
ветственно:

i ϕ(x)ϕ(y) = i〈T (ϕ(x)ϕ(y)〉0 = θ(x0− y0)D−(x− y)−θ(y0− x0)D+(x− y) , (75)

i Aν(x)A µ(y) = i〈T (Aν(x)Aµ(y)〉0 = −gνµθ(x0−y0)D−0 (x−y)+gνµθ(y0−x0)D+
0 (x−y) ,

(76)

i ψα(x)ψ̄ β(y) = i〈T (ψα(x)ψ̄β(y)〉0 = θ(x0− y0)S−αβ
(x− y)− θ(y0− x0)S+

αβ
(x− y) .

(77)

� Заметим, что как и T -произведение, хронологическое спаривание не
определено при совпадающих временных аргументах.

� Аналогично нормальному произведению со спариванием определим
нормальное произведение с хронологическим спариванием:

:A1 . . .A j . . .Ai . . .An :≡ η A jAi · :A1 . . .A j−1A j+1 . . .Ai−1Ai+1 . . .An : . (78)
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� Вторая теорема Вика. T -произведение n линейных операторов равно
сумме их нормальных произведений со всевозможными хронологи-
ческими спариваниями.

T (A1 . . .An) =:A1 . . .An : +
∑
i6= j

:A1 . . .Ai . . .A j . . .An : + (79)

+
∑
i, j,k,l

:A1 . . .Ai . . .A j . . .Ak . . .A l . . .An : + . . . . (80)

� Аналогично случаю с обычным произведением, если под знаком T -
произведения стоит несколько нормальных произведений (как, напри-
мер, для n-ого элемента S-матрицы), то нужно хронологически спари-
вать лишь операторы, принадлежащие к разным группам.
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� Третья теорема Вика. Вакуумное среднее от T произведения равно сум-
ме вакуумных средних от хронологических произведений с одним спа-
ренным оператором

〈T (AB1 . . .Bn)〉0 =
n∑

i=1

〈T (AB1 . . .Bi . . .Bn)〉0 . (81)

� Итак, мы видим, что любое T -произведение линейных операторов сво-
дится к сумме произведений спариваний полевых операторов (см. (75),
(76), (77)) на операторы, приведенные к нормальной форме. Таким об-
разом, основным элементом, необходимым при вычислении матрич-
ных элементов, является хронологическое спаривание полевых опе-
раторов. К изучению этих хронологических спариваний мы и перехо-
дим.
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