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Девизы

дано система линейных уравнений с прямоугольной
матрицей

знаем (немного) линейную алгебру
можем поставить дополнительные требования

(стабилизаторы)
надо получить устойчивое решение
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План работы

составляем матрицу плана и систему нормальных уравнений
обсуждаем число обусловленности и системы полиномов

SVD разложение матрицы плана
получаем оценки значений параметров и их погрешности

ищем подходящие библиотеки
проверяем методы, используемые в «готовых решениях»
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Матрица плана

Классическая задача линейного МНК:

A · xT = y, (1)

где A− т.н. матрица плана M ×N , содержащая
базисные функции модели, вычисленные для
каждого измерения (aij = ϕj(ti)), x−
вектор-столбец длины N («параметры
пластинки»), y− вектор-столбец длины M
(измерения). Обычно M � N .

В такой постановке задача неразрешима,
особенно с учетом наличия погрешностей в
измерениях. Необходимо добавлять условия.
Чаще всего это — требование решения,
минимизирующего норму невязки.

5 / 49



Матрица плана

Классическая задача линейного МНК:

A · xT = y, (1)

где A− т.н. матрица плана M ×N , содержащая
базисные функции модели, вычисленные для
каждого измерения (aij = ϕj(ti)), x−
вектор-столбец длины N («параметры
пластинки»), y− вектор-столбец длины M
(измерения). Обычно M � N .

В такой постановке задача неразрешима,
особенно с учетом наличия погрешностей в
измерениях. Необходимо добавлять условия.
Чаще всего это — требование решения,
минимизирующего норму невязки.

6 / 49



Нормальные уравнения
Домножим каждое уравнение системы на
транспонированную матрицу плана:

AT ·A · xT = AT · y (2)

Матрица ATA — симметричная, неотрицательно
определенная N ×N , правая часть — вектор
длины N .
Для дальнейшего решения системы нормальных
уравнений:

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1
. . .
am1x1 + . . .+ amnxn = bm

, (3)

которую можно записать в матричном виде:

Bx = b.
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Решение методом Гаусса

Тогда, согласно свойству элементарных преобразований над строками,
основную матрицу этой системы можно привести к ступенчатому виду (эти
же преобразования нужно применять к столбцу свободных членов):



α1j1
xj1 + α1j2

xj2 + . . . + α1jrxjr + . . . + α1jnxjn = β1
α2j2

xj2 + . . . + α2jrxjr + . . . + α2jnxjn = β2
. . .

αrjrxjr + . . . + αrjnxjn = βr
0 = βr+1

. . .
0 = βm

(4)

где α1j1
, . . . , αrjr 6= 0.

При этом будем считать, что базисный минор (ненулевой минор
максимального порядка) основной матрицы находится в верхнем левом
углу, то есть в него входят только коэффициенты при переменных
xj1 , . . . , xjr . Тогда переменные xj1 , . . . , xjr называются главными
переменными. Все остальные называются свободными.

Если хотя бы одно число βi 6= 0, где i > r, то рассматриваемая система

несовместна, т.е. у неё нет ни одного решения.
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Решение методом Гаусса-2
Пусть βi = 0 для любых i > r.
Перенесём свободные переменные за знаки равенств и поделим каждое из
уравнений системы на свой коэффициент при самом левом x (αiji

,
i = 1, . . . , r, где i− номер строки):


xj1 + α̂1j2

xj2 + . . . + α̂1jrxjr = β̂1 − α̂1jr+1
xjr+1

− . . .− α̂1jnxjn
xj2 + . . . + α̂2jrxjr = β̂2 − α̂2jr+1

xjr+1
− . . .− α̂2jnxjn

. . .

xjr = β̂r − α̂rjr+1
xjr+1

− . . .− α̂rjnxjn

(5)

β̂i =
βi

αiji

, (6)

α̂ijk
=
αijk

αiji

(7)

где i = 1, . . . , r, k = i + 1, . . . , n.

Если свободным переменным системы (5) придавать все возможные
значения и решать новую систему относительно главных неизвестных
снизу вверх (то есть от нижнего уравнения к верхнему), то мы получим все
решения этой системы. Так как она построена путём элементарных
преобразований над исходной системой, то множества их решений
совпадают.

Критерий совместности Упомянутое выше условие βi = 0 для всех i > r
может быть сформулировано в качестве необходимого и достаточного
условия совместности.
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Норма матрицы
Вещественное число, сопоставленное матрице A и
обозначаемое ‖A‖, называется нормой матрицы A, если
выполнены аксиомы:

‖A‖ > 0, еслиA 6= 0, ‖0‖ = 0,

‖λA‖ = |λ|‖A‖,
‖A+B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖,

‖AC‖ 6 ‖A‖‖C‖

1 ‖A‖1 = max
16j6m

n∑
i=1

|aij |

∞ ‖A‖∞ = max
16i6n

m∑
j=1

|aij |

M M(A) =
√
nmmax

i,j
|aij |

спектральная ‖A‖2 = максимальному сингулярному числу матрицы

евклидова ‖A‖E =

(
n∑
i=1

m∑
j=1

|aij |2
)1/2
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Число обусловленности
Для невырожденной матрицы величина ‖A‖ · ‖A−1‖
называется числом обусловленности, обозначается
по-разному: cond, κ, µ.

Как правило, если число обусловленности κ(A) = 10k, то
при вычислениях с такой матрицей можно потерять
дополнительно до k значащих цифр.

Рассмотрим две системы линейных уравнений:
Au = f — «основная»
(A+ ∆A)u = f + ∆f — «близкая» к ней.

Пусть A — линейный ограниченный обратимый оператор,
действующий из полного пространства U . Пусть операторы
A−1, ∆A также ограничены, и ‖A−1‖ · ‖∆A‖ < 1.

Пусть u∗ — решение первого уравнения, u∗ + ∆u — решение
второго уравнения.

Тогда

‖∆u‖
‖u∗‖ 6

κ(A)

1− κ(A) ‖∆A‖‖A‖

(
‖∆A‖
‖A‖ +

‖∆f‖
‖f‖

)
(8)
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Полиномиальная катастрофа
Полиномиальная модель

y =
k∑
j=0

bjx
j + ε

при неудачном выборе шага и отсутствии масштабирования

порождает матрицу нормальных уравнений с большим
числом обусловленности.
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Ортогональные преобразования

Ортогональные преобразования (и только они)
переводят один ортонормированный базис евклидова
пространства в другой ортонормированный.

Необходимым и достаточным условием
ортогональности линейного преобразования A является
равенство

A∗ = A−1, (9)

где A∗ — сопряжённое, а A−1 — обратное
преобразования.

В ортонормированном базисе ортогональным
преобразованиям (и только им) соответствуют
ортогональные матрицы. Таким образом, критерием
ортогональности матрицы A является равенство (9),
где A∗ — транспонированная, а A−1 — обратная
матрицы.
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Ортогональные преобразования -2
В случае евклидовой плоскости всякое собственное ортогональное
преобразование является поворотом на некоторый угол ϕ, и его
матрица в любом ортонормированном базисе имеет вид(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
. (10)

Матрица несобственного орт.преобразования будет(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
. (11)

Она симметрична, c собственными числами 1 и −1. В
подходящем базисе эта матрица примет вид(

1 0
0 −1

)
,

то есть будет отражением относительно некоторой прямой.

Собственное ортогональное преобразование есть произведение
двух отражений:(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
=

(
1 0
0 −1

)(
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
.
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QR-разложение
Был разработан в конце 1950-х годов независимо В. Н.
Кублановской и Дж. Фрэнсисом.

Пусть A — вещественная матрица, для которой мы хотим
найти собственные числа и векторы. Положим A0 = A.
На k-ом шаге (начиная с k = 0) вычислим QR-разложение
Ak = QkRk, где Qk — ортогональная матрица (то есть
QTk = Q−1

k ), а Rk — верхняя треугольная матрица. Затем мы
определяем Ak+1 = RkQk.
Заметим, что

Ak+1 = RkQk = Q−1
k QkRkQk = Q−1

k AkQk = QTkAkQk,

то есть все матрицы Ak являются подобными, то есть их
собственные значения равны.

Пусть все диагональные миноры матрицы A не вырождены.
Тогда последовательность матриц Ak при k →∞ сходится
по форме к клеточному правому треугольному виду,
соответствующему клеткам с одинаковыми по модулю
собственными значениями.
Сам процесс QR-разложения м.б. реализован при помощи
модифицированного алгоритма Грама – Шмидта,
отражений Хаусхолдера или вращений Гивенса
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На k-ом шаге (начиная с k = 0) вычислим QR-разложение
Ak = QkRk, где Qk — ортогональная матрица (то есть
QTk = Q−1

k ), а Rk — верхняя треугольная матрица. Затем мы
определяем Ak+1 = RkQk.
Заметим, что

Ak+1 = RkQk = Q−1
k QkRkQk = Q−1

k AkQk = QTkAkQk,

то есть все матрицы Ak являются подобными, то есть их
собственные значения равны.
Пусть все диагональные миноры матрицы A не вырождены.
Тогда последовательность матриц Ak при k →∞ сходится
по форме к клеточному правому треугольному виду,
соответствующему клеткам с одинаковыми по модулю
собственными значениями.

Сам процесс QR-разложения м.б. реализован при помощи
модифицированного алгоритма Грама – Шмидта,
отражений Хаусхолдера или вращений Гивенса
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Singular Values Decomposition
Сингулярное разложение матрицы A позволяет вычислять
сингулярные числа данной матрицы, а также левые и
правые сингулярные векторы матрицы A:

левые сингулярные векторы матрицы A — это собственные
векторы матрицы AA∗;

правые сингулярные векторы матрицы A — это собственные
векторы матрицы A∗A.

Сингулярные числа матрицы не следует путать с
собственными числами той же матрицы.
«∗» — эрмитово сопряжение.
Всякую матрицу можно представить в виде разложения:

A = UΣV ∗ (12)

где UM×M и VN×N — унитарные матрицы, состоящие из
левых и правых сингулярных векторов, а ΣM×N —
«диагональная» матрица сингулярных чисел.
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Псевдообратные матрицы
Сингулярное разложение любой матрицы — процесс
технический, используемые методы: QR-разложение,
уже упомянутые отражения Хаусхолдера или вращения
Гивенса. Алгоритм реализован во многих
общедоступных библиотеках.

Сингулярное разложение может быть использовано для
нахождения псевдообратных матриц, которые и
применяются, в частности, в МНК.

Если A = UΣV ∗, то псевдообратная к ней матрица
находится по формуле:

A+ = V Σ+U∗ (13)

где Σ+ — псевдообратная к матрице Σ,

получающаяся из неё заменой каждого ненулевого
элемента σ на диагонали на обратный к нему: σ−1, с
последующим транспонированием самой матрицы.
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Сингулярный анализ
Иногда требуется приближать заданную матрицу A
некоторой другой матрицей Ak с заранее заданным
рангом k.

Если потребовать, чтобы такое приближение было
наилучшим в том смысле, что Фробениусова
(Евклидова) норма разности матриц A и Ak

минимальна, при ограничении rank(Ak) = k, то
оказывается, что наилучшая такая матрица Ak

получается из сингулярного разложения матрицы A по
формуле:

Mk = UΣkV
∗,

где Σk — матрица Σ, в которой заменили нулями все
диагональные элементы, кроме k наибольших
элементов.

Главный вопрос для исследователя — критерий
малости. Необходимо представление о погрешностях
данных.
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Решение задач МНК c использованием
сингулярного разложения

Исходная задача МНК:

Ax = b (14)

где A — m× n вещественная матрица, x — вектор-столбец
длины n, b — вектор длины m

получим сингулярное разложение A = UΣV T

возьмем Ak = UΣkV
T — сокращенное представление

матрицы A

построим приближенное решение переопределенной
системы:

x̂k = A+
k b = V Σ+

k U
Tb (15)

подставив оценку решения в исходную систему, найдем
сумму квадратов невязок:

‖Ax̂k − b‖2 (16)

варьируя k, проверим чувствительность и полноту модели
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netlib.no
вместо netlib.org
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netlib.no
часть списка библиотек линейной алгебры и LSS
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Алгоритмы МНК в разных пакетах
обработки

astromatic.net SCAMP строит матрицу нормальных
уравнений, используя веса отдельных измерений
и отбраковывая выбросы

astrometry.net в алгоритме solve_plate используется вызов
SCAMP

MIDAS нелинейная минимизация χ2 модифицированным
методом Гаусса-Ньютона
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Задания к семинару
Классическая задача экстраполяции и
выравнивания демографических данных.

Таблица 1: Данные бюро переписей США

t, год y, население
1900 75994574
1910 91972265
1920 105710619
1930 123202999
1940 131669274
1950 150697360
1960 179323174
1970 203211927

Приблизить данные квадратичной моделью
y(t) ≈ c1 + c2t+ c3t

2 и найти значение y(1980).
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Задания к семинару-2

Решить методом Гаусса с одинарной и двойной
точностью.
Найти сингулярные числа матрицы плана.
Повторить предыдущие два задания,
отмасштабировав аргумент: t 7→ t− 1900.
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