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Ïðîãðàììà ÂÀÊ 01.01.06: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà

1. Ïîíÿòèå àëãîðèòìà è åãî óòî÷íåíèÿ. Âû÷èñëèìîñòü ïî Òüþðèíãó, ÷àñòè÷íî ðå-

êóðñèâíûå ôóíêöèè, ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûå è ðåêóðñèâíûå ìíîæåñòâà. Òåçèñ

×¼ð÷à.

2. Óíèâåðñàëüíûå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðå÷èñëèìîãî íåðàçðå-

øèìîãî ìíîæåñòâà. Àëãîðèòìè÷åñêèå ïðîáëåìû.

3. Ïîñòðîåíèå ïîëóãðóïïû ñ íåðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé ðàñïîçíàâàíèÿ ðàâåíñòâà.

4. Êëàññû P è NP. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü è NP-ïîëíûå çàäà÷è. Òåîðåìà îá

NP-ïîëíîòå çàäà÷è ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ.

5. Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé. Ïðåäñòàâèìîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé ôîðìóëàìè ëîãèêè âû-

ñêàçûâàíèé. Êîíúþíêòèâíûå è äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû.

6. Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé. Ïîëíîòà è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.

7. Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ. Ïðèâåäåíèå ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ê ïðåäâàð¼ííîé íîð-

ìàëüíîé ôîðìå.

8. Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü. Òåîðåìà î äåäóêöèè. Ïîëíîòà èñ-

÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Òåîðåìà Ìàëüöåâà î êîìïàêòíîñòè.

9. Ýëåìåíòàðíûå òåîðèè êëàññîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Êàòåãîðè÷íûå â äàííîé

ìîùíîñòè òåîðèè. Òåîðåìà î ïîëíîòå òåîðèè, íå èìåþùåé êîíå÷íûõ ìîäåëåé è

êàòåãîðè÷íîé â áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè.
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10. Ðàçðåøèìûå òåîðèè. Òåîðèÿ ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà.

11. Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà. Òåîðåìà î ïðåäñòàâèìîñòè âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé â

ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêå (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

12. Òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè. Òåîðåìà Òàðñêîãî î íåâû-

ðàçèìîñòè àðèôìåòè÷åñêîé èñòèííîñòè â àðèôìåòèêå.

13. Íåðàçðåøèìîñòü àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîáëåìû âûâîäèìîñòè äëÿ àðèôìåòèêè è ëî-

ãèêè ïðåäèêàòîâ.

14. Àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ. Ïîðÿäêîâûå ÷èñëà, ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé

èíäóêöèè. Àêñèîìà âûáîðà.

Íà÷àëî ëåêöèè � 1

1 Òåîðèÿ ìíîæåñòâ è ôèëîñîôèÿ îñíîâàíèé ìàòåìà-

òèêè

1.1 Èñòîðèÿ âîïðîñà

Îñîçíàííàÿ èñòîðèÿ èññëåäîâàíèÿ àêñèîìàòèçàöèè êàê îòäåëüíîé íàó÷íîé ïðîáëåìû

âîñõîäèò, ïîæàëóé, ê òåì âðåìåíàì, êîãäà Åâêëèä â ¾Íà÷àëàõ¿ èçëîæèë îñíîâû ãåî-

ìåòðèè â âèäå íàáîðà àêñèîì. Ñðàçó æå âîçíèê âîïðîñ î åãî èçáûòî÷íîñòè, ò.å. âîç-

ìîæíîñòè âûâîäà îäíèõ èç íèõ ÷åðåç äðóãèå. Ïîä ïîäîçðåíèå ïîïàë ïÿòûé ïîñòóëàò

î ïàðàëëåëüíûõ1, êîòîðûé íà ïðîòÿæåíèè òûñÿ÷åëåòèé êàçàëñÿ ãåîìåòðàì òåîðåìîé,

âûâîäèìîé èç îñòàëüíûõ óòâåðæäåíèé. Îäíàêî ìíîãî÷èñëåííûå äîêàçàòåëüñòâà, äàæå

åñëè íå ñîäåðæàëè îøèáîê, ãäå-íèáóäü âñ¼ ðàâíî èñïîëüçîâàëè ôàêò, â äåéñòâèòåëüíî-

ñòè ýêâèâàëåíòíûé ïÿòîìó ïîñòóëàòó2. Ëîáà÷åâñêèé ïðîèçâ¼ë ðåâîëþöèþ, ïðåäëîæèâ

èäåþ î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé ãåîìåòðèè ñ îòðèöàíèåì ïÿòî-

ãî ïîñòóëàòà, ÷òî îçíà÷àëî áû, ÷òî åãî íåëüçÿ äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü, âîçìîæíî

ëèøü ïðèíÿòü çà àêñèîìó. Íî ÷òî êîíêðåòíî áûëî äîêàçàíî? Äàæå êîãäà Áåëüòðàìè

ïðåäëîæèë ïñåâäîñôåðó, íà ïîâåðõíîñòè êîòîðîé äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî

ðåàëèçóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Åâêëèäà, íå ñóùåñòâîâàëî ñêîëüêî-íèáóäü ïîëíîãî îñîçíà-

íèÿ ãðàíèö ãåîìåòðèè, ïîëíîé àêñèîìàòèçàöèè, êîòîðóþ ìîæíî áûëî áû ïðåäúÿâèòü

è ñêàçàòü ¾ìû ðàáîòàåì â íåé¿.

1�È åñëè ïðÿìàÿ, ïàäàþùàÿ íà äâå ïðÿìûå, îáðàçóåò âíóòðåííèå è ïî îäíó ñòîðîíó óãëû, ìåíüøèå

äâóõ ïðÿìûõ, òî ïðîäîëæåííûå íåîãðàíè÷åííî ýòè ïðÿìûå âñòðåòÿòñÿ ñ òîé ñòîðîíû, ãäå óãëû ìåíüøå

äâóõ ïðÿìûõ. . . �
2�×åðåç òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ äàííîé, è ïðèòîì

òîëüêî îäíó�, �Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà π�, �Ñóùåñòâóþò ïîäîáíûå, íî íå ðàâíûå òðåóãîëü-

íèêè� è ò. ä.
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Ðåøàþùèé âêëàä â ïðîáëåìó âí¼ñ Äàâèä Ãèëüáåðò â ñâîåé ïåðåäîâîé ðàáîòå

Grundlagen der Geometrie (1899), ãäå áûëà âïåðâûå èçëîæåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà àêñè-

îì ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ãèëüáåðòà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå

ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â äàëüíåéøåì Òàðñêèé (1959) ïðåäëîæèë óïðîù¼í-

íóþ ñèñòåìó àêñèîì äëÿ ãåîìåòðèè è äîêàçàë ïîëíîòó è ðàçðåøèìîñòü ïîñòðîåííîé

èì òåîðèè.

Ãèëüáåðò âåðèë â òî, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ïîëíàÿ àêñèîìàòèçàöèÿ âîçìîæíà è äëÿ

òåîðèè ÷èñåë è àíàëèçà. Ãåîðã Êàíòîð â êà÷åñòâå áàçîâîãî ââåë ïîíÿòèå ìíîæåñòâà.

Îïèñàíèå ìíîæåñòâ áûëî íåàêñèîìàòè÷åñêèì, íàèâíûì. Ñîâðåìåííûå Êàíòîðó ìà-

òåìàòèêè âîñïðèíÿëè ýòî ïîíÿòèå ïî-ðàçíîìó. Ïîñëå ðàáîò Êàíòîðà ñòðîãîå èçëî-

æåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà áàçèðîâàëîñü íà ïîíÿòèè ìíîæåñòâà. Íî åñëè ïîë-

íóþ àêñèîìàòèçàöèþ ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè âñ¼ æå óäàëîñü ïîñòðîèòü, òî ñ òåîðèåé

ìíîæåñòâ âîçíèêëè ïðîáëåìû. Îäíàêî â íà÷àëå XX âåêà âîçíèêëè ïàðàäîêñû, òàêèå

êàê èçâåñòíûé ïàðàäîêñ Ðàññåëà, â êîòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî âèäà

{x | x /∈ x },, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò ñàìîìó ñåáå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ïðè-

íàäëåæèò. Ïîñëå ýòîãî Ãèëüáåðò ñôîðìóëèðîâàë çàäà÷ó àêñèîìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ

ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà. Îäíèìè èç ïåðâûõ áûëè Ðàññåë è Óàéòõåä ñ èõ ¾òåîðèåé òèïîâ¿,

òùàòåëüíî è ôîðìàëüíî ñîáèðàâøåé áîëåå ñëîæíûå îáúåêòû èç ïðîñòûõ ¾êèðïè÷è-

êîâ¿. Íî îíà êðàéíå ñëîæíà äëÿ ïîíèìàíèÿ è íå îáëàäàåò èíòóèòèâíîé íàãëÿäíîñòüþ,

åñòåñòâåííîñòüþ èçëîæåíèÿ. Íàèáîëåå ðàöèîíàëüíóþ è îáùåïðèíÿòóþ êîíñòðóêöèþ

ïðåäëîæèë ó÷åíèê Ãèëüáåðòà Ý. Öåðìåëî (Zermelo), ê àêñèîìàì êîòîðîãî À. Ôðåí-

êåëü (Fraenkel) äîáàâèë åù¼ äâå (ðåãóëÿðíîñòè è ñõåìó ïîäñòàíîâêè), â ðåçóëüòàòå

÷åãî ñëîæèëàñü àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ZF. Ìû áóäåì îïèñûâàòü åå ñàìó, à òàêæå åå

ðàñøèðåíèå àêñèîìîé âûáîðà ZFC.

Ýòà òåîðèÿ ñòðàäàåò î÷åâèäíûì èçúÿíîì. ×òîáû àêñèîìû èìåëè ñìûñë, íóæíî

êàê-òî äîêàçàòü íå òîëüêî èõ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü äðóã äðóãó, íî è èõ ðåàëèçàöèþ

â êàêîé-òî ìîäåëè. À î êàêîé ìîäåëè ìîæåò èäòè ðå÷ü, êîãäà ìû ñàìè ýòèìè àê-

ñèîìàìè è ñòðîèì òå îáúåêòû, ñ êîòîðûìè â äàëüíåéøåì ðàáîòàåì? Îñòà¼òñÿ ëèøü

ïîâåðèòü. . . Äî òåîðåì Ã¼äåëÿ î ïîëíîòå ìíîãèå ëîãèêè íå äî êîíöà ðàçëè÷àëè ñèí-

òàêñè÷åñêîå è ñåìàíòè÷åñêîå ïîíÿòèÿ ñëåäîâàíèÿ. Ïîýòîìó ïîñëå ðàáîò Ã¼äåëÿ íàñòàë

ñåðü¼çíûé êðèçèñ. Êàê äîêàçàòü, ÷òî ZFC íåïðîòèâîðå÷èâà? Âòîðàÿ òåîðåìà î íåïîë-

íîòå ãîâîðèò, ÷òî ýòîãî íåëüçÿ ñäåëàòü, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ òåîðèè. À åñëè á�îëüøåé

òåîðèè íåò? È ìîäåëü ìû íå ïðåäúÿâèì � ýòî áóäåò ñâåä�åíèå ê ÷åìó-òî áîëåå ñëîæíî-

ìó! Îñòà¼òñÿ àïåëëèðîâàòü ê ìàêñèìàëüíîé íàãëÿäíîñòè, ñâåñòè óòâåðæäåíèÿ î áåñêî-

íå÷íîì ê ïîíÿòíûì êîíå÷íûì âåùàì, êîòîðûå ÷åëîâå÷åñêàÿ èíòóèöèÿ óæå ñïîñîáíà,

ïî íàøåé âåðå, îõâàòèòü. Èòàê, èçíóòðè óçíàòü, ïðîòèâîðå÷èâà ëè ZFC, íåâîçìîæíî,

ïðîãðàììà Ãèëüáåðòà ïðîâàëèëàñü � è âñ¼ æå ìû çíàåì áîëüøå, ÷åì çíàëè ðàíüøå.

Âàæíî ðàçëè÷àòü òåîðèþ, â êîòîðîé ìû ðàáîòàåì, ôîðìàëèçóåì å¼, ïîä÷èíÿåì

4



ñòðîãîìó ñâîäó ïðàâèë, è ìåòàòåîðèþ íàä íåé, â êà÷åñòâå êîòîðîé ó íàñ âñ¼ âðåìÿ

íåçðèìî áóäåò âûñòóïàòü ZFC.

1.2 Àêñèîìàòèêà òåîðèè ìíîæåñòâ ZFC

Ìû áóäåì îïèñûâàòü àêñèîìàòè÷åñêè ïîíÿòèå ìíîæåñòâà. Ïîäðàçóìåñàåòñÿ, ÷òî âñå

îáúåêòû � ìíîæåñòâà. Ïóñòü ñèãíàòóðà ñîñòîèò èç äâóõ ñèìâîëîâ áèíàðíûõ îòíîøå-

íèé: σ = {∈,=}. Îáîçíà÷åíèå x ∈ y áóäåì ÷èòàòü êàê �x ïðèíàäëåæèò y�. Ïîìèìî

ìàòåìàòè÷åñêèõ àêñèîì, êîòîðûå ìû ñåé÷àñ áóäåì îïèñûâàòü, ïîäðàçóìåâàåòñÿ íàëè-

÷èå ëîãè÷åñêèõ àêñèîì è îáû÷íûõ àêñèîì ðàâåíñòâà (ðåôëåêñèâíîñòü, òðàíçèòèâíîñòü,

ñèììåòðè÷íîñòü, x = x1 ∧ y = y1 → (x ∈ y ↔ x1 ∈ y1)).

1.2.1 Êîíå÷íûå àêñèîìû

Àêñèîìà 1.1 (Îáú¼ìíîñòè èëè ýêñòåíñèîíàëüíîñòè)

∀x, y (x = y ↔ ∀z(z ∈ x↔ z ∈ y)). (1)

Çàìå÷àíèå 1 Â àêñèîìå îáúåìíîñòè èìïëèêàöèÿ → ñëåäóåò èç àêñèîì ðàâåíñòâà,

ñîáñòâåííî ñîäåðæàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Â íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ òåîðèè ìíîæåñòâ ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷èòü ñèãíàòóðó

îòíîøåíèåì ïðèíàäëåæíîñòè, à ðàâåíñòâî îïðåäåëÿòü ÷åðåç íåãî â ñîîòâåòñòâèè ñ àê-

ñèîìîé îáúåìíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòîå ìíîæåñòâî: ∅ = {x | x 6= x}. Ïîäìíîæåñòâî: B ⊆ A = ∀x (x ∈
B ⇒ x ∈ A).

Çàìåòèì, ÷òî ïóñòîå ìíîæåñòâî åäèíñòâåííî (â ñèëó àêñèîìû îáúåìíîñòè). Ñëå-

äóþùèå àêñèîìû îïèñûâàþò, êàêèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìû. Àêñèîìà ïàðû ïîçâîëÿåò

ïîñòðîèòü íåïóñòîå ìíîæåñòâî.

Àêñèîìà 1.2 (Ïàðû)

∀x, y ∃z : ∀w(w ∈ z ↔ (w = x ∨ w = y)). (2)

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî z, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåò àêñèîìà ïàðû, åäèí-

ñòâåííî (â ñèëó ïðèíöèïà îáúåìíîñòè), ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïàðû ýëåìåíòîâ x è y ìîæ-

íî ââåñòè ñïåöìèàëüíîå îáîçíà÷åíèå {x, y}. Íåôîðìàëüíûé ñìûñë: ñóùåñòâóåò íåóïî-

ðÿäî÷åííàÿ ïàðà {x, y}, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ x, y. Åñëè âçÿòü y = x, òî èç àêñèîìû

ïàðû ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèíãëåòîí � ìíîæåñòâî {x} ðîâíî èç îäíîãî ýëåìåíòà.
Ñëåäóþùàÿ àêñèîìà áûëà ïðåäëîæåíà ñïåöèàëüíî äëÿ ëèêâèäàöèè ïðîáëåì â äó-

õå ïàðàäîêñà Ðàññåëà. Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ìû õîòèì, ÷òîáû èç ëþáîãî ìíîæåñòâà
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x ëþáîå �ñâîéñòâî� ϕ (çàïèñàííîå ôîðìóëîé ëîãèêè ïðåäèêàòîâ â ñèãíàòóðå òåîðèè

ìíîæåñòâ) âûäåëÿëî ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ϕ:

z = { y ∈ x | ϕ(y) } (3)

Ôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:

Àêñèîìà 1.3 (Âûäåëåíèÿ (ñõåìà àêñèîì))

∀x∃z ∀y(y ∈ z ↔ y ∈ x ∧ ϕ(y)). (4)

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî z, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåò àêñèîìà âûäåëåíèÿ,

åäèíñòâåííîå â ñèëó àêñèîìû îáúåìíîñòè. Ïîýòîìó ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷å-

íèå

{y ∈ x | ϕ(y)}.

Çàìå÷àíèå 2 Óòî÷íèì: ôîðìóë âñåãî ñ÷¼òíîå ÷èñëî, è êàæåòñÿ, ÷òî èç ëþáîãî ïî

ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ìîæíî âûäåëèòü ëèøü ñ÷¼òíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ

(ïî ÷èñëó âûäåëÿþùèõ èõ ôîðìóë). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé ìû

íå ìîæåì îïèñàòü âñå ëó÷è (a,+∞). Ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ, åñëè äîïóñòèòü ïàðà-

ìåòðû (ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå) â ôîðìóëå ϕ. Òîãäà, íàïðèìåð, âñå ëó÷è âûäåëÿþòñÿ

åäèíñòâåííîé ôîðìóëîé ϕ(x, a) = (x < a) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåíòà a

Çàìå÷àíèå 3 Ïî÷åìó ýòè àêñèîìû îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî ìíî-

æåñòâà?

Îòâåò: ìû íå çàîñòðÿëè íà ýòîì âíèìàíèå, íî, êðîìå àêñèîì ðàâåíñòâà è ñìûñëî-

âûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ àêñèîì, ñêðûòî ñóùåñòâóþò è ëîãè÷åñêèå, óòâåðæäàþùèå, ñðåäè

ïðî÷åãî, ÷òî ∃x : x = x. Òåïåðü, êñòàòè, ìû ìîæåì îáîñíîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïóñòîãî

ìíîæåñòâà: ðàç õîòü êàêîå-òî ìíîæåñòâî w ñóùåñòâóåò, âûáåðåì êàêîå-íèáóäü ñâîé-

ñòâî, êîòîðîå çàâåäîìî íè äëÿ ÷åãî íå âûïîëíÿåòñÿ (x 6= x), è âûäåëèì èì ïóñòîå

ïîäìíîæåñòâî èç w ïî àêñèîìå âûäåëåíèÿ. Àêñèîìà îáú¼ìíîñòè, â ñâîþ î÷åðåäü, ãà-

ðàíòèðóåò, ÷òî òàêîå ìíîæåñòâî ðîâíî îäíî; îáîçíà÷èì åãî ïðèâû÷íûì íàì ñèìâîëîì

∅.

Àêñèîìà âûäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íåêîòîðûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå

îïåðàöèè. Íàïðèìåð

x ∩ y 
 {z ∈ x | z ∈ y}
x \ y 
 {z ∈ x | z 6∈ y}

Îäíàêî îíà íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ è ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà

èç òðåõ, ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ è ò. ä. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ

Àêñèîìà 1.4 (Îáúåäèíåíèÿ)

∀x∃y(y = ∪x). (5)
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Çäåñü ïîä ∪x ìû ïîäðàçóìåâàåì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ âñåõ

åãî ýëåìåíòîâ:

y = ∪x
def
� ∀z(z ∈ y ↔ ∃w ∈ x(z ∈ w)) (6)

ò.å. ∪x = {z | ∃u ∈ x(z ∈ u)}. Ñòàíäàðòíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîæåñòâ òàêæå ñóùå-

ñòâóåò â ñèëó àêñèîìû îáúåäèíåíèÿ:

x ∪ y ⇔ ∪{x, y}.

Îïðåäåëèì òðîéêó: {x, y, z}
def
� {x, y} ∪ {z}. Áîëåå òîãî, ìîæåì îïðåäåëèòü è íåóïî-

ðÿäî÷åííûå n-êè äëÿ ëþáîãî n (õîòÿ, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà, ìû

è íå ìîæåì ôîðìàëüíî çàïèñàòü è äîêàçàòü òàêîå îáîáùåíèå).

Óïðàæíåíèå 1 Óòâåðæäåíèå 1 x 6= ∅→ ∃y = ∩x, òî åñòü ∃u (u ∈ x)→ ∃y (∀z (z ∈
y ↔ ∀u ∈ x z ∈ u)).

Àêñèîìà 1.5 (Ñòåïåíè)

∀x ∃y (∀z (z ∈ y ↔ z ⊆ x)). (7)

Çàìå÷àíèå 4 Òàêîå ìíîæåñòâî y åäèíñòâåííîå â ñèëó àêñèîìû îáúåìíîñòè; îáîçíà-

÷èì åãî ÷åðåç P(x).

Îïèøåì òåáåðü ñõåìàòè÷íî, êàê â òåîðèè ìíîæåñòâ ñòðîÿòñÿ ñòàíäàðòíûå ìàòåìà-

òè÷åñêèå îáúåêòû, à èìåííî, áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè, ôóíêöèè è

ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 2 ÏóñòüX è Y � ìíîæåñòâà. Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà 〈x, y〉, ãäå x ∈ X, y ∈
Y � ýòî îáúåêò, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì:

〈x, y〉 = 〈x1, y1〉 ⇐⇒ x = x1 è y = y1.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ X è Y � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð

〈x, y〉, ãäå x ∈ X, y ∈ Y . Áèíàðíîå îòíîøåíèå R ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y � ýòî

ïîäìíîæåñòâî èõ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ, R ⊆ X × Y .
Ôóíêöèÿ f èç ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y � ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå f ⊆ X × Y ,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì äâóì ñâîéñòâàì:

• ôóíêöèîíàëüíîñòü, ò.å. ∀x, y, z (〈x, y〉 ∈ f&〈x, z〉) ∈ f → y = z

• òîòàëüíîñòü: ò.å. ∀x∃y 〈x, y〉 ∈ f

Âìåñòî 〈x, y〉 ∈ R ìû áóäåì ïèñàòü xRy.

Îïèøåì ýòè ïîíÿòèÿ â ÿçûêå ZF.
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Îïðåäåëåíèå 3 Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (ïî Êóðàòîâñêîìó): 〈x, y〉
 {{x}, {x, y}}.

Óòâåðæäåíèå 2 Äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ïî Êóðàòîâñêîìó âûïîëíÿåòñÿ îñíîâíîå

ñâîéñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð:

〈x, y〉 = 〈x1, y1〉 ⇐⇒ x = x1 è y = y1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî
⋂
〈x, y〉 = {x}, ïîýòîìó

〈x, y〉 = 〈x1, y1〉 ⇒
⋂
〈x, y〉 =

⋂
〈x1, y1〉 ⇒ {x} = {x1}.

Äàëåå,
⋃
〈x, y〉 = {x, y}, ïîýòîìó

〈x, y〉 = 〈x1, y1〉 ⇒
⋃
〈x, y〉 =

⋃
〈x1, y1〉 ⇒ {x, y} = {x1, y1} ⇒ {x, y} = {x, y1} ⇒ y = y1.

Îïðåäåëåíèå 4 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ X è Y îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

X × Y = {〈x, y〉 ∈ P(P(X ∪ Y)) | § ∈ X , † ∈ Y}.

Äàëüøå èç äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî âûäåëÿòü áèíàðíûå îòíîøåíèÿ, ñðåäè

íèõ ðàçëè÷àòü ôóíêöèè è ò.ä.

1.2.2 Íàòóðàëüíûå ÷èñëà è àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè

Èìåþùèåñÿ àêñèîìû íå ãàðàíòèðóåò íàì ñóùåñòâîâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ìî-

äåëüþ ýòèõ àêñèîì ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî íàñëåäñòâåííî êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Îíè îïðå-

äåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V0 = ∅
V1 = {∅}
V2 = P(V0) = {∅, {∅}}
. . . = . . .

Vn+1 = P(Vn)

Äàëåå, íà ìåòàóðîâíå ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî Vω =
⋃
n∈N Vn, îäíàêî ôîð-

ìàëüíî, â ðàìêàõ òåîðèè ìíîæåñòâ, ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî Vω ìû íå ìîæåì. Äëÿ ýòîãî

òðåáóåòñÿ àêñèîìà áåñêîíå÷íîñòè. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, îíà óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâà-

íèå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ïîñêîëüêó ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñëîæíî ôîð

ìàëèçîâàòü, ìû çàì åíÿåì åãî áîëåå óçêèì ïîíÿòèåì èíäóêòèâíîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 5 Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ èíäóêòèâíûì, åñëè

(∅ ∈ X) ∧ ∀y ∈ X (y ∪ {y} ∈ X). (8)
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Èíòóèòèâíî: åñëè ìû îáîçíà÷èì ∅ çà 0, {∅} çà 1, {∅, {∅}} çà 2 è ò. ä., ïîëó÷èì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîåãî ðîäà �íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.�

Òåïåðü ñêàæåì, ÷òî òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóþò.

Àêñèîìà 1.6 (Áåñêîíå÷íîñòè) Ñóùåñòâóåò èíäóêòèâíîå ìíîæåñòâî:

∃w(∅ ∈ w ∧ ∀y ∈ w (y ∪ {y} ∈ w)). (9)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, èëè, êàê ÷àùå ìû áóäåì åãî îáîçíà-

÷àòü, ω. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå èíäóêòèâíîå ìíîæåñòâî I.

Îïðåäåëåíèå 6 ω � íàèìåíüøåå èç èíäóêòèâíûõ ìíîæåñòâ ïî âêëþ÷åíèþ, òî åñòü

ω
def
�

⋂
{J ∈ P(I) | J èíäóêòèâíî}.

Ââåä¼ì íà ÷èñëàõ åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê: ïóñòü n,m ∈ ω, òîãäà n < m
def
� n ∈ m.

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ âçÿòèÿ ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà: n+ 1
def
� n ∪ {n}.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà èíäóêòèâíûõ ìíîæåñòâ èíäóê-

òèâíî, ñëåäîâàòåëüíî ω èíäóêòèâíî, è êðîìå òîãî, ω âêëþ÷åíî â ëþáîå èíäóêòèâíîå

ìíîæåñòâî.

Óïðàæíåíèå 1.1 Äîêàæèòå, ÷òî x < y + 1⇐⇒ (x < y ∨ x = y).

Ðåøåíèå.

x < y + 1⇔ x ∈ y ∪ {y} ⇔ x ∈ y ∨ x = y ⇔ x < y ∨ x = y. (10)

Âûïèøåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ω:

∅∈ ω
{∅}∈ ω

{∅, {∅}}∈ ω
{∅, {∅}, {∅, {∅}}∈ ω

}∈ ω

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû ω � ýòî êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ìîùíîñòè 0, 1, 2 è ò.ä., òàê ÷òî

åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ îòîæäåñòâèòü ñ íèìè íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Íà îñíîâàíèè àêñèîì 1�6 äîêàæåì ñëåäóþùåå ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 1 [Ïðèíöèï èíäóêöèè] Ïóñòü 0 ∈ A ∧ ∀n (n ∈ A → n + 1 ∈ A). Òîãäà ∀n ∈
N (n ∈ A), òî åñòü N ⊂ A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. A èíäóêòèâíî ïî óñëîâèþ, ñëåäîâàòåëüíî N ∩ A - èíäóêòèâíîå

ïîäìíîæåñòâî N. Íî N � ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ñðåäè èíäóêòèâíûõ, ñëåäîâà-

òåëüíî, N ∩ A ≡ N è N ⊆ A.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî íåñêîëüêî îáîáùèòü.

Òåîðåìà 2 [Ïîðÿäêîâàÿ èíäóêöèÿ] Åñëè ∀n ∈ N ((∀m<nm ∈ A)→ n ∈ A), òî N ⊆ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì A′
def
� {n ∈ N | ∀m < n m ∈ A}. Äîêàæåì, ÷òî

ìíîæåñòâî A′ èíäóêòèâíî.

Î÷åâèäíî, 0 ∈ A′.
Äàëåå, åñëè n ∈ A′, òî ∀m<n m ∈ A ïî îïðåäåëåíèþ A′. Òîãäà ïî óñëîâèþ n ∈ A,

ñëåäîâàòåëüíî, ∀m<n + 1 m ∈ A, è çíà÷èò n + 1 ∈ A′. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì

èíäóêöèè èìååì ω ⊆ A′, à òàêæå ïî îïðåäåëåíèþ A′ ⊆ A.

Ñëåäñòâèå 1 Âñÿêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èìååò ìèíèìàëüíûé

ýëåìåíò:

∀A ⊆ N (∃x (x ∈ A)→ ∃x (x ∈ A ∧ ∀y < x y /∈ A)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ÷òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A ⊆ ω, íå ñîäåðæàùåå

ìèíèìàëüíîãî ýëåìåíòà. ÷

Êîíåö ëåêöèè � 1

Íà÷àëî ëåêöèè � 2

1.3 Ïîðÿäîê è îðäèíàëû

1.3.1 Ëèíåéíûå è ïîëíûå ïîðÿäêè

Îïðåäåëåíèå 7 Ïóñòü íà ìíîæåñòâå P çàäàíî áèíàðíîå îòíîøåíèå <. Áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, åñëè îíî

1) èððåôëåêñèâíî: ∀x¬(x < x);

2) òðàíçèòèâíî: ∀x, y, z (x < y ∧ y < z)→ x < z3.

Ñàìî ìíîæåñòâî P íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Ëèíåéíûå ïîðÿäêè � ýòî ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì

3) ∀x, y ∈ P (x = y ∨ x < y ∨ y < x) � ëþáûå äâà ýëåìåíòà ñðàâíèìû.

Î÷åâèäíî, íå âñå ïîðÿäêè ëèíåéíû: ðàññìîòðèòå îòíîøåíèå �áûòü äåëèòåëåì� íà N.
Äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü íåñòðîãèé ïîðÿäîê x 6 y ⇔ x < y ∨ x = y. Ââåä¼ì ïîíÿòèÿ,

õàðàêòåðèçóþùèå ýëåìåíòû â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå P :

3Ïîñêîëüêó ìû îïðåäåëÿåì ñòðîãèé ïîðÿäîê, ïðèâû÷íîå òðåáîâàíèå àíòèñèììåòðè÷íîñòè ïîðÿäêà

âûâîäèòñÿ èç óæå èìåþùèõñÿ: åñëè x < y ∧ y < x, òî ïî âòîðîé àêñèîìå ïîëó÷àåì x < x, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìå 1.
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Îïðåäåëåíèå 8 Ìàêñèìàëüíûì (ìèíèìàëüíûì) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò x ∈ P , òàêîé,
÷òî ¬∃a ∈ P (a > x) (ñîîòâåòñòâåííî, (a < x)).

Íàèáîëüøèé (íàèìåíüøèé) ýëåìåíò ìíîæåñòâà P � ýòî òàêîé x ∈ P, ÷òî ∀a ∈
P (a ≤ x) (ñîîòâåòñòâåííî, a ≥ x).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûé (ìèíèìàëüíûé) è íàèáîëüøèé (íàèìåíü-

øèé) ýëåìåíòû äëÿ ïîäìíîæåñòâà A ⊂ P .

Çàìå÷àíèå 5 Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà ìíîæåñòâå {0, 1, 2, . . . , 10}. Òàì
åñòü ìàêñèìóì, è äàæå íå îäèí (10, 9, 8, 7, . . . ), íî íå èìååòñÿ íàèáîëüøåãî ýëåìåí-

òà. Íàèáîëüøèé ýëåìåíò, åñëè îí åñòü, ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, íî îáðàòíîå, âîîáùå

ãîâîðÿ, íåâåðíî. Äëÿ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ýòè ïîíÿòèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Óïðàæíåíèå 2 1) Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé íàèáîëüøèé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-

íûì, à íàèìåíüøèé � ìèíèìàëüíûì.

2) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîðÿäîê ëèíååí, òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òîæå âåðíî.

3) Ïóñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé. Âåðíî ëè, ÷òî îí

íàèáîëüøèé?

Îïðåäåëåíèå 9 Ýëåìåíò a ∈ P íàçûâàåòñÿ âåðõíåé (íèæíåé) ãðàíüþ ïîäìíîæåñòâà

A ⊆ P , åñëè ∀x ∈ A (x ≤ a) (ñîîòâåòñòâåííî, x ≥ a).

Ýëåìåíò a ∈ P íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ ïîäìíîæåñòâà A ⊆ P è îáî-

çíà÷àåòñÿ a = supA, åñëè a � íàèìåíüøàÿ ñðåäè âñåõ âåðõíèõ ãðàíåé A. Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ inf A � íàèáîëüøàÿ ñðåäè âñåõ íèæíèõ ãðàíåé A.

Ïðèìåð 1 Ìíîæåñòâî {x ∈ Q | x2 ≤ 2} â Q èìååò ìíîãî âåðõíèõ ãðàíåé, íî íå èìååò

òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè.

Îïðåäåëåíèå 10 Ïóñòü (P,<P ) è (Q,<Q) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà.

Îòîáðàæåíèå f : P → Q âîçðàñòàåò (ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê), åñëè

∀x, y ∈ P (x < y ⇒ f(x) < f(y)).

Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïîðÿäêîâ, åñëè f ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê è ÿâ-

ëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó P è Q. Â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäêè <P è <Q íàçûâàþòñÿ èçîìîðô-

íûìè. Îáîçíà÷åíèå: (P,<P ) ' (Q,<Q).

Ïðèìåð 2 1) N è Q � íå èçîìîðôíû (íàèìåíüøèé äîëæåí ïåðåõîäèòü â íàèìåíü-

øèé).

2)
(
−π

2
; π

2

)
è R � èçîìîðôíû (èçîìîðôèçìîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ y = arctg x.

3) (0; 1)∪ (2; 3) è R - íå èçîìîðôíû (èçîìîðôèçì ìîíîòîííî âîçðàñòàåò â îáû÷íîì

÷èñëîâîì ñìûñëå, ïîýòîìó ó íåãî íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ÷èñëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà, íî

ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà áûòü íå ìîæåò â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ).
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4) Q \ {a} èçîìîðôíî Q, ïîñêîëüêó âñ¼ ñ÷¼òíûå ïëîòíûå ëèíåéíûå ïîðÿäêè áåç

ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.

5) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåèçîìîðôíûõ êîíòèíóàëüíûõ ïëîòíûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ

áåç ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Ñêîëüêî òàêèõ ïîðÿäêîâ ñóùåñòâóåò?

Îïðåäåëåíèå 11 Ïóñòü (P,<P ) � ëèíåéíûé ïîðÿäîê. P íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî-

÷åííûì ìíîæåñòâîì, åñëè ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî P èìååò íàèìåíüøèé ýëå-

ìåíò.

Ïðèìåð 3 (N, <) � âïîëíå óïîðÿäî÷åííî. (Ýòî ìîæíî äîêàçàòü èíäóêöèåé)

Çàìå÷àíèå 6 Áëèæàéøàÿ öåëü. Îòíîøåíèå ïîðÿäêîâîãî èçîìîðôèçìà ðàçáèâàåò âñå

âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè � òàê íàçûâàåìûå �ïî-

ðÿäêîâûå òèïû�. Áóäåì èõ èçó÷àòü.

Óòâåðæäåíèå 3 [Î ìîíîòîííîñòè] Ïóñòü (W,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åíî; f : W → W

âîçðàñòàåò. Òîãäà ∀x ∈ W f(x) ≥ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü A
def
� {x ∈ W | | f(x) < x} 6= ∅. Ïîñêîëüêó

W âïîëíå óïîðÿäî÷åííî, íàéäåòñÿ a � íàèìåíüøèé ýëåìåíò A. Ïîñêîëüêó a ∈ A,

f(a) < a. Íî f âîçðàñòàåò, ïîýòîìó ïðèìåíèì ê íåðàâåíñòâó f åù¼ ðàç: f(f(a)) < f(a).

Îáîçíà÷èì b = f(a), èìååì f(b) < b. Òîãäà b ∈ A (ïî îïðåäåëåíèþ A) è b < a.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî a âûáðàí â A íàèìåíüøèì.

Ñëåäñòâèå 2 Ïóñòü (W,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åíî; f : W → W � àâòîìîðôèçì (òî

åñòü èçîìîðôèçì óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà íà ñåáÿ). Òîãäà ∀x ∈ W (f(x) = x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî äîêàçàííîìó, ∀x (f(x) ≥ x). Íî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 �

òîæå àâòîìîðôèçì, è f−1(x) ≥ x. Ïðèìåíÿÿ f ê îáåèì ÷àñòÿì ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà,

èìååì f(f−1(x)) = x ≥ f(x), ñëåäîâàòåëüíî f(x) = x.

Ñëåäñòâèå 3 Åñëè (W1, <1) è (W2, <2) - èçîìîðôíûå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæå-

ñòâà, òî èõ èçîìîðôèçì � åäèíñòâåíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f, g : W1 → W2 � äâà èçîìîðôèçìà. Òîãäà IdW2 = f ◦
g−1 : W2 → W2 � àâòîìîðôèçì; IdW1 = g−1 ◦ f : W1 → W1 � àâòîìîðôèçì. Ñëåäîâà-

òåëüíî f = (g−1)−1 = g.

Îïðåäåëåíèå 12 Ïóñòü (W,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, u ∈ W . Íà÷àëü-

íûì îòðåçêîì W íàçîâ¼ì ïîäìíîæåñòâî W (u)
def
� {x ∈ W | x < u}, óïîðÿäî÷åííîå

îãðàíè÷åíèåì îòíîøåíèÿ <.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû â ïîäìíîæåñòâàõ ñîõðàíÿþòñÿ, íà÷àëüíûé

îòðåçîê � òîæå âïîëíå óïîðÿäî÷åí.

Óòâåðæäåíèå 4 [Î íåèçîìîðôíîñòè] Ïóñòü (W,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åíî. Òîãäà íè

äëÿ êàêîãî u ∈ W óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà W è W (u) íå èçîìîðôíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f : (W,<) → (W (u), <) � èçîìîðôèçì, òî f(u) ∈ W (u),

ñëåäîâàòåëüíî f(u) < u. Ïðîòèâîðå÷èå.

Íåôîðìàëüíî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáûå äâà âïîëíå óïîðÿäî÷åí-

íûõ ìíîæåñòâà ñðàâíèìû.

Òåîðåìà 3 [Î ñðàâíåíèè âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ] Ïóñòü W1, W2 � äâà

âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâà. Òîãäà èìååò ìåñòî îäíà èç òð¼õ âîçìîæíîñòåé:

1) W1 è W2 èçîìîðôíû;

2) èçîìîðôíî W2(u) äëÿ íåêîòîðîãî u;

3) W2 èçîìîðôíî W1(u) äëÿ íåêîòîðîãî u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

f ⊆ W1 ×W2, f
def
� {〈x, y,∈〉W1 ×W2 | W1(x) è W2(y) èçîìîðôíû}

Òîãäà f ôóíêöèîíàëüíî è èíúåêòèâíî (âîñïîëüçóéòåñü òîëüêî ÷òî äîêàçàííûì óòâåð-

æäåíèåì 4).

Ïîêàæåì, ÷òî f ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê. Ïóñòü x1, x2 ∈ W1 è x1 < x2. Åñëè W1(x1)

èçîìîðôåí W2(f(x1)) è W1(x1) èçîìîðôåí W2(f(x2)), òî ïîñêîëüêó W1(x1) ⊆ W1(x2) è

èçîìîðôèçì ïîðÿäêîâ åäèíñòâåíåí, âòîðîé èçîìîðôèçì áóäåò ñëóæèòü ïðîäîëæåíèåì

ïåðâîãî. Ñëåäîâàòåëüíî W2(f(x1)) ⊆ W2(f(x2)), ÷òî è âëå÷¼ò f(x1) < f(x2).

Îáîçíà÷èì:
domf = {x | ∃y 〈x, y〉 ∈ f}
ran f = {y | ∃x 〈x, y〉 ∈ f}

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

Âàðèàíò 1. domf = W1, ran f = W2 � òîãäà èìååò ìåñòî ïåðâàÿ èç òðåõ âîçìîæíî-

ñòåé.

Âàðèàíò 2. ran f 6= W2, W2 \ ran f 6= ∅. Âûáåðåì íàèìåíüøèé ýëåìåíò â W2 \ ran f,

òîãäà ran f = W2(y).

Äîïóñòèì, ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî domf 6= W1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè x2 ∈ domf è x1 <

x2, òî x1 ∈ domf. Âîçüìåì íàèìåíüøèé x ∈ W1, òàêîé ÷òî x 6∈ dom(f), òîãäå domf =

W1(x). Ìåæäó W1(x) è W2(y) îòíîøåíèå f ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ýòî âëå÷¼ò <

x, y >∈ f , ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ ran f , ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì y. Èòàê, domf = W1 �

òîãäà èìååò ìåñòî âòîðàÿ èç òðåõ âîçìîæíîñòåé.

Âàðèàíò 3 domf 6= W1 � àíàëîãè÷íî âàðèàíòó 2.

13



Îðäèíàëû

Îðäèíàëû � ýòî ïîðÿäêîâûå òèïû âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. ×òîáû íå ðàñ-

ñóæäàòü î �êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ�, ïðåäúÿâèì ïî

êîíêðåòíîìó ìíîæåñòâó êàæäîãî êëàññà è áóäåì èçó÷àòü èõ.

Îïðåäåëåíèå 13 ÌíîæåñòâîA íàçûâàåòñÿòðàíçèòèâíûì, åñëè ∀x(x ∈ A→ x ⊆ A).

A íàçûâàåòñÿ îðäèíàëîì, åñëè

1. A � òðàíçèòèâíî;

2. (A,∈) âïîëíå óïîðÿäî÷åíî (ïî îòíîøåíèþ ïðèíàäëåæíîñòè).

Çàìå÷àíèå 7 Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè A � îðäèíàë, òî îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ∈
íà A ÿâëÿåòñÿ ëèíûéíûì ïîðÿäêîì (â ÷àñòíîñòè, ëþáûå äâà ýëåìåíòà ñðàâíèìû), è

âñÿêîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò ïî îòíîøåíèþ ∈.

Ïðèìåð 4 Îðäèíàëû ñóùåñòâóþò: ñðàçó ïîíÿòíî, ÷òî ∅ � îðäèíàë. {∅}, {∅, {∅}},
{∅, {∅}, {∅, {∅}}} � âñå òîæå òàêîâû, è òàê äàëåå.

Âîçüì¼ì Ord � êëàññ âñåõ îðäèíàëîâ. Íà í¼ì îïðåäåëèì ïîðÿäîê: ∀α, β ∈ Ord, α <

β 
 α ∈ β. Äîêàæåì ðÿä ïðîñòûõ ñâîéñòâ, âûòåêàþùèõ èç ýòèõ îïðåäåëåíèé.
Êîíåö ëåêöèè � 2

Íà÷àëî ëåêöèè � 3

Óòâåðæäåíèå 5 [Ñâîéñòâà îðäèíàëîâ]

1) 0 ∈ Ord (çäåñü 0 = ∅)
2) α ∈ Ord∧β ∈ α⇒ β ∈ Ord .

3) α, β ∈ Ord∧α ( β ⇒ α ∈ β.
4) α, β ∈ Ord⇒ α ⊂ β èëè β ⊂ α.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Î÷åâèäíî.

2) Åñëè β ∈ α, òî β ⊆ α, ïîñêîëüêó α îðäèíàë, è çíà÷èò òðàíçèòèâíî. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîñêîëüêó (α,∈) âïîëíå óïîðÿäî÷åíî, (β,∈) òîæå âïîëíå óïîðÿäî÷åíî.

Ïîêàæåì òðàíçèòèâíîñòü β: âîçüìåì x ∈ β è äîêàæåì, ÷òî x ⊆ β. Ïóñòü y ∈ x ∈ β.
Òîãäà (ò.ê. β ⊆ α) y ∈ x ∈ α. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó x ⊆ α èç-çà òðàíçèòèâíîñòè

α, ïîëó÷èì y ∈ α.
Èìååì: y ∈ x ∈ β, ãäå β ∈ α (ïî óñëîâèþ), x ∈ α, y ∈ α (äîêàçàíî). Íî ∈ íà α �

îòíîøåíèå ïîðÿäêà. Ïîýòîìó y ∈ β.
3) Ïóñòü β \α 6= ∅. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé y, ïðèíàäëåæàùèé äîïîëíåíèþ β \α.

Ïîêàæåì, ÷òî α = β(y) = {x ∈ β | x < y}. Âêëþ÷åíèå β(y) ⊆ α î÷åâèäíî, äîêàæåì ÷òî

α ⊆ β(y). Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü x ∈ α, x ≥ y. Òîãäà ëèáî y ∈ x ∈ α, ëèáî y = x ∈ α, è
â îáîèõ ñëó÷àÿõ y ∈ α, âîïðåêè âûáîðó y.
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Èòàê, α = {x ∈ β | x ∈ y} = y ∈ β. Ïîñêîëüêó y ∈ β, ïîëó÷èì α ∈ β.
4) γ = α∩β ∈ Ord (ïðîâåðüòå ïóíêòû îïðåäåëåíèÿ ðóêàìè). Äîïóñòèì, γ 6= α∧γ 6=

β. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî γ ∈ α ∧ γ ∈ β ⇒ γ ∈ (α ∩ β) = γ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò

îïðåäåëåíèþ îðäèíàëà, òðåáîâàâøåãî ñòðîãîãî ïîðÿäêà! Çíà÷èò, èëè γ = α ⇒ α ⊂ β,

èëè γ = β ⇒ β ⊂ α.

Âûâåäåì ðÿä ïðîñòûõ è âàæíûõ ñëåäñòâèé.

Ñëåäñòâèå 4 1) < � ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà Ord.

2) ∀α ∈ Ord α = {β ∈ Ord | β < α}.
3) Ïóñòü C 6= ∅, C ⊆ Ord. Òîãäà ∩C ∈ Ord, ∩C ∈ C, ∩C = inf C.

4) Ïóñòü X 6= ∅, X ⊆ Ord. Òîãäà ∪X ∈ Ord, ∪X = supX.

5) ∀α ∈ Ord α ∪ {α} ∈ Ord, α ∪ {α} = min{β ∈ Ord | β > α}.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) α ∈ β ∈ γ ⇒ α ∈ γ, òàê êàê γ � òðàíçèòèâíî.

Äàëåå, åñëè α, β ∈ Ord, òî ïî ëåììå 5, ïóíêò 4, α ⊂ β èëè β ⊂ α. Òîãäà ïî òîé æå

ëåììå, ïóíêò 3, α = β ∨ α ∈ β ∨ β ∈ α.
2) ⊇ î÷åâèäíî; ⊆ ïî ï. 2 ëåììû 5.

3) ∩C ∈ Ord � ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ îðäèíàëà.

Ïóñòü α ∈ C, òîãäà ∩C ⊆ α. Åñëè ∩C /∈ C, òî ∀α ∈ C α 6= ∩C. Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî

∩C ⊆ α ïî ëåììå 5 ïóíêò 3 ïîëó÷èì ∀α ∈ C ∩ C ∈ α. Ñëåäîâàòåëüíî ∩C ∈ ∩C �

ïðîòèâîðå÷èå.

4) Äîêàæåì, ÷òî ∪X âïîëíå óïîðÿäî÷åííî. Ïóñòü Y ⊆ (∪X). Äëÿ ëþáîãî α ∈ X
òàêîãî, ÷òî α ∩ Y 6= ∅, ýòî ïåðåñå÷åíèå ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Ïîñêîëüêó α

ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì îòðåçêîì X, ýòîò æå ýëåìåíò îêàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì è äëÿ Y.

Èòàê, âïîëíå óïîðÿäî÷åííîñòü óñòàíîâëåíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðàíçèòèâíîñòè ∪X
âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé a ∈ ∪X è b ∈ a. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ X èìååì a ∈ α.

Ïîñêîëüêó α � îðäèíàë, îíî òðàíçèòèâíî, è ñëåäîâàòåëüíî b ∈ α, îòêóäà ñëåäóåò ÷òî
b ∈ ∪X.

5) Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè íàñëåäóåòñÿ íà α ∪
{α}. Óïîðÿäî÷åííîñòü òîæå ïðèñóòñòâóåò: ìû ïðîñòî îáúÿâèëè ýëåìåíò α áîëüøå âñåõ

ðàíåå èìåâøèõñÿ, èáî âñå ïðåæíèå ïðèíàäëåæàò α è ïîòîìó ìåíüøå. Èòàê, α ∪ {α} �
îðäèíàë. Òî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ êàêîé-òî âåðõíåé ãðàíüþ, ïîíÿòíî èç ïîñòðîåíèÿ. Ïî÷åìó

îíà òî÷íà? Åñëè γ > α, òî α ∈ γ ⇒ α ⊆ γ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà àêñèîì ïîäñòàíîâêè èëè çà-

ìåíû.

Àêñèîìà 1.7 (Çàìåíû)

∀x, y, z(ϕ(x, y, ~p) ∧ ϕ(x, z, ~p)→ y = z) → ∀X∃Y ∀y(y ∈ Y ↔ ∃x ∈ X ϕ(x, y, ~p)). (11)
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Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ~p,ôîðìóëà ϕ(x, y) çàäà¼ò áèíàðíîå îòíîøåíèå

íà êëàññå âñåõ ìíîæåñòâ, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, êëàññîì. Ïîñûëêà

àêñèîìû ãîâîðèò, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ôóíêöèîíàëüíî (ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé ôóíêöè-

åé). Çàêëþ÷åíèå àêñèîìû ãîâîðèò, ÷òî îáðàç ëþáîãî ìíîæåñòâà X ïðè ýòîé ôóíêöèè

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì. Ìåíåå ôîðìàëüíî, åñëè F � ôóíêöèÿ-êëàññ, òî äëÿ ëþáîãî

ìíîæåñòâà X ñîâîêóïíîñòü {F (x) | x ∈ X} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 4 Âñÿêîå âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èçîìîðôíî íåêîòîðîìó îðäèíà-

ëó, ïðè÷åì åäèíñòâåííîìó. À èìåííî, ïóñòü (W,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åíî. Òîãäà íàé-

äåòñÿ åäèíñòâåííûé α ∈ Ord, òàêîé ÷òî α ' (W,<).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èç äâóõ ðàçíûõ îðäè-

íàëîâ îäèí ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì îòðåçêîì äðóãîãî, ïîýòîìó ðàçíûå îðäèíàëû íåèçî-

ìîðôíû. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü x ∈ W. Îáîçíà÷èì

W (x)
def
� {y ∈ W | y < x}. (12)

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ϕ(x, α), âûðàæàþùóþ ïðåäèêàò: �α � îðäèíàë, è W (x) èçî-

ìîðôíî α.� Ôîðìóëà ϕ çàäà¼ò ôóíêöèîíàëüíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå-êëàññ, ïîñêîëüêó

èçîìîðôíûå êàê óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà îðäèíàëû ðàâíû (ñì. ëåììó 5). Îáîçíà÷èì

ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ÷åðåç F (x).

Äîêàæåì, ÷òî F âñþäó îïðåäåëåíà íà W . Îò ïðîòèâíîãî: èíà÷å ñóùåñòâóåò íàè-

ìåíüøèé ýëåìåíò: y ∈ {x ∈ W | F (x) íå îïðåäåëåíà} ⊆ W. Íî òîãäà ∀z < y W (z) '
F (z). Ïî àêñèîìå 1.7, {F (z) | z < y} åñòü ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ. Ðàññìîòðèì α =

∪{F (z) | z < y}. Äîêàæåì, ÷òî α èçîìîðôíî W (y). Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå, åñëè α

èçîìîðôíî íà÷àëüíîìó îòðåçêó W (y), òî ýòîò îòðåçîê èçîìîðôåí íåêîòîðîìó îòðåçêó

ñàìîãî ñåáÿ. È íàîáîðîò, åñëè W (y) èçîìîðôåí íåêîòîðîìó îòðåçêó α, òî ýòîò îòðåçîê

èçîìîðôåí ñâîåìó ñîáñòâåííîìó íà÷àëüíîìó îòðåçêó. Òàêèì îáðàçîì, F (y) = α, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó y.

Èòàê, F âñþäó îïðåäåëåíà íà W . Ïî àêñèîìå 1.7, F (W ) = {F (x) | x ∈ W} �
ìíîæåñòâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàèìåíüøèé îðäèíàë γ /∈ F (W ) (Òàêîé îðäèíàë γ ñóùå-

ñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ëþáîé îðäèíàë y 6∈ F (W ), íàïðèìåð y = ∪F (W ) + 1.

Òîãäà y \ F (W ) 6= ∅, ñëåäîâàòåëüíî â êà÷åñòâå γ ìîæíî âçÿòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò â

y\F (W ).) Òîãäà F (W ) = {F (x) | x ∈ W} = γ (â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè γ, âî âñå ìåíüøèå

÷òî-òî îáÿçàíî ïåðåéòè!). Íî òîãäà F - ýòî èçîìîðôèçì ìåæäó W è îðäèíàëîì γ.

Îðäèíàë âèäà α∪{α} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëåì. Îðäèíàëû α 6= 0, íå ÿâëÿþùèåñÿ

ïîñëåäîâàòåëÿìè, íàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûìè. Åñëè α ïðåäåëüíûé, òî α = sup{β | β <
α} = ∪α. Íàèìåíüøèé ïðåäåëüíûé îðäèíàë îáîçíà÷àåòñÿ ω è ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âûðàæàåò ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè, îáîáùàþùèé

èíäóêöèþ ñ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà êëàññ âñåõ îðäèíàëîâ.
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Òåîðåìà 5 [Òðàíñôèíèòíàÿ èíäóêöèÿ] Ïóñòü C ⊆ Ord � òàêîé êëàññ, ÷òî:

1) 0 ∈ C,
2) ∀α ∈ Ord (α ∈ C ⇒ α + 1 ∈ C),

3) Åñëè α 6= 0 è α � ïðåäåëüíûé, òî ∀β < α (β ∈ C) ⇒ α ∈ C.
Òîãäà C = Ord .

Êîíåö ëåêöèè � 3

Íà÷àëî ëåêöèè � 4

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè C 6= Ord, òî ðàññìîòðèì íàèìåíüøèé îðäèíàë, íå ïðèíàä-

ëåæàùèé C. Òàêîé îðäèíàë âñåãäà ñóùåñòâóåò � ýòî íàèìåíüøèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà

α \ C, ãäå α 6∈ C. è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Îïðåäåëåíèå 14 Òðàíñôèíèòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíî-

æåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {aξ | ξ < α}, çàíóìåðîâàííîå îðäèíàëàìè (äëÿ êàæ-

äîãî ξ < α ïðåäïîëàãàåòñÿ aξ ∈ A); α ∈ Ord � äëèíà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïóñòü òåïåðü G � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà òðàíñôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ýëå-

ìåíòîâ A (êàæäîé òðàíñôèíèòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèÿ G ñîïîñòàâëÿåò íåêî-

òîðûé ýëåìåíò A).

Òåîðåìà 6 [Òðàíñôèíèòíàÿ ðåêóðñèÿ] Äëÿ êàæäîãî Θ ∈ Ord íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ

òðàíñôèíèòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {aξ | ξ < Θ} òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî α < Θ âû-

ïîëíÿåòñÿ aα = G({aβ | β < α}). Èíûìè ñëîâàìè: ïóñòü S � êëàññ òðàíñôèíèòíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ A, G � ôóíêöèÿ èç S â A. Òîãäà íàéäåòñÿ åäèíñòâåí-

íàÿ ôóíêöèÿ F èç Ord â A, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ α ∈ Ord âûïîëíÿåòñÿ F (α) = G(F |α)4.

Ïðèìåð 5 Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü îáùèé ôàêò, ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû

ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû. Îïðåäåëèì ñëîæåíèå îðäèíàëîâ òàê:

α + 0 = α,

α + (β + 1) = (α + β) + 1,

α + β = lim
ξ→β

(α + ξ), β � ïðåäåëüíûé.

(Çäåñü lim
ξ→β

(α + ξ) = sup{α + ξ | ξ < β}.) Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ +: Ord×Ord 7→
Ord, îáëàäàþùàÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè. Â ñàìîì äåëå: îïðåäåëèì òàêóþ ôóíêöèþ Gα

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Gα(Λ) = α

Gα({aξ | ξ < γ}) =

{
aβ + 1, åñëè γ = β + 1,

sup{aξ | ξ < γ}, åñëè γ � ïðåäåëüíûé.

4Çäåñü íåçðèìî èñïîëüçîâàíà àêñèîìà ïîäñòàíîâêè: íóæíî, ÷òîáû F |α
def
� {F (ξ) | ξ < α} áûëî

ìíîæåñòâîì, âåäü òîëüêî ìíîæåñòâà ìîæíî ïîäñòàâëÿòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà â ôóíêöèþ G!
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Òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó.

Óìíîæåíèå:

α× 0 = 0

α× (β + 1) = α× β + α,

α× λ = sup
β<λ

(α× β), λ � ïðåäåëüíûé.

Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü:

α0 = 1,

αβ+1 = αβ × α,
αλ = sup

β<λ
(αβ), λ � ïðåäåëüíûé.

Ïîñ÷èòàåì: 1 + ω = sup
n<ω

(1 + n) = ω 6= ω + 1, 2× ω = ω è ò. ä.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü F1 è F2 � ôóíêöèè íà Ord, è

Fi(α) = G(Fi|α), i = 1, 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∃α : F1(α) 6= F2(α). Êëàññ âñåõ òàêèõ α

íåïóñò. Ïóñòü α0 = min{α ∈ Ord | F1(α) 6= F2(α))}. Òîãäà ∀β < α0F1(β) = F2(β), F1|α0 =

F2|α0 . Íî ïðè ýòîì F1(α0) = F2(α0) � ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Ðàññìîòðèì F � ñåìåéñòâî âñåõ ôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî

dom(f) ∈ Ord, è ∀α ∈ dom(f) f(α) = G(f |α). Ýòî ñåìåéñòâî íåïóñòî: íàïðèìåð, ∅ ∈ F .
Äàëåå, ïóñòü domf = 1 = {0} = {∅}. Òîãäà, åñëè f(0) = G(f |0) = G(0), òî f ∈ F .

Ïîëîæèì F
def
�

⋃
F . Äîêàæåì, ÷òî

1) F � ôóíêöèÿ.

2) domF = Ord .

3) ∀α ∈ Ord F (α) = G(F |α).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Óòâåðæäåíèå 6 Åñëè f1, f2 ∈ F è dom(f1) = α < β = dom(f2), òî f1 ⊆ f2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî åäèíñòâåííîñòè.

Ïóíêò 1) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû. Äîêàæåì 2). Ïðåäïîëîæèì ÷òî dom(F ) 6=
Ord, âûáåðåì α0 = min(Ord \domF ). Òîãäà ∀β < α0 β ∈ domF. Òîãäà F |α0 îïðåäåëåíî,

ïîëîæèì x
def
� G(F |α0), f0

def
� (F |α0) ∪ {〈α0, x〉}, òî åñòü ïðîäîëæèì F |α0 äî f0,

ïîëîæèâ f(α0)
def
� x. Ïî ïîñòðîåíèþ, f0 ∈ F , dom(f0) = α0 + 1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 3) çàìåòèì, ÷òî F (α) = f(α) äëÿ íåêîòîðîãî f ∈ F . Ïîñêîëüêó
f(α) = G(f |α) = G(F |α), ïîëó÷èì F (α)G(F |α).

Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì áûëî èñïîëüçîâàíèå àêñèîìû ïîäñòàíîâêè: íóæíî, ÷òîáû F |α
áûëî ìíîæåñòâîì, âåäü òîëüêî ìíîæåñòâà ìîæíî ïîäñòàâëÿòü â G!
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Àêñèîìà âûáîðà

Òåîðåìà Öåðìåëî è ëåììà Öîðíà

The Axiom of Choice is

obviously true, the well-ordering

principle obviously false, and

who can tell about Zorn's

lemma?

Jerry Bona

Àêñèîìà 1.8 (Âûáîðà, AC) Ïóñòü S � êëàññ, ñîñòîÿùèé èç íåïóñòûõ ìíîæåñòâ.

Òîãäà ∃f : S → ∪S òàêàÿ, ÷òî ∀x ∈ S f(x) ∈ x.

Îñîáåííîñòü ýòîé àêñèîìû � íåâîçìîæíîñòü ÿâíî ïðåäúÿâèòü ýòó ôóíêöèþ, ìîæíî

ëèøü óòâåðæäàòü å¼ ñóùåñòâîâàíèå. Ñëåäóþùèå äâà íåêîíñòðóêòèâíûõ óòâåðæäåíèÿ

íå òîëüêî ñëåäóþò èç àêñèîìû âûáîðà, íî è ýêâèâàëåíòíû åé:

Òåîðåìà 7 [Öåðìåëî, ïðèíöèï âïîëíå óïîðÿäî÷åíèÿ] Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíî-

æåñòâî; òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå îòíîøåíèå < íà X, ÷òî (X,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åíî.

Òåîðåìà 8 [Ëåììà Öîðíà] Ïóñòü (X,<) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, è âñÿ-

êàÿ öåïü (òî åñòü ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî) â í¼ì îáëàäàåò âåðõíåé ãðà-

íüþ. Òîãäà â X èìååòñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

Íèæå ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ Ëåììû Öîðíà.

Îïðåäåëåíèå 15 áàçèñ Ãàìåëÿ R íàä Q, �ýòî òàêîå ïîäìíîæåñòâî B ⊂ R, ÷òî

∀x ∈ R ∃r1 . . . rn ∈ B, ∃q1 . . . qn ∈ Q(x = q1r1 + q2r2 + . . .+ qnrn)

∀r1 . . . rn ∈ B ∀q1 . . . qn ∈ Q (q1r1 + . . .+ qnrn = 0⇐⇒ q1 = . . . = qn = 0).

Òåîðåìà 9 Ñóùåñòâóåò

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì ëåììó Öîðíà. Íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî B ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûì íàä Q, åñëè

∀r1 . . . rn ∈ B ∀q1 . . . qn ∈ Q (q1r1 + . . .+ qnrn = 0⇐⇒ q1 = . . . = qn = 0).

Ïîëîæèì B
def
� {B ⊆ R | B � ëèíåéíî íåçàâèñèìî íàä Q} ñ îòíîøåíèåì ⊆ íà íåì.

Ðàññìîòðèì öåïü C ⊆ B. Ìíîæåñòâî
⋃
C òîæå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå. Â ñàìîì äåëå, ëþ-

áàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ q1r1+. . .+qnrn ýëåìåíòîâ ri ìíîæåñòâà
⋃
C, ïî îïðåäåëåíèþ,

êîíå÷íà, è êàæäîå äëÿ êàæäîãî i èìååì ri ∈ Ci ∈ C. Ñðåäè Ci âûáåðåì íàèáîëüøèé
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ïî âêëþ÷åíèþ, ïóñòü ýòî äëÿ îïðåäåëåííîñòè C0. Òîãäà ∀i (ri ∈ C0). Ïîñêîëüêó Ci

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ïîëó÷èì q1 = . . . = qn = 0.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó Öîðíà, ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìàêñèìàëüíîãî ïî âêëþ÷å-

íèþ ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà B0 ⊆ R, ÷òî ê íåìó íåëüçÿ äîáàâèòü áîëüøå
íè îäíîãî íîâîãî âåêòîðà, íå íàðóøèâ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Îíî è áóäåò èñêîìûì

áàçèñîì.

Êîíåö ëåêöèè � 4

Íà÷àëî ëåêöèè � 5

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Àêñèîìà âûáîðà ⇒ ëåììà Öîðíà.

Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü (A,<) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì âñÿ-

êàÿ öåïü èìååò âåðõíþþ ãðàíü, íî íåò ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåíòà. Çàôèêñèðóåì êàêóþ-

íèáóäü öåïü C : òîãäà ∃a ∀x ∈ C (a > x) � òàê íàçûâàåìàÿ �ñòðîãàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü�

C. Â ñàìîì äåëå: ïóñòü b � êàêàÿ-òî âåðõíÿÿ ãðàíü C (ñóùåñòâóåò ïî óñëîâèþ). b

ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì, ïîýòîìó ∃d > b > x ∈ C, è d ÿâëÿåòñÿ ñòðîãîé

âåðõíåé ãðàíüþ. Îáîçíà÷èì Ψ(C) = {a | a � ñòðîãàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü C}. (Ïî àêñèîìå

âûäåëåíèÿ Ψ(C) � ìíîæåñòâî.) Ïðèìåíÿåì àêñèîìó âûáîðà: ∃f ∀C f(Ψ(C)) ∈ Ψ(C).

Ïîëîæèì ϕ(C)
def
� f(Ψ(C)) ∈ Ψ(C).

Èñïîëüçóÿ ϕ, ïîñòðîèì �ñëèøêîì áîëüøóþ öåïü�, êîòîðàÿ íå ïîìåñòèòñÿ â A, ÷òî

è ïðèâåä¼ò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Íàçîâ¼ì B ⊆ A êîððåêòíûì, åñëè:

1) (B,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åíî,

2) ∀x ∈ B x = ϕ(Bx), ãäå Bx

def
� {y ∈ B | y < x}.

Êîððåêòíûå ìíîæåñòâà áûâàþò: íàïðèìåð, ∅; {ϕ(∅)}; {ϕ(∅), ϕ({ϕ(∅)})} è ò. ä.

Óòâåðæäåíèå 7 1) Åñëè B, D êîððåêòíû, òî îäíî èç íèõ � íà÷àëüíûé îòðåçîê äðó-

ãîãî.

2) Åñëè T � ñåìåéñòâî êîððåêòíûõ ìíîæåñòâ, òî è ∪T � êîððåêòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ìíîæåñòâà B è D êîððåêòíû. Ñêàæåì, ÷òî I0 � îá-

ùåå íà÷àëî B è D, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì îòðåçêîì èõ îáîèõ. Îáîçíà÷èì

I
def
�

⋃
{I0 | I0 � îáùåå íà÷àëî B è D}. Òîãäà I ñàìî ïî ñåáå îêàçûâàåòñÿ èõ îáùèì

íà÷àëîì. Â ñàìîì äåëå: ïóñòü x ∈ I; òîãäà ∃I0 (x ∈ I0). Íî òîãäà åñëè y ∈ B è y < x,

òî y ∈ I0, ñëåäîâàòåëüíî y ∈ I.
Åñëè I = B èëè I = D, òî âñ¼ äîêàçàíî: îäíî èç ìíîæåñòâ � íà÷àëüíûé îòðåçîê

âòîðîãî. Ïóñòü, îäíàêî, I 6= B, I 6= D. Ýòî äà¼ò íàì âîçìîæíîñòü (ïîñêîëüêó B âïîëíå

óïîðÿäî÷åííî) âûáðàòü b
def
� minB(B \ I), d

def
� minD(D \ I). I � îáùåå íà÷àëî äëÿ

B è D; ïîýòîìó (âòîðîé ïóíêò îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíîñòè) b = ϕ(Bb) = ϕ(Dd) = d, èáî
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Bb = Dd = I. Òîãäà I ∪ {b} � îáùåå íà÷àëî äëÿ B è D, ñëåäîâàòåëüíî I ∪ {b} ⊆ I, à

çíà÷èò b ∈ I. Ïðîòèâîðå÷èå.
2) Ïóñòü òåïåðü T � ñåìåéñòâî êîððåêòíûõ ìíîæåñòâ, U = ∪T . Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå ôàêòû.

1. (U,<) � ëèíåéíûé ïîðÿäîê (ïî ïóíêòó 1).

2. ∀B ∈ T B � íà÷àëüíûé îòðåçîê äëÿ U. Ïðîâåðèì: ïóñòü x ∈ B, y ∈ U, y < x.

Åñëè ñóùåñòâóåò y /∈ B ⇔ y ∈ U \ B. ∃D ∈ T (y ∈ D) ⇒ y ∈ D \ B. Ïî ïóíêòó 1,

èìååì äâà êîððåêòíûõ ìíîæåñòâà B è D, ïðè÷¼ì ïîíÿòíî, ÷òî èìåííî B � íà÷àëüíûé

îòðåçîê D (â D åñòü ýëåìåíò, êîòîðîãî íåò â B). Íî òîãäà è y ∈ B. Ïðîòèâîðå÷èå.
3. (U,<) � âïîëíå óïîðÿäî÷åíî. Â ñàìîì äåëå: ïóñòü Y ⊆ U è Y 6= ∅. Âîçüìåì

íåêîòîðûé ýëåìåíò y ∈ Y . Ïîñêîëüêó Y ⊆ ∪T , òî ∃B ∈ T (y ∈ B). Ñëåäîâàòåëüíî,

y ∈ Y ∩B è Y ∩B 6= ∅. Çíà÷èò, íàéäåòñÿm� íàèìåíüøèé ýëåìåíò â Y ∩B (ò.ê. B âïîëíå

óïîðÿäî÷åííî). Òîãäà m � íàèìåíüøèé è â Y . (Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å ðàññìîòðèì

ýëåìåíò x ∈ Y , òàêîé ÷òî x < y. Òîãäà x ∈ B, ïîñêîëüêó B � íà÷àëüíûé îòðåçîê â

∪T . Ñëåäîâàòåëüíî x ∈ Y ∩B è x < y � ïðîòèâîðå÷èå.)

4. Âûïîëíÿåòñÿ ∀x ∈ U x = ϕ(Ux). Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì x ∈ B ∈ T . Òîãäà
x = ϕ(Bx) èç-çà êîððåêòíîñòè B. Íî B, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì îòðåçêîì

â U, îòêóäà Bx = Ux, è x = ϕ(Ux).

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü ëåììó Öîðíà. Ïîëîæèì Σ � ñåìåéñòâî âñåõ êîððåêòíûõ

ïîäìíîæåñòâ B ⊆ A. U = ∪Σ � âïîëíå óïîðÿäî÷åíî. Ñëåäîâàòåëüíî, U � öåïü, à

ϕ(U) � ñòðîãàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äëÿ U. Òîãäà U ∪ {ϕ(U)} óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ

êîððåêòíîãî ìíîæåñòâà (ïî îïðåäåëåíèþ ϕèìååì ϕ(U) > x äëÿ âñåõ x ∈ U è Bϕ(U) =

U). Íî òîãäà ϕ(U) ∈ U (ò.ê. U ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû âñåõ êîððåêòíûõ ìíîæåñòâ).

Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ëåììà Öîðíà ⇒ òåîðåìà Öåðìåëî.

Õîòèì äëÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà X ïîñòðîèòü <⊆ X2, ÷òîáû (X,<) ñòàëî âïîëíå

óïîðÿäî÷åííûì. Äëÿ S ⊆ X áóäåì ðàññìàòðèâàòüW
def
� {(S,<s) | (S,<s) � âïîëíå óïîðÿäî÷åíî}.

Ââåä¼ì ïîðÿäîê íà W : (S,<s) ≺ (T,<t) � S ( T � íà÷àëüíûé îòðåçîê â (T,<T ), è

<S= <T |S. Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (W,≺) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû Öîðíà: ïóñòü

C � öåïü â (W,<); òîãäà, íàïðèìåð, 〈
⋃

(S,<S)∈C
S,

⋃
(S,<S)∈C

<S,∈〉W ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðà-

íüþ C â (W,≺).

Èòàê, â (W,≺) åñòü ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò (M,<M). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî M =

X. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü M ( X; a ∈ X \M. Òîãäà (M,<M) < (M ∪{a}, <M ∪{(m, a) |
m ∈ M}) ∈ W (x). Ïðîòèâîðå÷èå ñ èäååé î ìàêñèìàëüíîñòè (M,<M) çàâåðøàåò äîêà-

çàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 10 [Êàíòîðà, î ñðàâíåíèè ìîùíîñòåé] Äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ A è B

ñóùåñòâóåò èíúåêöèÿ èç A â B èëè èíúåêöèÿ èç B â A, òî åñòü ìîùíîñòü îäíîãî íå
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ïðåâîñõîäèò ìîùíîñòè äðóãîãî, è îíè ñðàâíèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âïîëíå óïîðÿäî÷èì îáà ìíîæåñòâà è âñïîìíèì, ÷òî èç äâóõ

âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ îäíî èçîìîðôíî íà÷àëüíîìó îòðåçêó äðóãîãî.

3. Òåîðåìà Öåðìåëî ⇒ àêñèîìà âûáîðà.

Ôàêòè÷åñêè, ýòà ÷àñòü óæå äîêàçàíà: åñëè (A,<A), X ⊆ A, òî ïîëîæèì f(x)
def
�

min<A X ∈ X, ÷òî áóäåò èñêîìîé ôóíêöèåé âûáîðà.

Ñëåäñòâèå 5 (R,+) è (C,+) èçîìîðôíû êàê ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì èçîìîðôèçì ïî áàçèñàì Ãàìåëÿ ìîùíîñòè êîíòèíóóì.

Êîíåö ëåêöèè � 5

Íà÷àëî ëåêöèè � 6

1.3.2 Ìîùíîñòè è àëåôû

Q: What is the world's longest

song?

A: ¾Aleph-nought Bottles of

Beer on the Wall.¿

Unknown

Îïðåäåëåíèå 16 A ðàâíîìîùíî B (îáîçíà÷åíèå: A ∼ B), åñëè ∃f : A→ B � áèåêöèÿ.

A íå ïðåâîñõîäèò B ïî ìîùíîñòè (îáîçíà÷åíèå: A . B), åñëè ∃f : A → B � èíú-

åêöèÿ.

Ñ÷èòàåì èçâåñòíûì èç àíàëèçà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 11 [Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà] Åñëè A . B è B . A, òî A ðàâíîìîùíî B.

Â óñëîâèÿõ àêñèîìû âûáîðà òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ:

Òåîðåìà 12 [Î ñðàâíèìîñòè] Äëÿ ëþáûõ A, B A . B èëè B . A.

Ñ íåé æå óñòàíàâëèâàåòñÿ è òàêàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 13 Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 17 A ñ÷¼òíî, åñëè A ∼ ω. A êîíå÷íî, åñëè ∃n ∈ ωA ∼ n. A áåñêîíå÷íî,

åñëè íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ÷¼ì òóò ñóòü àêñèîìû âûáîðà? Ïóñòü ìû õîòèì âûáðàòü èç

ìíîæåñòâà ñ÷¼òíîå ÷èñëî òî÷åê a1, a2 . . . Òîãäà ìû õîòèì ñîïîñòàâèòü n 7→ an, ω 7→ A,

ïîñòðîèâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = F ({a1, . . . , an−1}). Ïîëó÷àåì ôóíêöèþ F : P (A) \
{A} → A. Íî ýòî ïî÷òè ÷òî ñàìà àêñèîìà âûáîðà: ïóñòü ϕ � ôóíêöèÿ âûáîðà íà

íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâàõ â A; òîãäà ïîëîæèì F (B) = ϕ(A\B). Ìîæíî âìåñòî âûáîðà

ïî ïîðÿäêó è ïðîñòî ñîñëàòüñÿ íà ïîëíûé ïîðÿäîê: åñëè ìû âïîëíå óïîðÿäî÷èëè A,

òî, ïî òåîðåìå 12, A ≤ ω èëè ω ≤ A.

Ïðîäîëæèì âûâîäèòü èç AC ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 14 [Î ñþðúåêöèè] Åñëè ∃f : B → A � ñþðúåêöèÿ, òî A . B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g : A → B ÷åðåç ôóíêöèþ âûáîðà íà ìíî-

æåñòâå {f−1(a) | a ∈ A}. Îíà áóäåò îñóùåñòâëÿòü èíúåêöèþ.

Òåîðåìà 15 [Îáúåäèíåíèå ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ ñ÷¼òíî]
⋃
i∈ω

Ai ñ÷¼òíî, åñëè âñå Ai ∼ ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. ∀i ∃ai : ω → Ai, îñóùåñòâëÿþùåå ñþðúåêöèþ. Èç íèõ ìû ïîëó-

÷àåì ñóììàðíîå îòîáðàæåíèå a : ω × ω →
⋃
i∈ω

Ai. Áåç âñÿêîé AC, ïî ëåììå Êàíòîðà,

óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîìîùíîñòü ω × ω è ω. Îñòàëîñü ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 14.

Äàäèì ãëàâíîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 18 Ìíîæåñòâî α � êàðäèíàë, åñëè α ∈ Ord, è ∀β < α β � α.

Ñëåäñòâèå 6 ω � íàèìåíüøèé áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë.

Ñëåäñòâèå 7 ∀α ∈ Ord ∃β � êàðäèíàë: α ∼ β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîâîêóïíîñòè âñåõ îðäèíàëîâ, ðàâíîìîùíûõ α, âûáåðåì ìèíè-

ìàëüíûé ýëåìåíò.

Ñëåäñòâèå 8 Âñÿêîå ìíîæåñòâî X ðàâíîìîùíî åäèíñòâåííîìó êàðäèíàëó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âïîëíå óïîðÿäî÷èìX è ðàññìîòðèì sup{α ∈ Ord | α èçîìîðôíî íà÷àëüíîìó îòðåçêó X}
(ðàâíûé åãî îáúåäèíåíèþ � ïî àêñèîìå ïîäñòàíîâêè, ýòî ìíîæåñòâî). Òîãäà ýòî îð-

äèíàë, èçîìîðôíûé âñåìó X. Ïî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ, åñòü è èçîìîðôíûé (åäèí-

ñòâåííûé) êàðäèíàë.

Ââåä¼ì èåðàðõèþ àëåôîâ.

Îïðåäåëåíèå 19

ω0 = ℵ0

def
� ω. (13)

ℵα+1

def
� min{x | x � êàðäèíàë, è ℵα < x}. (14)

ℵλ
def
� sup{ℵα | α < λ}, åñëè λ � ïðåäåëüíûé. (15)
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Óòâåðæäåíèå 8 ∀α ∈ Ord ℵα � êàðäèíàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ âñ¼ î÷åâèäíî. Â òðåòüåì, åñëè ℵλ � íå

êàðäèíàë, òî ñóùåñòâóåò β < ℵλ, ðàâíîìîùíûé ℵλ, è ñëåäîâàòåëüíî ∃α < λ : β < ℵα.
Òîãäà ℵα ∼ ℵλ(β ⊆ ℵα ⊆ ℵλ, è ïðèìåíÿåì òåîðåìó Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà), íî òîãäà

ℵα ∼ ℵα+1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îïðåäåëåíèå 20 κ+ = min{β | β � êàðäèíàë, è κ < β}. κ � ïðåäåëüíûé êàðäèíàë,

åñëè ∀β < κ ∃µ � êàðäèíàë òàêîé, ÷òî β < µ < κ.

Óòâåðæäåíèå 9 Äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî êàðäèíàëà κ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíåí

α ∈ Ord : κ = ℵα. Òàêèì îáðàçîì, �ôóíêöèÿ� ℵ íå ïðîïóñêàåò íè îäíîãî êàðäèíàëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü κ � íàèìåíüøèé êàðäèíàë, íå ÿâëÿþùèéñÿ

àëåôîì. Îí íå ìîæåò áûòü ω, ïîýòîìó (ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ êàðäèíàëîâ, ñòðîãî

ìåíüøèõ κ; òàì ìîæåò ëèáî äîñòèãàåòñÿ ñóïðåìóì, ëèáî íåò, â êàêîì ñëó÷àå îí ïðîñòî

ðàâåí κ) ëèáî κ = µ+, ãäå µ < κ, íî òîãäà κ � íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùèé àëåô,

ëèáî îí ïðåäåëüíûé, âñå ìåíüøèå åãî � óæå àëåôû, è îí îêàçûâàåòñÿ èõ ñóïðåìóìîì,

òî åñòü ℵλ äëÿ íèõ.

Òåïåðü ìû ìîæåì, íàêîíåö, ñïîêîéíî âåñòè îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 21 Ìîùíîñòü A (îáîçíà÷åíèå: |A|) � åäèíñòâåííûé êàðäèíàë, èçî-

ìîðôíûé A.

Â ïðåäïîëîæåíèè AC äîêàæåì âàæíûé ôàêò.

Òåîðåìà 16 [Îáîáù¼ííàÿ ëåììà Êàíòîðà] Ïóñòü A áåñêîíå÷íî. Òîãäà A× A ∼ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóÿ Ã¼äåëþ, ââåä¼ì êàíîíè÷åñêîå5 âïîëíå óïîðÿäî÷åíèå íà

Ord×Ord : ñêàæåì, ÷òî (α1, β1) < (α2, β2), åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òð¼õ:

1) max(α1, β1) > max(α2, β2).

2) max(α1, β1) = max(α2, β2) è α1 < α2.

3) max(α1, β1) = max(α2, β2), α1 = α2 è β1 < β2.

Âèäèì, ÷òî ïîðÿäîê ëèíååí. Ïî÷åìó îí ïîëîí? ×òîáû íàéòè ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò,

íóæíî ñïåðâà îòîáðàòü òå, ãäå ìàêñèìóì ìèíèìàëåí, çàòåì ìèíèìèçèðîâàòü ïåðâûé

ýëåìåíò è èç îñòàâøèõñÿ � âòîðîé, ÷òî äàñò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì. Òåïåðü çàïèøåì

îòîáðàæåíèå π : Ord×Ord→ Ord (¾ìàðøðóò îáõîäà ïðîèçâåäåíèÿ¿), äåéñòâóþùåå ïî

ñõåìå:

π(α, β) = ïîðÿäêîâûé òèï {(x, y) | (x, y) < (α, β)}. (16)

5Íå ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå!
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Âèäèì, ÷òî π(α, α) ≥ α; ïîëîæèì π[α × α] � íà÷àëüíûé ñåãìåíò (îáðàç óãëîâîãî

êâàäðàòà), îïðåäåëÿåìûé π(α, α).
Êîíåö ëåêöèè � 6

Íà÷àëî ëåêöèè � 7

Âûïèøåì äâà ïîëåçíûõ íàáëþäåíèÿ î íà÷àëüíûõ ñåãìåíòàõ.

Óòâåðæäåíèå 10 Ðàññìîòðèì ëþáîé îðäèíàë α. Òîãäà α×α åñòü íà÷àëüíûé ñåãìåíò

â êàíîíè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè, èìåþùèé âèä {(x, y) | (x, y) < (0, α)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî ïðè âíèìàòåëüíîì ðàññìîòðåíèè êâàäðàòà.

Óòâåðæäåíèå 11 π[α× α] ≥ α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì f(α)
def
� π[α × α]. Òîãäà f ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê: α <

β ⇒ f(α) < f(β) (èáî α× α ⊂ β × β), îòêóäà f(α) ≥ α ïî óòâåðæäåíèþ 3.

Óòâåðæäåíèå 12 π[ℵα × ℵα] = {π(α1, β1) | α1, β1 < ℵα}6 = ℵα äëÿ âñåõ α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî. Ïîëîæèì κ � íàèìåíüøèé áåñêîíå÷íûé êàðäè-

íàë, ïðè êîòîðîì π[κ × κ] > κ. Òîãäà ñóùåñòâóþò α, β < κ : π(α, β) = κ. Âîçü-
ì¼ì δ ∈ Ord : α, β < δ < κ. Â ñèëó òîãî, ÷òî, κ ∈ π[δ × δ], à ýòîò π[δ × δ] ÿâ-

ëÿåòñÿ îðäèíàëîì, ïîëó÷àåì κ ⊆ π[δ × δ], ÷òî, êàçàëîñü áû, äîëæíî îçíà÷àòü, ÷òî

|π[δ × δ]| = |δ × δ| ≥ |κ| = κ. Îäíàêî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, |δ × δ| = ||δ| × |δ|| =7|δ| < κ.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 9 Ïóñòü A,B � áåñêîíå÷íû, κ1,κ2 � áåñêîíå÷íûå êàðäèíàëû. Òîãäà äëÿ

êàðäèíàëüíûõ îïåðàöèé íàä êàðäèíàëàìè (íå ïóòàòü ñ îäíîèì¼ííûìè îðäèíàëüíûìè,

êîòîðûå ìîæíî ïðîâåñòè íàä òåìè æå îáúåêòàìè ñ ñîâåðøåííî äðóãèìè ðåçóëüòàòàìè!)

|A×B| = |A| × |B|, |A tB| = |A|+ |B|,κ1 + κ2 = κ1 × κ2 = max(κ1,κ2).

Äëÿ îïåðàöèé íà êàðäèíàëàõ âåðíûì áóäåò κ1 + κ2 = κ1 × κ2 = max(κ1,κ2).

Ââåä¼ì ñòåïåíè êàðäèíàëîâ è îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ äâîéêè â ñòåïåíü:

Îïðåäåëåíèå 22 κµ
def
� |{f : µ→ κ}|.

Êîíòèíóóì-ãèïîòåçà CH: 2ℵ0 = ℵ1.

iα
def
�


i0 = ℵ0,

iα+1 = 2iα ,

iλ = sup{iα | α < λ}, λ � ïðåäåëüíûé.

Ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü 2ℵ0 = c � �êîíòèíóóì�. Êàê îêàçàëîñü, íå çàâèñèò îò ZFC íè

îáû÷íàÿ, íè îáîáù¼ííàÿ êîíòèíóóì-ãèïîòåçà: iα = ℵα ∀α.
6Ýòî ìíîæåñòâî � íà÷àëüíûé ñåãìåíò â Ord ïî óòâåðæäåíèþ 10 âûøå, òî åñòü ñàìî ÿâëÿåòñÿ

îðäèíàëîì.
7|δ| ≤ δ < κ, è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, π[|δ| × |δ|] = δ.
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Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé

Àêñèîìàòèêà Ãèëüáåðòà. Êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà

Ïóñòü p0, p1 . . . � ñ÷¼òíûé íàáîð ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, ∧,∨,→,¬ � ëîãè÷å-

ñêèå ñâÿçêè.

Îïðåäåëåíèå 23 Ôîðìóëû ïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêè îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî:

• âñÿêàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ � ôîðìóëà;

• åñëè A è B � ôîðìóëû, òî (A ∧B), (A ∨B), (A→ B) è (¬A) � ôîðìóëû.

Ìû ïðèíèìàåì ñîãëàøåíèå î ïðèîðèòåòå îïåðàöèé, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îïóñêàòü

÷àñòü ñêîáîê: ïî óáûâàíèÿ ïðèîðèòåòà, îïåðàöèè ðàñïîëîæåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

¬, ∧, ∨, → .

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå ñõåìû àêñèîì (çäåñü ϕ, ψ, θ � ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû):

A1 ϕ→ (ψ → ϕ).

A2 (ϕ→ (ψ → θ))→ ((ϕ→ ψ)→ (ϕ→ θ)).

A3 ϕ ∧ ψ → ϕ, ϕ ∧ ψ → ψ.

A4 ϕ→ (ψ → (ϕ ∧ ψ)).

A5 ϕ→ ϕ ∨ ψ, ψ → ϕ ∨ ψ.

A6 (ϕ→ θ)→ ((ψ → θ)→ ((ϕ ∨ ψ)→ θ)).

A7 (ϕ→ ψ)→ ((ϕ→ ¬ψ)→ ¬ϕ).

A8 ϕ→ (¬ϕ→ ψ) (ex falso sequitur quodibet)

A9 ¬¬ϕ→ ϕ. (ñíÿòèå äâîéíîãî îòðèöàíèÿ)

Ïðàâèëî âûâîäà: modus ponens (MP).

ϕ ϕ→ ψ

ψ
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Îïðåäåëåíèå 24 Âûâîä � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë ϕ1 . . . ϕn, â êîòîðîé êàæ-

äàÿ ϕi � èëè àêñèîìà, èëè ïîëó÷åíà èç êàêèõ-ëèáî ϕk è ϕl ïî MP. Îáîçíà÷àþò ` ϕ è

ãîâîðÿò �ϕ âûâîäèìî�, åñëè ñóùåñòâóåò âûâîä, îêàí÷èâàþùèéñÿ ôîðìóëîé ϕ.

Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî ôîðìóë (íàçûâàåìûõ ãèïîòåçàìè); âûâîäîì èç ãèïîòåç Γ

íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, â êîòîðîé âñÿêàÿ ôîðìóëà ëèáî àêñèîìà, ëèáî

ïðèíàäëåæèò Γ, ëèáî ïîëó÷åíà ìîäóñ ïîíåíñîì èç äâóõ ðàíåå âûïèñàííûõ. Îáîçíà÷å-

íèå: Γ ` ϕ.

Ïðèâåä¼ì êîíêðåòíûé ïðèìåð âûâîäà.

Óòâåðæäåíèå 13 ` ϕ→ ϕ äëÿ ëþáîé ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïåðâûå äâå àêñèîìû, îïèñûâàþùèå ïîâå-

äåíèå èìïëèêàöèè. Â àêñèîìó 2 ïîäñòàâèì ϕ = ϕ, θ = ϕ, ψ = (ϕ→ ϕ) :

1. ϕ→ (ϕ→ ϕ) (A1)

2. ϕ→ ((ϕ→ ϕ)→ ϕ) (A1)

3. (ϕ→ ((ϕ→ ϕ)→ ϕ))→ ((ϕ→ (ϕ→ ϕ))→ (ϕ→ ϕ)) (A2)

4. (ϕ→ (ϕ→ ϕ))→ (ϕ→ ϕ) (MP èç 2, 3)

5. ϕ→ ϕ (MP èç 1, 4).

Òåïåðü ïðèâåä¼ì ïðèìåð âûâîäà èç ãèïîòåç.

Óïðàæíåíèå 3 p ∧ q ` q ∧ p.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. p ∧ q
2. p ∧ q → p, p ∧ q → q

3. p, q

4. q → (p→ (q ∧ p))
5. q ∧ p ïî MP.

Ëîãèêà áåç àêñèîìû 9 íîñèò íàçâàíèå èíòóèöèîíèñòñêîé. Ïî÷òè âñå ôàêòû, êî-

òîðûå áóäóò âûâåäåíû, êðîìå îñîáî îãîâîð¼ííûõ, ìîæíî âûâåñòè íå òîëüêî â êëàñ-

ñè÷åñêîé ëîãèêå âûñêàçûâàíèé, íî è â èíòóèöèîíèñòñêîé. Ïðè óäàëåíèè àêñèîì 8 è 9

îäíîâðåìåííî ïîëó÷àåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ëîãèêà, íà èçó÷åíèè êîòîðîé ìû îñòàíàâëè-

âàòüñÿ íå áóäåì.

Íåñëîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå âàæíûå ñâîéñòâà âûâîäèìîñòè èç ãèïîòåç.

Óòâåðæäåíèå 14 1. åñëè Γ ` ϕ è Γ ⊆ ∆, òî ∆ ` ϕ (ìîíîòîííîñòü)

2. åñëè Γ ` ϕ è ∀ψ ∈ Γ ∆ ` ψ, òî ∆ ` ϕ (òðàíçèòèâíîñòü)

3. åñëè Γ ` ϕ, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ∆ ⊆ Γ, òàêîå ÷òî ∆ ` ϕ (êîìïàêòíîñòü)

È â êëàññè÷åñêîé, è â èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå âåðíà
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Òåîðåìà 17 [Î äåäóêöèè] Γ, ϕ ` ψ ⇔ Γ ` ϕ→ ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

⇒ Î÷åâèäíî.

⇐ Èíäóêöèÿ ïî äëèíå âûâîäà Γ, ϕ ` ψ. Âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ.

• ψ åñòü àêñèîìà. Òîãäà äîñòðîèì âûâîä òàê: ψ → (ϕ→ ψ), ϕ→ ψ.

• ψ ∈ Γ. Òî æå ñàìîå: äîïèøåì ψ, ψ → (ϕ→ ψ), ϕ→ ψ.

• ψ = ϕ. Òîãäà íóæíî íàïèñàòü âûâîä äëÿ ϕ→ ϕ, ÷òî ìû íàó÷èëèñü äåëàòü.

• ψ ïîëó÷åíà ïðàâèëîì MP èç θ è θ → ψ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, Γ ` ϕ→ θ

è Γ ` ϕ → (θ → ψ). Âîçüìåì ñîîòâåòñòâóþùèå âûâîäû è äîïèøåì èõ ê íàøå-

ìó òåêóùåìó âûâîäó Γ, ϕ ` ψ. Çàòåì äîïîëíèì ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôîðìóëàìè (ϕ→ (θ → ψ))→ ((ϕ→ θ)→ (ϕ→ ψ)), (ϕ→ θ)→ (ϕ→ ψ), ϕ→ ψ.

Ïîëó÷èì âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ èç ãèïîòåç Γ.

Óïðàæíåíèå 4 Çàêîí êîíòðàïîçèöèè: ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î äåäóêöèè, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ¬ψ, ϕ → ψ ` ¬ϕ.
Ïðèâîäèì âûâîä:

(ϕ→ ψ)→ ((ϕ→ ¬ψ)→ ¬ϕ). (7)

ψ (ãèïîòåçà)

¬ψ → (ϕ→ ¬ψ) (1)

ϕ→ ¬ψ (ïî MP)

¬ϕ (ïî MP)

Óïðàæíåíèå 5 Ïðàâèëî ñèëëîãèçìà: ϕ→ ψ, ψ → θ ` ϕ→ θ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ϕ, ϕ→ ψ, ψ → θ ` θ. Äâà ðàçà ìîäóñ ïîíåíñ.

Óïðàæíåíèå 6 Àêñèîìà 8 ñëåäóåò èç 9: ϕ,¬ϕ ` ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ϕ,¬ϕ ` ¬¬ψ. Ïî òåîðåìå î äåäóêöèè, äîñòàòî÷íî
ñäåëàòü ¬ψ → ϕ,¬ψ → ¬ϕ ` ¬¬ϕ � ïî àêñèîìàì 1 è 7.

Êîíåö ëåêöèè � 7

Íà÷àëî ëåêöèè � 8

Óïðàæíåíèå 7 ` A→ ¬¬A.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

(¬A→ A)→ ((¬A→ ¬A)→ ¬¬A) (àêñèîìà 7)

A→ (¬A→ A) (1)

A (ãèïîòåçà)

¬A→ A (MP 2,3)

(¬A→ ¬A)→ ¬¬A (MP)

¬A→ ¬A (óìååì)

¬¬A (MP 5,6)

Óïðàæíåíèå 8 Îáðàùåíèå çàêîíà êîíòðàïîçèöèè (òîëüêî êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà!):

¬B → ¬A ` A→ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. ¬B → ¬A
¬¬A→ ¬¬B
¬¬B → B

¬¬A→ B

A→ ¬¬A
A→ B.

Óïðàæíåíèå 9 A ∧B → C ` A→ (B → C),

A→ (B → C) ` A ∧B → C.

Äîêàçàòåëüñòâî.

• A ∧B → C (ãèïîòåçà)

A (ãèïîòåçà)

B (ãèïîòåçà)

A→ (B → A ∧B) (4)

A ∧B (MP äâàæäû)

C (MP 1,5)

• A→ (B → C) (ãèïîòåçà)

A ∧B (ãèïîòåçà)

A ∧B → A (3)

A ∧B → B (3)

A (MP 2,3)

B (MP 2,4)

C (MP 1,5,6 äâàæäû)
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Äîêàæåì ãëàâíîå óòâåðæäåíèå â ýòîé ÷àñòè êóðñà.

Òåîðåìà 18 [Î êîððåêòíîñòè è ïîëíîòå] ` A ⇔ A � òàâòîëîãèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇒) Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ âûâîäà. Âñå àêñèîìû ÿâëÿþòñÿ

òàâòîëîãèÿìè (ïðîâåðêà òàáëèö èñòèííîñòè âñåõ àêñèîì). Åñëè ïðèìåíÿåòñÿ ìîäóñ ïî-

íåíñ, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè A è A→ B èñòèííû íà âñåõ íàáîðàõ ïåðåìåííûõ.

Òîãäà B èñòèííî ïî îïðåäåëåíèþ èìïëèêàöèè.

(⇐) Äîêàæåì, ÷òî âñÿêàÿ òàâòîëîãèÿ âûâîäèìà. Ïðèâåä¼ì âàðèàíò ðàññóæäåíèÿ,

êîòîðûé âïîñëåäñòâèè áóäåò óäîáíî îáîáùèòü íà èíòóèöèîíèñòñêîå èñ÷èñëåíèå âû-

ñêàçûâàíèé è èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò ñëåäîâàòü èç ðÿäà

ëåìì.

Îïðåäåëåíèå 25 Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî ôîðìóë; áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Γ íåïðîòèâî-

ðå÷èâîå, åñëè ∀A1 . . . An ∈ Γ 0 ¬(A1 ∧ A2 ∧ ... ∧ An).

Γ ìàêñèìàëüíîå íåïðîòèâîðå÷èâîå, åñëè ∀A ∈ Fm (A ∈ Γ ∨ ¬A ∈ Γ).

Óòâåðæäåíèå 15 [0] Ïóñòü Γ íåïðîòèâîðå÷èâî, A ∈ Fm . Òîãäà îäíî èç ìíîæåñòâ

Γ ∪ {A} èëè Γ ∪ {¬A} íåïðîòèâîðå÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü Γ íåïðîòèâîðå÷èâî, íî îáà ìíîæåñòâà Γ ∪
{A} è Γ ∪ {¬A} îêàçûâàþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå

A1 . . . An, A
′
1, . . . , A

′
k ∈ Γ, ÷òî ` ¬(A ∧

n∧
i=1

Ai) è ` ¬(¬A ∧
k∧
j=1

A′j). Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî

êîíòðàïîçèöèè è àêñèîìó À3, ïîëó÷èì, ÷òî òîãäà

` ¬(A ∧
n∧
i=1

Ai ∧
k∧
j=1

A′j) è ` ¬(¬A ∧
n∧
i=1

Ai ∧
k∧
j=1

A′j).

Äàëåå îáîçíà÷èì B 

n∧
i=1

Ai ∧
k∧
j=1

A′j. Ìû èìååì ` ¬(A ∧ B) è ` ¬(¬A ∧ B). Ñëåäîâà-

òåëüíî, èñïîëüçóÿ àêñèîìó À8, ïîëó÷èì

` A ∧B → C è ` ¬A ∧B → C (C ëþáîå).

Ñëåäîâàòåëüíî

B ` A→ C è B ` ¬A→ C (C ëþáîå).

è ïîñêîëüêó C � ëþáîå, ïî àêñèîìå A7

B ` ¬A è B ` ¬¬A.

Ïî àêñèîìå A7, ïîëó÷èì ` ¬B. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî Γ ïðîòèâîðå÷èâî. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Óòâåðæäåíèå 16 [1] Åñëè Γ íåïðîòèâîðå÷èâî, òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîå íåïðîòè-

âîðå÷èâîå Γ′ ⊇ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ñ÷¼òíî, òî è ôîðìóë ñ÷¼òíîå ÷èñëî;

äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû ïî ïîðÿäêó áóäåì äîáàâëÿòü åå ñàìó ëèáî åå îòðèöàíèå ñ ñîõðà-

íåíèåì íåïðîòèâîðå÷èâîñòè. Ñ÷¼òíîå îáúåäèíåíèå â ïðåäåëå òîæå íåïðîòèâîðå÷èâî,

ò.ê. ïðîòèâîðå÷èâîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ôîðìóë (ïî îïðåäåëåíèþ) è

ïîýòîìó äîëæíà ïðîÿâèòüñÿ íà êîíå÷íîì øàãå.

Ïóñòü ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ íåñ÷¼òíî. Ðàññìîòðèì êëàññ âñåõ íåïðîòèâîðå÷èâûõ

ìíîæåñòâ, óïîðÿäî÷åííûé ïî âêëþ÷åíèþ. Ïî òîëüêî ÷òî ñêàçàííîìó, âñÿêàÿ öåïü èìå-

åò âåðõíþþ ãðàíü. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, â êîòîðîì â ñèëó ëåììû

0 ëåæèò âñÿêàÿ ëèáî ôîðìóëà, ëèáî îòðèöàíèå. Çíà÷èò, îí ìàêñèìàëüíî íåïðîòèâîðå-

÷èâ.

Óòâåðæäåíèå 17 [2] Ïóñòü Γ � ìàêñèìàëüíîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë.

Òîãäà

0. åñëè Γ ` A, òî A ∈ Γ;

1. åñëè Γ 3 A ∧B, òî Γ 3 A è Γ 3 B;

2. åñëè Γ 3 A ∨B, òî Γ 3 A èëè Γ 3 B;

3. åñëè Γ 3 ¬A, òî Γ 63 A;

4. åñëè Γ 3 A→ B, òî Γ 63 A èëè Γ 3 B.

Äîêàçàòåëüñòâî.

0. Ïóñòü Γ ` A, íî A /∈ Γ. Òîãäà äîëæíî áûòü Γ 3 ¬A. Ïóñòü A1 . . . An ∈ Γ � ãèïî-

òåçû, ó÷àñòâóþùèå â âûâîäå A èç Γ. Òîãäà ¬A∧A1 ∧ ...∧An ` A,¬A, è ñëåäîâàòåëüíî
ñîãëàñíî àêñèîìå 7 ` ¬(¬A ∧ A1 ∧ ... ∧ An). Íî Γ íåïðîòèâîðå÷èâî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Âñå ïîñëåäóþùèå íîìåðà � óïðàæíåíèÿ ñ çàìåíîé âûâîäèìîñòè íà ïðèíàäëåæ-

íîñòü, ñîñòîÿùèå â ÷åñòíîì ïåðåáîðå âñåõ âîçìîæíûõ ïî òàáëèöàì ñëó÷àåâ è ññûëêîé

íà ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.

Ïóñòü A � íåâûâîäèìàÿ òàâòîëîãèÿ. Òîãäà ìíîæåñòâî Γ0 = {¬A} íåïðîòèâîðå÷èâî.
Èñïîëüçóÿ ëåììó 0, ðàñøèðèì åãî äî ìàêñèìàëüíîãî íåïðîòèâîðå÷èâîãî Γ. Çàäàäèì

îöåíêó òàêóþ, ÷òî

v(p) = 1
 p ∈ Γ.

Óòâåðæäåíèå 18 [Îñíîâíàÿ] Äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû F èìååì v(F ) = 1⇔ F ∈ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèåÿ ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû F , ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû

1.

Ïî îñíîâíîé ëåììå, v(A) = 0, ïîñêîëüêó ¬A ∈ Γ. Òåîðåìà î ïîëíîòå äîêàçàíà.
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Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà âûñêàçûâàíèé

Â îáû÷íîé ëîãèêå àäåêâàòíîå ïîíÿòèå èñòèííîñòè � �áûòü òàâòîëîãèåé�. Íî â èíòóè-

öèîíèñòñêîé ëîãèêå, õîòÿ âûâîäÿòñÿ ïî-ïðåæíåìó ëèøü òàâòîëîãèè, ñîâîêóïíîñòü âñåõ

âûâîäèìûõ ôîðìóë ìåíüøå, íåæåëè â êëàññè÷åñêîé. Òðàäèöèîííûé ïðèìåð íåâûâî-

äèìîé ôîðìóëû � çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî, p ∨ ¬p.. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü

íåâûâîäèìîñòü ýòîé ôîðìóëû, íóæíà ñåìàíòèêà äëÿ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè, îò-

ëè÷íàÿ îò òàáëèö èñòèííîñòè. Îïèøåì ñåìàíòèêó Êðèïêå.

Îïðåäåëåíèå 26 Ìîäåëü Êðèïêå K = (W,R, v) � ýòî òðîéêà, â êîòîðîé

• ïàðà (W,R) íàçûâàåòñÿ øêàëîé,

� W � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ìèðîâ,

� R ⊆ W 2 � ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè íà W ,

• v � îöåíêà èñòèííîñòè ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ êàæäîé ïåðåìåííîé p ñîïîñòàâëÿåò

íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî W , v(p) ⊆ W ; îöåíêà v óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó íàñëå-

äîâàíèÿ èñòèííîñòè â äîñòèæèìûõ ìèðàõ:

åñëè x ∈ v(p), xRy, òî è y ∈ v(p).

Ïóñòü x ∈ W, F ∈ Fm . Îïðåäåëèì èñòèííîñòü ôîðìóëû F â ìèðå x (K, x |= F )

èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû F :

1. K, x |= p⇔ x ∈ v(p).

2. ∨,∧ � ïî òàáëèöàì èñòèííîñòè.

3. K, x |= ¬F 
 ∀y(xRy ⇒6|= F ).

4. K, x |= (F → G) 
 ∀y(xRy ⇒ y 6|= F èëè y |= G).

Óòâåðæäåíèå 19 |= ìîíîòîííî, òî åñòü ∀x, y ∈ W ∀F ∈ Fm, åñëè x |= F è xRy, òî

y |= F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû, áàçà èíäóêöèè ñëåäóåò èç

îïðåäåëåíèÿ ìîäåëè Êðèïêå.

Êîíåö ëåêöèè � 8

Íà÷àëî ëåêöèè � 9

Îïðåäåëåíèå 27 Îïðåäåëèì èñòèííîñòü ôîðìóëû A â ìîäåëè K. K |= A, åñëè A

èñòèííî âî âñåõ ìèðàõ ìîäåëè K.
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Óïðàæíåíèå 10 ¬A ∨ B → (A → B) èñòèííà âî âñåõ ìîäåëÿõ Êðèïêå (ìîæíî ïðî-

âåðèòü). Íàïðîòèâ, (A→ B)→ (¬A ∨B) íå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé ñåìàíòèêè Êðèïêå.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü: x, y � äâà ìèðà, ïðè÷åì xRy, è â y âûïîëíÿþòñÿ A è

B. Òîãäà v(A) = v(B) = y, íî x |= A→ B, x 6|= B, x 6|= ¬A, ñëåäîâàòåëüíî, x 6|= ¬A∨B.
Åùå îäèí ïðèìåð òàâòîëîãèè, êîòîðóþ ìîæíî îïðîâåðãíóòü â ìîäåëè Êðèïêå �

ôîðìóëà ((p → q) → p) → p. Ðàññìîòðèì ìîäåëü, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ìèðîâ x, y, ãäå

xRy. Ïóñòü p èñòèííî òîëüêî â y. Òîãäà x, y 6|= p→ q, ñëåäîâàòåëüíî x |= (p→ q)→ p,

íî x 6|= p.

Òåîðåìà 19 [Î êîððåêòíîñòè è ïîëíîòå â ñåìàíòèêå Êðèïêå] Åñëè Int ` A, òî K |= A

äëÿ êàæäîé ìîäåëè K (êîððåêòíîñòü).

Åñëè Int 6` A, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ìîäåëü K = (W,R, v) è ìèð x ∈ W, òàêèå ÷òî
K, x 6|= A. (ïîëíîòà)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü. Ïóñòü Int ` A. Èíäóêöèåé ïî âûâîäó ïðîâåðèì, ÷òî âñå

ôîðìóëû â âûâîäå èñòèííû âî âñåõ ìîäåëÿõ Êðèïêå. Èñòèííîñòü àêñèîì ïðîâåðÿåòñÿ

íåïîñðåäñòâåííî. Øàã èíäóêöèè � ýòî ïðèìåíåíèå ïðàâèëà âûâîäà. Èñòèííîñòü B

ïðè óñëîâèè èñòèííîñòè A è A → B ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èñòèííîñòè èìïëèêàöèè

â ìèðàõ ìîäåëåé Êðèïêå.

Äîêàæåì ïîëíîòó. Íå èìåÿ çàêîíà èñêëþ÷¼ííîãî òðåòüåãî, ìû íå ìîæåì ãîâîðèòü,

÷òî ëèáî ôîðìóëà, ëèáî å¼ îòðèöàíèå ñîäåðæèòñÿ â ìàêñèìàëüíîì íåïðîòèâîðå÷èâîì

ìíîæåñòâå. Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðû, ñîñòîÿùèå èç äâóõ ìíîæåñòâ ôîðìóë:

ìíîæåñòâî èñòèííûõ è ìíîæåñòâî ëîæíûõ ôîðìóë. ×òîáû îáåñïå÷èòü êîíå÷íîñòü ìî-

äåëè, ýòè ìíîæåñòâà áóäåì ñîñòàâëÿòü èç ïîäôîðìóë íàøåé ôîðìóëû A.

×åðåç Sub(A) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîäôîðìóë A.

Îïðåäåëåíèå 28 Ïàðà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ôîðìóë (Γ,∆) íåïðîòèâîðå÷èâà, åñëè

Int 6` (
∧

Γ) → (
∨

∆). Ïàðà ìàêñèìàëüíàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ, åñëè äîïîëíèòåëüíî

ê ýòîìó Γ ∪∆ = Sub(A).

Óòâåðæäåíèå 20 [1] Åñëè (Γ,∆) � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ïàðà, òî ñóùåñòâóåò ìàêñè-

ìàëüíàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ ïàðà (Γ′,∆′), òàêàÿ ÷òî Γ ⊆ Γ′, ∆ ⊆ ∆′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B1, . . . , Bn � âñå ïîäôîðìóëû A è ïàðà (Γ,∆) íåïðîòè-

âîðå÷èâà. Òîãäà îäíà èç ïàð (Γ ∪ {Bi},∆) èëè (Γ,∆ ∪ {Bi}) òàêæå íåïðîòèâîðå÷è-

âà. Â ñàìîì äåëå: ïóñòü îáå îíè ïðîòèâîðå÷èâû. Òîãäà Int ` (
∧

Γ) ∧ Bi → (
∨

∆) è

Int ` (
∧

Γ)→ (
∨

∆)∨Bi. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè G =
∧

Γ; D =
∨

∆. Ïîêàæåì, ÷òî

òîãäà ïàðà (Γ,∆) ïðîòèâîðå÷èâà: ïîñëåäîâàòåëüíî âûâåäåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû

1. G ∧Bi → D (ò.ê. (Γ ∪ {Bi},∆) ïðîòèâîðå÷èâà);
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2. G→ Bi ∨D (ò.ê. (Γ,∆ ∪ {Bi}) ïðîòèâîðå÷èâà);
3. G (ãèïîòåçà)

4. Bi ∨D (MP 2,3)

5. G→ (Bi → D) (ñëåäóåò èç ôîðìóëû 1)

6. Bi → D (MP 3,5)

7. D → D (óæå óìååì)

8. (Bi → D)→ ((D → D)→ (Bi ∨D → D)) (àêñèîìà)

9. D (MP òðèæäû)

Ïî òåîðåìå äåäóêöèè, ` G→ D, ñëåäîâàòåëüíî ïàðà (Γ,∆) ïðîòèâîðå÷èâà.

Óòâåðæäåíèå 21 [2] Ïóñòü (Γ,∆) � ìàêñèìàëüíàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ. Òîãäà:

1. åñëè B ∧ C ∈ Γ, òî B,C ∈ Γ; åñëè B ∧ C ∈ ∆, òî B ∈ ∆ èëè C ∈ ∆;

2. åñëè B ∨ C ∈ Γ, òî B ∈ Γ èëè C ∈ Γ; åñëè B ∨ C ∈ ∆, òî B,C ∈ ∆;

3. åñëè B → C ∈ Γ, òî C ∈ Γ èëè B ∈ ∆;

4. åñëè ¬B ∈ Γ, òî B ∈ ∆.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü B∧C ∈ Γ, íî B 6∈ Γ. Òîãäà B ∈ ∆. Òîãäà èìååì ñëåäóþùóþ

öåïî÷êó âûâîäèìûõ ñëåäîâàíèé:
∧

Γ→ B∧C,B∧C → B,B →
∨

∆, è çíà÷èò
∧

Γ→ B,

B →
∨

∆ è (Γ,∆) � ïðîòèâîðå÷èâîå.

Ïóñòü B ∧ C ∈ ∆, íî B,C 6∈ ∆; ñëåäîâàòåëüíî, B,C ∈ Γ. Òîãäà
∧

Γ → B ∧ C,
B ∧ C →

∨
∆. Äàëåå ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî.

2. Ñëó÷àé äèçúþíêöèè ðàçáèðàåì àíàëîãè÷íî.

3. Ïóñòü B → C ∈ Γ, C 6∈ Γ è B 6∈ ∆. Òîãäà C ∈ ∆, B ∈ Γ. Òîãäà
∧

Γ → (B →
C) ∧ B, (B → C) ∧ B → C, C →

∨
∆. Ñëåäîâàòåëüíî,

∧
Γ →

∨
∆, è (Γ,∆)

ïðîòèâîðå÷èâà.

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü îïðîâåðãàþùóþ ìîäåëü. Ïîëîæèì K = (W,R, v),

ãäå:

W � ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíî íåïðîòèâîðå÷èâûõ ïàð;

(Γ,∆)R(Γ′,∆′), åñëè Γ ∈ Γ′;

v(p) = {(Γ,∆) | p ∈ Γ}.

Óòâåðæäåíèå 22 [3] W íåïóñòî è êîíå÷íî, R ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, v ìîíî-

òîííî îòíîñèòåëüíî R.

Äîêàçàòåëüñòâî. W íåïóñòî: åñëè Int 6` A, òî (∅, {A}) íåïðîòèâîðå÷èâî, ñëåäîâà-
òåëüíî ýòó ïàðó ìîæíî ïîïîëíèòü äî ìàêñèìàëüíîé íåïðîòèâîðå÷èâîé ïàðû (Γ,∆) ∈
W .

W êîíå÷íî: Γ è ∆ � ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Sub(A).
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Ðåôëåêñèâíîñòü è òðàíçèòèâíîñòü R ñëåäóåò èç ðåôëåêñèâíîñòè è òðàíçèòèâíîñòè

⊆.
Ìîíîòîííîñòü v ïðÿìî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé R è v.

Óòâåðæäåíèå 23 [4, îñíîâíàÿ ñåìàíòè÷åñêàÿ ëåììà] Ïóñòü (Γ,∆) ∈ W,B ∈ Sub(a).

Òîãäà

åñëè B ∈ Γ, òî (Γ,∆) |= B;

åñëè B ∈ ∆, òî (Γ,∆) 6|= B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû B. Áàçà ñëåäóåò èç îïðåäå-

ëåíèÿ îöåíêè v.

Êîíúþíêöèÿ: åñëè B1 ∧ B2 ∈ Γ, òî ïî ëåììå 2 B1, B2 ∈ Γ. Ïî èíäóêöèè, (Γ,∆) |=
B1, B2 è ñëåäîâàòåëüíî (Γ,∆) |= B1 ∧ B2. Íàîáîðîò, åñëè B1 ∧ B2 ∈ ∆, òî ïî ëåììå

2 B1 ∈ ∆ èëè B2 ∈ ∆. Ïî èíäóêöèè, (Γ,∆) 6|= B1 èëè (Γ,∆) 6|= B2, è ñëåäîâàòåëüíî

(Γ,∆) 6|= B1 ∧B2. Äèçúþíêöèÿ ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Èìïëèêàöèÿ: ïóñòü B1 → B2 ∈ Γ. Òîãäà åñëè (Γ,∆)R(Γ′,∆′), òî ïî îïðåäåëåíèþ R

Γ ⊆ Γ′ è ñëåäîâàòåëüíî B1 → B2 ∈ Γ′. Òîãäà ïî ëåììå 2 B1 ∈ ∆′ èëè B2 ∈ Γ′, îòêóäà ïî

èíäóêöèè ïîëó÷àåì (Γ′,∆′) 6|= B1 èëè (Γ′,∆′) |= B2. Ñëåäîâàòåëüíî, (Γ,∆) |= B1 → B2.

Ïóñòü òåïåðü B1 → B2 ∈ ∆. Ðàññìîòðèì ïàðó (Γ ∪ {B1}, {B2}). Ýòà ïàðà íåïðîòè-
âîðå÷èâà: â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè áû ôîðìóëà (

∧
Γ) ∧ B1 → B2 áûëà

âûâîäèìîé, òî, ïî òåîðåìå î äåäóêöèè, âûâîäèëîñü áû è (
∧

Γ) → (B1 → B2). Íî, ïî-

ñêîëüêó (B1 → B2) ∈ ∆, ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî è èñõîäíàÿ ïàðà (Γ,∆) ïðîòèâîðå÷èâà.

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 1 ðàñøèðÿåì (Γ ∪ {B1}, {B2}) äî ìàêñèìàëüíîé íåïðîòèâîðå÷èâîé

ïàðû (Γ′,∆′). Ïîñêîëüêó Γ ⊆ (Γ ∪ {B1}) ⊆ Γ′, âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (Γ,∆)R(Γ′,∆′);

êðîìå òîãî, (Γ′,∆′) |= B1; (Γ′,∆′) 6|= B2 (ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè). Ñëåäîâàòåëüíî,

(Γ,∆) 6|= B1 → B2.

Ïóñòü òåïåðü Int 6` A. Òîãäà ïàðà (∅, {A}) íåïðîòèâîðå÷èâà. Ðàñøèðèì äî ìàêñè-

ìàëüíîé íåïðîòèâîðå÷èâîé ïàðû (Γ,∆) ∈ W, ãäå A ∈ ∆. Òîãäà (Γ,∆) 6|= A (òàê êàê

A ∈ ∆). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íà ñàìîì äåëå, âåðíî è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 20 Åñëè Int 6` A, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå äåðåâî D, â êîðíå êîòîðîãî îïðî-
âåðãàåòñÿ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Int 6` A, òîãäà íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ìîäåëü K è òî÷êà a

ýòîé ìîäåëè, òàêèå ÷òî K, a 6|= A. Ñóçèì ðàññìîòðåíèå äî W ′
def
� {x | aRx}. R íà W ′

îñòà¼òñÿ ðåôëåêñèâíûì è òðàíçèòèâíûì. Ðàññìîòðèì K ′ = (W ′, R, v), ïî-ïðåæíåìó,

K ′, a 6|= A. Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê íîâîé ñòðóêòóðå D = (U, R̃, ṽ), âåðøèíàìè êîòîðîé

îáúÿâëÿþòñÿ âñå ïóòè â ãðàôå (W ′, R) ñ íà÷àëîì â a. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ âåðøèíà
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x ìîäåëè K ′ ðàñùåïëÿåòñÿ íà íåñêîëüêî ïî ÷èñëó íåçàöèêëèâàþùèõñÿ ïóòåé, âåäóùèõ

â íå¼. Åñëè b, c ∈ U � äâà ïóòè, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî bR̃c, åñëè b � íà÷àëî ïóòè

c. Íàêîíåö, ïåðåìåííàÿ p èñòèííà â òî÷êå b = (a, . . . , x) ∈ U , åñëè x ∈ v(p), ò.å. ṽ(p)

ñîñòîèò èç òåõ ïóòåé, êîòîðûå îêàí÷èàþòñÿ â âåðøèíàõ, ðèíàäëåæàùèõ v(p).

Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû F íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî

D, (a, . . . , x) |= F ⇔ K ′, x |= F.

Ñëåäîâàòåëüíî, D êîíå÷íîå äåðåâî, è D, (a) 6|= A.

Ñëåäñòâèå 10 Ñâîéñòâî äèçúþíêòèâíîñòè: åñëè Int ` A ∨B, òî Int ` A èëè Int ` B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Int 0 A è Int 0 B. Ïîñòðîèì äåðåâüÿ K1 = (W1, R1, v1)

è K2 = (W2, R2, v2), â íèæíèõ òî÷êàõ êîòîðûõ, a1 è a2, îïðîâåðãàþòñÿ A è B ñîîò-

âåòñòâåííî. Îáúåäèíèì ýòè äåðåâüÿ è äîáàâèì íîâûé êîðåíü a0, ò.å. ïîëîæèì K =

(W,R, v), ãäå

W = W1 ∪W2 ∪ {a0}
R = R1 ∪R2 ∪ {(a0, x) | x ∈ R1 ∪R2}
v = v1 ∪ v2

Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ Wi è êàæäîé ôîðìóëû F èìååì K, x |= F ⇔ Ki, x |= F ,

è ñëåäîâàòåëüíî K, a1 6|= A, K, a2 6|= B. Ñëåäîâàòåëüíî ïî ìîíîòîííîñòè èñòèííîñòè

ôîðìóë K, a0 6|= A, B è K, a0 6|= A ∨B. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûâîäèìîñòüþ A ∨B.
Êîíåö ëåêöèè � 9

Íà÷àëî ëåêöèè � 10

Ñëåäñòâèå 11 Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà ðàçðåøèìà (òî åñòü ðàçðåøèìî ìíîæåñòâî

âñåõ òåîðåì Int).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî òåîðåì èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè ïåðå÷èñëèìî: ïå-

ðå÷èñëÿåì âñåâîçìîæíûå âûâîäû â Int è âûïèñûâàåì çàêëþ÷èòåëüíûå ôîðìóëû â

íèõ. Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà âñåõ ôîðìóë äî Int òàêæå ïåðå÷èñëèìî: åñëè ôîðìóëà íå

ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ìîäåëü Êðèïêå, îïðîâåðãàþùàÿ å¼. Ïåðå-

÷èñëÿåì âñå êîíå÷íûå ìîäåëè è â êàæäîé ïðîâåðÿåì èñòèííîñòü äàííîé ôîðìóëû; êàê

òîëüêî íàéäåòñÿ îïðîâåðãàþùàÿ ìîäåëü, âûäàäèì 1 è îñòàíàâëèâàåì ïðîöåññ. Ýòîò

àëãîðèòì âû÷èñëÿåò ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ ìíîæåñòâà Fm \ Int, ðàâ-

íóþ 1 íà ýòîì ìíîæåñòâå è íå îïðåäåë¼ííàÿ íà åãî äîïîëíåíèè. Ïî òåîðåìå Ïîñòà,

ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ñ ïåðå÷èñëèìûì äîïîëíåíèåì ðàçðåøèìî (íà äàííîé ôîðìó-

ëå çàïóñòèì îáà àëãîðèòìà, îïèñàííûõ âûøå, îäíîâðåìåííî; âåðíåì 1, åñëè ôîðìóëà

ïîÿâèòñÿ â ðåçóëüòàòå àëãîðèòìà, ïåðå÷èñëÿþùåãî Int, è 0, åñëè çàâåðøèë ðàáîòó àë-

ãîðèòì äëÿ ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè). Ðàíî èëè ïîçäíî ìû ïîëó÷èì îòâåò î

òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ôîðìóëà òåîðåìîé Int .
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Òåîðåìà 21 [Ãëèâåíêî] CL ` ϕ⇐⇒ Int ` (¬¬ϕ).

Äîêàçàòåëüñòâî. (⇐) Î÷åâèäíî: âûâåäåì â Int ôîðìóëó ¬¬ϕ, çàòåì ñíèìåì äâîé-

íîå îòðèöàíèå.

(⇒) Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü Int 6` ¬¬ϕ. Ïîñòðîèì îïðîâåðãàþùåå äåðåâî äëÿ ¬¬ϕ.
Ïîñêîëüêó â êîðíå a 6|= ¬(¬ϕ), òî åñòü âåðøèíà x, â êîòîðîé x |= ¬ϕ. Îòñþäà äëÿ êàæ-
äîãî y, òàêîãî ÷òî xRy, ïîëó÷èì y 6|= ϕ. Âîçüìåì â êà÷åñòâå y ëþáîé ëèñò, äîñòèæèìûé

èç x, òîãäà y 6|= ϕ. Íî â ëèñòàõ äåðåâà è îòðèöàíèå, è èìïëèêàöèÿ óñòðîåíû ïî êëàññè-

÷åñêîìó îáðàçöó, òî åñòü â íèõ èñòèííû âñå êëàññè÷åñêèå òàâòîëîãèè. Ñëåäîâàòåëüíî

ϕ íå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé, è CL 6` ϕ.

Òåîðåìà 22 [Ã¼äåëü] Èíòóèöèîíèñòñêàÿ ëîãèêà íå êîíå÷íîçíà÷íà: ýòî çíà÷èò, ÷òî

íåëüçÿ ïðåäëîæèòü n çíà÷åíèé èñòèííîñòè ñ âûäåëåííîé åäèíèöåé è èíòåðïðåòèðî-

âàòü äèçúþíêöèþ, êîíúþíêöèþ, èìïëèêàöèþ è îòðèöàíèå îáû÷íûìè ôóíêöèÿìè äâóõ

(îäíîé) äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ, ÷òîáû âîñïðîèçâåñòè èíòóèöèîíèñòñêóþ ëîãèêó êàê

ìíîæåñòâî ôîðìóë, âñåãäà ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå åäèíèöà. (Òàê, CL äâóçíà÷íà.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü ëîãèêà Int n-çíà÷íà (n ≥ 2). Ðàññìîòðèì

ôîðìóëó In
def
�

∨
0≤i<j≤n

(pi ⇔ pj). Î÷åâèäíî, ÷òî îíà íå âûâîäèìà â èíòóèöèîíèñòñêîé

ëîãèêå: ïîñòðîèì äåðåâî èç êîðíÿ è n + 1 ëèñòüåâ a1 . . . an+1, ïîëîæèì v(pi) = ai äëÿ

êàæäîãî i. Òîãäà â êîðíå ëîæíà âñÿêàÿ èç ïðåäñòàâëåííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, à çíà÷èò,

è äèçúþíêöèÿ â öåëîì. Îäíàêî â ëþáîé n-çíà÷íîé ëîãèêå ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

òàêîé ôîðìóëå, ñîäåðæàëà áû íå áîëåå n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé íà (n+ 1) ïåðåìåííóþ,

ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå îäíà èç ýêâèâàëåíòíîñòåé îáðàùàëàñü áû â åäèíèöó è îáðàùàëà

áû â åäèíèöó è âñþ ôîðìóëó In. Ïðîòèâîðå÷èå.

Íàçîâ¼ì ïðàâèëîì âûâîäà ëþáóþ ôèãóðó ñëåäóþùåãî âèäà: (çäåñü ϕi, ϕ ∈ Fm)

ϕ0 . . . ϕn
ϕ

Ñêàæåì, ÷òî ïðàâèëî äîïóñòèìî â ëîãèêå L, åñëè äëÿ âñÿêîé ïîäñòàíîâêè σ èç

òîãî ÷òî L ` ϕiσ äëÿ âñåõ i ñëåäóåò L ` ϕσ. Ïðàâèëî âûâîäèìî â L, åñëè ϕ0 . . . ϕn `L ϕ.
Âûâîäèìûå ïðàâèëà äîïóñòèìû; â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå âåðíî è îáðàòíîå, à â èíòóè-

öèîíèçìå � íåò.

Ïðàâèëî Ñêîòòà:
(¬¬p→ p)→ p ∨ ¬p

¬p ∨ ¬¬p

Óòâåðæäåíèå 24 Ïðàâèëî Ñêîòòà äîïóñòèìî, íî íå âûâîäèìî â Int.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïî òåîðåìå î äåäóêöèè äëÿ âòîðîãî äîñòàòî÷íî

äîêàçàòü, ÷òî Int 0 ((¬¬p → p) → p ∨ ¬p) → ¬p ∨ ¬¬p. Ïîñòðîèì ìîäåëü 1->2, 1->3,
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2->4, ãäå â 4 èñòèííî p. Òîãäà â a ëîæíû è ¬p, (ïî 4) è ¬¬p (ïî 3, ãäå ¬p). Òîãäà â 1
èñòèííà ïîñûëêà: â 4 p ∨ ¬p, ïîòîìó ÷òî p, à â 3 � ïîòîìó ÷òî ¬p; â 2 6|= ¬¬p → p :

âî âñåõ òî÷êàõ åñòü ïîñûëêà ëèáî íåò çàêëþ÷åíèÿ, è âñÿ ôîðìóëà â 1 ëîæíà. Äëÿ

äîïóñòèìîñòè çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ ðàçðåø¼ííàÿ ïîäñòàíîâêà σ � ýòî çàìåíèòü

p íà êàêóþ-òî ôîðìóëó ϕ. Äîïóñòèì, ÷òî Int 0 ¬ϕ ∨ ¬¬ϕ. Ïîñòðîèì ìîäåëü, â êîðíå

êîòîðîé îíà ëîæíà. Òîãäà Int 0 ¬ϕ è Int 0 ¬¬ϕ. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãëèâåíêî è ñíÿòèå
òðîéíîãî îòðèöàíèÿ â èíòóèöèîíèçìå, ïîëó÷àåì CL 0 ¬ϕ è CL 0 ϕ. Ïîñòðîèì äâà

äåðåâà, â êîðíÿõ êîòîðûõ 6|= ¬ϕ è 6|= ϕ ñîîòâåòñòâåííî, äîáàâèì ê íèì íîâûé êîðåíü,

â í¼ì áóäåò 6|= ¬¬ϕ, âåðõíÿÿ ôîðìóëà âåðíà, à íèæíÿÿ � íåò.

Êîíåö ëåêöèè � 10

Íà÷àëî ëåêöèè � 11
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Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ. Òåîðèÿ ìîäåëåé

Ñòðóêòóðà è îñíîâíûå òåîðåìû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

ßçûê LΣ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñîäåðæèò:

• ñèãíàòóðó Σ = FuncΣ ∪ PredΣ � ìíîæåñòâà èì¼í ïðåäèêàòîâ è ôóíêöèé ñ óêà-

çàíèåì èõ âàëåíòíîñòè;

• ñòàíäàðòíûå ñèìâîëû: ïåðåìåííûå v0, v1, ...;

• ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè è êâàíòîðû ∨,∧,→,¬,∀,∃;

• âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû: ( ) ,

Îïðåäåëåíèå 29 Òåðìû (ìíîæåñòâî òåðìîâ ñèãíàòóðû σ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç TermΣ)

� ýòî ñëîâà, ïîñòðîåííûå ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

1. vi è êîíñòàíòû � òåðìû;

2. åñëè f ∈ FuncΣ � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë âàëåíòíîñòè n (÷àñòî áóäåì ïèñàòü

fn èëè val(f) = n), t1, . . . , tn � òåðìû, òî è âûðàæåíèå f(t1, . . . , tn) � òåðì.

Îïðåäåëåíèå 30 Ôîðìóëû (FmΣ) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì èíäóêòèâíûì ïðàâè-

ëàì:

1. åñëè P ∈ PredΣ, val(P ) = n, t1 . . . tn ∈ TermΣ, òî P (t1 . . . tn) � (àòîìàðíàÿ)

ôîðìóëà;

2. åñëè A,B � ôîðìóëû, òî (A ∧B), (¬A), (A ∨B), (A→ B) � ôîðìóëû;

3. åñëè A � ôîðìóëà, òî (∀xA), (∃xA) � ôîðìóëû. Â ýòèõ ôîðìóëàõ A íàçûâàåòñÿ

îáëàñòüþ äåéñòâèÿ êâàíòîðà.

Âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé ïðè êâàíòîðàõ è â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòîðà ïî ýòîé ïå-

ðåìåííîé íàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè, îñòàëüíûå � ñâîáîäíûìè.

Òåðì, íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííûõ (ò.å. ïîñòðîåííûé òîëüêî èç êîíñòàíò) íàçûâà-

åòñÿ çàìêíóòûì. Ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàÿ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ, íàçû-

âàåòñÿ çàìêíóòîé.

Îïðåäåëåíèå 31 Ìîäåëü, èëè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñèãíàòóðû Σ � ýòî íåêîòî-

ðîå ìíîæåñòâîM è îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå (n-ìåñòíîìó) ïðåäèêàòíîìó êàæäî-

ìó ñèìâîëó P ∈ PredΣ (n-ìåñòíûé) ïðåäèêàò PM íàM (òî åñòü îòîáðàæåíèå P : Mn →
{0, 1}), à ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó f ∈ FuncΣ � ôóíêöèþ fM , òî åñòü îòîáðàæåíèå

f : Mn →M.

Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû îïðåäåëèì ñâîáîäíîå è ñâÿçàííîå âõîæäåíèÿ

ïåðåìåííîé â ôîðìóëó.

39



Îïðåäåëåíèå 32 Âõîæäåíèåì áóäåì íàçûâàòü ëþáîé ýêçåìïëÿð ïåðåìåííîé â çàïè-

ñè ôîðìóëû.

1. Â àòîìàðíîé ôîðìóëå A âñå âõîæäåíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ � ñâîáîäíûå.

2. Ïðè îáðàçîâàíèè ôîðìóëû èç A è B ñâÿçêàìè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ñîõðàíÿþòñÿ

ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ.

3. Â ôîðìóëàõ ∀viA, ∃viA âñå âõîæäåíèÿ vi ñâÿçàíûå, ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå âõîæ-

äåíèÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñîõðàíÿþòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 33 A[vi/t] � ðåçóëüòàò çàìåíû âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé vi â A íà

òåðì t. Çàìêíóòàÿ ôîðìóëà � ôîðìóëà áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Äëÿ ëþáîé ìîäåëè åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ çàìêíóòûõ ôîð-

ìóë è òåðìîâ. À èìåííî:

Îïðåäåëåíèå 34 Ðàñøèðèì ìîäåëü (M,Σ), äî òàê íàçûâàåìîãî ÿçûêà äèàãðàììû,

îáîãàòèâ ÿçûê êîíñòàíòàìè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ M : (M ; Σ, {a′ : a ∈ M}), ãäå a′ �
êîíñòàíòà. Ïóñòü t � çàìêíóòûé òåðì (òî åñòü íå ñîäåðæàùèé ïåðåìåííûõ) ÿçûêà

äèàãðàììû M ; çíà÷åíèå òåðìà t, îáîçíà÷àåìîå tM , îïðåäåëèì èíäóêòèâíî.

1. åñëè c � êîíñòàíòà èç Σ, òî cM � ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò â M , êîòîðûé ñîïî-

ñòàâëåí ýòîé êîíñòàíòå èíòåðïðåòèðóþùèì îòîáðàæåíèåì;

2. åñëè c = a′, òî cM = a;

3. åñëè t = f(t1, . . . , tn), òî tM = fM((t1)M , . . . , (tn)M).

Îïðåäåëåíèå 35 Ïóñòü Mσ = (M,Σ); áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàìêíóòàÿ ôîðìóëà A

èñòèííà â Mσ (Mσ |= A), åñëè:

1. ïóñòü A = P (t1, . . . , tn); òîãäà Mσ |= A⇔ PM((t1)M , . . . , (tn)M) = 1;

2. Mσ |= (A ∧B) ⇔ Mσ |= A è Mσ |= B,

Mσ |= (A ∨B) ⇔ Mσ |= A èëè Mσ |= B,

Mσ |= (A→ B) ⇔ Mσ 6|= A èëè Mσ |= B,

Mσ |= (¬A) ⇔ Mσ 6|= A;

3. Mσ |= (∀xA), åñëè äëÿ âñåõ a ∈M Mσ |= A[x/a];

Mσ |= (∃xA), åñëè ñóùåñòâóåò a ∈M òàêîé, ÷òî Mσ |= A[x/a].
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Ñêàæåì, ÷òî ôîðìóëû ýêâèâàëåíòíû, (A ≡ B), åñëè Mσ |= A ⇔ Mσ |= B. Äëÿ

íåçàìêíóòûõ ôîðìóë äîãîâîðèìñÿ, ÷òîáû ∀ →a∈M (Mσ |= A[x/a]⇔Mσ |= B[x/a]), ãäå
→
x ñîäåðæèò âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå A è B.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì àêñèîìû è ïðàâèëà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ (ñèãíàòóðû Σ).

A1 Ñõåìû àêñèîì ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, íàïðèìåð, A→ (B → A), ãäå A,B ∈ FmΣ.

A2 (∀xA) → A[x/t], åñëè òåðì t ïîäñòàíîâî÷åí âìåñòî x â A, òî åñòü íèêàêîå âõîæ-

äåíèå íè îäíîé èç ïåðåìåííûõ, ïðèñóòñòâóþùèõ â òåðìå t, íå ïðåâðàòèòñÿ â

ñâÿçàííîå â ðåçóëüòàòå åãî ïîäñòàíîâîê â ôîðìóëó A[x/t];

A3 A[x/t]→ (∃xA) ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ8.

R Ïðàâèëî Modus Ponens è ïðàâèëà Áåðíàéñà:

A, A→ B

B
,

A→ B

A→ (∀xB)
,

B → A

(∃xB)→ A

(åñëè x íå âõîäèò ñâîáîäíî â A);

Òåîðåìà 23 [Î êîððåêòíîñòè] Åñëè PCΣ ` A, òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè Mσ ñèãíàòóðû Σ

äëÿ âñåõ a ∈M Mσ |= A[a].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî âûâîäó A.

Êîíåö ëåêöèè � 11

Íà÷àëî ëåêöèè � 12

Òåîðåìà 24 [Î äåäóêöèè] Åñëè Γ, A ñîñòîèò èç çàìêíóòûõ ôîðìóë, òî

Γ, A ` B ⇔ Γ ` A→ B.

Çàìå÷àíèå 8 Åñëè ðàçðåøèòü íåçàìêíóòûå ïîñûëêè, òî òåîðåìà íåâåðíà. Â ñàìîì

äåëå: èç ãèïîòåçû A(x) âûâîäèòñÿ ôîðìóëà ∀x A(x) (ïåðâîå ïðàâèëî Áåðíàéñà), à âîò

A(x)→ ∀x A(x) âîîáùå íå îáùåçíà÷èìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Â ñëîæíóþ ñòîðîíó) Èíäóêöèÿ ïî ïîñòðîåíèþ âûâîäà Γ, A ` B.
Ïåðâûå ÷åòûðå âàðèàíòà ðàçáèðàþòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðîïîçèöèîíàëüíîìó

ñëó÷àþ.

• B àêñèîìà èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. B, B → (A→ B), A→ B.

• B ∈ Γ. Òî æå ñàìîå.

8Ïðèâåä¼ì ïðèìåð âàæíîñòè óñëîâèÿ ïîäñòàíîâî÷íîñòè. Ïóñòü äàíà ôîðìóëà ∀x[∃y(x 6= y)] →
(∃y(t 6= y)). Ïîïûòêà ïîäñòàâèòü âìåñòî t òåðì y ïðèâåä¼ò ê êîíôóçó.
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• B = A. ` A→ A.

• Ïóñòü B ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëó MP. B = B2 Γ, A → B1 Γ, A ` B1 → B2. Òîãäà

äîáàâëÿåì â âûâîä:

Γ ` A → B1,Γ ` A → (B1 → B2), (A → (B1 → B2)) → ((A → B1) → (A →
B2)),MP,MP,Γ ` A→ B2.

• Ñóùåñòâåííûé ñëó÷àé: ïóñòü ïðèìåíÿëîñü ïðàâèëî Áåðíàéñà: íàïðèìåð, èç ïðåä-

ïîëîæåíèÿ èíäóêöèè A → (ϕ → ψ) íóæíî ïîëó÷èòü A → (ϕ → ∀x ψ(x)), ãäå x

íå ïàðàìåòð ôîðìóëû ψ. Çäåñü ìîæíî ïåðåéòè, íàïðèìåð, îò A → (ϕ → ψ) ê

(A ∧ ϕ)→ ψ è óæå çäåñü ïðèìåíèòü ïðàâèëî Áåðíàéñà (ïîñêîëüêó A çàìêíóòà è

çàâåäîìî íå ìîæåò èìåòü ïàðàìåòð x); èç ïîëó÷åííîé (A ∧ ϕ) → ∀x ψ îñòàëîñü

ñèììåòðè÷íî âåðíóòü A âëåâî.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ è âòîðîå ïðàâèëî Áåðíàéñà, òîëüêî òåïåðü A →
(ϕ → ψ) íóæíî ïî ïðîïîçèöèîíàëüíûì òàâòîëîãèÿì ïåðåïèñàòü êàê ϕ → (A →
ψ), íàâåñèòü êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ñëåâà è ïðîòàùèòü A îáðàòíî.

Îïðåäåëåíèå 36 Òåîðèÿ T � ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ôîðìóë. T íåïðîòèâîðå÷èâà,

åñëè èç íå¼ íåëüçÿ âûâåñòè ïðîòèâîðå÷èå, òî åñòü @A T ` A,¬A.

Òåîðåìà 25 [Òåîðåìà î ïîëíîòå â ôîðìå ñóùåñòâîâàíèÿ ìîäåëè; Ã¼äåëü, 1929] Âñÿêàÿ

íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ èìååò ìîäåëü, ò.å. åñëè T 6` ⊥, òî íàéäåòñÿ ìîäåëüMσ, òàêàÿ

÷òî Mσ |= T.

Èäåÿ ðàññóæäåíèÿ òàêîâà: â êà÷åñòâå èñêîìîé ìîäåëè ðàññìîòðåòü ñîâîêóïíîñòü

âñåõ çàìêíóòûõ òåðìîâ â íåêîòîðîì ðàñøèðåíèè íàøåé ñèãíàòóðû. Òîãäà òåðìû èí-

òåðïðåòèðóþòñÿ ñàìè ñîáîé (åñëè M � ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ òåðìîâ, òî ôóíêöèî-

íàëüíîìó ñèìâîëó fn ìîæíî ñîïîñòàâèòü îòîáðàæåíèå èç Mn â M , êîòîðîå ïåðåâîäèò

íàáîð òåðìîâ t1, . . . , tn â òåðì fn(t1, . . . , tn)), íî åñëè òåðìîâ �ñëèøêîì ìàëî�, íåÿñíî

äàæå, êàê èíòåðïðåòèðîâàòü ïðåäèêàòû, íå ãîâîðÿ óæå î âîçìîæíîñòè íàâåøèâàòü

êâàíòîð ñ ñîõðàíåíèåì èñòèííîñòè. Äëÿ ðåàëèçàöèè íàøåé ïðîãðàììû ÿçûê òåîðèè è

ñàìó òåîðèþ íåîáõîäèìî ðàñøèðÿòü, ÷òî ìû è äàëåå ñäåëàåì, ñëåäóÿ Õåíêèíó9 (1947).
Êîíåö ëåêöèè � 12

Íà÷àëî ëåêöèè � 13

Îïðåäåëåíèå 37 T � òåîðèÿ ñî ñâîéñòâîì Õåíêèíà, åñëè äëÿ ëþáîé âûâîäèìîé

â T ýêçèñòåíöèàëüíîé ôîðìóëû, òî åñòü ôîðìóëû âèäà ∃xϕ(x), ñóùåñòâóåò òàêàÿ

êîíñòàíòà c ∈ ConstΣ, ÷òî T ` ϕ(c).

9Õåíêèí, Ëåîí Àëüáåðò (1921 � 2006) � àìåðèêàíñêèé ëîãèê XX âåêà, ïðîôåññîð Êàëèôîðíèéñêîãî

óíèâåðñèòåòà.
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Îïðåäåëåíèå 38 Òåîðèþ T íàçîâåì ïîëíîé, åñëè T íåïðîòèâîðå÷èâà è äëÿ ëþáîé

çàìêíóòîé ôîðìóëû ϕ ∈MT èìååì T ` ϕ èëè T ` ¬ϕ.

Óïðàæíåíèå 11 Th(Mσ) = {A | Mσ |= A} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé òåîðèåé; å¼ ïðèíÿòî

íàçûâàòü ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé ìîäåëè Mσ.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáîñíîâûâàåò çíà÷åíèå ââåä¼ííûõ ïîíÿòèé.

Óòâåðæäåíèå 25 [1, î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè] Åñëè T � ïîëíàÿ òåîðèÿ ñî ñâîéñòâîì

Õåíêèíà, òî ó íå¼ ñóùåñòâóåò ìîäåëüM |= T.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ òåðìîâ Σ. Äëÿ êàæäîãî

ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà fn ïîëîæèì

fnM(t1, . . . , tn)
def
� fn(t1, . . . , tn),

à çíà÷åíèå ïðåäèêàòà PM(t1, . . . , tn), ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèìâîëó P n, ñâÿæåì ñ òåîðèåé

T :

PM(t1, . . . , tn)
def
�

{
1 åñëè T ` P (t1, . . . , tn)

0 åñëè T ` ¬P (t1, . . . , tn)

Äîêàæåì, ÷òî èñòèííîñòü ëþáîé ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ â ïðåäëîæåííîéM òîãäà

â òî÷íîñòè ýêâèâàëåíòíà å¼ âûâîäèìîñòè â ðàìêàõ òåîðèè T. Èíäóêöèÿ ïî ãëóáèíå

ôîðìóëû A.

Ñëó÷àé 1: A àòîìàðíàÿ ôîðìóëà. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èñòèííîñòè

ïðåäèêàòà â ïîñòðîåííîé ìîäåëè.

Ñëó÷àé 2: A ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêîé ñâÿçêè. Ðàññóæäàåì ïî àíàëîãèè ñ

ïðîïîçèöèîíàëüíûì ñëó÷àåì. Óòâåðæäåíèå, ÷òî T ` ¬A ýêâèâàëåíòíî T 6` A ôîð-

ìàëèçóåò ïîëíîòó è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü T, ñâîéñòâà êîíúþíêöèè, äèçúþíêöèè è èì-

ïëèêàöèè óñòàíàâëèâàåì ðàçáîðîì ñëó÷àåâ èëè æå ññûëêîé íà âûâîäèìîñòü ÷àñòíûõ

ñëó÷àåâ âñåõ òàâòîëîãèé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

Ñëó÷àé 3: A èìååò âèä ∃x ϕ(x). Ïóñòü A âûâîäèìà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî (èñïîëüçóåì

ñâîéñòâî Õåíêèíà) ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà (òî åñòü çàìêíóòûé òåðì òåîðèè T ) c,

÷òî ϕ(c) âûâîäèìà. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ϕ(c) èñòèííà; èòàê, â ñàìîì äåëå

ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì, ÷òî ϕ îáðàùàåòñÿ â èñòèíó, òî åñòü ∃x ϕ(x), è M |= A.

Îáðàòíî: ïóñòü A èñòèííà â M. Ýòî îçíà÷àåò ïî å¼ ñìûñëó, ÷òî åñòü íåêèé òåðì

t ∈ M, îáðàùàþùèé â èñòèíó ôîðìóëó ϕ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, òîãäà ϕ(t)

âûâîäèìà; íî ôîðìóëà ϕ(t)→ ∃xϕ(x) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêñèîì. Ñëåäîâàòåëüíî T ` A.

Èòàê, áëèæàéøàÿ íàøà öåëü � òàê ðàñøèðèòü òåîðèþ T (è îáîãàòèòü å¼ ÿçûê

êîíñòàíòàìè), ÷òîáû îíà îáðåëà äâà ñâîéñòâà: ïîëíîòû è Õåíêèíà, íå óòðàòèâ ïðè

ýòîì ñâîåé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè. Íà÷í¼ì ñ ïîëíîòû, îíà îáåñïå÷èâàåòñÿ àíàëîãè÷íî

ëîãèêå âûñêàçûâàíèé.
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Óòâåðæäåíèå 26 [2, Ëèíäåíáàóìà] Âñÿêàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ T â ñèãíàòóðå

Σ èìååò â Σ ïîëíîå ðàñøèðåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âìåñòî ïîâòîðåíèÿ ðàññóæäåíèé èç ïðîïîçèöèîíàëüíîãî ñëó÷àÿ

ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì äîáàâëåíèåì â òåîðèþ ëèáî ôîðìóëû ϕ, ëèáî ¬ϕ, êîòîðîå îò-

ëè÷íî ðàáîòàåò â ñëó÷àå ñ÷¼òíîé ñèãíàòóðû, íî ïåðåñòà¼ò íàñ óäîâëåòâîðÿòü ïðè óâå-

ëè÷åíèè å¼ ìîùíîñòè, êîãäà ôîðìóë ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì ìíîãî. Ïîýòîìó âçàìåí ìû

íåêîíñòðóêòèâíî ñîøë¼ìñÿ íà ëåììó 8: ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ íåïðîòèâîðå÷è-

âûõ òåîðèé, ñîäåðæàùèõ T è óïîðÿäî÷åííûõ ïî âêëþ÷åíèþ. Åñëè {Ti | i ∈ I} � öåïü,

òî îáúåäèíåíèå âñåõ Ti ÿâëÿåòñÿ å¼ âåðõíåé ãðàíüþ. Òåïåðü ôèêñèðóåì ìàêñèìàëü-

íûé ýëåìåíò è çàìå÷àåì, ÷òî åãî ïðîòèâîðå÷èâîñòü äîñòèãàëàñü áû êîíå÷íûì ÷èñëîì

àêñèîì è ïîýòîìó âûÿâèëàñü áû óæå íà êîíå÷íîì øàãå ïîñòðîåíèÿ.

Òåïåðü íàó÷èìñÿ ðàñøèðÿòü òåîðèþ, äîáèâàÿñü ñâîéñòâà Õåíêèíà. Î÷åâèäíî ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 27 [3, î ñâåæåé êîíñòàíòå] Ïóñòü T � òåîðèÿ â Σ, è c 6∈ Σ. Òîãäà, åñëè

T ` ϕ(c) â ñèãíàòóðå Σ ∪ {c}, òî T ` ϕ(a), ãäå a � ïðåæäå íå èñïîëüçîâàâøàÿñÿ â

âûâîäå ϕ(c) ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â âûâîäå ϕ(c) âñþäó çàìåíèì c íà ñâåæóþ ïåðåìåííóþ a. Ïî-

ëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò âûâîäîì â T , ïîñêîëüêó àêñèîìû T íå ñîäåðæàò

c.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè â ñèãíàòóðó íîâîé êîíñòàíòû íîâûõ òåîðåì â

ñòàðîé ñèãíàòóðå íå ïîÿâëÿåòñÿ: åñëè ϕ íå ñîäåðæèò êîíñòàíòû c, òî T ` ϕ â Σ ∪ {c}
âëå÷¼ò T ` ϕ è â Σ. Ýòî ñâîéñòâî ðàñøèðåíèÿ íàçûâàåòñÿ êîíñåðâàòèâíîñòüþ.

Ñëåäñòâèå 12 Ïóñòü T � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ, â êîòîðîé âûâîäèòñÿ ôîðìóëà

∃x ϕ(x), è

T ′
def
� T ∪ {ϕ(c)},

ãäå c � ñâåæàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà T ′ òàêæå íåïðîòèâîðå÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü T ′ ïðîòèâîðå÷èâî, òî åñòü íà ñàìîì äåëå

èç T âûâîäèòñÿ îòðèöàíèå ϕ(c) : ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïîäíàáîð ïîñûëîê γ ⊆ T, ÷òî

T `
∧
γ → ¬ϕ(c). Íî ôîðìóëû èç γ íå ñîäåðæàò c. Ñëåäîâàòåëüíî ïî ëåììå 27 T ` γ →

¬ϕ(x), ãäå x � ñâåæàÿ ïåðåìåííàÿ, íå âõîäÿùàÿ â ϕ. Ñîãëàñíî çàêîíó êîíòðàïîçèöèè,

îòñþäà ïîëó÷àåì T ` ϕ → ¬
∧
γ, à ïðàâèëî Áåðíàéñà äàåò T ` ∃x ϕ(x) → ¬

∧
γ. Íî,

ñîãëàñíî óñëîâèþ, ∃x ϕ(x) âûâîäèëîñü èç T, òî åñòü T ` ¬
∧
γ, è T ïðîòèâîðå÷èâî.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Åñòåñòâåííî, ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî îáîáùèòü íà ëþáîå ÷èñëî êîíñòàíò.
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Óòâåðæäåíèå 28 [4] Ïóñòü T � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ, è

T ′
def
� T ∪ {ϕα(cα) | α ∈ I},

ãäå ìíîæåñòâî I èíäåêñèðóåò âñå ôîðìóëû âèäà ∃vα ϕα(vα), âûâîäèìûå â T, à Σ′ =

Σ ∪ {cα | α ∈ I} � ðàñøèðåíèå ñèãíàòóðû Σ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè êîíñòàíòàìè. Òîãäà

T ′ � íåïðîòèâîðå÷èâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû T ′ áûëà ïðîòèâîðå÷èâà, òî âûâîä ïðîòè-

âîðå÷èÿ èñïîëüçîâàë áû êîíå÷íîå ÷èñëî íîâûõ àêñèîì, è äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîé èç

íèõ ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ, äîêàçûâàþùèå ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå.

Çàìåòèì, ÷òî ëåììà 26 îáåñïå÷èâàåò ðàñøèðåíèå, êîòîðîå ïîëíî, íî íè÷åãî íå ãî-

âîðèò î ñâîéñòâå Õåíêèíà. Íàïðîòèâ, ëåììà 28 ïðèáëèæàåò íàñ ê ñâîéñòâó Õåíêèíà

(íî íå ãàðàíòèðóåò åãî: ïðî ôîðìóëû âèäà ∃x ϕ(x), ñîäåðæàùèå âíîâü äîáàâëåííûå

êîíñòàíòû, íàì íè÷åãî íå èçâåñòíî), íî íèêàê íå ãàðàíòèðóåò ïîëíîòû. Ñêîìáèíèðóåì

îáà ðàñ÷ñóæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 29 [5, îñíîâíàÿ] Âñÿêàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ T â ñèãíàòóðå Σ

èìååò íåïðîòèâîðå÷èâîå ðàñøèðåíèå S â ÿçûêå Σ′, îáîãàù¼ííîì êîíñòàíòàìè, îáëàäà-

þùåå îäíîâðåìåííî ïîëíîòîé è ñâîéñòâîì Õåíêèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷¼òíîå ÷èñëî ðàç ïîî÷åð¼äíî ïðèìåíèì îïèñàííûå ïðîöåäó-

ðû ïîïîëíåíèÿ è äîáàâëåíèÿ êîíñòàíò. Â ïðåäåëå ïîëó÷èì îáúåäèíåíèå, îáëàäàþùåå

îáîèìè ñâîéñòâàìè îäíîâðåìåííî. Â ñàìîì äåëå: íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñëåäóåò èç êîì-

ïàêòíîñòè (âûâîä ïðîòèâîðå÷èÿ èñïîëüçóåò êîíå÷íîå ÷èñëî íîâûõ àêñèîì è ïîýòîìó

ïîÿâëÿåòñÿ íà êîíå÷íîì øàãå). Èç êîíå÷íîñòè äëèíû ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî â íåé

ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íîâûõ êîíñòàíò, ïîýòîìó íà êîíå÷íîì øàãå î÷åðåäíîå ïîïîëíå-

íèå äîáàâèò ëèáî å¼, ëèáî å¼ îòðèöàíèå â òåîðèþ. Íàêîíåö, ñâîéñòâî Õåíêèíà òàêæå

ñëåäóåò èç êîíå÷íîñòè ôîðìóëû: êîãäà âñå íîâûå êîíñòàíòû íàøåé ôîðìóëû ïîÿâÿòñÿ

â ñèãíàòóðå, ñëåäóþùåå äîáàâëåíèå êîíñòàíò îáåñïå÷èò èñêîìóþ c.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ã¼äåëÿ.Ïóñòü T � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ.Ðàñøèðèì

å¼ äî íàäòåîðèè P â ÿçûêå Σ′, îáëàäàþùåé îäíîâðåìåííî è íåïðîòèâîðå÷èâîñòüþ, è

ïîëíîòîé, è ñâîéñòâîì Õåíêèíà (Ëåììà 29). Íî òîãäà, ïî ëåììå 25, ó òåîðèè P ñóùå-

ñòâóåò ìîäåëü, ÿâëÿþùàÿñÿ ìîäåëüþ è äëÿ ïîäòåîðèè T. Òåîðåìà Ã¼äåëÿ äîêàçàíà.

Òåîðåìà 26 [Ã¼äåëÿ, î ïîëíîòå, ñòàíäàðòíàÿ ôîðìóëèðîâêà] T |= ϕ⇒ T ` ϕ, òî åñòü
åñëè äëÿ ëþáîé ìîäåëèM èçM |= T ñëåäóåòM |= ϕ, òî T ` ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå: ïóñòü, íàïðîòèâ, T 6` ϕ. Òîãäà òåîðèÿ T ∪ {¬ϕ}
íåïðîòèâîðå÷èâà. Íî òîãäà íàéäåòñÿ ìîäåëü M, òàêàÿ ÷òî M |= T è M |= ¬ϕ, ÷òî
îçíà÷àåò T 6|= ϕ.
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Â ÷àñòíîñòè, â ïóñòîé òåîðèè (ò.å. â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ) èìååì îæèäàåìîå

|= ϕ ⇒` ϕ.
Âûïèøåì òåïåðü êëàññè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Ã¼äåëÿ.

Òåîðåìà 27 [Ã¼äåëÿ-Ìàëüöåâà, î êîìïàêòíîñòè] T èìååò ìîäåëü òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà å¼ ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäòåîðèÿ T0 èìååò ìîäåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî: ïî òåîðåìå Ãåäåëÿ T èìååò ìîäåëü â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, êîãäà T íåïðîòèâîðå÷èâà. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü T ðàâíîñèëüíà íåïðîòèâîðå-

÷èâîñòè âñåõ åå êîíå÷íûõ ïîäòåîðèé (ò.ê. âûâîä èñïîëüçóåò êîíå÷íîå ÷èñëî àêñèîì),

è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü âñåõ êîíå÷íûõ ïîäòåîðèé â ñèëó òåîðåìû Ãåäåëÿ ðàñíîñèëüíà

òîìó, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ èìååò ìîäåëü.

Óïðàæíåíèå 12 Ðàññìîòðèì ìîäåëü ω = (N; +; ·; 0; =) è åå òåîðèþ Th(ω) = {A ∈
Larith | ω |= A}. Íàçîâ¼ì íåñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ àðèôìåòèêè ìîäåëü M 6∼= ω M |=
Th(ω).

Äîêàæåì, ÷òî íåñòàíäàðòíûå ìîäåëè àðèôìåòèêè ñóùåñòâóþò.

Ðàññìîòðèì ÿçûê Larith(c), ãäå c � êîíñòàíòà. Ðàññìîòðèì òåîðèþ

T
def
� Th(N) ∪ {c 6= 0, c 6= 1, . . .}.

Òîãäà, åñëèM |= T è cM � èíòåðïðåòàöèÿ c âM, òî c 6∈ {0, 1, 2, . . .}, è ñëåäîâàòåëüíî
M � íåñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü àðèôìåòèêè. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ ìîäåëü ñó-

ùåñòâóåò. Ïî òåîðåìå 27, äëÿ âûïîëíèìîñòè T äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü âûïîëíèìîñòü

êàæäîé êîíå÷íîé ïîäòåîðèè T0 ⊂ T. Ïîäòåîðèÿ T0 ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñ-

ëî ôîðìóë âèäà c 6= n1, . . . , c 6= nk. Åå ìîäåëü � ýòî (N; c
def
� m), ãäå, íàïðèìåð,

m > max{n1 . . . nk}).

Òåîðåìà 28 [Ë¼âåíãåéìà-Ñêóëåìà, ñëàáûé âàðèàíò] Ëþáàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà â ñ÷¼òíîì ÿçûêå èìååò ñ÷¼òíóþ ìîäåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàáëþäåíèå çà ìîùíîñòüþ ìîäåëè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû

Ã¼äåëÿ.

Êîíåö ëåêöèè � 13

Íà÷àëî ëåêöèè � 14 12 ôåâðàëÿ 2015 ã.19 ôåâðàëÿ 2015 ã.

Òåîðèè ñ ðàâåíñòâîì

×àñòî ìû ðàññìàòðèâàåì ÿçûêè ñ äâóìåñòíûì ïðåäèêàòíûì ñèìâîëîì �ðàâåíñòâà� =;

âîîáùå ãîâîðÿ, íèêàêèõ îáðåìåíåíèé íà çíà÷åíèå ýòîãî ïðåäèêàòà íåò, íî ìû âûäåëÿåì

ìîäåëè, â êîòîðûõ åìó íàçíà÷åíî åñòåñòâåííîå çíà÷åíèå.

46



Îïðåäåëåíèå 39 Íîðìàëüíàÿ ìîäåëü � ýòî ìîäåëü M ñèãíàòóðû ñ ðàâåíñòâîì =,

ãäå =M èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñîâïàäåíèå ýëåìåíòîâ ìîäåëè, {< x, x >| x ∈M}.

Òàêîå îáðåìåíåíèå, åñòåñòâåííî, íàãðóæàåò íîðìàëüíóþ òåîðèþ äîïîëíèòåëüíûìè

àêñèîìàìè.

Àêñèîìà 1.9 (Ðàâåíñòâà äëÿ ñèãíàòóðû Σ) 1. = åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè:

∀x (x = x), ∀x, y, x (x = y ∧ y = z → x = z), ∀x, y (x = y → y = x).

2. Äëÿ êàæäîãî f ∈ Σ,

∀ →x ∀
→
y (x1 = y1 ∧ . . . ∧ xn = yn → f(x1, . . . , xn) = f(y1, . . . , yn)).

3. Äëÿ êàæäîãî P ∈ Σ,

∀ →x ∀
→
y (x1 = y1 ∧ . . . ∧ xn = yn → (P (x1, . . . , xn)↔ P (y1, . . . , yn))).

Îïðåäåëåíèå 40 Òåîðèÿ ñ ðàâåíñòâîì � ýòî òåîðèÿ, ñîäåðæàùàÿ âñå àêñèîìû ðà-

âåíñòâà äëÿ ñèìâîëà = â ñâîåé ñèãíàòóðå Σ.

Òåîðåìà 29 [Î ïîëíîòå è êîððåêòíîñòè]

1. ÏóñòüM � íîðìàëüíàÿ ìîäåëü. Òîãäà Th(M) = {A | M |= A} � (íåïðîòèâîðå-

÷èâàÿ) òåîðèÿ ñ ðàâåíñòâîì.

2. Ïóñòü T � íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ñ ðàâåíñòâîì. Òîãäà íàéäåòñÿ íîðìàëüíàÿ

ìîäåëüM, òàêàÿ ÷òîM |= T.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Î÷åâèäíî.

2. Ïî òåîðåìå î ïîëíîòå, íàéäåòñÿ ìîäåëüM0, òàêàÿ ÷òîM0 |= T . ÍàM0 îïðåäå-

ëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

x ∼ y
def
� M0 |= x = y.

Ïîëîæèì M � ôàêòîðñòðóêòóðà M0 ïî îòíîøåíèþ ∼, ò.å. M
def
� M0/ ∼ . Ýòî

íîðìàëüíàÿ ìîäåëü. Ïîëîæèì äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ fM([x1], . . . , [xn])
def
�

[fM0(x1, . . . , xn)], è äëÿ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ PM([x1], . . . , [xn])
def
� [PM0(x1, . . . , xn)].

Îñòàëîñü ðóòèííî (èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû) ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ

ôîðìóëû A è
→
x∈M0 âûïîëíÿåòñÿM0 |= A(

→
x) ⇔ M |= A([x1], . . . , [xn]).

Çàìå÷àíèå 9 Ìîæíî çàïèñàòü àêñèîìû êîìïàêòíåå:

T � òåîðèÿ ñ ðàâåíñòâîì, åñëè è òîëüêî åñëè â íåé âûâîäèòñÿ àêñèîìà 1 è äëÿ âñåõ
→
x,
→
y , T ` (x1 = y1 ∧ . . . ∧ xn = yn → (A(x1, . . . , xn) ↔ A(y1, . . . , yn))).
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Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà, ìû âðåìåííî îãðàíè÷èìñÿ â ðàññìîòðåíèè èñêëþ÷èòåëüíî

òåîðèÿìè ñ ðàâåíñòâîì. Àêñèîìû ðàâåíñòâà ìû âñåãäà áóäåì ìîë÷àëèâî ïîäðàçóìå-

âàòü, íå âûïèñûâàÿ.

Òåîðåìû Ë¼âåíãåéìà-Ñêóëåìà

Íàïîìíèì:

Îïðåäåëåíèå 41 Òåîðèÿ äàííîé ìîäåëèM: Th(M)
def
� {A | M |= A}.

Ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûå ìîäåëè M1 è M2: M1 ≡ M2

def
� Th(M1) =

Th(M2).

Ýëåìåíòàðíàÿ ïîäìîäåëü: M1 ≺ M2

def
� M1 ⊂ M2, è äëÿ ëþáîé A(

→
x), ∀ →a∈

M1 (M1 |= A[
→
a ] ⇔ M2 |= A[

→
a ]). Â ÷àñòíîñòè, ýëåìåíòàðíàÿ ïîäìîäåëü ýëåìåíòàðíî

ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ìîäåëè.

Óïðàæíåíèå 13 Íàòóðàëüíûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ïîäìîäåëüþ ëþáîé íåñòàí-

äàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè: N ≺M : ∀n ∈ N (N |= A[n] ⇔ M |= A[n]).

Òåîðåìà 30 Ëþáàÿ áåñêîíå÷íàÿ ìîäåëü M èìååò ñîáñòâåííîå ýëåìåíòàðíîå ðàñøè-

ðåíèåM′, ò.å.M≺M′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîáàâèì ê ÿçûêó åù¼ îäíó êîíñòàíòó c è çàïèøåì ñëåäóþùóþ

òåîðèþ Th(M, {cα | α ∈ M}) ∪ C, ãäå C
def
� {c 6= cα | a ∈ M}. Òîãäà ëþáàÿ êîíå÷-

íàÿ ïîäòåîðèÿ, à, çíà÷èò, è âñÿ òåîðèÿ, èìååò ìîäåëü. Ýòà ìîäåëü áóäåò ñîáñòâåííûì

ýëåìåíòàðíûì ðàñøèðåíèåìM.

Òåîðåìà 31 [Ë¼âåíãåéìà-Ñêóëåìà-Ìàëüöåâà, î ïîâûøåíèè ìîùíîñòè] Ëþáàÿ áåñêî-

íå÷íàÿ ìîäåëüM èìååò ýëåìåíòàðíûå ðàñøèðåíèÿ ëþáîé ìîùíîñòè δ, áîëüøåé ìîù-

íîñòè |M|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàâåä¼ì êîíñòàíòû {cα | α ∈M} äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ìî-
äåëè; ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíî íîâûå êîíñòàíòû {dβ | β ∈ I}, ÷òîáû ïîëó÷èòü æåëàåìóþ

ìîùíîñòü. Ðàññìîòðèì òåîðèþ T , ïîëó÷åííóþ èç Th(M) äîáàâëåíèåì ñåðèè àêñèîì,

ïîñòóëèðóþùèõ ïîïàðíîå ðàçëè÷èå âñåõ íîâûõ êîíñòàíò. Äàëåå èñïîëüçóåì òåîðåìó î

êîìïàêòíîñòè: âñÿêàÿ êîíå÷íàÿ ïîäòåîðèÿ T èìååò ìîäåëü (ìîæíî äîîïðåäåëèòü âM
çíà÷åíèÿ íîâûõ êîíñòàíò, ò.ê. â ïîäòåîðèþ èõ âõîäèò êîíå÷íîå ÷èñëî), ñëåäîâàòåëü-

íî, T òàêæå èìååò ìîäåëü, ïðè÷åì íîðìàëüíóþ. Âñå íîâûå êîíñòàíòû èìåþò â ýòîé

ìîäåëè ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòü ýòîé ìîäåëè íå ìåíüøå δ.

Òåîðåìà 32 [Ë¼âåíãåéìà-Ñêóëåìà, î ïîíèæåíèè ìîùíîñòè] Ëþáàÿ ìîäåëüM èìååò

ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíóþ ïîäìîäåëü N ≺M òàêóþ, ÷òî |N | 6 max(ℵ0, |Σ|).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì, íà÷àâ ñ ïðîèçâîëüíîé ñ÷åòíîé ïîäìîäåëè N0 ⊂M, ñòðî-

èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ðàñøèðåíèé âíóòðè M : N0 ⊂ N1 ⊂ N2 ⊂ . . .

Äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, . . . îïðåäåëèì Nk+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîé ôîðìóëû

A[v,
→
u] è ïðîèçâîëüíûõ

→
y∈ Nk, â ñëó÷àå åñëèM |= ∃xA[x,

→
y ]; âûáèðàåì a èçM, òàêîå

÷òîM |= A[a,
→
y ], è äîáàâèì ê Nk. Ïîëîæèì

N
def
�

⋃
k<ω

Nk.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïîäìîäåëü � èñêîìàÿ.

Óòâåðæäåíèå 30 Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû A è ëþáûõ
→
x∈ N èìååì (M |= ∃y A(y,

→
x) ⇔

∃y ∈ N M |= A(y,
→
x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐ î÷åâèäíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ⇒ çàìåòèì, ÷òî
→
x∈ Nk äëÿ

íåêîòîðîãî k, ñëåäîâàòåëüíî åñëèM |= ∃y A(y,
→
x), òî ïî îïðåäåëåíèþ Nk+1 íàéäåòñÿ

y ∈ Nk+1, òàêîé ÷òîM |= A(y,
→
x).

Óòâåðæäåíèå 31 N åñòü ïîäìîäåëüM.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x1, . . . , xn ∈ N , òî äëÿ íåêîòîðîãî k èìååì x1, . . . , xn ∈ Nk.
Òîãäà f(x1, . . . , xn) ∈ Nk+1 ⊂ N , ïîñêîëüêó äëÿ x1, . . . , xn ∈ Nk ìîæíî ðàññìîòðåòü

ôîðìóëó ∃y y = f(x1, . . . , xn). Ýòà ôîðìóëà èñòèííà â M, ñëåäîâàòåëüíî ∃y ∈ Nk+1,

òàêîé ÷òîM |= y = f(
→
x).

Óòâåðæäåíèå 32 Äëÿ âñÿêîé ôîðìóëû A[
→
x] è ýëåìåíòîâ

→
x∈ N èìååì

N |= A[
→
x] ⇔ M |= A[

→
x].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ àòîìàðíûõ ôîðìóë óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî N �

ïîäìîäåëü M (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåììó). Ñëó÷àé ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê î÷åâèäåí. Åñëè

A = ∃yB[
→
x, y], âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 30.

Êîíåö ëåêöèè � 14

Íà÷àëî ëåêöèè � 15 19 ôåâðàëÿ 2015 ã.5 ìàðòà 2015 ã.

Ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðîâ. Ðàçðåøèìîñòü

Once one has eliminated the

impossible, whatever remains,

however improbable, must also

be eliminated.

Justin Richards
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Ïóñòü Σ � ñèãíàòóðà, A � å¼ ñòðóêòóðà. Èíîãäà óäà¼òñÿ äîêàçàòü ôàêò ñëåäóþ-

ùåãî âèäà: �åñëè ϕ � ôîðìóëà ñèãíàòóðû Σ, òî ñóùåñòâóåò áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà

ϕ′ (ýòîé æå ñèãíàòóðû), òàêàÿ ÷òî A |= ϕ ↔ ϕ′�. Òîãäà òàêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóê-

òóðó íàçûâàþò äîïóñêàþùåé ýëèìèíàöèþ êâàíòîðîâ. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïîäîáíûõ

ñòðóêòóð è äîêàæåì äëÿ íèõ ýòî ñâîéñòâî.

Óïðàæíåíèå 14 Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó (Z,=, 0, S). Çäåñü S � ôóíêöèÿ ñëåäî-

âàíèÿ, ò.å., ïðèáàâëåíèå åäèíèöû. Â ýòîé ñòðóêòóðå ìîæíî âûðàçèòü êðàéíå ìàëî:

SSS . . . S(u) = SSS . . . S(v), ãäå u, v � 0 èëè ïåðåìåííàÿ. Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ôîðìóëà

ϕ ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå òàêîãî âèäà. Ïðèâåä¼ì ϕ ê ïðåäâàð¼ííîé íîðìàëüíîé ôîðìå

Q1x1Q2x2 . . . Qnxn ϕ
′), ãäå Qi � êâàíòîðû, ôîðìóëà ϕ′ � áåñêâàíòîðíàÿ. Èñïîëüçóÿ

ïðåäñòàâëåíèå ∀x ϕ′ ⇔ ¬∃x ¬ϕ′, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êâàíòîðû � ñóùåñòâîâàíèÿ,

è âåñòè èíäóêöèþ ïî êâàíòîðíîé ãëóáèíå ôîðìóëû.

Óòâåðæäåíèå 33 ∃xϕ′ â (Z,=, 0, S) ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûíîñÿ íåíóæíîå çà êâàíòîð è ïðèâîäÿ ê ÄÍÔ, áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî ôîðìóëà ϕ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∃x τ(x, x1 . . . xn)

ãäå τ èìååò âèä t1 = t2 ∧ t3 = t4 ∧ . . . ∧ ¬tn = tn+1),

è êàæäîå èç ðàâåíñòâ ñîäåðæèò x õîòÿ áû ñ îäíîé ñòîðîíû. Äàëåå, åñëè êàêîå-òî ðà-

âåíñòâî òåðìîâ ñîäåðæèò x ñ îáåèõ ñòîðîí, SS . . . S(x) = SSS . . . S(x), òî îíî ëèáî

òîæäåñòâåííî ëîæíî, ëèáî òîæäåñòâåííî èñòèííî. Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî è îò òî-

ãî, âõîäèò ëè ýòî ðàâåíñòâî â êîíúþíêöèþ ïîä îòðèöàíèåì èëè íåò, ýòîò ìíîæèòåëü

ìîæíî èñêëþ÷èòü èç êîíúþíêöèè, ëèáî âñÿ êîíúþíêöèÿ ëîæíà. Àíàëîãè÷íî, åñëè ðà-

âåíñòâî (îòðèöàíèå ðàâåíñòâà) òåðìîâ íå ñîäåðæèò x ñ îáåèõ ñòîðîí è íå ñîäåðæèò

äðóãèõ ïåðåìåííûõ, òî ýòî ïðîñòî ðàâåíñòâî äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðîå òàêæå

ëèáî èñòèííî, ëèáî ëîæíî.

Èòàê, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîì ðàâåíñòâå x ïðèñóòñòâóåò ñ îäíîé ñòîðîíû,

íî íå ñ äðóãîé. Åñëè âñå ðàâåíñòâà â τ âõîäÿò ñ îòðèöàíèåì, òî ∃xτ èñòèííà â íàøåé
ñòðóêòóðå íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèé îñòàëüíûõ âõîäÿùèõ â íåå ïåðåìåííûõ. Ïóñòü τ ñî-

äåðæèò áåç îòðèöàíèÿ õîòÿ áû îäíî ðàâåíñòâî, . . . S(x) = SSS . . . S(v), ãäå v � äðóãàÿ

ïåðåìåííàÿ èëè 0, òî åñòü x = s ãäå si � ëèáî ÷èñëî, ëèáî âûðàæåíèå u + c, ãäå u �

ïåðåìåííàÿ (äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàçðåøèì ïðèáàâëÿòü öåëûå êîíñòàíòû âìåñòî íàòó-

ðàëüíûõ; ýòî íå ìåíÿåò êëàññà âûâîäèìûõ ôîðìóë, çàòî îñòàâëÿåò ñëåâà îäèíîêèé x).

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ϕ′ = τ [x/s], ïîëó÷åííóþ èç τ ïîäñòàíîâêîé s âìåñòî âñåõ âõîæ-

äåíèé x. Î÷åâèäíî, ϕ è ϕ′ ýêâèâàëåíòíû â íàøåé ñòðóêòóðå. ϕ′ ∨ ϕ′′ � áåñêâàíòîðíàÿ

ôîðìóëà, ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé.

50



Óïðàæíåíèå 15 Òåîðèÿ (Q, <,=), èëè R. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó ϕ, âû-

íåñåì íàðóæó êâàíòîðû è óñòðàíÿåì èõ ïî îäíîìó èçíóòðè. Âíîâü ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî ïîñëåäíèé èç êâàíòîðîâ � ñóùåñòâîâàíèÿ, è íóæíî ðàçîáðàòüñÿ òîëüêî ñ óòâåð-

æäåíèåì: ∃x ϕ′, ãäå ϕ′ � áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà. Àòîìàðíûå ôîðìóëû èìåþò âèä:

u < v èëè u = v. Ïðèâåäåì ϕ′ ê ÄÍÔ, óäàëèì îòðèöàíèÿ àòîìàðíûõ ôîðìóë ïóò¼ì

çàìåíû ¬(u < v) íà (u = v ∨ v < u), è ¬(u = v) íà (u < v ∨ v < u). Ñíîâà ïðèâå-

äåì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ê ÄÍÔ (îíà óæå íå áóäåò ñîäåðæàòü îòðèöàíèé àòîìàðíûõ

ôîðìóë) è ïðîíåñåì êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åðåç äèçúþíêöèþ. Íàì îñòàåòñÿ ýëèìè-

íèðîâàòü êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ â ôîðìóëå âèäà ∃x (u1 < v1 ∧ u2 < v2 ∧ . . . ∧ un <
vn ∧ un+1 = vn+1 . . .). Ðàâåíñòâà âèäà u = s ìîæíî âû÷åðêíóòü èç êîíúþíêöèè, ïðè

íàëè÷èè íåðàâåíñòâà âèäà u < u âñÿ êîíúþíêöèÿ ëîæíà. Åñëè ïðèñóòñòâóåò ðàâåí-

ñòâî âèäà x = v, òî ïîäñòàâèì âåçäå v âìåñòî x è óáåðåì êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ïî

x. Åñëè òàêîãî ðàâåíñòâà íåò, òî ðàâåíñòâ íåò âîîáùå (ò.ê. ðàâåíñòâà, íå ñîäåðæàùèå

x, ìîæíî âûíåñòè èç-ïîä êâàíòîðà. Åñëè â îñòàâøèõñÿ íåðàâåíñòâàõ x âñåãäà ñïðàâà

(èëè ñëåâà), òî òàêîé x âñåãäà ñóùåñòâóåò, è ôîðìóëà òîæäåñòâåííî èñòèííà. Èíà÷å

âûðàæåíèå ∃x (u1 < x ∧ . . . ∧ un < x ∧ x < v1 ∧ . . . ∧ x < vm)ýêâèâàëåíòíà (â ñèëó

ïëîòíîñòè ïîðÿäêà) ôîðìóëà
∧
i,j

ui < vj, à ýòî áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà.

Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû óñòàíîâèëè ôàêò ýëèìèíèðóåìîñòè êâàíòîðîâ

êîíñòðóêòèâíî, à ïîñêîëüêó ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà áåç êâàíòîðîâ ëèáî èñòèííà,

ëèáî ëîæíà, òî ìû îäíîâðåìåííî ïîñòðîèëè àëãîðèòì ïðîâåðêè èñòèííîñòè ïðîèçâîëü-

íîé çàìêíóòîé ôîðìóëû â òåîðèè: �çàïèñàòü ýêâèâàëåíòíóþ áåñêâàíòîðíóþ, â êîòîðîé

áóäóò òîëüêî êîíñòàíòû, ïîäñòàâèòü èõ è âû÷èñëèòü, èñòèííî ýòî èëè ëîæíî.� Òàêîå

ñâîéñòâî òåîðèé íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòüþ.

Áîëåå èçîùð¼ííûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î ðàçðåøèìîñòè.

Òåîðåìà 33 [Òàðñêîãî-Çàéäåíáåðãà10] Ïóñòü A = (R,=, <, 0, 1,+, ·). Òîãäà âñÿêàÿ

ôîðìóëà ϕ ðàâíîñèëüíà â A íåêîòîðîé áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáùàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùèì ïðèìåðàì:

ïðèâåäåì ôîðìóëó ê ïðåäâàð¼ííîé ôîðìå, è óñòðàíÿåì êâàíòîðû ïî îäíîìó; äîñòà-

òî÷íî ðàññìîòðåòü êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ. Èòàê, ðàññìàòðèâàåì ôîðìóëó âèäà ∃x ϕ,
ãäå ϕ � áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà. Ïðèâåäåì ϕ ê äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå,

èçáàâèìñÿ â íåé îò îòðèöàíèé àòîìàðíûõ ôîðìóë àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìå-

ðó, ñíîâà ïðèâåäåì ê äèçúþíêòèâíîé ôîðìå è êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñïðåäåëèì

÷åðåç äèçúþíêöèþ. Ïîñëå ýòîãî ïîä êâàíòîðîì ñòîèò êîíúþíêöèÿ âûðàæåíèé âèäà

10Òàðñêèé, Àëüôðåä (1901 � 1983) � ïîëüñêî-àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê, ëîãèê. Ñîçäàòåëü àêñèîìà-

òèçàöèè åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè è ðàçðàáîò÷èê ìåòîäà ýëèìèíàöèè êâàíòîðîâ. Çàéäåíáåðã, Àáðàõàì

(1916 � 1988) � àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê.

51



t1 = t2 è t1 < t2, ãäå t1, t2 ∈ N[x, x1 . . . xn], ò.å. ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ìíîãèõ ïåðåìåí-

íûõ ñ íàòóðàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïåðåíîñÿ âñ¼ äëÿ ïðîñòîòû íàëåâî è âû÷èòàÿ,

ïîëó÷àåì âèä: t = 0, t < 0 èëè t > 0, ãäå óæå t ∈ Z[x, x1 . . . xn].

Äîêàæåì îñíîâíóþ ëåììó.

Óòâåðæäåíèå 34 Ðàññìîòðèì ôîðìóëó âèäà ∃x ϕ′, ãäå ϕ′ � êîíúþíêöèÿ ôîðìóë

âèäà t = 0, t < 0, t > 0, ãäå t ∈ Z[x, x1 . . . xn]. Òîãäà îíà ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé

áåñêâàíòîðíîé ôîðìóëå ψ îò ïåðåìåííûõ x1 . . . xn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì êàæäûé ìíîãî÷ëåí t â âèäå ìíîãî÷ëåíà èç Z[x1 . . . xn][x],

ò.å. ìíîãî÷ëåíà ïåðåìåííîé x, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî � ìíîãî÷ëåíû ïåðåìåííûõ

x1, . . . , xn. Ïóñòü ôîðìóëà èìååò âèä ∃x (t1(x) = 0∧ t2(x) = 0∧ . . .∧ tm(x) < 0). Åñëè áû

êîýôôèöèåíòû âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ áûëè ÷èñëàìè, òî ìû ìîãëè áû çàïèñàòü ñëåäóþùóþ

òàáëèöó âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ è èõ çíàêîâ: 2k+1 å¼ ñòîëáöîâ (k � îáùåå êîëè÷åñòâî

âñåõ êîðíåé âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñåìåéñòâà, çà âû÷åòîì ïîâòîðÿþùèõñÿ) ñîîòâåòñòâóþò

ýòèì êîðíÿì è ïðîìåæóòêàì ìåæäó íèìè, âêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íûå ëó÷è ñëåâà è ñïðàâà,

m ñòðîê ñîîòâåòñòâóþò ñàìèì ìíîãî÷ëåíàì, à èõ çíàêè â ýòèõ òî÷êàõ è íà ïðîìåæóò-

êàõ îáîçíà÷åíû â êëåòêàõ òàáëèöû çíàêàìè +, − 0. Âàæíî, ÷òî ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ

êîðíåé â çàãîëîâêàõ ñòîëáöîâ íå çàïèñàíû: îïèñûâàåòñÿ ëèøü �òîïîëîãè÷åñêîå� âçàè-

ìîðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ. Èñòèííîñòü ôîðìóëû îçíà÷àåò íàëè÷èå â òàáëèöå ñòîëáöà

îïðåäåëåííîãî âèäà.

Òàêèå òàáëèöû áóäåì íàçûâàòü äèàãðàììàìè ìíîãî÷ëåíîâ. Ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè

íåñêîòîðûõ ïðàâèëàõ ðàñøèðåíèÿ äèàãðàìì äèàãðàììà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 0

îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèò å¼ äëÿ èñõîäíîãî íàáîðà.

Ïðèâåäåì ñïèñîê ïðàâèë, ïî êîòîðûì ìîæíî äîáàâëÿòü â òàáëèöó ìíîãî÷ëåíû (åñ-

ëè ïîëó÷àþòñÿ óæå èìåþùèåñÿ, ïîâòîðÿòü íå íàäî):

1. äîáàâèòü ñòàðøèé ÷ëåí ëþáîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé è áîëåå ñòåïåíè;

2. äîáàâèòü ïðîèçâîäíóþ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ïî x;

3. äîáàâèòü ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷åííûé èç íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà â òàáëèöå îòáðîñû-

âàíèåì ñòàðøåãî ÷ëåíà (ïî x);

4. äîáàâèòü ìîäèôèöèðîâàííûé îñòàòîê îò äåëåíèÿ P íà Q, ãäå P è Q � ìíîãî-

÷ëåíû èç äèàãðàììû è a = deg(P ) áîëüøå ÷åì b = deg(Q); ìîäèôèöèðîâàííûé

îñòàòîê îò äåëåíèÿ P íà Q ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðàçäåëèòü íà Q ìíîãî÷ëåí P , äîìíî-

æåííûé íà ñòàðøèé ÷ëåí Q â ñòåïåíè a− b+ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò äåëåíèÿ

áóäåò èìåòü â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíû îò x1, . . . , xn ñ öåëûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè.
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Ðàñøèðÿåì òàáëèöó èñõîäíóþ òàáëèöó îïèñàííûìè âûøå ñïîñîáàìè; çà êîíå÷íîå

÷èñëî øàãîâ, äîáàâëÿÿ ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé èñõîäíûõ, ìû äîéä¼ì

äî íàáîðà ìíîãî÷ëåíîâ, çàìêíóòîãî îòíîñèòåëüíî ïðåäëîæåííûõ îïåðàöèé. Îáîçíà÷èì

ýòîò íàáîð ÷åðåç F . ×åðåç F0 îáîçíà÷èì âñå íàõîäÿùèåñÿ â í¼ì ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè

0 ïî x. Íàøà öåëü î÷åâèäíà: ïóñòü äàíà äèàãðàììà òîëüêî äëÿ F0 (èñêëþ÷èòåëüíî

ðàñïðåäåëåíèå çíàêîâ è íóëåé, êîíñòàíòà âî âñþ äëèíó ñòðîêè). Äîêàæåì, ÷òî òîãäà

âñþ òàáëèöó (ïðè äàííûõ x1, . . . , xn) ìîæíî çàïîëíèòü ñíèçó ââåðõ.

Áóäåì äîáàâëÿòü íàçàä ìíîãî÷ëåíû ïî îäíîìó, óïîðÿäî÷èâ ïî âîçðàñòàíèþ ñòåïå-

íåé. Ïóñòü ìû �âîçâðàùàåì� ìíîãî÷ëåí P (x, x1 . . . xn), ïðè÷¼ì âñå ìíîãî÷ëåíû ìåíü-

øèõ ñòåïåíåé óæå äîáàâëåíû. Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà a ó íàñ óæå

çàïèñàí (äàæå åñòü â F0); åãî çíàê â äèàãðàììå óêàçàí.

Åñëè â äèàãðàììå óêàçàíî, ÷òî ÷òî a = 0. Íî òîãäà ìíîãî÷ëåí P ïðè äàííûõ

çíà÷åíèÿõ x1, . . . , xn ñîâïàë ñ ìíîãî÷ëåíîì ìåíüøåé ñòåïåíè, äîáàâëåííûì ïî ïðàâèëó

3. Íàéäåì ýòîò ìíîãî÷ëåí è ïðîäóáëèðóåì åãî ñòðî÷êó â ñòðîêå äëÿ P .

Ïóñòü òåïåðü â äèàãðàììå óêàçàíî, ÷òî a > 0. Ñíà÷àëà âîññòàíîâèòü, êàêèå çíàêè

èìååò íàø ìíîãî÷ëåí â óæå èìåþùèõñÿ â äèàãðàììå òî÷êàõ (íå íà ïðîìåæóòêàõ). Âû-

áåðåì êàêóþ-òî òî÷êó a èç äèàãðàììû. Îíà èìååòñÿ â äèàãðàììå, ïîñêîëüêó íåêîòîðûé

ìíîãî÷ëåí Q (ðàñïîëîæåííûé íèæå â òàáëèöå, è ñëåäîâàòåëüíî óæå âîçâðàùåííûé)

óæå îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè x = a. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöè-

åíò Q íåíóëåâîé; áîëåå òîãî, ýòîò êîýôôèöèåíò c óæå åñòü â F0, è åãî çíàê óêàçàí â

äèàãðàììå äëÿ F0. Äàëåå, â ñïèñêå åñòü è ïîÿâèâøèéñÿ ïî ïóíêòó 4 ìîäèôèöèðîâàí-

íûé îñòàòîê îò äåëåíèÿ P íà Q, è îí çàïèñàí íèæå, ÷åì P, òî åñòü óæå ðàçîáðàí ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Íî ïîñêîëüêó Q â ýòîé òî÷êå íóëåâîé, òî ckP = 0 + R, è

ìû, çíàÿ çíàê äëÿ P è çíàê c, ëåãêî âû÷èñëÿåì çíàê äëÿ P .

Ïóñòü òåïåðü çíàêè âî âñåõ èìåþùèõñÿ êîðíÿõ óæå âïèñàíû. Ïóñòü â äâóõ ïîäðÿä

êîðíÿõ ñòîèò îäèí çíàê; òîãäà, ðàç ìåæäó íèìè íå ïîÿâèëîñü êîðíÿ ó ïðîèçâîäíîé

ìíîãî÷ëåíà P (ïðîèçâîäíàÿ íàõîäèòñÿ íèæå â òàáëèöå, ñëåäîâàòåëüíî, óæå âîçâðàùåíà

â äèàãðàììó, è ñòîëáöû äëÿ åå êîðíåé óæå äîáàâëåíû), òî â íóëü P íà ýòîì èíòåðâàëå

äîïîëíèòåëüíî íå îáðàùàåòñÿ. Åñëè æå â äâóõ ïîäðÿä òî÷êàõ P èìååò ðàçíûé çíàê,

òî êîðåíü P ìåæäó íèìè åñòü (ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè), è ðîâíî îäèí èç òåõ æå

ñîîáðàæåíèé. Òîãäà äîáàâëÿåì ìåæäó ýòèìè êîðíÿìè íîâûé ñòîëáèê è âïèñûâàåì

òóäà íóëü â ñòðîêå äëÿ ìíîãî÷ëåíà P . Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ïåðåä ïåðâûì

êîðíåì è ïîñëå ïîñëåäíåãî. Èç ñîîáðàæåíèé íàëè÷èÿ êîðíåé ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà

P , åñëè çíàê P â êðàéíåé òî÷êå ñïðàâà è çíàê ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà P ñîâïàäàþò,

òî íîâûõ êîðíåé íåò; èíà÷å îí îäèí. Ñ ëåâîãî êîíöà àíàëîãè÷íî, íî ñ ó÷¼òîì åù¼ è

ñòåïåíè P.

Áåð¼ì ìíîãî÷ëåíû íàøåé ôîðìóëû, äîâîäèì åãî äî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà, âûïè-

ñûâàåì âñå âîçìîæíûå äèàãðàììû äëÿ F0, êàæäóþ èç íèõ âîññòàíàâëèâàåì äî äèà-
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ãðàììû äëÿ F è, åñëè ðàñïðåäåëåíèå çíàêîâ è íóëåé ñîâïàëî ñ òðåáóåìûì â ôîðìóëå,

äîïèñûâàåì ýòîò âàðèàíò â äèçúþíêöèþ. Ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà îò x1, . . . , xn, íå ñîäåð-

æàùàÿ ïåðåìåííîé x è ðàâíîñèëüíàÿ èñõîäíîé.

Êîíåö ëåêöèè � 15

Íà÷àëî ëåêöèè � 16 5 ìàðòà 2015 ã.12 ìàðòà 2015 ã.

Âåùåñòâåííûå ïîëÿ. 17 ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà.

Îïðåäåëåíèå 42 Óïîðÿäî÷åííîå ïîëå � ýòî ïàðà (F,<), ãäå F � ïîëå, < � ëèíåéíûé

ïîðÿäîê íà åãî ýëåìåíòàõ, òàêîé, ÷òî x < y âëå÷¼ò x+ z < y+ z, à x, y > 0 → x · y > 0.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëÿ Q è R óïîðÿäî÷åíû, à çàäàòü òàêîé ïîðÿäîê íà C íåâîçìîæíî.

Óñòàíîâèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîëå ìîæíî óïîðÿäî-

÷èòü.

Óòâåðæäåíèå 35 Â óïîðÿäî÷åííîì ïîëå:

1. ∀x 6= 0 (x2 > 0).

2. 1 > 0.

3. Óïîðÿäî÷åííîå ïîëå âñåãäà èìååò õàðàêòåðèñòèêó 0.

4. −1 6= a1
2 + . . .+ an

2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ïóíêò: åñëè x > 0, òî x ·x > 0. Åñëè æå x < 0, òî −x > 0,

è îïÿòü æå x · x = (−x)(−x) > 0. Âòîðîé ñëåäóåò èç ïåðâîãî, òàê êàê 1 = 12 > 0.

Ïîñêîëüêó 1 > 0, èìååì 1 + 1 > 0 + 1 = 1 > 0, è ïî èíäóêöèè 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n

> 0 äëÿ

âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n, ÷òî äà¼ò íàì õàðàêòåðèñòèêó 0. Åñëè a > 0, òî −a < 0; â

÷àñòíîñòè, −1 < 0, à ñóììà êâàäðàòîâ � áîëüøå.

Îïðåäåëåíèå 43 Íàçîâ¼ì ïîëå F âåùåñòâåííûì (ñîãëàñíî Àðòèíó11), åñëè ∀n∀a1 . . . an ∈
F (−1 6= a1

2 + . . .+ an
2).

Ìû óáåäèëèñü, ÷òî âåùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ âñå óïîðÿäî÷åííûå ïîëÿ. Íî îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî è îáðàòíîå âåðíî: íà ëþáîì ôîðìàëüíî âåùåñòâåííîì ïîëå ìîæíî çàäàòü

ëèíåéíûé ïîðÿäîê, ñîãëàñîâàííûé ñî ñòðóêòóðîé ïîëÿ.
Êîíåö ëåêöèè � 16

Íà÷àëî ëåêöèè � 17 12 ìàðòà 2015 ã.19 ìàðòà 2015 ã.

11Àðòèí, Ýìèëü (1898 � 1962) � àâñòðèéñêèé àëãåáðàèñò, ñîçäàòåëü òåîðèè âåùåñòâåííûõ ïîëåé.

Àâòîð ðåøåíèÿ 17 ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà.
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Òåîðåìà 34 Åñëè F � âåùåñòâåííîå ïîëå, òî F ìîæíî óïîðÿäî÷èòü, òî åñòü çàäàòü

îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà < íàä F òàêîå, ÷òî x < y → x+ z < y+ z, è x > 0∧ y >
0→ x · y > 0; áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî a òàêîãî, ÷òî −a /∈ ΣF2, ìîæíî ñäåëàòü ýòî òàê,

÷òî a > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì ñåðèþ ëåìì î ñâîéñòâàõ òàêèõ ïîëåé è èõ àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé.

Óòâåðæäåíèå 36 [1] Ïóñòü F � âåùåñòâåííîå ïîëå, a ∈ F , a 6= 0. Òîãäà íåâîçìîæíî,

÷òîáû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëîñü {
a ∈ ΣF2,

−a ∈ ΣF2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a è b � ñóììû êâàäðàòîâ, òî a
b

= a
b2
· b ÿâëÿåòñÿ ñóììîé

êâàäðàòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè áû a è−a ÿâëÿëèñü ñóììàìè êâàäðàòîâ îäíîâðåìåííî,
òî èõ ÷àñòíîå a

−a = −1 ∈ ΣF2, è ïîëå F íå âåùåñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå 37 [2] Åñëè F � âåùåñòâåííî, −a /∈ ΣF2, òî F(
√
a) � âåùåñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñóùåñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà
√
a /∈ F .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, F(
√
a) = {u+ v

√
a | u, v ∈ F}. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü F(

√
a) íå

âåùåñòâåííî. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå bi, ci ∈ F , ÷òî

−1 =
∑

(bi + ci
√
a)2 =

∑
(b2
i + 2bici

√
a+ c2

i a).

Îäíàêî −1 = −1 ·1 + 0 ·
√
a, ïîýòîìó ñëàãàåìûå ñ êîðíåì çàíóëÿþòñÿ, è â äåéñòâèòåëü-

íîñòè

−1 =
∑

b2
i + a

∑
c2
i .

Îòñþäà âûðàæàåòñÿ

−a =
1 +

∑
b2
i∑

c2
i

=
(
∑
b2
i ) · (

∑
c2
i ) + (

∑
c2
i )

(
∑
c2
i )

2 ,

îòêóäà −a âûðàæàåòñÿ â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäñòâèå 13 Åñëè F � âåùåñòâåííî, òî ëèáî F(
√
a), ëèáî F(

√
a) � âåùåñòâåííî.

Óòâåðæäåíèå 38 [3] Ïóñòü F � âåùåñòâåííî çàìêíóòî, òî åñòü íèêàêîå åãî àëãåá-

ðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå íå ÿâëÿåòñÿ áîëåå âåùåñòâåííûì. Ïîëîæèì a ≥ 0
def⇐⇒ a ∈ F2;

x ≥ y
def⇐⇒ x− y ≥ 0. Òîãäà (F ,≤) � óïîðÿäî÷åííîå ïîëå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Àíòèñèììåòðè÷íîñòü ïîðÿäêà âûòåêàåò èç ëåììû 1. Òðàíçèòèâ-

íîñòü: åñëè x ≥ y ≥ z, òî x − y = a2, y − z = b2. Òîãäà x − z = a2 + b2 ∈ ΣF2. Ïî

ëåììå 2, ìû ìîæåì âçÿòü èç íå¼ êîðåíü, è F(
√
a2 + b2) � òîæå âåùåñòâåííî. Íî ó ïîëÿ

F íåò ñîáñòâåííûõ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé! Çíà÷èò,
√
a2 + b2 ∈ F ,

÷òî âëå÷¼ò a2 + b2 ∈ F2, òî åñòü x − z ∈ F2, è x ≥ z. Ëèíåéíîñòü: äëÿ ëþáîãî a ∈ F ,
ëèáî a ∈ F2, ëèáî −a ∈ F2 : â ñàìîì äåëå, åñëè áû îíè îáà íå ïðèíàäëåæàëè F2, òî

ñðåäè äâóõ ïîëåé F(
√
a) è F(

√
−a) åñòü ñîáñòâåííîå âåùåñòâåííîå ðàñøèðåíèå. Ñîãëà-

ñîâàííîñòü ñî ñòðóêòóðîé: åñëè x < y, òî (x+ z)− (y + z) ∈ F2, îòêóäà y + z > x+ z.

Óòâåðæäåíèå 39 [4] Åñëè F � âåùåñòâåííîå ïîëå, òî ñóùåñòâóåò F ′ ⊇ F , è F ′ �
âåùåñòâåííî çàìêíóòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñå âåùåñòâåííûå ïîëÿ, ñîäåðæàùèå F , ôàêòîð êî-

òîðûõ ïî F � àëãåáðàè÷åñêèé, ñ îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ. Ëþáàÿ öåïü èìååò âåðõíþþ

ãðàíü: ýòî îáúåäèíåíèå âñåõ å¼ ýëåìåíòîâ. Ïî ëåììå Öîðíà, ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé

ýëåìåíò F ′. Îí áóäåò àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì, èíà÷å íàðóøèëàñü áû ìàêñèìàëü-

íîñòü. Çíà÷èò, îí � èñêîìûé.

Ïóñòü F � âåùåñòâåííîå ïîëå, −a 6∈ ΣF2. Ïðèìåíèì ëåììó 37: F(
√
a) � òîæå

âåùåñòâåííî. Ïî ëåììå 39, ñóùåñòâóåò F ′ ⊇ F(
√
a), è F ′ � óæå âåùåñòâåííî çàìêíóòî.

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ëåììó 38, ñòðîèì íà F ′ òàêîé ïîðÿäîê, ÷òî a > 0. Ðàññìîòðèì

ñóæåíèå < |F � ýòî èñêîìîå óïîðÿäî÷åíèå.

Òåîðåìà 35 [17 ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà] Ïóñòü f � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íàä F � âå-

ùåñòâåííî çàìêíóòûì, ∀ →a f(
→
a) ≥ 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò f1 . . . fn � òàêèå ðàöèîíàëüíûå

ôóíêöèè íàä F , ÷òî f =
n∑
i=1

f 2
i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f íå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êâàäðàòîâ. Òîãäà ó ïîëÿ ðàöèî-

íàëüíûõ ôóíêöèé F(X) ñóùåñòâóåò óïîðÿäî÷åíèå, ïðè÷¼ì f ìîæíî ñäåëàòü ïðè í¼ì

îòðèöàòåëüíûì. Âåùåñòâåííî çàìêí¼ì ïîëå F(X) äî R, ñîõðàíÿÿ ïîðÿäîê. Òîãäà

R |= ∃~v (f(~v) < 0), ïîñêîëüêó f < 0 â R. Íî òîãäà è F |= ∃~v (f(~v) < 0), ÷òî ïðî-

òèâîðå÷èò íåîòðèöàòåëüíîñòè f. 17 ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà ïîëíîñòüþ ðåøåíà.

Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî çíàêîìñòâà ñ âåùåñòâåííûìè ïîëÿìè ðåêîìåíäóåì îáðà-

òèòüñÿ ê èçäàíèþ [?] èëè ê �Àëãåáðå� Ñ. Ëåíãà.

Êàòåãîðè÷íûå òåîðèè

Îïðåäåëåíèå 44 Ïóñòü α � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë, T � òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

â ñèãíàòóðå Σ. Ïóñòü T èìååò ìîäåëü ìîùíîñòè α. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî T � α-

êàòåãîðè÷íà (èëè êàòåãîðè÷íà â ìîùíîñòè α), åñëè ∀M1,M2 (M1 |= T ∧ M2 |=
T ∧ |M1| = |M2| = α → M1 ∼M2).

56



Óïðàæíåíèå 16 • Òåîðèÿ ðàâåíñòâà T= (ñ Σ = {=}) êàòåãîðè÷íà â êàæäîé ìîù-
íîñòè.

• Ïóñòü òåîðèÿ îïèñûâàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçäåëÿþùåå âñå ýëåìåíòû

íà äâà êëàññà, ïðè÷¼ì îíè áåñêîíå÷íû. Îíà êàòåãîðè÷íà â ñ÷¼òíîé ìîùíîñòè, íî

íè â êàêîé áîëüøåé.

• Òåîðèÿ DLO ïëîòíîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà áåç ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýëåìåíòîâ:

ñèììåòðè÷íîñòü, òðàíçèòèâíîñòü, ëèíåéíîñòü, ïëîòíîñòü, îòñóòñòâèå íàèìåíüøå-

ãî è íàèáîëüøåãî ýëåìåíòîâ. Îáùåèçâåñòíûé ôàêò ãëàñèò:

Óòâåðæäåíèå 40 DLO êàòåãîðè÷íà â ñ÷¼òíîé ìîùíîñòè (íî íè â êàêîé áîëü-

øåé).

• Îáðàòíî, ïóñòü Σ = {0,+} � ÿçûê àääèòèâíûõ ãðóïï. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî G �

àáåëåâà ãðóïïà ñ äåëåíèåì áåç êðó÷åíèÿ, åñëè ∀y∃x (x + . . . + x = y), íî ∀x (x 6=
0→ x+ . . .+ x 6= 0) äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n ñëàãàåìûõ â çàïèñè. Ïóñòü T � òåîðèÿ

òàêèõ àáåëåâûõ ãðóïï. Òîãäà T íå êàòåãîðè÷íà â ñ÷¼òíîé ìîùíîñòè, à âî âñåõ

îñòàëüíûõ � êàòåãîðè÷íà.

Â ñàìîì äåëå, óñëîâèìñÿ îá î÷åâèäíîì îáîçíà÷åíèè n · a, ãäå n ∈ N. Òîãäà
foralln G |= ∀a∃!b(nb = a). Ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíîãî � ýòî àêñèîìà. Åäèíñòâåí-

íîñòü: åñëè a = nb = nb′, òî 0 = n(b−b′), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îòñóòñòâèþ êðó÷åíèÿ.

Â ñèëó ýòîãî ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: b = 1
n
· a. Àíàëîãè÷íî, îáðåòàåò ñìûñë çà-

ïèñü m
n
a, òî åñòü íàøà ãðóïïà åñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q. Íî âåêòîðíûå

ïðîñòðàíñòâà èìåþò î÷åíü ïðîñòîé èçîìîðôèçì: ïî ðàçìåðíîñòè. Òîãäà ñ÷¼òíàÿ

ãðóïïà ìîæåò èìåòü ëþáóþ êîíå÷íóþ èëè ñ÷¼òíóþ ðàçìåðíîñòü, ÷òî äà¼ò íåêà-

òåãîðè÷íîñòü, à âîò ó áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòü

ñîâïàäàåò ñ ìîùíîñòüþ, è ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà îíî åäèíñòâåííî.

• (áåç äîêàçàòåëüñòâà) Ïóñòü ACFp � òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûõ ïîëåé õà-

ðàêòåðèñòèêè p. Òîãäà ýòà òåîðèÿ êàòåãîðè÷íà äëÿ êàæäîãî íåñ÷¼òíîãî êàðäèíà-

ëà. Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ýòèõ òåîðèé èìååò äàæå êîíå÷íóþ ìîäåëü (Zp).

• Äîêàçàííûé íàìè ôàêò î ñóùåñòâîâàíèè íåñòàíäàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè äî-

êàçûâàåò ñ÷¼òíóþ íåêàòåãîðè÷íîñòü àðèôìåòèêè Ïåàíî. Èñòèííîñòíàÿ àðèôìå-

òèêà (ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ôîðìóë, âåðíûõ â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè) � àíà-

ëîãè÷íî.

Òåîðåìà 36 [Âîîòà/Vaught] Ïóñòü òåîðèÿ T â ñèãíàòóðå Σ èìååò êàêóþ-òî ìîäåëü,

íî íå èìååò êîíå÷íûõ ìîäåëåé; ïóñòü, êðîìå òîãî, T � α-êàòåãîðè÷íà äëÿ íåêîòîðîãî
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α ≥ |Σ|. Òîãäà T � ïîëíà, òî åñòü ∀ϕ ∈ St âûïîëíåíî ëèáî (Σ) T |= ϕ, ëèáî T |= ¬ϕ12.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî T íåïîëíà. Çàôèêñèðóåì ôîð-

ìóëó ϕ, íåâûâîäèìóþ âìåñòå ñ îòðèöàíèåì. Òîãäà îáå òåîðèè, ïîëó÷àåìûå èç T äî-

áàâëåíèÿìè ϕ è ¬ϕ íåïðîòèâîðå÷èâû: ó íèõ ñóùåñòâóþò ìîäåëè, è èõ áåç îãðàíè÷åíèÿ

ìîùíîñòè ìîæíî âûáðàòü ìîùíîñòè α. Òîãäà îíè � ìîäåëè T , êîòîðûå çàâåäîìî

íåèçîìîðôíû. Ïðîòèâîðå÷èå.

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ êîíå÷íûõ ìîäåëåé ñóùåñòâåííî: ðàññìîòðèì òåîðèþ ãðóïï,

â êîòîðûõ êàæäûé ýëåìåíò èìååò ïîðÿäîê 2. Ó íå¼ åñòü êîíå÷íàÿ (ãðóïïà èç äâóõ

ýëåìåíòîâ) è áåñêîíå÷íûå. Çàïèøåì ôîðìóëó ∃x, y, z (x 6= y ∧ y 6= z ∧ x 6= z). Òîãäà íè

å¼, íè å¼ îòðèöàíèå íåëüçÿ âûâåñòè èç òåîðèè.
Êîíåö ëåêöèè � 17

Íà÷àëî ëåêöèè � 18 19 ìàðòà 2015 ã.9 àïðåëÿ 2015 ã.

12Çíà÷èò, è òåîðèè èç ïðèìåðîâ 4 è 5 � ïîëíû. Îáðàòíîå íåâåðíî: ðàññìîòðèòå èñòèííîñòíóþ

àðèôìåòèêó èëè ïðèìåð 3.

58



Òåîðåìû Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå

Âû÷èñëèìûå ôóíêöèè, ðàçðåøèìûå è ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 45 f : Nk → Ns âû÷èñëèìà, åñëè ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà, íà ëþ-
áîì âõîäå 〈n1, . . . , nk〉 âû÷èñëÿþùàÿ m = f(n1 . . . nk). Ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü ÷àñòè÷-

íîé, åñëè Dom(f) ( Nk; òîãäà íà îñòàëüíûõ âõîäàõ ìàøèíà Òüþðèíãà çàöèêëèâàåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 46 Ïîäìíîæåñòâî P ⊆ Nk ïåðå÷èñëèìî, åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ

ôóíêöèÿ f, ÷òî îáëàñòü å¼ îïðåäåëåíèÿ ðàâíà P.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ òàêîé âû÷èñëèìîé f, ÷òî-

áû P ñòàëî å¼ îáëàñòüþ çíà÷åíèé, è äàæå òàêîé òîòàëüíîé (òî åñòü âñþäó çàäàííîé)

âû÷èñëèìîé f ñ ôèêñèðîâàííîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé (íî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íóæíî

ñïåöèàëüíî îãîâîðèòüñÿ, ÷òî åù¼ áûâàåò P = ∅, íå ÿâëÿþùååñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé

íèêàêîé òîòàëüíîé ôóíêöèè).

Ñâÿçü îïðåäåëåíèé îáåñïå÷èâàåò çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà î ãðàôèêå: Ôóíêöèÿ f

âû÷èñëèìà ⇔ ãðàôèê f = {< x, y >| f(x) = y} ïåðå÷èñëèì.

Îïðåäåëåíèå 47 Ìíîæåñòâî P ðàçðåøèìî, åñëè âû÷èñëèìà åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ, òî åñòü åñòü àëãîðèòì, ñïîñîáíûé ïðîâåðèòü ïðîèçâîëüíûé âõîä13 íà ïðè-

íàäëåæíîñòü P. Ïðîñòåéøàÿ òåîðåìà Ïîñòà ãëàñèò, ÷òî P ðàçðåøèìà, åñëè è òîëüêî

åñëè P è Nk \ P îäíîâðåìåííî ïåðå÷èñëèìû.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà � ýòî ∆1, à ïåðå÷èñëèìûå ñîâïàäàþò ñ

Σ1 (ýòî ìîòèâàöèÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâ èç Π1 êàê êîïåðå÷èñëèìûõ ). ×òîáû áûòü

ãîòîâûìè ê äîêàçàòåëüñòâó íàøåé òåîðåìû, ââåä¼ì îäíî ïîíÿòèå, ñëåäóÿ Ã¼äåëþ.

Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 48 Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè f : Nk → N îïðåäåëÿåòñÿ ïî

èíäóêöèè. Íà÷àëüíûå ôóíêöèè: z(x) ≡ 0, S(x) = x + 1, Ink (x1 . . . xn) = xk. Îïåðàöèè

äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ:

• Êîìïîçèöèÿ: åñëè f, g1 . . . gk � ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå, òî h(
→
x)

def
� f(g1(

→
x

) . . . gn(
→
x)) òàêîâà.

• Ïðèìèòèâíàÿ ðåêóðñèÿ: åñëè g, h � ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå, òî ñòðîèì ïî ñëå-

äóþùèì ïðàâèëàì. {
f(0,

→
x) = g(

→
x),

f(n+ 1,
→
x) = h(f(n,

→
x), n,

→
x).

13Èç Nk.
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Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì

â äàëüíåéøåì.

Óïðàæíåíèå 17 1. f(x, y) = x+ y. Â ñàìîì äåëå,{
f(0, y) = y,

f(x+ 1, y) = S(f(x, y)).

2. f(x, y) = x · y. Äåéñòâèòåëüíî,{
x · 0 = 0

x · (y + 1) = x · y + x.

Ïî÷åìó ìû ìîæåì âåñòè ðåêóðñèþ ïî ëþáîìó àðãóìåíòó ôóíêöèè? Äåëî âîò â

÷¼ì: åñëè f � ï. ð., òî g(x, y) = f(y, x) òîæå, èáî g(x, y) = f(I2
2 (x, y), I2

1 (x, y))

3.

pd(x) =

{
x− 1 åñëè x > 0,

0 åñëè x = 0.
Äåéñòâèòåëüíî,

{
pd(0) = 0,

pd(x+ 1) = I3
2 (pd(x), x, x).

4. Ôóíêöèÿ �ïðåäûäóùåå ÷èñëî�

sgn(x) =

{
1 åñëè x > 0,

0 åñëè x = 0.
Äåéñòâèòåëüíî,

{
sg(0) = 0,

sg(x+ 1) = I3
2 (pd(x), x, x).

5. x− y îïðåäåëÿåòñÿ ñõåìîé {
x− 0 = x

x− (y + 1) = pd(x− y)

6.
min(x, y) = y · sg(x− y) + x · sg(y − x),

max(x, y) = x · sg(x− y) + y · sg(y − x),

7.

case(x, y, z) =

{
x, åñëè z = 0

y, åñëè z > 0
= x · (1− sg(z)) + y · sg(z).

Êîíåö ëåêöèè � 18

Íà÷àëî ëåêöèè � 19 9 àïðåëÿ 2015 ã.16 àïðåëÿ 2015 ã.

Îñòàòîê rm(x, y) è ÷àñòíîå qt(x, y) îò äåëåíèÿ x íà y � ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíûå

ôóíêöèè: {
rm(0, y) = 0

rm(x+ 1, y) = S(rm(x, y)) · sg(|y − S(rm(x, y))|)
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{
qt(0, y) = 0

qt(x+ 1, y) = qt(x, y) + (1− sg(‖y − S(rm(x, y))‖))

Ïóñòü f(
→
x, y) � äàííàÿ ôóíêöèÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè

∑
y<z(y≤z)

f(
→
x, y) è∏

y < z(y ≤ z)f(
→
x, y).

Óòâåðæäåíèå 41 Åñëè ôóíêöèÿ f(
→
x, y) ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíà, òî è ôóíêöèè

∑
y<z(y≤z)

f(
→
x

, y) è
∏
y < z(y ≤ z)f(

→
x, y) ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì:{
hf (
→
x, 0) = 0

hf (
→
x, y + 1) = hf (

→
x, y) + f(

→
x, y)

Îïðåäåëåíèå 49 Ñêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå R ⊆ Nk ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíî, åñëè

ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíà åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

χR(
→
x) =

{
0, åñëè R(

→
x)

1, èíà÷å

Óïðàæíåíèå 18 Ñëåäóþùèå îòíîøåíèå ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíû: =, <,≤, �x äåëèò-
ñÿ íà y�, �x ïðîñòîå�.

Îïðåäåëåíèå 50 Ïóñòü R ⊆ Nk+1. Îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû çàäàþò ñëåäóþùèå îòíî-

øåíèÿ:

∃u < v R(
→
x, u); ∀u < v R(

→
x, u).

Óòâåðæäåíèå 42 Åñëè R ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíî, òî ∃u < y R, ∀u < y R òàêæå

ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå:

χ∃u<y R(
→
x, u) =

∏
u<y

χR(
→
x, u),

χ∀u<y R(
→
x, u) = sg

∑
u<y

χR(
→
x, u).

Îïðåäåëåíèå 51 Îãðàíè÷åííûé µ-îïåðàòîð:

f(
→
x, z) = µy < z.R(

→
x, y) =

{
íàèìåíüøåå y òàêîå, ÷òî y < z è R(

→
x, y),åñëè îí ñóùåñòâóåò,

z, èíà÷å.

Óòâåðæäåíèå 43 Åñëè R ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíî, òî µ y < z. R(
→
x, y) ïðèìèòèâíî

ðåêóðñèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî: µ y < z. R(
→
x, y) = 1 +

∑
y<z

∏
u≤y

(1− χR(
→
x, u).
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Óïðàæíåíèå 19 Îáîçíà÷èì ÷åðåç px ïðîñòîå ÷èñëî ñ íîìåðîì x (ïî âîçðàñòàíèþ).

Ýòî ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ îò x. Äåéñòâèòåëüíî:

p0 = 2, px+1 = µ y < (px)! + 1. (Prime(y) ∧ px < y).

Îïèøåì êîäèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàòóðàëüíûìè ÷èñ-

ëàìè, ïðè êîòîðîì åñòåñòâåííûå îïåðàöèè íàä ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè îêàæóòñÿ ïðèìè-

òèâíî ðåêóðñèâíûìè. À èìåííî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0, . . . , an áóäåì êîäèðîâàòü ÷èñ-

ëîì pa00 ·pa1+1
1 ·. . .·pan+1

n . Îáîçíà÷èì êîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, . . . , an ÷åðåç da0, . . . , ane.

Óòâåðæäåíèå 44 Ñëåäóþùèå ôóíêöèè ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíû:

1. f(x, i) = (x)i � ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïðè pi â ðàçëîæåíèè x íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

2. lh(x) � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé x

3. ïðèïèñûâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

da0, . . . , ane ∗ db0, . . . , bme = da0, . . . , an, b0, . . . , bme

4. ïðåäèêàò seq(x) �x � êîä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè�

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäúÿâèì âûðàæåíèå äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ÷åðåç èçâåñòíûå íàì

ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè.

• (x)i = µ y < x. (pyi | x ∧ ¬(py+1
i | x));

• lh(x) =
∑
y≤x

χR(x, y), ãäå R = {〈x, y〉 | Prime(y) ∧ (y | x) ∧ x 6= 0};

• x ∗ y = x ·
∏
j < lh(y)(Plh(x)+j)

(y)j .

• seq(x) = ∀i < lh(x)(pi | x)

Óòâåðæäåíèå 45 Ïóñòü äëÿ i, j = 1, . . . , n ôóíêöèè gi è îòíîøåíèÿ ∪Ri = Nk

ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíû, ïðè÷åì Ri ∩ Rj = 0 (i 6= j) è
⋃
iRi = Nk. Òîãäà ïðèìèòèâíî-

ðåêóðñèâíà ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ ðàçáîðà ñëó÷àåâ:

f(
→
x) =


g1(
→
x), åñëè R1(

→
x),

g2(
→
x), åñëè R2(

→
x),

. . .

gn(
→
x), åñëè Rn(

→
x).

Äîêàçàòåëüñòâî. f(
→
x) = g1(

→
x) · χR1(

→
x) + . . .+ gn(

→
x) · χRn(

→
x).
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Îïðåäåëåíèå 52 Ñîâìåñòíàÿ ðåêóðñèÿ: ïóñòü g1, g2, h1, h2 � ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâ-

íûå ôóíêöèè. Äëÿ i = 1, 2 ïîëîæèì fi(
→
x, 0) = gi(

→
x),

fi(
→
x, y + 1) = hi(

→
x, y, f1(

→
x, y), f2(

→
x, y)). Òîãäà fi ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ðåêóðñèåé ôóíêöèþ

g(
→
x, y) = df1(

→
x, 0), f2(

→
x, 0)e

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(
→
x, 0) = dg1(

→
x), g2(

→
x)e

g(
→
x, y + 1) = dh1(

→
x, y, (g(

→
x, y))1, (g(

→
x, y))2), h2(

→
x, y, (g(

→
x, y))1, (g(

→
x, y))2)e

Ïîñëå ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

fi(
→
x, y) = (g(

→
x, y))i.

Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà çàäàåò (ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíóþ) íóìåðàöèþ ïàð ÷èñåë:

pair(x, y) = sg(x− y)(x2 + 2y + 1) + sg(y − x)(y2 + 2x).

Ïîðÿäîê áóäåò òàêèì: (0, 0); (0, 1), (1, 0), (1, 1); (0, 2), (2, 0), (1, 2), (2, 1), (2, 2); . . .

Îáðàòíûå ê íåé ôóíêöèè ëåâîãî è ïðàâîãî ÷ëåíà ïàðû òàêæå ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíû:

äåéñòâèòåëüíî, left(0) = right(0) = 0, à òàêæå

left(n+ 1) =


right(n), åñëè left(n) < right(n),

right(n) + 1, åñëè left(n) > right(n),

0, åñëè left(n) = right(n)

right(n+ 1) =

{
left(n), åñëè left(n) 6= right(n),

left(n) + 1, åñëè left(n) = right(n).

Ïîëüçóåìñÿ ëåììàìè î ðàçáîðå ñëó÷àåâ è äâîéíîé ðåêóðñèè.

Îïðåäåëåíèå 53 Âîçâðàòíàÿ ðåêóðñèÿ: f](
→
x, y) =

∏
u < y(pu)

f(
→
x ,u).

(Ïðè ýòîì f(
→
x, y) = (f](

→
x, y + 1))y+1.)

Óòâåðæäåíèå 46 Åñëè h ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíà, òî f(
→
x, y)

def
� h(

→
x, y, f](

→
x, y)) �

òîæå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèè f è f] íóæíî îïðåäåëÿòü ñîâìåñòíîé ðåêóðñèåé:

f(
→
x, 0) = h(

→
x, 0, 1)

f](
→
x, 0) = 1

f(
→
x, y + 1) = h(

→
x, y, f](

→
x, y))

f](
→
x, y + 1) = f](

→
x, y) ∗ f(

→
x, y)

Èäåÿ âîçâðàòíîé ðåêóðñèè � çàäàâàòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå, èñõîäÿ íå òîëüêî

èç îäíîãî ïðåäûäóùåãî, íî è èç âñåõ ïðåäøåñòâîâàâøèõ çíà÷åíèé. Íàïðèìåð, òàêîâû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è (a0 = 1, a1 = 1, an = an−1 +an−2(n ≥ 2)) è áîëüøèíñòâî

ñèíòàêñè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåðìà
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1. Tm(t) = 1, åñëè V ar(t) ∨ Const(t);

2. Åñëè t = f(t1, . . . , tn) ∧ Fn(fn) ∧ ∀i ∈ 1 . . . n (Tm(ti) = 1), òî Tm(t) = 1;

3. Tm(t) = 0, èíà÷å.

Ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 54 Ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ ïðè çàìûêàíèè êëàññà ïðèìèòèâíî-

ðåêóðñèâíûõ ôóêíöèé îòíîñèòåëüíî (íåîãðàíè÷åííîãî) µ�îïåðàòîðà:

f(
→
x) = µy.(g(

→
x, y) = 0)

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî f(
→
x) = y, åñëè g(

→
x, y) = 0 è äëÿ êàæäîãî z < y çíà÷åíèå g(

→
x, y)

îïðåäåëåíî è g(
→
x, y) 6= 0, è f(

→
x) íå îïðåäåëåíà èíà÷å.

Ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ ðåêóðñèâíà, íî íå ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíà.

Óïðàæíåíèå 20 Ôóíêöèÿ Àêêåðìàíà:
Ack(0, x) = x+ 2,

Ack(n+ 1, 0) = Ack(n, 0),

Ack(n+ 1,m+ 1) = Ack(n,Ack(n+ 1,m))

Òîãäà Ack(1, 0) = 2, Ack(1,m + 1) = Ack(1,m) + 2, Ack(2, 0) = 2, Ack(2,m + 1) =

2(Ack(2,m))+2, ÷òî âëå÷¼ò Ack(2,m) ≥ 2m.Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî k-òàÿ âåòâü ôóíêöèè

Àêêåðìàíà ðàñò¼ò áûñòðåå ëþáîé ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè, â êîòîðîé íå áî-

ëåå k âëîæåííûõ ðåêóðñèé (òåîðåìà íåñëîæíà, íî âû÷èñëèòåëüíî íåïðèÿòíà). Â ÷àñò-

íîñòè, äèàãîíàëèçèðîâàííàÿ Ack(n, n) ÿâëÿåòñÿ íå-ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ôóíêöèåé

îäíîé ïåðåìåííîé.

1.4 Ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè (â øèðîêîì ñìûñëå)

Òåîðåìà 37 [Êëèíè, îá óíèôîðìèçàöèè] Ñóùåñòâóþò òàêèå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ

ôóíêöèÿ U è ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûé ïðåäèêàò T, ÷òî äëÿ ëþáîé (÷àñòè÷íîé) âû÷èñ-

ëèìîé ôóíêöèè f(
→
x) ìîæíî ïîäîáðàòü ÷èñëî e ∈ N, ÷òî ∀ →x f(

→
a) ≡ U(µy. T (e,

→
x, y)).

Òåîðåìà 38 Ôóíêöèÿ ðåêóðñèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà âû÷èñëèìà ïî Òüþ-

ðèíãó.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Êîíåö ëåêöèè � 19

Íà÷àëî ëåêöèè � 20 16 àïðåëÿ 2015 ã.23 àïðåëÿ 2015 ã.
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Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà. Àðèôìåòè÷åñêàÿ èåðàðõèÿ. Σ1�îïðåäåëèìîñòü.

Ðàññìîòðèì àðèôìåòèêó PA(+, ·, 0, S,=,≤), ãäå x ≤ y ↔ ∃z x+ z = y. Áóäåì èçó÷àòü,

êàêòå èìåííî ïîäìíîæåñòâà íàòóðàëüíîãî ðÿäà ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëèìûìè. Äàëåå, ââå-

ä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

∀x ≤ t ϕ(x)
def⇐⇒ ∀x (x ≤ t→ ϕ(x)),

∃x ≤ t ϕ(x)
def⇐⇒ ∃x (x ≤ t ∧ ϕ(x)),

ãäå x íå âõîäèò â t.

Îïðåäåëåíèå 55 Îãðàíè÷åííûå ôîðìóëû (êëàññ ∆0) � ýòî ôîðìóëû, âñå âõîæäåíèÿ

êâàíòîðîâ â êîòîðûå îãðàíè÷åíû.

Óòâåðæäåíèå 47 Åñëè ϕ(
→
x) ∈ ∆0, òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî çíà÷åíèÿì

ïàðàìåòðîâ ôîðìóëû
→
n ïðîâåðÿåò N |= ϕ(

→
n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî âû÷èñëèòü

çíà÷åíèÿ òåðìîâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó, ïîñëå ýòîãî îãðàíè÷åííûå êâàíòîðû ìîæíî

çàìåíèòü êîíå÷íûìè êîíúþíêöèÿìè è äèçúþíêöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 56 Êëàññû Σn è Πn. Σ0 = Π0 = ∆0.

Σn+1
def⇐⇒ {∃x ϕ(

→
x,
→
y ) | ϕ ∈ Πn},

Πn+1
def⇐⇒ {∀x ϕ(

→
x,
→
y ) | ϕ ∈ Σn}

Îïðåäåëèì êëàññèôèêàöèþ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåäèêàòîâ (ò.å. ïðåäèêàòîâ, âûðà-

çèìûõ â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè): ñêàæåì, ÷òî ïðåäèêàò P ⊆ Nk ëåæèò â

Σn(Πn), åñëè P îïðåäåëèì Σn(Πn)-ôîðìóëîé. Äàëåå, ïðåäèêàò P ïðèíàäëåæèò êëàññó

∆n, åñëè îí îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæèò Σn è Πn.

Óòâåðæäåíèå 48 • Êëàññû Σn è Πn�îòíîøåíèé çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îãðàíè-

÷åííûõ êâàíòîðîâ.

• Êëàññ Σn çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ, à Πn îòíîñèòåëüíî

êâàíòîðà âñåîáùíîñòè.

• Êëàññû Σn è Πn çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è äîïîëíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Îñíîâûâàåìñÿ íà ñëåäóþùèõ ýêâèàëåíòíîñòÿõ:

∃x < a∃yϕ ∼ ∃y∃x < aϕ

∀x < a∃yϕ(a, x, y) ∼ ∃z∀x < a∃u < z(ϕ(a, x, y/u) ∧ u = (z)x)

∀x < a∀yϕ ∼ ∀y∀x < aϕ

∃x < a∀yϕ ∼ ∀y∀x < aϕ
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2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåì ñëåäóþäùèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

∀x∀yϕ(x, y) ∼ ∀z∃x < z∃y < z(x = left(z) ∧ y = right(z) ∧ ϕ(x, y))

∃x∃yϕ(x, y) ∼ ∃z∃x < z∃y < z(x = left(z) ∧ y = right(z) ∧ ϕ(x, y))

3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûíîñèì êâàíòîðû ÷åðåç êîíúþíêöèþ è äèçúþíêöèþ.

Óòâåðæäåíèå 49 Ëþáàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé Σn-ôîðìóëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ïðåäâàð¼ííîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Çàòåì, ïî ïðåäû-

äóùåé ëåììå, áëîêè îäíîèìåííûõ êâàíòîðîâ ìîæíî çàìåíèòü îäíèì êâàíòîðîì. Âî-

îáùå ãîâîðÿ, íè ïðåäñòàâëåíèå, íè n íå åäèíñòâåííû (íî ñðåäè ïîäõîäÿùèõ n ìîæíî

âûäåëèòü ìèíèìàëüíûé).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà ýòîãî ðàçäåëà:

Òåîðåìà 39 [Îá ýêâèâàëåíòíîñòè Σ1-îïðåäåëèìîñòè è ïåðå÷èñëèìîñòè] Ïðåäèêàò

P ⊆ Nk ÿâëÿåòñÿ Σ1-îïðåäåëèìûì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà P ïåðå÷èñ-

ëèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðå÷èñëèìîñòü Σ1 ïðåäèêàòîâ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êëàññ ïðèìèòèâíî-

ðåêóðñèâíûõ îòíîøåíèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî áóëåâûõ ñâÿçîê è îãðàíè÷åííûõ êâàí-

òîðîâ.

Äîêàæåì îáðàòíîå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ãðàôèê ëþáîé ðåêóðñèâíîé

ôóíêöèè Σ1-îïðåäåëèì. Äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ðåêóðñèâíîé ñõåìå: äëÿ êàæäîé

ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íàéäåòñÿ Σ1 ôîðìóëà F (x1, . . . , xn, y), òàêàÿ ÷òî

äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k1, . . . , kn.m

f(k1, . . . , kn) = m ⇐⇒ ω |= F (k1, . . . , kn,m).

Ïîñòðîèì ñíà÷àëà ôîðìóëû äëÿ áàçîâûõ ôóíêöèé.

• Z(x) = 0; F (x, y)
def
� x = x ∧ y = 0;

• S(x) = x+ 1; F (x, y)
def
� y = S(x);

• Ikn(x1, . . . , xn) = xk; F
k
n (x1, . . . , xn, y)

def
� (

∧n
i=1(xi = xi)) ∧ y = xk.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ f ïîëó÷åíà êîìïîçèöèåé èç ôóíêöèé h(y1, . . . , yk) è gi(x1, . . . , xn),

òî åñòü f(x1, . . . , xn) = h(g1(x1, . . . , xn), . . . , gk(x1, . . . , xn)). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-

öèè, ãðàôèêè ôóíêöèé h è gi îïðåäåëÿþòñÿ Σ1-ôîðìóëàìèH(y1, . . . , yk, y) èGi(x1, . . . , xn, zi)

Ïîëîæèì

F (x1, . . . , xn, y)
def
� ∃z1 . . . ∃zk

(
H(z1, . . . , zk, y) ∧

(
k∧
i=1

Gi(x1, . . . , xn, zi)

))
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò ãðàôèê ôóíêöèè f è îíà Σ1, ïîñêîëüêó êëàññ

Σ1-ôîðìóë çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è áóëåâûõ îïåðàöèé.

Ïóñòü òåïåðü f ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè g ñ ïîìîùüþ µ-îïåðàòîðà, òî åñòü f(x1, . . . , xn) =

µy.(g(x1, . . . , xn, y) = 0), ïðè÷åì ôóíêöèÿ g � âñþäó îïðåäåëåííàÿ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè íàéäåòñÿ Σ1-ôîðìóëà G(x1, . . . , xn, y, z), îïðåäåëÿþùàÿ ãðàôèê ôóíêöèè g.

Ïîëîæèì

F (x1, . . . , xn, y)
def
� G(x1, . . . , xn, y, 0) ∧ ∀z < y¬G(x1, . . . , xn, z, 0).

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò ãðàôèê ôóíêöèè f , è îíà çàäàåò Σ1-îòíîøåíèå,

ïîñêîëüêó êëàññ Σ1-îòíîøåíèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî áóëåâûõ ñâÿçîê è îãðàíè÷åííûõ

êâàíòîðîâ.

Ïóñòü, íàêîíåö, ôóíêöèÿ f áóäåò ïîëó÷åíà èç g è h ðåêóðñèåé, òî åñòü{
f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn)

f(x1, . . . , xn, y + 1) = h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y))

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ãðàôèêè ôóíêöèé g è h îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëà-

ìè G(x1, . . . , xn, u) è H(x1, . . . , xn, y, z, v). Òîãäà, â ïîëóôîðìàëüíîé çàïèñè, ôîðìóëà

F (x1, . . . , xn, y, w) äîëæíà îçíà÷àòü ñëåäóþùåå:

∃s ( length(s) = y + 1 ∧G(x1, . . . , xn, (s)0) ∧ (s)y = w∧
∧∀i < yH(x1, . . . , xn, i, (s)i, (s)i+1))

Êîäèðîâàíèå ñèíòàêñèñà

Îïèøåì êîäèðîâàíèå ñèíòàêñèñà ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Öåëü

� ñäåëàòü ýòî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åñòåñòâåííûå ïðåäèêàòû �áûòü êîäîì òåðìà�,

�áûòü êîäîì ôîðìóëû�, �áûòü êîäîì àêñèîìû�, è íàêîíåö, �x � êîä âûâîäà ôîðìóëû ñ

êîäîì y� áûëè ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíûìè. Êàæäîìó ñëîâó ϕ áóäåì ñîïîñòàâëÿòü åãî

ãåäåëåâ íîìåð � ÷èñëî pϕq.
Êîíåö ëåêöèè � 20

Íà÷àëî ëåêöèè � 21 23 àïðåëÿ 2015 ã.30 àïðåëÿ 2015 ã.

Ïóñòü Σ � íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíàÿ ñèãíàòóðà, ñîäåðæàùàÿ ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû

{fni }, ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû {Rn
i }, ïåðåìåííûå v0, v1, . . . Íàïðèìåð, ïîëîæèì = êàê R2

0,

0 êàê f 0
0 , S åñòü f 1

0 è òàê äàëåå. Íàøà öåëü � ïðèïèñàòü ã¼äåëåâû íîìåðà îáúåêòàì

ÿçûêà, ÷òîáû ðàçíûì îáúåêòàì ñîîòâåòñòâîâàëè ðàçíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, à ñìûñë

ñëîâà ìîã áû îïðåäåëÿòüñÿ ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíûì îáðàçîì. Îáîçíà÷èâ ã¼äåëåâ íî-

ìåð îáúåêòà A êàê pAq, ðàñïðåäåëèì íîìåðà, ñêàæåì, òàê:
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pviq
def
� 〈1, i〉

pfni q
def
� 〈2, 〈n, i〉〉

pRn
i q

def
� 〈3, 〈n, i〉〉

p¬q
def
� 〈4, 0〉

p→q
def
� 〈4, 1〉

p∀q
def
� 〈4, 2〉

psq > 4 äëÿ ëþáîãî ñèìâîëà s

Â ÷àñòíîñòè, p(A→ B)q = 〈p→q, pAq, pBq〉, p¬Aq = 〈p¬q, pAq〉, p∀viAq = 〈p∀q, pviq, pAq〉.
Äîâîëüíî ïîíÿòíî, êàê ðàçáèðàòü âûðàæåíèå ïî åãî êîäó è ïîíèìàòü, ÷åì îíî ÿâëÿ-

åòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ïðîöåäóðû!

Óïðàæíåíèå 21 Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Tm(x) è âû-

ïèøåì ÿâíî ôóíêöèþ ïðîâåðêè �x åñòü ã¼äåëåâ íîìåð òåðìà�:

1. Âåðíóòü 1, åñëè ∃i ≤ x x = 〈1, i〉

2. Âåðíóòü 1, åñëè Seq(x) ∧ ∃n ≤ x lh(x) = n+ 1 ∧ ∃i ≤ x (x)0 = 〈2, 〈n, i〉〉 ∧ ∀j < n :

Tm((x)j+1) = 0,

3. Âåðíóòü 0, èíà÷å.

Òî, ÷òî ñìûñë âåðåí, ÿñíî: ìû ïðîâåðÿåì, ÷òî ëèáî x � íîìåð ïåðåìåííîé, ëèáî

êîäèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà è òåðìîâ. Ýòà ôóíêöèÿ

ïðèìèòèâíî�ðåêóðñèâíà â ñèëó ëåìì î âîçâðàòíîé ðåêóðñèè è ðàçáîðå ñëó÷àåâ.

Ïîêàæåì, ÷òî îòíîøåíèå �x� êîä àòîìàðíîé ôîðìóëû � (AtFm(x)) òàêæå ïðèìèòèâíî-

ðåêóðñèâíî: ýòî áûâàåò, åñëè Seq(x) ∧ ∃n, i ≤ x((x)0 = 〈3, 〈n, i〉〉 ∧ lh(x) = n + 1 ∧ ∀j <
n Tm((x)j+1) = 0).

Îïðåäåëåíèå 57 �x åñòü ã¼äåëåâ íîìåð ôîðìóëû�: Fm(x).

1. Âåðíóòü 1, åñëè AtFm(x) = 0,

2. Âåðíóòü 1, åñëè Seq(x) ∧ lh(x) = 2 ∧ (x)0 = p¬q ∧ Fm((x)1) = 0,

3. Âåðíóòü 1, åñëè Seq(x) ∧ lh(x) = 3 ∧ (x)0 = p→q(x)1, (x)2 ∈ Fm14,

4. Âåðíóòü 1, åñëè Seq(x) ∧ lh(x) = 3 ∧ (x)0 = p∀q ∧ ∃i ≤ x (x)1 = 〈1, i〉 ∧ (x)2 ∈ Fm,

5. Âåðíóòü 0, èíà÷å.

14Äîãîâîðèìñÿ ïèñàòü âìåñòî Fm(x) ∧ Fm(y) ñèìâîë �x, y ∈ Fm,� è àíàëîãè÷íûå.
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Îïðåäåëåíèå 58 Íóìåðàë n íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n � ýòî òåðì âèäà S(S . . . S︸ ︷︷ ︸
n

(0)) n

ðàç. Ïîëîæèì nm(x)
def
� pxq; îíà ðåêóðñèâíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê:{

nm(0) = p0q,

nm(n+ 1) = 〈pSq, nm(n)〉.

Num(x)
def
� ∃n ≤ x x = nm(n).

Ïåðåõîäèì ê ñàìîìó òåõíè÷åñêè òîíêîìó ìîìåíòó âñåé êîíñòðóêöèè.

Îïðåäåëåíèå 59 Ïîäñòàíîâêà: Sub(x, i, y) �ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â x âûðàæåíèÿ y

âìåñòî ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííîé vi�. Òî åñòü, åñëè x = pϕq, òî âûïîëíÿåòñÿ

Sub(pϕq, i, ptq) = pϕ[vi/t]q.

1. Sub(pviq, i, y) = y,

2. Sub(pvjq, i, y) = pvjq, åñëè j 6= i,

3. Sub(pfnj (t1, . . . , tn)q, i, y) = 〈pfnj q, Sub(pt1q, i, y), . . . , Sub(ptnq, i, y)〉,

4. Sub(pRn
j (t1, . . . , tn)q, i, y) = 〈pRn

j q, Sub(pt1q, i, y), . . . , Sub(ptnq, i, y)〉,

5. Sub(p¬ϕq, i, y) = 〈p¬q, Sub(pϕq, i, y)〉,

6. Sub(p→ ϕq, i, y) = 〈p→q, Sub(pϕq, i, y)〉,

7. Sub(p∀vjϕq, i, y) =

{
p∀viϕq, åñëè i = j,

〈p∀q, pvjq, Sub(pϕq, i, y)〉, åñëè i 6= j,

8. 0 (íàïðèìåð), èíà÷å.

Òåïåðü ìû íàó÷èëèñü ïðîâåðÿòü ñâîáîäíîñòü âõîæäåíèÿ: ýòî íåèçìåííîñòü ïðè ïîä-

ñòàíîâêå.

Îïðåäåëåíèå 60 Free(x, y)
def
� �x åñòü ã¼äåëåâ íîìåð ïåðåìåííîé, èìåþùåé ñâîáîä-

íîå âõîæäåíèå â âûðàæåíèå ñ íîìåðîì y�:

∃i ≤ x (x = pviq = 〈1, i〉 ∧ Sub(y, i, p0q) 6= y).

Tm(t) ∧ Free(x, t) �ïåðåìåííàÿ x âõîäèò â t�.

Óïðàæíåíèå 1.2 Âîçâðàòíîé ðåêóðñèåé ïî ïîñòðîåíèþ y âûïèøèòå àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì îïðåäåëåíèå SubFm(x, y) �x åñòü êîä ïîäôîðìóëû ôîðìóëû ñ êîäîì y�.
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Îïðåäåëåíèå 61 Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå íå ïîëíîñòüþ ôîðìàëüíî, ò.ê. ìû îòîæ-

äåñòâëÿåì ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ñ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûìè ôóíêöèÿìè, âû÷èñëÿþùè-

ìè èõ íîìåðà.

Sbnt(t, i, ϕ) �t ïîäñòàíîâî÷åí â ϕ âìåñòî ñâîáîäíîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé vi�:

Sbnt(t, i, ϕ) = 0↔ Tm(t) ∧ V ar(vi) ∧ Fm(ϕ) ∧ { îäíî èç íèæåïåðå÷èñëåííîãî:}
1. AtFm(ϕ);

2. ∃ϕ1, ϕ2 < ϕ ϕ = (ϕ1 ∧ ϕ2) ∧ Sbnt(t, i, ϕ1) = 0 ∧ Sbnt(t, i, ϕ2) = 0;

3. ∃ϕ1 < ϕ ϕ = (¬ϕ1) ∧ Sbnt(t, i, ϕ1) = 0;

4. ∃ψ < ϕ ϕ = P (x, vi) ∧ (j = i ∨ (Sbnt(t, i, ψ) ∧ ¬(vj ∈ V ar(t) ∧ Free(vi, ψ)))).

LogAx(x) =
k∨
i=1

Axi(x),

ãäå, íàïðèìåð, Ax1(x) = ∃a, b ≤ x (a, b ∈ Fm ∧ x = 〈p→q, a, 〈p→q, b, a〉〉)
. . .

Ax10(x) = ∃y ≤ x∃i ≤ x x = p∀viϕ → ϕ[t/vi]q, ãäå t ïîäñòàíîâî÷íî âìåñòî vi â

ϕ,∧Tm(t) ∧ Fm(y) ∧ x = 〈p→q, 〈p∀q, pviq, y〉, Sub(y, i, t)〉.
Èìååò ñìûñë òàêæå îïðåäåëèòü âûâåäåíèå ÷åðåç modus ponens:

MP (x, y, z)
def
� (y = 〈p→q, x, z〉 ∧ x, y, z ∈ Fm),

ïðåäñòàâèìîñòü ôîðìóëû â âèäå êâàíòîðà âñåîáùíîñòè îò äðóãîé:

Gen(x, i, y)
def
� (y = 〈p∀q, pviq, x〉);

òåïåðü ìû ìîæåì óñòàíîâèòü �y åñòü âûâîä x â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ�:

PrfPC(x, y) = Seq(y) ∧ ∀i < lh(y) : Fm((y)i) ∧ ∀i < lh(y) (LogAx((y)i) ∨ ∃j, k <

i MP ((y)j, (y)k, (y)i) ∨ ∃p < y∃j < i Gen((y)j), p, (y)i).

Êîíåö ëåêöèè � 21

Íà÷àëî ëåêöèè � 22 30 àïðåëÿ 2015 ã.14 ìàÿ 2015 ã.

Ïîäâåä¼ì èòîãè, ÷åãî èìåííî ìû äîáèëèñü.

• Îïèñàëè ïðèìèòèâíî�ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè.

• Îïèñàëè êîäèðîâàíèå íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè ñèíòàêñèñà àðèôìåòèêè.

• Äîêàçàëè ïðèìèòèâíóþ ðåêóðñèâíîñòü íåêîòîðûõ ôóíêöèé è ïðåäèêàòîâ, ñâÿ-

çàííûõ ñ ñèíòàêñèñîì àðèôìåòèêè, â ÷àñòíîñòè, ïðåäèêàòà âûâîäèìîñòè èç ãè-

ïîòåç PrfPC(y, x)

Îïðåäåëåíèå 62 Ïóñòü T � òåîðèÿ â àðèôìåòè÷åñêîì ÿçûêå. Îòíîøåíèå P (
→
x) ⊆ Nk

ðàçðåøèìî â T, åñëè ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ϕ(
→
x), ÷òî ∀ →n

P (
→
n) ⇒ T ` ϕ(

→
n)

¬P (
→
n) ⇒ T ` ¬ϕ(

→
n).
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Îïðåäåëåíèå 63 Ôóíêöèÿ f(
→
x) ïðåäñòàâèìà â T, åñëè ñóùåñòâóåò ϕ(

→
x, y) òàêàÿ,

÷òî:
f(
→
n) = m⇒ T ` ϕ(

→
n,m) è

T ` ∀y(ϕ(
→
n, y)→ y = m).

Íî íàèáîëåå åñòåñòâåííûì è èäåéíûì (íå òåõíè÷åñêèì) ÿâëÿåòñÿ òàêîå ïîíÿòèå:

Îïðåäåëåíèå 64 Ôóíêöèÿ äîêàçóåìî ðåêóðñèâíà â T, åñëè ∃ϕ(
→
x, y) ∈ Σ1 :

f(
→
n) = m⇔ N |= ϕ(

→
n,m) è

T ` ∀ →x ∃!y ϕ(
→
x, y).

Òåîðåìà 40 1. Ëþáàÿ ÏÐÔ Σ1-îïðåäåëèìà â N;

2. Ëþáàÿ ÏÐÔ äîêàçóåìà ðåêóðñèâíî â PA (è äàæå â IΣ1);

3. Â êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìîé àðèôìåòèêå Ðîáèíñîíà Q, ÿâëÿþùåéñÿ PA áåç

ñõåìû èíäóêöèè, íî ñ äîáàâëåííîé àêñèîìîé ∀y(y 6= 0→ ∃xy = S(x)) ðàçðåøèìû

âñå ÏÐ (è äàæå ðåêóðñèâíûå) îòíîøåíèÿ è ïðåäñòàâèìû âñå ÏÐÔ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôàêòîâ íàì ïîíàäîáèòñÿ äðóãîå ÿðêîå äîñòèæåíèå Ã¼äåëÿ

� èíîé âàðèàíò êîäèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Óòâåðæäåíèå 50 Ñóùåñòâóåò òàêàÿ (òîòàëüíàÿ) Σ1-îïðåäåëèìàÿ ôóíêöèÿ β(x, y, z),

÷òî

∀〈k0 . . . kn〉 ∃a, b : ∀i ≤ n β(a, b, i) = ki.

Å¼ ëåãêî óêàçàòü: β(x, y, z) � ýòî îñòàòîê îò äåëåíèÿ (z + 1) · y + 1 íà x. Å¼ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà:

β(x, y, z) = u
def
� ∃q ((z + 1) · y + 1 = qx+ u ∧ u < x).

Ïîâåðèì áåç äîêàçàòåëüñòâà: IΣ1 ` ∀x, y, z ∃!u β(x, y, z) = u.

Ïîëîæèì m = max(n, k0 . . . kn), c = m! Âûïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u0 . . . un, ãäå

ui
def
� c(i+ 1) + 1.

Óòâåðæäåíèå 51 ÍÎÄ(ui, uj) = 1, åñëè i 6= j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå: ïóñòü p | ui, p | uj. Òîãäà p | (ui − uj) = c(i − j).
Íå ìîæåò áûòü, ÷òîáû p | c, èáî â ýòîì ñëó÷àå p | ui è p | (ui − 1), ÷òî íåâîçìîæíî;

çíà÷èò, p | (i − j). Íî o < i − j ≤ n ≤ m, îòêóäà (i − j) | m! = c. Èòàê, îïÿòü p | c, è
ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ýòè ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû.

Òåïåðü â èãðó âñòóïàåò
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Òåîðåìà 41 [Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ] ∀k0 . . . kn∃b < u0 . . . un, ÷òî ∀i ≤ nb ≡ ki

(mod ui).

ki < ui, ïîýòîìó ki åñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ b íà ui, ìû ïîëó÷àåì β(b, c, i) =

rm(b, ui) = ki.

Äîêàæåì ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû. Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ink , S, Z(x) ≡ 0. S(x) = y x = x ∧ y = 0 Ink = y ↔ y = xk.

2. Êîìïîçèöèÿ: f(g(x)) = y.

g(x) = y, f(u) = v ϕ(x, y), ψ(u, v) ∈ Σ1 ∃z(g(x) = z ∧ f(z) = y).

3. Ïðèìèòèâíàÿ ðåêóðñèÿ:{
f(0, a) = g(a),

f(n+ 1, a) = h(f(n, a), n, a)

f(n, a) = y ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ∃b, c β(b, c, 0) = g(a) ∧ ∀i < n β(b, c, i + 1) =

h(β(b, c, i), i, a)∧β(b, c, n) = y ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî⇔ ∃b, c, u, v, w : β(b, c, 0) =

u = g(0) ∧ ∀i < n β(b, c, i) = v ∧ h(v, i, a) = w ∧ β(b, c, i+ 1) = w ∧ β(b, c, n) = y.

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ê Σ1-âèäó îñòàëîñü ñòåðåòü íåîãðàíè÷åííûå êâàíòîðû, ñîñëàâøèñü

íà îáùèé ïðèíöèï (Σ1-îãðàíè÷åííîñòè): ∀i < n∃w ϕ(i, w)↔ ∃z∀i < n∃w ≤ z ϕ(i, w).

Êîíåö ëåêöèè � 22

Íà÷àëî ëåêöèè � 23 14 ìàÿ 2015 ã.21 ìàÿ 2015 ã.

Óòâåðæäåíèå 52 1. Âñÿêàÿ ∆0-ôîðìóëà ðàçðåøèìà â àðèôìåòèêå Ðîáèíñîíà Q;

2. Âñÿêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôîðìóëà ïðåäñòàâèìà â Q;

3. Q Σ1-ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ A. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà t1(
→
x) = t2(

→
x).

Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ òåðìà t äîêàæåì, ÷òî t(
→
m) = n âëå÷¼ò `Q t(

→
m) = n, à

t(
→
m) 6= n âëå÷¼ò `Q t(

→
m) 6= n. Äëÿ ýòîãî èíäóêöèåé ïî n äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â

PA âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû

m+ n = m+ n, m · n = m · n

Äëÿ áóëåâûõ ñâÿçîê ðàçðåøèìîñòü â Q ëåãêî ïðîíîñèòñÿ ÷åðåç ôîðìóëó: |= A ∧
B ⇒|= A

∧
|= B ⇒`Q A

∧
`Q B ⇒`Q A ∧B è ò. ä.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé ñ êâàíòîðîì: 2 ∀x ≤ tA(x) ⇒ n ≤ t
∧
2 A(n) ⇒`Q

n ≤ t, `Q ¬A(n)⇒`Q ¬∀x ≤ tA(x). Îáðàòíî, ïóñòü |= ∀x ≤ tA(x). Òîãäà t = n, |= ∀x ≤
nA(x)⇒ A(0)∧ . . .∧A(n)⇒ A(0)∧ . . .∧A(n). Ïî÷åìó îòñþäà ñëåäóåò æåëàííîå ∀x ≤
nA(x)? Ýòî ïðîèñõîäèò èç òîãî ôàêòà, ÷òî â Q âûâîäèòñÿ ∀x(x ≤ n↔ (x = 0∨ . . .∨x =

n)). Èíäóêöèåé ïî n : îáîñíóåì, ÷òî x ≤ 0⇔ x = 0, x ≤ Sn⇔ x ≤ n ∨ x = Sn. Òåïåðü
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âñïîìèíàåì, ÷òî îòíîøåíèå ¾ìåíüøå èëè ðàâíî¿ ìû çàäà¼ì êàê x ≤ y ⇔ ∃z x+ z = y.

Ïóñòü x+ z = 0; òîãäà ëèáî z = 0 (è x = 0), ëèáî z = Su (è x+ z = S(x+u) 6= 0) è ò. ä.

3. Ýòî ñëåäóåò èç ïóíêòà 1: ïóñòü A ∈ Σ1; |= A ⇒`Q A. |= ∃ →x A(
→
x) (A ∈ ∆0);

|= (
→
n)⇒`Q A(

→
n), `PC A(

→
n)→ ∃ →x A(

→
x).

Òåîðåìû Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå

Òåîðåìà 42 Ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ϕ (èñòèííàÿ â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè

àðèôìåòèêè), òàêàÿ ÷òî PA 6` ϕ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ ëåììà.

Óòâåðæäåíèå 53 [Î íåïîäâèæíîé òî÷êå] Ïóñòü ψ(xi) � ôîðìóëà ñ åäèíñòâåííîé

ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé xi. Íàéäåòñÿ çàìêíóòàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ϕ, òàêàÿ ÷òî

PA ` ϕ↔ ψ(dϕe).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

θ(xi)
def
� ψ(sub(xi, i, xi))

Ïóñòü

n
def
� dθe.

Ïîëîæèì

ϕ
def
� θ(m).

Òîãäà

PA ` ϕ ≡ θ(m) ≡ ψ(sub(m, i,m))

PA ` sub(m, i,m) = dθ(m)e = dϕe

Therefore

PA ` ϕ ≡ ψ(sub(m, i,m)) ≡ ψ(dϕe)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì I òåîðåìó Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

¬Prf(x, y), âûðàæàþùóþ ïðåäèêàò �x ÿâëÿåòñÿ ãåäåëåâûì íîìåðîì âûâîäà ôîðìóëû

ñ íåäåëåâûì íîìåðîì y�, ïîëîæèì Pr(y)
def
� ∃xPrf(x, y). Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ

ôîðìóëîé äîêàçóåìîñòè äëÿ àðèôìåòèêè Ïåàíî. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó ðàíüøå, äëÿ

âñÿêîé çàìêíóòîé ôîðìóëû ϕ

PA ` ϕ⇔ PA ` Pr(dϕe).
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Ïî ëåììå î íåïîäâèæíîé òî÷êå, íàéäåòñÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ϕ, òàêàÿ ÷òî

PA ` ϕ↔ ¬Pr(dϕe).

Òîãäà åñëè PA ` ϕ, òî ïî óñëîâèþ íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó PA ` ¬Pr(dϕe), ñëåäîâàòåëü-
íî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè àðèôìåòèêè PA 6` Pr(dϕe), îòêóäà PA 6` ϕ. Ïðîòèâîðå-
÷èå.

Ïóñòü òåïåðü PA ` ¬ϕ. Òîãäà ïî óñëîâèþ íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó PA ` Pr(dϕe),
ñëåäîâàòåëüíî ñîãëàñíî ñâîéñòâó ôîðìóëû äîêàçóåìîñòè PA ` ϕ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ôîðìóëîé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè äëÿ àðèôìåòèêè Ïåàíî íàçûâàåòñÿ

Consis
def
� ¬Pr(d0 = 1e)

Òåîðåìà 43 [II òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå] PA 6` Consis.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðåäèêàò äîêàçóåìîñòè óäî-

âëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (Ãèëüáåðò, Áåðíàéñ, Ãåäåëü, Ëåá).

Òåîðåìà 44 Äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ ôîðìóë ϕ è ψ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû:

PA ` ϕ ⇒ PA ` Pr(dϕe)
PA ` Pr(dϕ→ ψe)→ Pr(dϕe)→ Pr(dψe)
PA ` Pr(dϕe)→ Pr(dPr(dϕe)e).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü âòîðîå óòâåðæäåíèå, íóæíî â àðèôìå-

òèêå Ïåàíî âûâåñòè ñëåäóþùóþ ôîðìóëó (ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè x è y):

PA ` Prf(x, dϕ→ ψe)→ (Prf(y, dϕe)→ Prf(x ∗ y ∗ dψe, dψe)).

Òðåòüå óòâåðæäåíèå - ÷àñòíûé ñëó÷àé äîêàçóåìîé Σ1 ïîëíîòû àðèôìåòèêè Ïåàíî.

À èìåííî, äëÿ âñÿêîé çàìêíóòîé ôîðìóëû σ ∈ Σ1 âåðíî ñëåäóþùåå:

PA ` σ → Pr(dσe).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì II òåîðåìó Ãåäåëÿ, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Ãèëüáåðòà�

Áåðíàéñà. Äëÿ ýòîãî ìû äîêàæåì, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷íà èç I òåîðåìû Ãåäåëÿ î

íåïîëíîòå ýêâèâàëåíòíà ôîðìóëå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè.

Èòàê, ïóñòü PA ` ϕ ↔ Pr(dϕe). Îáîçíà÷èì ⊥
def
� 0 = 1 è �ψ

def
� Pr(dψe). Òîãäà

ñëåäóþùèå ôîðìóëû âûâîäèìû â àðôìåòèêå:

1. ⊥ → ϕ òàâòîëîãèÿ

2. �(⊥ → ϕ) èç 1 è ÃÁ(1)

3. �(⊥ → ϕ)→ (�⊥ → �ϕ) ÃÁ(2)

4. �⊥ → �ϕ modus ponens, 2 è 3

5. ¬�ϕ→ ¬�⊥ èç 4

6. ϕ→ ¬�ϕ óñëîâèå íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó

7. ϕ→ ¬�⊥ èç 5 è 6
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ò.å. PA ` ϕ→ Consis.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

1. ϕ→ ¬�ϕ óñëîâèå íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó

2. �(ϕ→ ¬�ϕ) èç 1 è ÃÁ(1)

3. �(ϕ→ ¬�ϕ)→ (�ϕ→ �¬�ϕ) ÃÁ(2)

4. �ϕ→ �¬�ϕ modus ponens, 2, 3

5. �ϕ→ ��ϕ ÃÁ(3)

6. �ϕ→ �¬�ϕ ∧��ϕ èç 4 è 5

7. �¬�ϕ ∧��ϕ→ �(�ϕ ∧ ¬�ϕ) èç 6

8. �ϕ ∧ ¬�ϕ→ ⊥ òàâòîëîãèÿ

9. �(�ϕ ∧ ¬�ϕ)→ �⊥ èç 8, ÃÁ(1) è ÃÁ(2)

10. �ϕ→ �⊥ èç 7 è 9

11. ¬�⊥ → ¬�ϕ èç 7 è 9

12. ¬�ϕ→ ϕ èç óðàâíåíèÿ íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó

13. ¬�⊥ → ϕ èç 11 è 12

ò.å. PA ` Consis → ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, PA ` Consis ↔ ϕ, è â ñèëó I òåîðåìû Ãåäåëÿ î

íåïîëíîòå PA 6` Consis.

Òåîðåìà 45 [òåîðåìà Ëåáà] Åñëè PA ` Pr(dϕe)→ ϕ, òî PA ` ϕ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåïîäâèæíóþ òî÷êó

PA ` ψ ↔ (Pr(dψe)→ ϕ).

Âûâîäèì â PA:

1. ψ → (�ψ → ϕ) óðàâíåíèå íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó

2. �(ψ → (�ψ → ϕ)) èç 1 è ÃÁ(1)

3. �(ψ → (�ψ → ϕ))→ (�ψ → �(�ψ → ϕ)) ÃÁ(2)

4. �ψ → �(�ψ → ϕ) èç 2 è 3

5. �(�ψ → ϕ)→ (��ψ → �ϕ) ÃÁ(2)

6. �ψ → (��ψ → �ϕ) èç 4 è 5

7. (�ψ → ��ψ)→ (�ψ → �ϕ) ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ëîãèêà, 6

8. �ψ → ��ψ ÃÁ(3)

9. �ψ → �ϕ 7 è 8

10. �ϕ→ ϕ ïî óñëîâèþ

11. �ψ → ϕ 9 è 10

12. (�ψ → ϕ)→ ψ 10 è 11

13. ψ 11 è 12

14. �ψ 13

15. ϕ 11 è 14
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Òåîðåìà 46 [Òåîðåìà Òàðñêîãî] Îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò �x åñòü ãåäåëåâ íîìåð ôîð-

ìóëû, èñòèííîé â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè àðèôìåòèêè�, íå ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì,

ò.å. íå ñóùåñòâóåò ôîðìóëà T (x), òàêàÿ ÷òî äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ ôîðìóë ϕ

ω |= ϕ ⇔ ω |= T (pϕq).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ôîðìóëà T (x) ñóùåñòâó-

åò, è ðàññìîòðèì íåïîäâèæíóþ òî÷êó ôîðìóëû ¬T (x)

PA ` ϕ↔ ¬T (pϕq).

Òîãäà åñëè ω |= ϕ, òî â ñèëó óñëîâèÿ íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó ω |= ¬T (pϕq), è çíà÷èò

ω 6|= T (pϕq). Ïî óñëîâèþ íà T (x) ïîëó÷èì ω 6|= ϕ, ïðîòèâîðå÷èå.

Åñëè æå ω 6|= ϕ, òî â ñèëó óñëîâèÿ íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó ω |= T (pϕq). Ïî óñëîâèþ

íà T (x) ïîëó÷èì ω |= ϕ, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà ϕ íå ìîæåò áûòü íè èñòèííîé, íè ëîæíîé â ω, ïðîòèâî-

ðå÷èå.

Òåîðåìà 47 Àðèôìåòèêà Ïåàíî íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: åñëè àðèôìåòèêà ðàçðåøèìà, òî íàéäåòñÿ Σ1-

ôîðìóëà P (x), òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîìðóëû ϕ

åñëè PA ` ϕ, òî PA ` P (pϕq)

åñëè PA 6` ϕ, òî PA ` ¬P (p¬ϕq)

Ðàññìîòðèì íåïîäâèæíóþ òî÷êó ôîðìóëû ¬Px

PA ` ϕ↔ ¬P (ϕ).

Òîãäà åñëè PA ` ϕ, òî PA ` ¬P (ϕ) èç óñëîâèÿ íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó è PA ` P (ϕ) â

ñèëó ñâîéñòâ ôîðìóëû P , ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè æå PA 6` ϕ, òî PA ` ¬P (ϕ) â ñèëó ñâîéñòâ

ôîðìóëû P , ñëåäîâàòåëüíî PA ` ϕ èç óñëîâèÿ íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ïðîòèâîðå÷èå.

Íà ñàìîì äåëå, ñ ïîìîùüþ òîé æå ñàìîé êîíñòðóêöèè ìîæíî äîêàçàòü ðåçóëüòàò

î íåðàçðåøèìîñòè äëÿ ìåíüøåé òåîðèè, à èìåííî, äëÿ àðèôìåòèêè Ðîáèíñîíà Q. Â

îòëè÷èå îò àðèôìåòèêè Ïåàíî,Q ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðóåìîé, ñëåäîâàòåëüíî

èç íåðàçðåøèìîñòè Q ïîëó÷èàå ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 48 Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ â ñèãíàòóðå àðèôìåòèêè íåðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì àêñèîìû Q, çàìåíèâ ôóíêöèîíàëüíûå áóêâû íà ïðåäè-

êàòíûå. Èõ êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïóñòü A � êîíúþíêöèÿ ýòèõ àêñèîì. Äëÿ êàæäîé àðèôìå-

òè÷åñêîé ôîðìóëû ϕ ÷åðåç ϕ′ îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò çàìåíû ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ

â ýòîé ôîðìóëå íà ïðåäèêàòíûå. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå:

Q ` ϕ⇔ PC ` A′ → ϕ′.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïîçíàâàíèå âûâîäèìîñòè â òåîðèè Q ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ðàñïîçíà-

âàíèÿ âûâîäèìîñòè â PC, è çíà÷èò âûâîäèìîñòü â PC íåðàçðåøèìà, ïîñêîëüêó âûâî-

äèìîñòü â Q íåðàçðåøèìà.

Êîíåö ëåêöèè � 23

21 ìàÿ 2015 ã.
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Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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