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1. Rn � åâêëèäîâî, íîðìèðîâàííîå è ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ìíîæåñòâî Rn ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì n ìíîæåñòâ R, ò. å. ñîñòîèò èç óïî-
ðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (x1, x2, . . . , xn) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë xi. Íà Rn ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ

ñëîæåíèÿ è îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî:

• (x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

• α(x1, x2, . . . , xn) = (αx1, αx2, . . . , αxn).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Rn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R. Âåêòîðà

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . en = (0, 0, . . . , 1)

îáðàçóþò áàçèñ, ò. å. âñÿêèé âåêòîð x åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ek:

x = x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ⟨ · , · ⟩ : Rn × Rn → R, çàäàííóþ ôîðìóëîé:

⟨x, y⟩ = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn.

Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(i) ⟨x, x⟩ > 0 è ⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0;

(ii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩;
(iii) ⟨α1x1 + α2x2, y⟩ = α1⟨x1, y⟩+ α2⟨x2, y⟩.
Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ⟨ · , · ⟩ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì òðåì ñâîé-

ñòâàì, íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà 1.1. (Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà) Äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn âûïîëíÿåò-

ñÿ íåðàâåíñòâî

|⟨x, y⟩| 6
√

⟨x, x⟩
√

⟨y, y⟩,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè x è y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè y = 0 óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî. Ïóñòü òåïåðü y ̸= 0.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ

f(t) = ⟨x− ty, x− ty⟩ = ⟨x, x⟩ − 2t⟨x, y⟩+ t2⟨y, y⟩.

Òàê êàê f(t) > 0 äëÿ âñåõ t, òî

D = 4|⟨x, y⟩|2 − 4⟨x, x⟩⟨y, y⟩ 6 0.

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íåìåäëåííî ñëåäóåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,

÷òî D = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x− ty = 0 äëÿ íåêîòîðîãî t. �
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Âåëè÷èíà ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ íàçûâàåòñÿ íîðìîé èëè äëèíîé âåêòîðà x.
ôóíêöèÿ ∥ · ∥ : Rn → [0,+∞) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(i) ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0;

(ii) ∥αx∥ = |α|∥x∥;
(iii) ∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥.
Íåðàâåíñòâî èç ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà. Ïðîâå-

ðèì, ÷òî îíî äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ:

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2⟨x, y⟩+ ∥y∥2 6 ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥+ ∥y∥2 = (∥x∥+ ∥y∥)2.

Âñÿêàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîé-

ñòâàì (i), (ii) è (iii), íàçûâàåòñÿ íîðìîé. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé íàçûâàåòñÿ

íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Íàêîíåö ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϱ( · , · ) : Rn × Rn → [0,+∞), çàäàííóþ ôîðìóëîé

ϱ(x, y) = ∥x− y∥.

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

(i) ϱ(x, y) = 0 ⇔ x = y;

(ii) ϱ(x, y) = ϱ(y, x);

(iii) ϱ(x, y) 6 ϱ(x, z) + ϱ(z, y).

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà è îíî íåìåäëåííî ñëåäóåò

èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà íîðìû.

Íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ϱ( · , · ) íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (i), (ii) è

(iii), íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé, à ìíîæåñòâî ñ çàäàííîé íà íåì ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ ìåòðè-

÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Òàêèì îáðàçîì, Rn ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì, íîðìèðîâàííûì è ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

2. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

ÏóñòüX � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ ϱ( · , · ) : X×X → [0,+∞), êîòîðàÿ

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(i) ϱ(x, y) = 0 ⇔ x = y;

(ii) ϱ(x, y) = ϱ(y, x) (ñèììåòðè÷íîñòü);

(iii) ϱ(x, y) 6 ϱ(x, z) + ϱ(z, y) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà),

íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé, à ïàðà (X, ϱ) íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåðû:

0. X � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî è ϱ(x, y) = 0 ïðè x = y è ϱ(x, y) = 1 ïðè x ̸= y.

1. X = R è ϱ(x, y) = |x− y|.
2. X = R è ϱ(x, y) = |arctgx− arctgy|.
3. X = Rn è ϱ(x, y) =

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . .+ (xn − yn)2 (åâêëèäîâà ìåòðèêà).

4. X = Rn è ϱ(x, y) = |x1 − y1|+ . . .+ |xn − yn|.
5. X = Rn è ϱ(x, y = max16k6n |xk − yk|.
Ìíîæåñòâî B(a, r) = {x ∈ X : ϱ(a, x) < r} íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì øàðîì, à ìíîæåñòâî

B(a, r) = {x ∈ X : ϱ(a, x) 6 r} íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì øàðîì.

Îòìåòèì, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå øàð áîëüøåãî ðàäèóñà ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ

ñòðîãî âíóòðè øàðà ìåíüøåãî ðàäèóñà.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn òî÷åê ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ϱ) ñõîäèòñÿ ê

òî÷êå x, åñëè ϱ(xn, x) → 0 ïðè n→ ∞.
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Ïðåäëîæåíèå 2.1. Åñëè xn → x è xn → y, òî x = y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

ϱ(x, y) 6 ϱ(x, xn) + ϱ(xn, y) → 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ϱ(x, y) = 0 è x = y. �

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà, ò. å. ëåæèò

öåëèêîì â íåêîòîðîì øàðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn → x. Òîãäà íàéäåòñÿ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíÿåòñÿ

ϱ(x, xn) < 1. Ïóñòü R > max{ϱ(x1, x), . . . , ϱ(xN , x), 1}. Òîãäà xn ∈ B(x,R) äëÿ âñÿêîãî n. �

Ëåììà 2.1. Äëÿ âñÿêîãî x ∈ Rn èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

max
16m6n

|xm| 6

√√√√ n∑
m=1

x2m 6
√
n max

16m6n
|xm|

Òåîðåìà 2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk → x â Rn c åâêëèäîâîé ìåòðèêîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà xkm → xm äëÿ êàæäîãî m = 1, 2, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç Ëåììû 2.1. �

Ïðåäëîæåíèå 2.3. (Áîëüöàíî) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ∈ Rn îãðàíè÷åííàÿ, òî èç

íåå ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkm ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è èç

íåå ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü n = 2, ò. å. k = 1 èëè k =

2. Âûáèðàåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkm1 , à çàòåì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xkm2

âûáèðàåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü x
kmj

2 . Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkmj ñõîäèòñÿ.

�

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ϱ) íàçûâàåòñÿ ôóí-

äàìåíòàëüíîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n,m > N âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ϱ(xn, xm) < ε.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ϱ) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 2.2. Rn ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ôóíäàìåíòàëüíà, òî ïî Ëåììå 2.1 êàæäàÿ

èç ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xkm ôóíäàìåíòàëüíà. Ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ÷èñëîâûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkm ñõîäèòñÿ äëÿ êàæäîãî m. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

äîêàçàííîìó âûøå, xk ñõîäèòñÿ. �

Ïðèìåð íåïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà: ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ñ âûêîëîòîé òî÷êîé.

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. Ôóíêöèÿ ∥ · ∥ : X → [0,+∞), êîòîðàÿ îáëàäàåò

ñâîéñòâàìè:

(i) ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0;

(ii) ∥αx∥ = |α|∥x∥;
(iii) ∥x+ y∥ 6 ∥x∥+ ∥y∥ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà),
íàçûâàåòñÿ íîðìîé, à ïàðà (X, ∥ · ∥) íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Âñÿêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ñ ìåòðèêîé ϱ(x, y) = ∥x− y∥.
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Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü (X, ∥ · ∥) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü xn, yn ∈ X

ñõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê x è y, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn ñõîäèòñÿ ê α. Òîãäà

xn + yn → x+ y, αnxn → αx.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ïóñòü (X, ∥ · ∥) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè xn → x, òî

∥xn∥ → ∥x∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, |∥xn∥ − ∥x∥| 6 ∥xn − x∥ → 0. �

Íà Rn êðîìå åâêëèäîâîé íîðìû ∥x∥ =
√∑n

k=1 x
2
k ìîæíî ââåñòè è äðóãèå íîðìû, íàïðè-

ìåð ∥x∥ = max16k6n |xk| èëè ∥x∥ =
∑

16k6n |xk|. Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà Rn âñå íîðìû

ýêâèâàëåíòíû.

Òåîðåìà 2.3. Íà Rn âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû, ò. å. äëÿ ëþáûõ äâóõ íîðì ∥ ∥1 è ∥ ∥2
ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà γ1, γ2, ÷òî

γ1∥x∥1 6 ∥x∥2 6 γ2∥x∥1

äëÿ âñåõ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû åâêëèäîâîé íîðìå ∥ ∥2. Ïóñòü
çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ íîðìà ∥ ∥1 íà Rn. Çàìåòèì, ÷òî

∥x∥1 = ∥x1e1 + . . .+ xnen∥ 6 (|x1|+ . . .+ |xn|)max
k

∥ek∥1 6 n∥x∥2max
k

∥ek∥1.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ëèøü óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî ∥x∥2 6 C∥x∥1 äëÿ âñåõ x è íåêîòî-

ðîãî C > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî N ∈ N
íàéäåòñÿ îòëè÷íûé îò íóëÿ âåêòîð xN òàêîé, ÷òî ∥xN∥2 > N∥xN∥1. Äåëèì ýòî íåðàâåíñòâî

íà ∥xN∥2 è íà N . Ïîëó÷àåì

1/N > ∥yN∥1, yN = xN/∥xN∥2, ∥yN∥2 = 1.

Èòàê, ïî íîðìå ∥ ∥1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yN ñõîäèòñÿ ê íóëþ, à ïî åâêëèäîâîé íîðìå âñå

âåêòîðû yN èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíó. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî, ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ

ïî åâêëèäîâîé íîðìå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü yNj . Ïóñòü yNj → y. Òîãäà ∥y∥2 = 1 è, ñëå-

äîâàòåëüíî, y ̸= 0. Ñõîäèìîñòü ïî åâêëèäîâîé íîðìå âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ∥ ∥1, ïî
êîòîðîé äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Ïóñòü (X, ∥ ∥) � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Ôîðìàëüíàÿ ñóììà
∑∞

n=1 xn ýëåìåíòîâ

xn ∈ X íàçûâàåòñÿ ðÿäîì. Ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ

ñóìì SN =
∑N

n=1 xn.

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü (X, ∥ ∥) � ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè ñõîäèòñÿ
÷èñëîâîé ðÿä

∑∞
n=1 ∥xn∥, òî ñõîäèòñÿ ðÿä

∑∞
n=1 xn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ôóíäà-

ìåíòàëüíà. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

∥SN − SM∥ 6
N∑

n=M+1

∥xn∥.

Òàê êàê ðÿä èç ∥xn∥ ñõîäèòñÿ, òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

M,N > N0 âûïîëíÿåòñÿ
∑N

n=M+1 ∥xn∥ < ε. �

Ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
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3. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü è åå ñâîéñòâà.

Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. ×åðåç B(X) îáîçíà÷àåì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè-

÷åííûõ ôóíêöèé f : X → R. Ïðîñòðàíñòâî B(X) ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ñ íîðìîé

∥f∥ = sup
x∈X

|f(x)|.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ê f â B(X), åñëè ∥fn − f∥ → 0, ò. å.

sup
x∈X

|fn(x)− f(x)| → 0.

Ýòî óæå çíàêîìîå íàì îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà 3.1. Ïðîñòðàíñòâî B(X) ïîëíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fn � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ïðè êàæäîì

x ∈ X ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó f(x). Ïîêàæåì, ÷òî f ∈ B(X) è ∥fn − f∥ → 0. Îïÿòü âîñ-

ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî fn ôóíäàìåíòàëüíà. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

n,m > N è âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |fn(x) − fm(x)| < ε. Óñòðåìèì m → ∞.

Ïîëó÷àåì |fn(x)− f(x)| 6 ε äëÿ âñåõ x ∈ X. �

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èññëåäîâàíèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ êðèòå-

ðèåì Êîøè.

Ñëåäñòâèå 3.1. (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà) Åñëè fn ∈ B(X), supx∈X |fn(x)| 6 an è ðÿä∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ, òî ðÿä

∑∞
n=1 fn(x) ñõîäèòñÿ â B(X), ò. å. ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà

ìíîæåñòâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê B(X) � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî, òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑

n ∥fn∥
ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

∑
n fn. �

Ñëåäñòâèå 3.2. Ìíîæåñòâî C[a, b] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé ∥f∥ = maxx∈[a,b] |f(x)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê C[a, b] ⊂ B[a, b], òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõî-

äèòñÿ ïî äàííîé íîðìå ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ B(X) è íàäî ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà

ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà. Ýòî ìû óæå çíàåì: ðàâíîìåðíûé ïðåäåë íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. �

Êðîìå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ïîòî÷å÷íóþ. Îäíàêî, ïîòî-

÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü â îáùåì ñëó÷àå íå çàäàåòñÿ ìåòðèêîé.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Íà C[a, b] íå ñóùåñòâóåò ìåòðèêè òàêîé, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn ñõîäèòñÿ ê f ïî ýòîé ìåòðèêå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ϱ � èñêîìàÿ ìåòðèêà. Äëÿ âñÿêîãî øà-

ðà B(0, r) è âñÿêîãî èíòåðâàëà (α, β) ⊂ [a, b] íàéäåòñÿ îòðåçîê [c, d] ⊂ (α, β) òàêîé, ÷òî âñå

íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, ðàâíûå íóëþ âíå ýòîãî îòðåçêà, ïðèíàäëåæàò øàðóB(0, r). Äåéñòâè-

òåëüíî, èíà÷å ìîæíî óñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ

[cn, dn] è äëÿ êàæäîãî èç íèõ íàéòè ôóíêöèþ fn, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ âíå ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî îòðåçêà è íå ïðèíàäëåæèò øàðó B(0, r). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî

ê íóëþ, íî íå ñõîäèòñÿ ïî ìåòðèêå. Ñòðîèì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ In òàêèõ, ÷òî âñå

ôóíêöèè, êîòîðûå ðàâíû íóëþ âíå In, ïðèíàäëåæàò øàðó B(0, 1/n). Ó îòðåçêîâ åñòü îáùàÿ

òî÷êà c. Ïóñòü fn � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ âíå In è fn(c) = 1. Òîãäà
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fn ∈ B(0, 1/n) è ïî ìåòðèêå fn ñõîäÿòñÿ ê íóëþ. Ïîòî÷å÷íî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ê íóëþ

íå ñõîäèòñÿ òàê êàê â òî÷êå c âñå ôóíêöèè ðàâíû åäèíèöå. �

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ èç ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ðàâíîìåð-

íàÿ ñõîäèìîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü ìîíîòîííûå ôóíêöèè fn ∈ C[a, b] ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ ê íåêî-

òîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1 6 x 6 x2. Òîãäà fn(x1) 6 fn(x) 6 fn(x2), f(x1) 6 f(x) 6 f(x2) è

(fn(x1)−f(x1))+(f(x1)−f(x2)) 6 fn(x)−f(x) 6 fn(x2)−f(x1) = (fn(x2)−f(x2))+(f(x2)−f(x1)).

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|fn(x)− f(x)| 6 max{|fn(x1)− f(x1)|, |fn(x2)− f(x2)|}+ |f(x2)− f(x1)|.

Ïóñòü ε > 0. Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] òî÷êàìè a = x0 < x1 < . . . < xK = b òàê, ÷òî

|f(xj)− f(xj−1)| < ε

äëÿ âñÿêîãî j. Âûáèðàåì N ñòîëü áîëüøèì, ÷òî |fn(xj) − f(xj)| < ε äëÿ âñÿêîãî n > N è

âñÿêîãî j. Èç ïîëó÷åííîé âûøå îöåíêè ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |fn(x)− f(x)| < 2ε. �

Ïðåäëîæåíèå 3.3. (ïðèçíàê Äèíè) Ïóñòü ôóíêöèè fn ∈ C[a, b] òàêîâû, ÷òî â êàæäîé

òî÷êå x ∈ [a, b] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) ìîíîòîííà è ñõîäèòñÿ ê f(x) ∈ C[a, b]. Òîãäà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èòàÿ f ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ïîòî-

÷å÷íî ê íóëþ. Ïóñòü ε > 0. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ [a, b] íàéäåòñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî

|fN (x0)| < ε. Èç-çà íåïðåðûâíîñòè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0), ÷òî |fN (x)| < 2ε äëÿ

âñÿêîãî x ∈ U(x0). Òàê êàê fn(x) � ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî îöåíêà |fn(x)| < 2ε

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ n > N . Îñòàåòñÿ âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå îòðåçêà [a, b] èç

îêðåñòíîñòåé U(x) è âçÿòü ìàêñèìàëüíûé íîìåð N . �

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C1[a, b] íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâ-

íóþ ïðîèçâîäíóþ íà [a, b]. Ýòî ïðîñòðàíñòâî áóäåò íîðìèðîâàííûì îòíîñèòåëüíî íîðìû

∥f∥ = maxx∈[a,b] |f(x)|, íî íå áóäåò ïîëíûì. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôóíêöèé
√
x2 + n−2 â ïðîñòðàíñòâå C1[−1, 1]. Òàê êàê â C[−1, 1] ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñõîäèòñÿ ê |x|, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé. Îäíàêî, äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå

èìååò ïðåäåëà â C1[a, b]. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íå ñîõðàíÿåò

äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü fn ∈ C1[a, b]. Åñëè fn ⇒ f è f ′n ⇒ g, òî f ′ = g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì x ∈ [a, b]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

gn(y) =
fn(y)− f(x)

y − x
ïðè y ̸= x, gn(x) = f ′n(x).

Çàìåòèì, ÷òî gn(y) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn ôóíäàìåí-

òàëüíà â C[a, b]. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

gn(y)− gm(y) =
(fn(y)− fm(y))− (fm(x)− fm(x)))

y − x
= f ′n(c)− f ′m(c)

è

max
y∈[a,b]]

|gn(y)− gm(y)| 6 max
y∈[a,b]

|f ′n(y)− f ′m(y)|.
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Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü gn(y) ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè h(y), ïðè÷åì

h(y) =
f(y)− f(x)

y − x
ïðè y ̸= x, h(x) = g(x).

Íåïðåðûâíîñòü äàåò ðàâåíñòâî

lim
y→x

h(y) = h(x),

ò. å. f ′(x) = g(x). �

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû ìîæíî îñëàáèòü: ïðåäïîëàãàòü âìåñòî ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè fn ëèøü ñõîäèìîñòü â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ [a, b]. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå

Ëàãðàíæà

|fn(x)− fm(x)| 6 |fn(x0)− fm(x0)|+ |f ′n(c)− f ′m(c)|

è èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïðîèçâîäíûõ è ñõîäèìîñòè fn(x0) ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü

fn â C[a, b].

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïðîñòðàíñòâî Ck[a, b] ñ íîðìîé

∥f∥ = max
x∈[a,b]

|f(x)|+ max
x∈[a,b]

|f ′(x)|+ . . .+ max
x∈[a,b]

|f (k)(x)|

ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

4. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Êîìïàêòû.

Ìíîæåñòâî U â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî ýëå-

ìåíòà a ∈ U íàéäåòñÿ øàð B(a, r) òàêîé, ÷òî B(a, r) ⊂ U . Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíó-

òûì, åñëè åãî äîïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Îòêðûòûé øàð ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, à çàìêíóòûé øàð ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì

ìíîæåñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Îáúåäèíåíèå ëþáîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è ïåðåñå÷åíèå êî-

íå÷íîãî íàáîðà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Ïåðåñå÷åíèå ëþ-

áîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Îòìåòèì, ÷òî âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî (ïðîñòî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-

íåíèå øàðîâ.

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè

âî âñÿêîì øàðå B(a, r) åñòü òî÷êè ìíîæåñòâà A è òî÷êè äîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâà A. Ìíîæå-

ñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∂A.

Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A, åñëè âî âñÿêîì øàðå B(a, r)

áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ìíîæåñòâà A.

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) A � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

(ii) A ñîäåðæèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè.

(iii) A ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè.

(iv) Åñëè an ∈ A è an → a, òî a ∈ A.

Ìíîæåñòâî A = A ∪ ∂A íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A.

Ïðåäëîæåíèå 4.3. A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî A

çàìêíóòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíè÷íàÿ òî÷êà a ìíîæåñòâà A íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷-

íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A. Òîãäà ñóùåñòâóåò øàð B(a, r), êîòîðûé íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ A. Ïî-

ñêîëüêó B(a, r) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî íèêàêàÿ åãî òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé

ìíîæåñòâà A. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Îòìåòèì, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòûé øàð íå âñåãäà ñîâïàäàåò ñ çàìû-

êàíèåì îòêðûòîãî øàðà. Â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòûé øàð ÿâëÿåòñÿ çàìûêà-

íèåì îòêðûòîãî øàðà.

Òåîðåìà 4.1. Â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåí-

íûõ çàìêíóòûõ øàðîâ, ðàäèóñû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìååò îáùóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî öåíòðû ýòèõ øàðîâ îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëü-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ â ñèëó ïîëíîòû ñõîäèòñÿ. Ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ÿâëÿåòñÿ îáùåé òî÷êîé. �

Ìíîæåñòâî K â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ êîìïàêòîì, åñëè èç ëþáîãî åãî

ïîêðûòèÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Òàê êàê âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì øàðîâ, òî â ýòîì îïðåäåëå-

íèè ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü ëèøü ïîêðûòèÿ øàðàìè.

Ïóñòü (X, ϱ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà âñÿêîå åãî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåòðèêîé ϱ. Çàìåòèì, ÷òî øàð BA(x, r) â A

ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì øàðà B(x, r) â X ñ ìíîæåñòâîì A.

Ïðåäëîæåíèå 4.4. Ïîäìíîæåñòâî K ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ϱ) ÿâëÿåòñÿ êîì-

ïàêòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå (K, ϱ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå ïðè ïðîâåðêå êîìïàêòíîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìàò-

ðèâàòü ïîêðûòèÿ øàðàìè. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî øàð BK(x, r) â K ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì

øàðà B(x, r) â X ñ ìíîæåñòâîì K. �

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà K ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (K, ϱ).

Ïðåäëîæåíèå 4.5. Ïàðàëëåëåïèïåä [a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [an, bn] ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â

ïðîñòðàíñòâå Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ïîêðûòèå îòêðûòûìè

ìíîæåñòâàìè, èç êîòîðîãî íåëüçÿ âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Ðàçäåëèì êàæäîå ðåáðî

[ak, bk] ïîïîëàì. Òîãäà âåñü ïàðàëëåëåïèïåä ðàçáèâàåòñÿ íà 2n ÷àñòåé. Êàêîé-òî èç ïàðàë-

ëåëåïèïåäîâ ðàçáèåíèÿ íå èìååò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Ïðîäîëæàÿ ïîñòðîåíèå ïîëó÷àåì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, äëèíû ðåáåð êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íó-

ëþ, à ñàìè ðåáðà îáðàçóþò ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îáùàÿ

òî÷êà, êîòîðàÿ ïîêðûâàåòñÿ íåêîòîðûì îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, à çíà÷èò ýòèì ìíîæåñòâîì

ïîêðûâàåòñÿ êàêîé-òî èç ïîñòðîåííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü K � êîìïàêò â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

(i) K � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

(ii) K � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

(iii) âñÿêîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

(iv) âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî K èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó â K.



9

Ñëåäñòâèå 4.1. (Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè â Rn) Ìíîæåñòâî K ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî K ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è çàìêíóòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ìîæíî

ïîìåñòèòü âíóòðü ïàðàëëåëåïèïåäà, êîòîðûé ñàì óæå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. �

Ïðåäëîæåíèå 4.6. Åñëè ìíîæåñòâî K êîìïàêòíî, òî âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëî-

æåííûõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ K èìååò îáùóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Fn ⊂ K, Fn ⊂ Fn+1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Òîãäà Un = X \Fn � îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Åñëè ó ìíîæåñòâ Fn íåò îáùåé òî÷êè, òî Un ïî-

êðûâàþò K, íî âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå íåëüçÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò êîìïàêòíîñòè K.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò. �

Ïðåäëîæåíèå 4.7. Åñëè èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ìíîæå-

ñòâà K ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ìíî-

æåñòâî K ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì íàáîðîì øàðîâ ðàäèóñà ε (ãîâîðÿò, ÷òî K èìååò

êîíå÷íóþ ε-ñåòü).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî K íåëüçÿ ïîêðûòü

êîíå÷íûì íàáîðîì øàðîâ ðàäèóñà ε. Ïóñòü x1 ∈ K. Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò x2 ∈ K, êî-

òîðûé íå ëåæèò â B(x1, ε). Åñëè óæå ïîñòðîèëè x1, x2, . . . , xn, òî íàéäåì xn+1 ∈ K òàêîé,

÷òî xn+1 /∈ ∪n
k=1B(xk, ε). Òàê êàê ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè ïîñòðîåííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ìåíüøå ε, òî èç íåå íåëüçÿ âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü. �

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü (K, ϱ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî K êîìïàêòíî òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ K ìîæíî âûáðàòü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê ýëåìåíòó èç K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåò ëèøü äîñòàòî÷íîñòü. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âñÿ-

êàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïóñòûõ çàìêíóòûõ âëîæåííûõ ïîäìíîæåñòâ Fn ⊂ K èìååò îá-

ùóþ òî÷êó. Âûáèðàåì â êàæäîì Fn òî÷êó xn. Ïî óñëîâèþ íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü xnk
, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó x ∈ K. Â ñèëó âëîæåííîñòè ìíîæåñòâ Fn êàæäîå

èç íèõ ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Òàê

êàê Fn çàìêíóòû, òî ïðåäåë x ëåæèò â êàæäîì Fn.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè, èç êîòîðîãî

íåëüçÿ âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü.

Ïóñòü B1
k � êîíå÷íûé íàáîð øàðîâ, îáðàçóþùèõ êîíå÷íóþ 1-ñåòü ìíîæåñòâà K. Õîòÿ áû

îäèí èç çàìêíóòûõ øàðîâ B
1
k íå èìååò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Îáîçíà÷èì òàêîé øàð F1.

Ïóñòü òåïåðü B
1/2
k � êîíå÷íûé íàáîð øàðîâ, îáðàçóþùèõ êîíå÷íóþ 1/2-ñåòü ìíîæåñòâà B1.

Õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ F1∩B
1/2
k íå èìååò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Îáîçíà÷àåì ýòî ìíî-

æåñòâî F2. Ñòðîèì 1/3-ñåòü äëÿ ìíîæåñòâà F2 è çàòåì âûáèðàåì çàìêíóòûé øàð B
1/3
k òàêîé,

÷òî F2 ∩B
1/3
k íå èìååò êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ. Îáîçíà÷àåì ýòî ìíîæåñòâî F3. Ïðîäîëæà-

åì ïîñòðîåíèå. Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îáùàÿ òî÷êà âñåõ Fn. Ýòà òî÷êà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ìíî-

æåñòâå ïîêðûòèÿ. Òàê êàê ðàäèóñû øàðîâ, ïåðåñå÷åíèå ñ êîòîðûìè è äàâàëè Fn, ñòðåìÿòñÿ

ê íóëþ, òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî íîìåðà n ìíîæåñòâî Fn ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå

ïîêðûòèÿ. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Åñëè äàíû ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (X, ϱx) è (Y, ϱy), òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ìåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî (X × Y ) ñ ìåòðèêîé ϱ((x1, y1), (x2, y2)) =
√
ϱx(x1, x2)2 + ϱy(y1, y2)2.
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Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè (Kx, ϱx) è (Ky, ϱy) � êîìïàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, òîãäà

Kx ×Ky ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå çàìêíóòîñòè è îãðàíè÷åííîñòè

íå õâàòàåò äëÿ êîìïàêòíîñòè. Íàïðèìåð, åäèíè÷íûé øàð â C[a, b] íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Ïóñòü fn � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ âíå îòðåçêà [a+ b−a
n+2 , a+

b−a
n+1 ] è åäè-

íèöå â ñåðåäèíå ýòîãî îòðåçêà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∥fn− fm∥ = 2 ïðè n ̸= m. Ñëåäîâàòåëüíî,

èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåëüçÿ âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 4.4. Åñëè â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòûé øàð ïîëîæèòåëüíîãî ðà-

äèóñà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, òî ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B(0, 2) � êîìïàêò. Ðàññìîòðèì ïîêðûòèå {B(a, 1)}a∈B(0,2) êîìïàê-

òà B(0, 2). Âûáèðàåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå B(ak, 1), k = 1, 2, . . . , N . Ïóñòü L � ëèíåéíîå

ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîðà a1, a2, . . . aN .

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî X = L + B(0, 1). Ïî ïîñòðîåíèþ L + B(0, 1) ⊃ B(0, 2). Ñëåäîâà-

òåëüíî, L+B(0, 1) ⊃ L+B(0, 2). Îäíàêî, L+B(0, 2) = 2(L+B(0, 1)). Çíà÷èò L+B(0, 2) ⊃
L + B(0, 4). Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî L + B(0, 1) ⊃ L + B(0, 2n) äëÿ

âñÿêîãî n. Ýòî íåìåäëåííî äàåò ðàâåíñòâî X = L+B(0, 1).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî X = L. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Íàéäåòñÿ øàð B(q, r) ⊂ X \ L.
Çàìåòèì, ÷òî B(λq, λr) ⊂ X \ L äëÿ âñÿêîãî λ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, λq /∈ L + B(0, λr) äëÿ

âñÿêîãî λ > 0. Íî ïðè λ = 1/r èìååì L+B(0, λr) = X. Ïðîòèâîðå÷èå. �

5. Ïðåäåë ôóíêöèè. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü (X, ϱX) è (Y, ϱY ) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è a � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X. Ïóñòü

çàäàíà ôóíêöèÿ f : X \ {a} → Y .

(Îïðåäåëåíèå Ãåéíå) Ýëåìåíò b ∈ Y íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x→ a, åñëè

äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn ∈ X òàêîé, ÷òî xn → a è xn ̸= a, âûïîëíÿåòñÿ f(xn) → b.

(Îïðåäåëåíèå Êîøè) Ýëåìåíò b ∈ Y íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f ïðè x → a,

åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâ 0 < ϱX(x, a) < δ ñëåäóåò

íåðàâåíñòâî ϱY (f(x), b) < ε.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Îïðåäåëåíèÿ Êîøè è Ãåéíå ðàâíîñèëüíû.

Ðàññìîòðèì âàæíóþ ÷àñòíóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü f : R2 → R. Ìîæíî ëè ïðåäåë lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y)

çàìåíèòü ïîâòîðíûìè ïðåäåëàìè

lim
x→a

(lim
y→b

f(x, y)) èëè lim
y→a

(lim
x→b

f(x, y))?

Íåñëîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå ÷òî áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé îòâåò îòðè-

öàòåëüíûé.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = A è äëÿ âñÿêîãî x ̸= a ñóùåñòâóåò ïðåäåë

limy→b f(x, y) = φ(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë limx→a φ(x) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xn → a è xn ̸= a. Äëÿ êàæäîãî íîìåðà n íàéäåì òàêîå yn, ÷òî

0 < |yn − b| < 1/n è |f(xn, yn)− φ(xn)| < 1/n. Òîãäà f(xn, yn) → A è

|φ(xn)−A| 6 1/n+ |f(xn, yn)−A| → 0.

�

Ôóíêöèÿ f : X → Y íåïðåðûâíà â òî÷êå a ∈ X, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0

òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà ϱX(x, a) < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ϱY (f(x), f(a)) < ε.
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Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

(i) f � íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

(ii) xn → a⇒ f(xn) → f(a).

(iii) a � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà èëè a � ïðåäåëüíàÿ è limx→a f(x) = f(a).

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ïóñòü Y � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è ìåòðèêà ϱY çàäàíà íîðìîé, ò. å.

ϱY (y1, y2) = ∥y1− y2∥. Åñëè f, g : X → Y � íåïðåðûâíû â òî÷êå a è α : X → R � íåïðåðûâíà

â òî÷êå a, òî f + g è αf ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè â òî÷êå a ôóíêöèÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 5.5. Ïóñòü X,Y, Z � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ôóíêöèÿ f : X → Y

íåïðåðûâíà â òî÷êå a ∈ X è ôóíêöèÿ g : Y → Z íåïðåðûâíà â òî÷êå f(a), òî ôóíêöèÿ

g(f(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f : X → Y íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èç X â Y èëè íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ íà X, åñëè f íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà X.

Òåîðåìà 5.1. f : X → Y íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ

âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V ⊂ Y ìíîæåñòâî f−1(V ) îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü a ∈ f−1(V ). Íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî

B(f(a), ε) ⊂ V . Ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî B(a, δ) ⊂ f−1(B(f(a), ε)). Ñëåäîâàòåëü-

íî, B(a, δ) ⊂ f−1(V ). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî øàðà

B(f(a), ε) ìíîæåñòâî f−1(B(f(a), ε)) îòêðûòî, à çíà÷èò òî÷êà a ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ìíîæå-

ñòâå ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ. �

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè îáðàç êîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïîêðûòèÿ {Uα} îòêðûòûìè ìíî-

æåñòâàìè îáðàçà êîìïàêòà îòêðûòûå ìíîæåñòâà f−1(Uα) îáðàçóþò ïîêðûòèå ñàìîãî êîì-

ïàêòà. �

Ñëåäñòâèå 5.2. (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Ïóñòü f : K → R íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è K �

êîìïàêò. Òîãäà f îãðàíè÷åíà è äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàç f(K) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â R. Ñëåäîâàòåëüíî, f(K) � îãðàíè÷åí-

íîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ inf f(K) è sup f(K). �

Ñëåäñòâèå 5.3. (Òåîðåìà Êàíòîðà) Ïóñòü f : K → Y íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è K � êîì-

ïàêò. Òîãäà f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà K, ò. å. äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0

òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà ϱK(x1, x2) < δ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ϱY (f(x1), f(x2)) < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàêK � êîìïàêò, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîêðûòèå øàðàìè B(ak, δk)

òàêèìè, ÷òî ϱ(f(x1), f(x2)) < ε äëÿ âñåõ x1, x2 ∈ B(ak, 3δk). ×èñëî δ = mink δk èñêîìîå. �

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü (X, ϱ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

1. Ôóíêöèÿ ϱ(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà X ×X. Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðà-

âåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî

ϱ(x, y)−ϱ(u, v) = ϱ(x, y)−ϱ(u, y)+ϱ(u, y)−ϱ(u, v) 6 ϱ(x, u)+ϱ(y, v) 6 2
√
ϱ(x, u)2 + ϱ(y, v)2.

Åñëè K ⊂ X � êîìïàêò, òî K × K � êîìïàêò â X × X. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ ϱ(x, y) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà K ×K è äîñòèãàåò òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ñâîèõ

çíà÷åíèé. ×èñëî d(K) = maxK×K ϱ(x, y) íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì ìíîæåñòâà K.
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2. Ïóñòü F � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî X. Ïîëîæèì d(x, F ) = infy∈F ϱ(x, y). Âåëè÷èíó

d(x, F ) íàçûâàþò ðàññòîÿíèåì îò x äî F . Îòìåòèì, ÷òî òàêîå ðàññòîÿíèå íå âñåãäà äîñòè-

ãàåòñÿ íà êàêîì-òî ýëåìåíòå ìíîæåñòâà F . Ïðîâåðèì, ÷òî d(x, F ) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Äëÿ âñÿêîãî z è âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ y ∈ F òàêîé, ÷òî

d(x, F )− d(z, F ) 6 ϱ(x, y)− ϱ(z, y) + ε.

Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà

d(x, F )− d(z, F ) 6 ϱ(x, z) + ε.

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî d(x, F )− d(z, F ) 6 ϱ(x, z).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî K(X) âñåõ íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ X. Íà ýòîì ìíî-

æåñòâå ìîæíî ââåñòè ìåòðèêó Õàóñäîðôà

ϱ(K1,K2) = max
x∈K1

d(x,K2) + max
x∈K2

d(x,K1).

Èíòåðåñíî, ÷òî åñëè X ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî K(X) òàêæå ïîëíî. Ïóñòü

f1, . . . , fN � ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ X → X, ò. å. ϱ(fk(x), fk(y)) 6 qkϱ(x, y) äëÿ âñåõ

x, y è íåêîòîðîãî qk ∈ (0, 1). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

F : K 7→ f1(K) ∪ f2(K) ∪ . . . ∪ fN (K)

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Èçâåñòíî (è äàæå áóäåò íàìè äîêàçàíî ïîçäíåå), ÷òî ñæèìàþùåå

îòîáðàæåíèå ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ò. å. íàéäåòñÿ K ∈ K(X)

òàêîå, ÷òî F (K) = K. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàþò íåîäíîðîäíûì ñàìîïîäîáíûì ôðàê-

òàëîì.

Ïóñòü X = [0, 1], ϱ(x, y) = |x − y|, f1(x) = x/3 è f2(x) = (x + 2)/3. Òîãäà íåïîäâèæíîå

ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì Êàíòîðà è èãðàåò

âàæíåéøóþ ðîëü â àíàëèçå.

Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ìîæåò è íå áûòü íåïðå-

ðûâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü X = [0, 1) ∪ [2, 3] è f(x) = x ïðè x ∈ [0, 1), f(x) = x − 1

ïðè x ∈ [2, 3]. ßñíî, ÷òî ýòî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå X íà [0, 2], íî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

ðàçðûâíî â òî÷êå y = 1.

Åñëè æå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî, òî îòîáðàæåíèå f íàçûâàþò ãîìåîìîðôèç-

ìîì.

Òåîðåìà 5.2. Åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ è X � êîìïàêò, òî f � ãîìåîìîð-

ôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü yn → y. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = f−1(yn) ìîæíî âûáðàòü ñõî-

äÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk
→ x. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f èìååì f(x) = y è çíà÷èò

âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå. Ýòî âëå÷åò ñõî-

äèìîñòü f−1(yn) → f−1(y). �

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íåñâÿçíûì, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ (èëè çàìêíóòûõ) ìíîæåñòâ.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì íàçûâàþò ñâÿçíûì.

Ïðèìåð: îòðåçîê [0, 1] ñ ìåòðèêîé ϱ(x, y) = |x− y| ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 5.6. Åñëè X � ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî è ôóíêöèÿ f : X → R íåïðåðûâíà, òî

f(X) ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòêîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A,B ∈ f(X) è A < C < B. Ðàññìîòðèì îòêðûòûå íåïåðåñåêàþùè-

åñÿ ìíîæåñòâà U− = f−1((−∞, C)) è U+ = f−1((C,+∞)). Åñëè çíà÷åíèå C íå ïðèíèìàåòñÿ,

òî X = U− ∪ U+ è ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñâÿçíîñòè X. �
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Åñëè ïðîñòðàíñòâî íåñâÿçíî, òî íà íåì ëåãêî ïðåäúÿâèòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, ïðè-

íèìàþùóþ âñåãî äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 5.7. Åñëè f : X → Y � íåïðåðûâíàÿ ñþðúåêöèÿ è X ñâÿçíî, òî Y ñâÿçíî.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê

x0, x1 ∈ X ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ : [0, 1] → X (íåïðåðûâíûé ïóòü) òàêîå,

÷òî γ(0) = x0 è γ(1) = x1.

Ïðåäëîæåíèå 5.8. Åñëè X ëèíåéíî ñâÿçíî, òî X ñâÿçíî. Îáðàòíîå íåâåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X íåñâÿçíî. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà íåïóñòûõ îòêðû-

òûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà U1, U2 òàêèå, ÷òî X = U1 ∪ U2. Âîçüìåì â êàæäîì èç

ýòèõ ìíîæåñòâ ïî òî÷êå è ñîåäèíèì èõ íåïðåðûâíûì ïóòåì γ, òîãäà γ−1(U1) è γ
−1(U2) �

íåïåðåñåêàþùèåñÿ íåïóñòûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå â îáúåäèíåíèè äàþò îòðåçîê

[0, 1], íî îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì. Ïðîòèâîðå÷èå. �

Èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ ñâÿçíîñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ íå ãîìåîìîðôíà ïëîñ-

êîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, âûêèäûâàÿ òî÷êó èç ïðÿìîé, ïîëó÷àåì íåñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, à

âûêèäûâàÿ îáðàç ýòîé òî÷êè èç ïëîñêîñòè, ïîëó÷àåì ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî. Îäíàêî, òàêèå

ñîîáðàæåíèÿ íå ðàáîòàþò â áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

6. Ãîìîòîïèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà îêðóæíîñòè.

Ïóñòü X è Y � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ f, g : X → Y

íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : [0, 1] × X → Y

òàêîå, ÷òî f(x) = F (0, x) è g(x) = F (1, x). Íàïðèìåð, åñëè Y � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-

ñòâî, òî ëþáûå äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ ãîìîòîïíû: F (t, x) = tg(x) + (1 − t)f(x).

Íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè:

äâà îòîáðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîìîòîïíû. Ìíîæåñòâî êëàñ-

ñîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç π(X,Y ). Ôàêòè÷åñêè π(X,Y ) � ìíîæåñòâî êîìïî-

íåíò ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé C(X,Y ). Ðàññìîòðèì åùå ïðèìåð.

ÏóñòüX ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè a. Òîãäà îòîáðàæåíèå f èçX â Y îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òî÷êîé

f(a) ∈ Y , à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãîìîòîïèÿ F � íåïðåðûâíûé ïóòü, ñâÿçûâàþùèé äâå òî÷êè

f(a) è g(a). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî π(X,Y ) � ìíîæåñòâî êîìïîíåíò ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè

â ïðîñòðàíñòâå Y .

Ïóñòü X = S1 � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü x
2+y2 = 1 ñ ìåòðèêîé èç R2 è x0 = (1, 0). Çàôèê-

ñèðóåì òî÷êó y0 ∈ Y . Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ f : X → Y , óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèþ f(x0) = y0. Òàêèå íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàåì ïåòëÿìè â Y .

Äâå ïåòëè f, g ãîìîòîïíû, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå F : [0, 1]×X → Y

òàêîå, ÷òî F (0, x) = f(x), F (1, x) = g(x) è F (t, x0) = y0 äëÿ âñåõ t. Ìíîæåñòâî ïåòåëü îïÿòü

ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àåì

÷åðåç π1(Y, y0).

Ïàðàìåòðèçóåì îêðóæíîñòü: (cos(2πt), sin(2πt)), t ∈ [0, 1].

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : S1 → Y , f(x0) = y0, ýòî îòîáðàæåíèå f

îòðåçêà [0, 1] â Y òàêîå, ÷òî f(0) = f(1) = y0.

Åñëè äàíû äâå ïåòëè f è g, òî ìîæíî ïîñòðîèòü íîâóþ ïåòëþ f ∗ g ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó: f ∗ g(t) = f(2t) ïðè t ∈ [0, 1/2) è f ∗ g(t) = g(1− 2t) ïðè t ∈ [1/2, 1].

Åñëè f1 è f2 ãîìîòîïíû è g1 è g2 � ãîìîòîïíû, òî f1 ∗ g1 è f2 ∗ g2 ãîìîòîïíû. Ïóñòü

F1 � ãîìîòîïèÿ f1, f2 è F2 � ãîìîòîïèÿ g1, g2. Ïîëîæèì F (s, t) = F1(s, 2t) ïðè (s, t) ∈
[0, 1]×[0, 1/2) è F (s, t) = F2(s, 1−2t)) ïðè (s, t) ∈ [0, 1]×[1/2, 1]. Ôóíêöèÿ F çàäàåò ãîìîòîïèþ
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ïåòåëü f1 ∗ g1 è f2 ∗ g2. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ îïåðàöèÿ íà ïåòëÿõ ïåðåíîñèòñÿ íà êëàññû

ýêâèâàëåíòíîñòè π1(Y, y0).

Ïðåäëîæåíèå 6.1. π1(Y, y0) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíèöà ãðóïïû � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïåòëè f ≡ y0. Ïóñòü f � ïåòëÿ.

Ïîëîæèì f−1(t) = f(1 − t). Ïîêàæåì, ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïåòëè f ∗ f−1 ñîâïàäàåò

ñ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ïåòëè f ≡ y0. Ïîëîæèì F (s, t) = f(2st) ïðè t ∈ [0, 1/2) è

F (s, t) = F (s, 1− 2t) ïðè t ∈ [1/2, 1]. Îòîáðàæåíèå F � èñêîìàÿ ãîìîòîïèÿ. �

Ýòó ãðóïïó íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé ïðîñòðàíñòâà Y .

Ïðåäëîæåíèå 6.2. Åñëè Y � ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê

y0 è y1 ãðóïïû π1(Y, y0) è π1(Y, y1) èçîìîðôíû.

Äàëåå â ñëó÷àå ëèíåéíî ñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó îáîçíà÷àåì π1(Y ).

Ïðåäëîæåíèå 6.3. Åñëè ëèíåéíî ñâÿçíûå ïðîñòðàíñòâà Y1 è Y2 ãîìåîìîðôíû, òî ãðóïïû

π(Y1) è π(Y2) èçîìîðôíû.

Îáðàòíîå íåâåðíî. Íàïðèìåð, ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ïðÿìîé è ïëîñêîñòè ñîñòîÿò

òîëüêî èç åäèíèöû, íî ýòè ïðîñòðàíñòâà íå ãîìåîìîðôíû.

Ïóñòü A ⊂ Y . Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : Y → A òàêîå, ÷òî h(a) = a äëÿ âñåõ a ∈ A,

íàçûâàåòñÿ ðåòðàêöèåé.

Ïðåäëîæåíèå 6.4. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåòðàêöèÿ h : Y → A è π1(Y ) � ñîñòîèò òîëüêî èç

åäèíèöû, òî π1(A) òàêæå ñîñòîèò òîëüêî èç åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåòëè f, g â A ìîæíî ñ÷èòàòü ïåòëÿìè â Y . Ïóñòü F � ãîìîòîïèÿ f, g â

Y . Òîãäà h(F ) � ãîìîòîïèÿ f, g â A. �

Òåîðåìà 6.1. π1(S1) ≃ Z.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 6.1. Äëÿ âñÿêîé ïåòëè f : S1 → S1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ φ : [0, 1] → R, ÷òî f(t) = (cos(2πφ(t)), sin(2πφ(t))), φ(0) = 0 è φ(1) ∈ Z. Áîëåå òîãî,
åñëè äâå ïåòëè ãîìîòîïíû, òî è ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè φ òàêæå ãîìîòîïíû, â

÷àñòíîñòè âåëè÷èíà φ(1) ñîâïàäàåò ó ãîìîòîïíûõ ïåòåëü. ×èñëî φ(1) íàçûâàþò èíäåê-

ñîì ïåòëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 = t0 < t1 < . . . < tN = 1 òàêîå ðàçáèåíèå [0, 1], ÷òî f([tk−1, tk])

öåëèêîì ëåæèò âíóòðè îäíîé èç ÷åòûðåõ äóã îêðóæíîñòè: (−π/2, π/2), (0, π), (π/2, 2π/3) è
(π, 2π). Èñïîëüçóÿ arctgx èëè arcctgx, ëåãêî íàéòè íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ φk(t) íà îòðåçêå

[tk−1, tk] òàêóþ, ÷òî f(t) = (cos(2πφk(t)), sin(2πφk(t))) íà ýòîì îòðåçêå. ßñíî, ÷òî òàêàÿ

ôóíêöèÿ φk îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà. Òàê êàê â tk èìåþò ìåñòî

ðàâåíñòâà cos(2πφk(tk)) = cos(2πφk−1(tk)) è sin(2πφk(tk)) = sin(2πφk−1(tk)), òî ðàçíîñòü

φk(tk)−φk−1(tk) ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñäâèãàÿ êàæäóþ φk íà ïîäõîäÿùåå

öåëîå ÷èñëî, ìîæíî ñøèòü èç ýòèõ ôóíêöèé èñêîìóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ φ. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû: ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè èíäåêñ êàêîé-

íèáóäü ïåòëè èç ýòîãî êëàññà, ïîëó÷àåì èñêîìûé èçîìîðôèçì ãðóïï.

Ñëåäñòâèå 6.1. (Òåîðåìà Áðàóýðà) Ïóñòü f : B̄ → B̄ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå çàìêíó-

òîãî êðóãà B̄ ⊂ R2. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ B̄ òàêàÿ, ÷òî f(x) = x.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) ̸= x. Òîãäà ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå x ∈ B òî÷êó

íà îêðóæíîñòè S1 = ∂B, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì c îêðóæíîñòüþ ëó÷à, âûõîäÿùåãî

èç f(x) è ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç x. Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ðåòðàêöèåé B̄ íà S1,

íî òîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà îêðóæíîñòè òðèâèàëüíà, à ýòî íå òàê. Ïðîòèâîðå÷èå. �

7. Ëåììà Øïåðíåðà è òåîðåìû Áðàóýðà.

Ìû óæå ãîâîðèëè î òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçìà ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ.

Ýòî ñëåäóåò èç ñîîáðàæåíèé ñâÿçíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå òàê ïðîñòî äîêàçàòü îòñóòñòâèå

ãîìåîìîðôèçìà ìåæäó Rn è Rm ïðè n ̸= m íå ïîëó÷àåòñÿ. Çäåñü ìû ïðèâåäåì ðàññóæäåíèÿ,

îïèðàþùèåñÿ íà ëåììó Øïåðíåðà.

Ïóñòü â Rn çàäàíû (n+1) òî÷êà a0, a1, . . . , an òàê, ÷òî âåêòîðà a1−a0, a2−a0, . . . , an−a0
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ýòèõ òî÷åê, ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ òî÷åê

t0a0 + t1a1 + . . .+ tnan,

ãäå ti > 0 è t0 + t1 + . . .+ tn = 1, íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì ñèìïëåêñîì. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

� ýòî îòðåçîê [a0, a1]; íà ïëîñêîñòè � ýòî òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ a0, a1, a2. Â

ïðîñòðàíñòâå ýòî òåòðàýäð. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âñåõ òî÷åê, êðîìå

êàêîé-òî îäíîé ai, òî òàêîå ïîäìíîæåñòâî íàçûâàþò (n− 1)-ìåðíîé ãðàíüþ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ñèìïëåêñà íà ñèìïëåêñû. Åñëè ñèìïëåêñ îäíîìåðíûé,

ò. å. îòðåçîê [a0, a1], òî ðàçáèåíèå ñîñòîèò èç äâóõ îòðåçêîâ [a0,M ] è [M,a1], ãäå M � ñåðå-

äèíà îòðåçêà [a0, a1]. Åñëè ñèìïëåêñ äâóìåðíûé, ò. å. òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ

a0, a1, a2, òî ðàçáèåíèå ñîñòîèò èç òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå ïîëó÷èëèñü ïîñëå ñîåäèíåíèÿ

öåíòðà ìàññ (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí) ñ âåðøèíàìè è ñåðåäèíàìè ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

Ïóñòü óæå óìååì ðàçáèâàòü (n − 1)-ìåðíûå ñèìïëåêñû. Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé ñèìïëåêñ.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åãî ãðàíè óæå ðàçáèòû. Ïóñòü M � öåíòð ìàññ ýòîãî ñèìïëåêñà è Mi

� öåíòðû ìàññ åãî ãðàíåé. Ðàçáèåíèå ñîñòîèò èç âñåõ âîçìîæíûõ ñèìïëåêñîâ ñ âåðøèíàìè

â òî÷êàõ M,Mi è êàêèõ-òî (n− 1) âåðøèíàõ ðàçáèåíèÿ i-é ãðàíè èñõîäíîãî ñèìïëåêñà. Òà-

êîå ðàçáèåíèå ìîæíî ïîâòîðèòü äëÿ êàæäîãî èç âíîâü îáðàçîâàâøèõñÿ ñèìïëåêñîâ. Òàêîå

ïîäðàçáèåíèå ñèìïëåêñà íàçûâàþò áàðèöåíòðè÷åñêèìè.

Ëåììà 7.1. Ïðè èòåðèðîâàíèè áàðèöåíòðè÷åñêîãî ïîäðàçáèåíèÿ äëèíû ðåáåð ïîëó÷àþ-

ùèõñÿ ñèìïëåêñîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ëåììà 7.2. (Øïåðíåð) Ïóñòü äàíî áàðèöåíòðè÷åêîå ïîäðàçáèåíèå ñèìïëåêñà è ó êàæäîé

âåðøèíû ñòîèò íîìåð îò 1 äî n+1, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå, ÷òî ñðåäè âåðøèí èñõîä-

íîãî ñèìïëåêñà âñòðå÷àþòñÿ âñå íîìåðà è åñëè êàêàÿ-òî âåðøèíà ñèìïëåêñà ïîäðàçáèåíèÿ

ïîïàëà íà ãðàíü èñõîäíîãî ñèìïëåêñà, òî åå íîìåð ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì êàêîé-íèáóäü èç

âåðøèí äàííîé ãðàíè. Òîãäà íàéäåòñÿ ñèìïëåêñ ðàçáèåíèÿ, ñðåäè âåðøèí êîòîðîãî âñòðå-

÷àþòñÿ âñå íîìåðà îò 1 äî n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñèìïëåêñ ïîäðàçáèåíèÿ èìååò ãðàíü ñ ïîëíûì íàáîðîì íîìåðîâ îò

1 äî n, òî ëèáî òàêîé ñèìïëåêñ èìååò ïîëíóþ íóìåðàöèþ âåðøèí, ëèáî â íåì äâå ãðàíè

ñ ïîëíûì íàáîðîì íîìåðîâ îò 1 äî n. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòíîñòü ÷èñëà ïîëíûõ ñèìïëåêñîâ

ïîäðàçáèåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà ãðàíåé (ãðàíè ñ÷èòàþòñÿ ïî êàæäîìó ñèìïëåê-

ñó), èìåþùèõ ïîëíóþ íóìåðàöèþ îò 1 äî n. Åñëè òàêàÿ ïîëíàÿ ãðàíü íàõîäèòñÿ âíóòðè

ñèìïëåêñà, òî ïðè ïîäñ÷åòå îíà ó÷èòûâàåòñÿ äâàæäû. Çíà÷èò ÷åòíîñòü ÷èñëà ïîëíûõ ãðà-

íåé ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà ïîëíûõ ãðàíåé, ëåæàùèõ íà ãðàíÿõ áîëüøîãî ñèìïëåêñà,

êîòîðûé ìû ñîáñòâåííî ïîäðàçáèâàåì. Åñëè ïîëíàÿ ãðàíü ñèìïëåêñà ïîäðàçáèåíèÿ ïîïàëà

íà ãðàíü áîëüøîãî ñèìïëåêñà, òî ñîãëàñíî óñëîâèþ â âåðøèíàõ ýòîé ãðàíè âñòðå÷àþòñÿ âñå
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÷èñëà îò 1 äî n. Òàêàÿ ãðàíü òîëüêî îäíà â áîëüøîì ñèìïëåêñå. Òàêèì îáðàçîì, ÷åòíîñòü

÷èñëà ñèìïëåêñîâ ïîäðàçäåëåíèÿ, èìåþùèõ ïîëíûé íàáîð íîìåðîâ, ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ

÷èñëà (n− 1)-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ íà ïîëíîé ãðàíè áîëüøîãî ñèìïëåêñà, èìåþùèõ ïîëíóþ

íóìåðàöèþ. Òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè. �

Òåîðåìà 7.1. (Áðàóýð) Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ñèìïëåêñà â ñåáÿ èìååò íåïîäâèæíóþ

òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � öåíòð ìàññ ñèìïëåêñà. Äëÿ âñÿêîé òî÷êè X ñèìïëåêñà ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð ÷èñåë x0, . . . , xn òàêîé, ÷òî

XM = x0
−−→
Xa0 + . . .+ xn

−−→
Xan, xi > 0, x0 + . . .+ xn = 1.

Ýòîò íàáîð ÷èñåë íàçûâàåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè. Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî

xi = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî X ëåæèò íà ãðàíè ñ âåðøèíàìè a0, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an. Ïóñòü

x = (x1, . . . , xn) � íåêîòîðàÿ òî÷êà ñèìïëåêñà è f(x) = (y1, . . . , yn) � åå îáðàç. Ïîëîæèì j �

ìèíèìàëüíûé íîìåð òàêîé, ÷òî yj 6 xj ̸= 0. Òàêîé íîìåð îáÿçàòåëüíî åñòü, èíà÷å ïðèõîäèì

ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî ñóììà âñåõ êîîðäèíàò ðàâíà åäèíèöå. Êðîìå òîãî, åñëè òî÷êà

ëåæèò â ãðàíè ai1 , . . . , ais , òî òîëüêî êîîðäèíàòû xi1 , . . . , xis îòëè÷íû îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ýòîé òî÷êå áóäåò ïðèñâîåí íîìåð èç íàáîðà {i1, . . . , is}. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàçáèåíèÿ

íà ñèìïëåêñû áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ëåììû Øïåðíåðà. Çíà÷èò äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ

íàéäåòñÿ ñèìïëåêñ ðàçáèåíèÿ ñ ïîëíîé íóìåðàöèåé. Èçìåëü÷àåì ðàçáèåíèå è â ñèìïëåêñàõ

ïîëíîé íóìåðàöèè âûáèðàåì ïî òî÷êå. Èç ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê âûáèðàåì

ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tm ê òî÷êå T . Òàê êàê äëèíû ðåáåð âûáðàííûõ ñèì-

ïëåêñîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî èõ âåðøèíû ïðèáëèæàþòñÿ ê T . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà T

îáëàäàåò ñâîéñòâîì xi 6 yi äëÿ âñåõ i. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóììà êîîðäèíàò ðàâíà åäèíèöå,

ïîëó÷àåì xi = yi äëÿ âñåõ i. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïîñòðîåíà. �

Òåîðåìà 7.2. (Áðàóýð) Åñëè Rn è Rm ãîìåîìîðôíû, òî n = m.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå åùå íàçû-

âàþò ëåììîé Ëåáåãà î ïîêðûòèè.

Ëåììà 7.3. (Ëåáåã) Äëÿ âñÿêîãî n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ìîæíî óêàçàòü òàêîå ÷èñëî δ > 0,

÷òî äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî íàáîðà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ Fk äèàìåòðà ìåíüøå δ, ïîêðûâà-

þùèõ ýòîò ñèìïëåêñ, íàéäåòñÿ òî÷êà ýòîãî ñèìïëåêñà, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò íå ìåíåå

÷åì n+ 1 ìíîæåñòâó ïîêðûòèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äèàìåòð ìíîæåñòâ ïîêðûòèÿ ñòîëü ìàë, ÷òî êàæäîå èç ýòèõ ìíî-

æåñòâ íå ïåðåñåêàåò õîòÿ áû îäíó èç ãðàíåé ñèìïëåêñà. Çíà÷èò äëÿ êàæäîãî Fk ñóùåñòâóåò

õîòÿ-áû îäíà ãðàíü, êîòîðóþ ýòî ìíîæåñòâî íå ïåðåñåêàåò. Çàíóìåðóåì âñå ãðàíè ñèìïëåêñà.

Ïîñòàâèì êàæäîìó Fk â ñîîòâåòñòâèå íîìåð n(k) êàêîé-íèáóäü ãðàíè, êîòîðóþ ýòî ìíîæå-

ñòâî íå ïåðåñåêàåò. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî ïîêðûòèÿ ñîäåðæèò âåðøèíó ñèìïëåêñà,

êîòîðàÿ ëåæèò íàïðîòèâ j-é ãðàíè, òî ýòîìó ìíîæåñòâó ñîïîñòàâëÿåòñÿ íîìåð j. Ïóñòü Sm
� îáúåäèíåíèå âñåõ Fk, êîòîðûì ñîïîñòàâëåí íîìåð m. Çàìåòèì, ÷òî Sm çàìêíóòû è ∪mSm
ñîäåðæèò ñèìïëåêñ. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ó íîâûõ ìíîæåñòâ Sm åñòü îáùàÿ òî÷êà, òî òåì

ñàìûì ýòî òî÷êà áóäåò îáùåé òî÷êîé íå ìåíåå ÷åì n + 1 ìíîæåñòâà Fk. Äåéñòâèòåëüíî,

êàæäîå Fk âõîäèò ëèøü â îäíî èç Sm. Ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå ñèìïëåêñà íàèìåíüøèé èç

íîìåðîâ m òàêèõ, ÷òî x ∈ Sm. Äëÿ âñÿêîãî áàðèöåíòðè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ ñèìïëåêñà ðàññòà-

íîâêà íîìåðîâ ó âåðøèí ðàçáèåíèÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ëåììå Øïåðíåðà. Ñëåäîâàòåëüíî,

íàéäåòñÿ ñèìïëåêñ ñ ïîëíîé íóìåðàöèåé. Èçìåëü÷àÿ ðàçáèåíèå è âûáèðàÿ â ñèìïëåêñàõ ïîë-

íîé íóìåðàöèè ïî òî÷êå, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê. Èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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âûáèðàåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ê íåêîòîðîé òî÷êå T . Òî÷êà T ÿâëÿåòñÿ ïðå-

äåëüíîé òî÷êîé äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Sm. Ââèäó çàìêíóòîñòè Sm ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò

âñåì ìíîæåñòâàì Sm. �

Îòìåòèì, ÷òî áàðèöåíòðè÷åñêîå ðàçáèåíèå äàåò ïîêðûòèå ñèìïëåêñà çàìêíóòûìè ìíî-

æåñòâàìè ñêîëü óãîäíî ìàëîãî äèàìåòðà, ïðè÷åì âñÿêàÿ òî÷êà èñõîäíîãî ñèìïëåêñà ñîäåð-

æèòñÿ â íå áîëåå ÷åì (n+ 1) ìíîæåñòâå ïîêðûòèÿ.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Áðàóýðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì f èç Rn → Rm. Ðàññìîòðèì

ñèìïëåêñ∆n â Rn. Òîãäà åãî îáðàç f(∆m) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â Rm è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåð-

æèòñÿ â íåêîòîðîì ñèìïëåêñå ∆m. Âîçüìåì ïîêðûòèå ∆m çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè Fk.

Òîãäà f−1(Fk) ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ∆n. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f−1 ìîæíî

óìåíüøàÿ äèàìåòð Fk ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì äèàìåòð f−1(Fk). Èç ëåììû î ïîêðû-

òèè ñðàçó çàêëþ÷àåì, ÷òî m > n. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äàþò íåðàâåíñòâî n > m. �

8. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü X,Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå L : X → Y íàçûâàåòñÿ ëèíåé-

íûì îïåðàòîðîì, åñëè

L(α1x1 + α2x2) = α1L(x1) + α2L(x2)

äëÿ âñåõ α1, α2 ∈ R, x1, x2 ∈ X. Åñëè Y = R, òî ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþò ëèíåé-

íûìè ôóíêöèîíàëàìè.

Ïðåäëîæåíèå 8.1. Âñÿêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L : Rn → Rm èìååò âèä L(x) = Ax, ãäå

A � ìàòðèöà n×m, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå m = 1 èìååì L(x) = a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êîíå÷íî-

ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà X

âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë.

Ïðåäëîæåíèå 8.2. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) Ëèíåéíûé îïåðàòîð L : X → Y íåïðåðûâåí.

(ii) Ëèíåéíûé îïåðàòîð L íåïðåðûâåí â íóëå.

(iii) Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0, ÷òî ∥L(x)∥ 6 C∥x∥ äëÿ âñåõ x.

Íàèìåíüøåå èç ÷èñåë C, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ïóíêòà (iii) íàçûâàþò

íîðìîé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L, ò. å.

∥L∥ = sup
x ̸=0

∥L(x)∥
∥x∥

.

Ïðåäëîæåíèå 8.3. Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðî-

ñòðàíñòâîì.

Ïóñòü H : Z → X è L : X → Y � ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû. Êîìïîçèöèÿ ëè-

íåéíûõ îïåðàòîðîâ L ◦ H ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì è âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ∥L ◦H∥ 6 ∥L∥∥H∥.
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9. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ãðàäèåíò è ìàòðèöà

ßêîáè.

Ïóñòü X,Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà è îòîáðàæåíèå f : X → Y îïðåäåëåíî â

îêðåñòíîñòè a ∈ X. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìî â a, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé

ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð L : X → Y , ÷òî

f(a+ h)− f(a) = L(h) + α(h)∥h∥,

ãäå α : X → Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ limh→0 α(h) = 0. Ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôîð-

ìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
h→0

∥f(a+ h)− f(a)− L(h)∥
∥h∥

= 0.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð L íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì îòîáðàæåíèÿ f è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

df(h) èëè df(a, h).

Òåîðåìà 9.1. Åñëè îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a, òî f íåïðåðûâíî â òî÷-

êå a.

Åñëè ôóíêöèÿ f : Rn → R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a ∈ Rn, òî åå äèôôåðåíöèàë df(a, h)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì Rn → R è èìååò âèä

df(h) = c1h1 + c2h1 + . . .+ cnhn.

Âåêòîð (c1, c2, . . . , cn) íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ ∇f(a).

Ïðåäëîæåíèå 9.1. Åñëè ôóíêöèÿ f : Rn → R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a ∈ Rn è âåêòîð

(c1, c2, . . . , cn) ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì f , òî

ck = lim
t→0

f(a+ tek)− f(a)

t
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

f(a+ tek)− f(a) = tdf(ek) + α(tek)t.

Ñëåäîâàòåëüíî,
f(a+ tek)− f(a)

t
= ck + α(tek).

�

Ïðåäåë

lim
t→0

f(a+ tek)− f(a)

t
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è äëÿ íå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f . Ýòîò ïðåäåë íàçûâàþò ÷àñò-

íîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå a ïî ïåðåìåííîé xk è îáîçíà÷àþò ÷åðåç

∂f

∂xk
(a).

Òåîðåìà 9.2. Åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f ñóùåñòâóþò â îêðåñòíîñòè òî÷-

êè a è íåïðåðûâíû â òî÷êå a, òî ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Çàìåòèì, ÷òî

f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1, a2) = f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1, a2 + h2) + f(a1, a2 + h2)− f(a1, a2).

Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ëàãðàíæà ê ïåðâûì äâóì è êî âòîðûì äâóì ñëàãàåìûì:

f(a1 + h1, a2 + h2)− f(a1, a2) =
∂f

∂x1
(c1, a2 + h2)h1 +

∂f

∂x2
(a1, c2)h1,
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ãäå c1 ëåæèò ìåæäó a1 è a1 + h1, à c2 ëåæèò ìåæäó a2 è a2 + h2. Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü

â ñëåäóþùåì âèäå:
∂f

∂x1
(a1, a2)h1 +

∂f

∂x2
(a1, a2)h1 + α(h)∥h∥,

ãäå

α(h) =
( ∂f
∂x1

(c1, a2 + h2)−
∂f

∂x1
(a1, a2)

) h1
∥h∥

+
( ∂f
∂x2

(a1, c2)−
∂f

∂x2
(a1, a2)

) h2
∥h∥

.

ßñíî, ÷òî limh→0 α(h) = 0. �

Òàê êàê dxk(h) = hk, òî âûðàæåíèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè f ÷àñòî çàïèñûâàþò â

òàêîì âèäå:

df =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + . . .+

∂f

∂xn
dxn.

Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî äàííûé âèä ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü îòîáðàæåíèå f èç Rn â Rm äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a. Òîãäà äèôôåðåíöèàë

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì Rn → Rm è èìååò âèä df(h) = Ah, ãäå A � ìàòðèöà n×m.

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

f ′(a) èëè Df(a).

Âñÿêîå îòîáðàæåíèå f : Rn → Rm èìååò âèä

f(x) =


f1(x)

f2(x)

. . .

fm(x)

 ,

ãäå fi : Rn → R.

Ïðåäëîæåíèå 9.2. Îòîáðàæåíèå f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà â a äèôôåðåíöèðóåìà êàæäàÿ ôóíêöèÿ fi. Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a, òî

ýëåìåíòû ìàòðèöû ßêîáè èìåþò âèä

∂fi
∂xj

(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî

lim
h→0

∥f(a+ h)− f(a)− L(h)∥
∥h∥

= 0

ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå ðàâåíñòâ

lim
h→0

|fi(a+ h)− fi(a)− Li(h)|
∥h∥

= 0, i = 1, 2, . . . ,m.

Çäåñü Li(h) � i-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà L(h), ò. å. ai1h1+ai2h2+ . . .+ainhn, ãäå aij � ýëåìåíòû

ìàòðèöû ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

Li(h) = ai1h1 + ai2h2 + . . .+ ainhn,

à âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

aij =
∂fi
∂xj

, j = 1, 2, . . . , n.

�

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f � ìàòðèöà, ó êîòîðîé ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ

ãðàäèåíòàìè ôóíêöèé fi.
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10. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè.

Ïðîèçâîäíàÿ âäîëü âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü f, g : X → Y è α : X → R � äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ â

òî÷êå a, òîãäà

(i) f + g äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è d(f + g) = df + dg;

(ii) αf äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è d(αf) = αdf + f dα;

(iii) åñëè α(a) ̸= 0, òî f
α äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è

d
(f
α

)
=
αdf + f dα

α2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïî óñëîâèþ

α(a+ h)− α(a) = dα(h) + γ1(h)∥h∥, f(a+ h)− f(a) = df(h) + γ2(h)∥h∥,

ãäå limh→0 γ1(h) = 0 è limh→0 γ2(h) = 0. Ïîëó÷àåì

α(a+ h)f(a+ h)− α(a)f(a) = α(a+ h)(f(a+ h)− f(a)) + (α(a+ h)− α(a))f(a) =

= α(a)df(h) + dα(h)f(a) + r(h)∥h∥,

ãäå

r(h) = (α(a+ h)− α(a))df(h)∥h∥−1 + α(a+ h)γ2(h) + γ1(h)f(a).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà df(h) ñóùåñòâóåò ÷èñëî C > 0

òàêîå, ÷òî ∥df(h)∥ 6 C∥h∥. Ñëåäîâàòåëüíî, limh→0 r(h) = 0. �

Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü g : Z → X � äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è f : X → Y � äèôôåðåí-

öèðóåìî â òî÷êå g(a). Òîãäà f ◦ g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a è d(f ◦ g) = df ◦ dg.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ

g(a+ h)− g(a) = dg(h) + γ1(h)∥h∥, f(g(a) + p)− f(g(a)) = df(p) + γ2(p)∥p∥,

ãäå limh→0 γ1(h) = 0 è limh→0 γ2(h) = 0. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå γ2 â íóëå íóëåì. Òåïåðü

γ2 íåïðåðûâíî â íóëå. Èìååì

f(g(a+h))−f(g(a)) = df(g(a+h)−g(a))+γ2(g(a+h)−g(a))∥g(a+h)−g(a)∥ == df(dg(h))+r(h)∥h∥,

ãäå

r(h) = df(γ1(h)) + γ2(g(a+ h)− g(a))∥g(a+ h)− g(a)∥∥h∥−1.

Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà C1 è C2, ÷òî ∥dg(h)∥ 6 C1∥h∥ è ∥df(p)∥ 6 C2∥p∥. Òîãäà

∥df(γ1(h))∥ 6 C2∥γ1(h)∥ → 0,

∥γ2(g(a+ h)− g(a))∥∥g(a+ h)− g(a)∥∥h∥−1 6 (C1 + ∥γ1(h)∥)∥γ2(g(a+ h)− g(a))∥ → 0

ïðè h→ 0. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî limh→0 r(h) = 0. �

Ïóñòü g : Rn → Rm è f : Rm → Rk � äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà èõ êîìïîçè-

öèÿ äèôôåðåíöèðóåìà è äèôôåðåíöèàë êîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé äèôôåðåíöèà-

ëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ßêîáè êîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö ßêîáè.

Ïóñòü n = 1 è k = 1, ò. å. êîìïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âèäà f(g1(t), g2(t), . . . , gm(t)).

Ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ g: 
d
dtg1
d
dtg2
. . .
d
dtgm

 ,



21

ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ f : ( ∂f
∂x1

,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xm

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

d

dt
f
(
g1(t), g2(t), . . . , gm(t)

)
=

=
( ∂f
∂x1

,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xm

)
d
dtg1
d
dtg2
. . .
d
dtgm

 =

=
∂f

∂x1

d

dt
g1 +

∂f

∂x2

d

dt
g2 + . . .+

∂f

∂xm

d

dt
gm.

Ïðåäåë

lim
t→0

f(a+ vt)− f(a)

t

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé âäîëü âåêòîðà v è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∂f
∂v .

Ïðåäëîæåíèå 10.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Rn → R äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a. Òîãäà ïðî-

èçâîäíàÿ âäîëü âñÿêîãî âåêòîðà v ñóùåñòâóåò è ðàâíà

∂f

∂v
=

∂f

∂x1
v1 +

∂f

∂x2
v2 + . . .+

∂f

∂xn
vn = ⟨∇f, v⟩.

Áîëåå òîãî,

max
∥v∥=1

∂f

∂v
è min

∥v∥=1

∂f

∂v

äîñòèãàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà âåêòîðàõ ∇f
∥∇f∥ è − ∇f

∥∇f∥ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, à âòîðîå óòâåðæäåíèå èç ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. �

Òåïåðü ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, êîãäà òîëüêî k = 1. Ìàòðèöà ßêîáè êîìïî-

çèöèè ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì ñòðîêè( ∂f
∂y1

,
∂f

∂y2
, . . . ,

∂f

∂ym

)
íà ìàòðèöó 

∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

. . . ∂g1
∂xn

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

. . . ∂g2
∂xn

. . . . . . . . . . . .
∂gm
∂x1

∂gm
∂x2

. . . ∂gm
∂xn

 .

Âûïèøåì ýëåìåíò ìàòðèöû ßêîáè êîìïîçèöèè (â äàííîì ñëó÷àå ýëåìåíòû âåêòîðà ãðàäè-

åíòà):

∂f(g(x))

∂xi
=

∂f

∂y1

∂g1
∂xi

+
∂f

∂y2

∂g2
∂xi

+ . . .+
∂f

∂ym

∂gm
∂xi

.

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ôîðìàëüíî ïîëó÷èòü èç âûðàæåíèÿ

df =
∂f

∂y1
dy1 +

∂f

∂y2
dy2 + . . .+

∂f

∂ym
dym,

ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî yk ôóíêöèþ gk è âû÷èñëÿÿ äèôôåðåíöèàëû dgk. Ýòî íàáëþäåíèå íàçû-

âàþò èíâàðèàíòíîñòüþ ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.
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Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü f : X → Y , U � îêðåñòíîñòü òî÷êè a â X, V � îêðåñòíîñòü òî÷êè

f(a) â Y . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : U → V ãîìåîìîðôèçì, f äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a è

df èìååò íåïðåðûâíûé îáðàòíûé îïåðàòîð. Òîãäà f−1 : V → U äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

f(a) è df−1 = (df)−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ïðåäåë

lim
p→0

∥f−1(f(a) + p)− f−1(f(a))− (df)−1(p)∥
∥p∥

.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ h = f−1(f(a) + p)− a. ßñíî, ÷òî h→ 0 ïðè p→ 0. Èìååì

p = f(a+ h)− f(a) = df(h) + γ(h)∥h∥, lim
h→0

γ(h) = 0.

Ïîëó÷àåì

∥f−1(f(a) + p)− f−1(f(a))− (df)−1(p)∥
∥p∥

==
∥h∥∥(df)−1(γ(h))∥
∥df(h) + γ(h)∥h∥∥

6 ∥h∥∥(df)−1(γ(h))∥
∥df(h)∥ − ∥γ(h)∥∥h∥∥

.

Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0, ÷òî ∥df(h)∥ > C∥h∥. Ñëåäîâàòåëüíî,
∥f−1(f(a) + p)− f−1(f(a))− (df)−1(p)∥

∥p∥
6 ∥(df)−1(γ(h))∥

C − ∥γ(h)∥
→ 0, h→ 0.

�

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåé ê

ìàòðèöå ßêîáè ïðÿìîãî îòîáðàæåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì åùå îäíî ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 10.2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Rn → Rm äèôôåðåíöèðóåìî â øàðå B(a, r)

è âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂fi
∂xj

îãðàíè÷åííû íà ýòîì øàðå. Ïîëîæèì

C = sup
x∈B(a,r)

∥df(x)∥.

Òîãäà äëÿ âñÿêèõ x, y ∈ B(a, r) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

∥f(x)− f(y)∥ 6 C|x− y|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m = 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ(t) = f(y + t(x − y). Ïî òåîðåìå

Ëàãðàíæà

f(x)− f(y) = φ(1)− φ(0) = φ′(c) = ⟨∇f(y + c(x− y)), x− y⟩.
�

11. Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè è òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x = f(y). Çäåñü x, y ∈ R1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà (x0, y0),

÷òî x0 = f(y0). Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé

òî÷êè âûðàçèòü y ÷åðåç x, à òî÷íåå ñóùåñòâóþò ëè òàêèå îòðåçêè Ix = [x0 − α, x0 + α] è

Iy = [y0 − β, y0 + β], ÷òî ôóíêöèÿ f : Iy → Ix îáðàòèìà, ò. å. îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

f−1 : Ix → Iy? Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìû óæå èññëåäîâàëè ýòîò âîïðîñ è çíàåì, ÷òî äëÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíîé îáðàòíîé äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíîñòè è ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè

ôóíêöèè f . Åñëè f ′(y0) > 0, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f ′ íàéäåòñÿ òàêîå β > 0, ÷òî íà

îòðåçêå Iy = [y0 − β, y0 + β] ôóíêöèÿ f ñòðîãî ìîíîòîííà è çíà÷èò íà îòðåçêå Ix = f(Iy)

îïðåäåëåíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ f−1.

Ñîîáðàæåíèÿ ìîíîòîííîñòè õîðîøî ðàáîòàþò â ðàçìåðíîñòè îäèí, íî ïëîõî ïåðåíîñÿò-

ñÿ íà ìíîãîìåðíóþ ñèòóàöèþ. Ïîýòîìó, îñòàâàÿñü ïîêà â ðàçìåðíîñòè îäèí, ðàññìîòðèì

äðóãîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè.
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Ïåðâîå, ÷òî ìû õîòèì ñäåëàòü � äîêàçàòü, ÷òî äëÿ x äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê x0 óðàâíåíèå

x = f(y) èìååò ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â íîâîì âèäå:

y = y + q(x− f(y)),

ãäå q íåêîòîðîå îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, êîòîðîå ìû óêàæåì ïîçäíåå. ßñíî, ÷òî ýòî óðàâíå-

íèå èìååò ðåøåíèå â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå èìåëî ðåøåíèå. Ïîëîæèì

Gx(y) = y + q(x − f(y)). Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ýòî ôóíêöèÿ îò y è ìû èùåì òà-

êîå y, ÷òî y = Gx(y), ò. å. èùåì íåïîäâèæíóþ òî÷êó. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå âàæíîå

óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 11.1. (Áàíàõ) Ïóñòü (X, ϱ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → X

ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì, ò. å. âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ϱ(f(x), f(y)) 6 λϱ(x, y), 0 < λ < 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x òàêàÿ, ÷òî f(x) = x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà X. Ïîëîæèì xn+1 = f(xn). Òàê êàê

ϱ(xn+1, xn) 6 λϱ(xn, xn−1) 6 . . . 6 λnϱ(x1, x0),

òî äëÿ n > m

ϱ(xn, xm) 6 λm

1− λ
ϱ(x1, x0).

Ñëåäîâàòåëüíî, xn ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è èìååò ïðåäåë. Ïóñòü

xn → x. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f çàêëþ÷àåì, ÷òî f(x) = x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðîìå x åñòü

äðóãàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà y. Òîãäà

ϱ(x, y) = ϱ(f(x), f(y)) 6 λϱ(x, y)

è, ñëåäîâàòåëüíî, x = y. �

Ïîïðîáóåì òàê âûáðàòü îòðåçîê Iy = [y0 − β, y0 + β] è îòðåçîê Ix = [x0 − α, x0 + α], ÷òî

äëÿ âñÿêîãî x ∈ Ix îòîáðàæåíèå Gx : Iy → Iy ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

|Gx(y)−Gx(z)| = |G′
x(c)||y − z|,

ãäå

G′
x(c) = 1− qf ′(c).

Âîçüìåì q = 1/f ′(y0). Òîãäà G
′
x(y0) = 0. Ïî óñëîâèþ f ′ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Âûáèðàÿ

β äîñòàòî÷íî ìàëûì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà Ix × Iy âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |G′
x| 6 1/2.

Òåïåðü îñòàëîñü ñäåëàòü òàê, ÷òî çíà÷åíèÿ Gx ëåæàò â Iy. Çàìåòèì, ÷òî Gx0(y0) = y0. Èìååì

|Gx(y)− y0| 6 |Gx(y)−Gx(y0)|+ |Gx(y0)−Gx0(y0)| 6
1

2
|y − y0|+ |q||x− x0| 6

1

2
β + |q|α.

Âûáèðàåì α ñòîëü ìàëûì, ÷òî |q|α < β/2. Èòàê, ìû âûáðàëè Iy è Ix òàê, ÷òî Gx : Iy → Iy
ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì äëÿ âñÿêîãî x ∈ Ix. Ïî òåîðåìå Áàíàõà ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå y ∈ Iy òàêîå, ÷òî Gx(y) = y. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ

y = f−1(x). Îäíàêî, íàì åùå íàäî îáîñíîâàòü íåïðåðûâíîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü ýòîé

ôóíêöèè. Â ýòîì íàì ïîìîæåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 11.1. Ïóñòü (X, ϱ) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è f, g : X → X

� ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ λ ∈ (0, 1). Ïî òåîðåìå Áàíàõà

ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè x = f(x) è y = g(y). Òîãäà èìååò ìåñòî

îöåíêà

ϱ(x, y) 6 (1− λ)−1ϱ(f(x), g(x)).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

ϱ(x, y) = ϱ(f(x), g(y)) 6 ϱ(f(x), g(x)) + λϱ(x, y).

Ñëåäîâàòåëüíî,

ϱ(x, y) 6 (1− λ)−1ϱ(f(x), g(x)).

�

Çàìåòèì, ÷òî

|Gx(y)−Gz(y)| = |q||x− z|.
Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê y(x) è y(z) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|y(x)− y(z)| 6 (1− λ)−1|q||x− z|.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå ïðîñòî íåïðåðûâíîé, à äàæå ëèïøèöåâîé.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, íî ýòî ñëåäóåò èç äîêàçàí-

íîé âûøå òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè îáðàòíîé ôóíêöèè.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà ìíîãî-

ìåðíûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 11.2. (îá îáðàòíîé ôóíêöèè) Ïóñòü f : Rn → Rn � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà

â îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 è f(y0) = x0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà ßêîáè f ′(y0) îáðàòèìà.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U(x0) è V (y0), ÷òî f : V (y0) → U(x0) îáðàòèìà è

îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 äèôôåðåíöèðóåìî â êàæäîé òî÷êå U(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâóåì òàêæå êàê è âûøå. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

Gx(y) = y +Q(x− f(y))

, ãäå Q = f ′(y0)
−1. Ïîñòðîèì òàêèå øàðû Bx = {x : ∥x−x0∥ 6 α} è By = {y : ∥y− y0∥ 6 β},

÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ Bx îòîáðàæåíèå Gx : By → By ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Âûáèðàåì òàêîå

β > 0, ÷òî íà B(y0, β) âûïîëíÿåòñÿ ∥G′
x(y)∥ 6 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥Gx(y)−Gx(z)∥ 6 1

2
∥y − z∥.

Òåïåðü ñäåëàåì òàê, ÷òîáû Gx ïðèíèìàëî çíà÷åíèÿ â By. Èìååì

∥Gx(y)− y0∥ 6 1

2
∥y − y0∥+ ∥Q∥∥x− x0∥ 6 1

2
β + ∥Q∥α.

Âûáèðàåì α òàê, ÷òî ∥Q∥α < β/2. Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Áàíàõà è ñëåäóþùåå çà íåé ïðåäëî-

æåíèå. Ïîëó÷àåì èñêîìîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. �

Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå èìååò äèôôåðåíöèðóå-

ìîå îáðàòíîå, íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.

Ñëåäñòâèå 11.1. (Òåîðåìà î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ) Ïóñòü îòîáðàæåíèå F : Rn
x ×Rm

y → Rm

äèôôåðåíöèðóåìî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0), ìàòðèöà ßêîáè DyF (x0, y0) îáðàòèìà è

F (x0, y0) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U(x0) è V (y0), íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå f : U(x0) → V (y0) òàêèå, ÷òî íà U(x0)× V (y0)

F (x, y) = 0 ⇔ y = f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå H : Rn+m → Rn+m çàäàííîå ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: H i(x, y) = xi ïðè i = 1, 2, . . . , n è H i(x, y) = F i−n(x, y) ïðè i = n+1, . . . , n+m. Çàìåòèì,

÷òî H(x0, y0) = (x0, 0) è ìàòðèöà ßêîáè îòîáðàæåíèÿ H èìååò âèä:(
E 0

∗ DyF

)



25

Òàê êàê ìàòðèöà DyF (x0, y0) îáðàòèìà, òî è ìàòðèöà ßêîáè H ′(x0, y0) îáðàòèìà. Ïî òåî-

ðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ (x, y) = H−1(z). Ïðè z = (x, 0)

ïîëó÷àåì ôóíêöèè yi = (H−1)i(x, 0) òàêèå, ÷òî F (x, y(x)) = 0. �

12. Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ìíîæåñòâî Mk â Rn íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé k-ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ, åñëè äëÿ âñÿêîé

òî÷êè p ∈ Mk ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(p) òî÷êè p â Rn, îòêðûòîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî

V ⊂ Rk è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : V → Rn òàêèå,

÷òî f(V ) =Mk
∩
U(p) è ðàíã ìàòðèöû ßêîáè f ′(u) â êàæäîé òî÷êå u ∈ V ðàâåí k.

Ïðåäëîæåíèå 12.1. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) Mk � ãëàäêàÿ k-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn;

(ii) äëÿ âñÿêîé òî÷êè p ∈ Mk ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(p) è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìîå îòîáðàæåíèå F : Rn → Rn−k òàêîå, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ßêîáè F ′(p) ðàâåí (n−k)
è Mk ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì F (x) = 0 â U(p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ. �

Ïóñòü Mk � ãëàäêàÿ k-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn. Ïóñòü γ : (−1, 1) → Rn � ãëàäêàÿ êðèâàÿ

òàêàÿ, ÷òî γ(t) ∈Mk è γ(0) = p. Âåêòîð ñêîðîñòè γ̇(0) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê

ïîâåðõíîñòè Mk â òî÷êå p.

Ïðåäëîæåíèå 12.2. Ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ k-ìåðíûì ëèíåéíûì

ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîâåðõíîñòüMk ëîêàëüíî çàäàíà îòîáðàæåíèÿìè xi = fi(u1, . . . , uk).

Òîãäà âñÿêàÿ êðèâàÿ γ(t) íà Mk çàäàåòñÿ òàê: xi(t) = fi(u1(t), . . . , uk(t)). Íàéäåì γ̇(0):

γ̇(0) = u̇1(0)
∂f

∂u1
(0) + . . .+ u̇k(0)

∂f

∂uk
(0).

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé êàñàòåëüíûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ

∂f

∂u1
,

∂f

∂u2
, . . .

∂f

∂uk
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñÿêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì

âåêòîðîì. �

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â òî÷êå p íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì ê Mk â òî÷êå p è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç TpMk.

Ïðåäëîæåíèå 12.3. Ïóñòü äëÿ òî÷êè p ∈ Mk ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(p) è íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå F : Rn → Rn−k òàêîå, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ßêîáè

F ′(p) ðàâåí (n− k) è Mk ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì F (x) = 0 â U(p). Òîãäà

ξ ∈ TpMk ⇔


⟨∇F1, ξ⟩ = 0

⟨∇F2, ξ⟩ = 0

. . .

⟨∇Fn−k, ξ⟩ = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ýòèõ óñëîâèé íåìåäëåííî âûòåêàåò èç äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ ðàâåíñòâ Fi(γ(t)) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-

ñòâîì ðåøåíèé ýòîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ðàçìåðíîñòü êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà k

è ðàçìåðíîñòü ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ðàâíà k. Çíà÷èò ýòè ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò. �
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ F (x) = const, òî åå êàñà-

òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî îðòîãîíàëüíî âåêòîðó ãðàäèåíòà ∇F .

13. Ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ðàâåíñòâî ïîâòîðíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïóñòü f : Rn → R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó f â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a)

åñòü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∂f
∂xi

è ôóíêöèÿ x 7→ ∂f
∂xi

(x) â òî÷êå a èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

ïî xj . Òîãäà âûðàæåíèå
∂

∂xj

( ∂f
∂xi

(x)
)∣∣∣

x=a

íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííûì xi è xj è îáîçíà÷à-

åòñÿ ÷åðåç
∂2f

∂xj∂xi
(a).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà:

∂mf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xim
(x) :=

∂

∂xi1

( ∂

∂xi2

(
. . .
( ∂f

∂xim
(x)
)))

.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

U(a) òî÷êè a. Òîãäà â ýòîé îêðåñòíîñòè îïðåäåëåíû íîâûå ôóíêöèè (÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

ôóíêöèè f)

x 7→ ∂f

∂xi
(x), i = 1, 2, . . . n.

Åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå a, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f

äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëèòü, ÷òî çíà÷èò ôóíêöèÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà

â òî÷êå a. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a)

òî÷êè a, òîãäà çàäàíî îòîáðàæåíèå x 7→ df(x, · ) èç U(a) â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå a, åñëè îòîáðàæåíèå x 7→ df(x, · ) äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå a.

Ïðåäëîæåíèå 13.1. Îáà îïðåäåëåíèÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî âòîðîå îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì îòîáðà-

æåíèå Li, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ëèíåéíîìó ôóíêöèîíàëó l íà Rn çíà÷åíèå l(ei).

Ïîñêîëüêó Li � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, òî îíî äèôôåðåíöèðóåìî. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæå-

íèå x 7→ ∂
∂xi

(x) ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ x 7→ df(x, · ) è îòîáðàæåíèÿ Li, à çíà÷èò

ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì îòîáðàæåíèåì.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå x → ∂f
∂xi

(x)hi

äèôôåðåíöèðóåìî êàê ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ∂f
∂xi

(x) íà äèôôåðåíöè-

ðóåìóþ (äàæå ïîñòîÿííóþ) ôóíêöèþ g(x) ≡ li(h). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî df(x, h) ÿâëÿåòñÿ

ñóììîé äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé. �

Íàéäåì äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ x 7→ df(x, · ). Èìååì

df(a+ h, v)− df(a, v) =

n∑
i=1

( ∂f
∂xi

(a+ h)− ∂f

∂xi
(a)
)
vi =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xj∂xi
(a)vihj + oh→0(∥h∥).

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë äàííîãî îòîáðàæåíèÿ � ëèíåéíû îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé

êàæäîìó âåêòîðó h ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

lh(v) =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xj∂xi
(a)vihj .
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Ýòîò ëèíåéíûé îïåðàòîð ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé:

B(h, v) =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xj∂xi
vihj .

Èìåííî ýòó áèëèíåéíóþ ôîðìó ÷àñòî íàçûâàþò âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f . Äà-

ëåå ìû óâèäèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî ïîðÿäîê âû÷èñ-

ëåíèÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ íå èìååò çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà

ñèììåòðè÷íà è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé:

B(h, h) =

n∑
i,j=1

∂2f

∂xj∂xi
hihj

è èìåííî ýòî âûðàæåíèå ìû äàëåå íàçûâàåì âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f è îáî-

çíà÷àåì d2f(a, h) èëè d2f(h).

Äàëåå ïðè îïðåäåëåíèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìû áóäåì ñëåäî-

âàòü ïåðâîìó ñïîñîáó îïðåäåëåíèÿ ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

Ïóñòü óæå îïðåäåëåíî, ÷òî òàêîå m-ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ôóíêöèÿ f m ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a). Åñëè âñå

åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå m-ãî ïîðÿäêà

∂mf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xim

ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè â òî÷êå a, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ (m + 1)

ðàç äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå a.

Äèôôåðåíöèàë m-ãî ïîðÿäêà:

dmf(a, h) =
∑

16i1,i2,...im6n

∂mf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xim
(a)hi1hi2 . . . him .

Âîîáùå ãîâîðÿ çíà÷åíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé çàâèñèò îò ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,

íî åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç, òî ïîðÿäîê íå âàæåí.

Òåîðåìà 13.1. (Þíã) Åñëè f : R2 → R äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a, òî

∂2f

∂x∂y
(a) =

∂2f

∂y∂x
(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = (0, 0). Ñîñòàâèì ðàçíîñòíîå ñîîòíîøåíèå ñîîò-

âåòñòâóþùåå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî x è y:

F (t, t) = f(t, t)− f(0, t)− f(t, 0) + f(0, 0).

Çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà, ïðèìåíåííîé ê ôóíêöèè g(u) = f(t, u)− f(0, u), èìååì

F (t, t) = g(t)− g(0) = g′(c)t =
(∂f
∂y

(t, c)− ∂f

∂y
(0, c)

)
t,

ãäå c ëåæèò ìåæäó 0 è t. Òàê êàê f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (0, 0), òî

∂f(x, y)

∂y
=
∂f

∂y
(0, 0) +

∂2f

∂x∂y
(0, 0)x+

∂2f

∂y2
(0, 0)y + o(

√
x2 + y2).

Ñëåäîâàòåëüíî,
∂f

∂y
(t, c)− ∂f

∂y
(0, c) =

∂2f

∂x∂y
(0, 0)t+ o(t).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

F (t, t) =
∂2f

∂x∂y
(0, 0)t2 + o(t2).
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî:

F (t, t) =
∂2f

∂y∂x
(0, 0)t2 + o(t2).

Ïðèðàâíèâàåì ïðàâûå ÷àñòè äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ è ñîêðàùàåì íà t2. Óñòðåìëÿÿ t→ 0,

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

∂2f

∂y∂x
(0, 0).

�

Ïîõîæèìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áåç ïðåäïîëîæåíèÿ

î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà.

Òåîðåìà 13.2. (Øâàðö) Åñëè ó ôóíêöèè f : R2 → R â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) ñóùå-

ñòâóþò ñìåøàííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííûì x è y, êîòîðûå

íåïðåðûâíû â òî÷êå a, òî
∂2f

∂x∂y
(a) =

∂2f

∂y∂x
(a).

14. Ôîðìóëà Òåéëîðà. Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì.

Ïóñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè a çàäàíà (n+1)-ðàç äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(t) = f(a+ th). Ïî èíäóêöèè ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

g(k)(t) =
∑

i1,...,ik

∂kf

∂xi1 . . . ∂xik
(a+ th)hi1 · · ·hik = dkf(a+ th, h).

Âûïèñûâàÿ äëÿ ôóíêöèè g ôîðìóëó Òåéëîðà â òî÷êå t = 0 ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå

Ëàãðàíæà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 14.1. Äëÿ ôóíêöèè f âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

f(a+ h) = f(a) + df(a, h) +
d2f(a, h)

2!
+ . . .+

dnf(a, h)

n!
+
dn+1f(a+ ch, h)

(n+ 1)!
.

Ñëåäñòâèå 14.1. Ïóñòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (n + 1)-ãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû â òî÷êå a.

Òîãäà

f(a+ h) = f(a) + df(a, h) +
d2f(a, h)

2!
+ . . .+

dnf(a, h)

n!
+
dn+1f(a, h)

(n+ 1)!
+ o(∥h∥n+1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî hi
∥h∥ 6 1 è

∂n+1f

∂xi1 . . . ∂xin+1

(a)− ∂n+1f

∂xi1 . . . ∂xin+1

(a+ ch) → 0

ïðè h→ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

dn+1f(a+ ch, h)− dn+1f(a, h) =
(
dn+1f(a+ ch,

h

∥h∥
)− dn+1f(a,

h

∥h∥
)
)
∥h∥n+1 → 0.

�

Ïóñòü f : Rn → R è ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(a) òî÷êè a, ÷òî f îïðåäåëåíà â

ýòîé îêðåñòíîñòè è f(x) 6 f(a) (f(x) < f(a)) äëÿ âñÿêîãî x ∈ U ′(a), òî òî÷êà a íàçûâà-

åòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà) ôóíêöèè f .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà (ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà).

Òåîðåìà 14.2. Åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå ñâîåãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà,

òî â ýòîé òî÷êå df = 0.
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Òåîðåìà 14.3. Ïóñòü f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû â òî÷êå a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî df(a, h) ≡ 0. Òîãäà

(i) åñëè d2f(a, h) > 0 äëÿ âñÿêîãî h ̸= 0, òî a � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà;

(ii) åñëè d2f(a, h) < 0 äëÿ âñÿêîãî h ̸= 0, òî a � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà;

(iii) åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå h è v, ÷òî d2f(a, h) > 0 è d2f(a, v) < 0, òî òî÷êà a íå

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

f(a+ h)− f(a) = (2−1d2f(a,
h

∥h∥
)− α(h))∥h∥2, lim

h→0
α(h) = 0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ v 7→ d2f(a, v) íåïðåðûâíà, à åäèíè÷íàÿ ñôåðà â Rn êîìïàêòíà, òî ïî òåî-

ðåìå Âåéåðøòðàññà ýòà ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ.

Ïóñòü m = min∥v∥=1 d
2f(a, v) > 0. Íàéäåì òàêóþ îêðåñòíîñòü U(0), ÷òî |α(h)| < m/4 äëÿ

âñåõ h ∈ U ′(0). Òîãäà äëÿ âñåõ h ∈ U ′(0) âåðíî íåðàâåíñòâî f(a+ h)− f(a) > 0. Àíàëîãè÷íî

ðàçáèðàåì ñëó÷àé, êîãäàM = max∥v∥=1 d
2f(a, v) < 0. Ïóñòü òåïåðü ñóùåñòâóþò òàêèå h è v,

÷òî d2f(a, h) > 0 è d2f(a, v) < 0. Ôóíêöèÿ φ(t) = f(a+ th) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëî-

âèÿì: φ′(0) = 0 è φ′′(0) = d2f(a, h) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ó ýòîé ôóíêöèè òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Â òîæå ñàìîå âðåìÿ ôóíêöèÿ ψ(t) = f(a+ tv) èìååò

â òî÷êå 0 ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Çíà÷èò â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a âñòðå÷àþòñÿ

òî÷êè (íà ïðÿìîé a+ th), â êîòîðûõ çíà÷åíèå ñòðîãî áîëüøå f(a), è âñòðå÷àþòñÿ òî÷êè (íà

ïðÿìîé a+ tv), â êîòîðûõ çíà÷åíèå ñòðîãî ìåíüøå f(a). Çíà÷èò òî÷êà a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. �

15. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì.

Ïóñòü Mk � ãëàäêàÿ k-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â Rn è f : Rn → R � íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òî÷êà p ∈ Mk ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ìàê-

ñèìóìà (ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ìàêñèìóìà) ôóíêöèè f , åñëè ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(p), ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U ′(p)
∩
Mk âåðíî íåðàâåíñòâî f(x) 6 f(p)

(f(x) < f(p)). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ìèíèìóìà (ñòðîãîãî

ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ìèíèìóìà).

Òåîðåìà 15.1. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå Åñëè p ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñ-

òðåìóìà, òî ∇f(p) ⊥ TpMk. Áîëåå òîãî, åñëè ∇f ̸= 0, òî â òî÷êå p ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî

ýêñòðåìóìà f êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TpMk ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì êàñàòåëüíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà ê ïîâåðõíîñòè {x : f(x) = f(p)} â òî÷êå p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ ∈ TpMk. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êðèâàÿ γ íà Mk, ÷òî γ(0) = p è

γ̇(0) = ξ. ôóíêöèÿ f(γ(t)) èìååò â òî÷êå t = 0 ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Ñëåäîâàòåëüíî,

0 =
d

dt
f(γ(t))

∣∣∣
t=0

= ⟨∇f(p), γ̇(0)⟩ = ⟨∇f(p), ξ⟩.

�

ÏóñòüMk çàäàíî óðàâíåíèÿìè F1 = 0, . . . , Fn−k = 0. Òàê êàê∇F1(p),∇F2(p), . . . ,∇Fn−k(p)

ñîñòàâëÿþò áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ê ïðîñòðàíñòâó TpMk, òî

∇f(p) = λ1∇F1(p) + λ2∇F2(p) + . . .+ λ∇Fn−k(p),

ïðè÷åì λi îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
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Ýòî íàáëþäåíèå íàçûâàþò ïðàâèëîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà: äëÿ ïîèñêà òî÷åê ýêñ-

òðåìóìà ôóíêöèè f ïðè óñëîâèè F1 = 0, . . . , Fn−k = 0 íàäî ñîñòàâèòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, λ) = f(x)− λ1F1(x)− . . .− λn−kFn−k(x)

è ïðèðàâíÿòü ê íóëþ åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî xi è λj .

Òåïåðü îáñóäèì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå.

Òåîðåìà 15.2. Ïóñòü â òî÷êå p âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ è L(x) = L(x, λ).

Òîãäà

(i) åñëè d2xL(p, h) > 0 äëÿ âñÿêîãî h ̸= 0 è h ∈ TpMk, òî p � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî

óñëîâíîãî ìèíèìóìà;

(ii) åñëè d2xL(p, h) < 0 äëÿ âñÿêîãî h ̸= 0 è h ∈ TpMk, òî p � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî

óñëîâíîãî ìàêñèìóìà;

(iii) åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå h, v ∈ TpMk, ÷òî d
2
xL(p, h) > 0 è d2xL(p, v) < 0, òî òî÷êà

p íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî f(x) = L(x) ïðè x ∈ Mk. Ïóñòü xi = gi(t1, . . . , tk) çàäàþò

Mk â îêðåñòíîñòè òî÷êè p. Âû÷èñëèì âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè H(t) = L(g(t)):

d2H(0, u) =
∂2L

∂xi∂xj

∂gj
∂tk

∂gi
∂tm

ukum.

Çàìåòèì, ÷òî d2H(0, u) = d2xL(p, h), ãäå âåêòîð

h =
∂g

∂t1
u1 + . . .+

∂g

∂tk
uk

ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê Mk â òî÷êå p. Òåïåðü äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâíûé ýêñ-

òðåìóì äëÿ f ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì äëÿ H(t) è ìîæíî ïðèìåíèòü

äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. �

16. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë.

Ïóñòü f : (α, β) → R. Ôóíêöèÿ F : (α, β) → R íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé èëè íåîïðåäå-

ëåííûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f , åñëè F äèôôåðåíöèðóåìà íà (α, β) è F ′ = f .

Ïðåäëîæåíèå 16.1. Ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå F1 è F2 ôóíêöèè f îòëè÷àþòñÿ íà êîí-

ñòàíòó.

Äàëåå ÷åðåç ∫
f(x) dx

îáîçíà÷àåì ïðîèçâîëüíóþ ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè f . Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè F � ïåðâîîá-

ðàçíàÿ ôóíêöèè f , òî ∫
f(x) dx = F + C.

Èç îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóþò ðàâåíñòâà:

d
(∫

f(x) dx
)
= f(x) dx,∫

F ′(x) dx =

∫
dF = F + C.

Íàéòè ïåðâîîáðàçíûå íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ìîæíî ïðîñòî ïðî÷èòàâ ñïðàâà

íàëåâî òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ.

Ñâîéñòâà ïåðâîîáðàçíûõ ÿâëÿþòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé íà ÿçûêå èíòåãðàëîâ ñâîéñòâ

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.



31

1. (Ëèíåéíîñòü) Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a, b) çàäàíû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè F è G,

ïðè÷åì F ′ = f è G′ = g. Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè äëÿ ïðîèçâîäíûõ èìååò âèä

(αF + βG)′ = αF ′ + βG′ = αf + βg.

Çàïèñûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà ïîëó÷àåì∫
(αf(x) + βg(x)) dx = α

∫
f(x) dx+ β

∫
g(x) dx+ C.

2. (Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì) Ïóñòü íà èíòåðâàëå (a, b) çàäàíû äèôôå-

ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f è g. Ïðàâèëî Ëåéáíèöà èìååò âèä

(fg)′ = f ′g + fg′.

Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ:∫
(fg)′ dx =

∫
(f ′g + fg′) dx+ C.

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà fg + C, òî ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx+ C,

êîòîðîå íàçûâàþò ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.

3. (Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ) Ïóñòü ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå

(a, b) è F ′ = f . Ïóñòü òàêæå φ : (α, β) → (a, b) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïî òåîðåìå î

äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè êîìïîçèöèÿ F (φ(t)) äèôôåðåíöèðóåìà è

F (φ(t))′ = F ′(φ(t))φ′(t) = f(φ(t))φ′(t).

Çàïèñûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ ïîëó÷àåì ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííûõ:∫
f(φ(t))φ′(t) dt =

∫
f(x) dx

∣∣∣
x=φ(t)

.

Îñíîâíàÿ èäåÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè óêàçàííûõ ïðàâèë èíòå-

ãðèðîâàíèÿ è ñâåäåíèè èñõîäíîãî èíòåãðàëà ê òàáëè÷íîìó. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îòûñêàíèå

ïåðâîîáðàçíûõ àëãîðèòìèçèðîâàííî. Íàïðèìåð, äëÿ îòûñêàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé ðàöèîíàëü-

íîé ôóíêöèè íàäî ðàçëîæèòü ýòó ôóíêöèþ â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé è çàòåì âû÷èñëèòü

èíòåãðàë îòäåëüíî îò êàæäîãî ñëàãàåìîãî, à ýòè èíòåãðàëû ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò òàáëè÷íûõ.

Â íåêîòîðûõ äðóãèõ ñèòóàöèÿõ ïîäõîäÿùåé çàìåíîé ïåðåìåííîé ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæå-

íèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå

ïåðâîîáðàçíûõ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Áîëåå òîãî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïåðâîîáðàçíàÿ

íå âûðàæàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, íàïðèìåð òàêîâà ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè e−x2
.

17. Èíòåãðàë Ðèìàíà.

Äàäèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:

• Ðàçáèåíèåì T îòðåçêà [a, b] íàçûâàåòñÿ íàáîð òî÷åê

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b.

• Îòðåçêè ∆i = [xi−1, xi], ãäå i = 1, 2, . . . , n, íàçûâàþòñÿ îòðåçêàìè ðàçáèåíèÿ.

• ×èñëî λ(T) = max16i6n |xi − xi−1| íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ðàçáèåíèÿ èëè ìàñ-

øòàáîì.

• Îòìå÷åííûì ðàçáèåíèåì (T, ξ) îòðåçêà [a, b] íàçûâàåòñÿ ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a, b]

ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), ãäå ξk ∈ [xk−1, xk].
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• Ðèìàíîâîé èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f ñîîòâåòñòâóþùåé îòìå÷åííîìó

ðàçáèåíèþ (T, ξ) îòðåçêà [a, b] íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

σ(f,T, ξ) =
n∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1).

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b]. Ãîâîðÿò, ÷òî f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó

íà îòðåçêå [a, b] è ÷èñëî I ÿâëÿåòñÿ åå èíòåãðàëîì, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå

δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ (T, ξ) ñ ïàðàìåòðîì ðàçáèåíèÿ λ(T) < δ

âûïîëíÿåòñÿ

|σ(f,T, ξ)− I| < ε.

Äëÿ ÷èñëà I îáû÷íî èñïîëüçóþò ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:∫ b

a
f(x) dx.

Ïðèìåðû.

1. Ïóñòü f ≡ 1 íà [a, b]. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ ðèìàíîâà ñóììà ðàâíà

(b− a). Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì ∫ b

a
1 dx = b− a.

2. Ïóñòü a 6 c 6 b è f(x) = 0 ïðè x < c, f(x) = 1 ïðè x > c, à f(c) � íåêîòîðîå ÷èñ-

ëî. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî îòìå÷åííîãî ðàçáèåíèÿ (T, ξ) îòðåçêà [a, b] òî÷êà c èëè ñîâïàäàåò ñ

êàêîé-íèáóäü îòìå÷åííîé òî÷êîé èëè ëåæèò âíóòðè îäíîãî îòðåçêà ðàçáèåíèÿ. Ðàññìîòðèì

ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà c ëåæèò ñòðîãî âíóòðè îòðåçêà ðàçáèåíèÿ ∆k. Ðàñïèøåì èíòåãðàëü-

íóþ ñóììó

σ(f,T, ξ) =
∑

i6k−1

f(ξi)|∆i|+ f(ξk)|∆k|+
∑

k+16i

f(ξi)|∆i| = f(ξk)|∆k|+ (b− c) + (c− xk).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ñòðåìëåíèè ìàñøòàáà ê íóëþ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ñòðåìèòñÿ ê (b− c).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà c = xk. Òîãäà

σ(f,T, ξ) = f(ξk)|∆k|+ f(ξk+1)|∆k+1|+ (b− c) + (xk − xk+1)

Â ýòîì ñëó÷àå êàê è âûøå ïðè ñòðåìëåíèè ìàñøòàáà ê íóëþ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ñòðåìèòñÿ

ê (b− c). Òàêèì îáðàçîì, f èíòåãðèðóåìà è∫ b

a
f dx = b− c.

3. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå D(x) = 1 ïðè x ∈ Q è D(x) = 0 ïðè x /∈ Q íå èíòåãðèðóåìà ïî

Ðèìàíó íè íà êàêîì îòðåçêå [a, b]. Äåéñòâèòåëüíî, âûáîðîì îòìå÷åííûõ òî÷åê ðèìàíîâó

ñóììó ìîæíî ñäåëàòü ðàâíîé íóëþ èëè ðàâíîé b− a ïðè ëþáîì ìàñøòàáå ðàçáèåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 17.1. Åñëè ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå, òî ýòà ôóíêöèÿ

îãðàíè÷åííà íà ýòîì îòðåçêå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, òî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ íàé-

äåòñÿ îòðåçîê ðàçáèåíèÿ, íà êîòîðîì ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå çíà-

÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ âûáîðîì îòìå÷åííûõ òî÷åê èíòåãðàëüíóþ

ñóììó ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà

Ðèìàíà. �
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Èç îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóþò äâà âàæíåéøèõ ñâîéñòâà èíòåãðàëà: ëèíåéíîñòü è

ìîíîòîííîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 17.2. (Ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà) Åñëè f è g èíòåãðèðóåìû íà [a, b], òî ôóíê-

öèÿ αf + βg èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è âåðíî ðàâåíñòâî:∫ b

a
(αf + βg) dx = α

∫ b

a
f dx+ β

∫ b

a
g dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ è ðàâåíñòâà

σ(αf + βg,T, ξ) = ασ(f,T, ξ) + βσ(g,T, ξ).

�

Ïóñòü a 6 α < β 6 b. Ôóíêöèÿ f(x) = 0 ïðè x /∈ [α, β] è f(x) = C ïðè (α, β), à âòî÷êàõ α

è β ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïîëîæèì g(x) = 0 ïðè x 6 0, g(x) = 1 ïðè x > 0 è

h(x) = 0 ïðè x < 0, h(x) = 1 ïðè x > 0. Ôóíêöèþ f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

C(g(x− α)− h(x− β)) + f(α)(h(x− α)− g(x− α)) + f(β)(h(x− β)− g(x− β)).

Ñëåäîâàòåëüíî ïî ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà è∫ b

a
f dx = C(β − α).

Ïóñòü çàäàíî ðàçáèåíèå a < x0 < x1 < . . . < xn = b îòðåçêà [a, b]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà [a, b] è f ≡ ck íà (xk−1, xk). Òîãäà f èíòåãðèðóåìà è∫ b

a
f dx =

∑
k

ck|∆k|.

Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííûìè.

Ïðåäëîæåíèå 17.3. (Ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà) Åñëè f è g èíòåãðèðóåìû íà [a, b] è f 6 g,

òî ∫ b

a
f dx 6

∫ b

a
g dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç-çà ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà ýòî ñâîéñòâî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â ñëó÷àå

f = 0, ò. å. èç íåîòðèöàòåëüíîñòè g âûâåñòè íåîòðèöàòåëüíîñòü èíòåãðàëà îò g. Ýòî íåìåä-

ëåííî ñëåäóåò èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ðèìàíîâîé ñóììû äëÿ g. �

Ñëåäñòâèå 17.1. (Òåîðåìà î ñðåäíåì) Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è m = inf [a,b] f ,

M = sup[a,b] f . Òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî µ ∈ [m,M ] òàêîå, ÷òî∫ b

a
f dx = µ(b− a).

Áîëåå òîãî, åñëè f íåïðåðûâíà, òî µ = f(c) äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî èç-çà ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà âåðíî ñëåäñòâèå:

m 6 f(x) 6M ⇒ m 6 1

b− a

∫ b

a
f dx 6M.

�

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 17.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðèðóåìûõ íà [a, b] ôóíêöèé fn ðàâíîìåðíî

íà [a, b] ñõîäèòñÿ ê f , òî f èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è âåðíî ðàâåíñòâî:

lim
n→∞

∫ b

a
fn dx =

∫ b

a
f dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì∣∣∣∫ b

a
fn dx−

∫ b

a
fm dx

∣∣∣ = |µn,m||b− a|,

ãäå

inf
[a,b]

(fn(x)− fm(x)) 6 µn,m 6 sup
[a,b]

(fn(x)− fm(x)).

Ñëåäîâàòåëüíî, |µn,m| 6 sup[a,b] |fn−fm| è µm,n → 0 ïðè n,m→ ∞. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëîâàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∫ b

a
fn dx

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó I. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà è åå èíòåãðàë ðàâåí

I. Ïóñòü (T, ξ) � îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b]. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

∣∣∣σ(f,T, ξ)− I
∣∣∣6 σ(|f − fn|,T, ξ) +

∣∣∣σ(fn,T, ξ)− ∫ b

a
fn dx

∣∣∣+ ∣∣∣∫ b

a
fn dx− I

∣∣∣.
Ïóñòü ε > 0. Âûáèðàåì íîìåð n ñòîëü áîëüøèì, ÷òî ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ìåíüøå ε.

Ôèêñèðóåì òàêîå n. Òåïåðü âûáèðàåì ìàñøòàá ðàçáèåíèÿ òàê, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ìåíüøå

ε äëÿ âñåõ ðàçáèåíèé ñ òàêèì èëè ìåíüøèì ìàñøòàáîì. Ïîëó÷àåì îöåíêó:∣∣∣σ(f,T, ξ)− I
∣∣∣< 3ε.

�

Ñëåäñòâèå 17.2. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðó-

åìà íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b], çàäàííîå òî÷êàìè xk = a + k(b−a)
n .

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ fn ñëåäóþùèì îáðàçîì: fn(x) = f(xk) ïðè x ∈ [xk−1, xk) è fn(b) =

f(b). Ôóíêöèÿ fn èíòåãðèðóåìà íà [a, b]. Òàê êàê f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a, b], òî äëÿ

âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíÿåòñÿ |f(x) − f(xk)| < ε äëÿ

âñåõ x ∈ [xk−1, xk]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ n > N âåðíà îöåíêà |f(x) − fn(x)| < ε äëÿ

âñåõ x ∈ [a, b]. Òàêèì îáðàçîì, fn ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê f , à ìû óæå çíàåì, ÷òî ýòî âëå÷åò

èíòåãðèðóåìîñòü f . �

Íåñëîæíî ìîäèôèöèðîâàòü ýòî ðàññóæäåíèå è äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b], åñëè åñòü òàêîå ðàçáèå-

íèå a = x0 < x1 < . . . < xn = b, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êàæäîì èíòåðâàëå (xi−1, xi)

è ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû limx→xi−0 f(x) è limx→xi+0 f(x) â êàæäîé òî÷êå xi.

Îäíàêî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðèòåðèÿ èíòåãðèðóåìîñòè íàì ïîòðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïî-

ñòðîåíèÿ.
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18. Êðèòåðèé Äàðáó. Ìíîæåñòâà ìåðû íîëü. Êðèòåðèé Ëåáåãà.

Ïóñòü f � îãðàíè÷åííàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ è T � ðàçáèåíèå [a, b]. Âûðàæåíèÿ

s(f,T) =
∑
k

inf
∆k

f(x)|∆k|, S(f,T) =
∑
k

sup
∆k

f(x)|∆k|

íàçûâàþòñÿ íèæíåé è âåðõíåé ñóììîé Äàðáó ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü ∆k = [xk−1, xk].

Ëåììà 18.1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ T

s(f,T) 6 inf
ξ
σ(f,T, ξ) 6 σ(f,T, ξ) 6 sup

ξ
σ(f,T, ξ) 6 S(f,T),

(i) åñëè ðàçáèåíèå T ⊂ T′ (ãîâîðÿò, ÷òî T′ ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì T), òî

s(f,T) 6 s(f,T′), S(f,T′) 6 S(f,T).

(iii) åñëè T1 è T2 � ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a, b], òî s(f,T1) 6 S(f,T2).

Íèæíèì èíòåãðàëîì Äàðáó ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

I = sup
T
s(f,T),

à âåðõíèì èíòåãðàëîì Äàðáó ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

I = inf
T
S(f,T).

Ëåììà 18.2. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ T ñ

λ(T) < δ

I − s(f,T) < ε.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî äëÿ S(f,T).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0. Íàéäåòñÿ Tε òàêîå, ÷òî

I − s(f,Tε) < ε.

Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå. Òîãäà

I − s(f,T) = I − s(f,Tε) + s(f,Tε)− s(f,T) < ε+ s(f,Tε ∪ T)− s(f,T).

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü s(f,Tε ∪T)− s(f,T). Ïóñòü a = x0 < x1 < . . . < xN � òî÷êè ðàçáèåíèÿ

Tε, ∆
′
k � îòðåçêè ðàçáèåíèÿ Tε∪T, ∆k � îòðåçêè ðàçáèåíèÿ T. Åñëè xj /∈ ∆′

k, òî ∆
′
k ñîâïàäàåò

ñ îäíèì èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ T. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

s(f,Tε ∪ T)− s(f,T) =
∑

k : xj∈∆′
k

inf
∆′

k

f |∆′
k| −

∑
k : xj∈∆k

inf
∆k

f |∆k| 6 4N sup
[a,b]

|f |λ(T).

Ïóñòü δ > 0 ñòîëü ìàëî, ÷òî 4N sup
[a,b]

|f | < ε. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî T ñ λ(T) < δ âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

I − s(f,T) < ε.

�

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ëåìì ñëåäóåò êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè.

Òåîðåìà 18.1. (Êðèòåðèé Äàðáó) Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà

îòðåçêå [a, b] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå íèæíèé è âåðõíèé èíòåãðàëû Äàðáó ñîâïà-

äàþò.
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Ñëåäñòâèå 18.1. Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [a, b] òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a, b] òàêîå,

÷òî

S(f,T)− s(f,T) < ε.

Çàìåòèì, ÷òî

S(f,T)− s(f,T) =
∑
k

(sup
∆k

f − inf
∆k

f)|∆k|.

Ðàçíîñòü sup
∆k

f − inf
∆k

f îáîçíà÷àþò ÷åðåç ω(f,∆k) è íàçûâàþò êîëåáàíèåì ôóíêöèè f íà

∆k. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðóåìîñòü îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè f ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî äëÿ

âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a, b] òàêîå, ÷òî∑
k

ω(f,∆k)|∆k| < ε.

Ñëåäñòâèå 18.2. Åñëè f îãðàíè÷åííàÿ è ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b], òî f èíòåãðèðóåìà

íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f íå óáûâàåò. Òîãäà ω(f,∆k) = f(xk)−f(xk−1). Âîçüìåì ðàçáèåíèå

[a, b] íà îòðåçêè ðàâíîé äëèíû |∆k| = (b− a)/N . Ïîëó÷àåì∑
k

ω(f,∆k)|∆k| =
b− a

N

∑
k

(f(xk)− f(xk−1)) =
(b− a)(f(b)− f(a))

N
.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N → ∞. �

Ñëåäñòâèå 18.3. Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî ôóíêöèÿ |f | èíòåãðèðóåìà
íà [a, b] è èìååò ìåñòî îöåíêà ∣∣∣∫ b

a
f dx

∣∣∣ 6 ∫ b

a
|f | dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ω(|f |,∆k) 6 ω(f,∆k). �

Òåîðåìà 18.2. (Àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà)

(i) Åñëè [c, d] ⊂ [a, b] è f èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî f èíòåãðèðóåìà íà [c, d].

(ii) Åñëè a < c < b è ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, c] è íà [c, b], òî f èíòåãðèðóåìà

íà [a, b].

(iii) Åñëè f èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è a < c < b, òî∫ b

a
f dx =

∫ c

a
f dx+

∫ b

c
f dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Òàê êàê f èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ

ðàçáèåíèå T îòðåçêà [a, b] òàêîå, ÷òî S(f,T) − s(f,T) < ε. Äîáàâèì ê T òî÷êó c. Íîâîå

ðàçáèåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ðàçáèåíèÿ: îäíî T[a,c]) äëÿ [a, c], à äðóãîå T[c,b]) äëÿ [c, b].

Èìåÿ ââèäó ÿâíûé âèä S(f,T)− s(f,T), ïîëó÷àåì

S(f,T[a,c])− s(f,T[a,c]) 6 S(f,T ∪ {c})− s(f,T ∪ {c}) 6 S(f,T)− s(f,T) < ε.

(ii) Òðåáóåìîå â êðèòåðèè Äàðáó ðàçáèåíèå äëÿ [a, b] ïîëó÷àåì ñ ïîìîùüþ îáúåäèíåíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçáèåíèé äëÿ îòðåçêîâ [a, c] è [c, b].

(iii) Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b], òî ïî ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáè-

åíèé, ó êîòîðûõ ïàðàìåòð ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ñõîäèòñÿ ê èíòåãðàëó îò f . Îñòàåòñÿ
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çàìåòèòü, ÷òî åñëè îòìå÷åííîå ðàçáèåíèå (T, ξ) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ðàçáèåíèé (T[a,c], ξ)

è (T[c,b], ξ), òî

σ(f,T, ξ) = σ(f,T[a,c], ξ) + σ(f,T[c,b], ξ).

�

Ïðè âíèìàòåëüíîì âçãëÿäå íà âûðàæåíèå
∑

k ω(f,∆k)|∆k| ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ìàëîñòü
ýòîé ñóììû çàâèñèò îò ìàëîñòè ω(f,∆k) è îò ìàëîñòè |∆k|. Ìàëîñòü êîëåáàíèÿ ôóíêöèè

íà ìàëûõ îòðåçêàõ ñâÿçàíà ñ íåïðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè. Ñïðàâèòüñÿ ñ òî÷êàìè ðàçðûâà

ôóíêöèè ìîæíî ñ ïîìîùüþ ìàëîñòè |∆k|, íî òàêèõ òî÷åê íå äîëæíî áûòü ñëèøêîì ìíîãî,

èíà÷å ìàëûå äëèíû îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ â ñóììå ìîãóò äàòü óæå íå î÷åíü ìàëóþ âåëè÷èíó.

Òî÷íîå îïèñàíèå íåïðåðûâíîñòè èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè äàåò êðèòåðèé Ëåáåãà.

Ìíîæåñòâî E ⊂ R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íîëü ïî Ëåáåãó, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð èíòåðâàëîâ Ik òàêîé, ÷òî E ⊂
∪
k

Ik è
∑

k |Ik| < ε.

Ïðåäëîæåíèå 18.1. (i) Òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íîëü.

(ii) Îòðåçîê íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íîëü.

(iii) Íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ìåðû íîëü ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì

ìåðû íîëü.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ìåðû íîëü ìîæåò áûòü êîíòèíóàëüíûì.

Òåîðåìà 18.3. (Êðèòåðèé Ëåáåãà) Ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíà îãðàíè÷åíà è åå ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà èìååò ìåðó íîëü ïî Ëåáåãó.

Ñëåäñòâèå 18.4. Åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [a, b] è ψ íåïðåðûâíà íà [− inf f, sup f ],

òî ψ(f) èíòåãðèðóåìà íà [a, b].

19. Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà.

Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b]. Ôóíêöèÿ F , çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì

F (x) =

∫ x

a
f(t) dt,

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì.

Ïðåäëîæåíèå 19.1. Èìååò ìåñòî îöåíêà

|F (x)− F (y)| 6M |x− y|, M = sup |f |,

â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x > y. Òîãäà ïî àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà

F (x)− F (y) =

∫ x

y
f(t) dt.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèõîäèì ê îöåíêå

|F (x)− F (y)| 6
∫ x

y
|f(t)| dt 6M |x− y|.

�

Òåîðåìà 19.1. Åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå c ∈ [a, b], òî F äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå c è F ′(c) = f(c).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå F , ïîëó÷àåì

F (c+ h)− F (c)

h
− f(c) = h−1

∫ c+h

c
(f(t)− f(c)) dt.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèõîäèì ê îöåíêå∣∣∣F (c+ h)− F (c)

h
− f(c)

∣∣∣ 6 sup
[c,c+h]

|f(t)− f(c)|,

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü èç-çà íåïðåðûâíîñòè f â òî÷êå c ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. �

Ñëåäñòâèå 19.1. (Ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà) Åñëè f íåïðåðûâíà íà [a, b], òî ñóùå-

ñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f è äëÿ âñÿêîé ïåðâîîáðàçíîé F âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

F(b)−F(a) =

∫ b

a
f(t) dt.

Ñëåäñòâèå 19.2. (Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì) Ïóñòü f, g � íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìûå íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè. Òîãäà∫ b

a
f(x)g′(x) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−

∫ b

a
f ′(x)g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà∫ b

a
(fg)′ dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)

è âñïîìíèòü ïðàâèëî Ëåéáíèöà (fg)′ = f ′g + fg′. �

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ñëåäñòâèå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f íà îòðåçêå ñ êîí-

öàìè x0 è x èìååò n íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ, òî îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå Òåéëîðà

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

rn−1(x0, x) =
1

(n− 1)!

∫ x

x0

f (n)(t)(x− t)n−1 dt.

Ñëåäñòâèå 19.3. (Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ) Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b]

ôóíêöèÿ è φ : [α, β] → [a, b] � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì, φ(α) = a è

φ(β) = b. Òîãäà ∫ b

a
f(x) dx =

∫ β

α
f(φ(t))φ′(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ïåðâîîáðàçíàÿ f . Òîãäà F (φ(t)) � ïåðâîîáðàçíàÿ f(φ(t))φ′(t).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Íüþòîíà�Ëåéáíèöà ïîëó÷àåì∫ b

a
f dx = F (b)− F (a) = F (φ(β))− F (φ(α)) =

∫ β

α
f(φ(t))φ′(t) dt.

�

20. Èíòåãðàë ñ ïàðàìåòðîì: íåïðåðûâíîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü.

Â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðàáîòàòü ñ âûðàæåíèÿìè âèäà

I(y) =

∫ h(y)

g(y)
f(x, y) dx,

êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü èíòåãðàëîì ñ ïàðàìåòðîì.

Òåîðåìà 20.1. Ïóñòü f íåïðåðûâíà íà [a, b]× [c, d] è h, g : [c, d] → [a, b] íåïðåðûâíûå ôóíê-

öèè. Òîãäà I(y) íåïðåðûâíàÿ íà [c, d] ôóíêöèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê

I(y) = Φ(h(y), y)− Φ(g(y), y), Φ(u, y) =

∫ u

a
f(x, y) dx,

òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(u, y) íåïðåðûâíà. Èìååì

|Φ(u0, y0)− Φ(u, y)| 6 |Φ(u0, y)− Φ(u, y)|+ |Φ(u0, y0)− Φ(u0, y)|.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç max |f ||u0 − u|. Òàê êàê f ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà íà [a, b]×[c, d], òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî (x−s)2+(y−t)2 < δ

âëå÷åò |f(x, y)−f(s, t)| < ε, â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] èìååì |f(x, y)−f(x, y0)| < ε ïðè

|y−y0| < δ. Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå |Φ(u0, y0)−Φ(u0, y)| ìåíüøå ε(b−a) ïðè |y−y0| < δ.

Èòàê, Φ(u, y) → Φ(u0, y0) ïðè (u, y) → (u0, y0). �

Òåîðåìà 20.2. Ïóñòü f è ∂
∂yf ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè íà [a, b]× [c, d], ôóíê-

öèè g, h : [c, d] → [a, b] äèôôåðåíöèðóåìû. Òîãäà I(y) äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è

I ′(y) = f(h(y), y)h′(y)− f(g(y), y)g′(y) +

∫ h(y)

g(y)

∂f

∂y
(x, y) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü Φ(u, y) ïî y ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì u. Ïîëíîå óòâåðæäåíèå áóäåò íåìåäëåííî ñëåäîâàòü èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè

ñëîæíîé ôóíêöèè.

Φ(u, y + p)− Φ(u, y)

p
−
∫ u

a

∂f

∂y
(x, y) dx =

∫ b

a

[f(x, y + p)− f(x, y)

p
− ∂f

∂y
(x, y)

]
dx.

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà
f(x, y + p)− f(x, y)

p
=
∂f

∂y
(x, ξ),

ãäå ξ ëåæèò ìåæäó y è y + p. Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣f(x, y + p)− f(x, y)

p
− ∂f

∂y
(x, y)

∣∣∣ 6 max
x

max
|z−y|6p

∣∣∣∂f
∂y

(x, z)− ∂f

∂y
(x, y)

∣∣∣ = r(p).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé f ïî y çàêëþ÷àåì, ÷òî r(p) → 0 ïðè p → 0.

Îñòàåòñÿ òîëüêî âûïèñàòü îöåíêó:∣∣∣Φ(u, y + p)− Φ(u, y)

p
−
∫ u

a

∂f

∂y
(x, y) dx

∣∣∣ 6 (b− a)r(p).

�
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