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1. Ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï, íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû. Ôàêòîðãðóïïû

1.1. Ðàçëàãàþòñÿ ëè â íåòðèâèàëüíîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû Q, Q∗, R∗, C∗?
1.2. Êîãäà ãðóïïà äèýäðà Dn ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì â âèäå ïðÿìîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ?
1.3. Ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïïû

(a) êâàòåðíèîíîâ Q8,
(b) ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê A4,
(c) ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó S4?

1.4. Äîêàæèòå, ÷òî Sn íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì â âèäå ïðÿìîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ.

1.5. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 4 â ãðóïïå (Q8×Q8)/{(1, 1), (−1,−1)}? Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ
ïîðÿäêà 2 â ýòîé ãðóïïå? Îòâåò îáîñíóéòå.

1.6. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 4 â ãðóïïå (D4 × D4)/{(E,E), (−E,−E)}? Ñêîëüêî ýëå-
ìåíòîâ ïîðÿäêà 2 â ýòîé ãðóïïå? Îòâåò îáîñíóéòå.

1.7. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 4 â ãðóïïå (Q8×D4)/{(1, E), (−1,−E)}? Ñêîëüêî ýëåìåí-
òîâ ïîðÿäêà 2 â ýòîé ãðóïïå? Îòâåò îáîñíóéòå.

1.8. Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå S3 × Zn.
1.9. Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå S3 × S3.
1.10. Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå äèýäðà D4.
1.11. Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå D4 ×D4.
1.12. Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå D4 × S3.
1.13. Íàéäèòå âñå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû â ãðóïïå äèýäðà Dn.
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1.14. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è ïóñòü p � íàèìåíüøåå ïðîñòîå, äåëÿùåå ïîðÿäîê G.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà H ⊂ G èíäåêñà p. Äîêàæèòå, ÷òî îíà íîð-
ìàëüíà.

2. Àáåëåâû ãðóïïû

2.1. Ïóñòü â ãðóïïå G êàæäûé íååäèíè÷íûé ýëåìåíò èìååò ïîðÿäîê 2.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî G àáåëåâà.
(b) Ðàññìîòðèì G â àääèòèâíîé çàïèñè. Äîêàæèòå, ÷òî íà G ââåñòè ñòðóêòóðó âåê-

òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì Z2.
(c) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G êîíå÷íà. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèé ïóíêò, äîêàçàòü, ÷òî ãðóï-

ïà G èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå ãðóïï Z2.
2.2. Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ãðóïïû ïîëÿ íå ìîãóò áûòü èçî-

ìîðôíû.
2.3. Ïóñòü k � ïîëå. Ïóñòü k è k∗ � åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿ ãðóïïû, ñîîò-

âåòñòâåííî.
(a) Êîãäà k∗ � öèêëè÷åñêàÿ?
(b) Êîãäà k � öèêëè÷åñêàÿ?
(c) Êîãäà k∗ êîíå÷íî ïîðîæäåíà?
(d) Êîãäà k êîíå÷íî ïîðîæäåíà?

2.4. Ïóñòü U � ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â ãðóïïå C∗.
ßâëÿåòñÿ ëè U êîíå÷íî ïîðîæäåííîé?

2.5. Ðàçëîæèòå ãðóïïó Z∗
2n â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ.

2.6. Ïóñòü A � êîíå÷íàÿ àáåëåâà p-ãðóïïà è ïóñòü a ∈ A � ýëåìåíò ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà ⟨a⟩ âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì.

3. Àâòîìîðôèçìû ãðóïï. Öåíòðû ãðóïï

3.1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà > 2 èìååò íåòðèâèàëüíûé èçîìîðôèçì.
3.2. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G èçîìîðôíà ôàêòîðó G

ïî åå öåíòðó.
3.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n ̸= 6 ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû Sn èçîìîðôíà Sn.
3.4. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íåàáåëåâîé ãðóïïû íå ìîæåò áûòü öèêëè÷å-

ñêîé.
3.5. Ïóñòü k � ïîëå. Íàéäèòå öåíòðû ãðóïï GLn(k) è SLn(k).
3.6. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû Zp ⊕ · · · ⊕ Zp︸ ︷︷ ︸

n

èçîìîðôíà GLn(Zp) (p �

ïðîñòîå).
3.7. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû Zn èçîìîðôíà Z∗

n.
3.8. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íåàáåëåâîé ãðóïïû íå ìîæåò áûòü öèêëè÷å-

ñêîé. Ìîæåò ëè îíà áûòü àáåëåâîé?
3.9. Íàéäèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ñëåäóþùèõ ãðóïï: a) S3, b) D4, c) Dn, d) Q8.
3.10. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ Int(G) íîðìàëüíà âî âñåé ãðóï-

ïå àâòîìîðôèçìîâ Aut(G).

4. Äåéñòâèÿ ãðóïï íà ìíîæåñòâàõ

4.1. Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå M . Ìîæåò
ëè êàæäûé ýëåìåíò g ∈ G èìåòü íåïîäâèæíóþ òî÷êó?



4.2. Ñîïðÿæåíû ëè â S6 ñëåäóþùèå ïîäãðóïïû

H1 = ⟨(1, 2, 3), (4, 5, 6), (1, 2)(4, 5)⟩,
H2 = ⟨(1, 2, 3), (4, 5, 6), (4, 5)⟩,
H3 = ⟨(1, 2, 3), (4, 5, 6), (1, 4)(2, 5)(3, 6)⟩?

Îòâåò: Íåò. Ïîðÿäêè âñåõ ãðóïï ðàâíû 18.
4.3. Ñîïðÿæåíû ëè â S6 ñëåäóþùèå ïîäãðóïïû

H1 = ⟨(1, 2, 3), (4, 5, 6), (1, 2)(4, 5), (4, 5)⟩
H2 = ⟨(1, 2, 3), (4, 5, 6), (1, 2)(4, 5), (1, 4)(2, 5)(3, 6)⟩
H3 = ⟨(1, 2, 3), (4, 5, 6), (1, 2)(4, 5), (1, 4)(2, 5, 3, 6)⟩?

Îòâåò: Íåò, íî ïîðÿäêè âñåõ ãðóïï ðàâíû 36.
4.4. Íàéäèòå ïîðÿäîê ïîäãðóïïû â S6, ïîðîæäåííîé ïîäñòàíîâêàìè

(a) (1, 2, 3), (4, 5, 6), (1, 2)(4, 5) Îòâåò: 18
(b) (1, 2, 3), (4, 5, 6), (4, 5) Îòâåò: 18
(c) (1, 2, 3), (4, 5, 6), (1, 4)(2, 5)(3, 6) Îòâåò: 18
(d) (1, 2, 3), (4, 5, 6), (1, 2)(4, 5), (4, 5) Îòâåò: 36
(e) (1, 2, 3), (4, 5, 6), (1, 2)(4, 5), (1, 4)(2, 5)(3, 6) Îòâåò: 36
(f) (1, 2, 3), (4, 5, 6), (1, 2)(4, 5), (1, 4)(2, 5, 3, 6) Îòâåò: 36
(g) (1, 2, 3), (4, 5, 6), (1, 2)(4, 5), (4, 5), (1, 4)(2, 5)(3, 6) Îòâåò: 72
(h) (1, 2)(3, 6), (2, 4, 6, 3, 5) Îòâåò: 60
(i) (1, 2)(3, 4)(5, 6), (2, 4, 6, 3, 5) Îòâåò: 120

4.5. Ïóñòü Fq � ïîëå èç q ýëåìåíòîâ. Íàéäèòå ïîðÿäêè ãðóïï GLn(Fq) è SLn(Fq).
4.6. Ïóñòü Fq � ïîëå èç q ýëåìåíòîâ. Íàéäèòå ïîðÿäêè ãðóïï On(Fq) è SOn(Fq).
4.7. Ïîñòðîèòü âëîæåíèå D4 ↪→ S4.
4.8. Äîêàæèòå, ÷òî èìåþò ìåñòî èçîìîðôèçìû

(a) GL2(F2) ≃ SL2(F2) ≃ S3;
(b) SL2(F3) ̸≃ S4, PSL2(F3) ≃ A4, PGL2(F3) ≃ S4;
(c) SL2(F4) ≃ A5;
(d) PSL2(F5) ≃ A5;
(e) SL3(F2) ≃ PSL2(F7);
(f) Sp4(F2) ≃ S6;
(g) PSL2(F9) ≃ A6;
(h) PSL4(F2) ≃ A8;
(i) SU4(F2) ≃ PSp4(F3) ≃ O5(F3)

′.
4.9. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîäãðóïïû â A5, èçîìîðôíûå A4, ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé.

5. p-ãðóïïû

5.1. Ïóñòü G � ãðóïïà ïîðÿäêà p3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà p2 â G íîð-
ìàëüíà. Âåðíî ëè ýòî äëÿ ïîäãðóïï ïîðÿäêà p?

5.2. Ïóñòü p-ãðóïïà G äåéñòâóåò íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç MG ⊂ M
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â M ñðàâíèìî ñ
÷èñëîì ýëåìåíòîâ â MG ïî ìîäóëþ p.

5.3. Äîêàæèòå, ÷òî â p-ãðóïïå ëþáàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà íåòðèâèàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ
öåíòðîì.

5.4. Ïóñòü G � p-ãðóïïà è ïóñòü Z � åå öåíòð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z èìååò ïîðÿäîê p.
Äîêàæèòå, ÷òî Z ñîäåðæèòñÿ â ëþáîé íåòðèâèàëüíîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå.



5.5. Ïóñòü G � ãðóïïà ïîðÿäêà pk. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî l ≤ k ñóùåñòâóåò íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà N â G ïîðÿäêà pl.

5.6. Ïóñòü G � p-ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà â íåé íîðìàëüíà. Äîêàæèòå, ÷òî èëè
G àáåëåâà èëè p = 2.

6. Êîììóòàíò

6.1. Äîêàæèòå, ÷òî êîììóòàíò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ãðóïï ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì èõ
êîììóòàíòîâ.

6.2. Ïóñòü G � ãðóïïà âñåõ äâèæåíèé òðåõìåðíîãî êóáà. Ôàêòîðãðóïïó G/G′ ðàçëîæèòü
â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ.

6.3. Ïóñòü G = Q8 × Q8/{±1}. Òîãäà G′ = Z(G). Ðàññìîòðèì ôàêòîðãðóïïó G/G′ êàê
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä ïîëåì F2. Îòîáðàæåíèå âçÿòèÿ êîììóòàíòà [·, ·] : G ×
G→ G′ ≃ F2 èíäóöèðóåò (êîñîñèììåòðè÷íóþ) áèëèíåéíóþ ôîðìóΨ: V×V → F2. Ýòî
èíäóöèðóåò ãîìîìîðôèçì AutG→ Sp4(F2). Äîêàæèòå, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.

6.4. Íàéäèòå êîììóòàíò ãðóïïû äèýäðà Dn. ×åìó èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïà Dn/D
′
n?

6.5. Íàéäèòå êîììóòàíò ãðóïïû êâàòåðíèîíîâQ8. ×åìó èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïàQ8/Q
′
8?

6.6. ×åìó èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïà SL2(Z) ïî åå êîììóòàíòó?

7. Öåíòðàëèçàòîðû è íîðìàëèçàòîðû

7.1. ×åìó ðàâåí ïîðÿäîê öåíòðàëèçàòîðà òðàíñïîçèöèè â ãðóïïå S6. Îòâåò: 48
7.2. ×åìó ðàâåí ïîðÿäîê öåíòðàëèçàòîðà öèêëà äëèíû k â ãðóïïå S6.
7.3. Îïèñàòü êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå Dn.
7.4. Îïèñàòü êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â ãðóïïå An ïðè n = 4 è 5.
7.5. ×åìó ðàâåí ïîðÿäîê öåíòðàëèçàòîðà ïîäñòàíîâêè (i1, i2)(i3, i4)(i5, i6) â ãðóïïå S6. Îò-

âåò: 48
7.6. ×åìó ðàâåí ïîðÿäîê öåíòðàëèçàòîðà ïîäñòàíîâêè (i1, i2, i3)(i4, i5, i6) â ãðóïïå S6. Îò-

âåò: 18

8. Ïîëóïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï

8.1. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà äâèæåíèé àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðî-
èçâåäåíèåì ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ëèíåéíîé ãðóïïû.

8.2. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà S4 ðàçëàãàåòñÿ â ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóìÿ ñóùåñòâåííî
ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

8.3. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå íåàáåëåâîé ãðóïïû ïîðÿäêà p3, èñïîëüçóÿ ïîëóïðÿìîå ïðî-
èçâåäåíèå F2

p ñ ñèëîâñêîé p-ïîäãðóïïîé â GL2(Fp).

9. Òåîðåìû Ñèëîâà

9.1. Ñîäåðæèò ëè S4 ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ?
9.2. Ñîäåðæèò ëè S5 ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ?
9.3. Ñîäåðæèò ëè S6 ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå êâàòåðíèîíîâ?
9.4. Ðàñêëàäûâàåòñÿ ëè ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â S6 â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå?
9.5. Íàéäèòå öåíòð ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû â S6.
9.6. Íàéäèòå êîììóòàíò ñèëîâñêîé 2-ïîäãðóïïû â S6.
9.7. Ñêîëüêî èìååòñÿ ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïï â S6?
9.8. Äîêàæèòå, ÷òî ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà â S6 ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëèçàòîðîì íåêîòîðîãî ýëå-

ìåíòà ïîðÿäêà 2.
9.9. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 48 â S6 ñîäåðæèò ðîâíî òðè ñèëîâñêèå

2-ïîäãðóïïû.



9.10. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 48 â S6 ñîïðÿæåíû.
9.11. Äîêàæèòå, ÷òî íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 48 â S6 ñîâïàäàåò ñ ýòîé ïîäãðóïïîé.
9.12. Îïèñàòü âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû è èõ íîðìàëèçàòîðû â A5.
9.13. Îïèñàòü âñå ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû è èõ íîðìàëèçàòîðû â S5.
9.14. Îïèñàòü ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû â ãðóïïå Sp2 (p � ïðîñòîå).
9.15. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà pq2, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.
9.16. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà pq3, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.
9.17. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà pqk, ãäå p è q � ïðîñòûå ÷èñëà, íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.
9.18. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà pqr, ãäå p, q è r � ïðîñòûå ÷èñëà, íå ìîæåò áûòü

ïðîñòîé.
9.19. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ëþáîãî èç ñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé

(a) 36 = 22 · 32, 48 = 24 · 3, 96 = 25 · 3, 100 = 22 · 52, 108 = 22 · 33,
(b) 80 = 24 · 5, 160 = 25 · 5, 112 = 24 · 7
(c) 72 = 23 · 32, 84 = 22 · 3 · 7, 156 = 22 · 3 · 13, 140 = 22 · 5 · 7,
(d) 132 = 22 · 3 · 11,
(e) 126 = 2 · 32 · 7, 150 = 2 · 3 · 52

9.20. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà 144 íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.
9.21. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà 120 íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.
9.22. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà 90 íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.
9.23. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 60 èçîìîðôíà A5.
9.24. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî åå ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà � öèêëè÷åñêàÿ. Äî-

êàæèòå, ÷òî G íå ìîæåò áûòü ïðîñòîé.

10. Ðàçíûå çàäà÷è

10.1. Èìååòñÿ ëè â A5 ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 10?
10.2. Èìååòñÿ ëè â A5 ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 6?
10.3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäãðóïïà â S4, ïîðîæäåííàÿ ïîäñòàíîâêàìè (1234) è (13) èçîìîðôíà

ãðóïïå äèýäðà D4.
10.4. Ïóñòü k � ïîëå. Ìîãóò ëè áûòü èçîìîðôíûìè åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ k∗ è àääèòèâíàÿ

k ãðóïïû?
10.5. Íàéäèòå âñå íåòðèâèàëüíûå öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ A4 ïðè ïîìîùè Z2. Îòâåò:

A4 × µ2, SL2(Z3) Óêàçàíèå: ßñíî, ÷òî ãðóïïû A4 × µ2 è SL2(Z3) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì. Äîêàæåì, äðóãèõ âîçìîæíîñòåé íåò. Ïóñòü Z := Z(G) è ïóñòü φ : G →
G/Z ≃ A4 � ìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ̸≃ A4 ×µ2. Òîãäà G íå ñî-
äåðæèò ïîäãðóïï ïîðÿäêà 12. Áîëåå òîãî, ëþáàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà N ⊂ G èìååò
âèä N = {1}, Z, φ−1(V4), G. Äåéñòâèòåëüíî, φ(N) = {1}, V4 èëè A4. Åñëè N ⊃ Z, ìû
ïîëó÷àåì îäèí èç ñëó÷àåâ âûøå. Åñëè æå N ̸⊃ Z, òî èìååì åäèíñòâåííóþ âîçìîæ-
íîñòü: |N | = 4 è φ(N) = V4. Ïóñòü g ∈ G � ýëåìåíò ïîðÿäêà 3. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó
âûøå, N è g ïîðîæäàþò âñþ ãðóïïó G. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîãäà G/N � öèêëè÷å-
ñêàÿ ãðóïïà ãðóïïà ïîðÿäêà 3, ïðîòèâîðå÷èå. Ýòî äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå. Â
÷àñòíîñòè èìååì |G′| = 8 è G′ ⊃ Z Òîãäà ãðóïïà G èìååò ðîâíî òðè îäíîìåðíûõ êîì-
ïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ χ1 = 1, χ2, χ3 (âñå îíè òðèâèàëüíû íà Z). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî G
èìååò íåïðèâîäèìîå òðåõìåðíîå ïðåäñòàâëåíèÿ, èç ðàçëîæåíèÿ 24 â ñóììó êâàäðàòîâ
ïîëó÷àåì, ÷òî óG èìååòñÿ òðè íåïðèâîäèìûõ äâóìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ ρ1, ρ2, ρ3. Òàê
êàê Ker ρi íå ìîæåò ñîäåðæàòü Z, òî âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ρi � òî÷íûå. ßñíî, ÷òî det ρi
ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, à χiρk � íåïðèâîäèìûìè äâóìåðíûìè. Áî-
ëåå òîãî, det(χiρk) = χ2

i ρk. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî det ρ1 = 1 è ρk = χkρ1.
Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè â SL2(C) èìååòñÿ ðîâíî îäíî âëîæåíèå



ρ1 : G ↪→ SL2(C). Ïî ëåììå Øóðà îáðàç Z � ñêàëÿðíûå ìàòðèöû ±E. Ââîäÿ èíâàðè-
àíòíóþ ýðìèòîâó ôîðìó, ìû òàêæå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ρ1(G) ⊂ SU2(C). Ðàññìîòðèì
ãîìîìîðôèçì ψ : SU2(C) → SO3(R). Èìååì ψρ1(G) ≃ G/Z ≃ A4. Òàê êàê ãðóïïà
A4 èìååò ðîâíî îäíî òî÷íîå òðåõìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, òî äëÿ îáðàçà G0 := ψρ1(G)
èìååòñÿ òîëüêî îäíà âîçìîæíîñòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè â SO3(R)) Ñëå-
äîâàòåëüíî, òîëüêî îäíà âîçìîæíîñòü èìååòñÿ è äëÿ ρ1(G) = ψ−1(G0). Óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî.

10.6. Íàéäèòå âñå íåòðèâèàëüíûå öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ S4 ïðè ïîìîùè Z2. Îòâåò: S4×
µ2, GL2(Z3), ãðóïïà îêòàýäðà Óêàçàíèå: Ïóñòü Z := Z(G) è ïóñòü φ : G→ G/Z ≃
S4 � ìîðôèçì ôàêòîðèçàöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ̸≃ S4 × µ2. Òàê êàê φ(G′) = A4,
òî |G/G′| = 4 èëè 2. Åñëè |G/G′| = 2, òî G′ ⊃ Z è G èìååò ðîâíî äâà îäíîìåðíûõ
êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ (îáà òðèâèàëüíû íà Z). Åñëè |G/G′| = 4, òî G′ ≃ A4,
G′ ̸⊃ Z è G èìååò ðîâíî ÷åòûðå îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ (äâà èç íèõ
òðèâèàëüíû íà Z). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èç ðàçëîæåíèÿ â ñóììó êâàäðàòîâ ïîëó÷àåì, ÷òî
G èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåïðèâîäèìîå äâóìåðíîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå
ρ íåòðèâèàëüíîå íà Z. Ïóñòü N := Ker ρ. Òàê êàê G/N � íåàáåëåâà ãðóïïà, òî |N | ≤ 8
è äëÿ φ(N) èìåþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè: {1} è V4. Ïîëó÷àåì, ÷òî èìååòñÿ îäèí
èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ: N = {1} èëè N ≃ V4.

10.7. Íàéäèòå âñå íåòðèâèàëüíûå öåíòðàëüíûå ðàñøèðåíèÿ A5 ïðè ïîìîùè Z2. Óêà-

çàíèå: Ïóñòü G � òàêîå ðàñøèðåíèå. Èñïîëüçóÿ ïðîñòîòó A5, èç ðàçëîæåíèÿ â ñóììó
êâàäðàòîâ ïîëó÷àåì, ÷òî G èìååò òî÷íîå äâóìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî,
èìååòñÿ âëîæåíèå G ↪→ SU(2). Îáðàçîì G ïðè ãîìîìîðôèçìå Φ: SU(2) → SO(3,R)
áóäåò ãðóïïà, èçîìîðôíàÿ A5. Òàê êàê âñå ïîäãðóïïû â SO(3,R), èçîìîðôíûå A5, ñî-
ïðÿæåíû, òî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ãðóïïà G åäèíñòâåííà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
Φ−1(G) � íåòðèâèàëüíîå ðàñøèðåíèå A5, ïîñêîëüêó A5 íå èìååò òî÷íûõ äâóìåðíûõ
ïðåäñòàâëåíèé.

10.8. Äîêàçàòü ïðîñòîòó ãðóïïû âðàùåíèé èêîñàýäðà (íå èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçìà ñ A5).
10.9. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç êâàòåðíèîíîâ íîðìû 1, èçîìîðôíà ãðóïïå SU2(C).
10.10. Îïèñàòü âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå òåëà êâàòåðíèîíîâ H.

11. Ïðåäñòàâëåíèÿ

11.1. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîðÿäêà p3 (p � íå÷åòíîå ïðîñòîå) íå èìååò òî÷íûõ íåïðèâî-
äèìûõ êîìïëåêñíûõ äâóìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé.

11.2. Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íàÿ 2-ãðóïïà G ⊂ GL3(Q) èìååò îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.
11.3. Ïóñòü ρ � íåïðèâîäèìîå òðåõìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû A5. Ðàññìîòðèì åãî îãðà-

íè÷åíèå íà ïîäãðóïïó A4. Áóäåò ëè ýòî ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìûì?
11.4. Ïóñòü ρ � êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû è ïóñòü χρ � åãî õàðàêòåð.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè χρ � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî îíî � öåëîå.
11.5. Îïèøèòå (ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåíèÿ) âñå êîíå÷íûå ïîäãðóïïû â GL2(Z).
11.6. Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà òàêàÿ, ÷òî åå ëþáîå íåïðèâîäèìîå êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå îäíîìåðíî. Äîêàæèòå, ÷òî G àáåëåâà.
11.7. Ìîãóò ëè ðàçìåðíîñòè íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû

áûòü ñëåäóþùèìè:
(a) ∗ 1, 1, 1, 1, 1, 5;

11.8. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà SL2(Z) íå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì.
Óêàçàíèå: Ïóñòü SL2(Z) = G1 × G2. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî G1 íåàáåëåâà. Òîãäà
ïðåäñòàâëåíèå ρ : G1 → SL2(Z) íåïðèâîäèìî. Ïî ëåììå Øóðà G2 àáåëåâà è ñîñòîèò èç



ñêàëÿðíûõ ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî, G2 = {±E}. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò A =

(
0 1
−1 0

)
.

ßñíî, ÷òî ±A ∈ G1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (±A)2 = −E ∈ G2. Ïðîòèâîðå÷èå.

12. Êîëüöà

12.1. Ïóñòü n = n1n2, ãäå ÍÎÄ (n1, n2) = 1. Äîêàæèòå, ÷òî Zn ≃ Zn1 ⊕ Zn2 .
12.2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îáëàñòè öåëîñòíîñòè, â êîòîðîé ïðîöåññ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè íå îáðûâàåòñÿ.
12.3. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Z[

√
−3] íå ôàêòîðèàëüíî.

12.4. Ïóñòü G = V4 � ãðóïïà Êëåéíà. Â ãðóïïîâîì êîëüöå C[G]
(a) íàéäèòå âñå èäåàëû;
(b) íàéäèòå âñå äåëèòåëè íóëÿ;
(c) íàéäèòå âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû.

12.5. Ðàññìîòðèì àëãåáðó R3 óìíîæåíèå íà êîòîðîé � âåêòîðíîå óìíîæåíèå. Äîêàæèòå,
÷òî ýòà àëãåáðà ïðîñòà.

12.6. Äîêàæèòå ïðîñòîòó àëãåáðû sl2(R). Èçîìîðôíà ëè îíà R3 ñ âåêòîðíûì óìíîæåíèåì.
12.7. Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå Z[

√
−5] ýëåìåíò 6 ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè äâóìÿ,

ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
12.8. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë Z[i] åâêëèäîâî.
12.9. Ïóñòü ω � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 3 èç 1. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Z[ω] åâêëèäîâî.
12.10. Ïóñòü ϵ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè 5 èç 1. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Z[ϵ] åâêëèäîâî.
12.11. Äîêàæèòå, ÷òî Zn � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ.
12.12. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ k[x] íàä ïîëåì � êîëüöî ãëàâíûõ

èäåàëîâ.
12.13. Ïðåäñòàâèì ñóììó 1+ 1

2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

p−1
â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè n

m
. Äîêàæèòå, ÷òî

åñëè p � ïðîñòîå, òî n äåëèòñÿ íà p.
12.14. Îïèøèòå âñå ïðîñòûå èäåàëû â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ íàä àëãåá-

ðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì.
12.15. Ïðèâåñòè ïðèìåð àññîöèàòèâíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ åäèíèöåé è áåç äåëèòåëåé

íóëÿ, â êîòîðîì ïðîöåññ ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèÿ íåîáðàòèìûõ ñîìíîæèòåëåé íå
îáðûâàåòñÿ.

12.16. Ìîæåò ëè èäåàë (x2, xy2, y4) â êîëüöå k[x, y] áûòü ïîðîæäåí äâóìÿ ýëåìåíòàìè?
12.17. Ïóñòü k � ïîëå. ×åìó èçîìîðôíî ôàêòîðêîëüöî êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ k[x1, x2, . . . , y1, y2, . . . ]

(îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ) ïî èäåàëó ïîðîæäåííîìó x1−x2y2, x2−x3y3, . . .
12.18. Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî îòëè÷íà îò 2.

Ðàññìîòðèì ôàêòîðêîëüöî R := k[x, y]/(y2 − x3 + x). Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå R íåò
äåëèòåëåé íóëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà R � â òî÷íîñòè íåíóëåâûå
ýëåìåíòû k. Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöå R ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ
ìíîæèòåëåé íåîäíîçíà÷íî.



13. Ðåøåíèÿ

9.20. Èìååì 144 = 16 · 9, #G3 = 16, #G2 = 9. Ïóñòü a ∈ G3, a ̸= 1. Òîãäà Z(a) ⊃ G
(i)
3

äëÿ ëþáîé ñèëîâñêîé ïîäãðóïïû G
(i)
3 , ñîäåðæàùåé a. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |Orb(a)| ≥ 5.

Îòñþäà Z(a) = G3 èëè G3 � ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 â Z(a). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî a
ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîé ñèëîâñêîé ïîäãðóïïå. Òîãäà ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà 3 è
9 ðàâíî 8 · 16 = 128 è òîãäà ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 16 � åäèíñòâåííàÿ.
9.21. Èìååì 120 = 8 · 3 · 5, #G5 = 6. Ïîýòîìó èìååòñÿ âëîæåíèå G ↪→ S6. Ðàñ-

ñìàòðèâàÿ ãîìîìîðôèçì çíàêà, ïîëó÷èì âëîæåíèå G ↪→ A6. Çäåñü èíäåêñ ãðóïïû
ðàâåí 3. Äåéñòâèå íà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññàõ äàåò ãîìîìîðôèçì G → S3, êîòîðûé
äîëæåí áûòü òðèâèàëåí. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé â A6.
Ïðîòèâîðå÷èå.
9.11. Ïîëîæèì G = S6 è ïóñòü H ⊂ G � ãðóïïà ïîðÿäêà 48. Òîãäà G2 èçîìîðôíà

{±1} ×D4 è âêëàäûâàåòñÿ â íåêîòîðîå {1, σ} × S4, ãäå σ � íåêîòîðàÿ òðàíñïîçèöèÿ.
Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïîäãðóïï � 3 · 15 = 45 è ïîýòîìó G2 ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîðìà-
ëèçàòîðîì. Äàëåå G2 = H2 (ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå G2). Åñëè H2 íîðìàëüíà â H,
òî H = NH(H2) ⊂ NG(H2). Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, H ñîäåðæèò ðîâíî 3 ñè-
ëîâñêèõ 2-ïîäãðóïïû è NH(H2) = NG(H2) = H2. Ïóñòü H2, H

′
2, H

′′
2 � ýòè ïîäãðóïïû.

Òîãäà H2 äåéñòâóåò ñîïðÿæåíèÿìè íà H ′
2, H

′′
2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà

Q ⊂ H2 èíäåêñà 2, îñòàâëÿþùàÿ íåïîäâèæíûìè H ′
2 è H ′′

2 . Òàêàÿ ïîäãðóïïà ñîäåð-
æèòñÿ â íîðìàëèçàòîðàõ ïîäãðóïï H2, H

′
2, H

′′
2 è ïîýòîìó Q = H2 ∩ H ′

2 ∩ H ′′
2 . Òàêèì

îáðàçîì, Q◁H è H/Q ≃ S3. Äàëåå Q ⊂ H2 ≃ D4 × {±1}.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî öåíòð ãðóïïû H íåòðèâèàëåí è ñîäåðæèò ýëåìåíò ïîðÿäêà 2.

Ýòî î÷åâèäíî, åñëè ãðóïïà Q íåàáåëåâà (òîãäà Z2 ≃ Z(Q) = Z(H2)). Åñëè Q ≃ Z4 ⊕
Z2, òî Q ñîïðÿæåíà??? ïîäãðóïïå ⟨(1, 2), (3, 4, 5, 6)⟩. Íî òîãäà íîðìàëèçàòîð Q èìååò
ïîðÿäîê 16. Ïðîòèâîðå÷èå. Íàêîíåö, ïóñòü Q ≃ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2. Òîãäà Q ñîïðÿæåíà???
ïîäãðóïïå ⟨(1, 2), (3, 4), (5, 6)⟩ è ýëåìåíò (1, 2)(3, 4)(5, 6) ïðèíàäëåæèò öåíòðó H =
N(Q). Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.
Òàêèì îáðàçîì, H ñîäåðæèòñÿ â öåíòðàëèçàòîðå Z(σ) íåêîòîðîãî ýëåìåíòà σ ïîðÿä-

êà 2. Íåñëîæíî âû÷èñëèòü, ÷òî òîãäà H = Z(σ) è öåíòð H ïîðîæäàåòñÿ σ. Áîëåå òîãî,
ýëåìåíò σ äîëæåí áûòü íå÷åòíûì (èíà÷å ïîðÿäîê Z(σ) ðàâåí 16). Ïîýòîìó ãðóïïà H
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íå÷åòíûì ýëåìåíòîì ïîðÿäêà 2. Èìååòñÿ ðîâíî 30 òàêèõ
ïîäãðóïï.
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