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Семинар 1. Малые поперечные колебания струны

Примеры уравнений, рассматриваемых на курсе

Методы математической физики является частью математики, но сильно связаны

с физикой. В этом предмете будут изучаться дифференциальные уравнения частных

производных второго порядка, которые описывают многие физические процессы. Бу-

дут решаться математические задачи, которые являются моделями физических за-

дач. Примеры уравнений, которые мы будем изучать в курсе:

• Уравнение теплопроводности: ut “ a2 △ u ` 1,

где ut - буквы с нижним индексом будут означать частную производную по

соответствующей переменной.

a2 - это константа, всегда положительное вещественное число.

• - оператор Лапласиан:

△ u = uxx ` uyy ` uzz

zpx,y,z, tq - зависимые параметры.

• Уравнение колебаний:

utt “ a2 △ u ` 1 В зависимости от физической постановки задачи это уравнение

может иметь разный смысл.

• Стационарное распределение электрического заряда, Уравнение Лапласа:

△ u “ 0

Описывает стационарное распределение электрического заряда, так же может

описывать стационарную диффузию или стационарную теплопроводность.

• Уравнение Гельмгольца:

△ u`cu “ 0. Уравнение описывает распространение оптических гармонических

волн, звуковых либо электромагнитных.

• Уравнение Пуассона △ u “ f

• Уравнение Гельмгольца △ u ` cu “ f
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На курсе мы будем решать каждое из этих уравнений, где помимо самого урав-

нения будут заданы дополнительные условия.

Условия бывают начальными, в момент времени с заданными условиями:

ut“0 “ φx,y,z

ut“0 “ ψx,y,z

Кроме того, ставятся условия на границе области. Если область трёхмерная,

обозначим границы области как S. Тогда на этой поверхности зададим дополнитель-

ные условия, которые называются ограниченными условиями:

Рис. 1.1. Схема границ областей

• условие Дирихле или условие первого рода, где p - точка на поверхности s:

us “ µpp, tq

• условие Неймана, второго рода:

Bu
Bn

|s “ νpp, tq

• граничное условие третьего рода:

Bu
Bn

|s “ xpp, tq

Уравнения малых поперечных колебаний

Рассмотрим натянутую струну в положении равновесия. Пусть один конец струны

совпадает с началом координат.

T - сила натяжения струны.
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Рис. 1.2. Натянутая струна

ρ - линейная плотность струны.

Будем считать, что струна отклоняется от положения равновесия незначительно.

α ăă 1;u ăă l При колебании участок, который был прямолинейным, становится

криволинейным. Его длина будет равняться:

△ l “

ż x`△x

x

b

1 ` u2
xdξ

ux ´ tgα « tgα « α

u2
x « α

2

△«

ż x`△x

x
dξ “△ x

Рис. 1.3. Схема колебания струны

Сила натяжения была постоянная T “ T0. Сила натяжения пропорциональна удли-

нению струны.

T “ k △ l “ const

Проекция на ось x:

T cosα “ T p1 ´ α
2

` Opα
2
qq « T “ T0

Проекция на ось u:

T sinαpxq ´ T sinαpx` △ xq ` Fpx, tq “
d
dt

Pu
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Запишем, чему равен импульс:

Pu “

ż x`△x

x
ρpξ qutpξ , tqdξ

Fpx, tq - внешняя сила;T “ T0; sinαpxq « αpxq

Запишем в виде интеграла:

T0

ż x`△x

x
uxxpξ , tqdξ `

ż x`△x

x
φpξ , tqdξ “

ż x`△x

x
ρpξ , tquttpξ , tqdξ

Применим формулу среднего значения для каждого из этих интегралов:

uxxpξ
‹, tq △ x

φ̃xxpξ
‹‹, tq △ x

ρxxpξ
‹‹‹, tq △ x

Итого получим:

T0uxxpξ
‹, tq ` φpξ

‹‹, tq “ ρpξ
‹‹‹, tquttpξ

‹‹‹, tq

T0uxxpx, tq ` φpx, tq “ ρpx, tquttpx, tq

Преобразуем и получаем:

utt “
t0

ρpx, tq
uttpx, tq `

ρ̃px, tq
ρpxq

Таким образом, мы вывели уравнение колебаний:

utt “ a2uxx ` f px, tq

Зададим начальные условия:

u|t“0

ut |t“0 “ ψpxq

Концы закреплены и неподвижны:

ux|t“0 “ 0,u|x“l “ 0

Концы закреплены и подвижны:

ux|t“0 “ µ1ptq,u|x“l “ µ2ptq
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Концы свободны:

ux|x“0 “ 0;ux|x“l “ 0

Концы закреплены упруго:

pux ` huq|x“0 “ 0

pux ` huq|x“l “ 0

Сила натяжения ux будет уравновешиваться силой упругости.

Так же еще возможны случаи, когда внешняя сила действует на концы.

Таким образом, математическая модель физической задачи состоит из диффе-

ренциального уравнения колебаний, начальных условий и граничных условий.

Если записать вместе уравнение, начальное и граничные условия, то получится

начально краевая задача:

utt “ a2uxx “ f px, tq,x P p0, lq, t ą 0

На концах это уравнение не выполняется. В начальный момент времени t = 0.

u|t“0 “ φpxq,x P p0, lq

ut |t“0 “ ψpxq,x P p0, lq

u|x“0 “ 0, t ą 0

u|x“l “ 0, t ą 0

upx, tq- это неизвестная функция, которая зависит от двух переменных. Имеет

непрерывность 2 порядка при x P p0, lq, t ą 0

u,ut непрерывна по t, при t “ 0 так же функция непрерывна при x “ 0 и x “ l

Аналогично выводятся и другие уравнения.
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Семинар 2.Задача Штурма-Лиувилля для

оператора Лапласа в прямоугольных областях.
Прямоугольные области будем рассматривать одномерные – отрезок, двумерные

– прямоугольник и трёхмерные – прямоугольный параллелепипед. Выясним, откуда

появляется такая задача.

Вспомним начальную краевую задачу для уравнения колебаний:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

utt “ a2uxx pa2 “ constq

u|t “ 0 “ φpxq

ut |t “ 0 “ ψpxq px P r0, ls, t ě 0q

u|x“0 “ 0

u|x“l “ 0

Найдем решение уравнения колебаний вида: upx, tq “ ypxqT ptq ı 0 удовлетворяющее

граничным условиям.

ypxqT 2
ptq “ a2y2

pxqT ptq

Разделяем переменные так, чтобы с одной стороны были все переменные, зави-

сящие от t, с другой - зависящие от x.

Поделим на ypxqT ptqa2:
T 2ptq
a2T ptq

“
y2pxq

ypxq

Функции слева и справа тождественно равны друг другу при разных t и x. Это

возможно только если в левой и правой части стоят константы. Иначе функции

не могут быть равны, если они зависят от разных переменных. Если мы меняем t,

то значение функции меняется, а так как правая часть от t не зависит равенство

возможно только если левая и правая часть это одна и так же константа.

Пусть левая и правая часть “ ´λ

y2pxq

ypxq
“ ´λ

y2
pxq ` λypxq “ 0

Подставим upx, tq “ ypxqT ptq :
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y|x“0 ¨ T ptq “ 0 ñ yp0q “ 0

y|x“l ¨ T ptq “ 0 ñ yplq “ 0

Уравнение должно выполняться во всех точках отрезка Может существовать и не

тривиальное решение при определенных значениях константы λ . Поставим задачу

Штурма-Лиувилля. Ищем все значения λ , при которых существует не тривиаль-

ное решение ypxq. Такие λ называются собственными значениями задачи Штурма-

Лиувилля, ypxq - собственные функции.

Дифференциальное уравнение относительно функции y:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

y2pxq ` λypxq “ 0, x P p0, lq

yp0q “ 0

yplq “ 0

Пусть λ ą 0 :

ypxq “ Acos
?

λx ` Bsin
?

λx

$

&

%

yp0q “ A “ 0

yplq “ Acos
?

λ l ` Bsin
?

λ l “ 0

Bsin
?

λ l

B не может быть = 0, т.к. это тривиальное решение. Поэтому

b ‰ 0 ñ sin
?

λ l “ 0

?
λ l “ πn, n “ 1,2,3...

λn “

ˆ

πn
l

˙2

ypxq “ Bsinp
πn
l

xq pB ‰ 0q

Таким образом мы получили нетривиальное решение задачи Штурма-Лиувилля.

Ответ:
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λn “

ˆ

πn
l

˙2

- собственное значение.

ynpxq “ sin pix
l x - собственная функция. n “ 1,2, ..

При λ ă 0 :

y2
´ |λ |y “ 0

Общее решение дифференциального уравнения:

ypxq “ Ae
?

|λ |x
` Be´

?
|λ |x

$

&

%

yp0q “ A ` B “ 0

yplq “ Ae
?

|λ |l ` Be´
?

|λ |l “ 0

ñ B “ ´A

Ape
?

|λ |l
q “ 0

Тривиальное решение:

A “ B “ 0

либо

e
?

|λ |l
´ e´

?
|λ |l

“ 0

e
?

|λ |l
“ e´

?
|λ |l

e2
?

|λ |l
“ 1 ñ 2

a

|λ |l “ 0

Это невозможно. Поэтому существует только тривиальное решение.

Рассмотрим случай, где λ “ 0 :

y2pxq “ 0

ypxq “ Ax ` B

$

&

%

yp0q “ B “ 0

yplq “ Al ` B “ 0

ñ A “ B “ 0 Только тривиальное решение. Таким образом мы нашли собствен-

ные решения задачи Штурма-Лиувилля, когда на обоих концах ставится условие

Дирихле.
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Аналогично мы можем ставить другие граничные условия, будут получаться дру-

гие собственные функции. Можно записать общее свойство подобных задач Штурма-

Лиувилля на отрезке:

y2
pxq ` λypxq “ 0, x P pa,bq

Однородные граничные условия при x “ a,x “ b

Свойства собственных значений и собственных функций задачи Штурма-Лиувилля:

1) в случае граничных условий Дирихле:

ypaq “ 0,ypbq “ 0.

Неймана y1paq “ 0,y1pbq “ 0.

3-го рода: ypaq ´ h1ypaq “ 0,y1pbq ` h2ypbq “ 0, где h1 ą 0,h2 ą 0.

А также смешанных граничных условий (любая комбинация выписанных выше

условий).

Все λ ě 0

Собственные значения λ “ 0 есть ô y1paq “ 0,y1pbq “ 0 Этому собственному зна-

чению соответствует собственная функция ypxq “ const

2) Собственных значений и собственных функций счётное количество:

λ1,λ2, ...

y1pxq,y2pxq, ...

3) Собственные функции, отвечающие различным собственным значениям, орто-

гональны на ra,bs:
şb

a ykpxqylpxqdx “ 0

Аналогичные свойства будут справедливы для задач Штурма-Лиувилля в дву-

мерных и трёхмерных, в ограниченных областях на плоскости и в пространстве.

Теорема Стеклова

Если f pxq P C2ra,bs и удовлетворяет однородному граничному условию при x “

a,x “ b, то f pxq раскладывается в ряд Фурье по ортогональной системе собственных

функций задачи Штурма-Лиувилля.
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f pxq “

8
ÿ

n“1

fnynpxq, x P ra,bs

fn “
p f mynq

||yn||2
“

1
||yn||2

ż b

a
f pxqynpxqdx

||yn||
2

“

ż b

a
y2

npxq

Двумерная задача Штурма-Лиувилля в прямоугольнике

Рис. 2.1. Визуализация задачи

∆u` “ 0,0 ă x ă a, 0 ă y ă

Bu
Bn

|г “ 0

upx,yq ı 0

Bu
Bx

|x“a “ 0
Bu
By

|y“b “ 0

´
Bu
Bx

|x“0 “ 0
Bu
By

|y“0 “ 0

Найдем решение методом разделения переменных. Найдем решения вида upx,yq “

XpxqY pyq ı 0

∆u “ uxx ` uyy

X2
pxqY 2

pyq ` XpxqY 2
pyq ` λXpxqY pyq “ 0
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Поделим на XpxqY pyq

X2pxq

Xpxq
`

Y 2pyq

Y pyq
` λ “ 0

X2pxq

Xpxq
“ ´

Y 2pyq

Y pyq
´ λ “ 0

Получаем, что равенство возможно, только если в левой и правой части стоят

константы. X2pxq

Xpxq
“ ´µ , ´

Y 2pyq

Y pyq
´ λ “ 0 “ ´µ

Bu
Bx

|x“0 “ 0

Bu
Bx

|x“a “ 0

X 1
p0qY pyq “ 0

X 1
paqY pyq “ 0

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Xpxq ` µXpxq “ 0

X 1p0q “ 0 x P p0,aq

X 1paq “ 0

Собственные значения:

µn “ p
πn
a

q
2, n “ 0,1,2, ...

Собственные функции:

Xnpxq “ cos
πnx

a

´
Y 2pyq

Y pyq
´ λ “ ´µ

Y 2
pyq ` pµn ` λ qY pyq “ 0

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Y pyq ` νY pyq “ 0

Y 1p0q “ 0 y P p0,bq

Y 1pbq “ 0

Решения те же самые:
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Собственные значения:

νm “ p
πm
b

q
2, m “ 0,1,2, ...

Собственные функции:

Ympyq “ cos
πmy

b

´µu ` λ “ ν

λ “ µn ` νm

Собственные значения в прямоугольнике:

λnm “
πn
a

q
2

`
πm
b

q
2

Собственные функции в прямоугольнике:

unm “ XnpxqYmpyq “ cosp
πn
a

xqcosp
πm
b

qyq

Это полная система функций в прямоугольнике. Из этого следует, что система

функций замкнутая. Других собственных функций и собственных значений нет.
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Семинар 3. Уравнение Лапласа в прямоугольных

координатах

Задача Штурма-Лиувилля

$

&

%

∆u ` λu “ 0

Однородное граничное условие на S

Задача состоит в том, чтобы найти все значения константы λ при которых существу-

ет нетривиальное решение. Эти значения называются собственными значениями за-

дачи Штурма-Лиувилля, u называются собственными функциями задачи Штурма-

Лиувилля.

Система собственных функций задачи Штурма-Лиувилля является полной орто-

гональной системой. Из линейно-независимых собственных функций можно постро-

ить ортогональную систему un.

p f ,gq “

ż

D
f gdv

f “
ÿ

n
fnun, где fn “

p f ,unq

||un||2

Таблица 3.1. y2pxq ` λypxq “ 0, 0 ă x ă l

ГУ СЗ λn СФ ynpxq ||yn||2 n

yp0q “ 0; yplq “ 0 pπn
l q2 sinπnx

l
l
2 1,2,3,...

y1p0q “ 0; y1plq “ 0 pπn
l q2 sinπnx

l
l
2p1 ` B0q 0,1,2,3,...

yp0q “ 0; y1plq “ 0 p
πpn´ 1

2 x
l q2 sinp

πpn´ 1
2 x

l q2 l
2 1,2,3,...

y1p0q “ 0; yplq “ 0 p
πpn´ 1

2 x
l q2 cosp

πpn´ 1
2 x

l q2 l
2 1,2,3,...

В дальнейшем будет встречаться специфическая задача Штурма-Лиувиля на от-

резке с периодическими граничными условиями.

y2
pxq ` λypxq “ 0,0 ă x ă l

ypxq ” ypx ` 2lq@x P R
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λn “ p
πpn ´ 1

2x
l

q
2 ,где n “ 0,1,2, ...

y0pxq “ 1

ynpxq “

$

&

%

cosπnx
l

sinπnx
l

||yn||
2

“ lp1 ` Bn0q ,гдеBn0 “

$

&

%

1,n “ 0

0,n “ 0

Уравнение Лапласа в прямоугольных координатах
$

&

%

∆u “ 0 в ограниченной области D

Неоднородные граничные условия на S

Рис. 3.1. Кривая Ляпунова

D - ограниченная область внутри краевая задача для уравнения Лиувиля. ∆u “

uxx ` uyy ` uzz

Условие Дирихле:

u|s “ f ppq

Bu
Bn

|s “ f ppq

´gradu “ a “
ÝÑE

En|s „ σppq

´
Bu
Bn

|s

p
Bu
Bn

` huq|s “ f ppq

Теорема о существовании и единственности решения внутри краевой задачи для

уравнения Лапласа. Задача (*) =

$

&

%

∆u “ 0 в ограниченной области D

Неоднородные граничные условия на S

1) Задачи (*): Задачи Дирихле и третьего рода (hppq ě 0,hppq ı 0), а также сме-

шанные задачи однозначно разрешимы.

21



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

2) Задача (*) c условием Неймана разрешима ô
ş

s f ppqds “ 0. При этом решение

определено с точностью до производной аддитивной постоянной.

$

&

%

∆u “ 0 в ограниченной области D
Bu
Bn |s “ f ppq

¡

D

∆udv “

¡

D

divpgraduqdv “

ĳ

S

pgradu,ÝÑn qds “

ĳ

S

Bu
Bn

ds “

ĳ

S

Bu
Bn

ds “

ĳ

S

f ds

Рассмотрим:

ru “ u ` c
$

&

%

∆ru “ 0

Bru
Bn |s “ f psq

Задача в прямоугольнике

Рис. 3.2. Область решения задачи в прямоугольнике

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆u “ 0, 0 ă x ă a, 0 ă y ă b

u|x“0 “ ϕ1pyq

u|x“a “ ϕ2pyq

u|y“0 “ ψ1pxq

u|y“b “ ψ2pxq

upa,bq “ ϕ2pbq “ ψ2paq
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upa,0q “ ϕ2p0q “ ψ1paq

up0,bq “ ϕ1pbq “ ψ2p0q

up0,0q “ ϕ1p0q “ ψ1p0q

Если мы знаем, что решение единственно – мы можем его подобрать. Будем ис-

кать решение в виде: upx,yq “ u1px,yq`u2px,yq. Получается новая краевая задача для

функции u1 “ p˚Iq:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆u1 “ 0

u1|x“0 “ 0

u1|x“a “ 0

u1|y“0 “ ψ1pxq

u|y“b “ ψ2pxq

Для функции u2 “ p˚IIq:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆u2 “ 0

u2|x“0 “ ψ1pyq

u2|x“a “ ψ2pyq

u2|y“0 “ 0

u|y“b “ 0

Решим задачу для u1, для u2 решается аналогично.
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆u1 “ 0 в прямоугольнике

u1|x“0 “ 0

u1|x“a “ 0

u1|y“0 “ ψ1pxq

u|y“b “ ψ2pxq

Найдем частные решения уравнения ∆u1 “ 0, удовлетворяющие u1|x“0 “ 0, u1|x“a “

0 и имеющие вид u1px,yq “ XpxqY pyq ı 0:

∆u1 “ pu1qxx ` pu1qyy “ X2
pxqY pyq ` XpxqY 2

pyq “ 0
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Поделим на XpxqY pyq :

X2pxq

Xpxq
“ ´

Y 2pyq

Y pyq
“ ´λ

X2
pxq ` λXpxq “ 0, 0 ă x ă a

u1|x“0 “ 0

Xp0qY pyq “ 0Xp0q “ 0

u1|x“a “ 0Xpaq “ 0

$

&

%

X2pxq ` λXpxq “ 0, 0 ă x ă a

X |x“0 “ 0X |x“a “ 0

Получается задача Штурма-Лиувилля, с уже известным решением:

λn “ p
πn
a

q
2

Xnpxq “ sinp
πnx

a
q, n “ 1,2, ...

´
Y 2

n pyq

Ynpyq
“ λn

Y 2
n pyq ´ λnYnpyq “ 0, 0 ă y ă b

Найдем для каждого n общее решение.

Y 2
n pyq ´ p

πn
a

q
2Ynpyq “ 0

Общее решение:Ynpyq “ Ane
πn
a y

` Bne
πn
a y

Выберем такое ФСР, чтобы одно решение удовлетворяло одному граничному

условию, при y “ 0, а другое - при y “ b:

Ynpyq “ An sh
πn
a

y ` Bn shp
πn
a

pb ´ yqq

u1 “ px,yq “ XnpxqYnpyq “ sinp
πn
a

xqpAnshp
πn
a

yqq ` Bnshp
πn
a

pb ´ yqq

Будем искать решение задачи (I) в виде ряда:
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u1px,yq “

8
ÿ

n“1

sin

˜

πnx
a

¸˜

Ansh

˜

πny
a

¸

` Bsh

˜

πnpb ´ yq

a

¸¸

Будем предполагать, что этот ряд сходится и что его можно дважды дифферен-

цировать почленно. Поскольку каждое слагаемое в этой сумме удовлетворяет урав-

нению Лапласа, тогда и сумма ряда удовлетворяет уравнению Лапласа и граничное

условие при x “ 0 и при x “ a

Подставим u1px,yq в условия:

u1|y“0 “ ψ1pxq, u1|y“b “ ψ2pxq :

u1|y“0 “

8
ÿ

n“1

sin

˜

πnx
a

¸˜

Bnsh

˜

πnb
a

¸

“ ψ1pxq

u1|y“b “

8
ÿ

n“1

sin

˜

πux
a

¸˜

Ansh

˜

πub
a

¸

“ ψ2pxq

Представим функции в виде ряда. Они образуют полную ортогональную систему

на отрезке. Разложим функции в ряд Фурье по системе:

sin

˜

πux
a

¸

, r0,as

ψ1pxq “

8
ÿ

n“1

Cnsin
πnx

a

ψ2pxq “

8
ÿ

n“1

Dnsin
πnx

a

Cn “
1

||sinπnx
a ||2

ż a

0
ψ1pxq

πnx
a

dx

Dn “
1

||sinπnx
a ||2

ż a

0
ψ2pxq

πnx
a

dx

||sin
πnx

a
||

2
“

a
2

8
ÿ

n“1

Bnsin

˜

πnx
a

¸

sh

˜

πnb
a

¸

“ Cnsin

˜

πnx
a

¸

8
ÿ

n“1

Ansin

˜

πnx
a

¸

sh

˜

πnb
a

¸

“ Dnsin

˜

πnx
a

¸
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$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Bnsin

˜

πnx
a

¸

“ Cn

Ansin

˜

πnx
a

¸

“ Dn

An “
Dn

shpπnb
a q

Bn “
Cn

shpπnb
a q

u1px,yq “

8
ÿ

n“1

Bnsin

˜

πnx
a

¸

¨

˜

Dn

shpπnb
a q

¸

sh

˜

πny
a

¸

`
Cn

shpπnb
a q

qsh

˜

πb ´ y
a

¸

Получается, что функция удовлетворяет уравнению Лапласа потому, что каждый

член ряда ему удовлетворяет, это можно доказать. Функция удовлетворяет однород-

ным граничным условиям при x “ 0 и x “ a потому, что sin им удовлетворяет. И

функция удовлетворяет не однородным граничным условиям, при y “ 0 и y “ b по-

тому, что мы получаем разложение в ряд Фурье. Полученная функция u1 является

решением задачи I и решение единственно.

Аналогично решается задача для функции u2. Таким образом задача для урав-

нения Лапласа в прямоугольнике решена.

Частный случай:

∆u1 “ 0

u1|x“0 “ 0

u1|x“a “ 0

u1|y“0 “ sin
πx
a

“

8
ÿ

n“1

Cnsin
πnx

a

u1|y“b “ sin
2πx

a
“

8
ÿ

n“1

Dnsin
πnx

a

Отсюда следует, что:

C1 “ 1, Cn “ 0приn “ 1

C2 “ 1, Dn “ 0приn “ 2

В таком случае решение будет представляться не в виде ряда, а в виде конечной

суммы:

u1px,yq “
sinπnx

a shπpb´yq

a

shπb
a

`
sin2πx

a sh2πy
a

sh2πb
a
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Краевая задача для уравнения Лапласа в прямоугольном

параллелепипеде

∆u “ 0,0 ă x ă a,0 ă y ă b,0 ă z ă c

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

u|x“0 “ φ1py,zq

u|x“a “ φ2py,zq

u|y“0 “ φ1px,zq

u|y“b “ φ2px,zq

u|z“0 “ X1px,yq

u|z“c “ X2px,yq

u “ u1 ` u2 ` u3

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆u1 “ 0

u1|x“0 “ 0

u|x“a “ 0

u|y“0 “ 0

u|y“b “ 0

u|z“0 “ X1px,yq

u|z“c “ X2px,yq

u1px,y,zq “ V px,yqZpzq

∆u1 “ pu1qxx ` pu1qyy ` pu1qzz

Vxxpx,yqZpzq `Vyypx,yqZpzq `V px,yqZ2
pzq “ 0

Vxxpx,yq `Vyypx,yq

V px,yq
“

Z2pzq

Zpzq
“ ´λ

Теперь уравнение выполняется в прямоугольнике, т.к. две переменные.
$

&

%

∆vpx,yq ` λV px,yq “ 0, 0 ă x ă a,0 ă y ă b

V |x“0 “ 0 V |y“0 “ 0V |x“a “ 0 V |y“b “ 0
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Это сводится к задаче Штурма-Лиувиля в прямоугольнике.

Внутренняя краевая задача для уравнения Пуассона

Уравнение Пуасона отличается от уравнения Лапласа тем, что оно неоднородно.
$

&

%

∆u “ f P D

неоднородные граничные условия на S

Рис. 3.3. Визуализация задачи

Ищем решения в виде u “ v ` w

$

&

%

∆v “ 0 P D

неоднородные граничные условия на S v|s “ g
$

&

%

∆w “ f P D

однородные граничные условия на S w|s “ 0

Задача Штурма-Лиувиля в области D:
$

&

%

∆a ` λa “ 0∆a “ ´λa; ∆an “ ´λnan

однородные граничные условия на S

Следовательно:

an - собственные функции, λn - собственные значения.

W “
ÿ

n
wnanpMq f “

ÿ

n
fnanpMq

Остаётся добиться, чтобы выполнялось уравнение Пуассона.

ÿ

n
wn∆anpMq “

ÿ

n
fnanpMq
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fn “
1

||an||2

¡

D

f pmqanpmqdv

ÿ

n
´λnwnanpmq “

ÿ

n
fnanpMq

´λnwn “ fn

wn “
fn

λn

Сумма будет: если λ0 “ 0 то f0 “ 0, w0 - произвольное. Тогда будет единственное

решение:

w “
ÿ

n
´

fn

λn
anpMq

Решение задачи с однородными граничными условиями. Когда есть λ , это реше-

ние для задачи Неймана:

w “ w0 `
ÿ

n
´

fn

λn
anpMq

Где w0 - произвольная константа (условие разрешимости
ţ

D f dv “ 0

Таким образом мы можем решить исходную задачу.

29



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Семинар 4.Решение уравнения Лапласа в

полярных координатах

∆u “ 0

uxx ` uyy “ 0

px,yqpp,φq

Рис. 4.1. Визуализация задачи
$

&

%

x “ ρcosφ

y “ ρsinφ

x,y P p´8,`8q

ρ P r0,`8q

φ P p0,2πq

Если мы в уравнении Лапласа перейдем к полярным координатам:

∆u “ uxx ` uyy “
1
ρ

B

Bρ
pρ

Bu
Bρ

q `
1

ρ2
B2u
Bρ2 “ 0

Ищем частные нетривиальные решения следующего вида: upρ,φq “ PppqΦpφq ı 0

Φpφq

ρ

d
dρ

pρP1
pρqq `

Ppρq

ρ2 Φ
2
pρq “ 0

Умножаем уравнение на следующую величину: ρ2

PpρqΦpφq

ρ
d

dρ
pρP1pρqq

Ppρq
“

Φ2pρq

φρ
“ λ
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Выполним преобразования:

$

&

%

Φ2pφq ` λΦpφq “ 0 0 ă φ ă 2π

Φpφ` 2πq ” Φpφq

Собственные значения: λn “ n2, n “ 0,1,2, ...

Собственные функции: Φ0pφq “ 1,Φnpφq “

$

&

%

cos n φ

sin n φ
, n = 1,2,... .

ρ
d

dρ
pρP1pρqq

Ppρq
“ λn

ρ
d

dρ
pρP1

pρqq ´ λnPpρq “ 0

Получаем дифференциальное уравнение для функции P.

ρ
2P2

pρq ` ρP1
pρq ´ n2Ppρq “ 0

Это линейное дифференциальное уравнение с переменными коэффициентами –

уравнение Эйлера. С помощью замены переменных сводится к уравнению с перемен-

ными с постоянными коэффициентами, ρ ą 0.

ρ “ et

P1
pρq “

dPpρq

dρ

9Pptq “
dPptq

dt
“

dPppρptqq

dt
“ P1

pρqet

P2
pρq “

ˆ

Pptpρqq

etpρq

˙1

ρ

“

ˆ

Pptpρqq

ρ

˙1

ρ

“

:P ¨ 1
ρ

´ 9P

ρ2 “
ρ :P ´ ρ 9P

ρ3

:P ´ ρ 9P
ρ

` 9P ´ n2P “ 0

:P ´ n2P “ 0

n ě 0

Решим это уравнение при n “ 0:
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:Pptq “ 0

P “ A0 ` B0t

P0pρq “ A0 ` B0lnρ

при n ą 0:
:P ´ n2P “ 0

P “ Anent
` Bne´nt

Pnpρq “ Anρ
n

` Bnρ
´n

Итого, частные решения в полярных координатах:

unpρ,φq “ PnpρqΦnpφq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

A0 ` B0lnρ,n “ 0

pAnρn ` Bnρ´nqcos nφ,n “ 1,2, ...

pCnρn ` Dnρ´nqsin nφ,n “ 1,2, ...

Краевая задача уравнения Лапласа в круге

Рис. 4.2. Визуализация задачи

$

&

%

∆u “ 0вD

Неоднородные граничные условия на Г

Если мы знаем, что условие существует и единственно, то мы можем искать ре-

шение задачи в виде суммы частных решений, которые найдены ранее. Тогда в силу

единственности - других решений нет.

Для примера рассмотрим задачу Неймана:
$

&

%

∆u “ 0вD

Bu
Bn |Г “ f pφq
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Условие разрешимости:
ż 2π

0
f pφqdφ “ 0

Если это условие не выполняется, то краевая задача не имеет решений. Если вы-

полняется, то краевая задача имеет множество решений, которые будут отличаться

на произвольную константу.

В полярных координатах:
Bu
Bn

|Г “
Bu
Br

|Г

Ищем решение краевой задачи в виде суммы частных решений уравнения Ла-

пласса, периодических по φ с периодом 2φ и ограниченных при ρ “ 0

upρ, phiq “ A0 `

8
ÿ

n“0

ρ
n
pAncos nφ `Cnsin nφq

Подставим в граничные условия:

Bu
Bρ

“

8
ÿ

n“0

nρ
n´1

pAncos1nφq `Cnsin nφ

Bu
Bρ

|ρ“a “

8
ÿ

n“0

nan´1
pAncos nφ `Cnsin nφq “ f pφq

Должно выполняться при всех φ P r0,2πs Представим f pφq в виде ряда Фурье по

системе функций:

!

1,cos nφ ,sin nφ

f pφq “ E0 `

infpEncos nφ`Fnsin nφq
ÿ

n“1

E0 “
1

2π

ż 2π

0
f pφqdφ

En “
1
π

ż 2π

0
f pφqcos nφd

En “
1
π

ż 2π

0
f pφqsin nφd

Значение нормальной производной u на границе:

8
ÿ

n“1

nan´1
pAn cosnφ `Cn sinnφq “ E0 `

infpEn cosnφ`Fn sinnφq
ÿ

n“1
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Поскольку система полная замкнутая, если она разлагается в ряд Фурье, то разла-

гается единственным образом. Т.е. все коэффициенты в левой и правой части должны

совпадать.

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

E0 “ 0

nan´1An “ En ô
ş2π

0 f pφqdφ “ 0

nan´1Cn “ Fn

An “
En

nan´1 Cn “
Fn

nan´1 , n “ 1,2, ...

Итого решение:

upρ,uq “ A0 `

8
ÿ

n“1

ρn

nan´1 pEncos nφ ` Fnsin nφq

A0 - произвольная константа.

Например, пусть f pφq “ φ , 0 ď φ ď 2π График будет выглядеть следующим об-

разом (Рис. 4.3)

Рис. 4.3. Визуализация задачи

Условие разрешимости:

E0 “
1

2π

ż 2π

0
f p

1 phiqdφ “
1

2π

ż

π

´π

φdφ “ 0

En “
1
π

ż

π

´π

φcos nφdφ “ 0

Fn “
1
π

ż

π

´π

φsin nφdφ “
2
π

ż

π

0
φsin nφdφ

“
2
π

p´
φcos nφ

n
|
π
0 `

1
n

ż

π

0
cos nφdφq “ ´

2
n

p´1q
n
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В таком случае получилось решение:

upρ,φq “ A0 `

inf 2ρnp´1qn´1

n2an´1 sinφ
ÿ

n“1
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Семинар 5.Внешняя краевая задача для

уравнения Лапласа на плоскости.
Рассмотрим задачу: Во внешней задаче граничных условий недостаточно для

Рис. 5.1. Визуализация задачи

обеспечения единственности условий.

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∆u “ 0вDe Ă R2

неоднородные граничные условия на Г.

Функция ограничена вDe

Во внешней задаче граничных условий недостаточно для обеспечения единствен-

ности условий.

Теорема существования и единственности.

1) В случае граничного условия 1-го рода, 3-то рода:

p
Bu
Bn

` huq|Г “ f ppq,h ě 0,h ı 0q

и смешанных граничных условий решение краевой задачи существует и едино.

2) В случае граничного условия 2-го рода на Г

Bu
Bn

|Г “ f ppq

краевая задача имеет решения ô
ű

f dl “ 0 При этом решение краевой задачи

определяется с точностью до производной аддитивной плоскости.
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Рис. 5.2. Визуализация задачи

Уравнение Лапласа вне круга.

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∆u “ 0,ρ ą a

u|ρ “ a “ f pρq

и ограниченные в областиρ ą a

Будем искать решение в виде суммы найденных ранее частных решений в полярных

координатах:

u0pρ,ϕq “ A0 ` B0lnρ

unpρ,ϕq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Anρn ` Bnρ´ncosnϕ

Cnρn ` Dnρ´nsinnϕ

n “ 1,2, ...

Ищем решение краевой задачи в виде:

upρ,ϕq “ A0 `

8
ÿ

n“1

ρ
´n

pBncosnϕ ` Dnsinnϕq

Подставим в граничные условия:

u|ρ“a “ A0 `
ÿ

A´n
pBncosnϕq “ f pϕq “ E0 `

8
ÿ

n“1

pEn cosnϕ ` Fnsin nϕq

E0 “
1

2π

ż 2π

0
f pϕqdϕ

En “
1
π

ż 2π

0
f pϕqcos nϕdϕdϕ
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Fn “
1
π

ż 2π

0
f pϕqsin nϕdϕdϕ

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

E0 “ A0

a´nBn “ En, n “ 1,2, ...

a´nDn “ Fn

Решение задачи: ÝÑ A0 “ E0,Bn “ anEn,Dn “ anFn

upρ,ϕq “ E0 `

8
ÿ

n“1

an

ρn pEncos nϕ ` Fnsin nϕq

Такая функция u удовлетворяет уравнению Лапласа вне круга, удовлетворяет

граничному условию на границе круга и условию ограниченности.

Уравнение Лапласа в кольце

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

∆u “ 0, a ă ρ ă b

Bu
Bn |ρ“a “ f1 “ pϕq

Bu
Bn |ρ“b “ f2 “ pϕq

Рис. 5.3. Визуализация задачи

¿

Bu
Bn

dl “ 0

Если эти условия не выполняются, то задача не имеет решений.

ż 2π

0
f1pϕqadϕ `

ż 2π

0
f2pϕqbdϕ “ 0
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Ищем решение краевой задачи в виде:

upρ,ϕq “ A0 ` B0lnρ `

8
ÿ

n“1

rpAnρ
n
q ` Bnρ

´ncos nϕ ` pCnρ
n

` Dnρ
´n

qsin nϕs

ρ
2P2

n ` ρP1
npρq ´ n2Pnpρq “ 0

Pnpρq “ Anρ
n

` Bnρ
´n

Pnpρq “ AnPpaq
n pρq ` BnPpaq

n pρq

Ppaq
n pρq и Ppaq

n pρq - решения уравнения Эйлера, удовлетворяющие условиям:

d
dρ

Ppaq
n |ρ“a “ 0

d
dρ

Ppbq
n |ρ“b “ 0

Для линейной независимости:

Ppaq
n ı 0 Ppbq

n ı 0

Ppaq
n pρq “ dρ

n
` βρ

´n

d
dρ

Ppaqn |ρ“a “ pnαρ
n´1

´ nβρ
´n´1

q|ρ“a “ nαan´1
´ nβa´n´1

“ 0

αa2n
´ β “ 0 ùñ β “ αa2n

Решение задачи:

Pnpaqpρq “ ρ
n

` a2n
ρ

´n

Pnpbqpρq “ ρ
n

` b2n
ρ

´n

При n “ 0 : ρ2P2
0 pρq ` ρP1

0pρq “ 0 Общее решение:

P0pρq “ A0 ` B0lnρ

Для задачи Дирихле:

P0pρq “ A0Ppaq

0 ` B0Ppbq

0 ρ

Ppaq

0 |ρ “ a “ 0 Ppbq

0 |ρ “ b “ 0

Ppaq

0 ı 0 Ppbq

0 ı 0

Ppaq

0 “ α ` β lnρ ÝÑ α “ ´β ln a
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Ppaq

0 pρq “ ´ln a ` lnρ “ ln
ρ

a

Ppbq

0 pρq “ ln
ρ

b
Удобнее будет искать upρ,ϕq в виде:

upρ,ϕq “ A0 ` B0lnρ`

8
ÿ

n“1

rpAnPpaq
n pρq ` BnPpbq

n pρqcos nϕ ` pCnPpaq
n pρqq ` DnPpbq

n pρqsinnϕs

где Ppaq
n “ ρn ` a2nρ´n, Ppbq

n “ ρn ` b2nρ´n

d
dρ

Ppaq
n |ρ“a “ 0

d
dρ

Ppbq
n |ρ“b “ 0

Подставляем функцию upρ,ϕq в граничные условия:

Bu
Bρ

|ρ“a “
B0

a
`

8
ÿ

n“1

rpAn
d

dρ
Ppaq

n |ρ“a ` Bn
d

dρ
Ppbq

n |ρ“aqcos nϕ

`pCn
d

dρ
Ppaq

n |ρ“a ` Dn
d

dρ
Ppbq

n |ρ“aqsin nϕs

Итого, после всех преобразований получим:

E0 “
1

2π

ż 2π

0
´ f1pϕqdϕ

En “
1
π

ż 2π

0
´ f1pϕqcos nϕdϕ

Fn “
1
π

ż 2π

0
´ f1pϕqsin nϕdϕ

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

B0
a “ E0

Bnnpan´1 ´ b2na´n´1q “ En

Dnnpan´1 ´ b2na´n´1q “ Fn

B0 “ aE0

Bn “
En

npan´1 ´ b2na´n´1q

Dn “
Fn

npan´1 ´ b2na´n´1q
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Семинар 6. Краевая задача для уравнения

Лапласа в круговом секторе
Рассмотрим сектор круга:

Рис. 6.1. Визуализация задачи

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆u “ 0, 0 ă ρ ă a, 0 ă ϕ ă α

u|ρ“a “ f pϕq

u|ρ“0 “ f1pρq

u|ϕ“α “ f2pρq

Получается краевая задача Дирихле для уравнения Лапласа в круговом секторе (0).

Такая задача имеет только единственное решение.

Ищем решение в виде: upρ,φq “ vpρ,φq ` wpρ,φq

Краевая задача для функции v (1):
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆v “ 0, 0 ă ρ ă a, 0 ă ϕ ă α

v|ρ“a “ f pϕq

v|ρ“0 “ 0

u|ϕ“α “ 0

Краевая задача для функции W (2):
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w “ 0, 0 ă ρ ă a, 0 ă ϕ ă α

w|ρ“a “ 0

w|ρ“0 “ f1pρq

w|ϕ“α “ f2pρq
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Найдём частные решения уравнения Лапласа вида vpρ,ϕq “ Ppρqϕpϕq ı 0.

∆v “
1
ρ

B

δB
pρ

Bv
Bρ

q `
1

ρ2
B2v
Bϕ2 “ 0

1
ρ

d
dB

pρP1
pρqϕpρq `

Ppρq

ρ2 ϕ2
pϕq “ 0

ρ
d

dρ
pρP1pρqq

Ppρq
“ ´

ϕ2pϕq

ϕpϕq

Равенство выполняется только если в левой и правой частях стоят константы.

Обозначим их для λ

$

&

%

ϕ2pϕq ` λϕpϕq “ 0, 0 ă ϕ ă α

ϕp0q “ 0, ϕpαq “ 0

Собственные значения:

λn “ p
πn
α

q
2

Собственные функции:

ϕnpϕq “ sinp
πn
α

ϕq, n “ 1,2, ...

||ϕ||
2

“
α

2

ρ
ρ

d
dρ

pρP1npρqq

Pnpρq
“ λn

ρ
2P2

n pρq ` ρP1
npρq ´ λnPnpρq “ 0, 0 ă ρ ă a

Найдем общее решение этого уравнения. Сделаем замену переменной и получим

уравнение Эйлера.

ρ
2P2

n pρq ` ρP1
npρq ´ n2Pnpρq “ 0

Pnpρq “

$

&

%

A0 ` B0lnρ,n “ 0

Anρn ` Bnρ´n, n “ 1,2,3...

Общее решение этого уравнения будет иметь вид:

Pnpρq “ Anρ

?
λn ` Bnρ

P
´

a

λn
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Из условия ограниченности при ρ “ 0 :

Bn “ 0

Vnpρ,ϕq “ Pnpρqϕnpϕq “ Anρ
λnsinp

πn
α

ϕq

λn “ p
πn
λ

q
2, n “ 1,2, ...

Ищем решение краевой задачи вида:

vpρ,ϕq “

infAnρλnsinp πn
λ

ϕq
ÿ

n“1

V |ρ“a “

infAnaλnsinp πn
λ

ϕq“ f pϕq“
ř

infCnsinp πn
λ

ϕq

n“1
ÿ

n“1

Cn “
1
λ

ż

λ

0
f pϕqsinp

πn
λ

ϕqdϕ

Ana
?

λn “ Cn ùñ An “
Cn

a
?

λn

Таким образом решение краевой задачи (1):

V pρ,ϕq “

inf Cn
a
?

λn
ρa

?
λnsinp πn

λ
ϕq

ÿ

n“1

Краевая задача для функции W (2):
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w “ 0, 0 ă ρ ă a, 0 ă ϕ ă α

w|ρ“a “ 0

w|ρ“0 “ f1pρq

w|ϕ“α “ f2pρq

w “ Ppρqϕpϕq ı 0

ρ
d

dρ
pρP1pρqq

Ppρq
“ ´

ϕ2pϕq

ϕpϕq
“ ´λ
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$

&

%

ρ2P2pρq ` ρP1pρq ` λPpρq “ 0, 0 ă ρ ă a

Ppaq “ 0, |Pp0q| ă 8

При λ ă 0 общее решение уравнения имеет вид:

Ppρq “ Aρ

?
´λ

` Bρ
´

?
´λ

Из граничных условий: B “ 0; Aa
?

´λ “ 0 ùñ A “ 0

При λ “ 0 : Ppρq “ A ` Blnρ только если А и B равны 0. Следовательно только

тривиальное решение.

При λ ą 0 :

Ppρq “ Acosp
?

λ lnρq ` Bsinp
?

λ lnρq

Разрывное решение при ρ “ 0 нам не подходит.

Задачу (2) невозможно решить методом разделения переменных, но можно ре-

шить с помощью функции Грина.

Другой способ- будем искать w решение в виде: wpρ,ϕq “ w1pρ,ϕq ` w2pρ,ϕq, где

w1pρ,ϕq - достаточно гладкая функция, удовлетворяющая условиям:

w1|ϕ“0 “ f1pρq, w1|ϕ“α “ f2pρq

Например:

w1|ϕ“0 “ f1pρq `
ϕ

λ
p f2pρq ´ f1pρqq

Для w2 получается задача (3):

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w2 “ Deltaw1, 0 ă ρ ă a, 0 ă ϕ ă α

w2|ρ“a “ ´w1|ρ“a

w2|ϕ“0 “ 0

w2|ϕ“α “ 0

w2 “ w2 ` w̃2
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$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w2 “ ´∆w1,0 ă ρ ă a, 0 ă ϕ ă α

w2|ρ“a “ 0

w2|ϕ“0 “ 0

w2|ρ“α “ 0
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w̃2 “ 0, 0 ă ρ ă a,0 ă ϕ ă α

w̃2|ρ“a “ ´w1|ρ“a

w̃2|ρ“0 “ 0

w̃2|ρ“α “ 0

Для w2 решение ищется в виде:

w2 “
ÿ

n
CnSnpρ,ϕq, где Snpρ,ϕq

собственные задачи Штурма-Лиувиля в секторе:
$

&

%

∆S ` λS “ 0 в D

S|Г“0

Краевая задача для уравнения Лапласа в кольцевом

секторе

Рассмотрим сектор кольца:

Рис. 6.2. Визуализация задачи
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$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆u “ 0, a ă ρ ă b,0 ă ϕ ă α

u|ρ“a “ f1pϕq

u|ρ“b “ f2pϕq

u|ϕ“0 “ g1pρq

u|ϕ“0 “ g2pρq

Разобьем эту задачу на две: с однородными условиями по ρ и с однородными

условиями по φ Ищем решение в виде суммы двух функций: u “ v ` w

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆v “ 0

v|ρ“a “ f1pϕq

v|ρ“b “ f2pϕq

v|ϕ“0 “ 0

v|ϕ“λ “ 0
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w “ 0

w|ρ“a “ 0

w|ρ“b “ 0

w|ϕ“0 “ g1pρq

w|ϕ“λ “ g2pρq

V “ Ppρqϕpϕq

ϕn “ sinp
πn
α

ϕq

λn “ p
πn
α

q
2

Pnpρq “ An

Pnpρq “ Anρ

?
λn

` Bnρ
´

?
λn

Либо в другом виде:

Pnpρq “ AnPpaq
n pρq ` BnPpbq

n pρq
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Ppaq
n paq “ 0, Ppbq

n pbq “ 0

Ppaq
n pρq “ p

ρ

a
q

?
λn ´

a
ρ

q
´

?
λn

Ppbq
n pρq “ p

ρ

b
q

?
λn ´

b
ρ

q
´

?
λn

В случае других граничных условий будут другие функции.

Для функции w:

w “ Ppρqϕpϕq

$

&

%

ρ2P2pρq ` λPpρq “ 0, a ă ρ ă b

Ppaq “ 0 Ppbq “ 0

λn “ p
πn
lnb

a

q
2, n “ 1,2, ..

Pnpρq “ sinp
a

λnln
ρ

a
q

ϕ2
npϕq ´ λnϕnpϕq “ 0, 0 ăă α

Частное решение:

ϕnpϕq “ Anshp
a

λnq ` Bnshp
a

λnpα´qq
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Семинар 7. Внешняя краевая задача для

уравнения Лапласа на плоскости 2
Уравнение Лапласа на плоскости записывается следующим образом:

∆u “ 0

Решение в полярных координатах получаются следующие:

u0pρ,ϕq “ A0 ` B0 lnρ

unpρ,ϕq “ pAnρ
n

` Bnρ
´n

qcosnϕ ` pCnρ
n

` Dnρ
´n

qsinnϕ n “ 1,2,3, . . .

Это решение удовлетворяет уравнению Лапласа на всей плоскости. С помощью

этого решения можно найти решения для краевых задач Лапласа в круге. Вне круга

остаются решения, которые ограничены на всей плоскости.

Внутренняя краевая задача для уравнения Лапласа в

круговом секторе

Рассматривается внутренняя краевая задача для уравнения Лапласа в круговом

секторе. Рассматривается центр круга с центром в начале координат на плоскости.

Одна граница расположена на оси абсцисс. Угол раствора — α , радиус — a. Тогда

уравнение Лапласа должно выполняться везде внутри этого сектора:

∆u “ 0, 0 ă ρ ă a, 0 ă ϕ ă α

На границе ставятся граничные условия. Граница состоит из трех участков: 2

прямолинейных участка и 1 участок, который представляет собой дугу окружности.

На каждом участке некоторые граничные условия ставятся отдельно. Рассматри-

ваются граничные условия первого порядка, что означает рассматривается задача

Дирихле. На дуге задается:

u|ρ“a “ f pϕq

На двух прямолинейных границах задается:

u|ϕ“0 “ f1pρq

u|ϕ“α “ f2pρq
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$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆u “ 0, 0 ă ρ ă a, 0 ă ϕ ă α

u|ρ“a “ f pϕq

u|ϕ“0 “ f1pρq

u|ϕ“α “ f2pρq

(7.1)

Такая задача всегда имеет единственное решение.

Рис. 7.1. Задача Дирихле

Когда уравнение Лапласа в прямоугольнике, то решение можно найти методом

разделением переменных. По одной переменной ставится однородное граничное усло-

вие, а по другой переменной ставится неоднородное граничное условие. Когда урав-

нение Лапласа в круге, то по переменной ϕ нет граничных условий, а есть условие

периодичности.

Решение этой задачи необходимо искать в виде суммы двух функций, для каждой

из которых одно из граничных условий по одной переменной будет однородным.

upρ,ϕq “ vpρ,ϕq ` wpρ,ϕq

Краевая задача для функции v:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆v “ 0 0 ă ρ ă a, 0 ă ϕ ă α

v|ρ“a “ f pϕq

v|ϕ“0 “ 0

v|ϕ“α “ 0

(7.2)
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Краевая задача для функции w:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w “ 0, 0 ă ρ ă a, 0 ă ϕ ă α

w|ρ“a “ 0

w|ϕ“0 “ f1pρq

w|ϕ“α “ f2pρq

(7.3)

Поскольку уравнение Лапласа и граничные условия линейные, то если функции

v и w являются решениями соответствующих краевых задач, то их сумма будет удо-

влетворять всем условиям исходной задачи.

Сначала необходимо найти решение задачи (7.2). Необходимо найти частное ре-

шение уравнения Лапласа, которое представляется в виде произведения функции,

зависящей только от ρ , и функции, зависящей только от ϕ .

vpρ,ϕq “ PpρqΦpϕq ı 0

Уравнение Лапласа в полярных координатах принимает следующий вид:

∆v “
1
ρ

B

Bρ

ˆ

ρ
Bv
Bρ

˙

`
1

ρ2
B2v
Bϕ2 “ 0

1
ρ

d
dρ

`

ρP1
pρq

˘

Φpϕq `
Ppρq

ρ2 Φ
2
pϕq “ 0

ρ
d

dρ
pρP1pρqq

Ppρq
“ ´

Φ2pϕq

Φpϕq
“ λ

Это уравнение должно выполняться везде внутри сектора, то есть оно должно

выполняться тождественно. Сначала решается то уравнение, которое соответствует

задаче Штурма-Лиувилля.

Φ
2
pϕq ` λΦpϕq “ 0 0 ă ϕ ă α

Φp0q “ 0

Φpαq “ 0

Таким образом получается задача Штурма-Лиувилля на отрезке. Такое диффе-

ренциальное уравнение есть однородное граничное условие на концах этого отрезка.

Задача Дрихле на отрезке Штурма-Лиувилля имеет следующее собственное значение

и собственные функции:

λn “

´

πn
α

¯2
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Φnpϕq “ sin
´

πn
α

ϕ

¯

n “ 1,2, . . .

Квадрат нормы этих функций:

||Φn||
2

“
α

2

Найденное λ подставляется в исходное равенство и записывается дифференци-

альное уравнение для функции Ppρq.

ρ
d

dρ
pρP1

npρqq

Pnpρq
“ λn

ρ
2P2

n pρq ` ρP1
npρq ´ λnPnpρq “ 0 0 ă ρ ă α

Необходимо найти общее решение этого уравнения. Уравнение Эйлера записыва-

ется следующим образом:

ρ
2P2

n pρq “ ρP1
npρq ´ n2Pnpρq “ 0

Pnpρq “

$

&

%

A0 ` B0 lnρ n “ 0

Anρn ` Bnρ´n n “ 1,2,3, . . .

Таким образом, общее решение уравнения записывается следующим образом:

Pnpρq “ Anρ

?
λn ` Bnρ

´
?

λn

Решение должно быть ограничено из условии ограниченности при ρ “ 0.

Bn “ 0

vnpρ,ϕq “ PnpρqΦnpϕq “ Anρ
λn sin

´

πn
α

ϕ

¯

λn “

´

πn
α

¯2
n “ 1,2, . . .

Таким образом, было получено нетривиальное частное решение, которое пред-

ставляется в таком виде. Эти функции удовлетворяют уравнению Лапласа внутри

сектора. Они являются ограниченными и удовлетворяют однородным граничным

условиям по переменной ϕ . Чтобы найти функцию, которая удовлетворяет условию

по ρ , необходимо найти ее в виде суммы всех найденных частных решений, то есть

в виде ряда.

vpρ,ϕq “

8
ÿ

n“1

Anρ

?
λn sin

´

πn
α

ϕ

¯
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v|ρ“a “

8
ÿ

n“1

Ana
?

λn sin
´

πn
α

ϕ

¯

“ f pϕq

Следовательно, получатся ряд Фурье.

V |ρ“a “

8
ÿ

n“1

Cn sin
´

πn
α

ϕ

¯

Cn “
2
α

α
ż

0

f pϕqsin
´

πn
α

ϕ

¯

dϕ

Ana
?

λn “ Cn Ñ An “
Cn

a
?

λn

Таким образом, решение краевой задачи (7.2) записывается в следующем виде:

vpρ,ϕq “

8
ÿ

n“1

Cn

a
?

λn
ρ

?
λn sin

´

πn
α

ϕ

¯

Необходимо найти решение краевой задачи (7.3).

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w “ 0, 0 ă ρ ă a, 0 ă ϕ ă α

w|ρ“a “ 0

w|ϕ“0 “ f1pρq

w|ϕ“α “ f2pρq

Сначала надо найти частное решение уравнения Лапласа в следующем виде:

w “ PpρqΦpρq ı 0

Происходит разделение переменных:

ρ
d

dρ
pρP1pρqq

Ppρq
“ ´

Φ2pϕq

Φpϕq
“ ´λ

По ϕ неоднородные граничные условия, а по ρ однородные граничные условия.

Поэтому сначала решается задача Штурма-Лиувилля для Ppρq:

ρ
2P2

pρq ` ρP1
pρq ` λPpρq “ 0 0 ă ρ ă a

Есть только одно граничное условие:

Ppaq “ 0
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Ставится условие ограниченности:

|Pp0q| ă 8

При λ ă 0 общее решение этого уравнения имеет вид:

Ppρq “ Aρ

?
´λ

` Bρ
´

?
´λ

Из граничных условий:

B “ 0

Aa
?

´λ
“ 0 Ñ A “ 0

В этой задаче имеется только тривиальное решение.

При λ “ 0 общее решение имеет следующий вид:

Ppρq “ A ` B lnρ

Из граничных условий:

B “ 0

A “ 0

Таким образом, λ “ 0 не является собственным значением. При λ ą 0 общее ре-

шение записывается в следующем виде:

Ppρq “ Acosp
?

λ lnρq ` Bsinp
?

λ lnρq

При ρ “ 0 решение является разрывным. Такая задача Штурма-Лиувилля не

имеет собственных значений и собственных функций. Это означает, что краевую

задачу (7.3) невозможно решить методом разделения переменных. Согласно общей

теории эта задача имеет единственное решение. Эту задачу можно решить с помощью

построения функции Грина. Другим способом решения этой задачи является замена:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w “ 0 0 ă ρ ă a 0 ă ϕ ă α

w|ρ“a “ 0

w|ϕ“0 “ f1pρq

w|ϕ“α “ f2pρq
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Необходимо искать функцию w в виде:

wpρ,ϕq “ w19ρ,ϕq ` w2pρ,ϕq

Функция w1pρ,ϕq — достаточно гладкая функция, которая удовлетворяет неод-

нородным условиям по ϕ .

w1|ϕ“0 “ f1pρq

w1|ϕ“α “ f2pρq

Самый простой вид, который может иметь эта функция:

w1pρ,ϕq “ f1pρq `
ϕ

α
p f2pρq ´ f1pρqq

Для функция w2 получается задача:

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w2 “ ´∆w1 0 ă ρ ă a 0 ă ϕ ă α

w2|ρ“a “ ´w1|ρ“a

w2|ϕ“0 “ 0

w2|ϕ“α “ 0

(7.4)

Таким образом, получается новая краевая задача с однородными граничными

условиями по ϕ и с неоднородными граничными условиями по ρ . Вместо уравнения

Лапласа получается уравнение Пуассона.

w2 “ w2 ` w̃2

Для одной из этих функций выполняется уравнение Пуассона внутри сектора.

Все граничные условия однородные.
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w2 “ ´∆w1‘ 0 ă ρ ă a 0 ă ϕ ă α

w2|ρ“a “ 0

w2|ϕ“0 “ 0

w2|ϕ“α “ 0

Решение задачи:

w2 “
ÿ

n
Cnsnpρ,ϕq
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Функция snpρ,ϕq — собственная функция задачи Штурма-Луивилля в секторе.

Внутри сектора выполняется следующее выражение:

∆s ` λ s “ 0

S|Γ “ 0

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w̃2 “ 0, 0 ă ρ ă a 0 ă ϕ ă α

w̃2|ρ“a “ ´w1|ρ“a

w̃2|ϕ“0 “ 0

w̃2|ϕ“α “ 0

Таким образом, получается краевая задача типа (7.2).

Внутренняя краевая задача для уравнения Лапласа в

кольцевом секторе

Рассматривается внутренняя краевая задача для уравнения Лапласа в кольцевом

секторе. Угол раствора — α .

Рис. 7.2. Кольцевой сектор

Требуется, чтобы выполнялось уравнение Лапласа внутри сектора:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆u “ 0 a ă ρ ă b 0 ă ϕ ă α

u|ρ“a “ f1pϕq

u|ρ“b “ f2pϕq

u|ϕ“0 “ g1pρq

u|ϕ“α “ g2pρq

55



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Эта задача разбивается на две задачи: с однородными условиями по ρ и с одно-

родными значениями по ϕ . Необходимо найти решение в виде:

u “ v ` w
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆v “ 0

v|ρ“a “ f1pϕq

v|ρ“b “ f2pϕq

v|ϕ“0 “ 0

v|ϕ“α “ 0
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆w “ 0

w|ρ“a “ 0

w|ρ“b “ 0

w|ϕ“0 “ g1pρq

w|ϕ“α “ g2pρq

Эти краевые задачи можно решить методом разделения переменных.

v “ PpρqΦpϕq

Φn “ sin
´

πn
α

ϕ

¯

λn “

´

πn
α

¯2

Таким образом, частное решение функции v выглядит следующим образом:

Pnpρq “ Anρ

?
λn ` Bnρ

´
?

λn

Pnpρq “ AnPpaq
n pρq ` BnPpbq

n pρq

Ppaq
n paq “ 0

Ppbq
n pbq “ 0

Ppaq
n pρq “

´

ρ

a

¯

?
λn

´

ˆ

a
ρ

˙´
?

λn

Ppbq
n pρq “

´

ρ

b

¯

?
λn

´

ˆ

b
ρ

˙´
?

λn
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Решение функции w необходимо найти в следующем виде:

w “ PpρqΦpϕq

ρ
2P2

pρq ` ρP1
pρq ` λPpρq “ 0 a ă ρ ă b

Ppaq “ 0

Ppbq “ 0

Получаются следующее собственное значение и собственные функции:

λn “

˜

πn
ln b

a

¸2

n “ 1,2, . . .

Pnpρq “ sin
ˆ

c

λn ln
ρ

a

˙

Φ
2
npϕq ´ λnΦnpϕq “ 0 0 ă ϕ ă α

Частное решение записывается в следующем виде:

Φnpϕq “ Anshp
a

λnϕq ` Bn shp
a

λnpα ´ ϕqq
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Семинар 8. Задача Штурма-Лиувилля в полярных

координатах 1
Уравнение Лапласа имеет вид:

∆u “ 0

Когда решается задача Штурма-Луивлля, решается следующая задача:

∆u ` λu “ 0

Такое уравнение решается внутри области. На границе ставятся однородные гра-

ничные условия. Необходимо найти все значения λ , для которых существует нетри-

виальное решение u.

Задача Штурма-Лиувилля в круге

Пусть есть круг с центром в начале координат с радиусом a.

Рис. 8.1. Задача Штурма-Лиувилля в круге

Внутри круга решается дифференциальное уравнение:

∆u ` λu “ 0, ρ ă a

На границе круга ставятся однородные граничные условия, которые могут быть

первого, второго или третьего рода:

• Граничное условие Дирихле

u|ρ“a “ 0

• Граничное условие Неймана
Bu
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ 0
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• Граничное условие третьего рода:
ˆ

Bu
Bρ

` hu
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ 0 h “ const ą 0

Собственную функцию задачи Штурма-Луивилля необходимо найти в следую-

щем виде:

upρ,ϕq “ PpρqΦpϕq ı 0

Оператор Лапласа в полярных координатах записывается следующим образом:

1
ρ

B

Bρ

ˆ

ρ
Bu
Bρ

˙

`
1

ρ2
B2u
Bϕ2 ` λu “ 0

Задача Штурма-Луивлля имеет неотрицательные собственные значения.

1
ρ

d
dρ

pρP1
pρqqΦpϕq `

Ppρq

ρ2 Φ
2
pϕq ` λPpρqΦpϕq “ 0

Происходит разделение переменных и получается следующее выражение:

ρ
d

dρ
pρP1pρqq

Ppρq
` λρ

2
“ ´

Φ2pϕq

Φpϕq
“ ν

Дифференциальное уравнение для Φ получается с условиями периодичности:
$

&

%

Φ2pϕq ` νΦpϕq “ 0

Φpϕ ` 2πq ” Φpϕq

Собственные значения записываются следующим образом:

νn “ n2 n “ 0,1,2, . . .

Собственные функции записываются в следующем виде:

Φ0pϕq “ 1

Φnpϕq “

#

cosnϕ

sinnϕ

+

n “ 1,2 . . .

Записывается задача для функции Ppρq:

ρ
d

dρ
pρP1pρqq

Ppρq
` λρ

2
“ νn “ n2
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Получается следующее дифференциальное уравнение:

ρ
2P2

pρq ` ρP1
pρq ` pλρ

2
´ n2

qPpρq “ 0

При λ “ 0 получается уравнение Эйлера:

ρ
2P2

pρq ` ρP1
pρq ´ n2Ppρq “ 0 0 ď ρ ă a

Общее решение записывается в следующем виде:

Pnpρq “

$

&

%

A0 ` B0 lnρ n “ 0

Anρn ` Bnρ´n n “ 1,2,3, . . .

Из ограниченности при ρ “ 0:

B0 “ Bn “ 0

Pnpρq “

$

&

%

1 ,n “ 0

ρn, n “ 1,2,3, . . .

При λ ą 0 получается линейное дифференциальное уравнение второго порядка,

которые имеет переменные коэффициенты:

ρ
2P2

pρq ` ρP1
pρq ` pλρ

2
´ n2

qPpρq “ 0

Происходит замена переменной:

?
λρ “ t ě 0

Уравнение принимает следующий вид:

P1
“

dPptpρqq

dρ
“

dP
dt

¨
dt
dρ

“
?

λ
dP
dt

P2
“

d2P
dρ2 “ λ

d2P
dt2

Таким образом, можно записать уравнение Бесселя n-порядка:

t2 d2P
dt2 ` t

dP
dt

` pt2
´ n2

qP “ 0
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В этом случае n принимает только натуральное значение. Уравнение Бесселя

рассматривается для произвольного частного значения n. Это уравнение имеет 2

линейно независимых решения. Решение можно искать в виде степенного ряда по

t. Также решение можно получить численно. Среди всех решений этого уравнения

можно выделить два специальных решения, одно из которых является ограничен-

ным в нуле, а другой неограниченным в нуле. Эти решения называются функциями

Бесселя n-порядка (Jnptq) и функциями Неймана n-порядка (Nnptq).

Рис. 8.2. Функция Бесселя Рис. 8.3. Функция Бесселя для положи-

тельных n

Рис. 8.4. Функция Неймана

Эти функции квазипериодические. При t Ñ `8 амплитуда убывает „ 1?
t , а период

стремится к 2π. При t Ñ 0 ` 0:

Jnptq „ tn
pn ě 0q

N0ptq „ ln t

Nnptq „ ´
1
tn pn ą 0q

Общее решение уравнения Бесселя n-порядка записывается следующим образом:

Pptq “ AJnptq ` BNnptq
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Из условия ограниченности при t “ 0:

B “ 0

Тогда:

Pptq “ Jnptq

Ppρq “ Jnp
?

λρq

Необходимо подставить в граничные условия. Рассматривается первое граничное

условие (граничное условие Дирихле):

P|ρ“a “ 0

Jnp
?

λaq “ 0

Jnptq имеет счетное число положительных нулей:

tpnq

k k “ 1,2,3, . . .

?
λa “ tpnq

k

Таким образом, собственные значения задачи Штурма-Луивлля записываются

следующим образом:

λ “

˜

tpnq

k
a

¸2

Собственные функции записываются в следующем виде:

Unkpρ,ϕq “ PnkpρqΦnpϕq

Pnkpρq “ Jnp

b

λ
pnq

k ρq

Собственные функции образуют полную систему.

Рассматриваются граничные условия второго рода (условия Неймана):

Bu
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ 0

P1
paq “ 0

Ppρq “ Jnp
?

λρq
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J1
np

?
λaq ¨

?
λ “ 0 pλ ‰ 0q

J1
np

?
λaq “ 0

J1
nptq “ 0 уравнение имеет счетное число положительных корней.

t̃pnq

k u “ 1,2,3, . . .
?

λa “ t̃pnq

k

Собственные значения записываются в следующем виде:

λ
pnq

k “

˜

t̃pnq

k
a

¸2

Собственные функции записываются в следующем виде:

Unkpρ,ϕq “ PnkpρqΦnpϕq

Unkpρ,ϕq “ Pnkpρq “ Jnp

b

λ
pnq

k ρq

Для λ “ 0:

P0pρq “ 1

Pnpρq “ ρ
n n “ 1,2, . . .

Граничное условие P1paq “ 0 выполняется только для P0pρq “ 1. λ0 “ 0 — собствен-

ное значение, которому отвечает собственная функция:

U00pρ,ϕq “ P0pρqΦ0pϕq “ 1

Рассматриваются граничные условия третьего рода:

ˆ

Bu
Bρ

` hu
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ 0 h “ const ą 0

P1
paq ` hPpaq “ 0

Ppρq “ Jnp
?

λρq

?
λJ1

np
?

λaq ` hJnp
?

λaq “ 0
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Это уравнение имеет счетное число положительных корней. Таким образом, соб-

ственные значения имеют следующий вид:

λ
pnq

k k “ 1,2,3 . . .

Собственные функции записываются следующим образом:

Unkpρ,ϕq “ PnkpρqΦnpϕq

Unkpρ,ϕq “ Pnkpρq “ Jnp

b

λ
pnq

k ρq
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Семинар 9. Задача Штурма-Лиувилля в полярных

координатах 2

Задача Штурма-Лиувилля в круге

Пусть есть круг с центром в начале координат с радиусом a. В этом круге реша-

лась задача Штурма-Луивилля:

∆u ` λu “ 0 ρ ă a

Рис. 9.1. Задача Штурма-Лиувилля в круге

Однородные граничные условия ставились на границе круга. Граничные условия

были либо первого, либо второго, либо третьего рода:

• Граничное условие Дирихле

u|ρ“a “ 0

• Граничное условие Неймана
Bu
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ 0

• Граничное условие третьего рода:
ˆ

Bu
Bρ

` hu
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ 0 h “ const ą 0

Необходимо найти такие значения λ , при которых существуют нетривиальные реше-

ния. Собственные функции такой задачи записываются следующим образом:

unkpρ,ϕq “ PnkpρqΦnpϕq n “ 0,1,2, . . .
k“1,2,...
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Эти функции имеют следующий вид:

Φ0pϕq “ 1

Φnpϕq “

#

cosnϕ

sinnϕ

+

n “ 1,2, . . .

Pnkpρq “ Jnp
a

λk
pnq

ρq

λ
pnq

k — собственные значения, которые определяются из соответствующего уравне-

ния. λ
pnq

k — k-ый положительный корень. При граничном условии Дирихле уравнение

имеет следующий вид:

Jnp
?

λaq “ 0

Такое уравнение имеет счетное число положительных нулей:

tpnq

k k “ 1,2,3, . . .

?
λa “ tpnq

k

При граничном условии Неймана уравнение имеет следующий вид:

J1
np

?
λaq “ 0

J1
nptq “ 0 уравнение имеет счетное число положительных корней.

t̃pnq

k u “ 1,2,3, . . .

?
λa “ t̃pnq

k

При граничном условии третьего рода, уравнение записывается в следующем ви-

де:
?

λJ1
np

?
λaq ` hKnp

?
λaq “ 0

Система собственных функций будет являться полной и ортогональной в кру-

ге. По этой системе функций можно раскладывать другие функции. Произвольную

функцию в круге можно разложить на ряд Фурье. Пусть есть функция f pρ,ϕq, за-

данная в круге:

f pρ,ϕq “
ÿ

n,k

Cnkunkpρ,ϕq
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Коэффициенты ряда Фурье определяются следующим образом:

Cnk “
1

||unk||2

a
ż

0

ρdρ

2π
ż

0

f pρ,ϕqunkpρ,ϕqdϕ

||unk||
2

“

a
ż

0

ρdρ

2π
ż

0

unkpρ,ϕqdϕ “ ρP2
nkpρq

2π
ż

0

Φ
2
npϕqdϕ

2π
ż

0

Φ
2
npϕqdϕ “ πp1 ` δn0q

P2
nkpρqdρ “

a
ż

0

ρJ2
n p

b

λ
pnq

k ρqdρ

Такой интеграл можно посчитать в явном виде. Происходит следующая замена:
b

λ
pnq

k ρ “ t

dρ “
dt

b

λ
pnq

k

1

λ
pnq

k

b

λ
pnq

k a
ż

0

tJ2
n ptqdt

Необходимо вычислить следующий неопределенный интеграл:
ż

tZ2
nptqdt

Рассматривается цилиндрическая функция (Znptq), то есть произвольное решение

уравнения Бесселя:

t2Z2
nptq ` tZ1

nptq ` pt2
´ n2

qZnptq “ 0
ż

pt2Z2
nptqZ1

nptq ` tpZ1
nptqq

2
` pt2

´ n2
qZnptqZ1

nptqqdt “ C
ż

t2Z2
nptqZ1

nptqdt `

ż

tpZ1
nptqq

2dt `

ż

pt2
´ n2

qZ1
nptqZ1

nptqdt “ C

Интегралы преобразуются следующим образом:

t2pZn12ptqq2

2
´

ż

pZ1
nptqq

2tdt `

ż

tpZ1
nptqq

2dt`
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`
pt2 ´ n2q

2
Z2

nptq ´

ż

tZ2
nptqdt “ C

Окончательная формула для неопределенного интеграла:
ż

tZ2
nptqdt “

t2pZ1
nptqq2 ` pt2 ´ n2qZ2

nptq
2

`C

Воспользовавшись полученной формулой можно получить уравнение для опре-

деленного интеграла.

P2
nkpρqdρ “

1

λ
pnq

k

b

λ
pnq

k a
ż

0

J2
n ptqdt

Для неопределенного интеграла применяется следующая формула:

P2
nkpρqdρ “

ˆ

t2pJ1
nptqq2 ` pt2 ´ n2qJ2

n ptq
2

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

b

λ
pnq

k a

0

Чтобы упростить полученное уравнение, можно воспользоваться граничными усло-

виями. При граничных условиях Дирихле:

J2
n p

b

λ
pnq

k aq “ 0

P2
nkpρqdρ “

a2

2
pJ1

np
?

λ n
kaqq

2

||unk||
2

“
a2

2
pJ1

np

b

λ
pnq

k aqq
2
πp1 ` δn0q

При граничных условиях Неймана:

J1
np

?
λ n

kaq “ 0

ż

ρP2
nkpρqdρ “

pλ
pnq

k a2 ´ n2q

2λ
pnq

k

J2
n p

b

λ
pnq

k aq

||unk||
2

“
λ

pnq

k a2 ´ n2

2λ
pnq

k

J2
n p

b

λ
pnq

k aq

При граничных условиях третьего рода:
b

λ
pnq

k J1
np

b

λ
pnq

k aq ` hJnp

b

λ
pnq

k aq “ 0

J1
np

b

λ
pnq

k aq “ ´
h

b

λ
pnq

k

Jnp

b

λ
pnq

k aq
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Значение интеграла находят следующим образом:
a

ż

0

ρP2
nkpρqdρ “

1

2λ
pnq

k

˜

λ
pnq

k a2h2

λ
pnq

k

` λ
pnq

k a2
´ n2

¸

J2
n p

b

λ
pnq

k aq

||unk||
2

“
a2ph2 ´ λ

pnq

k q ´ n2

2λ
pnq

k

J2
n p

b

λ
pnq

k aqπp1 ` δn0q

Задача Штурма-Лиувилля в круговом секторе

Рассматриваются задачи Штурма-Лиувилля в круговом секторе.

Рис. 9.2. Задача Штурма-Лиувилля в круговом секторе

Внутри сектора решается следующее дифференциальное уравнение:

∆u ` λu “ 0 ρ ă a, 0 ă ϕ ă α

Однородные граничные условия следующие:

u|ρ“a “ 0

u|ϕ“0 “ 0

u|ϕ“α “ 0

Решение необходимо найти в следующем виде:

upρ,ϕq “ PpρqΦpϕq ı 0

После разделения переменных получается следующее неравенство:

ρ
d

dρ

pρP1pρqq

Ppρq
` λρ

2
“ ´

Φ2pϕq

Φpϕq
“ ν
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Φ
2
pϕq ` νΦpϕq “ 0, 0 ă ϕ ă α

Φp0q “ 0

Φpαq “ 0

Получается задача Штурма-Луивилля на отрезке с условиями Дирихле. Соб-

ственные значения:

νn “

´

πn
α

¯2
n “ 1,2, . . .

Соответствующая собственная функция:

Φnpϕq “ sin
´

πn
α

ϕ

¯

ρ
2P2

pρq ` ρP1
pρq ` pλρ

2
´ νnqPpρq “ 0 0 ă ρ ă a

При ρ “ 0 присутствует условие ограниченности, а при ρ “ a наблюдаются огра-

ниченные условия. Решение уравнения ограниченного в 0 записывается следующим

образом:

Ppρq “ J?
νnp

?
λρq

J?
νnp

?
λaq “ 0

Это уравнение имеет бесконечное число положительных корней. λ
pnq

k — собствен-

ные значения. Соответствующая собственная функция:

Pnkpρq “ J?
νnp

b

λ
pnq

k ρq

Таким образом, собственная функция исходной задачи записывается в следующем

виде:

unkpρ,ϕq “ PnkpρqΦnpϕq

Задача Штурма-Лиувилля в кольце

Рассматривается область в виде кольца. Внутренний радиус — a, внешний радиус

— b. Дифференциальное уравнение в такой области:

∆u ` λu “ 0 a ă ρ ă b
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Однородные граничные условия могут быть первого, второго либо третьего рода.

Рассматриваются граничные условия Неймана:

Bu
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ 0

Bu
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“b

“ 0

Необходимо найти нетривиальные решения и λ , при которых они существуют.

Рис. 9.3. Задача Штурма-Лиувилля в кольце

Решение надо найти в следующем виде:

upρ,ϕq “ PpρqΦpϕq ı 0

ρ
d

dρ
pρP1pρqq

Ppρq
` λρ

2
“ ´

Φ2pϕq

Φpϕq
“ ν

Φ
2
pϕq ` νΦpϕq “ 0

Φpϕ ` 2πq ” Φpϕq

Получается одномерная задача Задача Штурма-Лиувилля с периодическими гра-

ничными условиями.

Таким образом, собственные значения получаются следующие:

νn “ n2, n “ 0,1,2, . . .

Соответствующие собственные функции:

Φ0pϕq “ 1

71



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Φnpϕq “

#

cosnϕ

sinnϕ

+

n “ 1,2, . . .

Дифференциальное уравнение для:

ρ
2P2

pρq ` ρP1
pρq ` pλρ

2
´ n2

qPpρq “ 0 a ă ρ ă b

Общее решение в виде линейной комбинации:

Ppρq “ AJnp
?

λρq ` BNnp
?

λρq λ ‰ 0

P1
paq “ 0

P1
pbq “ 0

A
?

λJ1
np

?
λaq ` B

?
λNn1

p
?

λaq “ 0

A
?

λJ1
np

?
λbq ` B

?
λNn1

p
?

λbq “ 0

Определитель этой системы записывается в следующем виде:∣∣∣∣∣J1
np

?
λaq N1

np
?

λaq

J1
np

?
λbq N1

np
?

λbq

∣∣∣∣∣ “ 0

J1
np

?
λaqN1

np
?

λbq ´ J1
np

?
λbqN1

np
?

λaq “ 0

Такое уравнение имеет бесконечно число положительных корней. Собственное

значение — λ
pnq

k — k-ый положительный корень этого уравнения. Собственные функ-

ции записываются в следующем виде:

AJ1
np

b

λ
pnq

k aq ` Bn1
np

b

λ
pnq

k aq “ 0

A “ N1
np

b

λ
pnq

k aq

B “ ´J1
np

?
λ

pnq

k aq

Pnkpρq “ N1
np

b

λ
pnq

k aqJnp
?

λ
pnq

k ρq ´ J1
np

?
λ

pnq

k aqNnp
?

λ
pnq

k ρq

Таким образом, собственные функции задачи Штурма-Луивилля в кольце полу-

чается в следующем виде:

unkpρ,ϕq “ PnkpρqΦnpϕq

При λ “ 0 дифференциальное уравнение упрощается:

u00pρ,ϕq “ 1

Образуется полная ортогональная система в кольце. В кольцевом секторе задача

Штурма-Луивилля решается аналогично.
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Семинар 10. Уравнение Лапласа в сферических и

цилиндрических координатах

Уравнение Лапласа в сферических координатах

Рассматривается уравнение Лапласа в сферических координатах:

∆u “ 0

В прямоугольных координатах оператор Лапласа имеет простой вид.

B2u
Bx2 `

B2u
By2 `

B2u
Bz2 “ 0

Рис. 10.1. Прямоугольные и сферические координаты

Происходит переход к сферическим координатам, которые обозначаются следую-

щим образом:

x “ r sinθ cosϕ

y “ r sinθ sinϕ

z “ r cosθ

При таком случае, наблюдается следующее:

0 ď r ă `8

0 ď θ ď π

0 ď ϕ ă 2π
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Происходит замена переменных в уравнении Лапласа и оператор Лапласа прини-

мает следующий вид:

∆u “
1
r2

B

Br

ˆ

r2 Bu
Br

˙

`
1
r2 ∆θϕu

∆θϕu “
1

sinθ

B

Bθ

ˆ

sinθ
Bu
Bθ

˙

`
1

sin2
θ

B2u
Bϕ2

Следовательно, уравнение Лапласа принимает следующий вид:

∆u “ 0

1
r2

B

Br

ˆ

r2 Bu
Br

˙

`
1
r2 ∆θϕu “ 0

Частное решение уравнения Лапласа необходимо найти в следующем виде:

upr,θ ,ϕq “ RprqY pθ ,ϕq ı 0

1
r2

d
dr

pr2R1
prqqY pθ ,ϕq `

1
r2 p∆θϕY pθ ,ϕqqRprq “ 0

Происходит разделение переменных:

d
dr pr2R1prqq

Rprq
“ ´

∆θϕY pθ ,ϕq

Y pθ ,ϕq
“ λ

Это равенство выполняется во всех точках пространства кроме начала координат.

∆θϕY pθ ,ϕq ` λY pθ ,ϕq “ 0

1
sinθ

B

Bθ

ˆ

sinθ
BY
Bθ

˙

`
1

sin2
θ

B2Y
Bϕ2 ` λY “ 0

Частное решение необходимо найти в виде произведения двух функций:

Y pθ ,ϕq “ Θpθ qΦpϕq ı 0

В результате, получается следующее дифференциальное уравнение:

1
sinθ

d
dθ

psinθΘ
1
pθ qqΦpϕq `

Θpθ q

sin2
θ

Φ
2
pϕq ` λΘpθ qΦpϕq “ 0

Происходит разделение переменных:

sinθ
d

dθ
psinθΘ1pθ qq

Θpθ q
` λ sin2

θ “ ´
Φ2pϕq

Φpϕq
“ ν
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Φ
2
pϕq ` νΦpϕq “ 0

Применяется условие периодичности:

Φpϕ ` 2πq ” Φpϕq

Собственные значения записываются следующим образом:

νm “ m2, m “ 0,1,2, . . .

Соответствующие собственные функции записываются следующим образом:

Φ0pϕq “ 1

Φmpϕq “

#

cosmϕ

sinmϕ

+

m “ 1,2, . . .

Таким образом, получается следующее уравнение:

sinθ
d

dθ

ˆ

sinθ
dΘpθ q

dθ

˙

` pλ sin2
θ ´ m2

qΘpθ q “ 0

Это уравнение необходимо упростить:

1
sinθ

d
dθ

ˆ

sinθ
dΘpθ q

dθ

˙

`

ˆ

λ ´
m2

sin2
θ

˙

Θpθ q “ 0

Происходит замена переменных:

t “ cosθ , ´1 ď t ď 1

dΘ

dθ
“

dΘptpθ qq

dθ
“

dΘ

dt
¨

dt
dθ

“ ´sinθ
dΘ

dt
dΘ

dt
“ ´

1
sinθ

dΘ

dθ

`
d
dt

ˆ

sin2
θ

dΘ

dt

˙

`

ˆ

λ ´
m2

sin2
θ

˙

Θ “ 0

d
dt

ˆ

p1 ´ t2
q
dΘ

dt

˙

`

ˆ

λ ´
m2

1 ´ t2

˙

Θ “ 0, ´1 ă t ă 1

Получается линейное уравнение второго порядка с переменными коэффициента-

ми. Уравнение может иметь неограниченное решение в особых точках. Требуется,

чтобы функция Θ была ограничена. Применяется условие ограниченности:

|Θ|t“˘1 ă 8
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Нетривиальные решения существуют только при определенных λ :

λ “ λn “ npn ` 1q, n “ m,m ` 1, . . .

Такая задача Штурма-Луивилля называется присоединенными функциями Ле-

жандра:

Θ
pmq
n “ Ppmq

n ptq

Основными свойствами Ppmq
n ptq являются:

1) Присоединенные функции Лежандра являются ортогональными:

1
ż

´1

Ppmq
n1 ptqPpmq

n2 ptqdt “ 0 n1 ‰ n2

2) При каждом фиксированном m присоединенные функции Лежандра образуют

полную ортогональную систему на r´1,1s:

tPpmq
n ptqu pn “ m,m ` 1, . . .q

3) Формула для вычисления присоединенных функций Лежандра:

Ppmq
n ptq “ p1 ´ t2

q
m
2

dm

dtm Pnptq

Pnptq — полином Лежандра. Многочлен получается следующим образом:

Pnptq “
1

2nn!
dn

dtn rpt2
´ 1q

n
s

Таким образом, получается формула Родрига. Присоединенные функции Ле-

жандра при нулевом значении равны многочлену:

Pp0q
n ptq “ Pnptq

4) Выражение для квадрата нормы присоединенных функций Лежандра:

||Ppmq
n ||

2
“

1
ż

´1

rPpmq
n ptqs

2dt “
2

2n ` 1
pn ` mq!
pn ´ mq!
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При четных m получается следующее:

Θ
pmq
n pθ q “ Ppmq

n pcosθ q

Такая функция является многочленом относительно cosθ , sinθ .

Y pθ ,ϕq “ Θ
pmq
n pθ qΦmpϕq “ Ppmq

n pcosθ q

#

cosmϕ

sinmϕ

+

Можно ввести следующее обозначение:

Y pmq
n pθ ,ϕq “ Ppmq

n pcosθ qcosmϕ, m “ 0,1,2, . . .

Y p´mq
n pθ ,ϕq “ Ppmq

n pcosθ qsinmϕ, m “ 1,2, . . .

Y p˘mq
n pθ ,ϕq — сферические функции являются собственными функциями задачи

Штурма-Луивилля на единичной сфере.

∆θϕY pθ ,ϕq ` λY pθ ,ϕq “ 0

Условие периодичности:

Y pθ ,ϕ ` 2πq ” Y pθ ,ϕq

Условие ограниченности:

|Y pθ ,ϕq||θ“0,π ă 8

Собственные значения записываются следующим образом:

λn “ npn ` 1q

Каждому λn отвечает 2n ` 1 линейно независимых собственных функций:

Y pmq
n pθ ,ϕq m » ´n, . . . ,0, . . . ,n

Свойствами Y pmq
n pθ ,ϕq являются:

1) Образуют полную ортогональную система функций на единичной сфере:

0 ď θ ď π, 0 ď ϕ ă 2π
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2) Выражение для квадрата нормы:

||Y pmq
n ||

2
“ ||Pp|m|q

n ||
2

¨ ||Φm||
2

“
2

2n ` 1
¨

pn ` |m|q!
pn ´ |m|q!

πp1 ` δm0q

Вычисление сферических функций:

n “ 0, m “ 0 Y p0q

0 pθ ,ϕq “ Pp0q

0 pcosθ q “ P0pcosθ q “ 1

n “ 1 P1ptq “
1
2

d
dt

pt2
´ 1q “ t “ cosθ

m “ 0 Pp0q

1 ptq “ P1ptq “ cosθ

m “ 1 Pp1q

1 ptq “
a

1 ´ t2 d
dt

P1ptq “
a

1 ´ t2 “ sinθ

Y p0q

1 pθ ,ϕq “ Pp0q

1 pcosθ q “ cosθ

Y p1q

1 pθ ,ϕq “ Pp1q

1 pcosθ qcosϕ “ sinθ cosϕ

Y p´1q

1 pθ ,ϕq “ Pp1q

1 pcosθ qsinϕ “ sinθ sinϕ

Формула для присоединенных функций Лежандра записывается следующим об-

разом:

Ppnq
n ptq “ p1 ´ t2

q
n
2

dn

dtn Pnptq “ p1 ´ t2
q

n
2

dn

dtn

ˆ

1
2nn!

d
dtn rpt2

´ 1q
n
s

˙

“

“
1

2nn!
p1 ´ t2

q
n
2

d2n

dt2n rpt2
´ 1q

n
s “

1
2nn!

p1 ´ t2
q

n
2 ˆ p2nq!

Ppnq
n pcosθ q “

p2nq!
2nn!

sinn
θ

Таким образом, соответствующая формула для сферических функций:

Y pnq
n pθ ,ϕq “

p2nq!
2nn!

sinn
θ cosnϕ

Y p´nq
n pθ ,ϕq “

p2nq!
2nn!

sinn
θ sinnϕ

d
dr pr2R1prqq

Rprq
“ λn “ npn ` 1q

r2R2
nprq ` 2rR1

nprq ´ npn ` 1qRnprq “ 0

Rnprq “ Arn
`

B
rn`1

Следовательно, частное решение уравнения Лапласа:

U pmq
n pr,θ ,ϕq “ RnprqY pmq

n pθ ,ϕq “

ˆ

Arn
`

B
rn`1

˙

Y pmq
n pθ ,ϕq
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Семинар 11. Задача Штурма-Лиувилля и

уравнение Лапласа в сферических и

цилиндрических координатах
Уравнение Лапласа в сферических координатах:

∆u “ 0

x “ r sinθ cosϕ

y “ r sinθ sinϕ

z “ r cosθ

Частное решение уравнения Лапласа во всем пространстве:

upmq
n pr,θ ,ϕq “ RnprqY pmq

n pθ ,ϕq n “ 0,1,2, . . . m “ ´n, . . . ,n

Rnprq “ Apmq
n rn

`
Bpmq

n

rn`1

Y pmq
n pθ ,ϕqpθ ,ϕq “ P|m|

n pcosθ q

$

&

%

cosmϕ m ě 0

sin |m|ϕ m ă 0

Задача Штурма-Лиувилля на единичной сфере

Оператор Лапласа записывается следующим образом:

∆θϕY pθ ,ϕq ` λY pθ ,ϕq “ 0 0 ă θ ă π

Y pθ ,ϕ ` 2πq ” Y pθ ,ϕq

|Y pθ ,ϕq||θ“0,π ă 8

Собственные значения получаются следующими:

λn “ npn ` 1q

Такие сферические функции образуют ортогональную систему на единичной сфе-

ре.
π

ż

0

sinθdθ

2π
ż

0

Y m1
n1

pθ ,ϕqY pm2q
n2 pθ ,ϕqdϕ “ 0 pn1,m1q ‰ pn2,m2q
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Присоединенная функция Лежандра записываются в следующем виде:

Ppmq
n ptq “ p1 ´ t2

q
m
2

dm

dtm Pnptq

Pnptq “
1

2nn!
dn

dtn rpt2
´ 1q

n
s

Если m “ 0, то сферическая функция равна полиному Лежандра:

Y p0q
n pθ ,ϕq “ Pnpcosθ q

P0pcosθ q “ 1

P1pcosθ q “ cosθ

P2pcosθ q “
1
2

p3cos2
θ ´ 1q

P3pcosθ q “
1
2

p5cos3
θ ´ 3cosθ q

Если n “ 1, то присоединенная функция Лежандра записывается следующим об-

разом:

Pp1q

1 pcosθ q “ sinθ

Pp1q

2 pcosθ q “ 3sinθ cosθ

Pp2q

2 pcosθ q “ 3sin2
θ

Pp1q

3 pcosθ q “ sinθ
15cos2 θ ´ 3

2

Pp2q

3 pcosθ q “ 15sin2
θ cosθ

Pp3q

3 pcosθ q “ 15sin3
θ

Уравнение Лапласа в шаре

Пусть есть шар радиуса a. Вводится прямоугольная система координат в центре

шара. Внутри шара выполняется уравнение Лапласа:

∆u “ 0 r ă a

Граничные условия могут быть первого, второго или третьего рода. Рассматри-

ваются граничные условия Дирихле (первого рода).

u|r“a “ f pθ ,ϕq “ cos2
θ
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Рис. 11.1. Уравнение Лапласа в шаре

Необходимо найти решение в виде:

upr,θ ,ϕq “

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n

˜

Apmq
n rn

`
Bpmq

n

rm`n

¸

Y pmq
n pθ ,ϕq

Из условия ограниченности при r “ 0:

Bpmq
n “ 0

Тогда получается следующее выражение:

upr,θ ,ϕq “

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n
Apmq

n rnY pmq
n pθ ,ϕq

Необходимо определить неизвестный коэффициент:
8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n
Apmq

n anY pmq
n pθ ,ϕq “ cos2

θ

Разложение в ряд по сферическим функциям:

Y pmq
n pθ ,ϕq “ Pp|m|q

n pcosθ q

$

&

%

cosmϕ m ě 0

sin |m|ϕ m ă 0

Y p0q
n pθ ,ϕq “ Pnpcosθ q

Y p0q

2 pθ ,ϕq “ P2pcosθ q “
1
2

p3cosθ ´ 1q

Y p0q

0 pθ ,ϕq “ P0pcosθ q “ 1

cos2
θ “

2Y p0q

2 pθ ,ϕq `Y p0q

0 pθ ,ϕq

3

При подставлении в граничные условия получается следующее:
8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n
Apmq

n anY pmq
n pθ ,ϕq “

1
3

Y p0q

0 pθ ,ϕq `
2
3

Y p0q

2 pθ ,ϕq
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Ap0q

0 “
1
3

Ap0q

2 “
2

3a2

Ap0q

2 a2
“

2
3

Apmq
n an

“ 0

Таким образом, решением этой краевой задачи является:

upr,θ ,ϕq “
1
3

`
2r2

3a2 ¨
1
2

p3cos2
θ ´ 1q

upr,θ ,ϕq “
1
3

`
r2

3a2 p3cos2
θ ´ 1q

Внешняя краевая задача для уравнения Лапласа в

пространстве

Рис. 11.2. Уравнение Лапласа вне шара

Записывается уравнение Лапласа вне шара в пространстве De Ă R3:

∆u “ 0

Граничные условия находятся на границе S. Дополнительное условие при беско-

нечности:

u Ñ 0 r Ñ 8

Равномерное стремление означает, что:

sup
θ ,ϕ

|upr,θ ,ϕq| Ñ 0 r Ñ 8

Тогда можно записать теорему существования и единственности.
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Теорема 11.1. Задачи Дирихле, Неймана, третьего рода:

ˆ

Bu
Bn

` hu
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ f pPq

hpPq ě 0

А также смешанная задача имеют единственное решение в De.

Краевая задача для уравнения Лапласа вне шара

Рассматривается шар радиуса a. Вводится система координат в центре шара.

Уравнение Лапласа вне шара:

∆u “ 0 r ą a

Рассматриваются граничные условия Неймана:

u
Br

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“a

“ f pθ ,ϕq

Ставится равномерное стремление на бесконечности:

u Ñ 0 r Ñ 8

Решение необходимо найти в следующем виде:

upr,θ ,ϕq “

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n

˜

Apmq
n rn

`
Bpmq

n

rn`1

¸

Y pmq
n pθ ,ϕq

Из условия равномерного стремления:

Apmq
n “ 0

Тогда получается следующий ряд:

upr,θ ,ϕq “

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n

Bpmq
n

rn`1Y pmq
n pθ ,ϕq

Происходит подставление в граничные условия:

Bu
Br

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“a

“

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n
´

pn ` 1qBpmq
n

an`2 Y pmq
n pθ ,ϕq “ f pθ ,ϕq
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Пусть:

f pθ ,ϕq “ sinθ sinϕ “ Pp1q

1 pcosθ qsinϕ “ Y p´1q

1 pθ ,ϕq

Тогда получается следующее:

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n
´

pn ` 1qBpmq
n

an`2 Y pmq
n pθ ,ϕq “ Y p´1q

1 pθ ,ϕq

´
2B´1

1
a3 “ 1

Bp´1q

1 “ ´
a2

2

Для остальных n и m:

Bpmq
n “ 0

Таким образом, решение записывается следующим образом:

upr,θ ,ϕq “ ´
a3

2r2 sinθ sinϕ

Краевая задача для уравнения Лапласа в шаровом слое

В шаре радиуса b врезан маленький шар радиуса a. Необходимо решить задачу в

пространстве между маленьким и большим шарами. Требуется, чтобы выполнялось

уравнение Лапласа:

∆u “ 0 a ă r ă b

Рассматриваются смешанные граничные условия:

u|r“a “ f1pθ ,ϕq

Bu
Br

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“θ

“ f2pθ ,ϕq

Решение необходимо найти в следующем виде:

upr,θ ,ϕq “

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n

˜

Apmq
n rn

`
Bpmq

n

rn`1

¸

Y pmq
n pθ ,ϕq

Это выражение можно упростить и записать в следующем виде:

r2R2
prq ` 2rR1

prq ´ npn ` 1qRprq “ 0
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Rprq “ Arn
`

B
rn`1

Rprq “ ARpaq
prq ` BRpbq

prq

Пусть:

Rpaq
paq “ 0

d
dr

Rpbq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“b

“ 0

Aan
`

B
an`1 “ 0

A “ 1 B “ ´a2n`1

Тогда получаются следующие выражения:

Rpaq
prq “ rn

´
a2n`1

rn`1

Rpbq
prq “ pn ` 1qrn

`
nb2n`1

rn`1

Решение необходимо найти в следующем виде:

upr,θ ,ϕq “

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n

´

Apmq
n Rpaq

n prq ` Bpmq
n Rpbq

n prq

¯

Y pmq
n pθ ,ϕq

Происходит подставление в граничные условия:

u|r“a “

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n
Bpmq

n Rpbq
n paqY pmq

n pθ ,ϕq “ f1pθ ,ϕq Ñ Bpmq
n

Bu
Br

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“b

“

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n
Apmq

n
d
dr

Rpaq
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“b

Y pmq
n pθ ,ϕq “ f2pθ ,ϕq Ñ Apmq

n
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Семинар 12. Задача Штурма-Лиувилля для

оператора Лапласа в цилиндрических координатах

Задача Штурма-Лиувилля в цилиндре

Рассматриваются задачи Штурма-Лиувилля для оператора Лапласа в цилиндри-

ческих координатах. Оператор Лапласа записывается в следующем виде:

∆u “
1
ρ

B

Bρ

ˆ

ρ
Bu
Bρ

˙

`
1

ρ2
B2u
Bϕ2 `

B2u
Bz2 “ ∆ρϕu `

B2u
Bz2

Формулы, которые связывают прямоугольные и цилиндрические координаты, за-

писываются в следующем виде:

x “ ρ cosϕ

y “ ρ sinϕ

z “ z

Рассматривается задача Штурма-Лиувилля в цилиндре. Пусть есть круговой огра-

ниченный цилиндр. Радиус основания — a, а высота цилиндра — h. Ось z совпадает

с осью цилиндра, а ось x и y находятся в плоскости нижнего основания цилиндра.

Задача решается внутри такого цилиндра.

Рис. 12.1. Задача Штурма-Лиувилля в цилиндре

Дифференциальное уравнение внутри цилиндра:

∆u ` λu “ 0, ρ ă a, 0 ă z ă h
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Граничные условия ставятся на границе области. Граница области состоит из

боковой поверхности цилиндра, нижнего основания и верхнего основания. Граничные

условия должны быть однородными. Ставятся граничные условия первого рода:

u|ρ“a “ 0

u|z“0 “ 0

u|z“h “ 0

Необходимо найти все значения параметра λ , при которых существует нетриви-

альное решение этой задачи. Эти нетривиальные решения являются собственными

функциями задачи Штурма-Лиувилля в цилиндре. Решение необходимо найти в сле-

дующем виде:

upρ,ϕ,zq “ vpρ,ϕqZpzq ı 0

Это необходимо подставить в дифференциальное уравнение:

∆ρϕvpρ,ϕq ¨ Zpzq ` vpρ,ϕqZ2
pzq ` λvpρ,ϕqZpzq “ 0

Происходит разделение переменных:

∆ρϕvpρ,ϕq

vpρ,ϕq
“ ´

Z2pzq

Zpzq
´ λ “ ´ν

∆ρϕvpρ,ϕq ` νvpρ,ϕq “ 0, ρ ă a

Таким образом, дифференциальное уравнение выполняется внутри круга и полу-

чается следующее граничное условие:

v|ρ“a “ 0

Следовательно, получилась задача Штурма-Лиувилля в круге с граничным усло-

вием Дирихле. Собственные функции для такой задачи следующие:

vnkpρ,ϕq “ Jn

ˆ

b

ν
pnq

k r
˙

Φnpϕq

Φ0pϕq “ 1

Φnpϕq “

#

cosnϕ

sinnϕ

+

n “ 1,2, . . .
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Собственное значение этой задачи — ν
pnq

k - k-й положительный корень уравнения

Jnp
?

νaq “ 0 k “ 1,2, . . .

Уравнение для функции Z записывается следующим образом:

´
Z2pzq

Zpzq
´ λ “ ´ν

pnq

k

Z2
pzq ` pλ ´ ν

pnq

k qZpzq “ 0

Z2
pzq ` µZpzq “ 0, 0 ă z ă h

Из граничных условий для функции u получаются следующие граничные усло-

вия:

Zp0q “ 0

Zphq “ 0

Таким образом, получается задача Штурма-Лиувилля на отрезке. Собственные

значения этой задачи записываются в следующем виде:

µm “

´

πm
h

¯2
m “ 1,2, . . .

Собственные функции этой задачи следующие:

Zmpzq “ sin
πmz

h

Следовательно, можно найти λ :

λ ´ ν
pnq

k “ µm

Таким образом, собственные значения задачи Штурма-Лиувилля в цилиндре за-

писывается в следующем виде:

λnkm “ ν
pnq

k ` µm

Собственные функции задачи Штурма-Лиувилля в цилиндре следующие:

unkmpρ,ϕ,zq “ vnkpρ,ϕqZmpzq
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ПОСФ в цилиндре:

||unkm||
2

“

h
ż

0

dz

a
ż

0

ρdρ

2φ
ż

0

u2
nkmpρ,ϕ,zqdϕ “

h
ż

0

Z2
mpzqdz

a
ż

0

ρ

2π
ż

0

v2
nkpρ,ϕqdϕ

Задачи Ш.Л. в сферических координатах:

∆u “
1
r2

B

Br
pr2 Bu

Br
q `

1
r2 ∆θ ϕu

∆u ` λu “ 0

В шаре:

∆u ` λu “ 0,r ă a

Bu
Br

|r “ a “ 0

Есть C3

λ
p

00q “ 0

и СФ

u000pr,θ ,ϕq “ 1

Далее считаем, что λ ą 0 Ищем СФ в виде

upr,θ ,ϕq “ RprqY pθ ,ϕq ı 0

Подставляем в ДУ:

1
r2

d
dr

pr2R1
prqqY pθ ,ϕq `

Rprq

r2 ∆θ ϕY pθ ,ϕq ` λRprqY pθ ,ϕq “ 0

d
dr pr2R1prqq

Rprq
` λ r2

“
´∆θ ϕY pθ ,ϕq

Y pθ ,ϕq
“ µ

∆θ ϕY pθ ,ϕq ` µY pθ ,ϕq “ 0

Y pθ ,ϕ ` 2πq ” Y pθ ,ϕq

|Y pθ ,ϕq|θ “ 0,π ă 8
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C3 : µn “ npn ` 1q,n “ 0,1,2, ...

Сферические функции (СФ):

Y pmq
n pθ ,ϕq´

m “ ´n, ...,n
d
dr pr2R1prqq

Rprq
` λ r2

“ µn “ npn ` 1q

d
dr

pr2R1
prqq ` pλ r2

´ npn ` 1qqRprq “ 0

Замена:

Rprq “
vprq
?

r

R1
prq “

dR
dr

“
d
dr

p
vprq
?

r
q “

d
dr

pvprq ˆ
1

?
r

q “
v1prq
?

r
´

vprq

2r
3
2

r2R1
prq “ r

3
2 v1

prq ´

?
r

2
vprq

d
dr

pr2R1
prqq “

d
dr

pr
3
2 v1

prq ´

?
r

2
vprqq “

3
2

?
rv1

prq ` r
3
2 v2

prq ´
1

4
?

r
vprq ´

?
r

2
v1

prq “

“ r
3
2 r2

prq `

?
r

2
v1

prq ´
1

4
?

r
vprq

Подставляем в ДУ:

r
3
2 v2

prq `
?

rv1
prq ´

1
4
?

r
vprq ` pλ r2

´ npn ` 1qq
vprq
?

r
“ 0

r
3
2 v2

prq `
?

rv1
prq ` pλ r

3
2 ´

n2
?

r
´

n
?

r
´

1
4
?

r
qvprq “ c

Умножим на
?

r :

r2v2
prq ` rv1

prq ` pλ r2
´ pn2

` n `
1
4

qqvprq “ 0

r2v2
prq ` rv1

prq ` pλ r2
´ pn `

1
2

q
2
qvprq “ 0
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Для задачи Ш.-Л. в круге:

r2R2
prq ` rR1

prq ` pλ r2
´ n2

qRprq “ 0

Ñ Rprq “ AJnp
?

λ rq ` BNnp
?

λ rq

Ñ vprq “ AJn `
1
2

p
?

λ rq ` BNn `
1
2

p
?

λ rq

J1
2
ptq “

c

2
πt

sin t

N1
2
ptq “ ´

c

2
πt

cos t

Jn ´
1
2

ptq “

c

2
πt

tn
p´

1
t

d
dt

q
n cos t

Nn ´
1
2

ptq “

c

2
πt

tn
p´

1
t

d
dt

q
n sin t

Rprq “
vprq
?

r
“ A

Jn ` 1
2p

?
λ rq

?
r

` B
Nn ` 1

2p
?

λ rq
?

r

Jn ` 1
2p

?
λ rq

?
r

„
rn ` 1

2?
r

“ rn

при r Ñ 0.

J0ptq „ t0

при t Ñ 0 ` 0.

Из условия ограниченности в нуле B “ 0:

Rprq “
Jn ` 1

2p
?

λ rq
?

r

R1
paq “ 0
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Семинар 13. Задача Штурма-Лиувилля в шаровом

слое и уравнение Лапласа в цилиндре

Задача Штурма-Лиувилля в шаровом слое

∆u ` λu “ 0,a ă r ă b

Bu
Br

|r “ a “ 0

u|r “ b “ 0

Ищем СФ в виде

upr,θ ,ϕq “ RprqY pθ ,ϕq ı 0

d
dr pr2R1prqq

Rprq
` λ r2

“ ´
∆θ ϕY pθ ,ϕq

Y pθ ,ϕq
“ µ

∆θ ϕY pθ ,ϕq ` µY pθ ,ϕq “ 0

Y pθ ,ϕ ` 2πq ” Y pθ ,ϕq

|Y ||θ “ 0,π ă 8

C3 : µn “ npn ` 1q

n “ 0,1, ...

Сферические функции:

CΦ : Y pmq
n pθ ,ϕq m “ ´n, ...,n

d
dr

pr2R1
prqq ` pλ r2

´ npn ` 1qqRprq “ 0
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Rprq “
vprq
?

r

vprq “ AJn `
1
2

p
?

λ rq ` BNn `
1
2

p
?

λ rq

ГУ:

R1
paq “ 0Rpbq “ 0

R1
paq “

d
dr

p
vprq
?

r
q|r “ a “ p

v1prq
?

r
´

vprq

2r
?

r
q|r “ a “

2av1paq ´ vpaq

2a
?

a
“ 0

Rpbq “
vpbq
?

b
“ 0

2av1
paq ´ vpaq “ 0

vpbq “ 0

2a
?

λJ1
n `

1
2

p
?

λaqA ` 2a
?

λN1
n `

1
2

p
?

λaqB ´ Jn `
1
2

p
?

λaqA ´ Nn `
1
2

p
?

λaqB “ 0

Jn `
1
2

p
?

λbqA ` Nn `
1
2

p
?

λbqB “ 0

Нетривиальное решение

A,B ô det “ 0

2a
?

λJ1
n `

1
2

p
?

λaq ´ Jn `
1
2

p
?

λaq2a
?

λN1
n `

1
2

p
?

λaq ´ Nn `
1
2

p
?

λaq “ 0

Jn `
1
2

p
?

λbq

Nn `
1
2

p
?

λBq

p2a
?

λJ1
n `

1
2

p
?

λaq ´ Jn `
1
2

p
?

λaqqNn `
1
2

p
?

λbq “
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“ p2a
?

λN1
n `

1
2

p
?

λaq ´ Nn `
1
2

p
?

λaqqJn `
1
2

p
?

λbq

где λ
pnq

k k-й положительный корень уравнения (*) СЗ задачи Штурма-Лиувилля.

A и B определяются из уравнения

Jn `
1
2

p

b

λ
pnq

k bqA ` Nn `
1
2

p

b

λ
pnq

k bqB “ 0

с точностью до производного множителя

A “ Nn `
1
2

p

b

λ
pnq

k bq

B “ ´Jn `
1
2

p

b

λ
pnq

k bq

vnkprq “ Nn `
1
2

p

b

λ
pnq

k bqJn `
1
2

p

b

λ
pnq

k rq ´ Jn `
1
2

p

b

λ
pnq

k bqNn `
1
2

p

b

λ
pnq

k rq

Rnkprq “
vnkprq

?
r

unkmpr,θ ,ϕq “ RnkprqY pmq
n pθ ,ϕq ´CΦ

-ПОСФ в шаровом слое

||unkm||
2

“

b
ż

a

r2dr

π
ż

0

sinθdθ

2π
ż

0

u2
nkmpr,θ ,ϕqdϕ “

b
ż

a

r2R2
nkprqdr

π
ż

0

sinθdθ

2π
ż

0

pY pmq
n pθ ,ϕqq

2dϕ

||Rnk||
2

“

b
ż

a

r2Rnk2
prqdr “

b
ż

a

rv2
nkprqdr

vnkprq´

цилиндрическая функцияя аргумента
b

λ
pnq

k r

порядка

ν “ n `
1
2

Z
ż

t

2
νptqdt “

t2

2
rpZ1

νptqq
2

` p1 ´
ν2

t2 qZ2
νptqs`

94



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

vnkprq “ Zn `
1
2

p

b

λ
pnq

k rq, t “

b

λ
pnq

k r

||Rnk||
2

“

b

λ
pnq

k b
ż

b

λ
pnq

k a

tZn `
1
2

ptqdt ˆ
1

λ
pnq

k

“ ...

Уравнение Лапласа в цилиндре

∆u “ 0,ρ ă a,0 ă z ă h

Bu
Bρ

|ρ “ a “ f pϕ,zq

´
Bu
Bz

|z “ 0 “ f1pρ,ϕq

Bu
Bz

|z “ h “ f2pρ,ϕq

Необходимое и достаточное условие разрешимости:
ż ż

Bu
Bn

dS “ 0

Предположим, что оно выполнено. Будем искать решение задачи p0qв виде

upρ,ϕ,zq “ u1pρ,ϕ,zq ` u2pρ,ϕ,zq

где

∆u1 “ 0ρ ă a,0 ă z ă h

Bu1

Bρ
|ρ “ a “ 0

´
Bu1

Bz
|z “ 0 “ f1pρ,ϕq

Bu1

Bz
|z “ h “ f2pρ,ϕq
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∆u2 “ 0ρ ă a,0 ă z ă h

Bu2

Bρ
|ρ “ a “ f pϕ,zq

´
Bu2

Bz
|z “ 0 “ 0

Bu2

Bz
|z “ h “ 0

∆u1 “ 0ρ ă a,0 ă z ă h

Bu1

Bρ
|ρ “ a “ 0

´
Bu1

Bz
|z “ 0 “ f1pρ,ϕq

Bu1

Bz
|z “ h “ f2pρ,ϕq

Пусть выполнено условие разрешимости

ż ż

Bu1

Bn
dS “ 0

∆u1pρ,ϕ,zq “ ∆ρϕu1 `
B2u1

Bz2

Найдем 4P уравнения Лапласа вида

u1pρ,ϕ,zq “ vpρ,ϕqZpzq ı 0

Zpzq∆ρϕvpρ,ϕq ` vpρ,ϕqZ2
pzq “ 0

∆ρϕvpρ,ϕq

vpρ,ϕq
“ ´

Z2pzq

Zpzq
“ ´λ

∆ρϕvpρ,ϕq ` λvpρ,ϕq “ 0,ρ ă a
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Bv
Bρ

|ρ “ a “ 0– задача Штурма-Лиувилля в круге

C3 и CΦ :

λ
p

00q “ 0,v00pρ,ϕq “ 1

λ
pnq

k ´к-й положительный корень уравнения

J1
np

?
λaq “ 0

vnkpρ,ϕq “ Jnp

b

λ
pnq

k rqΦnpϕq

Φ0pϕq “ 1

Φnpϕq “ cosnϕsinnϕ

k “ 1,2, ..

n “ 0,1, ...

Z2
pzq ´ λ

pnq

k Zpzq “ 0

Znkpzq “ A00 ` B00Z

при

λ
p

00q “ 0

Ankchp

b

λ
pnq

k q ` Bnkchp

b

λ
pnq

k pz ´ hqq

при

λ
pnq

k ą 0

up

1nkqpρ,ϕ,zq “ vnkpρ,ϕqZnkpzq
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Ищем решение задачи (1) в виде

u1pρ,ϕ,zq “

8
ÿ

n“0

8
ÿ

k“a

up

1nkqpρ,ϕ,zq “ A00 ` B00Z `

8
ÿ

n“0

8
ÿ

k“1

Jnp

b

λ
pnq

k qppAnkchp

b

λ
pnq

k zq`

`Bnkchp

b

λ
pnq

k pz ´ hqqqcosnϕ ` pcnkchp

b

λ
pnq

k zq ` Dnkchp

b

λ
pnq

k pz ´ hqqqsinnϕq

B00,Ank,Bnk,Cnk,Dnk0

´
Bu1

Bz
|z “ 0 “ f1pρ,ϕq,

Bu1

Bz
|z “ h “ f2pρ,ϕq
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Семинар 14. Уравнение Лапласа в

цилиндрических координатах (продолжение)

Уравнение Лапласа в цилиндре

Рис. 14.1. Уравнение Лапласа в цилиндре

Рассматривается краевая задача Лапласа в цилиндре. Пусть высота цилиндра —

h, а радиус цилиндра — a. В такой области внутри цилиндра решается следующее

дифференциальное уравнение:

∆u “ 0, ρ ă a, 0 ă z ă h

На границе цилиндра ставятся граничные условия Неймана:

Bu
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ f pϕ,zq

´
Bu
Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“0

“ f1pρ,ϕq
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Bu
Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“h

“ f2pρ,ϕq

Необходимое и достаточное условие разрешимости:
ĳ

S

Bu
Bn

dS “ 0

Предположено, что это условие выполнено. Решение задачи необходимо искать в

следующем виде:

upρ,ϕ,zq “ u1pρ,ϕ,zq ` u2pρ,ϕ,zq

∆u1 “ 0 ρ ă a, 0 ă z ă h

Граничные условия будут следующими:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Bu1
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ 0

´
Bu1
Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“0

“ f1pρ,ϕq

Bu1
Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“h

“ f2pρ,ϕq

(14.1)

∆u2 “ 0 ρ ă a, 0 ă z ă h

Граничные условия будут следующими:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Bu2
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ f pϕ,zq

´
Bu2
Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“0

“ 0

Bu2
Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“h

“ 0

(14.2)

Задача (14.1) решена. Необходимо решить задачу (14.2).

∆u2 “ 0 ρ ă a, 0 ă z ă h
$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Bu2
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ f pϕ,zq

´
Bu2
Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“0

“ 0

Bu2
Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“h

“ 0
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Условие разрешимости записывается в следующем виде:
ĳ

S

Bu2

Bn
ds “ 0

Необходимо найти частное решение уравнения Лапласа вида:

u2pρ,ϕ,zq “ vpρ,ϕqZpzq ı 0

Уравнение Лапласа в цилиндрических координатах:

∆ρϕvpρ,ϕq

vpρ,ϕq
“ ´

Z2pzq

Zpzq
“ λ

Z2
pzq ` λZpzq “ 0, 0 ă z ă h

Граничные условия получаются следующими:

Z1
p0q “ 0

Z1
phq “ 0

Таким образом, получается задача Штурма-Лиувилля на отрезке. Следовательно,

собственные значения:

λk “

ˆ

πk
h

˙2

k “ 0,1, . . .

Собственные функции:

Zkpzq “ cos
πkz
h

Рассматривается дифференциальное уравнение для функции v:

∆ρϕvpρ,ϕq ´ λkvpρ,ϕq “ 0

Оператор Лапласа записывается в следующем виде:

∆ρϕvpρ,ϕq “
1
ρ

B

Bρ

ˆ

ρ
Bv
Bρ

˙

`
1

ρ2
B2v
Bϕ2

Необходимо искать vpρ,ϕq в виде:

vpρ,ϕq “ PpρqΦpϕq ı 0

1
ρ

d
dρ

pρP1
pρqqΦpϕq `

1
ρ2 PpρqΦ

2
pϕq ´ λkPpρqΦpϕq “ 0
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Происходит разделение переменных:

ρ
d

dρ
pρP1pρqq

Ppρq
´ λkρ

2
“ ´

Φ2pϕq

Φpϕq
“ µ

Φ
2
pϕq ` µΦpϕq “ 0

Ставится периодическое граничное условие:

Φpϕ ` 2πq ” Φpϕq

Собственные значения и собственные функции:

µn “ n2, n “ 0,1, . . .

Φ0pϕq “ 1

Φnpϕq “

$

&

%

cosnϕ

sinnϕ

n “ 1,2, . . .

ρ
d

dρ
pρP1

pρqq ´ pλkρ
2

` n2
qPpρq “ 0

ρ
2P2

pρq ` ρP1
pρq ´ pλkρ

2
` n2

qPpρq “ 0 0 ď ρ ă a

Ранее встречалось уравнение:

ρ
2P2

pρq ` ρP1
pρq ` pλkρ

2
´ n2

qPpρq “ 0

Общее решение выглядит в следующем виде:

Ppρq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

A ` B lnρ λk “ 0 n “ 0

Aρn ` Bρ´n λk “ 0 n ą 0

AJnp
a

λkρq ` BNnp
a

λkρq λk ą 0

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

Ppρq “ A ` B lnρ λk “ 0 n “ 0

Aρn ` Bρ´n λk “ 0 n ą 0

AInp
a

λkρq ` BKnp
a

λkρq λk ą 0

In — функция Инфельда. Kn — функция Макдональда. In и Kn — цилиндрические

функции чисто мнимого аргумента.
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Рис. 14.2. График функции Инфельда и Макдональда

Inptq „
et
?

t
t Ñ `8

Knptq „
e´t
?

t
t Ñ `8

Функция Ppρq должна быть ограничена при:

ρ “ 0

Ppρq “

$

’

’

&

’

’

%

1 λk “ 0, n “ 0

ρn λk “ 0, n ą 0

Inp
a

λkρq λk ą 0

,

/

/

.

/

/

-

upnkq

2 pρ,ϕ,zq “ PnkpρqΦnpϕqZkpzq

Решение задачи (14.2) можно найти в виде ряда по найденным частным решени-

ям:

u2pρ,ϕ,zq “ A00 `

8
ÿ

n“1

ρ
n

pAn0 cosnϕ ` Bn0 sinnϕq`

`

8
ÿ

n“0

8
ÿ

k“1

Inp
a

λkρqpAnk cosnϕ ` Bnk sinnϕqcos
πkz
h
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Необходимо подставить в граничные условия:

Bu2

Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ f pϕ,zq

Bu2

Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“

8
ÿ

n“1

nan´1
pAn0 cosnϕ ` Bn0 sinnϕq`

`

8
ÿ

n“0

8
ÿ

k“1

a

λkI1
p
a

λkaqpAnk cosnϕ ` Bnk sinnϕqcos
πkz
h

“

“ f pϕ,zq “

8
ÿ

n“0

8
ÿ

k“0

pCnk cosnϕ ` Dnk sinnϕqcos
πkz
h

#

Cnk

Dnk

+

“
1

||Φn||2
ˆ

1
||Zk||2

h
ż

0

dZ

2π
ż

0

f pϕ,zq

#

cosnϕ

sinnϕ

+

cos
πkz
h

dϕ

||Φn||
2

“ πp1 ` δn0q

||Zk||
2

“
h
2

p1 ` δk0q

Таким образом, определяются коэффициенты: An0, Bn0, Ank, Bnk.

Пусть:

f pϕ,zq “ cosϕ ` sin2ϕ cos
πz
h

8
ÿ

n“1

nan´1
pAn0 cosnϕ ` Bn0 sinϕq`

`

8
ÿ

n“0

8
ÿ

k“1

a

λkI1
np

a

λkaqpAnk cosnϕ ` Bnk sinnϕqcos
πkz
h

“

“ cosϕ ` sin2ϕ ¨ cos
πz
h

A10 “ 1
a

λ1I1
2p

a

λ1aqB21 “ 1

λk “

ˆ

πk
h

˙2

λ1 “

´

π

h

¯2
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B21 “
h

πI1
2

`

πa
h

˘

Все остальные Ank и Bnk равны 0. Таким образом, решение краевой задачи запи-

сывается в следующем виде:

u2pρ,ϕ,zq “ A00 ` ρ cosϕ ` I2

´

π

h
ρ

¯

sin2
ϕ cos

πz
h

Краевая задача записывается в следующем виде:

∆u2 “ 0 ρ ă a, 0 ă z ă h

Bu2

Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“a

“ cosϕ ` sin2ϕ cos
2π

h

´
Bu2

Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“0

“ 0

Bu2

Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“h

“ 0

Условие разрешимости:

C00 “ 0

Таким образом, задача (14.2) неразрешима.
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Семинар 15. Решение краевых задач при помощи

построения функции Грина

Фундаментальное решение уравнения Лапласа

Помимо метода разделения переменных есть еще другой способ решения краевых

задач. Это решение краевых задач с помощью построения функции Грина.

Определение 15.1. Фундаментальным решением уравнения Лапласа называется

регулярная обобщенная функция GpM,M0q в области D, если она удовлетворяет

следующему дифференциальному уравнению:

∆MGpM,M0q “ ´δ pM,M0q M,M0 P D

δ pM,M0q — дельта-функция действует по следующему правилу:

pδ pM,M0q,ϕpMqq “

ż

D

δ pM,M0qϕpMqdVM “ ϕpM0q M0 P D

Обобщенные функции — это функционалы, которые действуют на основные функ-

ции. Обобщенные функции бывают регулярными и сингулярными. Действие регуляр-

ных обобщенных функций представляется в виде интеграла. Сингулярные обобщен-

ные функции не представляются в таком виде. Примером сингулярной обобщенной

функции является δ функция.

Регулярная обобщенная функция зависит от двух точек. Каждая точка имеет

свои координаты. Если это двумерный случай, то у каждой точки есть 2 координаты.

Тогда G — функция четырех скалярных переменных. Если это трехмерный случай,

то у каждой точки есть 3 координаты и функция G — функция шести скалярных

переменных.

В трехмерном случае:

Mpx,y,zq, M0px0,y0,z0q : δ pM,M0q “ δ px ´ x0qδ py ´ y0qδ pz ´ z0q

В двумерном случае:

Mpx,yq, M0px0,y0q : δ pM,M0q “ δ px ´ x0qδ py ´ y0q

При M ‰ M0 функция G удовлетворяет однородному уравнению Лапласа:

∆MGpM,M0q “ 0
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При M “ M0 получается неограниченная функция GpM,M0q, которая имеет осо-

бенность. Тогда, чтобы построить функцию G, можно попробовать найти частное

решение в двумерном и трехмерном случаях для уравнения Лапласа, которые имеют

особенность. Их них сконструировать такую функцию, которая будет удовлетворять

этому дифференциальному уравнению в обобщенном смысле. Тогда решением этого

уравнения является:

GpM,M0q “

$

’

&

’

%

1
2π

ln 1
RMM0

`V pMq

1
4π

¨ 1
RMM0

`V pMq

RpM,M0q — расстояние между M и M0.

∆V pmq “ 0 M P D

Фундаментальное решение определяется не единственным образом, а с точностью

до производного решения однородного уравнения Лапласа. Такая функция с осо-

бенностью имеет физический смысл. В частности однородному уравнению Лапласа

удовлетворяет электрический потенциал в случае электростатики в тех точках, в ко-

торых нет заряда. Функция в трехмерном случае представляет собой электрический

потенциал, который создает единичный точечный заряд, расположенный в точке M0,

в точке M. В двумерном случае функция представляет собой электрический потен-

циал, который создает бесконечно длинная тонкая нить, заряженная с единичной

линейной плотностью. Нить расположена в точке M0 и потенциал создается в точке

M.

Функция Грина внутренней задачи Дирихле для уравнения

Лапласа

Рассматривается внутренняя область D на ограниченной кусочно-гладкой грани-

це S. Произвольные точки в области D: M и M0. Произвольная точка на границе S:

P. Добавляется внешняя нормаль n⃗.

Выводится третья формула Грина для следующей функции:

upMq P C2
pDq XC1

pDq

upM0q “ ´

ż

D

GpM.M0q∆upMqdVM `

ż

S

ˆ

G,pP,M0q
BupPq

Bnp
´ upPq

BGpP,M0q

BnP

˙

dSP M0 P D
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Рис. 15.1. Функция Грина внутренней задачи Дирихле для уравнения Лапласа

Третья формула Грина справедлива и для двумерного, и для трехмерного случа-

ев. GpM,M0q — фундаментальное решение уравнения Лапласа. С помощью третьей

формулу Грина можно выразить решение краевой задачи. Рассматривается внутрен-

няя задача Дирихле для уравнения Пуассона:

∆upMq “ FpMq, M P D

Граничные условия Дирихле:

u|S “ f pPq

Пусть GpM,M0q — фундаментальное решение уравнения Лапласа:

GpM,M0q “

$

’

&

’

%

1
2π

ln 1
RMM0

`V pMq

1
4π

¨ 1
RMM0

`V pMq

∆V pMq “ 0 M P D

Дополнительно требуется, чтобы GpM,M0q “ 0 при M P S. Тогда существует един-

ственная функция GpM,M0q, удовлетворяющая этому условию. Для функции полу-

чается следующая краевая задача:

∆V pMq “ 0 M P D

V |MPS “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

´ 1
2π

ln 1
RMM0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

MPS

´ 1
4π

1
RMM0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

MPS
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Задачи Дирихле всегда разрешимы для уравнения Лапласа.

Определение 15.2. Функция GpM,M0q, удовлетворяющая условиям:

∆MGpM,M0q “ ´δ pM,M0q M,m0 P D

GpM,M0q|MPS “ 0

Называется функцией Грина внутренней задачи Дирихле для уравнения Лапласа

в области D.

Пусть граница S заземлена. Тогда функция Грина будет представлять собой элек-

трический потенциал в области D, создаваемый точечным зарядом в точке M0, и

наведенными зарядами на заземленной поверхности S. В двумерном случае все ана-

логично, только в точке M0 расположена заряженная нить. Это является физическим

смыслом функции Грина.

Если третью формулу Грина записать в области D и в качестве G будет функция

Грина, то формула упростится. Исходная формула:

upM0q “ ´

ż

D

GpM,M0q∆upMqdVM `

ż

S

ˆ

GpP,M0q
BupPq

BnP
´ upPq

BGpP,M0q

BnP

˙

dSP

Упрощенная формула:

upM0q “ ´

ż

D

GpM,M0qFpMqdVM ´

ż

S

BGpP,M0q

BnP
f pPqdSP M0 P D

Если известна функция Грина, то можно получить решение следующей краевой

задачи в любой точке M0:

∆upMq “ FpMq, M P D

u|S “ f pPq

Способы нахождения функции Грина внутренней задачи

Дирихле для уравнения Лапласа

Первым способом построения точной функции Грина является разложение функ-

ции Грина в ряд Фурье по собственным функциям задачи Штурма-Лиувилля.

∆MGpM,M0q “ ´δ pM,M0q M,M0 P D
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GpM,M0q|MPS “ 0 M0 P D

Рассматривается задача Штурма-Лиувилля в области D с граничным условием

Дирихле:

∆u ` λu “ 0

u|S “ 0

Нетривиальным решением являются собственные функции. По собственным функ-

циям можно построить полную ортогональную систему tunpMqu. Соответствующее

собственное значение λn. Необходимо искать функцию Грина в следующем виде:

GpM,M0q “
ÿ

n
AnunpMq

An “ AnpM0q

При M P S:

GpM,M0q “ 0

Подставив ряд в уравнение, получается следующее:

∆M

˜

ÿ

n
AnunpMq

¸

“ ´δ pM,M0q

Этот метод называется методом Галёркина:
ÿ

n
An∆MunpMq “ ´δ pM,M0q

ÿ

n
AnλnunpMq “ δ pM,M0q

ÿ

n
λnAn

ż

D

unpMqukpMqdVM “

ż

D

δ pM,M0qukpMqdVM

λkAk||uk||
2

“ ukpM0q

Ak “
ukpM0q

λk||uk||2

Таким образом, функция Грина записывается в следующем виде:

GpM,M0q “
ÿ

n

unpMqunpM0q

λn||un||2

Такой ряд сходится. Таким образом, функцию Грина можно построить для лю-

бой внутренней области, для которой известны собственные функции и собственные

значения.
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Пример 15.1. Рассматривается второй способ построения точной функции Гри-

на. Рассматривается задача Дирихле в прямоугольнике.

Рис. 15.2. Задача Дирихле в прямоугольнике

Задача Штурма-Лиувилля записывается в следующем виде:

∆u ` λu “ 0

u|S “ 0

Такую задачу удобно решать в прямоугольных координатах. Тогда получаются

следующие собственные значения и собственные функции:

λnm “

´

πn
a

¯2
`

´

πm
b

¯2

unmpx,yq “ sin
πnx

a
sin

πmy
b

n,m “ 1,2,3, . . .

Необходимо найти квадрат формы:

||unm||
2

“
ab
4

Mpx,yq M0px0,y0q

Тогда функция Грина имеет следующий вид:

GpM,M0q “

8
ÿ

n“1

8
ÿ

m“1

sin πnx
a sin πmy

b sin πnx0
a sin πmy0

b

ab
´

`

πn
a

˘2
`

`

πm
2

˘2
¯
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Можно доказать, что этот ряд сходится. Рассматривается краевая задача для

уравнения Пуассона:

∆upMq “ FpMq M P D

upPq|PPS “ f pPq

UpM0q “ ´

ĳ

D

GpM,M0qFpMqdVM ´

ż

S

f pPq
BGpP,M0q

BnP
dlP
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Семинар 16. Нахождение функции Грина с

помощью решения краевой задачи

Нахождение функции Грина с помощью решения краевой

задачи

Следующим способом нахождения функции Грина является нахождение функ-

ции с помощью решения краевой задачи. Функция Грина определяется как решение

следующей задачи:

∆MGpM,M0q “ ´δ pM,M0q M,M0 P D

Для внутренней задачи Дирихле требуется, чтобы:

GpM,M0q|MPS “ 0, M0 P D

Рис. 16.1. Функция Грина внутренней задачи Дирихле для уравнения Лапласа

В двумерном и в трехмерном случаях будет следующее:

GpM,M0q “

$

’

&

’

%

1
2π

ln 1
RMM0

`V pMq

1
4π

1
RMM0

`V pMq

RMM0 — расстояние между точками M и M0. Общее решение дифференциального

уравнения представляется в следующем виде:

∆V pMq “ 0
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В двумерном и в трехмерном случаях будет следующее:

V pMq|MPS “

$

’

&

’

%

´ 1
2π

ln 1
RMM0

´ 1
4π

1
RMM0

Эта краевая задача решается следующим образом:

V pMq Ñ GpM,M0q

Сначала необходимо решить простую краевую задачу, потом построить функцию

Грина, с помощью которой можно будет решить более сложную краевую задачу.

∆upMq “ FpMq M P D

upPq|PPS “ f pPq

upM0q “ ´

ż

D

GpM,M0qFpMqdVM ´

ż

S

BGpP,M0q

BnP
f pPqdSP M0 P D

Пример 16.1. Рассматривается задача Дирихле в круге. Пусть есть круг радиуса

a с центром в начале координат. Строится функция грина в двумерном случае:

GpM,M0q “
1

2π
ln

1
RMM0

`V pMq

Получается следующая краевая задача, которая решается в полярных координа-

тах:

∆v “ 0 ρ ă a

v|ρ“a “ ´
1

2π

1
RPM0

Пусть точка M0 лежит на оси абсцисс. Пусть расстояние от центра до точки

M0 — ρ0. Таким образом, получается краевая задача для уравнения Лапласа с гра-

ничными условиями Дирихле в круге. Общее решение уравнения Лапласа в полярных

координатах в круге можно найти в виде ряда:

vpρ,ϕq “ A0 `

8
ÿ

n“1

ρ
n

pAn cosnϕ ` Bn sinnϕq

Неизвестные координаты определяются из граничного условия:

V |ρ“a “ A0 `

8
ÿ

n“1

an
pAn cosnϕ ` Bn sinnϕq “ ´

1
2π

ln
1

RPM0
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Рис. 16.2. Задача Дирихле в круге

Из M0OP можно найти следующее:

RPM0 “

b

ρ2
0 ` a2 ´ 2ρ0acosϕ

С помощью дифференцирования по параметру получается следующая формула:

8
ÿ

n“1

qn cosnϕ

n
“ ln

1
a

1 ´ 2qcosϕ ` q2
q P p´1;1q (16.1)

Такая формула считается известной. Необходимо доказать, что этот ряд схо-

дится.

ln
1

RPM0

“ ln
1

b

ρ2
0 ` a2 ´ 2ρ0acosϕ

“

“ ln
1

a

c

1 ´ 2ρ0
a cosϕ `

´

ρ0

a

¯2
“ ln

1
a

` ln
1

c

1 ´ 2ρ0
a cosϕ `

´

ρ0

a

¯2
“

“ ln
1
a

`

8
ÿ

n“1

´

ρ0

a

¯n cosnϕ

n
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v|ρ“a “ A0 `

8
ÿ

n“1

an
pAn cosnϕ ` Bn sinnϕq “ ´

1
2π

ln
1
a

´
1

2π

8
ÿ

n“1

´

ρ0

a

¯n cosnϕ

n

Таким образом, получается система уравнений, с помощью которой определя-

ются коэффициенты:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

A0 “ ´ 1
2π

ln 1
a

anAn “ ´ 1
2π

`

ρ0
a

˘n 1
n

anBn “ 0

A0 “ ´
1

2π
ln

1
a

An “ ´
1

2πn

´

ρ0

a

¯n

Bn “ 0

Следовательно:

vpρ,ϕq “ ´
1

2π
ln

1
a

´
1

2π

8
ÿ

n“1

´

ρρ0

a2

¯n cosnϕ

n

Пусть точка M0 лежит не на оси абсцисс, а внутри круга. Поворот на угол ϕ0

системы координат приводит к тому, что в исходной системе координат вместо

ϕ в ответе будет ϕ ´ ϕ0. Если M0pρ0,ϕ0q, то:

vpρ,ϕq “ ´
1

2π
ln

1
a

´
1

2π

8
ÿ

n“1

´

ρρ0

a2

¯n cosnpϕ ´ ϕ0q

n

Этот ряд можно просуммировать. Пусть:

q “
ρρ0

a2 “
ρ

a
¨

ρ0

a
ă 1

Применяется формула (16.1) получается:

vpρ,ϕq “ ´
1

2π
ln

1
a

´
1

2π
ln

1
c

1 ´ 2ρρ0
a2 cospϕ ´ ϕ0q `

´

ρρ0
a2

¯2

Пусть:

ρ1 “
a2

ρ0
“

a
ρ0

¨ a ą a

Тогда:

vpρ,ϕq “ ´
1

2π
ln

1
a

´
1

2π
ln

1
d

1 ´ 2 ρ

ρ1
cospϕ ´ ϕ0q `

ˆ

ρ

ρ1

˙2
“
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“ ´
1

2π
ln

1
a

´
1

2π
ln

ρ1
b

ρ2
1 ´ 2ρρ1 cospϕ ´ ϕ0q ` ρ2

“

“ ´
1

2π
ln

1
a

´
1

2π
lnρ1 ´

1
2π

ln
1

b

ρ2
1 ´ 2ρρ1 cospϕ ´ ϕ0q ` ρ2

“

“ ´
1

2π
ln

ρ1

a
´

1
2π

ln
1

a

ρ1 ´ 2ρρ1 cospϕ ´ ϕ0q ` ρ2
“

“ ´
1

2π
ln

a
ρ0

´
1

2π
ln

1
RMM1

“ ´
1

2π
ln

ˆ

a
ρ0

1
RMM1

˙

Рис. 16.3. Точка M0 в круге

Из треугольника MM1O:

RMM1 “

b

ρ2 ` ρ2
1 ´ 2ρρ1 cospϕ ´ ϕ0q

Точка M1 называется симметричной точке M0 относительно окружности:

x2
` y2

“ a2

117



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Функция Грина представляется в следующем виде:

GpM,M0q “
1

2π

ˆ

ln
1

RMM0

´ ln
ˆ

a
ρ0

1
RMM1

˙˙

Таким образом, получается функция Грина задачи Дирихле в круге для уравне-

ния Лапласа.

Функция Грина для других граничных условий

Рассматривается внутренняя краевая задача с граничными условиями третьего

рода:

∆upMq “ FpMq M P D
ˆ

Bu
Bn

` hu
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ f pPq hpPq ě 0 h ı 0

Для этой задачи функция Грина определяется следующим образом:

∆MGpM,M0q “ ´δ pM,M0q M,M0 P D

На границе требуется следующее:
ˆ

BG
Bn

` hG
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

MPS

“ 0

Записывается третья формула Грина в области D:

upM0q “ ´

ż

D

GpM,M0q∆upMqdVM `

ż

S

ˆ

GpP,M0q
BupPq

BnP
´ upPq

BGpP,M0q

BnP

˙

dSP “

“ ´

ż

D

GpM,M0qFpMqdVM`

`

ż

S

ˆ

GpP,M0q

ˆ

BupPq

BnP
` hpPqupPq

˙

´ upPq

ˆ

BGpP,M0q

BnP
` hpPqGpP,M0q

˙˙

dSP

Окончательно, получается следующая формула:

upM0q “ ´

ż

D

GpM,M0qFpMqdVM `

ż

S

GpP,M0q f pPqdSP

Таким образом, с помощью функции Грина можно решить краевую задачу с

граничными условиями третьего рода. Для внутренней смешанной краевой задачи

функция Грина определяется следующим образом:

∆MGpM,M0q “ ´δ pM,M0q M,M0 P D
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Применяется однородное смешанное граничное условия при M P S.

Рассматривается внутренняя задача Неймана для уравнения Лапласа:

∆upMq “ 0 M P D

Bu
Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ f pPq

Такая задача решаема тогда и только тогда, когда выполнено необходимое и до-

статочное условие:
ż

S

f pPqdS “ 0

Функция Грина определяется следующим образом:

∆MGpM,M0q “ ´δ pM,M0q M,M0 P D

BG
Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

MPS

´ ´
1
S0

S0 — площадь (длина) S. Третья формула Грина:

upM0q “ ´

ż

D

GpM,M0q∆upMqdVM `

ż

S

ˆ

GpP,M0q
BupPq

BnP
´ upPq

BGpP,M0q

BnP

˙

dSP

Окончательно получается следующая формула:

upM0q “

ż

S

GpP,M0q f pPqdSP ` const
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Семинар 17. Функция Грина для внешних краевых

задач

Функция Грина для внешних краевых задач

На функцию Грина необходимо наложить условия на бесконечности. Рассматри-

вается двумерный случай.

Рис. 17.1. Трехмерный случай

В трехмерном случае функция Грина имеет следующий вид:

∆MGpM,M0q “ ´δ pM,M0q M,M0 P De

Граничные условия ставятся следующие:

G|MPS “ 0

BG
Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

MPS

“ 0

ˆ

BG
Bn

` hG
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

MPS

“ 0

Также ставится однородное смешанное граничное условие и G Ñ 0 при r Ñ 8, где

r — расстояние от M до начала координат. Функцию Грина можно считать решением

этой задачи. Тогда можно доказать, что функция Грина будет существовать и будет

единственным.
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Рассматривается двумерный случай. Функция Грина в двумерном случае опре-

деляется следующим образом:

∆MGpM,M0q “ ´δ pM,M0q M,M0 P De

G|MPS “ 0

BG
Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ ´
1
S0

ˆ

BG
Bn

` hG
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

MPS

“ 0

Также можно поставить однородное смешанное граничное условие. Также ста-

вится условие на бесконечности: GpM,M0q должна быть ограничена при M Ñ 8

(DR ą 0 : GpM,M0q ограничена, если M P внешности круга радиуса R с центром в

начале координат).

Построение функции Грина методом зеркальных

отображений

Пример 17.1. Рассматривается задача Дирихле в полупространстве.

Рис. 17.2. Задача Дирихле в полупространстве

121



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Пусть в пространстве задана некоторая плоскость, которая делит простран-

ство на полупространство. Функция Грина для задачи Дирихле определяется сле-

дующим образом:

∆MGpM,M0q “ ´δ pM,M0q M,m0 P De

G|MPS “ 0

Условие бесконечности:

G Ñ 0 r Ñ 8

r — расстояние от точки M до начала координат. В трехмерном случае общее

решение такого дифференциального уравнения имеет следующий вид:

GpM,M0q “
1

4π

1
RMM0

`V pMq

∆V pMq “ 0 z ą 0

G|z“0 “ 0

G Ñ 0 r Ñ 8

Рассматривается точка M0px0,y0,z0q. В эту точку помещен заряд. Чтобы по-

тенциал на границе области был нулевым, должны появиться еще заряды (наве-

денные заряды), которые будут компенсировать исходный заряд. Таким образом,

добавляется точка M1px0,y0,´z0q. Если в точку M1 поместить фиктивный заряд,

то он будет создавать такой же электрический потенциал, но противоположный

по знаку. Пусть:

GpM,M0q “
1

4π

1
RMM0

´
1

4π

1
RMM1

GpM,M0q|MPS “ 0

Выполняется условие на бесконечности:

G Ñ 0 r Ñ 8

∆V pMq “ 0 z ą 0

Тогда ответом является следующая функция:

GpM,M0q “
1

4π

1
RMM0

´
1

4π

1
RMM1
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Пример 17.2. Рассматривается задача Неймана в полупространстве. Рассмат-

ривается такая же область, как и в предыдущем примере. Поскольку это трех-

мерный случай, то функция Грина должна удовлетворять следующим условиям:

∆MGpM,M0q “ ´δ pM,M0q M,M0 P De

BG
Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ 0

G Ñ 0 r Ñ 8

Дифференциальное уравнение имеет общее решение в следующем виде:

GpM,M0q “
1

4π

1
RMM0

`V pMq

V pMq “ 0

BG
Bz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“0

“ 0

G Ñ 0 r Ñ 8

Рассматривается термодинамическая интерпретация. Рассматривается про-

извольная точка M0px0,y0,z0q, в которой находится источник тепла. Таким обра-

зом, получается задача распределения температуры в верхнем полупространстве,

если есть точечный источник тепла, помещенный в точку M0. Граница области

является теплоизолированной, то есть через нее нет потока тепла.

Таким образом, функция Грина для задачи Неймана в полупространстве запи-

сывается следующим образом:

GpM,M0q “
1

4π

1
RMM0

`
1

4π

1
RMM1

Пример 17.3. Рассматривается задача Дирихле в круге. Пусть область представ-

ляет собой круг некоторого радиуса a. Граница круга — окружность S.

Для функции Грина ставятся следующие условия:

∆MGpM,M0q “ ´δ pM,M0q

G|MPS “ 0

GpM,M0q “
1

2π
ln

1
RMM0

`V pMq
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Рис. 17.3. Задача Неймана в полупространстве

Рис. 17.4. Задача Дирихле в круге

∆V pMq “ 0

G|MPS “ 0

Пусть внутри круга есть точка M0. На границе ставятся граничные условия

Дирихле. Пусть вне круга есть точка M1, в которую помещается заряженная

нить.

Определение 17.1. Точка M1 называется симметричной точке M0 относительно

окружности S, если точка M1 лежит на прямой, соединяющей центр окружности
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и точку M0, причем:

r0 ¨ r1 “ a2

r0 “ RM00

r1 “ RM10

Точка, симметричная центру окружности, является бесконечно удаленной.

Тогда справедливо следующее геометрическое свойство.

Лемма 17.1. Если M P S, то:

RMM0 “
r0

a
RMM1

Доказательство.

Из следующего равенства следует, что:

r0r1 “ a2
Ñ

a
r1

“
r0

a

Тогда получается, что треугольники OMM0 и OM1M подобны, так как стороны

пропорциональны:
OM
OM1

“
M0O
OM

M0M
OM0

“
MM1

OM1

RMM0

r0
“

RMM1

a

RMM0 “
r0

a
RMM1

■

Пусть:

GpM,M0q “
1

2π
ln

1
RMM0

´
1

2π
ln

ˆ

a
r0

1
RMM1

˙

G|MPS “ 0
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Рис. 17.5. Построение функции Грина в плоской области методом конформных отоб-

ражений

Построение функции Грина в плоской области методом

конформных отображений

Пусть есть внутренняя плоская область. Вводятся прямоугольная система коор-

динат и комплексная переменная:

z “ x ` iy

w “ f pzq

Создается конформное отображение и получается новая область D Ñ D1.

w “ ξ ` iη
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f pzq — однозначная и однолистная, аналитическая функция и:

f 1
pzq ‰ 0

∆z “
B2

Bx2 `
B2

By2

∆w “
B2

Bξ 2 `
B2

Bη2

∆z “ | f 1
pzq|

2
∆w

∆zGpz,z0q “ ´δ pz,z0q M,M0 P D

G|zPS “ 0

δ pz,z0q “ | f 1
pzq|

2
δ pw,w0q

w0 “ f pz0q

Таким образом, получается дифференциальное уравнение в новых координатах:

∆wG̃pw,w0q “ ´δ pw,w0q

G̃|wPS1 “ 0

G̃pw,w0q “ Gpz,z0q

w “ f pzq

w0 “ f pz0q
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Семинар 18. Построение функции Грина

Построение функции Грина методом зеркальных

отображений

Рассматривается построение функции Грина с помощью конформного отображе-

ния. Этот метод работает только в двумерном случае. Пусть есть некоторая область

с прямоугольной системой координат.

Рис. 18.1. Построение функции Грина с помощью конформного отображения

Применяются граничные условия Дирихле.

z “ x ` iy

Берутся две точки в области: z, z0.

∆zGpz,z0q “ ´δ pz,z0q, z,z0 P D

Gpz,z0q|zPS “ 0

Ставится условие бесконечности. Происходит следующее конформное отображе-

ние:

w “ f pzq

f pzq — однозначная, однолистная, аналитическая функция в области D. Требуется

следующее:

f 1
pzq ‰ 0
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Рис. 18.2. Конформное отображение

Тогда эта функция осуществляет конформное отображение в новую область D1.

w “ ξ ` iη

w “ f pzq

w0 “ f pz0q

При таком конформном отображении можно вывести формулу как преобразуется

оператор Лапласа.

z “ f ´1
pwq

z0 “ f ´1
pw0q

∆z “
B2

Bx2 `
B2

By2 “ | f 1
pzq|

2
∆w “ | f 1

pzq|
2

ˆ

B2

Bξ 2 `
B2

Bη2

˙

ϕpz0q “

ĳ

D

ϕpzqδ pz,z0qdxdy “

“

ĳ

D1

ϕp f ´1
pwqqδ p f ´1

pwq, f ´1
pw0qq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Dpx,yq

Dpξ ,ηq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dξ dη “

“

ĳ

D1

ϕ̃pwqδ pw,w0qdξ dη “ ϕ̃pw0q

δ pz,z0q¨

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Dpx,yq

Dpξ ,ηq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ δ pw,w0q
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Конформное отображение обладает свойством постоянства растяжения, то есть

маленький отрезок, выходящий из z после отображения, превращается в маленький

отрезок, выходящий из w. Длина, при этом, его увеличится в | f 1pzq| раз.

| f 1
pzq|

´2
∆wGp f ´1

pwq, f ´1
pw0qq “ ´| f 1

pzq|
´2

δ pw,w0q

G̃pw,w0q “ Gpz,z0q

Тогда получается следующий оператор Лапласа:

∆wG̃pw,w0q “ ´δ pw,w0q, w,w0 P D1

G̃pw,w0q|wPS1 “ 0

Функция Грина при конформном отображении не меняется. Записывается теоре-

ма Римана.

Теорема 18.1. Если D — односвязная область и ее граница состоит хотя бы из

одной точки, то D можно конформно отобразить на единичный круг, причем так,

чтобы заданная точка z0 P D перешла в центр круга.

Пример 18.1. Рассматривается построение функции Грина задачи Дирихле в по-

лосе. Пусть есть следующая область, которая представляет с собой полосу:

z “ x ` iy

Оператор Лапласа записывается в следующем виде:

∆zGpz,z0q “ ´δ pz,z0q, z,z0 P D

Условие Дирихле:

Gpz,z0q|zPS “ 0

Условие ограниченности:

Gpz,z0q z Ñ 8

Необходимо найти конформное отображение D Ñ единичный круг, такое что

z0 Ñ центр круга. Сначала рассматривается экспоненциальное преобразование, при

котором полоса перейдет в полуплоскость:

t “ ez
“ exeiy
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Рис. 18.3. Построение функции Грина задачи Дирихле в полосе

|t| “ ex

arg t “ y

t0 “ ez0

Эта полуплоскость конформно отображается на единичный круг.

Любое дробно-линейное отображение имеет следующий вид:

w “ λ
t ´ α

t ´ β

Требуется следующее:

t0 Ñ 0 ÝÑ α “ t0

t0 Ñ 8 ÝÑ β “ t0

Im t “ 0 ÝÑ |w| “ 1

|w| “ |λ | ¨
|t ´ α |

|t ´ β |
“ |λ | ¨

|t ´ t0|

|t ´ t0|
“ |λ | “ 1

λ “ eiϕ , ϕ P R

Пусть:

ϕ “ 0

131



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Рис. 18.4. Полуплоскость

Рис. 18.5. Единичный круг
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Тогда:

λ “ 1

w “
t ´ t0
t ´ t0

Необходимо вернуться в исходную комплексную переменную:

z Ñ t Ñ w

w “ f pzq “
t ´ t0
t ´ t0

“
ez ´ ez0

ez ´ ez0

pD Ñ D1
q

Необходимо найти функцию Грина в этом единичном круге:

∆wG̃pw,0q “ ´δ pw,0q, w,w0 P D1

Условие Дирихле:

G̃pw,0q|wPS1 “ 0

Решение дифференциального уравнения в двумерном случае имеет следующий

вид:

G̃pw,0q “
1

2π
ln

1
|w|

`V pwq

∆V pwq “ 0

Граничные условия:

V pwq|wPS1 “ ´
1

2π
ln

1
|w|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

wPS1

“ 0 Ñ V pwq “ 0

V pwq ” 0

G̃pw,0q “
1

2π
ln

1
|w|

Функция Грина в исходной области получается следующим образом:

Gpz,z0q “ G̃p f pzq,0q “
1

2π
ln

1
| f pzq|

“

“
1

2π
ln

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ez ´ ez0

ez ´ ez0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

2π
ln

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

exeiy ´ ex0e´iy0

exeiy ´ ex0eiy0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

В итоге, после всех преобразований получается следующий окончательный от-

вет:

Gpx,y,x0,y0q “
1

4π
ln

chpx ´ x0q ´ cospy ` y0q

chpx ´ x0q ´ cospy ´ y0q
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Начальная краевая задача для уравнения теплопроводности

Рассматривается начальная краевая задача для уравнения теплопроводности в

ограниченной области с однородными граничными условиями. Пусть есть ограни-

ченная область и внешняя нормаль.

Рис. 18.6. Начальная краевая задача для уравнения теплопроводности

Уравнение теплопроводности должно выполняться в области D.

ut “ a2
∆u ` f pm, tq, m P D, t ą 0

Граничные условия первого, второго, либо третьего рода имеют следующий вид:

ˆ

α
Bu
Bn

` βu
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s

“ 0, P P S, t ě 0

Начальное условие:

u|t“0 “ ϕpMq, M P D

a “ const ą 0

|α | ` |β | ‰ 0, α ¨ β ě 0

Необходимо найти upM, tq при M P D, t ě 0. Рассматривается задача Штурма-

Лиувилля в области D:
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∆V pMq ` λV pMq “ 0, M P D
ˆ

λ
Bv
Bn

` βv
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

s

“ 0

Собственные функции образуют полную ортогональную систему tVnpMqu. Соб-

ственные значения — tλnu. Происходит разложение в ряд Фурье по tVnpMqu функции

f pM, tq, ϕpMq, upM, tq:

ϕpMq “
ÿ

n
ϕnVnpMq

ϕn “
1

||Vn||2

ż

D

ϕpMqVnpMqdV

f pM, tq “
ÿ

n
fnptqVnpMq

fn “
1

||Vn||2

ż

D

f pM, tqVnpMqdV

upM, tq “
ÿ

n
TnptqVnpMq

Эти ряды необходимо подставить в дифференциальное уравнение, граничные

условия и начальное условие:

ÿ

n
T 1

nptqVnpMq “ a2
ÿ

n
Tnptq∆VnpMq `

ÿ

n
fnptqVnpMq

ÿ

n
Tnptq

ˆ

λ
BVn

Bn
` βVn

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ 0

ÿ

n
Tnp0qVnpMq “

ÿ

n
ϕnVnpMq

T 1
nptq “ ´a2

λnTnptq ` fnptq, t ą 0

Tnp0q “ ϕn

Получается следующая задача Коши, которая имеет единственное решение:

T 1
nptq ` a2

λnTnptq “ fnptq

Tnp0q “ ϕn

λn ď 0

135



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Таким образом, решение исходной задачи находится следующим образом:

Tnptq “ ϕne´λna2t
`

t
ż

0

e´λna2pt´τq fnpτqdτ

upM, tq “
ÿ

n
TnptqVnpMq

Было получено решение исходной задачи, которое удовлетворяет уравнению теп-

лопроводности. Аналогично решается внутренняя начальная краевая задача с одно-

родными граничными условиями для уравнения колебаний.
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Семинар 19. Решение начальной краевой задачи

для уравнения колебаний

Начально-краевая задача для уравнения колебаний в

ограниченной области с однородными граничными

условиями

Пусть есть ограниченная область D с произвольной точкой M и P, и нормалью.

Тогда внутри области D u удовлетворяет уравнению колебаний (дифференциальное

уравнение):

utt “ a2
∆u ` f pM, tq M P D t ą 0

Рис. 19.1. Начально-краевая задача для уравнения колебаний

Для уравнения колебаний ставятся дополнительные условия. Граничные условия

записываются в следующем виде:
ˆ

α
Bu
Bn

` βu
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ 0 PinS t ě 0

Начальных условий в этой задаче 2:

u|t“0 “ ϕpMq, M P D
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ut |t“0 “ ψpMq, M P D

Сначала рассматривается задача Штурма-Лиувилля:

∆V pMq ` λV pMq “ 0 M P D

ˆ

α
BV
Bn

` βV
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ 0

Это задача Штурма-Лиувилля имеет полную ортогональную систему функций

tVnpMqu и собственные значения tλnu.

λn ě 0

Функции представляются в виде ряда:

ϕpMq “
ÿ

n
ϕnVnpMq

ϕn “
1

||Vn||2

ż

D

ϕpMqVndV

ψpMq “
ÿ

n
ψnVnpMq

ψn “
1

||Vn||2

ż

D

ψpMqVndV

f pM, tq “
ÿ

n
fnptqVnpMq

fnptq “
1

||Vn||2

ż

D

f pM, tqVnpMqdV

upM, tq “
ÿ

n
TnptqVnpMq

Таким образом, получается следующее дифференциальное уравнение в виде ряда:

ÿ

n
T 2

n ptqVnpMq “
ÿ

n
Tnptqa2

∆VnpMq `
ÿ

n
fnptqVnpMq

Необходимо подставить граничные условия:

ÿ

n
Tnptq

ˆ

α
BVn

Bn
` βVn

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ 0
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Необходимо подставить начальные условия:

ÿ

n
Tnp0qVnpMq “

ÿ

n
ϕnVnpMq

ÿ

n
T 1

np0qVnpMq “
ÿ

n
ψnVnpMq

Тогда для конкретного n получается следующее дифференциальное уравнение:

T 2
n ptq ` λna2Tnptq “ fnptq t ą 0

Для конкретного n получаются следующие начальные условия:

Tnp0q “ ϕn

T 1
np0q “ ψn

Такая задача имеет единственное решение.

Tnptq “ ϕn cospa
a

λntq `
ψn

a
?

λn
sinpa

a

λntq `

t
ż

0

sinpa
?

λnpt ´ τqq

a
?

λn
fnpτqdτ λn ą 0

Tnptq “ ϕn ` ψnt `

t
ż

0

pt ´ τq fnpτqdτ λn “ 0

Решение исходной задачи записывается в следующем виде:

upM, tq “
ÿ

n
TnptqVnpMq

Таким образом, можно решить любую начальную краевую задачу для уравнения

колебаний в любой ограниченной области.

Пример: решение начальной краевой задачи для уравнения

колебаний

Пример 19.1. Рассматривается задача о вынужденных колебаниях круглой мем-

браны. Следовательно, получится начальная краевая задача для колебательных урав-

нения в единичном круге.

utt “ a2
∆u ` J0pχρqsinσt ρ ă 1, t ą 0
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Рис. 19.2. Единичный круг

Однородные граничные условия Дирихле на границе круга:

u|ρ“1 “ 0

Начальные условия должны быть однородными:

u|t“0 “ 0

ut |t“0 “ 0

Константы:

r ą 0 a ą 0

χ — первый положительный корень уравнения J0pχq “ 0.

Сначала необходимо решить соответствующую задачу Штурма-Лиувилля в

круге:

∆V ` λV “ 0 ρ ă 1

V |ρ“1 “ 0

Собственные функции этой задачи:

Vnkpρ,ϕq “ Jnp

b

λ
pnq

k ρqΦnpϕq n “ 0,1, . . .

Φ0pϕq “ 1
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Рис. 19.3. График функции Бесселя нулевого порядка

Φnpϕq “

#

cosnϕ

sinnϕ

+

Собственным значением этой задачи является λ
pnq

k - k-й положительный ко-

рень уравнения:

Jnp
?

λ q “ 0 k “ 1,2, . . .

Собственные функции образуют полную ортогональную систему функций. Про-

исходит разложение функции в ряд Фурье:

J0pχρqsinσt “

8
ÿ

k“1

A0kJ0pλ
p0q

k ρq `

8
ÿ

n“1

8
ÿ

k“1

Jnp

b

λ
pnq

k ρqpAnk cosnϕ ` Bnk sinnϕq

χ “

b

λ
p0q

1

J0pχρqsinσt “ J0p

b

λ
p0q

1 ρqsinσt

J0pχρqsinσt “ A00V01pρ,ϕq

upρ,ϕ, tq “ T01ptqV01pρ,ϕq

Таким образом, получается следующее дифференциальное уравнение:

T 2
01ptqV01pρ,ϕq “ a2T01ptq∆V01pρ,ϕq ` A01ptqV01pρ,ϕq
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Необходимо подставить граничное условие:

T01ptqV01pρ,ϕq|ρ“1 “ 0

Необходимо подставить начальные условия:

T01p0qV01pρ,ϕq “ 0

T 1
01p0qV01pρ,ϕq “ 0

T 2
01ptq ` a2

λ
p0q

1 T01ptq “ sinσt t ą 0

T01p0q “ 0

T 1
01p0q “ 0

T 2
01ptq ` a2

λ
p0q

1 T01ptq “ 0

Общее решение этого однородного уравнения записывается в следующем виде:

T01ptq “ Asinpa
b

λ
p0q

1 tq ` Bcospa
b

λ
p0q

1 tq

Необходимо найти частное решение неоднородного уравнения. При σ ‰ a
b

λ
p0q

1

— нерезонансный случай:

T̃01ptq “ C sinσt ` Dcosσt

´Cσ
2 sinσt ´ Dσ

2 cosσt ` a2
λ

p0q

1 C sinσt ` a2
λ

p0q

1 Dcosσt “ sinσt

´Cσ
2

` a2
λ

p0q

1 C “ 1 Ñ C “
1

a2λ
p0q

1 ´ r2

´Dσ
2

` a2
λ

p0q

1 D “ 0 Ñ D “ 0

T̃01ptq “
sinσt

a2λ
p0q

1 ´ σ2

Таким образом, общее решение неоднородного уравнения записывается в следую-

щем виде:

T01ptq “ Asinpaχtq ` Bcospaχtq `
sinσt

a2λ
p0q

1 ´ σ2

T01p0q “ 0
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T 1
01p0q “ 0

T 1
01ptq “ Aaχ cospaχtq ´ Baχ sinpaχtq `

σ cosσt

a2λ
p0q

1 ´ σ2

$

&

%

B “ 0

Aaχ ` σ

a2χ2´σ2 “ 0 Ñ A “ ´ σ

aχpa2χ2´σ2q

T01ptq “
σ sinpaχtq

aχpσ2 ´ a2χ2q
`

sinpσtq
a2χ2 ´ σ2

Таким образом, было получено решение задачи Коши при нерезонансном случае.

Рассматривается резонансный случай при:

σ “ aχ

Частное решение необходимо искать в следующем виде:

T̃01ptq “ Ct sinσt ` Dt cosσt

T̃ 1
01ptq “ C sinσt `Cσt cosσt ` Dcosσt ´ Dσt sinσt

T 2
01ptq “ Cσ cosσt ´Cσ

2t sinσt ´ 2Dσ sinσt ´ Dσ
2t cosσt

Необходимо подставить в дифференциальное уравнение:

2Cσ cosσt ´Cσ
2t sinσt ´ 2Dσ sinσt ´ Dσ

2t cosσt `Cσ
2t sinσt ` Dσ

2t cosσt “ sinσt

2Cσ “ 0 Ñ C “ 0

´2Dσ “ 1 Ñ D “ ´
1

2σ

T̃01ptq “ ´
t

2σ
cosσt

Тогда общее решение в резонансном случае получается в следующем виде:

T01ptq “ Asinσt ` Bcosσt ´
t

2σ
cosσt

Необходимо подставить граничное условие:

T 1
0ptq “ Aσ cosσt ´ Bσ sinσt ´

cosσt
2σ

`
t
2

sinσt

Необходимо подставить начальные условия:

T01p0q “ 0
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T 1
01p0q “ 0

B “ 0

Aσ ´
1

2σ
“ 0 Ñ A “

1
2σ2

Таким образом, получается решение задачи Коши:

T01ptq “
sinσt
2σ2 ´

t
2σ

cosσt

Решение исходной задачи:

σ ‰ aχ upρ,ϕ, tq “
σ

aχpσ2 ´ a2χ2q
J0pχρqsinaχt ´

1
σ2 ´ a2χ2 J0pχρqsinσt

σ “ aχ upρ,ϕ, tq “
1

2σ2 J0pχρqsinσt ´
t2

2σ
J0pχρqcosσt

144



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Семинар 20. Решение начально-краевых задач с

однородными и неоднородными условиями в

ограниченной области

Начально-краевая задача для уравнения теплопроводности

в ограниченной области с неоднородными граничными

условиями

Рис. 20.1. Начально-краевая задача для уравнения теплопроводности

Рассматривается уравнение теплопроводности в ограниченной области с неодно-

родными граничными условиями. Пусть есть ограниченная область D с произволь-

ными точками M, P и внешней нормалью. В области D требуется, чтобы выполнялось

дифференциальное уравнение:

ut “ a2
∆u ` f pM, tq, M P D, t ą 0

Записываются граничные условия:
ˆ

α
Bu
Bn

` βu
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ µpP, tq P P S, t ě 0

Рассматривается случай, когда α и β кусочно постоянные. Ставится одно началь-
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ное условие:

u|t“0 “ ϕpMq, M P D

Решение необходимо искать в следующем виде:

upM, tq “ vpM, tq ` wpM, tq

wpM, tq — достаточно гладкая и удовлетворяет следующему условию:

ˆ

α
Bw
Bn

` βw
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ µpP, tq

Необходимо подставить u “ v ` w в исходную задачу:

vt “ a2
∆v ` f pM, tq ´ wt ` a2

∆w “ f̃ pM, tq

ˆ

α
Bv
Bn

` βv
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ µpP, tq ´

ˆ

α
Bw
Bn

` βw
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ 0

v|t“0 “ ϕpMq ´ w|t“0 “ ϕ̃pMq

Тогда для функции v получается следующая новая задача:

vt “ a2
∆v ` f̃ pM, tq, M P D, t ą 0

ˆ

α
Bv
Bn

` βv
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ 0

v|t“0 “ ϕ̃pMq

Таким образом, задачи с неоднородными граничными условиями можно свести

к задаче с однородными граничными условиями. Во многих случаях удобно взять в

качестве функции wpM, tq решение краевой задачи для уравнения Лапласа в области

D:

∆w “ 0, M P D
ˆ

α
Bw
Bn

` βw
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ µpP, tq

В этой задача t фигурирует в качестве параметра.
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Рис. 20.2. Начально-краевая задача для уравнения колебаний

Начально-краевая задача для уравнения колебаний в

ограниченной области с неоднородными граничными

условиями

Пусть есть ограниченная область D с произвольными точками M, P и внешней

нормалью. В области D требуется, чтобы выполнялось дифференциальное уравне-

ние:

utt “ a2
∆u ` f pM, tq, M P D t ą 0

Граничное условие записывается в следующем виде:

ˆ

α
Bu
Bn

` βu
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ µpP, tq

Ставятся 2 начальных условия:

u|t“0 “ ϕpMq

ut |t“0 “ ψpMq

Решение этой задачи необходимо найти в виде суммы:

upM, tq “ vpM, tq ` wpM, tq
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wpM, tq — достаточно гладкая функция и удовлетворяет неоднородному гранич-

ному условию:
ˆ

α
Bw
Bn

` βw
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ µpP, tq

Тогда для функции v получается новая краевая задача:

vtt “ a2
∆v ` f̃ pM, tq, M P D, t ą 0

ˆ

α
Bv
Bn

` βv
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ 0

v|t“0 “ ϕ̃pMq

vt |t“0 “ ψ̃pMq

f̃ pM, tq “ f pM, tq ´ wtt ` a2
∆w

ϕ̃pMq “ ϕpMq ´ w|t“0

ψ̃pMq “ ψpMq ´ wt |t“0

Во многих случаях в качестве wpM, tq удобно взять решение краевой задачи:

∆w “ 0, M P D

ˆ

α
Bw
Bn

` βw
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ µpP, tq

Пример: задача в единичном круге для уравнения

теплопроводности

Пример 20.1. Рассматривается задача в единичном круге для уравнения тепло-

проводности.

Записывается однородное уравнение теплопроводности:

ut “ ∆u, ρ ă 1 t ą 0

Неоднородные граничные условия:

u|ρ“1 “ t sin4ϕ

u|t“0 “ 0
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Рис. 20.3. Задача в единичном круге для уравнения теплопроводности

Необходимо искать w в виде:

upM, tq “ vpM, tq ` wpM, tq

wpM, tq — достаточно гладкая функция и удовлетворяет неоднородному гранич-

ному условию:

w|ρ“1 “ t sin4ϕ

Пусть w — решение краевой задачи для уравнения Лапласа:

∆w “ 0, ρ ă 1

w|ρ“1 “ t sin4ϕ

Общее решение уравнения Лапласа в полярных координатах записывается в сле-

дующем виде:

wpρ,ϕ, tq “ A0ptq `

8
ÿ

n“1

ρ
n

pAnptqcosnϕ ` Bnptqsinnϕq

Необходимо подставить в граничные условия:

A0ptq `

8
ÿ

n“1

pAnptqcosnϕ ` Bnptqsinnϕq “ t sin4ϕ
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B4ptq “ t

Остальные коэффициенты равны 0. Найденные коэффициенты необходимо под-

ставить в найденный:

wpρ,ϕ, tq “ tρ4 sin4ϕ

Таким образом, получается достаточно гладкая функция, которая удовлетво-

ряет неоднородным граничным условиям. Необходимо подставить u “ v ` w в ис-

ходную задачу:

vt “ a2
∆v ´ wt ` a2

∆w

Однородные граничные условия:

v|ρ“1 “ 0

Начальное условие:

v|t“0 “ ´w|t“0

Получается новая краевая задача:

vt “ a2
∆v ´ ρ

4 sin4ϕ, ρ ă 0 t ą 0

v|ρ“1 “ 0

v|t“0 “ 0

Пример: задача с неоднородными граничными условиями

Пример 20.2. Рассматривается задача на отрезке для уравнения теплопроводно-

сти.

Рис. 20.4. Задача на отрезке для уравнения теплопроводности

Записывается уравнение теплопроводности:

ut “ a2uxx 0 ă x ă l t ą 0
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На концах отрезка ставятся граничные условия: на левом конце — условие Ней-

мана, а на правом конце — условие Дирихле:

ux|x“0 “ 1

u|x“l “ l

Начальное условие:

u|t“0 “ x

Решение необходимо искать в виде суммы:

upx, tq “ vpx, tq ` wpx, tq

wpx, tq — достаточно гладкая функция и удовлетворяет неоднородным гранич-

ным условиям:

wx|x“0 “ 1

w|x“l “ l

Пусть:

wpx, tq “ x

Необходимо подставить u “ v ` w в исходную задачу:

vt “ a2vxx ´ wt ` a2wxx

Граничные условия получаются однородными:

vx|x“0 “ 0

v|x“l “ 0

Начальное условие получается в следующем виде:

v|t“0 “ x ´ w|t“0 “ 0

Таким образом, получается новая краевая задача:

vt “ a2vxx, 0 ă x ă l t ą 0

vx|x“0 “ 0
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v|x“l “ 0

v|t“0 “ 0

Эта задача имеет тривиальное решение:

v ” 0

Решением исходной задачи является:

u “ x

Пример: уравнение колебаний в круге

Пример 20.3. Рассматривается задача для уравнения колебаний в круге.

Рис. 20.5. Уравнение колебаний в круге

Записывается уравнение колебаний:

utt “ a2
∆u, ρ ă 1 t ą 0

В виде граничных условий ставятся условия Неймнана:

Bu
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“1

“ 1
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Ставятся следующие начальные условия:

u|t“0 “
ρ2

2

ut |t“0 “ 0

Решение необходимо найти в виде суммы:

upρ,ϕ, tq “ vpρ,ϕ, tq ` wpρ,ϕ, tq

wpρ,ϕ, tq — достаточно гладкая функция, которая удовлетворяет неоднородно-

му граничному условию:
Bw
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“1

“ 1

Пусть:

wpρ,ϕ, tq “ ρ

Разрывная в круге функция записывается в следующем виде:

∆ρ “
1
ρ

d
dρ

ˆ

ρ
Bρ

Bρ

˙

“
1
ρ

Таким образом, такая функция w не является достаточно гладкой. В качестве

w берется решение краевой задачи:

∆w “ 0, ρ ă 1

Bw
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“1

“ 1

Условие разрешимости записывается в следующем виде:
ż

S

Bw
Bn

dl “ 0

2π
ż

0

1dϕ “ 0

Получается противоречие:

2π “ 0
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Таким образом, условие разрешимости не выполняется и краевая задача не име-

ет решения.

Пусть:

wpρ,ϕ, tq “
ρ2

2

Тогда:
Bw
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“1

“ 1

Необходимо найти Лаплассиан:

∆w “
1
ρ

d
dρ

ˆ

ρ
d

dρ

ˆ

ρ2

2

˙˙

“
1
ρ

d
dρ

pρ
2
q “

1
ρ

¨ 2ρ “ 2

Таким образом, w — достаточно гладкая и удовлетворяет всем условиям. Необ-

ходимо подставить u “ v ` w в исходную задачу:

vtt “ a2
∆v ´ wtt ` a2

∆w

Bv
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“1

“ 0

v|t“0 “
ρ2

2
´ w|t“0 “ 0

vt |t“0 “ ´wt |t“0 “ 0

Тогда для функции v получается новая краевая задача:

vtt “ a2
∆v ` 2a2

ρ ă 1, t ą 0

Bv
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“1

“ 0

v|t“0 “ 0

vt |t“0 “ 0

Соответствующая задача Штурма-Лиувилля имеет следующий вид:

∆p ` λ p “ 0 ρ ă 1

Bp
Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“1

“ 0
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Собственные функции такой задачи следующие:

P00pρ,ϕq “ 1 λ00 “ 0

Pnkpρ,ϕq “ Jn

ˆ

b

λ
pnq

k ρ

˙

Φnpϕq

Φ0pϕq “ 1

Φnpϕq

#

cosnϕ

sinnϕ

+

λ
pnq

k — k-ый положительный корень уравнения J1
np

?
λ q “ 0.

Неоднородность уравнения необходимо разложить по этим собственным функ-

циям:

2a2
“ A00 `

8
ÿ

k“1

A0kJ0

ˆ

b

λ
p0q

k ρ

˙

`

`

8
ÿ

n“1

8
ÿ

k“1

Jn

ˆ

b

λ
pnq

k ρ

˙

pAnk cosnϕ ` Bnk sinnϕq

A00 “ 2a2

Остальные коэффициенты равны 0.

vpρ,ϕ, tq “ χptq

χ
2
ptq “ 2a2

Bχ

Bρ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ρ“1

“ 0

χp0q “ 0

χ
1
p0q “ 0

Таким образом, получается задача Коши:
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

χ2ptq “ 2a2

χp0q “ 0

χ 1p0q “ 0

Решением этой задачи является:

χptq “ a2t2
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Решением задачи для функции v является:

vpρ,ϕ, tq “ a2t2

Решение исходной задачи записывается в следующем виде:

upρ,ϕ, tq “ vpρ,ϕ, tq ` wpρ,ϕ, tq

upρ,ϕ, tq “ a2t2
`

ρ2

2
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Семинар 21. Решение начально-краевых задач с

однородными и неоднородными условиями в

неограниченной области

Начально-краевая задача для уравнения теплопроводности

на прямой

Рис. 21.1. Начально-краевая задача для уравнения теплопроводности на прямой

Рассматривается одномерная задача на всей вещественной оси, которая является

начально-краевой задачей для уравнения теплопроводности на прямой. Записывает-

ся уравнение теплопроводности, которое выполняется на всей вещественной оси:

ut “ a2uxx ` f px, tq x P R t ą 0

Ставится начальное условие:

u|t“0 “ ϕpxq x P R

Ставится дополнительное условие на бесконечности — условие ограниченности:

|u| ă const x P R t ě 0

Необходимо найти функцию upx, tq. Делается преобразование Фурье по перемен-

ной x. Пусть f ,ϕ,u.ut ,ux,uxx абсолютно интегрируемы по x на R. Дополнительно тре-

буется, чтобы u Ñ 0, ux Ñ 0 при x Ñ 8.

Upλ , tq “
1

?
2π

`8
ż

´8

upξ , tqe´iλξ dξ λ P R

Fpλ , tq “
1

?
2π

`8
ż

´8

f pξ , tqe´iλξ dξ λ P R
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Φpλ q “
1

?
2π

`8
ż

´8

ϕpξ qe´iλξ dξ λ P R

Берется преобразование Фурье от уравнения теплопроводности:

1
?

2π

`8
ż

´8

utpξ , tqe´iλξ dξ “
a2

?
2π

`8
ż

´8

uξ ξ pξ , tqe´iλξ dξ `
1

?
2π

`8
ż

´8

f pξ , tqe´iλξ dξ

Рассматривается следующая переменная:

a2
?

2π

`8
ż

´8

uξ ξ pξ , tqe´iλξ dξ “
a2

?
2π

uξ e´iλξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

´8

`
ia2

?
2π

`8
ż

´8

uξ pξ , tqe´iλξ dξ “

“
ia2λ
?

2π
ue´iλξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

´8

`
i2a2λ 2
?

2π

`8
ż

´8

upξ , tqe´iλξ dξ “ ´a2
λ

2
¨Upλ , tq

Utpλ , tq “ ´a2
λ

2Upλ , tq ` Fpλ , tq λ P R t ą 0

Делается преобразование Фурье от начального условия:

1
?

2π

`8
ż

´8

upξ ,0qe´iλξ dξ “
1

?
2π

`8
ż

´8

ϕpξ qe´iλξ dξ

Начальное условие применяется следующий вид:

Upλ ,0q “ Φpλ q @λ P R

Записывается новое дифференциальное уравнение, следовательно, получится за-

дача Коши:

Utpλ , tq ` a2
λ

2Upλ , tq “ Fpλ , tq λ P R t ą 0

Upλ ,0q “ Φpλ q λ P R

Решение этой задачи единственное и записывается в следующем виде:

Upλ , tq “ Φpλ qe´a2λ 2t
`

t
ż

0

Fpλ ,τqe´a2λ 2pt´τqdτ
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Таким образом, исходная задача является начальной задачей для уравнения теп-

лопроводности. Необходимо сделать обратное преобразование Фурье:

upx, tq “
1

?
2π

`8
ż

´8

Upλ , tqeiλxdλ “
1

?
2π

`8
ż

´8

Φpλ qe´a2λ 2t`iλxdλ`

`
1

?
2π

`8
ż

´8

»

–

t
ż

0

Gpλ ,τqe´a2λ 2pt´τqdτ

fi

fleiλxdλ “

“
1

?
2π

`8
ż

´8

»

–

1
?

2π

`8
ż

´8

ϕpξ qe´iλξ dξ

fi

fle´a@λ 2t`iλxdλ`

`
1

?
2π

t
ż

0

dτ

`8
ż

´8

»

–

1
?

2π

`8
ż

´8

f pξ ,τqe´iλξ dξ

fi

fle´a2λ 2pt´τq`iλxdλ “

Это выражение необходимо упростить:

“
1

2π

`8
ż

´8

ϕpξ qdξ

`8
ż

´8

e´a2λ 2t`iλ px´ξ qdλ`

`
1

2π

t
ż

0

dτ

`8
ż

´8

f pξ ,τqdξ

`8
ż

´8

e´a2λ 2pt´τq`iλ px´ξ qdλ

Рассматривается следующий интеграл:

Ippq “

`8
ż

´8

e´λ 2`iλ pdλ p P R

Этот интеграл напоминает интеграл Пуассона:

`8
ż

´8

e´λ 2
dλ “

?
π

Интеграл Ippq можно выразить через интеграл Пуассона двумя способами: диф-

ференцирование по параметру p или с помощью замены переменной и переходу к

интегрированию по комплексной плоскости. Рассматривается второй способ:

Ippq “

`8
ż

´8

e´

´

λ 2´2λ
ip
2 `p

ip
2 q

2
´p

ip
2 q

2¯

dλ “
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“

`8
ż

´8

e´pλ´
ip
2 q

2
´

p2
4 dλ “ e´

p2
4

`8
ż

´8

e´pλ´
ip
2 q

2

dλ

Происходит замена переменных:

z “ λ ´
ip
2

dz “ dλ

Рис. 21.2. Замена переменной и переход к интегрированию по комплексной плоскости

Ippq “ e´
p2
4

ż

C

e´z2
dz

Сначала можно рассмотреть интеграл по конечной части этой прямой и замкнуть

его до замкнутого контура и отрезком вещественной оси. Тогда получится интеграл

по замкнутому контуру.

Ippq “ e´
p2
4

`8
ż

´8

e´λ 2
dλ

Ippq “
?

πe´λ 2`iλ pdλ p P R

Ippq “
?

πe´
p2
4

160



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Рассматриваются отдельные интегралы:

`8
ż

´8

e´a2λ 2t`iλ px´ξ qdλ
paλ

?
t“qq

“

`8
ż

´8

e´q2`iq x´ξ

a
?

t
dq

a
?

t
“

“
1

a
?

t

`8
ż

´8

e´q2`iq x´ξ

a
?

t dq “
1

a
?

t
I
ˆ

x ´ ξ

a
?

t

˙

“

?
π

a
?

t
e´

px´ξ q2

4a2t

`8
ż

´8

e´a2λ 2pt´τq`iλ px´ξ qdλ “

?
π

a
?

t ´ τ
e

´px´ξ q2

4a2pt´τq

Таким образом, получается следующее выражение:

upx, tq “
1

2π

`8
ż

´8

ϕpξ q

?
π

a
?

t
e´

px´ξ q2

4a2t dξ `
1

2π

t
ż

0

dτ

`8
ż

´8

f pξ ,τq

?
π

a
?

t ´ τ
e

´
px´ξ q2

4a2pt´τq dξ “

“

`8
ż

´8

ϕpξ q
1

2a
?

πt
e´

px´ξ q2

4a2t dξ `

t
ż

0

dτ

`8
ż

´8

f pξ ,τq
1

2a
a

πpt ´ τq
e

´
px´ξ q2

4a2pt´τq dξ

Окончательное решение исходной задачи записывается в следующем виде:

upx, tq “

`8
ż

´8

ϕpξ qGpx,ξ , tqdξ `

t
ż

0

dτ

`8
ż

´8

f pξ ,τqGpx,ξ , t ´ τqdξ

Фундаментальное решение уравнения теплопроводности на прямой:

Gpx,ξ , tq “
1

2a
?

πt
e´

px´ξ q2

4a2t

Это решение удовлетворяет следующим условиям:

Gt “ a2Gxx x,ξ P R t ą 0

G|t“0 “ δ px ´ ξ q ξ ,x P R

Физический смысл этого фундаментального решения: функция Gpx,ξ , tq описы-

вает температуру в точке x в момент времени t, если в точке ξ в начальный момент

времени мгновенно выделилось определенное количество тепла (Q “ cρ , начальная

температура нулевая). При малом t максимальное значение большое и затухание

быстрое.
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Рис. 21.3. График зависимости G при разных температурах

y “ Gpx,ξ , tq

Парадокс бесконечной теплопроводности: при t “ 0 температура во всех точках,

кроме x “ ξ , равна 0. Но в любой последующий момент времени температура во всех

точках не равна 0, то есть тепло распространяется с бесконечной скоростью.

На плоскости:

upx,y, tq “

`8
ż

´8

`8
ż

´8

ϕpξ ,ηqGpx,ξ ,y,η , tqdξ dη `

t
ż

0

dτ

`8
ż

´8

`8
ż

´8

f pξ ,η ,τqGpx,ξ ,y,η , t ´ τqdξ dη

Фундаментальное решение уравнения теплопроводности на плоскости:

Gpx,ξ ,y,η , tq “

ˆ

1
2a

?
πt

˙2

e´
px´ξ q2`pt´ηq2

4a2t

В пространстве:

upx,y,z, tq “

`8
ż

´8

`8
ż

´8

`8
ż

´8

ϕpξ ,η ,ζ qGpx,ξ ,y,η ,z,ζ , tqdξ dηdζ `

`

t
ż

0

dτ

`8
ż

´8

`8
ż

´8

`8
ż

´8

f pξ ,η ,ζ ,τqGpx,ξ ,y,η ,z,ζ , t ´ τqdξ dηdζ
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Фундаментальное решение уравнения теплопроводности в пространстве:

Gpx,ξ ,yη ,z,ζ , tq “

ˆ

1
2a

?
πt

˙3

e´
px´ξ q2`py´ηq2`pz´ζ q2

4a2t

163



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Семинар 22. Уравнение теплопроводности на

полупрямой

Уравнение теплопроводности на полупрямой

Рис. 22.1. Уравнение теплопроводности на прямой

Рассматривается уравнение теплопроводности на прямой. Записывается уравне-

ние теплопроводности, которое выполняется на всей вещественной оси:

ut “ a2uxx ` f px, tq x P R t ą 0

Ставится начальное условие:

u|t“0 “ ϕpxq x P R

Ставится дополнительное условие на бесконечности — условие ограниченности:

|u| ă const x P R t ě 0

Необходимо найти функцию upx, tq. Делается преобразование Фурье по перемен-

ной x. Решение записывается в следующем виде:

upx, tq “

`8
ż

´8

ϕpξ qGpx,ξ tqdξ `

t
ż

0

dτ

`8
ż

´8

f pξ ,τqGpx,ξ , t ´ τqdξ

Таким образом, фундаментальное решение уравнения теплопроводности на пря-

мой:

Gpx,ξ , tq “
1

2a
?

πt
e

´px´ξ q2

4a2t

Рассматривается уравнение теплопроводности на полупрямой. Записывается неод-

нородное уравнение теплопроводности:

ut “ a2uxx ` f px, tq x ą 0 t ą 0
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Ставится следующее граничное условие с однородным условием Дирихле:

u|x“0 “ 0

Ставится начальное условие:

u|t“0 “ ϕpxq, x ě 0

Ставится условие ограниченности:

|u| ă const, x ě 0, t ě 0

Чтобы существовало классическое решение этой задачи, необходимо, чтобы гра-

ничное условие и начальное условие согласовались. Тогда условие согласования за-

писывается в следующем виде:

ϕp0q “ 0

Необходимо построить продолжение на всю прямую:

f̃ px, tq “

$

&

%

f px, tq x ą 0

´ f p´x, tq x ă 0

ϕ̃pxq “

$

&

%

ϕpxq x ě 0

´ϕp´xq x ă 0

Эти функции являются нечетными функциями переменной x. Рассматривается

начальная задача для уравнения теплопроводности с новыми функциями:

ũt “ a2ũxx ` f̃ px, tq, x P R, t ą 0

ũ|t“0 “ ϕ̃pxq, x P R

|ũ| ă const, x P R, t ě 0

Таким образом, получается начальная задача для уравнения теплопроводности

на прямой:

ũpx, tq “

`8
ż

´8

ϕ̃pξ qGpx,ξ , tqdξ `

t
ż

0

dτ

`8
ż

´8

f̃ pξ ,τqGpx,ξ , t ´ τqdξ
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Фундаментальное решение уравнения теплопроводности на прямой:

Gpx,ξ , tq “
1

2a
?

πt
e

´px´ξ q2

4a2t

Необходимо убедиться, что ũpx, tq удовлетворяет всем условиям задачи на полу-

прямой:

1) уравнению теплопроводности при x ą 0

2) начальному условию при x ě 0

3) условию ограниченности при x ě 0

4) граничному условию ũ|x“0 “ 0

ũ|x“0 “

`8
ż

´8

ϕ̃pξ q
1

2a
?

πt
e´

ξ 2

4a2t dξ `

`

t
ż

0

dτ

`8
ż

´8

f̃ pξ ,τq
1

2a
a

πpt ´ τq
e

´
ξ 2

4a2pt´τq dξ “ 0

Решением исходной задачи является:

upx, tq “ ũpx, tq|xě0

Рассматривается уравнение теплопроводности на прямой с граничными условия-

ми Неймана:

ut “ a2uxx ` f px, tq x ě 0 t ą 0

ux|x“0 “ 0

u|t“0 “ ϕpxq x ě 0

|u| ă const x ě 0 t ě 0

Необходимо построить четное продолжение на прямой:

f̃ px, tq “

$

&

%

f px, tq x ą 0

f p´x, tq x ă 0
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ϕ̃pxq “

$

&

%

ϕpxq x ą 0

ϕp´xq x ă 0

Таким образом, получаются четные функции по переменной x. Записывается но-

вая задача:

ũt “ a2ũtt ` f̃ px, tq x P R t ą 0

ũ|t“0 “ ϕ̃pxq x P R

|ũ| ă const x P R t ě 0

Решение этой задачи записывается в следующем виде:

upx, tq “

`8
ż

´8

ϕ̃pξ qGpx,ξ , tqdξ `

t
ż

0

dτ

`8
ż

´8

f̃ pξ ,τqGpx,ξ , t ´ τqdξ

Фундаментальное решение:

Gpx,ξ , tq “
1

2
?

πt
e´

px´ξ q2

4a2t

Необходимо убедиться, что ũpx, tq удовлетворяет всем условиям задачи на полу-

прямой:

1) уравнению теплопроводности при x ą 0

2) начальному условию на полупрямой

3) условию ограниченности при x ě 0

4) граничному условию ũx|x“0 “ 0

ũx|x“0 “

`8
ż

´8

ϕ̃pξ qGxpx,ξ , tq|x“0dξ `

t
ż

0

dτ

`8
ż

´8

f pξ ,τqGxpx,ξ , t ´ τq|x“0dξ

Gpx,ξ , tq|x“0 “
1

2a
?

πt

ˆ

B

Bx
e´

px´ξ q2

4a2t

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“0

“

“ ´
2px ´ ξ q

2a
?

πt4a2t
e´

px´ξ q2

4a2t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“0

“
ξ

4a3t
?

πt
e´

ξ 2

4a2t
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Таким образом, получились нечетные функции по переменной ξ .

Gxpx,ξ , t ´ τq|x“0 “
ξ

4a3pt ´ τq
a

πpt ´ τq
e

´
ξ 2

4a2pt´τq

Следовательно, решение задачи на полупрямой сводится к решению задачи на

прямой:

upx, tq “ ũpx, tq|xě0

Пример задачи на полупрямой

Пример 22.1. Рассматривается однородная задача на полупрямой с граничными

условиями Дирихле:

ut “ a2uxx x ą 0 t ą 0

u|x“0 “ 0 t ě 0

u|t“0 “ 1 x ě 0

|u| ă const x ě 0 t ě 0

Необходимо построить нечетное продолжение на прямую:

ϕ̃pxq “

$

&

%

1 x ą 0

´1 x ă 0

Записывается новая задача:

ũt “ a2ũxx x P R t ą 0

ũ|t“0 “ ϕ̃pxq x P R

|ũ| ă const x P R t ą 0

Записывается решение задачи на прямой:

ũpx, tq “

`8
ż

´8

ϕ̃pξ qGpx,ξ , tqdξ “

“ ´

0
ż

´8

Gpx,ξ , tqdξ `

`8
ż

0

Gpx,ξ , tqdξ “ I1 ´ I2
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I1 “

`8
ż

0

Gpx,ξ , tqdξ “

`8
ż

0

1
2a

?
πt

e´
px´ξ q2

4a2t dξ “

“ ´
1

?
π

`8
ż

0

e´

´

x´ξ

2a
?

t

¯2

d
ˆ

x ´ ξ

2a
?

t

˙

“ ´
1

?
π

´8
ż

x
2a

?
t

e´p2
d p “

“
1

?
π

x
2a

?
t

ż

´8

e´p2
d p “

1
?

π

0
ż

´8

e´p2
d p `

1
?

π

x
2a

?
t

ż

0

e´p2
d p

Интеграл Пуассона записывается в следующем виде:

`8
ż

´8

e´p2
d p “

?
π

0
ż

´8

e´p2
d p “

?
π

2

`8
ż

0

e´p2
d p “

?
π

2

Вводится функция ошибок:

Φpqq “
2

?
π

q
ż

0

e´p2
d p

Основными свойствами этой функции являются:

1) нечетность

Φp´qq “ ´Φpqq

2) монотонно возрастающая

3)

lim
1Ñ`8

Φpqq “ 1

4)

Φp0q “ 0
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Рис. 22.2. Функция ошибки

В итоге получается следующее:

I1 “
1
2

`
1
2

Φ

ˆ

x
2a

?
t

˙

Рассматривается следующий интеграл:

I2 “

0
ż

´8

Gpx,ξ , tqdξ
´ξ “ζ

“ ´

0
ż

`8

Gpx,´ζ , tqdζ “

“

`8
ż

0

Gpx,´ζ , tqdζ “

`8
ż

0

1
2a

?
πt

e´
px`ζ q2

4a2t dζ “

“

`8
ż

0

1

2a
?

πte´
p´x´ζ q2

4a2t

dζ “

`8
ż

0

Gp´x,ξ , tqdξ “

“
1
2

`
1
2

Φ

ˆ

´
x

2a
?

t

˙

“
1
2

´
1
2

Φ

ˆ

x
2a

?
t

˙

ũpx, tq “ I1 ´ I2 “
1
2

`
1
2

´ Φ

ˆ

x
2a

?
t

˙

´
1
2

`
1
2

Φ

ˆ

x
2a

?
t

˙

ũpx, tq “ Φ

ˆ

x
2a

?
t

˙
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ũ|t“0 “ ϕ̃pxq

Решением исходной задачи является:

upx, tq “ ũpx, tq|xě0 “ Φ

ˆ

x
2a

?
t

˙

t ‰ 0

u|t“0 “ 1

Рис. 22.3. График зависимости

Рассматривается случай, когда граничные условия неоднородные. Записывается

уравнение теплопроводности с однородными граничными условиями Дирихле:

ut “ a2uxx ` f px, tq x ą 0 t ą 0

u|x“0 “ µptq t ą 0

u|t“0 “ ϕpxq x ě 0

|u| ă const x ě 0 t ě 0

Необходимо искать решение в виде:

upx, tq “ vpx, tq ` wpx, tq
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Где wpx, tq — достаточно гладкая функция, которая удовлетворяет следующему

условию:

w|x“0 “ µptq

Например:

wpx, tq “ µptq

vt “ a2vxx ` f px, tq ´ µ
1
ptq x ą 0 t ą 0

v|x“0 “ 0

v|t“0 “ ϕpxq ´ µp0q x ě 0

|v ` µ | ă const x ě 0 t ě 0

Записывается уравнение теплопроводности на полупрямой с неоднородными гра-

ничными условиями Неймана:

ut “ a@uxx ` f px, tq x ą 0 t ą 0

ux|x“0 “ νptq t ą 0

u|t“0 “ ϕpxq x ě 0

|u| ă const x ě 0 t ě 0

Решение необходимо искать в виде:

upx, tq “ vpx, tq ` wpx, tq

Где wpx, tq — достаточно гладкая функция, которая удовлетворяет следующему

условию:

wx|x“0 “ νptq

Например:

wpx, tq “ xνptq

Новая задача записывается в следующем виде:

vt “ a2vxx ` f px, tq ´ xν
1
pxq x ą 0 t ą 0

vx|x“0 “ 0

v|t“0 “ ϕpxq ´ xνp0q x ě 0

|v ` xνptq| ă const x ě 0 t ě 0
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Семинар 23. Уравнение колебаний в

неограниченной области

Уравнение колебаний на прямой

Рассматриваются однородные уравнения колебаний на прямой. Пусть есть прямая

x. Уравнение колебаний записывается в следующем виде:

utt “ a2uxx x P R, t ą 0

Ставятся 2 начальных условия:

u|t“0 “ ϕpxq x P R

ut |t“0 “ ψpxq x P R

Рис. 23.1. Уравнение колебаний на прямой

Рассматривается метод распространяющихся волн, который применяется только

при однородных уравнениях колебаний. Необходимо найти общее решение однород-

ного уравнения колебаний на прямой.

utt “ a2uxx

Происходит замена переменных:

ξ “ x ´ at

η “ x ` at

px, tq Ñ pξ ,ηq

Тогда:

ut “
B

Bt
upξ px, tq,ηpx, tqq “ uξ ¨ χt ` uη ¨ ηt “ ´auξ ` auη
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utt “
B

Bt
ut “

B

Bt
p´auξ pξ px, tq,ηpx, tqq ` auηpξ px, tq,ηpx, tqqq “

“ ´auξ ξ ¨ ξt ´ auξ η ¨ ηt ` auξ η ¨ ξt ` auηη ¨ ηt “ a2uξ ξ ´ 2a2uξ η ` a2uηη

ux “
B

Bx
upξ px, tq,ηpx, tqq “ uξ ¨ ξη ` uη ¨ ηx “ uξ ` uη

uxx “
B

Bx
ux “

B

Bx
puξ pξ px, tq,ηpx, tqq ` uηpξ px, tq,ηpx, tqqq “

“ uξ ξ ¨ ξx ` uξ η ¨ ηx ` uξ η ¨ ξx ` uηη ¨ ηx “ uξ ξ ` 2uξ η ` uηη

Необходимо подставить в уравнение колебаний:

a2uξ ξ ´ 2a2uξ η ` a2uηη “ a2uξ ξ ` 2a2uξ η ` a2uηη

4a2uξ η “ 0

uξ η “ 0

При интегрировании получается следующее:

uξ “ f̃1pξ q

u “

ż

f̃1pξ qdξ ` f2pηq

upξ ,ηq “ f1pξ q ` f2pηq

В исходных переменных:

upx, tq “ f1px ´ atq ` f@px ` atq

Получается общее решение уравнения колебаний на прямой p f1, f2 P C2pRqq. Гео-

метрический смысл этого общего решения: с возрастанием t постоянные значения

первая функция будет иметь в точках x “ at, а вторая функция — в точках x “ ´at.

Это соответствует тому, что есть две волны, которые распространяются вдоль оси x

со скоростью a.

Общее решение необходимо подставить в начальное условие, чтобы найти f1, f2:

upx, tq “ f1px ´ atq ` f2px ` atq

u|t“0 “ f1pxq ` f2pxq “ ϕpxq
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Рис. 23.2. Геометрический смысл общего решения

ut |t“0 “ ´a f 1
1pxq ` a f 1

2pxq “ ψpxq

Последнее неравенство интегрируется по сегменту r0,xs в следующем виде:
$

’

&

’

%

´ f1pxq ` a f2pxq “ 1
a

x
ş

0
ψpξ qdξ `C

f1pxq ` f2pxq “ ϕpxq

f2pxq “
1
2

ϕpxq `
1
2a

x
ż

0

ψpξ qdξ `
C
2

f1pxq “
1
2

ϕpxq ´
1
2a

x
ż

0

ψpξ qdξ ´
C
2

upx, tq “ f1px ´ atq ` f2px ` atq “

“
1
2

ϕpx ´ atq ´
1

2a

x´at
ż

0

ψpξ qdξ ´
C
2

`
1
2

ϕpx ` atq `
1

2a

x`at
ż

0

ψpξ qdξ `
C
2

Записывается окончательный ответ:

upx, tq “
ϕpx ´ atq ` ϕpx ` atq

2
`

1
2a

x`at
ż

x´at

ψpξ qdξ
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Таким образом, получается формула Даламбера, которую можно использовать

для нахождения решения начальной задачи для однородного уравнения колебаний

на прямой.

Неоднородное уравнение колебаний на прямой

Рассматривается начальная задача для неоднородного уравнения колебаний на

прямой.

Рис. 23.3. Уравнение колебаний на прямой

Уравнение колебаний записывается в следующем виде:

utt “ a2uxx ` f px, tq, x P R t ą 0

Ставятся два начальных условия:

u|t“0 “ ϕpxq x P R

ut |t“0 “ ψpxq x P R

Эта задача имеет единственное классическое решение. Эту задачу можно решить

с помощью преобразования Фурье. Но есть и другой способ: метод интегрирования

по фазовой плоскости. Фазовая плоскость — это плоскость с координатами (x, t).

Правая волна имеет постоянные значения в точке x ´ at “ C1, а левая волна — в

точке x`at “ C2. На фазовой плоскости рассматривается треугольник LMN. Неодно-

родное уравнение колебаний записывается в следующем виде:

utt “ a2uxx ` f px, tq x P R t ą 0

utt ´ a2uxx “ f px, tq
ĳ

∆MLN

putt ´ a2uxxqdxdt “

ĳ

∆MLN

f px, tqdxdt

Интегралы преобразуются с помощью формулы Грина.
¿

C

Pdx ` Qdt “

ĳ

G

ˆ

BQ
Bx

´
BP
Bt

˙

dxdt
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Рис. 23.4. Метод интегрирования по фазовой плоскости

ĳ

∆MLN

putt ´ a2uxxqdxdt “

¿

MLN

´ ttdx ´ a2uxdt “

“

ż

ML

´ utdx ´ a2uxdt `

ż

LN

´ utdx ´ a2uxdt ` ´utdx ´ a2uxdt “
NM

“ ´a
ż

ML

putdx ` uxdxq ` a
ż

NM

putdt ` uxdxq ´

C2
ż

C1

ψpxqdx “

“ ´aupLq ` aupMq ` aupMq ´ aupNq ´

C2
ż

C1

ψpxqdx “

“ ´aϕpC1q ` 2aupx0, t0q ´ aϕpC2q ´

C2
ż

C1

ψpxqdx

ĳ

∆MLN

f px, tqdxdt “

t0
ż

0

dt

C2´at
ż

C1`at

f px, tqd

´aϕpC2q ` 2aupx0, t0q ´ aϕpC2q ´

C2
ż

C1

ψpxqdx “

t0
ż

0

dt

C2´at
ż

C1`at

f px, tqdx
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upx0, t0q “
ϕpC1q ` ϕpC2q

2
`

1
2a

C2
ż

C1

ψpxqdx `
1

2a

t0
ż

0

dt

C2´at
ż

C1`at

f px, tqdx

Таким образом:

C1 “ x0 ´ at0

C2 “ x0 ` at0

Тогда окончательный ответ записывается в следующем виде:

upx, tq “
ϕpx ´ atq ` ϕpx ` atq

2
`

1
2a

x`at
ż

x´at

ψpξ qdξ `
1

2a

t
ż

0

dτ

x`apt´τq
ż

x´apt´tτq

f pξ ,τqdξ
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Семинар 24. Начальная краевая задача для

уравнения колебаний на полупрямой

Начальная краевая задача для уравнения колебаний на

полупрямой

Рассматривается неоднородное уравнение колебаний на прямой, которое выпол-

няется по всей вещественной оси:

utt “ a2uxx ` f px, tq x P R t ą 0

Рис. 24.1. Уравнение колебаний на прямой

Ставятся 2 начальных условия:

u|t“0 “ ϕpxq x P R

ut |t“0 “ ψpxq x P R

Формула для решения задачи записывается в следующем виде:

upx, tq “
ϕpx ´ atq ` ϕpx ` atq

2
`

1
2a

x`at
ż

x´at

ψpξ qdξ `
1

2a

t
ż

0

dτ

x`apt´τq
ż

x´apt´τq

f pξ ,τqdξ

Рассматривается начальная краевая задача для уравнения колебаний на полу-

прямой. Выполняется неоднородное уравнение колебаний:

utt “ a2uxx ` f px, tq x ą 0 t ą 0

Ставятся неоднородные граничные условия Дирихле:

u|x“0 “ µptq t ą 0
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Ставятся 2 начальных условия:

u|t“0 “ ϕpxq x ě 0

ut |t“0 “ ψpxq x ě 0

Решение необходимо искать в следующем виде:

upx, tq “ vpx, tq ` wpx, tq

Где первая задача записывается в следующем виде:

vtt “ a2vxx ` f px, tq x ą 0 t ą 0

v|x“0 “ 0 t ą 0

v|t“0 “ ϕpxq x ě 0

vt |t“0 “ ψpxq x ě 0

Вторая задача записывается в следующем виде:

wt “ a2wxx x ą 0 t ą 0

w|x“0 “ µptq t ą 0

w|t“0 “ 0 x ě 0

wt |t“0 “ 0 x ě 0

Рассматривается первая задача:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

vtt “ a2vxx ` f px, tq x ą 0 t ą 0

v|x“0 “ 0 t ą 0

v|t“0 “ ϕpxq x ě 0

vt |t“0 “ ψpxq x ě 0

Необходимо построить нечетное продолжение по всей прямой:

f̃ px, tq “

$

&

%

f px, tq x ą 0

´ f p´x, tq x ă 0
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ϕ̃pxq “

$

&

%

ϕpxq x ě 0

´ϕp´xq x ă 0

ψ̃pxq “

$

&

%

ψpxq x ě 0

´ψp´xq x ă 0

Новое уравнение колебаний на прямой:

ṽtt “ a2ṽxx ` f̃ px, tq x P R t ą 0

ṽ|t“0 “ ϕ̃pxq x P R

ṽt |t“0 “ ψ̃pxq x P R

Таким образом, решением этой задачи на прямой является:

ṽpx, tq “
ϕ̃px ´ atq ` ϕ̃px ` atq

2
`

1
2a

x`at
ż

x´at

ψ̃pξ qdξ `
1

2a

t
ż

0

dτ

x`apt´τq
ż

x´apt´τq

f̃ pξ ,τqdξ x P R t ě 0

Необходимо убедиться, что функция ṽpx, tq удовлетворяет всем условиям первой

задачи:

1) уравнению колебаний на x ą 0

2) начальному условию на x ě 0

3) граничному условию при x “ 0

Можно доказать, что решение является единственным. Таким образом, решением

первой задачи является:

vpx, tq “ ṽpx, tq|xě0

Рассматривается вторая задача:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

wt “ a2wxx x ą 0 t ą 0

w|x“0 “ µptq t ą 0

w|t“0 “ 0 x ě 0

wt |t“0 “ 0 x ě 0
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Решение получается методом распространения волн. Общее решение однородного

уравнения колебаний записывается в следующем виде:

wpx, tq “ f1px ´ atq ` f2px ` atq

Рис. 24.2. Уравнение колебаний на прямой

Так как источник колебаний находится в точке 0, то в области x ą 0 есть только

правая волна:

wpx, tq “ f1px ´ atq

Подставив в граничное и начальные условия, получается следующее:

w|x“0 “ f1p´atq “ µptq t ą 0

w|t“0 “ f1pxq “ 0 x ě 0

wt |t“0 “ ´a f 1
1pxq “ 0 x ě 0

f1ppq “

$

&

%

0 p ě 0

µ
`

´
p
a

˘

p ă 0
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Таким образом, решение задачи на полупрямой записывается в следующем виде:

wpx, tq “ f1px ´ atq “

$

&

%

0 x ´ at ě 0

µ
`

t ´ x
a

˘

x ´ at ă 0

Начальная краевая задача с условиями Неймана

Рассматривается задача для уравнений колебаний на полупрямой с неоднород-

ными граничными условиями Неймана:

utt “ a2uxx ` f px, tq x ą 0 t ą 0

ux|x“0 “ νptq t ą 0

u|t“0 “ ϕpxq x ě 0

ut |t“0 “ ψpxq x ě 0

Решение исходной задачи необходимо искать в следующем виде:

upx, tq “ vpx, tq ` wpx, tq

Где первая задача записывается в следующем виде:

vtt “ a2vxx ` f px, tq x ą 0 t ą 0

vx|x“0 “ 0 t ą 0

v|t“0 “ ϕpxq x ě 0

vt |t“0 “ ψpxq x ě 0

Вторая задача записывается в следующем виде:

wtt “ a2wxx x ą 0 t ą 0

wx|x“0 “ νptq t ą 0

w|t“0 “ 0 x ě 0

wt |t“0 “ 0 x ě 0
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Рассматривается первая задача:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

vtt “ a2vxx ` f px, tq x ą 0 t ą 0

vx|x“0 “ 0 t ą 0

v|t“0 “ ϕpxq x ě 0

vt |t“0 “ ψpxq x ě 0

Необходимо построить четное продолжение на всю прямую:

f̃ px, tq “

$

&

%

f px, tq x ą 0

f p´x, tq x ă 0

ϕ̃pxq “

$

&

%

ϕpxq x ě 0

ϕp´xq x ă 0

ψ̃ “

$

&

%

ψpxq x ě 0

ψp´xq x ă 0

Таким образом, для первой задачи получается задача на всей прямой:

ṽtt “ a2ṽxx ` f̃ px, tq x P R t ą 0

ṽ|t“0 “ ϕ̃pxq x P R

ṽt |t“0 “ ψ̃pxq x P R

Решение этой задачи на прямой записывается в следующем виде:

ṽpx, tq “
ϕ̃px ´ atq ` ϕ̃px ` atq

2
`

1
2a

x`at
ż

x´at

ψ̃pξ qdξ `
1
2a

t
ż

0

dτ

x`apt´τq
ż

x´apt´τq

f̃ pξ ,τqdξ

Необходимо убедиться, что функция ṽpx, tq удовлетворяет условиям первой зада-

чи:

1) уравнению колебаний на x ą 0

2) начальным условиям на x ě 0

3) граничному условия при x “ 0
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ṽx|x“0 “
ϕ̃ 1p´atq ` ϕ̃ 1patq

2
`

ψ̃patq ´ ψ̃p´atq
2a

`
1

2a

t
ż

0

dτ
`

f̃ papt ´ τq,τq ´ f̃ p´apt ´ τq,τq
˘

“ c

Пусть есть следующая производная, которая применяется в предыдущем выра-

жении:

d
dx

bpxq
ż

apxq

gpξ qdξ “ b1
pxqgpbpxqq ´ a1

pxqgpapxqq

Лемма 24.1. Если четная функция gpxq имеет производную g1pxq, то эта произ-

водная является нечетной функцией.

Доказательство.

g1
pxq “ lim

∆xÑ0

gpx ` ∆xq ´ gpxq

∆x

g1
p´xq “ lim

∆xÑ0

gp´x ` ∆xq ´ gp´xq

∆x
“ lim

∆xÑ0

gpx ´ ∆xq ´ gpxq

∆x
“

∆x“´∆y
“ lim

∆yÑ0

gpx ` ∆yq ´ gpxq

∆y
“ ´g1

pxq

g1
p´xq “ ´g1

pxq

■

Таким образом, решением первой задачи является:

vpx, tq “ ṽpx, tq|xě0

Рассматривается вторая задача:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

wtt “ a2wxx x ą 0 t ą 0

wx|x“0 “ νptq t ą 0

w|t“0 “ 0 x ě 0

wt |t“0 “ 0 x ě 0

Применяется метод распространяющихся волн. Решение необходимо искать в ви-

де правой волны:

wpx, tq “ f1px ´ atq
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Подставив в граничное и начальное условия, получается следующее:

wx|x“0 “ f 1
1p´atq “ νptq t ą 0

w|t“0 “ f1pxq “ 0 x ě 0

wt |t“0 “ ´a f 1
1pxq “ 0 x ě 0

f1ppq “

$

&

%

0 p ě 0

?

f 1
1ppq “ ν

´

´
p
a

¯

p ă 0

f1ppq ´ f1p0q “

p
ż

0

ν

´

´
q
a

¯

dq “ ´a

´
p
a

ż

0

νpτqdτ p ă 0

f1ppq “

$

’

’

&

’

’

%

0 p ě 0

´a
´

p
a

ş

0
νpτqdτ p ă 0

Таким образом, решение второй задачи записывается в следующем виде:

wpx, tq “ f1px ´ atq “

$

’

’

&

’

’

%

0 x ´ at ě 0

´a
t´ x

a
ş

0
νpτqdτ x ´ at ă 0
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Семинар 25. Уравнение Гельмгольца

Уравнение Гельмгольца

Однородное уравнение Гельмгольца имеет следующий вид:

∆upMq ` cupMq “ 0

c ‰ 0

Если c ą 0, c “ k2, то получается волновое уравнение Гельмгольца, которое опи-

сывает распространение волн:

∆upMq ` k2upMq “ 0 k ą 0

Если c ă 0, c “ ´κ2, то получается неволновое уравнение Гельмгольца:

∆upMq ´ κ
2upMq “ 0 κ ą 0

Вывод волнового уравнения Гельмгольца

Рассматривается однородное уравнение колебаний:

ũtt “ a2
∆ũ

Решение необходимо искать в виде установившихся колебаний частоты ω :

ũpM, tq “ upMqeiωt

Подставив в уравнение колебаний, получится следующее:

upMqpiωq
2eiωt

“ a2
∆upMqeiωt

∆upMq `
ω2

a2 upMq “ 0

∆upMq ` k2upMq “ 0

Рассматривается неоднородное уравнение Гельмгольца:

∆upMq ` k2upMq “ f pMq
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Вывод неволнового уравнения Гельмгольца

Рассматривается процесс диффузии, который описывается уравнением теплопро-

водности:

ut “ d∆u ` f

upM, tq — концентрация вещества. d ą 0 — коэффициент диффузии. f pM, tq —

удельная мощность источников вещества. Рассматривается радиоактивный газ. Он

распадается со скоростью, пропорциональной концентрации:

f pM, tq “ ´γu γ ą 0

ut “ d∆u ´ γu

Пусть процесс диффузии стабилизировался. Рассматривается стационарный про-

цесс диффузии:

ut “ 0

0 “ d∆u ´ γu

∆u ´
γ

d
u “ 0

Таким образом, получается неволновое уравнение, которое описывает стационар-

ный процесс диффузии неустойчивого газа.

∆ ´ κ
2u “ 0

Неоднородное уравнение записывается в следующем виде:

∆u ´ κ
2u “ f pMq

Краевые задачи для уравнения Гельмгольца в

ограниченной области

Пусть есть ограниченная область D. Выполняется уравнение Гельмгольца:

∆u ` cu “ f M P D

ˆ

α
Bu
Bn

` βu
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ µ
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Рис. 25.1. ограниченная область D

Решение необходимо искать в следующем виде:

upMq “ vpMq ` wpMq

Где первое уравнение является неоднородным уравнением Гельмгольца:

∆v ` cv “ f M P D

ˆ

α
Bv
Bn

` βv
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ 0

Второе уравнение является однородным уравнением Гельмгольца:

∆w ` cw “ 0 M P D
ˆ

α
Bw
Bn

` βw
˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ µ

Рассматривается первая задача:
$

’

’

&

’

’

%

∆v ` cv “ f M P D
´

α
Bv
Bn ` βv

¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ 0
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Пусть tϕnu — полная ортогональная система функций из собственных функций

задачи Штурма-Лиувилля:

∆ϕ “ λϕ “ 0 M P D
ˆ

α
Bϕ

Bn
` βϕ

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ 0

λn — собственное значение. Необходимо разложить f и v в ряд по tϕnu:

f pMq “
ÿ

n
fnϕnpMq

fn “
1

||ϕn||2

ż

D

f pMqϕnpMqdv

vpMq “
ÿ

n
vnϕnpMq

Подставив ряды в уравнение Гельмгольца, получится следующее:

ÿ

n
vn∆ϕnpMq `

ÿ

n
cvnϕnpMq “

ÿ

n
fnϕnpMq

´λnvn ` cvn “ fn

pc ´ λnqvn “ fn

vn “
fn

c ´ λn

Если c “ λn и fn “ 0, то vn — произвольное. Если c “ λn и fn ‰ 0, то решения нет.

Рассматривается вторая задача:
$

’

’

&

’

’

%

∆w ` cw “ 0 M P D
´

α
Bw
Bn ` βw

¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S

“ µ

Частное решение однородного уравнения Гельмгольца в

полярных координатах

Рассматривается волновое уравнение Гельмгольца.

∆u ` k2u “ 0
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В полярных координатах: upρ,ϕq.

unpρ,ϕq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

A0J0pkρq ` B0N0pkρq n “ 0

pAnJnpkρq ` BnNnpkρqqcosnϕ n “ 1,2, . . .

pCnJnpkρq ` BnNnpkρqqsinnϕ n “ 1,2, . . .

Рассматривается неволновое уравнение Гельмгольца:

∆u ´ κ
2u “ 0

В полярных координатах: upρ,ϕq.

unpρ,ϕq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

A0I0pκρq ` B0K0pκρq n “ 0

pAnInpκρq ` BnKnpκρqqcosnϕ n “ 1,2, . . .

pCnInpκρq ` DnKnpκρqqsinnϕ n “ 1,2, . . .

Пример 25.1. Рассматривается задача Дирихле в круге для неволногово уравнения

Гельмгольца. Пусть есть круг радиуса a. Внутри круга выполняется неволновое

уравнение Гельмгольца:

∆u ´ κ
2u “ 0 ρ ă a

u|ρ“a “ f pϕq

Решение необходимо искать в следующем виде:

upρ,ϕq “ A0I0pκρq `

8
ÿ

n“1

InpκρqpAn cosnϕ ` Bn sinnϕq

Подставив в граничное условие, получится следующее:

u|ρ“a “ A0I0pκaq `

8
ÿ

n“1

I0pκaqpAn cosnϕ ` Bn sinnϕq “

“ f pϕq “ C0 `

8
ÿ

n“1

pCn cosnϕ ` Dn sinnϕq

C0 “
1

2π

2π
ż

0

f pϕqdϕ

191



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Рис. 25.2. Задача Дирихле в круге для неволнового уравнения Гельмгольца

Cn “
1
π

2π
ż

0

f pϕqcosnϕdϕ

Dn “
1
π

2π
ż

0

f pϕqsinnϕdϕ

A0I0pκaq “ C0

AnInpκaq “ Cn

BnInpκaq “ Dn

A0 “
C0

I0pκaq

An “
Cn

Inpκaq

Bn “
Dn

Inpκaq

upρ,ϕq “ C0
I0pκρq

I0pκaq
`

8
ÿ

n“1

Inpκρq

Inpκaq
pCn cosnϕ ` Dn sinnϕq
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Пример 25.2. Рассматривается задача Дирихле в круге для волнового уравнения

Гельмгольца.

∆u ` k2u “ 0 ρ ă a

u|ρ“a “ f pϕq

Рис. 25.3. Задача Дирихле в круге для волнового уравнения Гельмгольца

Решение необходимо найти в виде:

upρ,ϕq “ J0pkρq `

8
ÿ

n“1

JnpkρqpAn cosnϕ ` Bn sinnϕq

Подставив в граничные условия:

u|ρ“a “ A0J0pkaq `

8
ÿ

n“1

JnpkaqpAn cosnϕ ` Bn sinnϕq “

f pϕq “ C0 `

8
ÿ

n“1

pCn cosnϕ ` Dn sinnϕq

A0J0pkaq “ C0

AnJnpkaq “ Cn
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BnJnpkaq “ Dn

Пусть ka не является нулём ни одной из функции J0,J1,J2, . . . .

J0pkaq ‰ 0

Jnpkaq ‰ 0

Тогда:

A0 “
C0

J0pkaq

An “
Cn

Jnpkaq

Bn “
Dn

Jnpkaq

Решение существует в единственном виде:

upρ,ϕq “ C0
J0pkρq

J0pkaq
`

8
ÿ

n“1

Jnpkρq

Jnpkaq
pCn cosnϕ ` Dn sinnϕq

k2 не совпадает ни с одним из собственных значений задачи Штурма-Лиувилля

в круге с условиями Дирихле.

Пусть k2 совпадает с одним из собственных значений задачи Штурма-Лиувилля

в круге с условиями Дирихле.

Jn0pkaq “ 0

An0Jn0pkaq “ Cn0

Bn0Jn0pkaq “ Dn0

Cn0 “ Dn0 “ 0

Тогда An0, Bn0 — произвольные. Следовательно, решение записывается в следую-

щем виде:

upρ,ϕq “ C0
J0pkρq

J0pkaq
`

8
ÿ

n“1

Jnpkρq

Jnpkaq
pCn cosnϕ ` Dn sinnϕq`

`An0Jn0pkρqcosn0ϕ ` Bn0Jn0pkρqsinn0ϕ

Если Cn0 ‰ 0 или Dn0 ‰ 0, то краевая задача не имеет решения.
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Семинар 26. Волновое и неволновое уравнение

Гельмгольца в сферических и цилиндрических

координатах

Уравнение Гельмгольца в сферических координатах

рассматривается волновое уравнение Гельмгольца:

∆u ` k2u “ 0

Частное решение в сферических координатах записывается в следующем виде:

unmpr,θ ,ϕq “

˜

Anm

Jn` 1
2
pkrq

?
r

` Bnm

Nn` 1
2
pkrq

?
r

¸

Y pmq
n pθ ,ϕq n “ 0,1, . . . m “ ´n, . . . ,n

Рассматривается неволновое уравнение Гельмгольца:

∆u ´ κ
2u “ 0

Частное решение в сферических координатах записывается в следующем виде:

unmpr,θ ,ϕq “

˜

Anm

In` 1
2
pκrq

?
r

` Bnm

Kn` 1
2
pκrq

?
r

¸

Y pmq
n pθ ,ϕq n “ 0,1, . . . m “ ´n, . . . ,n

Краевая задача в шаре для неволнового уравнения

Гельмгольца

Рассматривается краевая задача в шаре для неволнового уравнения Гельмгольца.

∆u ´ κ
2u “ f pr,θ ,ϕq r ă a

u|r“a “ gpθ ,ϕq

Необходимо искать решение в виде:

u “ v ` w

Где первая задача записывается в следующем виде:

∆v ´ κ
2v “ 0 r ă a
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v|r“a “ gpθ ,ϕq

Вторая задача записывается в следующем виде:

∆w ´ κ
2w “ f pr,θ ,ϕq r ă a

w|r“a “ 0

Рассматривается первая задача:
$

&

%

∆v ´ κ2v “ 0 r ă a

v|r“a “ gpθ ,ϕq

Решение должно быть ограничено. Решение получается в виде следующего ряда:

vpr,θ ,ϕq “

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n
Anm

In` 1
2
pκrq

?
r

Y pmq
n pθ ,ϕq

v|r“a “

“

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n
Anm

In` 1
2
pκaq

?
a

Y pmq
n pθ ,ϕq “ gpθ ,ϕq

gpθ ,ϕq “

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n
CnmY pmq

n pθ ,ϕq

Anm

In` 1
2
pκaq

?
a

“ Cnm

Anm “

?
a

In` 1
2
pκaq

Cnm

vpr,θ ,ϕq “

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n

In` 1
2
pκrq

In` 1
2
pκaq

c

a
r

CnmY pmq
n pθ ,ϕq

Например, пусть функция gpθ ,ϕq “ 1:

1 “

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n
CnmY pmq

n pθ ,ϕq

Y p0q

0 pθ ,ϕq Ñ C00 “ 1

Остальные:

Cnm “ 0
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vpr,θ ,ϕq “
I1

2
pκrq

I1
2
pκaq

c

a
r

I1
2
ptq “

c

2
πt

sh t

vpr,θ ,ϕq “

c

2
πκr

shκr
shκa

c

πκa
2

c

a
r

“
a
r

shκr
shκa

Рассматривается вторая задача:
$

&

%

∆w ´ κ2w “ f pr,θ ,ϕq r ă a

w|r“a “ 0

Задача Штурма-Лиувилля в шаре с условиями Дирихле:

∆ψ ` λψ “ 0 r ă a

ψ |r“a “ 0

Собственные функции имеют три индекса:

ψnmlpr,θ ,ϕq “
Jn` 1

2
p

b

λ
pnq

l rq
?

r
Y pmq

n pθ ,ϕq

Собственные значения λ
pnq

l — l-й положительный корень уравнения:

Jn` 1
2
p
?

λaq “ 0

n “ 0,1, . . . m “ ´n, . . . ,n l “ 1,2, . . .

Получается следующая функция:

wpr,θ ,ϕq ““

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n

8
ÿ

l“1

Anmlψnmlpr,θ ,ϕq

f pr,θ ,ϕq “

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n

8
ÿ

l“1

fnmlψnmlpr,θ ,ϕq

Подставив в уравнение ∆w ´ κ2w “ f , получится следующее:

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n

8
ÿ

l“1

Anml∆ψpr,θ ,ϕq ´

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n

8
ÿ

l“1

κ
2Anmlψnmlpr,θ ,ϕq “
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“

8
ÿ

n“0

n
ÿ

m“´n

8
ÿ

l“1

fnmlψnmlpr,θ ,ϕq

´Anml

´

λ
pnq

l ` κ
2
¯

“ fnml

Anml “ ´
fnml

λ
pnq

l ` κ2

Первая задача не всегда разрешима.

Краевые задачи для уравнения Гельмгольца в

цилиндрических координатах

Рассматривается задача Дирихле в цилиндре для неволнового уравнения Гельм-

гольца.

Рис. 26.1. Задача в цилиндре

∆ ´ κ
2u “ f pρ,ϕ,zq ρ ă a 0 ă z ă h

u|z“0 “ g1pρ,ϕq

u|z“h “ g2pρ,ϕq

u|ρ“a “ gpϕ,zq

Решение задачи необходимо искать в следующем виде:

u “ u1 ` u2 ` u3
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Где первая задача записывается в следующем виде:

∆u1 ´ κ
2u1 “ f pρ,ϕ,zq ρ ă a 0 ă z ă h

u1|z“0 “ 0

u1|z“h “ 0

u1|ρ“a “ 0

Вторая задача записывается в следующем виде:

∆u2 ´ κ
2u2 “ 0 ρ ă a 0 ă z ă h

u2|z“0 “ g1pρ,ϕq

u2|z“h “ g2pρ,ϕq

u2|ρ“a “ 0

Третья задача записывается в следующем виде:

∆u3 ´ κ
2u3 “ 0 ρ ă a 0 ă z ă h

u3|z“0 “ 0

u3|z“h “ 0

u3|ρ“a “ gpϕ,zq

Рассматривается первая задача:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆u1 ´ κ2u1 “ f pρ,ϕ,zq ρ ă a 0 ă z ă h

u1|z“0 “ 0

u1|z“h “ 0

u1|ρ“a “ 0

Задача Штурма-Лиувилля в цилиндре имеет следующий вид:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆ψ ` λψ “ 0 ρ ă a 0 ă z ă h

ψ |z“0 “ 0

ψ |z“h “ 0

ψ |ρ“a “ 0
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Эта задача решается методом разделения переменных. Собственные функции

имеют следующий вид:

ψnmlpρ,ϕ,zq “ Jnp

b

ν
pnq

l ρq ¨

#

cosnϕ

sinnϕ

+

¨ sin
πmz

h

Где ν
pnq

l — l-й положительный корень уравнения Jnp
?

νaq “ 0. Собственное значе-

ние:

λnml “ ν
pnq

l `

´

πm
h

¯2

Таким образом, решение записывается в следующем виде:

u1pρ,ϕ,zq “

8
ÿ

n“0

8
ÿ

m“1

8
ÿ

l“1

pAnml cosnϕ ` Bnml sinnϕqJnp

b

ν
pnq

l ρqsin
πmz

h

Подставив в уравнение Гельмгольца, можно найти A и B.

Рассматривается вторая задача:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆u2 ´ κ2u2 “ 0 ρ ă a 0 ă z ă h

u2|z“0 “ g1pρ,ϕq

u2|z“h “ g2pρ,ϕq

u2|ρ“a “ 0

Частное решение необходимо искать в следующем виде:

u2pρ,ϕ,zq “ vpρ,ϕqZpzq ı 0

Подставив в уравнение Гельмгольца, получается следующее:

∆ρϕvpρ,ϕq ¨ Zpzq ` vpρ,ϕqZ2
pzq ´ κ

2vpρ,ϕqZpzq “ 0

∆ρϕvpρ,ϕq

vpρ,ϕq
“ κ

2
´

Z2pzq

Zpzq
“ ´λ

Таким образом, получается задача Штурма-Лиувилля в круге:
$

&

%

∆ρϕvpρ,ϕq ` λvpρ,ϕq “ 0 ρ ă a

v|ρ“a “ 0

Записывается решение этой задачи:

vnlpρ,ϕq “ Jnp

b

λ
pnq

l q

#

cosnϕ

sinnϕ

+
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λ
pnq

l — l-й положительный корень уравнения:

Jnp
?

λaq “ 0

κ
2

´
Z2pzq

Zpzq
“ ´λ

pnq

l

Z2
pzq ´ pκ

2
` λ

pnq

l qZpzq “ 0 0 ă z ă h

Общее решение можно записать в следующем виде:

Znlpzq “ A shp

b

κ2 ` λ
pnq

l zq ` B shp

b

κ2 ` λ
pnq

l ph ´ zqq

Решение краевой задачи получается в виде произведения:

u2pρ,ϕ,zq “

8
ÿ

n“0

8
ÿ

l“1

Jnp

b

λ
pnq

l ρq¨

„

pAnk cosnϕ ` Bnk sinnϕqshp

b

κ2 ` λ
pnq

l zq ` pCnk cosnϕ ` Dnk sinnϕqshp

b

κ2 ` λ
pnq

l qph ´ zq

ȷ

Коэффициенты можно найти из граничных условий:

u2|z“0 “ g!pρ,ϕq

u2|z“h “ g2pρ,ϕq

Рассматривается третья задача:
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

∆u3 ´ κ2u3 “ 0 ρ ă a 0 ă z ă h

u3|z“0 “ 0

u3|z“h “ 0

u3|ρ“a “ gpϕ,zq

Частное решение необходимо искать в виде:

u3pρ,ϕ,zq “ wpρ,ϕqZpzq ı 0

Подставив в уравнение Гельмгольца, получается следующее:

∆ρϕwpρ,ϕqZpzq ` wpρ,ϕqZ2
pzq ´ κ

2wpρ,ϕqZpzq “ 0
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∆ρϕ

wpρ,ϕq
“ κ

2
´

Z2pzq

Zpzq
“ κ

2
` λ

Z2
pzq ` λZpzq “ 0 0 ă z ă h

Zp0q “ 0

Zphq “ 0

Собственные функции записываются в следующем виде:

Zlpzq “ sin
πlz
h

l “ 1,2, . . .

λl “

ˆ

πl
h

˙2

Записывается задача для функции w:

∆ρϕwpρ,ϕq ´ pκ
2

` λlqwpρ,ϕq “ 0 ρ ă 0

Таким образом, решение этой задачи записывается в следующем виде:

wnlpρ,ϕq “ Inp
a

κ2 ` λlρq

#

cosnϕ

sinnϕ

+

u3pρ,ϕ,zq “

8
ÿ

n“0

8
ÿ

l“1

pAnl cosnϕ ` Bnl sinnϕq Inp
a

κ2 ` λlρqsin
πlz
h

Коэффициенты находятся из граничного условия:

u2|ρ“a “ gpϕ,zq
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Семинар 27. Дельта-функция Дирака

Определение дельта-функции

D — множество основных функций. Основной функцией называется функция ве-

щественного аргумента x с вещественными значениями, если это финитная бесконеч-

но дифференцируемая функция.

ϕpxq P D x P R

Определяется линейный непрерывный функционал, действующий на D, который

на такой функции называется обобщенной функцией. Регулярной называется обоб-

щенная функция вида:

f̂ ϕ “

`8
ż

´8

f pxqϕpxqdx

Обобщенная функция, которая не является регулярной, называется сингулярной.

Сингулярной обобщенной функцией является дельта-функция.

Определение 27.1. Дельта-функцией (Дирака) называется обобщенная функция,

действующая по правилу:

δ̂ϕ “ ϕp0q

Действие дельта-функции обозначается следующим образом:

δ̂ϕ “ pδ̂ ,ϕq “

`8
ż

´8

δ pxqϕpxqdx “ ϕp0q

Можно продолжить действие дельта-функции на функции, определенные и непре-

рывные в окрестности нуля.

b
ż

a

δ pxqϕpxqdx “ ϕp0q, 0 P pa,bq

b
ż

a

δ pxqϕpxqdx “ 0, 0 R ra,bs
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Дельта-функция как слабый предел

рассматривается функциональная последовательность, которая задана на всей

вещественной оси:

fnpxq “
1
π

¨
n

1 ` n2x2 x P R

Пусть ϕpxq P D. Тогда существует интеграл по всей вещественной оси:

lim
nÑ8

`8
ż

´8

fnpxqϕpxqdx “ ϕp0q

Доказательство.

Рассматривается следующий интеграл, который сходится:

`8
ż

´8

fnpxqdx “
1
π

`8
ż

´8

n
1 ` n2x2 dx “

“
1
π

`8
ż

´8

dpnxq

1 ` pnxq2 “
1
π

arctanpnxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

8

“
1
π

´

π

2
`

π

2

¯

“ 1

Таким образом, получается следующее выражение:

`8
ż

´8

fnpxqdx “ 1

Рассматривается следующий интеграл:

In “

`8
ż

´8

fnpxqϕpxq ϕpxq P D

In ´ ϕp0q “

`8
ż

´8

fnpxqϕpxqdx ´ ϕp0q

`8
ż

´8

fnpxqdx “

`8
ż

´8

fnpxqpϕpxq ´ ϕp0qqdx

In ´ ϕp0q “
1
π

`8
ż

´8

pϕpxq ´ ϕp0qq
n

1 ` n2x2 dx

Происходит замена переменных:

nx “ t
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In ´ ϕp0q “
1
π

`8
ż

´8

´

ϕ

´ t
n

¯

´ ϕp0q

¯ dt
1 ` t2 “

“
1
π

´A
ż

´8

´

ϕ

´ t
n

¯

´ ϕp0q

¯ dt
1 ` t2 `

A
ż

´A

´

ϕ

´ t
n

¯

´ ϕp0q

¯ dt
1 ` t2 `

`

`8
ż

A

´

ϕ

´ t
n

¯

´ ϕp0q

¯ dt
1 ` t2 “ J1 ` J2 ` J3

ϕpxq — финитная, непрерывная и ограничена на R.

|ϕpxq| ď M @x P R
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ

´ t
n

¯

´ ϕp0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ

´ t
n

¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` |ϕp0q| ď 2M

Делается оценка для следующего интеграла:

|J3| “
1
π

`8
ż

A

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ

´ t
n

¯

´ ϕp0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt
1 ` t2 ď

2M
A

`8
ż

A

dt
1 ` t2

|J1| ď
2M
π

´A
ż

´8

dt
1 ` t2

Так как
`8
ş

´8

dt
1`t2 сходится, то для @ε ą 0 существует A ą 0:

|J1| ă ε

|J3| ă ε

Рассматривается следующий интеграл:

| j2| ď
1
π

A
ż

´A

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ

´ t
n

¯

´ ϕp0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt
1 ` t2

Так как функция ϕpxq непрерывна в точке 0, то для @ε ą 0 существует δ ą 0:

@z P p´δ ,δ q

|ϕpxq ´ ϕp0q| ă ε
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Обозначается:

δ “
A
N

|ϕpxq ´ ϕp0q| ă ε @x P

„

´
A
N
,

A
N

ȷ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ

´ t
n

¯

´ ϕp0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε @t P

”

´A
n
N
,A

n
N

ı

Ą r´A,As

Таким образом, @ε ą 0 существует N ą 0:

@n ą N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ

´ t
n

¯

´ ϕp0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε t P r´A,As

|J2| ď
1
π

A
ż

´A

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ

´ t
n

¯

´ ϕp0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt
1 ` t2 ă

ε

π

A
ż

´A

dt
1 ` t2 ă

ε

π

`8
ż

´8

dt
1 ` t2 “

ε

π
¨ π

Тогда @ε ą 0 существует A ą 0 N ą 0:

|J1| ă ε

|J2| ă ε

|J3| ă ε

@n ą N

|In ´ ϕp0q| ď |J1| ` |J2| ` |J3| ă 3ε

@ε ą 0 DN ą 0 : @n ą N

|In ´ ϕp0q| ă 3ε Ñ lim
nÑ8

In “ ϕp0q

■

Поскольку:

lim
nÑ8

`8
ż

´8

fnpxqϕpxqdx “ ϕp0q

Тогда последовательность fnpxq сходится слабо к δ pxq, где:

`8
ż

´8

δ pxqϕpxqdx “ ϕp0q
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lim
nÑ8

fnpxq “ lim
nÑ8

ˆ

1
π

n
1 ` n2x2

˙

“

$

&

%

0 x ‰ 0

`8 x “ 0

y “ fnpxq “
1
π

n
1 ` n2x2

`8
ż

´8

fnpxqdx “ 1

δ pxq “ lim
nÑ8

fnpxq “

$

&

%

`8 x “ 0

0 x ‰ 0

`8
ż

´8

δ pxqϕpxqdx “ ϕp0q

Рис. 27.1. График зависимости

Аналогично можно доказать, что дельта-функция является слабым пределом по-

следовательностей следующего вида:

sinπx
πx

n
?

π
e´n2x2 sin2 nx

πnx2

fnpxq “ n f pnxq

`8
ż

´8

f pxqdx “ 1 f pxq ě 0
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Сдвиг аргумента дельта-функции

Дельта-функция записывается в виде интеграла:

`8
ż

´8

δ px ´ x0qϕpxqdx ϕpxq P D

t “ x ´ x0

`8
ż

´8

δ px ´ x0qϕpxqdx “

`8
ż

´8

δ ptqϕpt ` x0qdt “ ϕpx0q

Происходит сдвиг аргумента:

`8
ż

´8

δ px ´ x0qϕpxqdx “ ϕpx0q

Четность дельта-функции

Записывается интеграл следующего вида:

`8
ż

´8

δ p´xqϕpxqdx t“´x
“

´8
ż

`8

δ ptqϕp´tqdt “

“

`8
ż

´8

δ ptqϕp´tqdt “ ϕp0q “

`8
ż

´8

δ pxqϕpxqdx

δ pxq “ δ p´xq

Как следствие получается следующий интеграл:

`8
ż

0

δ pxqϕpxqdx “
1
2

`8
ż

´8

δ pxqϕpxqdx “
1
2

ϕp0q “

0
ż

´8

δ pxqϕpxqdx

b
ż

0

δ pxqϕpxqdx “
1
2

ϕp0q b ą 0

0
ż

a

δ pxqϕpxqdx “
1
2

ϕp0q a ă 0
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Растяжение аргумента дельта-функции

рассматривается следующий интеграл:
`8
ż

´8

δ paxqϕpxqdx a ą 0

ax “ t
`8
ż

´8

δ paxqϕpxqdx “
1
a

`8
ż

´8

δ ptqϕ

´ t
a

¯

dt “
ϕp0q

a

Аналогично при a ă 0:
`8
ż

´8

δ paxqϕpxqdx “ ´
1
a

`8
ż

´8

δ ptqϕ

´ t
a

¯

dt “ ´
ϕp0q

a

`8
ż

´8

δ paxqϕpxqdx “
ϕp0q

|a|
a ‰ 0

Замена переменной в дельта-функции

`8
ż

´8

δ pψpxqqϕpxqdx

Пусть ψpxq P C1pRq имеет на R простые нули x1, . . . ,xn.

Необходимо разбить R на участки монотонности ψpxq и сделать замену:

t “ ψpxq

Тогда получается следующее:

`8
ż

´8

δ pψpxqqϕpxqdx “

N
ÿ

k“1

bk
ż

ak

δ pψpxqqϕpxqdx “

“

N
ÿ

k“1

ψpbkq
ż

ψpakq

δ ptqϕpψ
´1

ptqq
dt

ψ 1pψ´1ptqq

Окончательная формула записывается в следующем виде:
`8
ż

´8

δ pψpxqqϕpxqdx “

n
ÿ

k“1

ϕpxkq

|ψ 1pxkq|
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Дифференцирование дельта-функции

`8
ż

´8

δ
1
pxqϕpxqdx “ δ pxqϕpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

´8

´

`8
ż

´8

δ pxqϕ
1
pxqdx “

“ ´

`8
ż

´8

δ pxqϕ
1
pxqdx “ ´ϕ

1
p0q

Аналогично:
`8
ż

´8

δ
pnq

pxqϕpxqdx “ p´1q
n
ϕ

pnq
p0q

Первообразная дельта-функция

Функция определяется следующим образом:

θ pxq “

$

&

%

0 x ă 0

1 x ą 0

Рис. 27.2. График зависимости

210



МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ.
СЕМИНАРЫ

КОЛЫБАСОВА ВАЛЕНТИНА ВИКТОРОВНА

КОНСПЕКТ ПОДГОТОВЛЕН СТУДЕНТАМИ, НЕ ПРОХОДИЛ
ПРОФ РЕДАКТУРУ И МОЖЕТ СОДЕРЖАТЬ ОШИБКИ

СЛЕДИТЕ ЗА ОБНОВЛЕНИЯМИ НА VK.COM/TEACHINMSU

Рассматривается следующий интеграл:

`8
ż

´8

θ
1
pxqϕpxqdx “ θ pxqϕpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8

´8

´

`8
ż

´8

θ pxqϕ
1
pxqdx “

´

`8
ż

0

ϕ
1
pxqdx “ 0ϕpxq|

`8
0 “ ϕp0q “

“

`8
ż

´8

δ pxqϕpxqdx

Таким образом, делается следующий вывод:

θ
1
pxq “ δ pxq

Преобразование Фурье дельта-функции

Рассматривается Фурье образ дельта-функции:

Fpλ q “
1

?
2π

`8
ż

´8

δ pxqe´iλxdx “
1

?
2π

Обратное преобразование Фурье:

δ pxq “
1

?
2π

`8
ż

´8

Fpλ qeiλxdλ “
1

2π

`8
ż

´8

eiλxdλ

Записывается исходное представление:

δ pxq “
1

2π

`8
ż

´8

eiλxdλ

δ pxq “
1

2π

`8
ż

´8

e´iλxdλ

Многомерная дельта-функция

В двумерном случае:
ĳ

R2

δ pM,M0qϕpMqdxdy “ ϕpM0q
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В трехмерном случае:
¡

R3

δ pM,M0qϕpMqdxdydz “ ϕpM0q

δ pM,M0q “ δ px ´ x0qδ py ´ y0q Mpx,yq M0px0,y0q

δ pM,M0q “ δ px ´ x0qδ py ´ y0qδ pz ´ z0q Mpx,y,zq M0px0,y0,z0q

На плоскости:

ϕpM0q

ĳ

R2

δ pM,M0qϕpMqdxdy
px,yqÑpξ ,ηq

“

ĳ

G

ϕpξ ,ηqδ pM,M0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Dpx,yq

Dpξ ,ηq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dξ dη

ϕpM0q “

ĳ

G

ϕpξ ,ηqδ pξ ´ ξ0qδ pη ´ η0qdξ dη

Таким образом, получается выражение дельта-функции в криволинейных коор-

динатах:

δ pM,M0q “
δ pξ ´ ξ0qδ pη ´ η0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Dpx,yq

Dpξ ,ηq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Аналогичную формулу можно получить в трехмерном случае:

δ pM,M0q “
δ pξ ´ ξ0qδ pη ´ η0qδ pζ ´ ζ0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Dpx,y,zq

Dpξ ,η ,ζ q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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