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Ëåêöèÿ 1

Âîëíîâîå óðàâíåíèå

Âîëíîâîå óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ u(t, ~x), ãäå ~x ∈ Rn � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåí-
íàÿ, à t � âðåìÿ, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

utt = a2∆u. (1.1)

Çàïèñàííîå â òàêîì âèäå âîëíîâîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, à ïðè äîáàâ-
ëåíèè â ïðàâóþ ÷àñòü íåêîòîðîé ôóíêöèè f(t, ~x) � íåîäíîðîäíûì:

utt = a2∆u+ f(t, ~x). (1.2)

Âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî a > 0.
Âîëíîâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå

ýòî ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, êîëåáàíèÿ ñòðóíû èëè ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ, â
äâóìåðíîì � êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû è ò.ä. Â òàêèõ çàäà÷àõ u(t, ~x) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
ñìåùåíèå îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à f(t, ~x) � êàê âíåøíåå âîçäåéñòâèå.

Õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ãëàâíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå∑
i,j

aijuxixj ,

ñ êîòîðîé ñâÿçàíà íåêîòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà∑
i,j

aijξiξj = (Aξ, ξ).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Íåíóëåâîé âåêòîð ~ν òàêîé, ÷òî

(A~ν, ~ν) = 0,

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Õàðàêòåðèñòèêà óðàâíåíèÿ � ýòî ïîâåðõíîñòü, â êàæäîé
òî÷êå êîòîðîé âåêòîð íîðìàëè èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå.

Òàê, íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ìàòðèöà A ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé, è óðàâ-
íåíèå íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå ïðèìåò âèä

ν2
1 + ν2

2 + . . .+ ν2
n = 0,

äëÿ êîòîðîãî íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ (êàê è äëÿ ëþáîãî óðàâíåíèÿ ýë-
ëèïòè÷åñêîãî òèïà), à ñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîèòü õàðàêòåðñòèêó íåëüçÿ.
Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòðèöà A óâåëè÷èâàåò ðàçìåðíîñòü íà 1

çà ñ÷¼ò ïåðåìåííîé t. Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, íî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ
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ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîäåðæèò 0 íà äèàãîíàëè, à ïîòîìó óðàâíåíèå íà õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå çàïèñûâàåòñÿ êàê

0 · ν2
t + ν2

1 + ν2
2 + . . .+ ν2

n = 0.

Îòêóäà âèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðà èìåþò åäèíñòâåííóþ íåíóëåâóþ
êîìïîíåíòó, îòâå÷àþùóþ ïåðåìåííîé t, è çíà÷èò, õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòè t = const.
Íàêîíåö, îáñóäèì õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå íà-

ïðàâëåíèå çàäà¼òñÿ âåêòîðîì (νt, ν1, . . . , νn) ≡ (νt, ~νx), ãäå νt ∈ R, ~νx ∈ Rn, êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ν2
t = a2(ν2

1 + . . .+ ν2
n) = a2|~νx|2. (1.3)

Â ÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì âûáðàòü íàïðàâëåíèå òàê, ÷òî νt = a è |~νx| = 1. È òàêèõ
íàïðàâëåíèé ìíîãî. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé òîëüêî ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé, òî íàïðàâëåíèé âñåãî äâà. È îíè ïîðîæäàþò íàì äâà ñåìåéñòâà õàðàê-
òåðèñòèê â ïëîñêîñòè (t, x), ïîä÷èíÿþùèõñÿ óðàâíåíèÿì x±at = const (Ðèñ 1.1, (à)).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññóæäàòü è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå: ôèêñèðóÿ îïðå-
äåë¼ííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå, ìîæíî ñòðîèòü ñåìåéñòâà õàðàêòåðè-
ñòèê ñ ïîñòîÿííûì ~ν. Ýòè õàðàêòåðèñòèêè ñóòü ïëîñêîñòè, ïîä÷èíÿþùèåñÿ óðàâ-
íåíèÿì νt · t + (~νx, ~x) = const. Íî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé, êîãäà íà õàðàê-
òåðèñòèêå ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé òî÷êè ê äðóãîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé âåêòîð áóäåò
íåïðåðûâíî ìåíÿòü íàïðàâëåíèå.

x

t a

x = 1x = −1

~ν~ν

à)

x1

xn

t

(t0, ~x0)

á)

Ðèñ. 1.1. Õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â (à) (1 + 1)-ìåðíîì è (á) (n + 1)-
ìåðíîì ñëó÷àÿõ.

Ðàññìîòðèì îäíó èç òàêèõ ïîâåðõíîñòåé � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîíóñ (Ðèñ 1.1, (á)).
Â òî÷êå (t0, ~x0) îí çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

|~x− ~x0|2 = a2(t− t0)2. (1.4)

Ïðîâåðèì, ÷òî òàêîé êîíóñ äåéñòâèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé. Çàïèøåì óðàâíåíèå
ïîâåðõíîñòè â âèäå

Φ(t, ~x) =
a2

2
(t− t0)2 − 1

2

(
(x1 − x10)2 + . . .+ (xn − xn0)2

)
= 0, (1.5)
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Òîãäà âåêòîð íîðìàëè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè ðàâåí

∇Φ =
(
a2(t− t0), −(x1 − x10), . . . ,−(xn − xn0)

)
=
(
a2(t− t0), −(~x− ~x0)

)
. (1.6)

Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåê-
òîðà (1.3): (

a2(t− t0)
)2

= a2|~x− ~x0|2

èëè
a2(t− t0)2 = |~x− ~x0|2,

÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ óðàíåíèåì (1.4) äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî êîíóñà. Ïî-
âòîðèì, êîíóñ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ãëàäêîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîëíîâîå óðàâíåíèå (1.1) âûïîëíàÿåòñÿ â îáëàñòè K, êîòîðàÿ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âíóòðåííîñòü êîíóñà (Ðèñ. 1.2):

x1

xn

t

0

(t0, ~x0)

τ
Ωτ

Ðèñ. 1.2. Îáëàñòü K � âíóòðåííîñòü êîíóñà.

K =
{

(t, ~x) ∈ Rn+1
∣∣ |~x− ~x0| ≤ a(t0 − t); 0 < t < t0

}
. (1.7)

Ïåðâàÿ òåîðåìà îá ýíåðãèè âîëíîâîãî ïðîöåññà

Ââåä¼ì ôóíêöèîíàë ýíåðãèè âîëíîâîãî ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè τ ∈ (0, t0) êàê

E(τ) =

∫
Ωτ

d~x

(
u2
t

2
+
a2

2
|∇u|2

)
, (1.8)

ãäå îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ωτ � ýòî ñå÷åíèå îáëàñòè K ïëîñêîñòüþ t = τ , è çíà÷å-
íèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u áåðóòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè τ . Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîäûí-
òåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, à
âòîðîå � êàê ïîòåíöèàëüíóþ.

Çàìå÷àíèå 1.1. Íåîáÿçàòåëüíî, ÷òîáû K áûëà âíóòðåííîñòüþ êîíóñà. Îíà ìîæåò
áûòü âíóòðåííîñòüþ ëþáîé ïîâåðõíîñòè, íîðìàëü ê êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

νt ≥ a|~νx|.
Ðàâåíñòâî äîñòèãàòåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ýòà ïîâåðõíîñòü âñ¼-òàêè êîíóñ.
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Òåïåðü ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî K � îáëàñòü â Rn+1 è Ωτ = K ∩{t = τ}. Òàêæå
ââåä¼ì îáëàñòü

Kτ = K ∩ {0 < t < τ}
ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ

Sτ = ∂K ∩ {0 < t < τ}.
Òîãäà ìîæíî íàïèñàòü, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè Kτ åñòü

∂Kτ = Ω0 ∪ Ωτ ∪ Sτ .

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü u ∈ C2(K) è óäîâëåòâîðÿåò (1.1), òîãäà

E(τ) ≤ E(0). (1.9)

Çàìå÷àíèå 1.2. Ýòî óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ E(t) íå âîçðàñ-
òàåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå∫
Kτ

dtd~x (utt − a2∆u)ut.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u ðåøàåò èñõîäíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå, òî íàïèñàííûé âû-
øå èíòåãðàë áóäåò ðàâåí íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé
Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà ∫

Ω

∂u

∂xk
d~x =

∫
∂Ω

u cos(ν, xk)dSx,

ãäå ν � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω. Äàëåå ìû ïðåîáðàçóì ïîäûíòåãðàëüíîå
âûðàæåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

uttut =
∂

∂t

(
u2
t

2

)
; uxkxkut =

∂

∂xk
(uxkut)−

∂

∂t

(
u2
xk

2

)
,

òîãäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà, èìååì

0 =

∫
Kτ

dtd~x(utt − a2∆u)ut =

∫
Kτ

dtd~x
∂

∂t

(
u2
t

2
+
a2

2
|∇u|2

)
− a2

∫
Kτ

dtd~x
n∑
k=1

∂

∂xk
(uxkut) =

=

∫
Ωτ

d~x

(
u2
t

2
+
a2

2
|∇u|2

)
−
∫
Ω0

d~x

(
u2
t

2
+
a2

2
|∇u|2

)
+

+

∫
Sτ

dS

[(
u2
t

2
+
a2

2
|∇u|2

)
· νt − a2

n∑
k=1

uxkut · νk
]

=

= E(τ)− E(0) +

∫
Sτ

dS

[(
u2
t

2
+
a2

2
|∇u|2

)
· νt − a2

n∑
k=1

uxkut · νk
]
.
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Âûïîëíèì ðÿä îöåíîê∣∣∣∣∣a2ut

n∑
k=1

uxkνk

∣∣∣∣∣ ≤ |ut| · a|∇u| · a|~νx| ≤
(
u2
t

2
+
a2|∇u|2

2

)
· νt.

çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ab ≤ 1
2
(a2 + b2) è óñëîâèåì (1.9). Èç ñäåëàííûõ

îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî

E(τ)− E(0) = −
∫
Sτ

dS

[(
u2
t

2
+
a2

2
|∇u|2

)
· νt − a2

n∑
k=1

uxkut · νk
]
≤ 0.
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Ëåêöèÿ 2

Âòîðàÿ òåîðåìà îá ýíåðãèè âîëíîâîãî ïðîöåññà

Äëÿ íà÷àëà ââåä¼ì íîâóþ îáëàñòü (Ðèñ. 2.1)

Q = (0;T )× Ω,

ãäå Ω � îáëàñòü â Rn.

x1

xn

t

0

T

Ω

Q

Ðèñ. 2.1. Îáëàñòü Q.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü u ∈ C2(Q) è óäîâëåòâîðÿåò (1.1). Åñëè u óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ Äèðèõëå

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0

èëè óñëîâèþ Íåéìàíà
∂u

∂~ν

∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0,

òîãäà
E(T ) = E(0), (2.1)

ãäå ýíåðãèÿ E îïðåäåëåíà òàêæå, êàê â (1.8), íî èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî
îáëàñòè Ω.
Åñëè ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò òðåòüåìó êðàåâîìó óñëîâèþ(

∂u

∂~ν
+ k(~x)u

)∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0,

òîãäà
Ẽ(T ) = Ẽ(0). (2.2)

Çàìå÷àíèå 2.1. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ, ÷òî ýíåðãèÿ
E(t) = const (Ẽ(t) = const). Ôóíêöèÿ Ẽ(t) áóäåò îïðåäåëåíà íèæå.
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Çàìå÷àíèå 2.2. Òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè ïðàâèëüíûì, åñëè
k(~x) ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

0 =

∫
Q

(utt − a2∆u)ut dtd~x =

∫
Q

∂

∂t

(
u2
t

2
+
a2

2
|∇u|2

)
dtd~x− a2

∫
Q

n∑
k=1

∂

∂xk
(uxkut) dtd~x.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òå æå âûêëàäêè, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà, ïîëó÷àåì

0 =

∫
Q

(utt − a2∆u)ut dtd~x = E(T )− E(0)− a2

T∫
0

∫
∂Ω

ut(∇u, ~ν) dSx

 dt =

= E(T )− E(0)− a2

T∫
0

∫
∂Ω

ut
∂u

∂~ν
dSx

 dt ≡ E(T )− E(0)− a2J.

Åñëè íà ãðàíèöå âûïîëíåíî óñëîâèå Íåéìàíà, òî àâòîìàòè÷åñêè J = 0, ïîñêîëüêó
â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè óæå åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè, âçÿòàÿ â òî÷êàõ
∂Ω.
Åñëè íà ãðàíèöå âûïîëíåíî óñëîâèå Äèðèõëå, òî èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî è ut

∣∣∣
x∈∂Ω

= 0

(ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî Q � öèëèíäð). Òîãäà âíîâü J = 0.
Åñëè íà ãðàíèöå âûïîëíåíî òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå, òîãäà

J =

T∫
0

∫
∂Ω

ut
∂u

∂~ν
dSx

 dt = −
T∫

0

∫
∂Ω

k(~x) · utu dSx

 dt =

= −1

2

T∫
0

∫
∂Ω

k(~x) · ∂
∂t

(u2) dSx

 dt = −
∫
∂Ω

k(~x)

2

[
u2(T, ~x)− u2(0, ~x)

]
dSx,

îòêóäà

0 = E(T )− E(0) + a2

∫
∂Ω

k(~x)

2

[
u2(T, ~x)− u2(0, ~x)

]
dSx = Ẽ(T )− Ẽ(0),

ãäå

Ẽ(t) = E(t) + a2

∫
∂Ω

k(~x)
u2

2
dSx. (2.3)
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Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:
utt = a2∆u+ f(t, ~x), (t, ~x) ∈ K, u ∈ C2(K), f ∈ C0(K),

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(~x), ϕ ∈ C2(Ω0),

ut

∣∣∣
t=0

= ψ(~x), ψ ∈ C1(Ω0).

(2.4)

Òåîðåìà 2.2. Ðåøåíèå çàäà÷è (2.4) åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó çàäà÷è (2.4) ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ uI è
uII . Ðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòü u = uI − uII , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåòutt = a2∆u, (t, ~x) ∈ K, u ∈ C2(K),

u
∣∣∣
t=0

= ut

∣∣∣
t=0

= 0.
(2.5)

Ïî òåîðåìå 1.1 ∀t < T ýíåðãèÿ E(t) ≤ E(0). Â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé èç (2.5)
ïîëó÷àåì, ÷òî

E(0) =

∫
Ω0

(
u2
t

2
+
a2

2
|∇u|2

)∣∣∣
t=0
d~x = 0.

Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé íåîòðèöàòåëüíîé, òî ∀t < T
ïîëó÷àåì E(t) = 0. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî u ≡ const, à â ñèëó
íà÷àëüíûõ óñëîâèé èç (2.5) u ≡ 0, òî åñòü uI ≡ uII . Çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2.4) åäèíñòâåííî.

Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó Êîøè ñëåäóþùèì îáðàçîì
utt = a2∆u+ f(t, ~x), t > 0, ~x ∈ Rn, u ∈ C2(R+ × Rn), f ∈ C0(R+ × Rn),

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(~x), ϕ ∈ C2(Rn),

ut

∣∣∣
t=0

= ψ(~x), ψ ∈ C1(Rn).

(2.6)

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è (2.4) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå â íåêîòî-
ðîé òî÷êå (t, ~x) ∈ R+×Rn. Ýòó òî÷êó ìîæíî ïîìåñòèòü â êîíóñ òèïàK, äëÿ êîòîðîãî
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äîêàçàíà.
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Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è

Ñôîðìóëèðóåì ñìåøàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

utt = a2∆u+ f(t, ~x), 0 < t < T, ~x ∈ Ω, u ∈ C2(Q), f ∈ C0(Q),

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(~x), ϕ ∈ C2(Ω),

ut

∣∣∣
t=0

= ψ(~x), ψ ∈ C1(Ω),

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= α(t, ~x), èëè
∂u

∂~ν

∣∣∣
~x∈∂Ω

= β(t, ~x), èëè

(
∂u

∂~ν
+ k(~x)u

)∣∣∣
~x∈∂Ω

= γ(t, ~x),

α ∈ C2(ST ), β, γ ∈ C1(ST ), ST = (0;T )× ∂Ω.

(2.7)

Òåîðåìà 2.3. Ðåøåíèå çàäà÷è (2.7) åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó çàäà÷è (2.7) ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ uI è
uII . Ðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòü u = uI − uII , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò

utt = a2∆u, 0 < t < T, ~x ∈ Ω, u ∈ C2(Q),

u
∣∣∣
t=0

= ut

∣∣∣
t=0

= 0,

+ óñëîâèå Äèðèõëå, Íåéìàíà èëè òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå íà ∂Ω.

(2.8)

Ïî òåîðåìå 2.1 ∀t < T ýíåðãèÿ E(t) = E(0) (èëè äëÿ òðåòüåãî êðàåâîãî óñëîâèÿ

Ẽ(t) = Ẽ(0)). Â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé èç (2.8) ïîëó÷àåì, ÷òî

E(0) =

∫
Ω

(
u2
t

2
+
a2

2
|∇u|2

)∣∣∣
t=0
d~x = 0 è Ẽ(0) = E(0) + a2

∫
∂Ω

k(~x)
u2(0, ~x)

2
dSx = 0.

Îòêóäà ïîó÷àåì, ÷òî ∀t < T E(t) = 0 (Ẽ(t) = 0). Íî òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ E (Ẽ)
ñëåäóåò, ÷òî u ≡ const, à â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé èç (2.8) u ≡ 0, òî åñòü uI ≡ uII .
Çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåøåíèå ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2.7)
åäèíñòâåííî.

Ñõåìà ðåøåíèÿ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïðèìåðå:

utt = a2∆u, 0 < t < T, ~x ∈ Ω,

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(~x),

ut

∣∣∣
t=0

= ψ(~x),

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0.

(2.9)

Ïðè ðåøåíèè èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä Ôóðüå. Ïðåäñòàâèì èñêîìóþ
ôóíêöèþ â âèäå

u(t, ~x) = T (t)V (~x),
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òîãäà èç âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì

T ′′(t)V (~x) = a2T (t)∆V (~x)

èëè
T ′′(t)

a2T (t)
=

∆V (~x)

V (~x)
≡ −λ.

Îòêóäà èìååì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ óñëîâèåì Äè-
ðèõëå íà ãðàíèöå äëÿ ôóíêöèè V :∆V = −λV, ~x ∈ Ω,

V
∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0.
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Ëåêöèÿ 3

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ~x ∈ R3. Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ g(~x). Ñîïîñòàâèì åé ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå
âðåìåíè t íà ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè g ïî ñôåðå ñ öåíòðîì â òî÷êå ~x è ðàäèóñîì
at (Ðèñ. 3.1):

g(x) Mg(t, ~x) =
t

4π(at)2

∫
|~ξ−~x|=at

g(~ξ)dSξ.

Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò èñõîäíóþ ñôåðó â åäèíè÷íóþ

at

~x

~ξ

Ðèñ. 3.1. Ñôåðà ñ öåíòðîì â òî÷êå ~x è ðàäèóñîì at.

ñ öåíòðîì â íóëå:
~ξ = ~x+ at~η, dSξ = (at)2dSη.

Òîãäà

Mg(t, ~x) =
t

4π(at)2

∫
|~ξ−~x|=at

g(~ξ)dSξ =
t

4π

∫
|~η|=1

g(~x+ at~η)dSη (3.1)

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü g ∈ C2(R3). Òîãäà ôóíêöèÿMg(t, ~x) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé
çàäà÷å: 

∂2Mg

∂t2
= a2∆Mg,

Mg

∣∣∣
t=0

= 0,

∂Mg

∂t

∣∣∣
t=0

= g(~x).

(3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê g ∈ C2(R3), òî èç âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè
Mg (3.1) ñëåäóåò, ÷òî Mg ∈ C2(R+ × R3). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Mg ïðè t = 0 ðàâíà
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íóëþ:

Mg

∣∣∣
t=0

=
0

4π

∫
|~η|=1

g(~x)dSη = 0. (3.3)

Òåïåðü îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü îò ~x ôóíêöèèMg íàõîäèòñÿ â ïîäûí-
òåãðàëüíîì âûðàæåíèè, òî

∆Mg(t, ~x) =
t

4π

∫
|~η|=1

∆g(~x+ at~η)dSη.

Äèôôåðåíöèðóåì ôóíêöèþ Mg ïî t:

∂Mg

∂t
=

1

4π

∫
|~η|=1

g(~x+ at~η)dSη +
at

4π

∫
|~η|=1

(∇g(~x+ at~η), ~η) dSη

è ñ÷èòàåì çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïðè t = 0:

∂Mg

∂t

∣∣∣
t=0

=
1

4π

∫
|~η|=1

g(~x)dSη+
a · 0
4π

∫
|~η|=1

(∇g(~x), ~η) dSη =
g(~x)

4π

∫
|~η|=1

dSη+0 = g(~x). (3.4)

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Mg ïî âðåìåíè. Äëÿ
ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå îòëè÷àåòñÿ îò Mg îòñóòñòâèåì ìíîæèòåëÿ t.
Âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ, îñòàâëÿÿ â êà÷åñòâå
îáîçíà÷åíèÿ ~η = (~ξ − ~x)/at:

∂Mg

∂t
=

1

t
Mg +

1

4πat

∫
|~ξ−~x|=at

(
∇g(~ξ), ~η

)
dSξ (3.5)

Âåêòîð ~η ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì âíåøíåé íîðìàëè ê ñôåðå |~ξ − ~x| = at â òî÷êå ~ξ,
à çíà÷èò âòîðîå ñëàãàåìîå ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòîê
âåêòîðíîãî ïîëÿ ∇g ÷åðåç ñôåðó |~ξ − ~x| = at. Ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà
âòîðîå ñëàãàåìîå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó:

∂Mg

∂t
=

1

t
Mg +

1

4πat

∫
|~ξ−~x|≤at

∆gd~ξ

Òåïåðü ñîñ÷èòàåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t:

∂2Mg

∂t2
= − 1

t2
Mg +

1

t

∂Mg

∂t
− 1

4πat2

∫
|~ξ−~x|≤at

∆gd~ξ +
1

4πat

∂

∂t

 ∫
|~ξ−~x|≤at

∆gd~ξ

 .
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé (3.5) èìååì:

∂2Mg

∂t2
= − 1

t2
Mg +

1

t

1

t
Mg +

1

4πat

∫
|~ξ−~x|≤at

∆gd~ξ

− 1

4πat2

∫
|~ξ−~x|≤at

∆gd~ξ+

+
1

4πat

∂

∂t

 ∫
|~ξ−~x|≤at

∆gd~ξ

 =

=
1

4πat

∂

∂t

 ∫
|~ξ−~x|≤at

∆gd~ξ

 =
1

4πat

∂

∂t

 at∫
0

 ∫
|~η|=1

∆gdSη

 r2dr

 =

=
(at)2

4πt

 ∫
|~η|=1

∆g(~x+ at~η)dSη

 .

Òàêèì îáðàçîì,
∂2Mg

∂t2
= a2∆Mg. (3.6)

Âûðàæåíèÿ (3.3), (3.4) è (3.6) ñîñòàâëÿþò óñëîâèå òåîðåìû.

Ôîðìóëà Êèðõãîôà

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ϕ ∈ C3(R3), ψ ∈ C2(R3), òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ 

utt = a2∆u, t > 0, ~x ∈ R3

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(~x)

ut

∣∣∣
t=0

= ψ(~x)

(3.7)

ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé Êèðõãîôà

u(t, ~x) =
∂

∂t
Mϕ +Mψ (3.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî áóäåò åäèíñòâåííûì â ñèëó òåî-
ðåìû 2.2. Îñòàëîñü ïîíÿòü, ïî÷åìó ôîðìóëà Êèðõãîôà ðåøàåò, íàïèñàííóþ çàäà÷ó.
Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî ðàçîáü¼ì íàøó çàäà÷ó íà äâå:

utt = a2∆u, t > 0, ~x ∈ R3

u
∣∣∣
t=0

= 0

ut

∣∣∣
t=0

= ψ(~x)


vtt = a2∆v, t > 0, ~x ∈ R3

v
∣∣∣
t=0

= ϕ(~x)

vt

∣∣∣
t=0

= 0

(3.9)
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Ñóììà ðåøåíèé u+ v ýòèõ äâóõ çàäà÷ åñòü èñêîìîå ðåøåíèå.
Êàê áûëî äîêàçàíî â òåîðåìå 3.1, ïåðâóþ çàäà÷ó áóäåò ðåøàòü ôóíêöèÿMψ. Äëÿ

òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, êàê âûãëÿäèò ðåøåíèå âòîðîé çàäà÷è, ðàññìîòðèì åù¼ îäíó
âñïîìîãàòåëüíóþ: 

utt = a2∆u, t > 0, ~x ∈ R3

u
∣∣∣
t=0

= 0

ut

∣∣∣
t=0

= ϕ(~x)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ϕ ∈ C3(R3), òî ñîãëàñíî âñ¼ òîé æå òåîðåìå 3.1, ðåøåíèåì
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ u = Mϕ ∈ C3(R+×R3). Ââåä¼ì ôóíêöèþ
v = ut ∈ C2(R+ × R3). Òîãäà, âî-ïåðâûõ,

vtt =
∂

∂t
(utt) = a2 ∂

∂t
(∆u) = a2∆ut = a2∆v.

Âî-âòîðûõ,

v
∣∣∣
t=0

= ut

∣∣∣
t=0

= ϕ(~x).

Íàêîíåö,

vt

∣∣∣
t=0

= utt

∣∣∣
t=0

= a2 (∆u)
∣∣∣
t=0

= a2∆
(
u
∣∣∣
t=0

)
= 0.

Ïîñëåäíèé ïåðåõîä äîïóñòèì, ïîñêîëüêó ìû çíàåì, ÷òî u = 0 âî âñ¼ì R3 ïðè t = 0,
è îïåðàòîð Ëàïëàñà íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ ïî t.
Ïîñëåäíèå òðè âûðàæåíèÿ îáðàçóþò âòîðóþ çàäà÷ó èç (3.9). È å¼ ðåøåíèå åñòü

ôóíêöèÿ

v =
∂Mϕ

∂t
,

à ñóììà ðåøåíèé ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷ äàþò íàì ôîðìóëó Êèðõãîôà (3.8).

Ôîðìóëà Ïóàññîíà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ~x ∈ R2.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü ϕ ∈ C3(R2), ψ ∈ C2(R2), òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ 

utt = a2∆u, t > 0, ~x ∈ R2

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(x1, x2)

ut

∣∣∣
t=0

= ψ(x1, x2)

(3.10)

ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà

u(t, ~x) =
∂

∂t
Mϕ +Mψ, (3.11)

ãäå

Mg(t, ~x) =
1

2πa

∫
|~ξ−~x|≤at

g(ξ1, ξ2)dξ1dξ2√
(at)2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2

(3.12)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ãàðàíòèðóåòñÿ òåîðåìîé 2.2. Ïîñòðîèì
äîêàçàòåëüñòâî íà îñíîâå ìåòîäà ñïóñêà. Ïóñòü u = u(t, x1, x2, x3). Ðàññìîòðèì çà-
äà÷ó Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ òðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè:

utt = a2(ux1x1 + ux2x2 + ux3x3)

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(x1, x2)

ut

∣∣∣
t=0

= ψ(x1, x2)

(3.13)

Å¼ ðåøåíèå äà¼òñÿ ôîðìóëîé Êèðõãîôà.
Òåïåðü âûïîëíèì â ýòîé çàäà÷å ñäâèã x3 + h = x̃3. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ðåøàÿ çàäà-

÷ó, ìû ïîëó÷àåì ôóíêöèþ u(t, x1, x2, x3 +h) â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ, ñ äðóãîé, ñäâèã íå
ìåíÿåò óñëîâèÿ çàäà÷è, à çíà÷èò, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ u(t, x1, x2, x3) =
u(t, x1, x2, x3 + h), ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî h. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ u íå çàâèñèò îò
x3, è ux3x3 = 0. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (3.13) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å èç óñëîâèÿ òåîðåìû.
Îñòàëîñü ïðåîáðàçîâàòü èíòåãðàëû. Íàì íóæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ g,

çàäàííóþ íà ïëîñêîñòè x3 = 0. Ïðîäîëæèì å¼ êàê êîíñòàíòó âäîëü îñè x3 è áóäåì
èíòåãðèðîâàòü å¼ ïî ñôåðå â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (Ðèñ. 3.2). Ýòîò èíòåãðàë
ïî ñôåðå ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî êðóãó, ëåæàùåìó â ïëîñêîñòè x3 = 0. Çàäà÷à
� ïðåâðàòèòü ýëåìåíò ïëîùàäè ñôåðû â ýëåìåíò ïëîùàäè êðóãà. Ýëåìåíò ïëîùà-
äè êðóãà íà ïëîñêîñòè åñòü dξ1dξ2. Ïîñêîëüêó êðóã ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèþ
ñôåðû íà ïëîñêîñòü, òî ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

x1

x2

x3

0

~x ~ξ

α

at

Ðèñ. 3.2. Ñâåäåíèå èíòåãðàëà ïî ñôåðå ê èíòåãðàëó ïî êðóãó â ïëîñêîñòè x1x2.

2dξ1dξ2 = dSξ · cos(α),

ãäå ìíîæèòåëü 2 â ëåâîé ÷àñòè ïîÿâëÿåòñÿ îò òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè g â òî÷êå ~ξ
íà êðóãå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìè ýòîé ôóíêöèè íà âåðõíåé è íèæíåé ÷àñòÿõ ñôåðû
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(çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ êðóãà è ñôåðû êðàñíîé ïóíêòèðíîé
ëèíèåé íà Ðèñ. 3.2 ðàâíû); à óãîë α � óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ x3 = 0 è êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòüþ ê ñôåðå. Êîñèíóñ ýòîãî óãëà èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí

cos(α) =

√
a2t2 − |~ξ − ~x|2

at

Íà îñíîâå ýòîãî ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî

Mg(t, x1, x2) =
t

4π(at)2

∫
|~ξ−~x|≤at

2at · g(ξ1, ξ2)dξ1dξ2√
a2t2 − |~ξ − ~x|2

,

÷òî äà¼ò íàì ôîðìóëó (3.12).

Ôîðìóëà Äàëàìáåðà

Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì ñïóñêà, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èçâåñòíóþ ôîðìóëó Äàëàìáåðà.
Íóæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó ñ ôóíêöèåé u = u(t, x1, x2, x3)

utt = a2(ux1x1 + ux2x2 + ux3x3), t > 0, x ∈ R

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(x1)

ut

∣∣∣
t=0

= ψ(x1)

Ñäâèãàÿ óñëîâèÿ çàäà÷è âäîëü îñåé x2 è x3 è ïîëüçóÿñü åäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî u çàâèñèò òîëü-
êî îò t è x1.

Äàëåå íåîáõîäèìî ïðåâðàòèòü èíòåãðàë ïî ñôåðå â èíòåãðàë ïî îòðåçêó (Ðèñ. 3.3).

x1

x2

x3

0

at

x ξ

Ðèñ. 3.3. Ñâåäåíèå èíòåãðàëà ïî ñôåðå ê èíòåãðàëó ïî îòðåçêó.
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Ýëåìåíò ïëîùàäè ñôåðû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

dSξ = 2π · at · dξ,

Òîãäà

Mg(t, x) =
1

2a

x+at∫
x−at

g(ξ)dξ.

Ïðîèçâîäíàÿ ïî t èìååò âèä

∂Mg

∂t
=

1

2

[
g(x+ at) + g(x− at)

]
.

Ñ ó÷¼òîì íàïèñàííîãî âîñïðîèçâîäèòñÿ ôîðìóëà Äàëàìáåðà:

u(t, x) =
∂Mϕ

∂t
+Mψ =

1

2

[
ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)

]
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ. (3.14)
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Ëåêöèÿ 4

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà ôóíêöèþ u(t, ~x), ãäå ~x ∈ Rn è t ∈ R, èìååò âèä

ut = a2∆u. (4.1)

Ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòñÿ ê óðàâíåíèÿì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Íàïîìíèì, ÷òî õà-
ðàêòåðèñòèêàìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòè t = const. Â çàäà÷àõ äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ôóíêöèÿ u èìååò ñìûñë òåìïåðàòóðû.
Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà âûâîäå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îí îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè

äâóõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ: ôîðìóëû äëÿ êîëè÷åñòâà òåïëîòû, êîòîðîå íåîáõîäèìî
ñîîáùèòü òåëó ìàññû m, ÷òîáû åãî òåìïåðàòóðà óâåëè÷èëàñü íà ∆u

∆Q = cm∆u,

ãäå êîýôôèöèåíò c íàçûâàåòñÿ óäåëüíîé òåïëî¼ìêîñòüþ âåùåñòâà, è çàêîíà Ôóðüå

∆Q = −k∂u
∂~ν

∆S∆t,

êîòîðûé ïîêàçûâàåò, êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû ïðîéä¼ò ÷åðåç ïëîùàäü ∆S â íà-
ïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè ~ν çà âðåìÿ ∆t. Êîýôôèöèåíò k � êîýôôèöèåíò òåïëî-
ïðîâîäíîñòè âåùåñòâà.
Ïîñìîòðèì, êàê èçìåíèëîñü êîëè÷åñòâî òåïëîòû â îáëàñòè Ω ⊂ Rn çà ïðîìåæóòîê

âðåìåíè îò ìîìåíòà t äî ìîìåíòà t+ ∆t

∆Q = Q(t+ ∆t)−Q(t) =

∫
Ω

c
(
u(t+ ∆t, ~x)− u(t, ~x)

)
ρd~x

èëè ìîæíî íàïèñàòü

Q(t) =

∫
Ω

cu(t, ~x)ρd~x.

Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîëè÷åñòâà òåïëîòû äà¼òñÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè

dQ

dt
=

∫
Ω

cutρd~x.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç çàêîíà Ôóðüå ñëåäóåò, ÷òî

∆Q =

∫
∂Ω

k
∂u

∂~ν
dS ·∆t.

Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì ïîòîê âõîäÿùåãî òåïëà â îáëàñòü Ω, òî íàäî áðàòü âíóòðåí-
íþþ íîðìàëü âìåñòî âíåøíåé, ïîýòîìó çíàê �ìèíóñ� ïðîïàäàåò. Ðàçäåëèâ íà ∆t è
óñòðåìèâ åãî ê íóëþ, ïîëó÷àåì

dQ

dt
=

∫
∂Ω

k
∂u

∂~ν
dS =

∫
∂Ω

(k∇u, ~ν)dS =

∫
Ω

k∆u d~x.
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Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà. Òåïåðü
ìîæåì ïðèðàâíÿòü âûâåäåííûå âûðàæåíèÿ∫

Ω

cutρ d~x =

∫
Ω

k∆u d~x

Ïîñêîëüêó îáëàñòü Ω âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, òî ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíê-
öèè äîëæíû áûòü ðàâíû:

cutρ = k∆u.

Èëè, ââîäÿ a2 = k/(cρ), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = a2∆u.

Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:
ut = a2∆u, (t, ~x) ∈ Q = (0;T ]× Ω ⊂ Rn+1,

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= α(t, ~x),

u
∣∣∣
t=0

= u0(~x).

(4.2)

Ðåøåíèÿ çàäà÷è áóäåì èñêàòü â êëàññå u ∈ C1,2
t,x (Q)∩C(Q). Ãäå C1,2

t,x (Q) � ïðîñòðàí-

x1

xn

t

0

T

Ω

Q

Ðèñ. 4.1. Îáëàñòü Q.

ñòâî ôóíêöèé, îäèí ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî t è äâà ðàçà äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî
~x â îáëàñòè Q.

Çàìå÷àíèå 4.1. Óñëîâèå
u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= α(t, ~x)

íàçûâàåòñÿ ïåðâûì êðàåâûì óñëîâèåì. Òàêæå ñóùåñòâóþò âòîðîå

∂u

∂~ν

∣∣∣
~x∈∂Ω

= α(t, ~x)
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è òðåòüå (
∂u

∂~ν
+ k(t, ~x)u

)∣∣∣
~x∈∂Ω

= α(t, ~x)

êðàåâûå óñëîâèÿ.
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïåðâîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ � òåìïåðàòóðà íà ãðàíèöå îáëàñòè,

âòîðîãî � ïîòîê òåïëà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè. Òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå
� ýòî ñâÿçü ìåæäó ïîòîêîì òåïëà è òåìïåðàòóðîé íà ãðàíèöå.

Çàìå÷àíèå 4.2. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ðåøàþòñÿ ìå-
òîäîì Ôóðüå.

Îáúåäèíèì ïåðâîå êðàåâîå è íà÷àëüíîå óñëîâèÿ. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ïîâåðõíîñòü

S =
(
{t = 0} × Ω

)
∪
(
(0;T ]× ∂Ω

)
,

êîòîðàÿ ñîäåðæèò áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü è îñíîâàíèå îáëàñòè Q. Òîãäà ïåðâàÿ êðà-
åâàÿ çàäà÷à ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäåut = a2∆u, (t, ~x) ∈ Q = (0;T ]× Ω ⊂ Rn+1,

u
∣∣∣
(t,~x)∈S

= ϕ(t, ~x), ϕ ∈ C(S)
(4.3)

èëè Lu = 0, (t, ~x) ∈ Q = (0;T ]× Ω ⊂ Rn+1,

u
∣∣∣
(t,~x)∈S

= ϕ(t, ~x), ϕ ∈ C(S),
(4.4)

ãäå ââåä¼í îïåðàòîð

L =
∂

∂t
− a2∆.

Òåîðåìà 4.1. (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà)
Ïóñòü u ∈ C1,2

t,x (Q)∩C(Q), è Lu = 0 âûïîëíåíî â Q. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (t, ~x) ∈ Q
âåðíî ñîîòíîøåíèå

inf
S
u ≤ u(t, ~x) ≤ sup

S
u (4.5)

Çàìå÷àíèå 4.3. Îáëàñòü Q íå îáÿçàíà áûòü öèëèíäðîì. Îíà ìîæåò ñîäåðæàòü
ïîëîñòè, ò.å. íå áûòü îäíîñâÿçíîé, à áîêîâàÿ ãðàíèöà ìîæåò ïðèíèìàòü äîâîëüíî
ñëîæíóþ ôîðìó.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü u ∈ C1,2
t,x (Q)∩C(Q) äîñòèãàåò min

Q
u = u(t0, ~x0), (t0, ~x0) ∈ S. Òîãäà

Lu(t0, ~x0) ≤ 0. (4.6)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ, âõîäÿùèå â Lu. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî
âðåìåíè â òî÷êå ìèíèìóìà, òàêîé ÷òî t0 < T , åñòåñòâåííî, ðàâíà íóëþ, à â òî÷êàõ
âåðõíåãî îñíîâàíèÿ öèëèíäðà îíà ÿâëÿåòñÿ íåïîëîæèòåëüíîé:

∂u

∂t
(t0, ~x0) = 0, t0 < T,

∂u

∂t
(t0, ~x0) ≤ 0, t0 = T.

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì â òî÷êàõ ìèíèìóìà äîëæ-
íû áûòü íåîòðèöàòåëüíûìè:

∂2u

∂x2
k

(t0, ~x0) ≥ 0,

à çíà÷èò
∆u(t0, ~x0) ≥ 0.

Èç ñäåëàííûõ îöåíîê ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü äëÿ u ∈ C1,2
t,x (Q) ∩ C(Q) âåðíîLu ≥ 0, (t, ~x) ∈ Q,

u
∣∣∣
(t,~x)∈S

≥ 0.

Òîãäà
u ≥ 0, (t, ~x) ∈ Q. (4.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ u â âèäå

u = vet,

òîãäà

Lu =

(
∂

∂t
− a2∆

)
vet =

∂v

∂t
et + vet − a2(∆v)et = Lv · et + vet =

(
Lv + v

)
et.

Ïîñòðîèì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü u < 0 â Q, òîãäà v < 0 â Q. Ïóñòü
ìèíèìóì v äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (t0, ~x0), ò.å.

min
Q
v = v(t0, ~x0) < 0,

ïðè÷¼ì (t0, ~x0) /∈ S, ÷òî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè u â òî÷êàõ ïîâåðõ-
íîñòè S. Ïî ëåììå 4.1 èìååì

Lv(t0, ~x0) ≤ 0.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

Lu(t0, ~x0) =
(
Lv + v

)
et
∣∣∣
(t0,~x0)∈Q

< 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî, u ≥ 0 â Q.
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Ëåììà 4.3. Ïóñòü äëÿ u ∈ C1,2
t,x (Q) ∩ C(Q) âåðíîLu ≤ 0, (t, ~x) ∈ Q,

u
∣∣∣
(t,~x)∈S

≤ 0.

Òîãäà
u ≤ 0, (t, ~x) ∈ Q. (4.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó ôóíêöèè u = −v, òîãäàLv ≥ 0, (t, ~x) ∈ Q,
v
∣∣∣
(t,~x)∈S

≥ 0.

Ïî ëåììå 4.2 ôóíêöèÿ v ≥ 0 â Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ u ≤ 0 â Q.

Íàêîíåö, äîêàæåì òåîðåìó 4.1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 
m = inf

S
u,

M = sup
S
u.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ v1 = u−m. Äëÿ íå¼ Lv1 = 0 è v1

∣∣∣
(t,~x)∈S

≥ 0. Òîãäà, ñîãëàñíî

ëåììå 4.2, v1 ≥ 0 â Q. Ñëåäîâàòåëüíî, u(t, ~x) ≥ m = inf
S
u äëÿ ëþáîé òî÷êè (t, ~x) ∈ Q.

Òåïåðü ââåä¼ì ôóíêöèþ v2 = M − u. Òîãäà Lv2 = 0 è v2

∣∣∣
(t,~x)∈S

≥ 0. Ïî ëåììå 4.2

ïîëó÷àåì, ÷òî v2 ≥ 0 â Q. Òîãäà u(t, ~x) ≤M = sup
S
u äëÿ ëþáîé òî÷êè (t, ~x) ∈ Q.

Ñëåäñòâèå 4.1. (Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè)
Ðåøåíèå çàäà÷è (4.4) åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ó çàäà÷è (4.4) ñóùåñòâóåò äâà ðåøåíèÿ u1 è u2. Ïîñòðîèì
ôóíêöèþ u = u1 − u2. Îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé çàäà÷å:Lu = 0, (t, ~x) ∈ Q = (0;T ]× Ω ⊂ Rn+1,

u
∣∣∣
(t,~x)∈S

= 0.

ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u íà ïîâåðõíîñòè S îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî
inf
S
u = 0,

sup
S
u = 0.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò, ÷òî â îáëàñòèQ u ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, u1 ≡ u2.
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Ñëåäñòâèå 4.2. (Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé)
Ïóñòü u1 è u2 � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.4), îòâå÷àþùèå ñîîòâåòñòâåííî äâóì ãðàíè÷-
íûì óñëîâèÿì ñ ôóíêöèÿìè ϕ1 è ϕ2. Òîãäà

||u1 − u2||C(Q) ≤ ||ϕ1 − ϕ2||C(S). (4.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u = u1 − u2. Îíà óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷åLu = 0, (t, ~x) ∈ Q = (0;T ]× Ω ⊂ Rn+1,

u
∣∣∣
(t,~x)∈S

= ϕ1 − ϕ2.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.1, èìååì

u(t, ~x) ≤ sup
S

(ϕ1 − ϕ2) ≤ sup
S
|ϕ1 − ϕ2| = ||ϕ1 − ϕ2||C(S).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî òîé æå òåîðåìå, âåðíî, ÷òî

− u(t, ~x) ≤ sup
S

(ϕ2 − ϕ1) ≤ sup
S
|ϕ1 − ϕ2| = ||ϕ1 − ϕ2||C(S).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè (t, ~x) ∈ Q âûïîëíÿåòñÿ

|u(t, ~x)| ≤ ||ϕ1 − ϕ2||C(S),

à ñëåäîâàòåëüíî

sup
Q

|u(t, ~x)| = ||u1 − u2||C(Q) ≤ ||ϕ1 − ϕ2||C(S).

Ñëåäñòâèå 4.3. (Ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ)
Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè u è v, òàêèå, ÷òî âåðíî

Lu = 0, (t, ~x) ∈ Q,
Lv = 0, (t, ~x) ∈ Q,
u ≥ v, (t, ~x) ∈ S,

òîãäà
u ≥ v, (t, ~x) ∈ Q. (4.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w = u− v. Äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿLw = 0, (t, ~x) ∈ Q,
w
∣∣∣
(t,~x)∈S

≥ 0.

Ïî ëåììå 4.2 ïîëó÷àåì, ÷òî w ≥ 0 â Q, îòêóäà u ≥ v â Q.

27

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


 ГОРИЦКИЙ АНДРЕЙ ЮРЬЕВИЧ
УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ. ЧАСТЬ 2

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ñëåäñòâèå 4.4. Ïóñòü ôóíêöèè u è v óäîâëåòâîðÿþò
Lu = 0, (t, ~x) ∈ Q,
Lv = 0, (t, ~x) ∈ Q,
|u| ≤ v, (t, ~x) ∈ S,

òîãäà
|u| ≤ v, (t, ~x) ∈ Q. (4.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå |u| ≤ v â S ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî −v ≤ u ≤ v â S. Òîãäà
äëÿ êàæäîé èç ÷àñòåé íåðàâåñòâà âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ (ñëåäñòâèå 4.3),
èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî −v ≤ u ≤ v â Q. Ñëåäîâàòåëüíî, |u| ≤ v â Q.
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Ëåêöèÿ 5

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà ôóíêöèþ u(t, ~x) èìååò ñëåäó-
þùèé âèä ut = a2∆u, t > 0, ~x ∈ Rn,

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(~x).
(5.1)

Çàìå÷àíèå 5.1. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íå ïîïàäàåò ïîä
äåéñòâèå òåîðåìû Êîøè-Êîâàëåâñêîé, ïîñêîëüêó íà÷àëüíîå óñëîâèå çàäà¼òñÿ íà
õàðàêòåðèñòèêå óðàâíåíèÿ.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è â â êëàññå ôóíêöèé u ∈ C1,2
t,x (ΠT ) ∩ Cb(ΠT ), ãäå ΠT

� ñëîé âèäà
ΠT = (0;T ]× Rn,

à Cb(ΠT ) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ íà ΠT ôóíêöèé, ò.å. äëÿ ëþáîé
òî÷êè (t, ~x) ∈ ΠT

|u(t, ~x)| ≤M.

Ïðè ýòîì îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ìû òðåáóåì, ÷òîáû ϕ ∈ Cb(Rn).

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè

Òåîðåìà 5.1. (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè)
Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (5.1) åäèíñòâåííî â êëàññå
ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ â ñëîå ΠT .

Çàìå÷àíèå 5.2. Ñíÿòèå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé èìååò èíòåðåñíûå ñëåä-
ñòâèÿ. Ñóùåñòâóåò ïðèìåð À. Í. Òèõîíîâà, êîòîðûé ãîâîðèò î òîì, ÷òî ó çàäà÷è
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñóùå-
ñòâóåò íåíóëåâîå ðåøåíèå, êîòîðîå ïðè |~x| → +∞ ðàñò¼ò áûñòðåå, ÷åì e|~x|

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1 è u2 � äâà îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1). Èõ ðàç-
íîñòü v = u1 − u2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè, íî ñ íóëåâûìè íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè vt = a2∆v,

v
∣∣∣
t=0

= 0.

Ââåä¼ì òàêæå ôóíêöèþ

w =
n∑
k=1

x2
k + 2a2nt.

Å¼ ïðîèçâîäíûå èìåþò âèä

wt = 2a2n, wxkxk = 2, ∆w = 2n.
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Îòêóäà âèäíî, ÷òî 
wt = a2∆w,

w
∣∣∣
t=0

=
n∑
k=1

x2
k.

Ââåä¼ì öèëèíäð ðàäèóñà R

QR = (0;T ]×
{
~x
∣∣ |~x| < R

}
.

Ñðàâíèì v è w íà ãðàíèöå QR. Íà îñíîâàíèè öèëèíäðà èìååì

|v|
∣∣∣
t=0

= 0 ≤ εw
∣∣∣
t=0
, ∀ε > 0.

Íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà

|v|
∣∣∣
|~x|=0

= |u1 − u2|
∣∣∣
|~x|=0

≤M +M = 2M.

Âûáåðåì ðàäèóñ öèëèíäðà òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 áûëî âåðíî

2M ≤ εR2.

Íî òîãäà èìååì

|v|
∣∣∣
|~x|=0

≤ 2M ≤ εR2 ≤ ε(R2 + 2a2nt) = εw
∣∣∣
|~x|=R

.

Òàêèì îáðàçîì, íà ãðàíèöå öèëèíäðà QR âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñëåäñòâèÿ 4.4, êîòî-
ðîå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì R

|v(t, ~x)| ≤ εR ∀(t, ~x) ∈ QR ∀ε > 0.

Òåïåðü ìû ôèêñèðóåì òî÷êó (t, ~x) è óñòðåìëÿåì ε→ 0, òîãäà |v| ≤ 0, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî v ≡ 0, èëè u1 ≡ u2.

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ

Ôîðìóëèðîâêà

Òåîðåìà 5.2. (Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ)
Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòèut = a2∆u, t > 0, ~x ∈ Rn,

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(~x) ∈ Cb(Rn)

â êëàññå ôóíêöèé u ∈ C1,2
t,x (ΠT )∩Cb(ΠT ) ñóùåñòâóåò è çàäà¼òñÿ èíòåãðàëîì Ïóàññîíà

u(t, ~x) =
1

(2a
√
πt)n

∫
Rn

e−
|~x−~ξ|2

4a2t ϕ(~ξ)d~ξ. (5.2)
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Çàìå÷àíèå 5.3. Èíòåãðàë Ïóàññîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâ¼ðòêó ôóíäàìåíòàëüíî-
ãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè Γn(t, ~x), ãäå t > 0, ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
ϕ. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èìååò âèä

Γn(t, ~x) =
1

(2a
√
πt)n

e−
|~x|2

4a2t .

Òî åñòü

u(t, ~x) =
(
Γn(t, ·) ∗ ϕ

)
(t, ~x) =

∫
Rn

Γn(t, ~x− ~ξ)ϕ(~ξ)d~ξ.

Ñóùåñòâîâàíèå ñâ¼ðòêè îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ îãðàíè÷åíà âî âñ¼ì ïðî-
ñòðàíñòâå, à ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå � îãðàíè÷åíî è óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû îáñóäèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíîãî
ðåøåíèÿ.
Íà÷í¼ì ñ ïðîñòîãî ñëó÷àÿ, êîãäà n = 1, a = 1. Òîãäà îïåðàòîð òåïëîïðîâîäíîñòè

èìååò âèä

L =
∂

∂t
− ∂2

∂t2
,

à ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà¼òñÿ âûðàæåíèåì

Γ1(t, x) =
1

2
√
πt
e−

x2

4t .

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ:

1) Γ1 ∈ C∞(R+ × R).

2) LΓ1 = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíûå Γ1 ðàâíû

∂Γ1

∂t
= − 1

2t
Γ1 +

x2

4t2
Γ1,

∂Γ1

∂x
= − x

2t
Γ1,

∂2Γ1

∂x2
= − 1

2t
Γ1 +

x2

4t2
Γ1.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî LΓ1 = 0.

3) Èíòåãðàë îò Γ1 ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå ðàâåí åäèíèöå:∫
R

Γ1(t, x)dx = 1.

×òîáû ïðîâåðèòü ýòî, ñäåëàåì â èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííûõ y = x/(2
√
t),

òîãäà
1

2
√
πt

∫
R

e−
x2

4t dx =
1√
π

∫
R

e−y
2

dy = 1.
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4) Ïðåäåë Γ1 ïðè t→ +0

lim
t→+0

Γ1(t, x) =

{
0, x 6= 0

+∞, x = 0
= δ(x),

ãäå δ(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ, ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé â äàííîì êóðñå íå
ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ.

5) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âåðíî

lim
t→+0

∫
|x|<ε

Γ1(t, x)dx = 1.

Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ñâîéñòâà ðàññìîòðèì èíòåãðàë

1

2
√
πt

ε∫
−ε

e−
x2

4t dx =
1√
π

ε/(2
√
t)∫

−ε/(2
√
t)

e−y
2

dy −−−→
t→+0

1√
π

+∞∫
−∞

e−y
2

dy = 1.

6) Ôóíêöèþ Γ1 ìîæíî äîîïðåäåëèòü ïðè t ≤ 0 êàê Γ1(t, x) = 0. Îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî Γ1 ∈ C∞(R2 \ (0; 0)).

7) Γ1(t, x) � ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûì ìàò. îæèäàíèåì è
äèñïåðñèåé σ2 = 2t.

8) Ôóíêöèÿ Γ1 ðåøàåò çàäà÷ó {
LΓ1 = 0,

Γ1(0, x) = δ(x).

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ, íî ñ a = 1. Îïåðàòîð òåïëîïðî-
âîäíîñòè èìååò âèä

L =
∂

∂t
−∆,

à ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

Γn(t, ~x) =
1

(2
√
πt)n

e−
|~x|2
4t .

Çàìåòèì, ÷òî
Γn(t, ~x) = Γ1(t, x1) · Γ1(t, x2) · . . . · Γ1(t, xn).

Îáñóäèì ñâîéñòâà ìíîãîìåðíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ:

1) Γn ∈ C∞(R+ × Rn).
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2) LΓn = 0.
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå Γn:

∂Γn
∂t

=

(
∂Γ1(t, x1)

∂t

)
· Γ1(t, x2) · . . . · Γ1(t, xn)+

+ Γ1(t, x1) ·
(
∂Γ1(t, x2)

∂t

)
· . . . · Γ1(t, xn)+

+ . . .+ Γ1(t, x1) · Γ1(t, x2) · . . . ·
(
∂Γ1(t, xn)

∂t

)
,

∆Γn =

(
∂2Γ1(t, x1)

∂x2
1

)
· Γ1(t, x2) · . . . · Γ1(t, xn)+

+ Γ1(t, x1) ·
(
∂2Γ1(t, x2)

∂x2
2

)
· . . . · Γ1(t, xn)+

+ . . .+ Γ1(t, x1) · Γ1(t, x2) · . . . ·
(
∂2Γ1(t, xn)

∂x2
n

)
,

Âû÷òåì îäíî èç äðóãîãî, òîãäà ïîëó÷èì

∂Γn
∂t
−∆Γn = LΓn =

=

[(
∂

∂t
− ∂2

∂x2
1

)
Γ1(t, x1)

]
· Γ1(t, x2) · . . . · Γ1(t, xn)+

+ Γ1(t, x1) ·
[(

∂

∂t
− ∂2

∂x2
2

)
Γ1(t, x2)

]
· . . . · Γ1(t, xn)+

+ . . .+ Γ1(t, x1) · Γ1(t, x2) · . . . ·
[(

∂

∂t
− ∂2

∂x2
n

)
Γ1(t, xn)

]
= 0.

3) Èíòåãðàë îò Γn ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ðàâåí åäèíèöå:∫
Rn

Γn(t, ~x)d~x = 1.

Ýòî ñëåäóåò èç ðàçáèåíèÿ äàííîãî èíòåãðàëà íà n îäíîìåðíûõ, êàæäûé èç
êîòîðûõ ðàâåí 1.

4) Ïðåäåë Γn ïðè t→ +0

lim
t→+0

Γn(t, ~x) =

{
0, ~x 6= 0

+∞, ~x = 0
= δ(~x),

ãäå δ(~x) � ìíîãîìåðíàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ.

5) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âåðíî

lim
t→+0

∫
|~x|<ε

Γn(t, ~x)d~x = 1.
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6) Ôóíêöèþ Γn ìîæíî äîîïðåäåëèòü ïðè t ≤ 0 êàê Γn(t, ~x) = 0. Îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî Γn ∈ C∞(Rn+1 \ (0; 0)).

Íàêîíåö, ïîëàãàåì a 6= 1. Â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè ìû äåëàåì çàìåíó ïå-
ðåìåííîé τ = a2t, òîãäà

L =
∂

∂t
− a2∆ = a2

(
∂

∂τ
−∆

)
.

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

1

(2
√
πτ)n

e−
|~x|2
4τ =

1

(2a
√
πt)n

e−
|~x|2

4a2t = Γn(t, ~x).

Îñíîâíûå ñâîéñòâà íàñëåäóþòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ:

1) Γn ∈ C∞(R+ × Rn).

2) LΓn = 0.

3) Èíòåãðàë îò Γn ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ðàâåí åäèíèöå:∫
Rn

Γn(t, ~x)d~x = 1.

4) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âåðíî

lim
t→+0

∫
|~x|<ε

Γn(t, ~x)d~x = 1, lim
t→+0

∫
|~x|>ε

Γn(t, ~x)d~x = 0.

5) Ôóíêöèÿ Γn(t, ~x) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å
∂Γn
∂t

= a2∆Γn,

Γn(0, ~x) = δ(~x).

6) Γn(t, ~x) � ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûì ìàò. îæèäàíèåì è
ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèè σ2E, ãäå σ2 = 2a2t.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

Èòàê, äîêàæåì òåîðåìó 5.2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, òàê êàê Γn ∈ C∞(R+ × Rn), òî è u ∈ C∞(R+ × Rn).
Âî-âòîðûõ, èç òîãî, ÷òî LΓn = 0, ñëåäóåò

Lu = L

∫
Rn

Γn(t, ~x− ~ξ)ϕ(~ξ)d~ξ =

∫
Rn

(
LΓn(t, ~x− ~ξ)

)
ϕ(~ξ)d~ξ = 0.
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Òåïåðü îöåíèì |u|:

|u(t, ~x)| ≤
∫
Rn

Γn(t, ~x− ~ξ)|ϕ(~ξ)|d~ξ ≤ sup |ϕ(~ξ)|
∫
Rn

Γn(t, ~x− ~ξ)d~ξ = sup |ϕ(~ξ)| · 1,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî u ∈ Cb(R+ × Rn).

Çàìå÷àíèå 5.4. Íà ñàìîì äåëå çäåñü áûë äîêàçàí ïðèíöèï ìàêñèìóìà: åñëè ôóíê-
öèÿ u ∈ Cb(R+ × Rn), òî

inf ϕ(~x) ≤ u(t, ~x) ≤ supϕ(~x).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

u(t, ~x)− ϕ(~x) =

∫
Rn

Γn(t, ~x− ~ξ)ϕ(~ξ)d~ξ −
∫
Rn

Γn(t, ~x− ~ξ)ϕ(~x)d~ξ =

=

∫
Rn

Γn(t, ~x− ~ξ)
(
ϕ(~ξ)− ϕ(~x)

)
d~ξ,

|u(t, ~x)− ϕ(~x)| ≤
∫
Rn

Γn(t, ~x− ~ξ)
∣∣∣ϕ(~ξ)− ϕ(~x)

∣∣∣ d~ξ = J1 + J2.

Ðàññìîòðèì ïî î÷åðåäè êàæäîå èç ñëàãàåìûõ

J1 =

∫
|~ξ−~x|<δ

Γn(t, ~x− ~ξ)
∣∣∣ϕ(~ξ)− ϕ(~x)

∣∣∣ d~ξ,
J2 =

∫
|~ξ−~x|>δ

Γn(t, ~x− ~ξ)
∣∣∣ϕ(~ξ)− ϕ(~x)

∣∣∣ d~ξ.
Âûáåðåì δ òàêèì, ÷òîáû ïðè |~ξ−~x| < δ áûëî âåðíî

∣∣∣ϕ(~ξ)− ϕ(~x)
∣∣∣ ≤ ε, ÷òî âîçìîæíî

â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ϕ. Òîãäà äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà ïîëó÷èì, ÷òî

J1 ≤ ε

∫
|~ξ−~x|<δ

Γn(t, ~x− ~ξ)d~ξ ⇒ lim
t→+0

J1 ≤ ε lim
t→+0

∫
|~ξ−~x|<δ

Γn(t, ~x− ~ξ)d~ξ = ε.

Âî âòîðîì èíòåãðàëå ìîæíî îöåíèòü ìîäóëü ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ ñóììîé
ìîäóëåé ýòèõ çíà÷åíèé, êàæäûé èç êîòîðûõ â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ϕ íå ïðåâîñõî-
äèò íåêîòîðîé êîíñòàíòû M . Ïîýòîìó

J2 ≤ 2M

∫
|~ξ−~x|>δ

Γn(t, ~x− ~ξ)d~ξ ⇒ lim
t→+0

J2 ≤ 2M lim
t→+0

∫
|~ξ−~x|>δ

Γn(t, ~x− ~ξ)d~ξ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
lim
t→+0

|u(t, ~x)− ϕ(~x)| ≤ ε.

Óñòðåìèâ ε→ 0, ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Àíàëèç èíòåãðàëà Ïóàññîíà

Çàìå÷àíèå 5.5. Â èíòåãðàëå Ïóàññîíà ôóíêöèÿ ϕ(~x) íå îáÿçàíà áûòü íåïðåðûâ-
íîé, íî ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè u ∈ C∞(R+ × Rn).

Çàìå÷àíèå 5.6. Â èíòåãðàëå Ïóàññîíà ôóíêöèÿ ϕ(~x) íå îáÿçàíà áûòü îãðàíè÷åí-
íîé, äîñòàòî÷íî îöåíêè |ϕ(~x)| ≤ AeB|~x|

2
. Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè 0 < t < (4a2B)−1.

Çàìå÷àíèå 5.7. Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîé. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð: ïóñòü ϕ = 0 ïðè ~x /∈ Ω è ϕ > 0 ïðè x ∈ Ω. Òîãäà ∀t > 0, ∀~x ∈ Ω
âåðíî, ÷òî

u(t, ~x) =
1

(2a
√
πt)n

∫
Rn

e−
|~x−~ξ|2

4a2t ϕ(~ξ)d~ξ = u(t, ~x) =
1

(2a
√
πt)n

∫
Ω

e−
|~x−~ξ|2

4a2t ϕ(~ξ)d~ξ > 0.

Çàìå÷àíèå 5.8. Òåìïåðàòóðà ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
t→+∞

u(t, ~x),
ïðè òåõ èëè èíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Àêêóðàòíûå ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ñòàáèëèçàöèè, à òàêæå ðå-
øåíèÿ çàäà÷ íà ïîèñê ïðåäåëà lim

t→+∞
u(t, ~x) ìîæíî íàéòè ïî ññûëêå

http://new.math.msu.su/diffur/ZADACH.PDF
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Ëåêöèÿ 6

Óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è Ïóàññîíà

Óðàâíåíèå
∆u = 0 (6.1)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà. Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.
Óðàâíåíèå

∆u = f(~x) (6.2)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ îïåðàòîð Ëàïëàñà
èìååò âèä

∆u = ux1x1 + ux2x2 + . . .+ uxnxn . (6.3)

Ê óðàâíåíèÿì Ëàïëàñà è Ïóàññîíà ìîãóò ïðèâåñòè ñëåäóþùèå çàäà÷è:

� ïîèñê ôîðìû ìåìáðàíû âî âðåìÿ êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà

utt = a2∆u+ f(t, ~x).

×òîáû ñóùåñòâîâàëî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû f = f(~x).

� ïîèñê ñòàöèîíàðíîé òåìïåðàòóðû

ut = a2∆u+ f(t, ~x).

� çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè
∆u = ρ.

Çäåñü ïîä u(~x) ïîíèìàþò ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, à ïîä ρ(~x) �
ïëîòíîñòü çàðÿäà. Ïîìèìî ýòîãî â ôèçèêå ââîäèòñÿ íàïðÿæ¼ííîñòü ïîëÿ

~E = −∇u.

Êðàåâûå çàäà÷è

Ïåðå÷èñëèì êðàåâûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ óðàâíåíèÿìè Ëàïëàñà è Ïóàññîíà â
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn.
Çàäà÷à Äèðèõëå: ∆u = f(~x), ~x ∈ Ω, u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω),

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= ϕ(~x), f ∈ C(Ω), ϕ ∈ C(∂Ω).
(6.4)

Çàäà÷à Íåéìàíà: ∆u = f(~x), ~x ∈ Ω, u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω),

∂u

∂~ν

∣∣∣
~x∈∂Ω

= ψ(~x), f ∈ C(Ω), ψ ∈ C(∂Ω).
(6.5)
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Òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:
∆u = f(~x), ~x ∈ Ω, u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω),(
∂u

∂~ν
+ k(~x)u

)∣∣∣
~x∈∂Ω

= ϕ(~x), f ∈ C(Ω), ϕ ∈ C(∂Ω).
(6.6)

Ïîìèìî ýòèõ çàäà÷ âûäåëÿþò âíåøíèå çàäà÷è: êîãäà Ω ÿâëÿåòñÿ âíåøíîñòüþ
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Òàêæå ñóùåñòâóåò äåëåíèå íà êëàññè÷åñêóþ è îáîáù¼ííóþ
ïîñòàíîâêó çàäà÷. Îïèñàííûå âûøå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê êëàññè÷åñêèì.

Ïðèìåð Àäàìàðà

Äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ìîæíî òàêæå ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó Êîøè, íî òàêàÿ
çàäà÷à áóäåò íåêîððåêòíîé. Ïîä êîððåêòíîé çàäà÷åé ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ, ðåøåíèå
êîòîðîé ñóùåñòâóåò, îíî åäèíñòâåííîå è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò äàííûõ çàäà÷è (íà-
÷àëüíûõ è/èëè êðàåâûõ óñëîâèé, íåîäíîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ).
Ðàññìîòðèì ïðèìåð (ïðèìåð Àäàìàðà). Ïîñòàâèì çàäà÷ó î ïîèñêå ôóíêöèè u =

u(t, x), óäîâëåòâîðÿþùåé çàäà÷å: 
utt = −uxx,
u
∣∣∣
t=0

= ϕ(x),

ut

∣∣∣
t=0

= 0.

(6.7)

Óñëîâèå äàííîé çàäà÷è ïîïàäàåò ïîä äåéñòâèå òåîðåìû Êîâàëåâñêîé, ñëåäîâàòåëü-
íî, ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îäíàêî ýòî ðåøåíèå íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïðåðûâíî çàâèñÿùèì îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ââåä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íà÷àëüíûõ ôóíêöèé

ϕk(x) = ck sin(kx),

òîãäà ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå k-îìó ÷ëåíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä

uk(t, x) = ck cosh(kt) sin(kx).

Ïóñòü ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ çàäà¼òñÿ âûðàæåíèåì

ck = e−
√
k −−−−→
k→+∞

0,

òîãäà
ϕk = e−

√
k sin(kx) −−−−→

k→+∞
0,

ïðè÷¼ì â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà âåùåñòâåííîé
îñè. Íî ôóíêöèè uk = e−

√
k cosh(kt) sin(kx) íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ðàññìîòðèì íîðìó

uk â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

||uk(t, ·)||C = e−
√
k cosh(kt) ∼ e−

√
k · 1

2
ek|t| =

1

2
ek|t|−

√
k −−−−→
k→+∞

+∞.
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Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà

Îïðåäåëåíèå 6.1. Ôóíêöèÿ u(~x) ∈ C2(Ω) íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè
Ω ⊂ Rn, åñëè ∆u = 0 â Ω.

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé:

� ëèíåéíûå ôóíêöèè u(~x) = a0 +
∑
anxn;

� ãàðìîíè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, íàïðèìåð, xy, x2 − y2, xyz,. . . ;

� ôóíêöèè, âîçíèêàþùèå â ìåòîäå Ôóðüå, íàïðèìåð, eωx sin(ωy), cosh(ωx) sin(ωy),
sin(3x) sin(4y) sinh(5z) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è rω cos(ωϕ), r2 cos(2ϕ) =
x2 − y2, r−1 cos(ϕ) = x/(x2 + y2) â ïîëÿðíîé;

� ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çàðÿäà (ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå): äëÿ òðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà � r−1 = (x2 + y2 + z2)−1/2, äëÿ ñëó÷àÿ n ≥ 3 � r2−n, ïðè n = 2 �
ln r;

� ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè, íàïðèìåð, (n = 2 è z = x + iy) <z2, =z2, <z3, <z−1,
<ez;

� �îäíîìåðíûå� ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè ⇔ ëèíåéíûå.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f êîìïëåêñ-
íîãî àðãóìåíòà z

f(z) = u(u, y) + iv(x, y).

Åñëè ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, òî ôóíêöèè u è v áóäóò ãàðìîíè÷åñêè-
ìè. Âñïîìíèì, ÷òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû(

α −β
β α

)
= αE + βJ,

ãäå

E =

(
1 0
0 1

)
, J =

(
0 −1
1 0

)
, J2 = −E.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ f íå êàê îòîáðàæåíèå èç C â C, à êàê îòîáðàæåíèå
èç R2 â R2, òîãäà âîçíèêàþùàÿ ìàòðèöà ßêîáè èìååò âèä(∂u

∂x
∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîäíàÿ f äîëæíà áûòü êîìïëåêñíûì ÷èñëîì, ïîýòîìó

(∂u
∂x

∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

)
=

(
α −β
β α

)
⇒


∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
.

(6.8)
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Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïåðâîå óðàâíåíèå ïî y, à âòîðîå ïî x, ïîëó÷àåì

∂2u

∂x∂y
=
∂2v

∂y2
= −∂

2v

∂x2
⇒ vxx + vyy = 0.

Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ è äëÿ ôóíêöèè u

∂2v

∂x∂y
=
∂2u

∂x2
= −∂

2u

∂y2
⇒ uxx + uyy = 0.

Âñòà¼ò âîïðîñ: ìîæíî ëè âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ u, çíàÿ ôóíêöèþ v? Èíûìè
ñëîâàìè, ìîæíî ëè ïî âåùåñòâåííîé (èëè ìíèìîé) ÷àñòè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
âîññòàíîâèòü âñþ ôóíêöèþ öåëèêîì? Çíàÿ ôóíêöèþ v, ìîæíî íàïèñàòü óðàâíåíèå
íà u

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy =

∂v

∂y
dx− ∂v

∂x
dy = 0. (6.9)

Èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, ñëåäóåò, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå �
óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèþ u ìîæíî âîññòà-
íîâèòü ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.

Ôîðìóëû Ãðèíà

Òåîðåìà 6.1. (Ïåðâàÿ ôîðìóëà Ãðèíà)
Ïóñòü u ∈ C1(Ω) ∩ C0(Ω) è v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), òîãäà∫

Ω

u∆vd~x = −
∫
Ω

(∇u,∇v)d~x+

∫
∂Ω

u
∂v

∂~ν
dS. (6.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì, êàê âûãëÿäåëà ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà∫
Ω

∂w

∂xk
d~x =

∫
∂Ω

w · νkdS, (6.11)

ãäå νk � k-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ∂Ω, è ôóíêöèÿ
w ∈ C1(Ω) ∩ C0(Ω). Ïóñòü ôóíêöèÿ w èìååò âèä

w = u
∂v

∂xk
,

òîãäà ∫
Ω

∂

∂xk

(
u
∂v

∂xk

)
d~x =

∫
Ω

u
∂2v

∂x2
k

d~x+

∫
Ω

∂u

∂xk

∂v

∂xk
d~x =

∫
∂Ω

u
∂v

∂xk
· νkdS.

Ïðîñóììèðóåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî k∫
Ω

u∆vd~x+

∫
Ω

(∇u,∇v)d~x =

∫
∂Ω

u(∇v, ν)dS.

Ïåðåáðàñûâàÿ âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè íàïðàâî, ïîëó÷àåì èñêîìîå âûðàæå-
íèå.
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Òåîðåìà 6.2. (Âòîðàÿ ôîðìóëà Ãðèíà)
Ïóñòü u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), òîãäà∫

Ω

(u∆v − v∆u)d~x =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂~ν
− v∂u

∂~ν

)
dS. (6.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ôîðìóëå (6.10) ïîìåíÿåì u è v ìåñòàìè. Èìååì∫
Ω

u∆vd~x = −
∫
Ω

(∇u,∇v)d~x+

∫
∂Ω

u
∂v

∂~ν
dS,

∫
Ω

v∆ud~x = −
∫
Ω

(∇u,∇v)d~x+

∫
∂Ω

v
∂u

∂~ν
dS.

Âû÷èòàÿ âòîðîå óðàâíåíèå èç ïåðâîãî, ïîëó÷àåì âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà.

Òåîðåìà 6.3. (Òåîðåìà î ïîòîêå)
Ïóñòü u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) è ∆u = 0 â Ω, òîãäà∫

∂Ω

∂u

∂~ν
dS = 0. (6.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ôîðìóëó Ãðèíà∫
Ω

v∆ud~x = −
∫
Ω

(∇u,∇v)d~x+

∫
∂Ω

v
∂u

∂~ν
dS

ñ v ≡ 1. Òîãäà ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî íóëþ, à ëåâàÿ ÷àñòü îáíóëÿ-
åòñÿ, ïîñêîëüêó u � ãàðìîíè÷åñêàÿ.

Ñëåäñòâèå 6.1. Ïóñòü Ω2 ⊂ Ω1 è ∆u = 0 â Ω1 \ Ω2, òîãäà∫
∂Ω1

∂u

∂~ν
dS =

∫
∂Ω2

∂u

∂~ν
dS (6.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. ∆u = 0 â Ω = Ω1 \ Ω2, òîãäà∫
∂Ω

∂u

∂~ν
dS = 0.

Òàê êàê ∂Ω = ∂Ω1 ∪ Ω2, ïðè÷¼ì âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω � âíåøíÿÿ äëÿ ∂Ω1 è
âíóòðåííÿÿ äëÿ ∂Ω2, òî ∫

∂Ω1

∂u

∂~ν
dS −

∫
∂Ω2

∂u

∂~ν
dS = 0.
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Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà E(~x) �
ýòî ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1) E(~x) = E(|~x|);

2) ∆E(~x) = 0 ïðè ~x 6= 0;

3) íîðìèðîâêà: ∫
|~x|=1

∂E

∂~ν
dS = 1. (6.15)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè, E(~x) � ýòî ïîòåíöèàë åäèíè÷íîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà.
Èç òîãî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå íîðìèðîâàíî óñëîâèåì (6.15), ïî ñëåä-

ñòâèþ 6.1 èìååì ∫
|~x|=ρ

∂E

∂~ν
dS = 1

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ρ. Áîëåå òîãî, åñëè 0 ∈ Ω, òî∫
∂Ω

∂E

∂~ν
dS = 1.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â ôèçèêå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Ãàóññà: ïîòîê âåêòîðà íà-
ïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí âåëè-
÷èíå çàðÿäà, îãðàíè÷åííîãî ýòîé ïîâåðõíîñòüþ.
Íàéä¼ì ÿâíûé âèä ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü r = |~x|. Ìîæåì ïîñ÷èòàòü,

÷åìó ðàâíà ïðîèçâîäíàÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ïî r íà ãðàíèöå åäèíè÷íîé
ñôåðû:

∂E
∂r

∣∣∣
r=1

=
∂E

∂~ν

∣∣∣
|~x|=1

.

Òîãäà ∫
|~x|=1

∂E

∂~ν
dS = 1 ⇒ ∂E

∂r

∣∣∣
r=1
·
∫
|~x|=1

dS = 1,

îòêóäà
∂E
∂r

∣∣∣
r=1

=
1

σn
,

ãäå σn � ïëîùàäü åäèíè÷íîé n-ìåðíîé ñôåðû. Ïðîâîäÿ òàêèå æå âû÷èñëåíèÿ äëÿ
ñôåðû ðàäèóñà ρ, ïîëó÷àåì, ÷òî

∂E
∂r

∣∣∣
r=ρ

=
1

σnρn−1
.

Ïîñìîòðèì, êàê ïîñ÷èòàòü ∆f , ãäå f = f(r) = f(
√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n). Äëÿ íà÷àëà
âû÷èñëèì ãðàäèåíò

∇f(|~x|) = f ′(|~x|) · ∇|~x| = f ′(|~x|) · ~x|~x| .
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Çàòåì âîçüì¼ì âòîðûå ïðîèçâîäíûå:

∂2

∂x2
k

f(|~x|) =
∂

∂xk

(
f ′(|~x|) · ~x|~x|

)
= f ′′(|~x|) x

2
k

|~x|2 + f ′(|~x|) |~x|
2 − x2

k

|~x|3 .

Íàêîíåö

∆f(|~x|) = f ′′(|~x|)
n∑
k=1

x2
k

|~x|2 + f ′(|~x|)
n∑
k=1

|~x|2 − x2
k

|~x|3 = f ′′(|~x|) +
n− 1

|~x| f
′(|~x|).

Òàêèì îáðàçîì, ìû çíàåì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå E(~x) = E(r) óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ

E ′′ + n− 1

r
E = 0.

Óìíîæèâ åãî íà r2, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ýéëåðà

r2E ′′ + (n− 1)rE ′ = 0,

äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå E(r) = rλ. Òîãäà

λ(λ− 1) · rλ−2 + (n− 1)λrλ−2 = 0,

Îòêóäà λ = 0, 2− n, ñëåäîâàòåëüíî

E =
C1

rn−2
+ C2, n ≥ 3, E = C1 ln r + C2, n = 2.

Ïîñêîëüêó ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, òî
C2 íàñ íå èíòåðåñóåò. Âû÷èñëèì C1. Ïðè n ≥ 3 èìååì

∂E
∂r

=
(2− n)C1

rn−1
=

1

σnrn−1
⇒ C1 = − 1

(n− 2)σn
, n ≥ 3.

Â ñëó÷àå n = 2:

∂E
∂r

=
C1

r
=

1

2πr
⇒ C1 =

1

2π
, n = 2.

Èòîãî,

E(~x) =


− 1

(n− 2)σn|~x|n−2
, n ≥ 3,

1

2π
ln |~x|, n = 2.

(6.16)

Äëÿ ñëó÷àÿ n = 3

E(~x) = − 1

4π|~x| . (6.17)

Äîïîëîíèòåëüíî ñêàæåì, ÷òî E ∈ C∞(Rn \ {0}) è E ∈ L1,loc(Rn). Ôàêò ëîêàëüíîé
èíòåãðèðóåìîñòè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ýòî ðåøåíèå
êàê ðåãóëÿðíóþ îáîáù¼ííóþ ôóíêöèþ.
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Ëåêöèÿ 7

Òðåòüÿ ôîðìóëà Ãðèíà

Òåîðåìà 7.1. (Òðåòüÿ ôîðìóëà Ãðèíà)
Ïóñòü u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), òîãäà

u(~x0) =

∫
Ω

∆u · E(~x− ~x0)d~x+

∫
∂Ω

(
u
∂E(~x− ~x0)

∂~ν
− E(~x− ~x0)

∂u

∂~ν

)
dS, (7.1)

ãäå E � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Ïåðåä òåì êàê äîêàçûâàòü òåîðåìó, ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç íå¼.

Ñëåäñòâèå 7.1. Ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Çàïèøåì äëÿ íå¼ òðåòüþ ôîð-
ìóëó Ãðèíà

u(~x0) =

∫
∂Ω

(
u
∂E(~x− ~x0)

∂~ν
− E(~x− ~x0)

∂u

∂~ν

)
dS.

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìî âñþäó êðîìå òî÷êè ~x =
~x0. Ïîñêîëüêó ~x0 ∈ Ω, à ~x ∈ ∂Ω, òî àðãóìåíò ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ íå îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé
â Ω.

Ñëåäñòâèå 7.2. Äëÿ ôóíêöèè ϕ ∈ C∞0 (Rn) � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ôè-
íèòíîé ôóíêöèè � âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå∫

Rn

E(~x)∆ϕd~x = ϕ(0). (7.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì òðåòüþ ôîðìóëó Ãðèíà äëÿ ôóíêöèè ϕ â íóëå:

ϕ(0) =

∫
Ω

∆ϕ · E(~x)d~x+

∫
∂Ω

(
ϕ
∂E(~x)

∂~ν
− E(~x)

∂ϕ

∂~ν

)
dS,

ãäå 0 ∈ Ω ⊂ Rn. Óâåëè÷èâàÿ îáëàñòü Ω, ìû â êàêîé-òî ìîìåíò äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òîáû
íîñèòåëü ôóíêöèè ϕ ïîëíîñòüþ íàõîäèëñÿ â ïðåäåëàõ Ω. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë
ïî ∂Ω ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ, ïîýòîìó

ϕ(0) =

∫
Rn

∆ϕ · E(~x)d~x.

Òåïåðü ââåä¼ì îïðåäåëåíèÿ òð¼õ ïîòåíöèàëîâ
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Îïðåäåëåíèå 7.1. Âûðàæåíèå âèäà

u(~x0) =

∫
Ω

E(~x− ~x0)ρ(~x)d~x (7.3)

íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì Íüþòîíà ñ ïëîòíîñòüþ ρ.

Îïðåäåëåíèå 7.2. Âûðàæåíèå âèäà

v(~x0) =

∫
S

E(~x− ~x0)σ(~x)dSx (7.4)

íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ σ íà S.

Îïðåäåëåíèå 7.3. Âûðàæåíèå âèäà

w(~x0) = −
∫
S

∂E(~x− ~x0)

∂~νx
µ(~x)dSx (7.5)

íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì äâîéíîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ µ íà S.

Çàìå÷àíèå 7.1. Òðåòüÿ ôîðìóëà Ãðèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå äëÿ ôóíê-
öèè u â âèäå ñóììû òð¼õ ïîòåíöèàëîâ

u(~x0) =

∫
Ω

ρ · E(~x− ~x0)d~x−
∫
∂Ω

(
µ
∂E(~x− ~x0)

∂~ν
− E(~x− ~x0)σ

)
dS,

ãäå

ρ = ∆u, σ = −∂u
∂~ν
, µ = −u.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òðåòüåé ôîðìóëû Ãðèíà (7.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáëàñòü

Ωε = Ω \Bx0
ε , Bx0

ε = {~x
∣∣ |~x− ~x0| < ε}, Sx0ε = {~x

∣∣ |~x− ~x0| = ε}.

Ïðè ýòî ∂Ωε = ∂Ω ∪ Sx0ε .
Çàïèøåì âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà (6.12) äëÿ îáëàñòè Ωε:∫

Ωε

(u∆v − v∆u)d~x =

∫
∂Ωε

(
u
∂v

∂~ν
− v∂u

∂~ν

)
dS =

=

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂~ν
− v∂u

∂~ν

)
dS −

∫
Sε

(
u
∂v

∂r
− v∂u

∂r

)
dS.

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè v âîçüì¼ì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

v(~x) = E(~x− ~x0).
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Òîãäà ∆v = 0 â îáëàñòè Ωε.
Òàê êàê ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïðèíàäëåæèò ê êëàññó

ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, òî∫
Ωε

E(~x− ~x0)∆ud~x −−→
ε→0

∫
Ω

E(~x− ~x0)∆ud~x.

Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ ñ ïîâåðõíîñòíûìè èíòåãðàëàìè. Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå
â èíòåãðàëå ïî ñôåðå:∫

S
x0
ε

u
∂E(~x− ~x0)

∂r
dS =

1

σnεn−1

∫
S
x0
ε

udS −−→
ε→0

u(~x0).

Âòîðîîå ñëàãàåìîå îöåíèì ïî ìîäóëþ:∣∣∣∣∣∣∣
∫
S
x0
ε

E(~x− ~x0)
∂u

∂r
dS

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

σn(n− 2)εn−2
·M · σnεn−1 =

Mε

n− 2
−−→
ε→0

0, n ≥ 3

≤ 1

2π
| ln ε| ·M · 2πε = Mε| ln ε| −−→

ε→0
0, n = 2.

Ñ ó÷¼òîì ñäåëàííûõ âûêëàäîê èìååì

u(~x0) =

∫
Ω

E(~x− ~x0)∆ud~x+

∫
∂Ω

(
u
∂E(~x− ~x0)

∂~ν
− E(~x− ~x0)

∂u

∂~ν

)
dS.

Òåîðåìû î ñðåäíåì

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè

Bx0
ρ = {~x

∣∣ |~x− ~x0| < ρ}, ∂Bx0
ρ = Sx0ρ = {~x

∣∣ |~x− ~x0| = ρ}.

Òåîðåìà 7.2. (Òåîðåìà î ñðåäíåì ïî ñôåðå)
Ïóñòü u ∈ C2(Ω) è ∆u = 0 â Ω è Bx0

ρ ⊂ Ω. Òîãäà

u(~x0) =
1

|Sx0ρ |

∫
S
x0
ρ

u(~x)dS =
1

σnρn−1

∫
S
x0
ρ

u(~x)dS. (7.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì òðåòüþ ôîðìóëó Ãðèíà ñ Ω = Bx0
ρ :

u(~x0) =

∫
B
x0
ρ

E(~x− ~x0)∆ud~x+

∫
S
x0
ρ

(
u
∂E(~x− ~x0)

∂~ν
− E(~x− ~x0)

∂u

∂~ν

)
dS.
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Òàê êàê ôóíêöèÿ u � ãàðìîíè÷åñêàÿ, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå áóäåò ðàâíî íóëþ. Êðîìå
òîãî, ó÷ò¼ì, ÷òî

E(~x− ~x0)
∣∣∣
~x∈Sx0ρ

= E(r)
∣∣∣
r=ρ

= E(ρ),
∂E(~x− ~x0)

∂~ν

∣∣∣
~x∈Sx0ρ

=
∂E(r)

∂r

∣∣∣
r=ρ

.

Òîãäà

u(~x0) =
∂E(r)

∂r

∣∣∣
r=ρ
·
∫
S
x0
ρ

udS − E(ρ)

∫
S
x0
ρ

∂u

∂~ν
dS.

Â ñèëó òåîðåìû 6.3 âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ. Âñïîìèíàÿ, ÷òî

∂E(r)

∂r

∣∣∣
r=ρ

=
1

σnρn−1
,

ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 7.3. (Òåîðåìà î ñðåäíåì ïî øàðó)
Ïóñòü u ∈ C2(Ω) è ∆u = 0 â Ω è Bx0

ρ ⊂ Ω. Òîãäà

u(~x0) =
1

|Bx0
ρ |

∫
B
x0
ρ

u(~x)d~x =
1

κnρn

∫
B
x0
ρ

u(~x)d~x, (7.7)

ãäå κn � îáú¼ì åäèíè÷íîãî n-ìåðíîãî øàðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë îò ôóíêöèè u ïî øàðó

∫
B
x0
ρ

u(~x)d~x =

ρ∫
0

dr

∫
S
x0
ρ

u(~x)dS =

ρ∫
0

u(~x0) · |Sx0ρ |dr = u( ~x0)

ρ∫
0

dr

∫
S
x0
ρ

1 dS = u( ~x0) · |Bx0
ρ |.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ñêàçàâ, ÷òî∫
S
x0
ρ

u(~x)dS = u(~x0) · |Sx0ρ |.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Òåîðåìà 7.4. (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà)
Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) è ∆u = 0 â Ω. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
~x ∈ Ω

inf
∂Ω
u ≤ u(~x) ≤ sup

∂Ω
u. (7.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â òî÷êå ìàêñèìóìà ~x0 íåêîòðîé ôóíêöèè u ïåðâûå ïðîèçâîäíûå
îáðàùàþòñÿ â íóëü, âòîðûå � íåïîëîæèòåëüíû:

uxk = 0, uxkxk ≤ 0, ∆u(~x0) ≤ 0.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ v(~x) = u(~x) + εx2
1, ãäå ε > 0. Ïîëàãàÿ äàëåå, ÷òî ôóíêöèÿ u �

ýòî ôóíêöèÿ èç óñëîâèÿ òåîðåìû, òî â ñèëó òîãî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé,
èìååì

∆v = ∆u+ 2ε = 2ε > 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðè äàííîé îáëàñòè ôóíêöèÿ v ñâîåãî ìàêñèìóìà íå äîñòèãàåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ~x ∈ Ω

v(~x) < sup
∂Ω

v.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ~x ∈ Ω ⊂ {x ∈ Rn
∣∣ |x1| < M} ìîæíî ñäåëàòü îöåíêó:

u(~x) ≤ u(~x) + εx2
1 = v(~x) < sup

∂Ω
v ≤ sup

∂Ω
u+ εM2.

Ôèêñèðóåì ~x ∈ Ω è óñòðåìëÿåì ε→ +0, òîãäà

u(~x) ≤ sup
∂Ω

u.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû u → −u àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äâîéíîãî
íåðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ òåîðåìû.

Òåîðåìà 7.5. (Ñòðîãèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà)
Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) è ∆u = 0 â Ω. Åñëè ñóùåñòâóåò
òî÷êà ~x0 ∈ Ω, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ~x ∈ Ω âåðíî u(~x0) ≥ u(~x), òî

u(~x) ≡ const = u(~x0). (7.9)

Òåîðåìà 7.6. (Ñòðîãèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà)
Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω), ∆u = 0 â Ω è u 6≡ const. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ~x ∈ Ω

inf
∂Ω
u < u(~x) < sup

∂Ω
u. (7.10)

Çàìå÷àíèå 7.2. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, êîãäà îáû÷íûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà åñòü, à
ñòðîãîãî � íåò. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé ut = uxx â êâàäðàòå Π = (−1; 1) × (−1; 1) 3 (t, x). Äëÿ ýòîãî óðàâíåíÿ
ïðèíöèï ìàêñèìóìà âûïîëíåí. À âîò ñòðîãîãî çäåñü íå áóäåò. Äîêàçàòåëüñòâîì
ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà òåïëîïðîâîäíîñòè

u(t, x) = Γ1(t, x− 2), Γ1(t, x) =


1√
πt
e−

x2

4t , t > 0,

0, t ≤ 0.

Ýòà ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà â Π è òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ ïðè t ≤ 0.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.5 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü ~x0 ∈ Ω � òî÷êà ìàêñèìóìà ãàðìîíè÷åñêîé â Ω ôóíêöèè u(~x).
Òîãäà â øàðå Bx0

ρ ⊂ Ω ôóíêöèÿ u ≡ u(~x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷-
êà ~x1 ∈ Bx0

ρ , òàêàÿ, ÷òî u(~x1) < u(~x0). Òîãäà u(~x) ≤ u( ~x0) − ε ïðè ~x ∈ Bx1
δ ⊂ Bx0

ρ .
Òîãäà∫

B
x0
ρ

ud~x =

∫
B
x0
ρ \B

x1
δ

ud~x+

∫
B
x1
δ

ud~x ≤ u(~x0) · (|Bx0
ρ | − |Bx1

δ |) + (u( ~x0)− ε) · |Bx1
δ | =

= u(~x0) · |Bx0
ρ | − ε|Bx1

δ | < u(~x0) · |Bx0
ρ |.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé 7.3.

Òåïåðü äîêàæåì ñòðîãèé ïðèíöèï ìàêñèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~̂x ∈ Ω ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ïîñòðîèì ïóòü γ ⊂ Ω èç òî÷êè

ìàêñèìóìà ~x0 òî÷êó ~̂x. Ïîêðîåì ýòîò ïóòü íàáîðîì øàðîâ γ ⊂
N⋃
k=0

Bxk
δ . Ïðè ýòîì

ïîòðåáóåì, ÷òîáû ~xk ∈ B
xk−1

δ è Bxk
δ ⊂ Ω. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ýòèì

òðåáîâàíèÿì, íàäî âûáðàòü ðàäèóñ øàðîâ δ < dist(γ, ∂Ω), à èõ öåíòðû ðàñïîëîæèòü
òàê, ÷òî ~xk ∈ γ è |~xk − ~xk−1| < δ. Òîãäà èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî u(~x) =
u(~x0) â øàðå Bx0

δ , íî â ýòîì øàðå íàõîäèòñÿ òî÷êà ~x1 � öåíòð øàðà B
x1
δ , à çíà÷èò è

â í¼ì u(~x) = u(~x0). Ýòîò øàð ñîäåðæèò òî÷êó ~x2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì øàðà

Bx2
δ . Ïðîõîäÿ òàêèì îáðàçîì âåñü ïóòü γ, ïîëó÷àåì, ÷òî u(~̂x) = u(~x0).
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Ëåêöèÿ 8

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

Çàäà÷à Äèðèõëå

Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
Ω ⊂ Rn èìååò âèä ∆u = f(~x), ~x ∈ Ω, u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω),

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= ϕ(~x), f ∈ C(Ω), ϕ ∈ C(∂Ω).
(8.1)

Òåîðåìà 8.1. (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè)
Ðåøåíèå çàäà÷è (8.1) åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1 è u2 � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (8.1). Ðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòü
u = u1 − u2, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé çàäà÷å∆u = 0, ~x ∈ Ω,

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0.

Ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè Ω è ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ
íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè. Òîãäà èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (òåîðåìà 7.4) ñëåäóåò,÷òî
0 ≤ u ≤ 0 â Ω, èëè u ≡ 0. Îòêóäà u1 ≡ u2.

Òåîðåìà 8.2. (Ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ)
Ïóñòü ôóíêöèè u è v óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì{

∆u = ∆v = 0, ~x ∈ Ω,

u ≤ v, ~x ∈ ∂Ω.

Òîãäà u ≤ v äëÿ ëþáîãî ~x ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ôóíêöèé u è v. Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â Ω, à íà ãðàíèöå íå ïðåâîñõîäèò íóëÿ:∆(u− v) = 0, ~x ∈ Ω,

(u− v)
∣∣∣
~x∈∂Ω

≤ 0.

Èç òåîðåìû 7.4 ñëåäóåò, ÷òî u− v ≤ 0 â Ω.

Òåîðåìà 8.3. (Óñèëåííûé ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ)
Ïóñòü ôóíêöèè u è v óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì{

∆u = ∆v = 0, ~x ∈ Ω,

u ≤ v, u 6≡ v, ~x ∈ ∂Ω,

Òîãäà u < v äëÿ ëþáîãî ~x ∈ Ω.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ôóíêöèé u è v. Îíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàð-
ìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â Ω, à íà ãðàíèöå íå ïðåâîñõîäèò íóëÿ:∆(u− v) = 0, ~x ∈ Ω,

(u− v)
∣∣∣
~x∈∂Ω

≤ 0.

Íî ïðè ýòîì òàêæå u− v 6≡ 0 íà ∂Ω. Èç òåîðåìû 7.5 ñëåäóåò, ÷òî u− v < 0 â Ω.

Òåîðåìà 8.4. (Ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ. Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà)
Ïóñòü ôóíêöèè u è v óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì{

∆u = ∆v = 0, ~x ∈ Ω,

u ≤ |v|, ~x ∈ ∂Ω.

Òîãäà u ≤ |v| äëÿ ëþáîãî ~x ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå u ≤ |v| ýêâèâàëåíòíî −v ≤ u ≤ v. Ïðîâîäÿ òå æå
ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.2, ïîëó÷àåì èñêîìóþ îöåíêó
u ≤ |v| â îáëàñòè Ω.

Òåîðåìà 8.5. (Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà)
Ïóñòü ôóíêöèè u1, u2 ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) � ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà, îòâå÷àþùèå ðàçíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ϕ1, ϕ2 ∈ C(∂Ω):∆u1 = 0, ~x ∈ Ω,

u1

∣∣∣
~x∈∂Ω

= ϕ1(~x).

∆u2 = 0, ~x ∈ Ω,

u2

∣∣∣
~x∈∂Ω

= ϕ2(~x).
(8.2)

Òîãäà
||u1 − u2||C(Ω) ≤ ||ϕ1 − ϕ2||C(∂Ω). (8.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = u1 − u2 è ϕ = ϕ1 − ϕ2, òîãäà u � ðåøåíèå çàäà÷è∆u = 0, ~x ∈ Ω,

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= ϕ(~x).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.4, äëÿ ëþáîãî ~x ∈ Ω

inf
∂Ω
u ≤ u(~x) ≤ sup

∂Ω
u.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ~x ∈ Ω

inf
∂Ω
ϕ ≤ u(~x) ≤ sup

∂Ω
ϕ.

Òîãäà ìîæåì íàïèñàòü, ÷òî

|u| ≤ sup
∂Ω
|ϕ| = ||ϕ||C(∂Ω).

È, íàêîíåö,
||u||C(Ω) = sup

∂Ω
u ≤ ||ϕ||C(∂Ω),

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà 8.6. (Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà)
Ïóñòü ôóíêöèè u1, u2 ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) � ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà, îòâå÷àþùèå ðàçíûì ïðàâûì ÷àñòÿì f1, f2 ∈ C(Ω):∆u1 = f1(~x), ~x ∈ Ω,

u1

∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0.

∆u2 = f2(~x), ~x ∈ Ω,

u2

∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0.
(8.4)

Òîãäà
||u1 − u2||C(Ω) ≤ C · ||f1 − f2||C(Ω). (8.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = u1 − u2 è f = f1 − f2, òîãäà u ðåøåíèå ñëåäóþùåé
çàäà÷è: ∆u = f(~x), ~x ∈ Ω,

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0.

Ïóñòü ρ = sup
Ω

|~x| è ||f ||C(Ω) = sup
Ω

|f(~x)| < M . Ââåä¼ì ôóíêöèþ

v(~x) = u(~x)− M

2n
· |~x|2, ⇒ ∆v = ∆u−M = f(~x)−M < 0.

Òàê êàê ∆v < 0, òî ìèíèìóì ýòîé ôóíêöèè íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ âíóòðè îáëàñòè
Ω, ïîñêîëüêó òàì îí äîëæåí áûòü íåîòðèöàòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, v(~x) ≥ inf

∂Ω
v äëÿ

ëþáîãî ~x ∈ Ω. Âûïîëíèì îöåíêó:

u(~x) ≥ u(~x)− M

2n
· |~x|2 ≥ inf

∂Ω

(
u(~x)− M

2n
· |~x|2

)
= −Mρ2

2n
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââåä¼ì ôóíêöèþ

w(~x) = u(~x) +
M

2n
· |~x|2, ⇒ ∆w = ∆u+M = f(~x) +M > 0.

Ïîñêîëüêó ∆w > 0, òî w ≤ sup
∂Ω

w äëÿ ëþáîãî ~x ∈ Ω. Òîãäà

u(~x) ≤ u(~x) +
M

2n
· |~x|2 ≤ sup

∂Ω

(
u(~x) +

M

2n
· |~x|2

)
=
Mρ2

2n
.

Èòîãî, äëÿ ëþáîãî ~x ∈ Ω èìååì äâîéíîå íåðàâåíñòâî:

− Mρ2

2n
≤ u(~x) ≤ Mρ2

2n
.

Ïî íåïðåðûâíîñòè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ è â ñëó÷àå M = ||f ||C(Ω), îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî

||u||C(Ω) ≤ C · ||f ||C(Ω), C =
ρ2

2n
.
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Íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì îáùóþ òåîðåìó î íåïðåðûâíîñòè.

Òåîðåìà 8.7. (Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü)
Ïóñòü ôóíêöèè u1, u2 ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) � ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà, îòâå÷àþùèå ðàçíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ϕ1, ϕ2 ∈ C(∂Ω) è ðàçíûì ïðà-
âûì ÷àñòÿì f1, f2 ∈ C(Ω) :∆u1 = f1(~x), ~x ∈ Ω,

u1

∣∣∣
~x∈∂Ω

= ϕ1(~x).

∆u2 = f2(~x), ~x ∈ Ω,

u2

∣∣∣
~x∈∂Ω

= ϕ2(~x).

Òîãäà
||u1 − u2||C(Ω) ≤ ||ϕ1 − ϕ2||C(∂Ω) + C · ||f1 − f2||C(Ω). (8.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u = u1−u2, f = f1− f2, ϕ = ϕ1−ϕ2. Òîãäà u åñòü ðåøåíèå
çàäà÷è ∆u = f(~x), ~x ∈ Ω,

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= ϕ(~x).

Ðàçîáú¼ì å¼ íà äâå çàäà÷è:∆u = f(~x), ~x ∈ Ω,

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0.

∆u = 0, ~x ∈ Ω,

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= ϕ(~x).

Èìåÿ îöåíêè äëÿ îáåèõ çàäà÷, çàêëþ÷àåì, ÷òî{
||u||C(Ω) ≤ ||ϕ||C(∂Ω)

||u||C(Ω) ≤ C · ||f ||C(Ω)

⇒ ||u||C(Ω) ≤ ||ϕ||C(∂Ω) + C · ||f ||C(Ω).

Çàäà÷à Íåéìàíà

Çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn èìååò
âèä ∆u = f(~x), ~x ∈ Ω, u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω),

∂u

∂~ν

∣∣∣
~x∈∂Ω

= ψ(~x), f ∈ C(Ω), ψ ∈ C(∂Ω).
(8.7)

Ëåììà 8.1. (Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé/Ëåììà Õîïôà-Îëåéíèê)
Ïóñòü ôóíêöèÿ u 6≡ const è ∆u = 0 â Ω. Ïóñòü òàêæå ìàêñèìóì ýòîé ôóíêöèè
max

Ω
u = u(~x0) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå ~x0 ∈ ∂Ω. Òîãäà

∂u

∂~ν

∣∣∣
~x=~x0

= lim
s→+0

u(~x0)− u(~x0 − s · ~ν)

s
> 0. (8.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû áóäåò ïðèâåäåíî ïîçäíåå.

Òåîðåìà 8.8. (Òåîðåìà �åäèíñòâåííîñòè� ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà)
Ðåøåíèå çàäà÷è (8.7) åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, u2 � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà (8.7). Ââåä¼ì ôóíê-
öèþ u = u1 − u2, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å

∆u = 0, ~x ∈ Ω,

∂u

∂~ν

∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0.

Ôóíêöèÿ u � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω. Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.4, îíà äîñòèãàåò ñâîåãî
ìàêñèìóìà íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω. Ïðåäîïîëàãàÿ, ÷òî u 6≡ const, ïðèõîäèì ê ïðîòè-
âîðå÷èþ ìåæäó ëåììîé 8.1 è òåì ôàêòîì, ÷òî íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u
íà ãðàíèöå � òîæäåñòâåííûé íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, u1 − u2 ≡ const.

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ïðîèçâîë ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà, âñòà¼ò âîïðîñ îá å¼
ðàçðåøèìîñòè.

Òåîðåìà 8.9. (Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà)
Çàäà÷à Íåéìàíà ðàçðåøèìà, åñëè∫

Ω

f(~x)d~x =

∫
∂Ω

ψ(~x)dS. (8.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâîé ôîðìóëîé
Ãðèíà (6.10) ñ v ≡ 1 è u � ðåøåíèåì çàäà÷è (8.7):∫

Ω

v∆ud~x = −
∫
Ω

(∇u,∇v)d~x+

∫
∂Ω

v
∂u

∂~ν
dS.

∫
Ω

∆ud~x = 0 +

∫
∂Ω

∂u

∂~ν
dS ⇒

∫
Ω

f(~x)d~x =

∫
∂Ω

ψ(~x)dS.

Òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

Òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn

èìååò âèä 
∆u = f(~x), ~x ∈ Ω, u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω),(
∂u

∂~ν
+ k(~x)u

)∣∣∣
~x∈∂Ω

= ϕ(~x), f ∈ C(Ω), ϕ ∈ C(∂Ω).
(8.10)

Òåîðåìà 8.10. (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè)
Ïóñòü k(~x) ≥ 0 è k(~x) 6≡ 0. Òîãäà ðåøåíèå òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è (8.10) åäèíñòâåí-
íî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, u2 � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (8.10). Ðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòü
u = u1 − u2, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å

∆u = 0, ~x ∈ Ω,(
∂u

∂~ν
+ k(~x)u

)∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u 6≡ const, òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà ~x0 ∈ ∂Ω, ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé
ìàêñèìóìà. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò ìàêñèìóì � ïîëîæèòåëüíûé.
Òîãäà èç ëåììû 8.1, óñëîâèÿ òåîðåìû è ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîëîæèòåëü-
íîñòè ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå ~x0 ∈ ∂Ω îêàçûâàåòñÿ(

∂u

∂~ν
+ k(~x)u

)∣∣∣
~x=~x0

> 0.

Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì äëÿ ôóíêöèè u íà ãðàíèöå. Ðàññóæäàÿ àíàëî-
ãè÷íî äëÿ minu, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè u íå ìîæåò áûòü îòðèöà-
òåëüíûì. Èç ýòîãî äåëàåì âûâîä, ÷òî 0 ≤ minu ≤ u ≤ maxu ≤ 0 â Ω. Ñëåäîâàòåëü-
íî, u ≡ 0, è u1 ≡ u2.

Çàìå÷àíèå 8.1. Åñëè íà îäíîé ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè çàäàíî óñëîâèå Äèðèõëå, à
íà äðóãîé � óñëîâèå Íåéìàíà, òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå òàêæå åäèíñòâåííî. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè ðàññìîòðåòü ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé, òî ýòî áóäåò ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ, ìàêñèìóì êîòîðîé ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî íà òîé ÷àñòè ãðàíèöû, ãäå
âûïîëíåíî óñëîâèå Äèðèõëå (â ñèëó ëåììû 8.1). Ýòîò ìàêñèìóì ðàâåí íóëþ.

Çàìå÷àíèå 8.2. Òðåáîâàíèå ôèçè÷åñêè ïðàâèëüíîãî óñëîâèÿ k(~x) ≥ 0 íåîáõîäèìî
äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Òåïåðü äîêàæåì ëåììó î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé.

Çàìå÷àíèå 8.3. Ëåììà ôîðìóëèðóåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðåäåë ñóùåñòâóåò,
è ÷òî ñóùåñòâóåò øàð Bx′

ρ ⊂ Ω, òàêîé, ÷òî ∂Bx′
ρ ∩ ∂Ω = {~x0}.

Çàìå÷àíèå 8.4. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ ~l, ñî-
ñòàâëÿþùåãî îñòðûé óãîë ñ âåêòîðîì âíåøíåé íîðìàëè ~ν.

Â ñâÿçè ñ çàìå÷àíèåì 8.3 âñòà¼ò âîïðîñ î ãëàäêîñòè ãðàíèöû. Â ôîðìóëå Îñòðî-
ãðàäñêîãî - Ãàóññà íàì íóæíà áûëà êóñî÷íàÿ ãëàäêîñòü: ãðàíèöó ìîæíî ðàçáèòü
íà ó÷àñòêè, êàæäûé èç êîòîðûõ îêàçûâàëñÿ ãëàäêèì. Ïîä ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ =
{~x
∣∣Φ(~x) = 0} ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ, ÷òî Φ ∈ C1 è ∇Φ 6= 0 íà Γ. Íî ýòîãî íåäîñòà-

òî÷íî äëÿ ëåììû. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü ãðàíèöû, ñîäåðæàùèå óãëû.
Âî-âòîðûõ, ãëàäêîñòü ãðàíèöû äîëæíà áûòü êëàññà C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ëåììà î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé/Ëåììà Õîïôà-Îëåéíèê)
Ïóñòü òî÷êà u(~x0) = maxu, ãäå ~x0 ∈ ∂Ω. Ìû âñåãäà ìîæåì ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ
u→ u−maxu, ïîýòîìó óäîáíî ïîëîæèòü u(~x0) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ~x ∈ Ω âåðíî
u(~x) < 0. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 8.3, ~x0 ∈ ∂Bx′

ρ = Sx
′
ρ . Ââåä¼ì îáëàñòü

K = Bx′

ρ \Bx′

ρ/2 = {~x
∣∣ ρ/2 < |~x− ~x′| < ρ} ⊂ Ω,
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è â ýòîé îáëàñòè ðàññìîòðèì ôóíêöèþ u è ôóíêöèþ w(~x) = −|~x − ~x′|2−n + ρ2−n.
Äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 ïîñëåäíÿÿ çàäà¼òñÿ êàê w(~x) = ln |~x− ~x′| − ln ρ.
Äëÿ ~x ∈ K èìååì ∆u = ∆w = 0. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ýòèõ ôóíêöèé íà ãðàíèöå.

|~x− ~x′| = ρ ⇒ u(~x) ≤ 0 = εw(~x).

|~x− ~x′| = ρ/2 ⇒ u(~x) ≤ εw(~x), ε > 0.

Ðàññìîòðèì âòîðóþ îöåíêó ïîäðîáíåå:

sup
|~x−~x′|=ρ/2

u = −s < 0,

w
∣∣∣
|~x−~x′|=ρ/2

= −C < 0,

− C = −(ρ/2)2−n + ρ2−n = (1− 2n−2)ρ2−n < 0, n ≥ 3

− C = ln(ρ/2)− ln ρ = − ln 2 < 0, n = 2

Òîãäà íà âíóòðåííåé ãðàíèöå K íàäî âûáðàòü ε = s/C. Òàêèì îáðàçîì, u ≤ εw
ïðè ~x ∈ ∂K. Ñëåäîâàòåëüíî, u < εw ïðè ~x ∈ K. Ïðè ýòîì u(~x0) = εw(~x0) = 0.
Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â òî÷êå ~x0 − s · ~ν:

u(~x0 − s · ~ν) < εw(~x0 − s · ~ν), s > 0.

Òåïåðü óìíîæèì ýòî íåðàâåíñòâî íà (−1), äîáàâèì â ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü íóëü â
âèäå u(~x0) è εw(~x0) è ïîäåëèì íà s:

u(~x0)− u(~x0 − s · ~ν)

s
> ε · w(~x0)− w(~x0 − s · ~ν)

s
.

Óñòðåìèì s→ +0, òîãäà

∂u

∂~ν

∣∣∣
~x=~x0

≥ ε · ∂w
∂~ν

∣∣∣
~x=~x0

> 0.

×òîáû äîêàçàòü ïîñëåäíþþ îöåíêó, íàäî ïîñ÷èòàòü ïðîèçâîäíóþ:

∂w

∂~ν

∣∣∣
~x=~x0

=
d

dr
(−r2−n)

∣∣∣
rρ

= (n− 2)ρ1−n > 0, n ≥ 3

∂w

∂~ν

∣∣∣
~x=~x0

=
d

dr
ln r
∣∣∣
rρ

= ρ−1 > 0, n = 2
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Ëåêöèÿ 9

Ôóíêöèÿ Ãðèíà

Îïðåäåëåíèå 9.1. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è

Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëàñòè Ω ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
G(~x, ~y), òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ~y ∈ Ω âåðíî∆xG(~x, ~y) = δ(~x− ~y), ~x ∈ Ω,

G(~x, ~y)
∣∣∣
~x∈∂Ω

= 0.
(9.1)

Çàìå÷àíèå 9.1. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýëåêòðîñòàòèêè, ôóíêöèÿ Ãðèíà � ýòî ïîòåíöèàë
îäèíî÷íîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, çàçåìë¼ííûé íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Ó íàñ áûëî ââåäåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå E(~x), òàêîå, ÷òî ∆E(~x) = δ(~x).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ~y âåðíî ∆xE(~x− ~y) = δ(~x− ~y). Íàïîìíèì, ÷òî

E(~x) =


− 1

(n− 2)σn|~x|n−2
, n ≥ 3,

1

2π
ln |~x|, n = 2.

(9.2)

Ââåä¼ì ðàâíîñèëüíîå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå íå ñîäåðæèò äåëüòà-ôóíêöèþ.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è

Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îáëàñòè Ω ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
G(~x, ~y) = E(~x− ~y) + g(~x, ~y), ãäå äëÿ ëþáîãî ~y ∈ Ω âåðíî∆xg(~x, ~y) = 0, ~x ∈ Ω,

g(~x, ~y)
∣∣∣
~x∈∂Ω

= −E(~x− ~y).
(9.3)

Ðàññìîòðèì âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà∫
Ω

(u∆v − v∆u)d~x =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂~ν
− v∂u

∂~ν

)
dS (9.4)

è ïîëîæèì v = g(~x, ~x0). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆xg = 0, ïîëó÷èì

0 =

∫
Ω

g(~x, ~x0)∆u d~x+

∫
∂Ω

(
u
∂g(~x, ~x0)

∂~νx
− g(~x, ~x0)

∂u

∂~νx

)
dSx.

Ïîìèìî ýòîãî, ó íàñ áûëà òðåòüÿ ôîðìóëà Ãðèíà

u(~x0) =

∫
Ω

∆u · E(~x− ~x0)d~x+

∫
∂Ω

(
u
∂E(~x− ~x0)

∂~νx
− E(~x− ~x0)

∂u

∂~νx

)
dSx. (9.5)
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Ñëîæèì ïîñëåäíèå äâå ôîðìóëû, òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

u(~x0) =

∫
Ω

∆u ·G(~x, ~x0)d~x+

∫
∂Ω

(
u
∂G(~x, ~x0)

∂~νx
−G(~x, ~x0)

∂u

∂~νx

)
dSx.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà îáíóëÿåòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè, èìååì

u(~x0) =

∫
Ω

∆u ·G(~x, ~x0)d~x+

∫
∂Ω

u
∂G(~x, ~x0)

∂~νx
dSx. (9.6)

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ðåøåíèþ çàäà÷è Äèðèõëå∆u = f(~x), ~x ∈ Ω, u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω),

u
∣∣∣
~x∈∂Ω

= ϕ(~x), f ∈ C(Ω), ϕ ∈ C(∂Ω).
(9.7)

Å¼ ðåøåíèå áóäåò çàäàâàòüñÿ âûðàæåíèåì

u(~x0) =

∫
Ω

f(~x) ·G(~x, ~x0) d~x+

∫
∂Ω

ϕ(~x) · ∂G(~x, ~x0)

∂~νx
dSx. (9.8)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó, êîòîðóþ ïî÷òè äîêàçàëè.

Òåîðåìà 9.1. Åñëè ðåøåíèå u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) ñóùåñòâóåò, òî îíî çàäà¼òñÿ ôîð-
ìóëîé

u(~x) =

∫
Ω

G(~x, ~y)f(~y) d~y +

∫
∂Ω

∂G(~x, ~y)

∂~νy
ϕ(~y)dSy. (9.9)

Çàìå÷àíèå 9.2. Çàìåòèì, ÷òî êëàññ ðåøåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, êîòîðûé òðåáó-
åòñÿ â óñëîâèè çàäà÷è Äèðèõëå. Äåëî â òîì, ÷òî ïðè âûâîäå âûðàæåíèÿ (9.8) ìû
èñïîëüçîâàëè ôîðìóëû Ãðèíà, äëÿ êîòîðûõ u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω).

Äîêàæåì ñèììåòðèþ ôóíêöèè Ãðèíà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè àðãóìåíòîâ.

Òåîðåìà 9.2. Äëÿ ëþáûõ ~x, ~y ∈ Ω âåðíî

G(~x, ~y) = G(~y, ~x). (9.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â îáëàñòè Ωε = Ω \ (By1
ε ∪ By2

ε ) ñ ãðàíèöåé ∂Ωε =
∂Ω ∪ Sy1ε ∪ Sy2ε âòîðóþ ôîðìóëó Ãðèíà ñ u = G(~x, ~y1) è v = G(~x, ~y2). Ó÷èòûâàÿ,
÷òî òî÷êè ~x = ~y1 è ~x = ~y2 íå ïîïàäàþò â îáëàñòü Ωε (à çíà÷èò â ýòîé îáëàñòè îáå
ôóíêöèè Ãðèíà ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè) ïîëó÷àåì∫

∂Ωε

(
G(~x, ~y1)

∂G(~x, ~y2)

∂~ν
−G(~x, ~y2)

∂G(~x, ~y1)

∂~ν

)
dS = 0.
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Îòìåòèì, ÷òî è èíòåãðàë ïî ∂Ω áóäåò ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó îáå ôóíêöèè Ãðèíà
íà íåé îáíóëÿþòñÿ. Îñòàëèñü èíòåãðàëû ïî ñôåðàì Sy1ε è Sy2ε :

0 =

∫
S
y1
ε

(
G(~x, ~y1)

∂G(~x, ~y2)

∂r
− G(~x, ~y2)

∂G(~x, ~y1)

∂r

)
dS+

+

∫
S
y2
ε

(
G(~x, ~y1)

∂G(~x, ~y2)

∂r
−G(~x, ~y2)

∂G(~x, ~y1)

∂r

)
dS.

Ïîêàæåì, ÷òî∫
S
y1
ε

(
G(~x, ~y1)

∂G(~x, ~y2)

∂r
−G(~x, ~y2)

∂G(~x, ~y1)

∂r

)
dS −−→

ε→0
−G(~y1, ~y2).

Ïîäñòàâèì G(~x, ~y1) = E(~x− ~y1) + g(~x, ~y1):∫
S
y1
ε

(
(E(~x− ~y1) + g(~x, ~y1))

∂G(~x, ~y2)

∂r
−G(~x, ~y2)

∂(E(~x− ~y1) + g(~x, ~y1))

∂r

)
dS

Îòìåòèì, ÷òî ñëàãàåìûå, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, îãðà-
íè÷åíû íà ñôåðå, ïîýòîìó ïðè ñòðåìëåíèè å¼ ðàäèóñà ê íóëþ èíòåãðàëû îò ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Êðîìå òîãî,∫

S
y1
ε

G(~x, ~y2)
∂E(~x− ~y1)

∂r
dS =

1

σnεn−1

∫
S
y1
ε

G(~x, ~y2)dS −−→
ε→0

G(~y1, ~y2)

∣∣∣∣∣∣∣
∫
S
y1
ε

E(~x− ~y1)
∂G(~x, ~y2)

∂r
dS

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

σn(n− 2) ·M · σnεn−1
=

Mε

n− 2
−−→
ε→0

0, n ≥ 3

≤ 1

2π
| ln ε| ·M · 2πε = Mε| ln ε| −−→

ε→0
0, n = 2

Îòêóäà âèäèì, ÷òî èç èíòåãðàëà ïî ñôåðå Sy1ε ïðè ε → 0 ïîëó÷àåòñÿ −G(~y1, ~y2).
Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî èíòåãðàë ïî âòîðîé ñôåðå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì G(~y2, ~y1). Òàê
êàê èõ ñóììà áûëà ðàâíà íóëþ, òî â ïðåäåëå ε → 0 îíà îñòà¼òñÿ ðàâíîé íóëþ.
Îòêóäà

G(~y1, ~y2) = G(~y2, ~y1).

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò òàêæå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà øàðà

Òåîðåìà 9.3. Ôóíêöèÿ Ãðèíà øàðà B0
R = {~x

∣∣ |~x| < R} ⊂ Rn çàäà¼òñÿ êàê

G(~x, ~y) = E(~x− ~y)− E
( |~y|
R

(~x− ~y∗)

)
, ~y∗ =

R2

|~y|2~y. (9.11)
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Çàìå÷àíèå 9.3. Ïðåîáðàçîâàíèå ~y → ~y∗ � èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî ñôåðû, òàêàÿ,
÷òî |~y| · |~y∗| = R2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî äîáàâêà ê ôóíäàìåíòàëüíîìó ðåøåíèþ ÿâ-
ëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â øàðå è ÷òî íà ãðàíèöå ýòîãî øàðà çíà÷åíèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ è äîáàâêè ê íåìó ñîâïàäàþò.
Äåéñòâèòåëüíî, çàâèñèìîñòü äîáàâêè îò ïåðåìåííîé ~x îòëè÷àåòñÿ îò çàâèñèìîñòè

E(~x−~y) òîëüêî ñêàëÿðíûì ìíîæèòåëåì. Ïîñêîëüêó ~y∗ 6∈ B0
R, òî äëÿ ëþáîãî ~x ∈ B0

R

~x 6= ~y∗. À çíà÷èò âî âñ¼ì øàðå äîáàâêà ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî G(~x, ~y)
∣∣∣
|~x|=R

= 0, íàäî âñïîìíèòü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðå-

øåíèå çàâèñèò îò ìîäóëÿ ñâîåãî àðãóìåíòà, è óâèäåòü, ÷òî |~x− ~y| = |~y|
R
|~x− ~y∗| ïðè

|~x| = R. Äëÿ èëëþñòðàöèè îáðàòèìñÿ ê Ðèñ. 9.1, (à). Òðåóãîëüíèêè 0xy è 0y∗x ïî-
äîáíû ïî îäíîé ïàðå ðàâíûõ óãëîâ ñ âåðøèíîé â 0 è äâóì ïàðàì ïðîïîðöèîíàëüíûõ
ñòîðîí, ïðèìûêàþùèõ ê íåìó: R/|y∗| = |y|/R. À ñëåäîâàòåëüíî ïðîïîðöèîíàëüíà è
òðåòüÿ ïàðà ñòîðîí |x− y|/|x− y∗| = |y|/R.

0 y y∗

x

R

à)

0 x x∗

y

R

á)

Ðèñ. 9.1. Èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî ñôåðû.

Çàìå÷àíèå 9.4. Äëÿ ~y = 0 íàäî ïîäîáðàòü äîáàâêó òàê, ÷òîáû íà ãðàíèöå øàðà
ôóíêöèÿ Ãðèíà áûëà ðàâíà íóëþ. Ïîñêîëüêó ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàâèñèò îò
ìîäóëÿ,òî

G(~x, 0) = E(~x)− const = E(|~x|)− E(R). (9.12)

Ðàññìîòðèì

lim
y→0

∣∣∣∣ |~y|R (~x− ~y∗)

∣∣∣∣ = lim
y∗→∞

|~x− ~y∗|
|~y∗| ·

|~y| · |~y∗|
R

=
|~y| · |~y∗|
R

= R.

Òî åñòü äîáàâêà èç òåîðåìû 9.3 ïðè ~y = 0 âåä¼ò ñåáÿ íóæíûì îáðàçîì.

Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â øàðå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:∆u = 0, |~x| < R,

u
∣∣∣
|~x|=R

= ϕ(~x) ∈ C(S).
(9.13)

60

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


 ГОРИЦКИЙ АНДРЕЙ ЮРЬЕВИЧ
УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ. ЧАСТЬ 2

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Å¼ ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

u(~x) =

∫
|~y|=R

∂G(~x, ~y)

∂~νy
ϕ(~y)dSy. (9.14)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè âîñïîëüçóåìñÿ ñèììåòðè÷íîñòüþ ôóíê-
öèè Ãðèíà:

G(~x, ~y) = E(~x− ~y)− E
( |~y|
R

(~x− ~y∗)

)
= E(~y − ~x)− E

( |~x|
R

(~y − ~x∗)

)
è âûðàæåíèåì äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ

E(~x) = E(r), E ′(r) =
1

σnrn−1
.

Ñîñ÷èòàåì ãðàäèåíò ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ:

∇E(~x) = ∇E(|~x|) =
1

σn|~x|n−1
· ∇|~x| = 1

σn|~x|n−1
· ~x|~x| .

Òîãäà

∂E(~y − ~x)

∂~νy
= (∇yE(~x− ~y), ~νy) =

1

σn|~y − ~x|n−1
·
(
~y − ~x
|~y − ~x| , ~νy

)
=

cos(~y − ~x, ~νy)
σn|~y − ~x|n−1

,

∂E
(
|~x|
R

(~y − ~x∗)
)

∂~νy
=

1

σn

(
|~x|
R
|~y − ~x∗|

)n−1 ·
|~x|
R
·
(
~y − ~x∗

|~y − ~x∗| , ~νy
)

=

=

(
R

|~x||~y − ~x∗|

)n−1 |~x|
σnR

· cos(~y − ~x∗, ~νy) =
|~x|
R

cos(~y − ~x∗, ~νy)

σn|~y − ~x|n−1
.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïîäîáèåì òðåóãîëüíèêîâ 0yx è 0x∗y (ñì.
Ðèñ 9.1, (á)). Òåïåðü ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè
Ãðèíà

∂G(~x, ~y)

∂~νy
=

1

σn|~y − ~x|n−1
·
(

cos(~y − ~x, ~νy)−
|~x|
R

cos(~y − ~x∗, ~νy)

)
=

=
R|~x− ~y| cos(~x− ~y,−~y)− |~x||~x− ~y| cos( ~x∗ − ~y,−~y)

σnR|~y − ~x|n
.

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ~νy = ~y/|~y|, ïîäîáèåì òðåóãîëü-
íèêîâ 0yx è 0x∗y (ñì. Ðèñ 9.1, (á)) è ðàâåíñòâîì âåðòèêàëüíûõ óãëîâ ∠(~y − ~x, ~y) =
∠(~x−~y,−~y) è ∠(~y− ~x∗, ~y) = ∠( ~x∗−~y,−~y). Â òðåóãîëüíèêå 0yx âîñïîëüçóåìñÿ äâàæäû
òåîðåìîé êîñèíóñîâ:

|~x|2 = |~x− ~y|2 +R2 − 2R|~x− ~y| cos(~x− ~y,−~y),

R2 = |~x− ~y|2 + |~x|2 − 2|~x||~x− ~y| cos( ~x∗ − ~y,−~y).

Âû÷èòàÿ îäíî èç äðóãîãî, ïîëó÷èì, ÷òî

∂G(~x, ~y)

∂~νy
=
R|~x− ~y| cos(~x− ~y,−~y)− |~x||~x− ~y| cos( ~x∗ − ~y,−~y)

σnR|~y − ~x|n
=

R2 − |~x|2
σnR|~y − ~x|n

.
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Òåîðåìà 9.4. Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â øàðå çàäà¼òñÿ
ôîðìóëîé Ïóàññîíà

u(~x) =
R2 − |~x|2
σnR

∫
|~y|=R

ϕ(~y)

|~y − ~x|ndSy. (9.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

u(~x) =

∫
|~y|=R

P (~x, ~y)ϕ(~y)dSy,

ãäå

P (~x, ~y) =
R2 − |~x|2
σnR|~y − ~x|n

(9.16)

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ïóàññîíà. Îòìåòèì, ÷òî P ∈ C∞, òàê êàê âåêòîð ~y ïðîáåãàåò
çíà÷åíèÿ ïî ãðàíèöå øàðà, à ~x � ïî åãî âíóòðåííîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî ÿäðî ìîæíî
äèôôåðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, è íàøå ðåøåíèå u ∈ C∞(BR).
Ðàçîáü¼ì ÿäðî íà ìíîæèòåëè è ïðîäèôôåðåíöèðóåì.

σnR · P (~x, ~y) = (R2 − |~x|2) · |~y − ~x|−n = f · g.

Äëÿ ôóíêöèè f èìååì

f = R2 − |~x|2, ∇f = −2~x, ∆f = −2n.

Äëÿ ôóíêöèè g:

∇|~x|−n =
−n
|~x|n+1

· ~x|~x| , ∆|~x|−n = (|~x|−n)′′ +
n− 1

|~x| (|~x|−n)′ =
2n

|~x|n+2
.

g = |~x− ~y|−n, ∇g =
−n

|~x− ~y|n+1
· ~x− ~y|~x− ~y| , ∆g =

2n

|~x− ~y|n+2
.

Ïîäñòàâèì ýòî â ôîðìóëó Ëåéáíèöà:

∆(fg) = ∆f · g + 2(∇f,∇g) + f ·∆g =

=
−2n

|~x− ~y|n +
4n

|~x− ~y|n+2
· (~x, ~x− ~y) +

2n(R2 − |~x|2)

|~x− ~y|n+2
=

=
2n

|~x− ~y|n+2

(
−|~x− ~y|2 + 2(~x, ~x− ~y) +R2 − |~x|2

)
=

=
2n

|~x− ~y|n+2

(
−|~x|2 −R2 + 2(~x, ~y) + 2|~x|2 − 2(~x, ~y) +R2 − |~x|2

)
= 0.

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå èñïîëüçîâàëè òî, ÷òî |~y| = R. Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî Ïóàññîíà
ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé ïî ïåðåìåííîé ~x.
Ïðîâåðèì, ÷òî u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íà ãðàíèöå. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ~x →

~x0 ∈ S = {|~y| = R}, òî u(~x) → ϕ(~x0). Ìû ìîæåì ïîëîæèòü ϕ ≡ 1, òîãäà äëÿ
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íå¼ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u ≡ 1. Îáå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìûì òðåáî-
âàíèÿì ãëàäêîñòè. Òîãäà äëÿ ýòîé ïàðû ôóíêöèé ìû ìîæåì íàïèñàòü ñëåäóþùåå
òîæäåñòâî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ïóàññîíà:

1 =
R2 − |~x|2
σnR

∫
|~y|=R

dSy
|~y − ~x|n , ∀~x ∈ BR.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

u(~x)− ϕ(~x0) =
R2 − |~x|2
σnR

∫
|~y|=R

(ϕ(~y)− ϕ(~x0))dSy
|~x− ~y|n ,

|u(~x)− ϕ(~x0)| = R2 − |~x|2
σnR

∫
|~y|=R

|ϕ(~y)− ϕ(~x0)|dSy
|~x− ~y|n .

Ïóñòü Uδ = {~y
∣∣ |~y − ~x0| < δ}. Çàôèêñèðóåì ðàçìåð îêðåñòíîñòè δ òàê, ÷òî åñëè

|~y − ~x0| < δ, òî |ϕ(~y) − ϕ(~x0)| < ε. Çàòåì ðàçîáü¼ì èíòåãðàë ïî ñôåðå íà èíòåãðàë
ïî Uδ è òîìó, ÷òî îñòàëîñü. Îöåíèì ýòè èíòåãðàëû:

R2 − |~x|2
σnR

∫
Uδ

|ϕ(~y)− ϕ(~x0)|dSy
|~x− ~y|n < ε · R

2 − |~x|2
σnR

∫
Uδ

dSy
|~x− ~y|n = ε.

Ïóñòü |~x− ~x0| < δ/2, òîãäà ïîñêîëüêó ~y ∈ S \ Uδ, òî |~x− ~y| > δ/2. Òîãäà

R2 − |~x|2
σnR

∫
S\Uδ

|ϕ(~y)− ϕ(~x0)|dSy
|~x− ~y|n ≤ (R− |~x|) 2R

σnR
· 2M ·

(
2

δ

)n
· σnRn−1 −−−→

|~x|→R
0.
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Ëåêöèÿ 10

Ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Óòâåðæäåíèå 10.1. Ïóñòü ∆u = 0 â øàðå Bx0
R . Òîãäà äëÿ å¼ ïðîèçâîäíîé âåðíà

îöåíêà ∣∣∣∣ ∂u∂xk (~x0)

∣∣∣∣ ≤ n

R
sup
B
x0
R

|u(~x)|. (10.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé, òî îíà áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, è ëþáàÿ å¼ ïðîèçâîäíàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèåé. Äåéñòâèòåëüíî,

∆

(
∂u

∂xk

)
=

∂

∂xk
(∆u) = 0.

Ïðèìåíèì òåîðåìó 7.3 äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé u:

∂u

∂xk
(~x0) =

1

|Bx0
R |

∫
B
x0
R

∂u

∂xk
d~x =

1

κnRn

∫
S
x0
R

u · νkdS.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî-Ãàóññà.
Òåïåðü âûïîëíèì îöåíêó äëÿ ïðîèçâîäíîé∣∣∣∣ ∂u∂xk (~x0)

∣∣∣∣ ≤ 1

κnRn
·max
S
x0
R

|u| · σnRn−1 =
n

R
sup
B
x0
R

|u(~x)|.

Ìû èñïîëüçîâàëè çäåñü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

κn =

∫
|~x|<1

d~x =

1∫
0

|S0
r |dr =

1∫
0

σnr
n−1dr =

σn
n
rn
∣∣∣1
0

=
σn
n
. (10.2)

Óòâåðæäåíèå 10.2. Ïóñòü ∆u = 0 â øàðå Bx0
R . Òîãäà äëÿ å¼ ïðîèçâîäíîé âåðíà

îöåíêà

|Dαu(~x0)| ≤
(
n|α|
R

)|α|
sup
B
x0
R

|u(~x)|. (10.3)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 ∂x

α2
2 . . . ∂xαnn

; α = (α1, α2, . . . , αn),

|α| = α1 + α2 + . . .+ αn, αk ∈ {0, 1, 2, 3, . . .}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρ = R/|α|. Òîãäà íà êàæäîì ýòàïå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü øàð ñ íîâûì ðàäèóñîì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà øàðîâ:

Bx0
ρ ⊂ Bx0

2ρ ⊂ . . . ⊂ Bx0
R .

Ïðîâåä¼ì öåïî÷êó îöåíîê:

|Dαu(~x0)| ≤
(
n

ρ

)
sup
B
x0
ρ

∣∣∣Dα′u(~x)
∣∣∣ ≤ (n

ρ

)2

sup
B
x0
2ρ

∣∣∣Dα′′u(~x)
∣∣∣ ≤ (n

ρ

)3

sup
B
x0
3ρ

∣∣∣Dα′′′u(~x)
∣∣∣ ≤ . . .

. . . ≤
(
n

ρ

)|α|
sup
B
x0
R

|u(~x)| =
(
n|α|
R

)|α|
sup
B
x0
R

|u(~x)|.

Óòâåðæäåíèå 10.3. Ïóñòü Ω1 ⊂ Ω, ∆u = 0 â Ω è d = dist(∂Ω1, ∂Ω). Òîãäà

sup
Ω1

|Dαu(~x)| ≤
(
n|α|
d

)|α|
sup

Ω
|u(~x)|. (10.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé øàð ñ öåíòðîì, íàõîäÿùèìñÿ â îáëàñòè Ω1,
è ðàäèóñîì d íå âûõîäèò çà ïðåäåëû îáëàñòè Ω. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî òàêîãî øàðà
âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå 10.2. Òîãäà ìû ìîæåì êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè Ω1 âçÿòü çà
öåíòð òàêîãî øàðà, íàïèñàòü äëÿ íåãî îöåíêó äëÿ ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé |Dαu(~x)|, èç
êîòîðîé ñëåäóåò ñäåëàííîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü ∆u = 0 â Rn è |u(~x)| ≤ C(1 + |~x|m). Òîãäà ôóíêöèÿ u �
(ãàðìîíè÷åñêèé) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ïðîèçâîäíóþ Dαu, ãäå |α| = m + 1. Ñîãëàñíî óòâåðæäå-
íèþ 10.2, èìååì

|Dαu(~x0)| ≤
(
n(m+ 1)

ρ

)m+1

sup
B
x0
ρ

|u(~x)| ≤
(
n(m+ 1)

ρ

)m+1

· C(1 + (|~x0|+ ρ)m) =

= C(n(m+ 1))m+1 1 + (|~x0|+ ρ)m

ρm+1
−−−−→
ρ→+∞

0.

Òàêèì îáðàçîì, |Dαu(~x0)| = 0 äëÿ ëþáîãî ~x0 ∈ Rn è ëþáîãî α : |α| = m + 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ u(~x) � ìíîãî÷ëåí.

Ýòà òåîðåìà âåðíà è â äðóãîé ôîðìóëèðîâêå:

Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü ∆u = 0 â Rn è u(~x) ≥ −C(1 + |~x|m). Òîãäà ôóíêöèÿ u �
(ãàðìîíè÷åñêèé) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå m.
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Àíàëèòè÷íîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ïîñêîëüêó ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé, òî
äëÿ íå¼ ìîæíî íàïèñàòü ôîðìóëó Òåéëîðà:

u(~x) =
∑
|α|<m

Dαu(~x0)

α!
(~x− ~x0)α +

∑
|α|=m

Dαu(~̃x)

α!
(~x− ~x0)α =

=
∑
|α|<m

Dαu(~x0)

α!
(~x− ~x0)α + γm(~x, ~x0, ~̃x), ~̃x ∈ [~x0, ~x].

(10.5)

Çäåñü α! = α1!α2! . . . αn! è ~xα = xα1
1 x

α2
2 . . . xαnn .

Òåîðåìà 10.3. Ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ � (âåùåñòâåííî) àíàëèòè÷åñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

γm(~x, ~x0, ~̃x) −−−→
m→∞

0.

Ðàññìîòðèì øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå ~x0 è ðàäèóñîì ρ. Â ëþáîé åãî òî÷êå |~x−~x0| < ρ.

Ïîñêîëüêó ~̃x ∈ [~x0, ~x], òî |~̃x − ~x0| < ρ. Ðàäèóñ øàðà ρ � ýòî íå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
ðÿäà, à åãî îöåíêà. Äðóãèìè ñëîâàìè, |~x − ~x0| < ε < ρ, ãäå ε � ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.
Ïóñòü òàêæå

sup
|~x−~x0|<2ρ

|u(~x)| = M.

Òåïåðü âûïîëíèì ðÿä îöåíîê:

|(~x− ~x0)α| = |x1 − x01|α1|x2 − x02|α2 . . . |xn − x0n|αn ≤ ε|α| = εm,

|Dαu(~̃x)| ≤
(
n|α|
ρ

)|α|
sup
|~x−~̃x|<ρ

|u(~x)| ≤
(
nm

ρ

)m
sup

|~x−~x0|<2ρ

|u(~x)| =
(
nm

ρ

)m
·M.

Òàêèì îáðàçîì,

|γm(~x, ~x0, ~̃x)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
|α|=m

Dαu(~̃x)

α!
(~x− ~x0)α

∣∣∣∣∣∣ ≤
(
nm

ρ

)m
·M · εm ·

∑
|α|=m

1

α!
.

Äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê íàì ïîòðåáóåòñÿ ëåììà

Ëåììà 10.1. ∑
|α|=m

m!

α!
= nm. (10.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ñïîñîá. Ðàçëîæèì m ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ ïî n ðàçëè÷íûì
êîðîáêàì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü nm ðàçíûìè ñïîñîáàìè (äëÿ êàæäîãî èç m ïðåä-
ìåòîâ åñòü n äîñòóïíûõ ìåñò ðàçìåùåíèÿ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ìîæåì ñïåðâà
çàôèêñèðîâàòü ðàñïðåäåëåíèå ïðåäìåòîâ ïî êîðîáêàì: â êàæäîé èç n êîðîáîê ëå-
æèò αk ïðåäìåòîâ, αk ∈ {0, 1, . . . ,m}. Òîãäà ïðè ïîäñ÷¼òå ó íàñ âîçíèêàåò ñóììà ïî
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âñåì ñïîñîáàì ðàñïðåäåëåíèÿ. Â êàæäîì èç òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæåò áûòü m!
ïåðåñòàíîâîê âñåõ ïðåäìåòîâ. Ïðè ýòîì íàñ íå èíòåðåñóåò, íà êàêîì ìåñòå íàõîäèò-
ñÿ êàæäûé ïðåäìåò âíóòðè âûáðàííîé êîðîáêè. Ïîýòîìó â çíàìåíàòåëå êàæäîãî
èç ñëàãàåìûõ ìû çàïèñûâàåì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë ïåðåñòàíîâîê ïðåäìåòîâ âíóòðè
êàæäîé êîðîáêè.

α1 α2 α3 . . . αn︸ ︷︷ ︸
α1+α2+...+αn=|α|=m

Ïðèðàâíèâàåì äâà ñïîñîáà ïîäñ÷¼òà:

nm =
∑
|α|=m

m!

α1!α2! . . . αn!
=
∑
|α|=m

m!

α!
.

2 ñïîñîá. Ââåä¼ì ôóíêöèþ f(~x) = (x1 + x2 + . . .+ xn)m. Òîãäà

Dαf(0) =

{
m!, |α| = m,

0, |α| 6= m.

Ñëåäîâàòåëüíî ðàçëîæåíèå ýòîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà
èìååò âèä

f(~x) = (x1 + x2 + . . .+ xn)m =
∑
|α|=m

Dαf(0)

α!
xα1

1 x
α2
2 . . . xαnn =

∑
|α|=m

m!

α!
· xα1

1 x
α2
2 . . . xαnn .

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàçëîæåíèå x1 = x2 = . . . = xn = 1, ïîëó÷àåì èñêîìîå âûðàæåíèå.

Èç äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî∑
|α|=m

1

α!
=
nm

m!
,

òîãäà

|γm(~x, ~x0, ~̃x)| ≤M

(
nmε

ρ

)m
·
∑
|α|=m

1

α!
= M

(
nmε

ρ

)m
· n

m

m!
= M

(
n2ε

ρ

)m
· m

m

m!
≤

≤M

(
n2ε

ρ

)m
· em = M

(
n2eε

ρ

)m
−−−−→
m→+∞

0, åñëè
n2eε

ρ
< 1.

Â ïîñëåäíåé âûêëàäêå ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäñòâèå ôîðìóëû Ñòèðëèíãà:

m! =
(m
e

)m√
2πm(1 + o(1)), m→ +∞

îòêóäà mm/m! ≤ em.

Çàìå÷àíèå 10.1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ïðÿìîé îöåíêè

lnm! =
m∑
k=1

ln k >

m∫
0

lnxdx = x(lnx− 1)
∣∣∣m
0

= m · (lnm− 1) = m · ln(me−1) =

= ln(mme−m) ⇒ m! > mme−m ⇒ mm

m!
< em.
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Íåðàâåíñòâî Õàðíàêà. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ (âòîðàÿ ôîðìóëèðîâêà)

Òåîðåìà 10.4. (Íåðàâåíñòâî Õàðíàêà)
Ïóñòü u ∈ C2(BR)∩C0(BR), ∆u = 0 â øàðå BR è u ≥ 0. Òîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

Rn−2 · R− |~x|
(R + |~x|)n−1

· u(0) ≤ u(~x) ≤ Rn−2 · R + |~x|
(R− |~x|)n−1

· u(0). (10.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñòðîèòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû Ïóàññîíà

u(~x) =
R2 − |~x|2
σnR

∫
|~y|=R

u(~y)

|~x− ~y|ndSy.

Âûïîëíèì ïðîñòóþ îöåíêó äëÿ |~y| = R è |~x| < R

R− |~x| ≤ |~x− ~y| ≤ R + |~x| ⇒ 1

R + |~x| ≤
1

|~x− ~y| ≤
1

R− |~x| .

Ïîäñòàâèì äàííûå îöåíêè â ôîðìóëó Ïóàññîíà:

u(~x) ≤ R2 − |~x|2
σnR(R− |~x|)n

∫
|~y|=R

u(~y)dSy =
R2 − |~x|2

σnR(R− |~x|)n · u(0) · σnRn−1 =
(R + |~x|)Rn−2

(R− |~x|)n−1
,

u(~x) ≥ R2 − |~x|2
σnR(R + |~x|)n

∫
|~y|=R

u(~y)dSy =
R2 − |~x|2

σnR(R + |~x|)n · u(0) · σnRn−1 =
(R− |~x|)Rn−2

(R + |~x|)n−1
.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ íåðàâåíñòâà Õàðíàêà. Ïóñòü n = 2 è |~x| ≤ θ·R,
ãäå 0 < θ < 1. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

C−1
θ ≤

u(~x)

u(0)
≤ Cθ, Cθ =

1 + θ

1− θ .

Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ ìû ïîëó÷àåì ðàçíûå îöåíêè äëÿ çíà÷åíèé u
â øàðå ðàäèóñà, ìåíüøåãî, ÷åì R. Íàïðèìåð, ïðè θ = 0.5 êîíñòàíòà Cθ = 3. Îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ u â øàðå ðàäóñà R/2 îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèÿ â öåíòðå íå
áîëüøå, ÷åì â 3 ðàçà. Ýòè çíà÷åíèÿ îêàçûâàþòñÿ îòäåëåíû êàê îò íóëÿ, òàê è îò
áåñêîíå÷íîñòè. Òàêæå, ê ïðèìåðó, ïðè θ áëèçêîì ê íóëþ ïîëó÷èì, ÷òî çíà÷åíèÿ u
â òàêîì ìàëåíüêîì øàðå íå äîëæíû ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò çíà÷åíèé â åãî öåíòðå.

Òåîðåìà 10.5. (Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ (âòîðàÿ ôîðìóëèðîâêà))
Ïóñòü ∆u = 0 â Rn è u(~x) ≥ −C. Òîãäà u ≡ const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì çàìåíó ôóíêöèè u u+C ≥ 0. Òîãäà äëÿ òàêîé ôóíê-
öèè â íåêîòîðîì øàðå BR = {~x

∣∣ |~x| < R} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Õàðíàêà:

Rn−2 · R− |~x|
(R + |~x|)n−1

· u(0) ≤ u(~x) ≤ Rn−2 · R + |~x|
(R− |~x|)n−1

· u(0).

Â ýòîì íåðàâåíñòâå â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé âî âñ¼ì
ïðîñòðàíñòâå, óñòðåìèì R→ +∞. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

u(0) ≤ u(~x) ≤ u(0) ⇒ u(~x) ≡ u(0).
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Òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè

Òåîðåìà 10.6. Ïóñòü ∆u = 0 â Ω \ {~x0} è u(~x) = o(|E(~x− ~x0)|) ïðè ~x→ ~x0. Òîãäà
îñîáåííîñòü â òî÷êå ~x0 � óñòðàíèìàÿ.

Áóäåì ïèñàòü, ÷òî

|E(~x− ~x0)| = −E(~x− ~x0) =


1

σn|~x− ~x0|n−2
, n ≥ 3,

1

2π
ln

1

|~x− ~x0|
, n = 2.

Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî îñîáåííîñòü ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ � ýòî
ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ îñîáåííîñòü ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè. Åñëè ôóíêöèÿ ïðè
ïîäõîäå àðãóìåíòà ê îñîáåííîñòè ðàñò¼ò ìåäëåííåå, ÷åì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå,
òî îñîáåííîñòü óñòðàíèìà.
Òàêæå âåðíà òåîðåìà â áîëåå ñèëüíîé ôîðìóëèðîâêå, êîòîðóþ ìû ïðèìåì áåç

äîêàçàòåëüñòâà.

Òåîðåìà 10.7. Ïóñòü ∆u = 0 â Ω \ {~x0} è u(~x) = O(|E(~x− ~x0)|) ïðè ~x→ ~x0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C, òàêàÿ, ÷òî u(~x) = E(~x− ~x0) + v(~x), ãäå ∆v = 0.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð îñîáåííîñòè, á�îëüøåé, ÷åì ó ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ

n = 2 : u = < 1

z2
= < x2 − y2 − 2ixy

(x2 − y2)2 + 4xy
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
∼ 1

|z|2 , z → 0.

n ≥ 3 :
x1

|~x|n = O

(
1

|~x|n−1

)
, ~x→ 0.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì øàð Bx0
R ⊂ Ω (ïðè n = 2 ðàäèóñ R < 1). Ïîñòàâèì â

ýòîì øàðå çàäà÷ó Äèðèõëå∆v = 0, ~x ∈ Bx0
R , v ∈ C2(Bx0

R ) ∩ C0(Bx0
R ), |v| ≤M,

v
∣∣∣
|~x−~x0|=R

= u(~x).

Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè u(~x)− v(~x) è −εE(~x− ~x0) > 0 â îáëàñòè

Kρ = Bx0
R \Bx0

ρ = {~x
∣∣ ρ < |~x− ~x0| < R},

ãäå îíè îáå ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè. Ïîñìîòðèì íà èõ çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå:

|~x− ~x0| = R : |u(~x)− v(~x)| = 0 ≤ −εE(~x− ~x0),

|~x− ~x0| = ρ : |u(~x)− v(~x)| ≤ −εE(~x− ~x0), ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ρ.

Âòîðàÿ îöåíêà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî u(~x)− v(~x) = o(|E(~x− ~x0)|) ïðè ~x→ ~x0. Òàêèì
îáðàçîì, ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ïîëó÷àåì, ÷òî |u(~x) − v(~x)| ≤ −εE(~x− ~x0) â Kρ.
Äàëåå ôèêñèðóåì ~x 6= ~x0 è óñòðåìëÿåì ε → 0 òàê, ÷òî ρ = ρ(ε) → 0 è ρ < |~x − ~x0|.
Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî u(~x) = v(~x) â Bx0

R \ {~x0}.
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Ëåêöèÿ 11

Âíåøíèå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

Êîãäà ðå÷ü øëà î âíóòðåííèõ êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è âñòàâàë
âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, òî ìû ïîëüçîâàëèñü ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà äëÿ
çàäà÷è Äèðèõëå è ëåììîé î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà. Êðî-
ìå òîãî, â çàäà÷å Íåéìàíà âîçíèêàëî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè, êîòîðîå äèêòîâàëîñü
òåîðåìîé î ïîòîêå. Ãîâîðÿ î âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷àõ, ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü
ïðèíöèï ìàêñèìóìà, à çíà÷èò ó òàêèõ çàäà÷è èñ÷åçàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.
Ïðèâåä¼ì ïðèìåð: ïóñòü Ω = {~x

∣∣ x1 > 0}. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå:∆u = 0, x1 > 0,

u
∣∣∣
x1=0

= 0.

Ðåøåíèÿìè òàêîé çàäà÷è ìîãóò áûòü ôóíêöèè x1, x1x2, x1x2x3, x
3
1 − 3x1x

2
2 è òàê

äàëåå. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïîâåäåíèå
ðåøåíèÿ ïðè |~x| → ∞. Â äàííîé çàäà÷å �ïðàâèëüíîå� ðåøåíèå � ýòî u ≡ 0. Âûáîð
äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ çàâèñèò îò òîãî íàñêîëüêî �øèðîêî� îáëàñòü óõîäèò íà
áåñêîíå÷íîñòü è ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Â ïðèâåä¼ííîì ïðèìåðå óñëîâèå, êî-
òîðîå âûäåëÿåò íàì ðåøåíèå u ≡ 0 ïðè |~x| → ∞, èìååò âèä |u(~x)| = o(|~x|). Èäåÿ
äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ýòî íóæíîå íàì óñëîâèå, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîäîëæèòü
ôóíêöèþ u íå÷¼òíûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî x1 íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî è ïðèìåíèòü
òåîðåìó Ëèóâèëëÿ. Â êîìïëåêñíîì àíàëèçå ïîäîáíûé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ ïðèíöè-
ïîì ñèììåòðèè Ðèìàíà-Øâàðöà. Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé çàâè-
ñèìîñòü äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ îò �øèðîòû� óõîäà îáëàñòè íà áåñêîíå÷íîñòü:∆u = 0, x1 > 0, x2 > 0,

u
∣∣∣
x1=0

= 0, u
∣∣∣
x2=0

= 0.

Äëÿ òàêîé çàäà÷è óñëîâèå èìååò âèä |u(~x)| = o(|~x|2), |~x| → ∞.
Ïóñòü Ω∞ = Rn \ Ω, ãäå Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è ∂Ω∞ = ∂Ω � îãðàíè÷åííà.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå îáëàñòè Ω∞ âíåøíîñòü êðóãà è ðàññìîòðèì çàäà÷ó:∆u = 0, r = |~x| > R,

u
∣∣∣
|~x|=R

= A.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è äîëæíî çàâèñåòü òîëüêî îò ðàäèàëüíîé ïåðå-
ìåííîé u = u(r). Òîãäà óñëîâèå çàäà÷è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

u′′ +
n− 1

r
u′ = 0, u(R) = A,

à å¼ ðåøåíèå èìååò âèä

u(r) =


C1

rn−2
+ C2, n ≥ 3,

C1 · ln r + C2, n = 2.
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Óñëîâèå u(R) = A äàñò íàì ñâÿçü ìåæäó êîíñòàíòàìè C1 è C2. Íóæíî äîïîëíèòåëü-
íîå óñëîâèå íà ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Çäåñü ìû âèäèì, ÷òî óñëîâèå
çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà:

n ≥ 3 : u(~x)→ 0, |~x| → ∞, ⇒ C2 = 0;

n = 2 : sup |u(~x)| <∞, ⇒ C1 = 0.

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå ïðè n ≥ 3

Ðàññìîòðèì âíåøíþþ çàäà÷ó Äèðèõëå ïðè n ≥ 3:

(D≥3)


∆u = 0, ~x ∈ Ω∞, u ∈ C2(Ω∞) ∩ C0(Ω∞),

u
∣∣∣
∂Ω∞

= ϕ(~x), ϕ ∈ C(∂Ω∞),

u(~x)→ 0, |~x| → ∞.
(11.1)

Òåîðåìà 11.1. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (D≥3) ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, u2 � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (D≥3). Ðàññìîòðèì u = u1−u2.
Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∆u = 0, ~x ∈ Ω∞,

u
∣∣∣
∂Ω∞

= 0,

u(~x)→ 0, |~x| → ∞.

Âûáåðåì îáëàñòü ΩR = Ω∞ ∩ BR, ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî Ω ⊂ BR. Íà ãðàíèöå òàêîé
îáëàñòè ∂ΩR = ∂Ω∞ ∪ SR âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà:

∂Ω∞ : u = 0,

SR : |u| < ε, åñëè R äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Ñëåäîâàòåëüíî, |u(~x)| < ε â ΩR. Ïðè R→∞ ïîëó÷èì, ÷òî ýòà îöåíêà âåðíà âî âñ¼ì
Ω∞. Îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî u ≡ 0, è u1 ≡ u2.

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå ïðè n = 2

Ðàññìîòðèì âíåøíþþ çàäà÷ó Äèðèõëå ïðè n = 2:

(D2)


∆u = 0, ~x ∈ Ω∞, u ∈ C2(Ω∞) ∩ C0(Ω∞),

u
∣∣∣
∂Ω∞

= ϕ(~x), ϕ ∈ C(∂Ω∞),

sup |u(~x)| <∞.
(11.2)

Òåîðåìà 11.2. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (D2) ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 0 ∈ Ω, òîãäà Bρ ⊂ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè ~x ∈ Ω∞, òî |~x| > ρ. Ðàññìîòðèì u = u1 − u2. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è 

∆u = 0, ~x ∈ Ω∞,

u
∣∣∣
∂Ω∞

= 0,

sup |u(~x)| <∞.
Âìåñòå ñ íåé ðàññìîòðèì åù¼ îäíó ôóíêöèþ ε(ln |~x|− ln ρ), ãäå ε > 0. Ýòà ôóíêöèÿ,
êàê è u, ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè Ω∞ è, êðîìå òîãî, ïîëîæèòåëüíîé, òàê
êàê |~x| > ρ. Âûáåðåì îáëàñòü ΩR = Ω∞∩BR ñ ãðàíèöåé ∂ΩR = ∂Ω∞∪SR. Ðàññìîòðèì
çíà÷åíèÿ âûáðàííûõ íàìè ôóíêöèé íà ∂ΩR:

∂Ω∞ : u = 0 < ε(ln |~x| − ln ρ),

SR : |u| < sup |u(~x)| < ε(lnR− ln ρ), åñëè R äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Òîãäà èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñëåäóåò, ÷òî |u(~x)| < ε(ln |~x| − ln ρ) â îáëàñòè ΩR.
Òåïåðü ìû ìîæåì ôèêñèðîâàòü ~x ∈ Ω∞ è óñòðåìèòü ε → 0. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî
u ≡ 0 è u1 ≡ u2.

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà ïðè n ≥ 3

Ðàññìîòðèì âíåøíþþ çàäà÷ó Íåéìàíà ïðè n ≥ 3:

(N≥3)


∆u = 0, ~x ∈ Ω∞, u ∈ C2(Ω∞) ∩ C1(Ω∞),

∂u

∂~ν

∣∣∣
∂Ω∞

= ψ(~x), ψ ∈ C(∂Ω∞),

u(~x)→ 0, |~x| → ∞.

(11.3)

Òåîðåìà 11.3. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (N≥3) ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, u2 � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (N≥3). Ðàññìîòðèì u = u1−u2.
Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

∆u = 0, ~x ∈ Ω∞,

∂u

∂~ν

∣∣∣
∂Ω∞

= 0,

u(~x)→ 0, |~x| → ∞.

Âûáåðåì îáëàñòü ΩR = Ω∞∩BR ñ ãðàíèöåé ∂ΩR = ∂Ω∞∪SR. Òàê êàê u � ãàðìîíè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ â ΩR, òî å¼ ìèíèìóì è ìàêñèìóì äîñòèãàþòñÿ íà ∂ΩR. Åñëè ìèíèìóì
èëè ìàêñèìóì äîñòèãàþòñÿ íà ∂Ω∞, òî ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u 6≡ const, ìû
ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ëåììîé î íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî
ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, è u ≡ const. Èç óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ïîëó÷èì, ÷òî
u ≡ 0. Åñëè ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì äîñòèãàþòñÿ íà SR, òî ìû ìîæåì âûáðàòü R
äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ÷òîáû |u(~x)| < ε, ïðè÷¼ì äëÿ ëþáîãî ε > 0. Ýòî âîçìîæíî â
ñèëó óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ìû òàêæå ïîëó÷àåì, ÷òî u ≡ 0, è,
ñëåäîâàòåëüíî, u1 ≡ u2.
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Çàìå÷àíèå 11.1. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìû èñïîëüçîâàëè ëåììó 8.1, â óñëîâèè êîòî-
ðîé ìû òðåáîâàëè, ÷òîáû ê ëþáîé òî÷êå ãðàíèöû ìîæíî áûëî ïîäîéòè øàðîì, ëåæà-
ùèì âíóòðè îáëàñòè. Äîñòàòî÷íûì äëÿ ýòîãî óñëîâèåì áûëî òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè
ãðàíèöûû ∂Ω ∈ C2. Äëÿ âíåøíåé çàäà÷è Íåéìàíà ýòî ñëèøêîì ñèëüíîå óñëîâèå.
Äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îáëàñòü Ω áûëà âûïóêëîé è îáëàäàëà
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé.

Çàìå÷àíèå 11.2. Â çàäà÷å (N≥3) íå òðåáóåòñÿ óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè∫
∂Ω

ψ dS = 0.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåä¼ì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå E(~x) ∼ |~x|2−n. Îíî ÿâëÿ-
åòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â îáëàñòè Ω∞, åñëè 0 6∈ Ω∞. Êðîìå òîãî, E(~x) → 0
ïðè |~x| → 0. Íî ∫

∂Ω

∂E

∂~ν
dS = 1, åñëè 0 ∈ Ω.

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà ïðè n = 2

Ðàññìîòðèì âíåøíþþ çàäà÷ó Íåéìàíà ïðè n = 2:

(N2)


∆u = 0, ~x ∈ Ω∞, u ∈ C2(Ω∞) ∩ C1(Ω∞),

∂u

∂~ν

∣∣∣
∂Ω∞

= ψ(~x), ψ ∈ C(∂Ω∞),

sup |u(~x)| <∞.

(11.4)

Òåîðåìà 11.4. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (N2) ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî êîíñòàíòû.

Çàìå÷àíèå 11.3. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, óñëîâèå ðàçðåøèìî-
ñòè â çàäà÷å (N2) ñîõðàíÿåòñÿ.

Ëåììà 11.1. Ïóñòü 0 ∈ Ω. Ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè. Òî åñòü ïåðåéä¼ì îò u(r, ϕ) â Ω∞ ê v(1/r, ϕ) â Ω0 \ {0}. Òîãäà
åñëè ∆u = 0 â Ω∞, òî ∆v = 0 â Ω0 \ {0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì çàìåíó u(r, ϕ)  v(r, ϕ) = u(1/r, ϕ) = u(ρ, ϕ), ãäå
ρ = 1/r. Âñïîìíèì âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
.

Òàê êàê ∆u = 0, òî

∆u = uρρ +
1

ρ
uρ +

1

ρ2
uϕϕ = 0.
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Íàéä¼ì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè v.

∂v

∂r
= − 1

r2

∂u(1/r, ϕ)

∂ρ
,

∂2v

∂r2
=

2

r3

∂u(1/r, ϕ)

∂ρ
+

1

r4

∂2u(1/r, ϕ)

∂ρ2
.

Èëè â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé ρ:

∂v

∂r
= −ρ2∂u(ρ, ϕ)

∂ρ
= −ρ2uρ,

∂2v

∂ρ2
= 2ρ3∂u(ρ, ϕ)

∂ρ
+ rho4∂

2u(ρ, ϕ)

∂ρ2
= 2ρ3uρ + ρ4uρρ.

Òîãäà
∆v = 2ρ3uρ + ρ4uρρ − ρ3uρ + ρ2uϕϕ = ρ4uρρ + ρ3uρ + ρ2uϕϕ =

= ρ4

(
uρρ +

1

ρ
uρ +

1

ρ2
uϕϕ

)
= 0.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, u2 � ðåøåíèÿ çàäà÷è (N2). Ðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòü
u = u1 − u2, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å

∆u = 0, ~x ∈ Ω∞,

∂u

∂~ν

∣∣∣
∂Ω∞

= 0,

sup |u(~x)| <∞.

Ñäåëàåì â ýòîé çàäà÷å ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè (ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî 0 ∈ Ω):

∆u = 0, ~x ∈ Ω∞,

∂u

∂~ν

∣∣∣
∂Ω∞

= 0,

sup |u(~x)| <∞.

 


∆v = 0, ~x ∈ Ω0 \ {0},
∂v

∂~ς

∣∣∣
∂Ω0

= 0,

sup |v(~x)| <∞.

Ïðè òàêîé èíâåðñèè óãëû ñîõðàíÿþòñÿ, ïîýòîìó åñëè âåêòîð íîðìàëè áûë ïåðïåíäè-
êóëÿðåí ãðàíèöå, òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ îí îñòàëñÿ åé ïåðïåíäèêóëÿðåí. Òåïåðü
ìû èìååì çàäà÷ó Íåéìàíà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, íî áåç îäíîé òî÷êè 0. Çàìå-
òèì, ÷òî ïîñêîëüêó sup |v| <∞, òî ðàáîòàåò òåîðåìà îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè, à
çíà÷èò, ìû èìååì äåëî ñ çàäà÷åé

∆v = 0, ~x ∈ Ω0,

∂v

∂~ς

∣∣∣
∂Ω0

= 0.

Ïðî íå¼ ìû çíàåì, ÷òî v ≡ const, ñëåäîâàòåëüíî, u ≡ const, è u1 − u1 ≡ const.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Êåëüâèíà

Ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ èíâåðñèè ìû ñâåëè âíåøíþþ çàäà÷ó ê âíóòðåííåé
â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n = 2. Â ïðîñòðàíñòâå á�îëüøåé ðàçìåðíîñòè ñ ïîìî-
ùüþ èíâåðñèè ýòîãî íå äîñòè÷ü, òàê êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ ïåðåñòà¼ò áûòü
ãàðìîíè÷åñêîé. Íî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êåëüâèíà:

v(r, ω) = rn−2 · u(1/r, ω) = ρ2−n · u(ρ, ω), ρ = 1/r. (11.5)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Êåëüâèíà ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäèò â
ãàðìîíè÷åñêóþ. Îïåðàòîð Ëàïëàñà â îáîáù¼ííûõ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò
âèä

∆ =
∂2

∂r2
+
n− 1

r

∂

∂r
+

1

r2
∆S,

ãäå ∆S � (áåçðàçìåðíûé) îïåðàòîð Áåëüòðàìè-Ëàïëàñà:

n = 2 : ∆S =
∂2

∂ϕ2
,

n = 3 : ∆S =
∂2

∂θ2
− tg θ

∂

∂θ
+

1

cos2 θ

∂2

∂ϕ2
.

Åñëè ôóíêöèÿ u � ãàðìîíè÷åñêàÿ, òî

∆u = uρρ +
n− 1

ρ
uρ +

1

ρ2
∆Su = 0.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè v:

∂v

∂r
= (2− n)r1−n · u+ r2−n ·

(
− 1

r2
uρ

)
,

∂2v

∂r2
= (2− n)(1− n)r−n · u+ 2(2− n)r1−n ·

(
− 1

r2
uρ

)
+ r2−n ·

(
1

r4
uρρ +

2

r3
uρ

)
.

Òåïåðü âû÷èñëèì îïåðàòîð Ëàïëàñà:

∆v = (2− n)(1− n)ρn · u+ 2(n− 2)ρn+1 · uρ + ρn+2uρρ + 2ρn+1uρ+

+ (n− 1)ρ((2− n)ρn−1 · u− ρn · uρ) + ρn∆Su =

= ρn+2

(
uρρ +

uρ
ρ
· (2(n− 2) + 2− (n− 1)) +

1

ρ2
∆Su

)
=

= ρn+2

(
uρρ +

uρ
ρ
· (n− 1) +

1

ρ2
∆Su

)
= 0.

Ïîñìîòðèì, ÷òî íàì äà¼ò ïðåîáðàçîâàíèå Êåëüâèíà. Ðàññìîòðèì âíåøíþþ çàäà-
÷ó Äèðèõëå â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòüþ n ≥ 3 è ïðèìåíèì ê íåé ïðåîáðàçîâàíèå
Êåëüâèíà:

(D≥3)


∆u = 0, ~x ∈ Ω∞,

u
∣∣∣
∂Ω∞

= ϕ,

u = o(1), |~x| → ∞.
 


∆v = 0, ~x ∈ Ω0 \ {0},
v
∣∣∣
∂Ω0

= ϕ̂,

u = o(r2−n), r → 0.
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Óñëîâèå, êîòîðîå âîçíèêàåò äëÿ ôóíêöèè v â íóëå, òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî

v = o(r2−n) = o(|E(~x)|), ~x→ 0,

÷òî êàê ðàç âõîäèò â óñëîâèå òåîðåìû îá óñòðàíèìîé îñîáåííîñòè. Ó÷èòûâàÿ ýòî,
ìû ïîëó÷èì çàäà÷ó Äèðèõëå â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè∆v = 0, ~x ∈ Ω0,

v
∣∣∣
∂Ω0

= ϕ̂.

Òî æå ñàìîå ìîæíî ïðîäåëàòü è ñ çàäà÷åé Íåéìàíà, íî âîçíèêàåò âîïðîñ: ïî÷åìó
ó âíóòðåííåé çàäà÷è Íåéìàíà åñòü óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè, à ó âíåøíåé � åãî íåò?
Îòâåò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Êåëüâèíà ïåðåâîäèò âíåøíþþ çàäà÷ó
Íåéìàíà âî âíóòðåííþþ òðåòüþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

u(ρ, ω)

∂~ν
=

1

∂~ν

(
ρ2−n · v(1/ρ, ω)

)
= ρ2−n · v(1/ρ, ω)

∂~ν
+
ρ2−n

∂~ν
· v(1/ρ, ω).

Êàê ìîæíî âèäåòü èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ, ïîÿâèëàñü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíê-
öèè v è å¼ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Îòêðûòûì îñòà¼òñÿ âîïðîñ î òîì, ÿâëåòñÿ ëè
ïîÿâèâøååñÿ óñëîâèå íà ãðàíèöå ôèçè÷åñêè ïðàâèëüíûì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â
ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n = 2 çàäà÷à Íåéìàíà ïåðåõîäèëà â çàäà÷ó Íåéìàíà,
òàê êàê ìíîæèòåëü ρ2−n = ρ2−2 = 1.
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