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Ëåêöèÿ 1. Ââåäåíèå â ìåõàíèêó

êîìïîçèòîâ

1.1 ×òî òàêîå êîìïîçèò ?

1.1.1 Øèðîêîå è óçêîå îïðåäåëåíèå. Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëèòü ïðåäìåò ìåõà-
íèêè êîìïîçèòîâ, ñëåäóåò îòâåòèòü íà âîïðîñ: "×òî òàêîå êîìïîçèò ?" Â øèðîêîì
ñìûñëå ïîä êîìïîçèòîì ïîíèìàþò ëþáîé ìàòåðèàë íåîäíîðîäíûé ïî ñâîèì ôèçèêî-
ìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì (èíà÷å òàêîé ìàòåðèàë íàçûâàåòñÿ ãåòåðîãåííûì ìàòåðèàëîì).

Áîëåå óçêîå îïðåäåëåíèå êîìïîçèòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîìïîçèò ýòî åäèíûé ìàòå-
ðèàë, ñîñòàâëåííûé èç ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò (ôàç), âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé
ïî ãðàíèöàì ðàçäåëà. Ãðàíèöà ðàçäåëà ýòî ïîâåðõíîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ äâà ðàçíûõ ìà-
òåðèàëà. Êàæäàÿ îòäåëüíàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ñïëîøíîé ñðåäîé.

1.1.2 Ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå. Äëÿ ìåõàíèêà íóæíî òàêîå îïðåäåëåíèå,
êîòîðîå ïîçâîëÿëî áû âûäåëèòü îñíîâíûå íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ñòîðîíû ÿâëåíèÿ è
êîòîðîå ïîçâîëÿëî áû äîñòàòî÷íî ïðîñòî âêëþ÷èòü ýòè ÿâëåíèÿ â íåêîòîðóþ ìàòåìàòè-
÷åñêóþ ìîäåëü. Â íàøåì ñëó÷àå êîìïîçèò ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàåìàÿ
ñ ïîìîùüþ ðàçðûâíûõ ïî êîîðäèíàòàì ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþùèõ ñîîò-
íîøåíèé [1]. Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ñþäà òàêæå âêëþ÷àþòñÿ è ïîðèñòûå ìàòåðèàëû.

1.1.3 Êîíòàêòíûå óñëîâèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè êîìïîçèòà. Óñëîâèÿ äëÿ
ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé íà ãðàíèöå ðàçäåëà íàçûâàþòñÿ êîíòàêò-
íûìè óñëîâèÿìè. Â ñëó÷àå çàäà÷è ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òåëà (ÌÄÒÒ) ïåðåìåùå-
íèÿ è íàïðÿæåíèÿ íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü øåñòè ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì.

Èäåàëüíûé êîíòàêò. Èäåàëüíûì êîíòàêòîì íàçûâàåòñÿ òàêîé êîíòàêò, êîãäà ïðè
ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà íåïðåðûâíû âåêòîð ïåðåìåùåíèé u⃗ è âåêòîð íàïðÿæå-
íèé P⃗(n) íà ýëåìåíòàðíîé êîíòàêòíîé ïëîùàäêå ñ åäèíè÷íîé íîðìàëüþ n⃗

[ui]Γ ≡ (u+i − u−i )Γ = 0 ,
[
P(n) i

]
Γ
=
(
σ+
ij − σ−

ij

)
Γ
nj = 0 (1.1)

Êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñêà÷¼ê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà. Â ñëó-
÷àå êîìïîçèòà ñ èçîëèðîâàííûìè âêëþ÷åíèÿìè âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê âêëþ÷å-
íèþ ïîìå÷àþòñÿ çíàêîì "+" , âåëè÷èíû îòíîñÿùèåñÿ ê âíåøíîñòè âêëþ÷åíèÿ ïîìå÷åíû
çíàêîì ìèíóñ. Âåëè÷èíû ni îáîçíà÷àþò êîìïîíåíòû âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê êîí-
òàêòíîé ïîâåðõíîñòè Γ.
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Ñêîëüçÿùèé êîíòàêò. Åñëè ðåàëèçîâàí ñêîëüçÿùèé êîíòàêò, òî íà ãðàíèöå ðàçäå-
ëà íåïðåðûâíû ïåðåìåùåíèÿ u(n) òî÷êè ïî íîðìàëè ê êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, à òàêæå
íåïðåðûâíà ñèëà íîðìàëüíàÿ ê êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. Êðîìå ýòîãî ðàâíû íóëþ êà-
ñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñ îáåèõ ñòîðîí êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. Âñåãî 6 óñëîâèé.[
u(n)
]
Γ
= u⃗Γn⃗ ≡ (u+i − u−i )Γni = 0 , [σ(n)]Γ = [σij]Γninj ≡

(
σ+
ij − σ−

ij

)
Γ
ninj = 0 ,

P⃗+
(n)τ⃗α = σ+

ijniταj = 0 , P⃗−
(n)τ⃗α = σ−

ijniταj = 0 , α = 1, 2

(1.2)

Âåêòîðû τ⃗α � åäèíè÷íûå, âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû íà ýëåìåíòàðíîé ïëî-
ùàäêå, êàñàòåëüíîé ê êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè.

Êîíòàêò ñ íàòÿãîì. Åùå îäèí òèï êîíòàêòíûõ óñëîâèé âîçíèêàåò, êîãäà âêëþ÷åíèÿ
âñòàâëåíû ñ íàòÿãîì. Â ýòîì ñëó÷àå[

u(n)
]
Γ
= u⃗Γn⃗ ≡ (u+i − u−i )Γni = δ , [uα]Γ ≡ (u+α − u−α ) = 0 ,

[
P(n)i

]
Γ
=
(
σ+
ij − σ−

ij

)
Γ
nj = 0

(1.3)

Çäåñü δ � íàòÿã, êîòîðûé ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð
ïóñòü â ñðåäå èìååòñÿ øàðîâàÿ ïîðà ðàäèóñà R è øàð èç òîãî æå èëè èç äðóãîãî ìàòå-
ðèàëà ðàäèóñà R+ δ, ãäå δ � ìàëàÿ âåëè÷èíà ïî ñðàâíåíèþ ñ R. Ïðè îõëàæäåíèè øàðà
åãî ðàäèóñ óìåíüøàåòñÿ. Òàê âîò, îõëàäèì åãî äî òîé òåìïåðàòóðû, ïðè êîòîðîé ðàäèóñ
øàðà ñòàíåò ðàâíûì R. Âñòàâèì òåïåðü îõëàæäåííûé øàð â ïîðó. Äàëåå, â ñëåäñòâèå
òåïëîïðîâîäíîñòè, òåìïåðàòóðà øàðà è îêðóæàþùåé ñðåäû ìåíÿåòñÿ. Ìåíÿåòñÿ òàê-
æå ðàäèóñ øàðà è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàäèóñ ïîðû. Ïðè ýòîì ìàòåðèàëüíûå òî÷êè øàðà
è òî÷êè ïîðû íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àþò ðàçíûå ïåðåìåùåíèÿ ïî íîðìàëè,
îäíàêî, ðàçíèöà ìåæäó íèìè íå ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè è áóäåò ðàâíà âåëè÷èíå δ.

Ìû áóäåì èçó÷àòü êîìïîçèò ñ ïîçèöèé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.
Ïðè÷åì èç áîëüøîãî ÷èñëà ìîäåëåé ÌÄÒÒ íàèáîëüøåå âíèìàíèå óäåëèì ëèíåéíî óïðó-
ãîé ìîäåëè.

1.1.4 Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáú¼ì. Äëÿ áîëüøèíñòâà èç èçâåñòíûõ êîìïîçèòíûõ
ìàòåðèàëîâ ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ïðåäñòàâèòåëüíûé îáú¼ì � ýòî òàêîé ìèíèìàëü-
íûé îáú¼ì âåùåñòâà, èçó÷åíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò ñóäèòü î ñâîéñòâàõ êîìïîçèòà êàê
îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà. Âîçìîæíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ êîìïî-
çèòà â ýêñïåðèìåíòå íà ïðåäñòàâèòåëüíîì îáú¼ìå îñíîâàíî íà òîì ôàêòå, ÷òî ñðåäíèå
çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå äîëæíû áûòü òàêèìè
æå êàê è âî âñåì êîìïîçèöèîíîì òåëå, ñîñòîÿùåì èç áîëüøîãî ÷èñëà ïðåäñòàâèòåëüíûõ
îáú¼ìîâ [2]. Â îáùåì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáú¼ìà ìîæíî ñêàçàòü
òîëüêî òî, ÷òî êîìïîçèòíîå òåëî äîëæíî ñîñòîÿòü èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òàêèõ îáú¼-
ìîâ, à õàðàêòåðíûé ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè äîëæåí áûòü ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà
ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáú¼ìà.

1.1.5 Òèïè÷íûé ýëåìåíò. Çàìîùåíèå. Òèïè÷íûé ýëåìåíò - ýòî òàêîé ýëå-
ìåíò, ìíîãîêðàòíîå ïîòîðåíèå êîòîðîãî â îïðåäåëåííîé ëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âñå òåëî.
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Òàíöóþùèå ëþäè. Ðûáû.

Òèïè÷íûå ýëåìåíòû ñîâåðøåííî îäèíàêîâû è ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì
òîëüêî ïî ãðàíèöàì. Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáú¼ì ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
òèïè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ìàòåìàòèêå îáðàçîâàíèå òåëà ñ ïîìîùüþ òèïè÷íûõ
ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ çàìîùåíèåì [3]. Íàïðèìåð ïëîñêîñòü ìîæíî çàìîñòèòü ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàìè, ïàðàëëåëîãðàììàìè, ïðàâèëüíûìè øåñòèóãîëüíèêàìè. Ìîæíî ïðèäó-
ìàòü î÷åíü êðàñèâûå çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè. Ìîðèñ Êîðíåëèóñ Ýøåð � Ãîëëàíäñêèé
õóäîæíèê âòîðîé ïîëâèíû ïðîøëîãî âåêà ðèñîâàë êàðòèíû, ìíîãèå, èç êîòîðûõ îñ-
íîâàíû íà ïðèíöèïàõ çàìîùåíèÿ ïëîñêîñòè òèïè÷íûìè ýëåìåíòàìè (ðûáêè, áàáî÷êè,
ëîøàäè ñî âñàäíèêàìè è ò.ï.)

1.1.6 ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè. Ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóê-
òóðû. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ñòðóêòóðû ýòî òàêîé îáú¼ì âåùåñòâà, ìíîãîêîðàòíîå
ïîâòîðåíèå êîòîðîãî ïî òðåì, äâóì, èëè îäíîìó íàïðàâëåíèþ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âñå
òåëî. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òèïè÷íîãî ýëåìåíòà, è îíà æå
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì îáú¼ìîì, ïî êîòîðîìó ìîæíî ñóäèòü îñâîéñòâàõ êîìïîçèòà â
öåëîì, ò.å. ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëüíûì îáú¼ìîì. Êîìïîçèòû, â
êîòîðûõ ìîæíî âûäåëèòü ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷íîñòè íàçûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, èëè
ðåãóëÿðíûìè ñòðóêòóðàìè. Êàê ïðàâèëî, â ðåãóëÿðíûõ ñòðóêòóðàõ ìîæíî ââåñòè äå-
êàðòîâû êîîðäèíàòû òàê, ÷òî åãî ôèçè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ
ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò.

Åñëè â êîìïîçèòå ìîæíî ââåñòè òàêèå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû, ÷òî åãî ìà-
òåðèàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îäíîé, äâóõ, èëè
òðåõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò, òîãäà êîìïîçèò íàçûâàåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé, èëè
êâàçèðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé.

Êîíå÷íî, ââåäåíèå ïîíÿòèÿ ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçàöèåé ðåàëüíî-
ãî êîìïîçèòà. Îäíàêî è ñàìà ñïëîøíàÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçàöèåé, è âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îïðàâäàííîé. Èçâåñòíû è äðóãèå ïðèìåðû èç ìåõàíèêè, êîãäà ðàçóìíàÿ
èäåàëèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìîäåëü ðåàëüíîé ñðåäû, è ñ ïîìîùüþ ýòîé ìîäåëè
îòâå÷àòü íà âîïðîñû, âîçíèêàþùèå â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà.
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1.1.7 Êëàññèôèêàöèÿ êîìïîçèòîâ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé,
âîçíèêàþùèõ ïðè ñîçäàíèè ìîäåëè êîìïîçèòà ïðèíÿòî âûäåëÿòü òðè îñíîâíûõ òè-
ïà òàêèõ ìàòåðèàëîâ, ýòî: ñëîèñòûé êîìïîçèò, âîëîêíèñòûé êîìïîçèò è äèñïåðñíî-
àðìèðîâàííûé êîìïîçèò.

1.2 Ïîñòàíîâêà ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è ìåõàíèêè êîìïî-
çèòîâ.

Ïóñòü V îáîçíà÷àåò îáú¼ì òåëà çàíÿòîãî êîìïîçèöèîííûì ìàòåðèàëîì, à Σ� ãðàíèöà
ýòîãî îáú¼ìà.

1.2.1 Ïîñòàíîâêà â ïåðåìåùåíèÿõ. Ïîñòàíîâêà ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è ÌÄÒÒ ïðè
ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ ñîñòîèò èç:

óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ

div σ˜ + X⃗ = 0 , σij,j +Xi = 0 , (1.4)

îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

σ˜ = F̌˜ (x, ε˜) , σij = F̌ij(x, ε˜) , (1.5)

ñîîòíîøåíèé Êîøè äëÿ ìàëûõ äåôîðìàöèé

ε˜ = Def u⃗ , εij = ∆ijkluk,l =
1

2
(ui,j + uj,i) , (1.6)

è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

u⃗
∣∣
Σu

= u⃗ 0 , σ˜ n⃗
∣∣
Σp

= p⃗ 0 ui
∣∣
Σu

= u0i , σijnj

∣∣
Σp

= p0i (1.7)

Çàäà÷à (1.4) � (1.7) ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷åé. Óðàâíåíèÿ (1.4) � (1.7)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû òð¼õ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òð¼õ êîìïîíåíò âåêòîðà
ïåðåìåùåíèé

div F̌˜ (x,Def u⃗) + X⃗ = 0 (1.8)

1.2.2 Îáùèå ñâîéñòâà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíî-
øåíèÿ ýòî ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé òåíçîð íà-
ïðÿæåíèé è òåíçîð äåôîðìàöèé. Îíè ïîçâîëÿþò çàìêíóòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ÌÄÒÒ.
Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èõ ìîæíî âûâåñòè èç òåðìîäèíàìèêè. Íàçûâàþòñÿ îíè
îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ïîñêîëüêó îïðåäåëÿþò êîíêðåòíûé ìàòåðèàë, èñïîëü-
çóåìûé â êîíñòðóêöèè. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü äîâîëüíî ñëîæíûìè è
â íèõ îáÿçàòåëüíî âõîäÿò ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû è ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè, êîòîðûå
íàõîäÿòñÿ èç ýêñïåðèìåíòîâ íàä îáðàçöàìè èç èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà.
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Ãàëî÷êà ñâåðõó ñèìâîëà F óêàçûâàåò íà îïåðàòîð ïî âðåìåíè îò äåôîðìàöèé. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîé çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t íàïðÿæåíèÿ σ˜ îïðåäåëÿþòñÿ îäíî-

çíà÷íî ïî äåôîðìàöèÿì ε˜ âî âñå ïðåäûäóùèå âðåìåíà τ ⩽ t. Ïðè÷åì â îáùåì ñëó÷àå

ýòà çàâèñèìîñòü îò äåôîðìàöèé íåëèíåéíà. Àðãóìåíò x â ôîðìóëå (1.5) óêàçûâàåò íà
òî, ÷òî îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ çàâèñÿò îò òî÷êè òåëà, íàïðèìåð â ðàçëè÷íûõ êîì-
ïîíåíòàõ êîìïîçèòà îíè ðàçëè÷àþòñÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1.5) îáðàòèìû, ò.å. ñóùå-
ñòâóåò îäíîçíà÷íûé è åäèíñòâåííûé îïåðàòîð ïîçâîëÿþùèé âûðàçèòü äåôîðìàöèè ÷å-
ðåç íàïðÿæåíèÿ

ε˜ = Φ̌˜ (x, σ˜) (1.9)

1.3 Îñíîâíûå òèïû îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé.

1.3.1 Ëèíåéíûé óïðóãèé ìàòåðèàë. Óïðóãèé ìàòåðèàë (âåðíåå óïðóãîå ïîâå-
äåíèå ìàòåðèàëà) õàðàêòåðèçóåòñÿ ëèíåéíîé ñâÿçüþ ìåæäó òåíçîðîì íàïðÿæåíèé è
òåíçîðîì äåôîðìàöèé. Òàêàÿ ñâÿçü ìåæäó òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà

σij = Cijkl(x)εkl , εij = Jijkl(x)σkl , CijklJklmn = JklmnCijkl = ∆ijkl (1.10)

Ëèíåéíûé çàêîí (1.10), âûðàæàþùèé íàïðÿæåíèÿ ÷åðåç äåôîðìàöèè, íàçûâàåòñÿ
îáîáùåííûé çàêîí Ãóêà. Íàîáîðîò, ïðåäñòàâëåíèå äåôîðìàöèé ÷åðåç íàïðÿæåíèÿ íàçû-
âàåòñÿ îáðàòíûì îáîáùåííûì çàêîíîì Ãóêà. Êàê ïðàâèëî ñëîâî "îáîáùåííûé" îïóñ-
êàþò. Òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà C˜ è J˜ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî òåíçîðîì ìîäóëåé

óïðóãîñòè è òåíçîðîì ïîäàòëèâîñòè. Ýòè òåíçîðû, êàê òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà, èìåþò
â îáùåì ñëó÷àå 34 = 81 íåçàâèñèìóþ êîìïîíåíòó.

Îáùèé ñëó÷àé àíèçîòðîïèè. Ñèììåòðèÿ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ñî-
êðàùàåò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò òåíçîðîâ óïðóãîñòè è ïîäàëèâîñòè äî 62 = 36.

Ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè óïðóãîãî ïîòåíöèàëà W (ε˜), òàêîãî, ÷òî
σij =

∂W

∂εij
⇒ Cijkl =

∂σij
∂εkl

=
∂2W

∂εij∂εkl
=

∂2W

∂εkl∂εij
=
∂σkl
∂εij

= Cklij

ïðèâîäèò ê âûâîäó î ñèììåòðèè òåíçîðîâ C˜ è J˜ ïî ïåðâîé è âòîðîé ïàðå èíäåêñîâ Cijkl =

Cklij. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîêðàùàåò ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò äî
(62− 6)/2+6 = 21. Èòàê, â îáùåì ñëó÷àå àíèçîòðîïèè ÷èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò
òåíçîðà óïðóãîñòè (êàê è òåíçîðà ïîäàòëèâîñòåé) ðàâíî 21

Êîýôôèöèåíòû Cijkl, ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ ñèììåòðèé îáðàçóþò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó
ðàçìåðîì 6× 6

(
Cijkl

)
=


C1111 C1122 C1133 C1112 C1113 C1123

C2222 C2233 C2212 C2213 C2223

ñèì C3333 C3312 C3313 C3323

ìåò C1212 C1213 C1223

ðè÷ C1313 C1323

íî C2323

 (1.11)
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Äàëüíåéøåå ñîêðàùåíèå ÷èñëà íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðà C˜ ñâÿçàíî ñ ó÷å-

òîì ñèììåòðèè ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, îáóñëîâëåííûõ ïðèðîæäåííûìè èëè êîíñòðóêöèîí-
íûìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà.

×èñëî íåçàâèñèìûõ õàðàêòåðèñòèê ñîêðàùàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òèïà ñèììåòðèè
ìàòåðèàëà òåëà. Ñèììåòðèÿ çäåñü ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî â êàæäîé òî÷êå òåëà
èìåþòñÿ ñèììåòðè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå â îòíîøåíèè óïðóãèõ ñâîéñòâ.

Ñèììåòðèþ ìàòåðèàëà ìîæíî èçó÷àòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïî-
íåíò òåíçîðà ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé, ïîâåðíóòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïóñòü lij � êîñè-
íóñû óãëîâ ìåæäó ñòàðûìè xj è íîâûìè x′i îñÿìè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò. Â çàïèñè lij
ïåðâûé èíäåêñ "i" � íîìåð íîâîé îñè, âòîðîé "j� íîìåð ñòàðîé îñè, òîãäà

x′i = lijxj

Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ïåðâîãî, âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ðàíãîâ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ
áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì [4]

a′i = lijaj , a′ij = limljnamn , a′ijkl = limljnlkpllqamnpq (1.12)

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ òèïû ñèììåòðèè ìàòåðèàëà.

Ìàòåðèàë ñ ïëîñêîñòüþ óïðóãîé ñèììåòðèè. Ïóñòü â ëþáîé òî÷êå òåëà ìîæíî
ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, îáëàäàþùóþ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáûå äâà íàïðàâëåíèÿ, ñèììåò-
ðè÷íûå îòíîñèòåëüíî ýòîé ïëîñêîñòè, ýêâèâàëåíòíû â îòíîøåíèè òåðìîìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ. Ïóñòü îñü x3 ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé ïëîñêîñòè, òîãäà ïëîñêîñòü áóäåò ïëîñêî-
ñòüþ ñèììåòðèè (âïðî÷åì êàê è ëþáàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíàÿ êîîðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòè x1x2). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè çàìåíå x3 íà −x3 íå äîëæíû ìåíÿòüñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà
Cijkl.

Ïåðåéäåì ê íîâûì êîîðäèíàòàì, â êîòîðûõ íàïðàâëåíèå x3 çàìåíåíî íà ïðîòèâîïî-
ëîæíîå, ò.å.

x′1 = x1 , x′2 = x2 , x′3 = −x3
Êîìïîíåíòû ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò áóäóò îïðåäåëÿòü ïî ôîðìóëå

lij = δiKδKj − δi3

Çäåñü è âåçäå äàëåå áîëüøèå ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 è 2, ìà-
ëûå ëàòèíñêèå èíäåêñû âñåãäà ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1,2,3. Âû÷èñëÿÿ ïî ôîðìóëå (1.12)
êîìïîíåíòû òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè â íîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷èì

C ′
IJKL = CIJKL , C ′

IJK3 = −CIJK3 , C ′
IJ33 = CIJ33;

C ′
I3KL = −CI3KL , C ′

I3K3 = CI3K3 , C ′
I333 = −CI333;

C ′
33KL = C33KL , C ′

33K3 = −C33K3 , C ′
3333 = C3333 (1.13)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû êîìïîíåíòû òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè íå ìå-
íÿëèñü ïðè çàìåíå x3 íà −x3 äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ âñå êîýôôèöèåíòû ñ íå÷åòíûì
êîëè÷åñòâîì èíäåêñîâ "3" , ò.å.

CIJK3 = 0 , CI333 = 0 (1.14)
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Êîëè÷åñòâî òàêèõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî 8. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî íåçàâèñè-
ìûõ, íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè óìåíüøàåòñÿ ñ 21 äî 21-8=13.

Ýòîò æå âûâîä ëåãêî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû (1.11). Íóæíî òîëüêî â ìàòðèöå (1.11)
ïîëîæèòü íóëåâûìè âñå êîýôôèöèåíòû ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì òðîåê è ïîñ÷èòàòü
êîëè÷åñòâî îñòàâøèõñÿ íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ

(
Cijkl

)
=


C1111 C1122 C1133 C1112 0 0

C2222 C2233 C2212 0 0
ñèì C3333 C3312 0 0

ìåò C1212 0 0
ðè÷ C1313 C1323

íî C2323

 (1.15)

Åñëè æå â òåëå èìååòñÿ äâå îðòîãîíàëüíûå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè, íàïðèìåð ïëîñ-
êîñòü x1x3 (îñü x2 ïåðïåíäèêóëÿðíà ýòîé ïëîñêîñòè), òîãäà â ìàòðèöå óïðóãîñòè îáðà-
ùàþòñÿ â íóëü êîýôôèöèåíòû ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì äâîåê, ò.å. C1112 = 0, C2212 = 0,
C3312 = 0, C1323 = 0. Îòìåòèì, ÷òî ýòè æå êîýôôèöèåíòû îáðàùàþòñÿ â íóëü, åñëè âòî-
ðîé ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè áóäåò íå x1x3 à ïëîñêîñòü x2x3. Â ýòîì ñëó÷àå îáðàùàþòñÿ â
íóëü êîýôôèöèåíòû Cijkl ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö. Îòñþäà ñëåäóåò âûâîä: åñëè
â òåëå èìåþòñÿ äâå âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè óïðóãèõ ñâîéñòâ,
òî è òðåòüÿ ïëîñêîñòü îðòîãîíàëüíàÿ ïåðâûì äâóì òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ
ñèììåòðèè óïðóãèõ ñâîéñòâ.

Íåíóëåâûõ íåçàâèñèìûõ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè áóäåò ðîâíî 9. Òàêîå òåëî íàçû-
âàåòñÿ îðòîòðîïíûì.

Îðòîòðîïíûé ìàòåðèàë. Îðòîòðîïíûé ìàòåðèàë èìååò òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Íàïðàâëåíèÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûå ïëîñêîñòÿì ñèììåòðèè íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè àíèçîòðîïèè. Â äåêàðòî-
âîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îñè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè îñÿìè àíèçîòðîïèè, ó âñåõ
òåíçîðîâ äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ êîìïîíåíòû ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì åäèíèö, äâîåê
è òðîåê â çíà÷åíèÿõ èíäåêñîâ. Òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè áóäåò èìåòü äåâÿòü íåçàâè-
ñèìûõ êîìïîíåíò. Ïðèìåðîì îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ìîæåò ñëóæèòü ñòåêëîïëàñòèê,
àðìèðîâàííûé âîëîêíàìè ïî òðåì ïåðïåíäèêóëÿðíûì íàïðàâëåíèÿì. Ìàòðèöà ìîäóëåé
óïðóãîñòè îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà èìååò âèä:

(
Cijkl

)
=


C1111 C1122 C1133 0 0 0

C2222 C2233 0 0 0
ñèì C3333 0 0 0

ìåò C1212 0 0
ðè÷ C1313 0

íî C2323

 (1.16)

Òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûé ìàòåðèàë. Òàêîé ìàòåðèàë èìååò â êàæäîé òî÷-
êå îñü ñèììåòðèè òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Èíîãäà îñü ñèììåòðèè íàçûâàþò îñüþ
èçîòðîïèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå íàïðàâëåíèÿ â ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ñèì-
ìåòðèè ýêâèâàëåíòíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ (ïëîñêîñòü èçîòðîïèè).

Ïðèìåðîì òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ ñëîèñòûé êîìïîçèò, ñî-
ñòàâëåííûé èç èçîòðîïíûõ ñëîåâ (ðèñ.1.1), à òàêæå êîìïîçèò, àðìèðîâàííûé â îäíîì
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íàïðàâëåíèè êðóãëûìè âîëîêíàìè, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî
òðåóãîëüíèêà (ðèñ.1.2).

Ðèñ. 1.1: Ñëîèñòûé êîìïîçèò ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ïðèìåð òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîï-

íîãî ìàòåðèàëà.

Âûáåðåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òàê, ÷òîáû îñü x3 áûëà áû íàïðàâëåíà ïî îñè ñèì-
ìåòðèè, òîãäà íàïðàâëåíèÿ x1 è x2 ëåæàò â ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè è íåðàçëè-
÷èìû ïî òåðìîìåõàíè÷åñêèì ñâîéñòâàì. Ïåðåéäåì ê íîâûì êîîðäèíàòàì, ïîâåðíóòûì
îòíîñèòåëüíî îñè x3 íà óãîë ϑ. Ìàòðèöà ïîâîðîòà èìååò âèä:

(
lij
)
=

 cos ϑ sin ϑ 0
− sin ϑ cos ϑ 0

0 0 1

 (1.17)

Âû÷èñëÿÿ ïî ôîðìóëàì (1.12) êîýôôèöèåíòû òåíçîðîâ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ è òðå-
áóÿ èõ íåèçìåííîñòè ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè, ïîëó÷èì, ÷òî, â îòëè÷èå îò îðòîòðîï-
íîãî ìàòåðèàëà, â òðàíñòðîïíîì ìàòåðèàëå äîëæíû èìåòü ìåñòî äîïîëíèòåëüíûå ñî-
îòíîøåíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè ìàòåðèàëüíûõ òåíçîðîâ, à èìåííî:

C1111 = C2222 , C1133 = C2233 , C1313 = C2323 , C1212 =
(
C1111 − C1122

)
/2 (1.18)

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè C˜ â òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîì àòåðèàëå

áóäåò èìåòü 5 íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò

Ñëó÷àé ïîëíîé èçîòðîïèè. Ïàðàìåòðû Ëàìå. Åñëè â êàæäîé òî÷êå âñå íàïðàâ-
ëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû â îòíîøåíèè óïðóãèõ ñâîéñòâ, òî ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòü ñèì-
ìåòðè÷íûì è íàçûâàåòñÿ èçîòðîïíûì ìàòåðèàëîì. Äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà âñå êîì-
ïîíåíòû ìàòåðèàëüíûõ òåíçîðîâ ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ïðè ëþáûõ ïîâîðîòàõ ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò. Åäèíñòâåííûì òàêèì ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ
δ-Êðîíåêåðà ñ êîìïîíåíòàìè δij. Ñ ïîìîùüþ äåëüò Êðîíåêåðà ìîæíî îáðàçîâàòü äâà
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà êîìïîíåíòû êîòîðûõ îáëàäàþò ñèì-
ìåòðèåé òåíçîðà óïðóãîñòè è èíâàðèàíòíû ïðè ïîâîðîòå êîîðäèíàò [4] � ýòî òåíçîðû
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Ðèñ. 1.2: Âîëîêíèñòûé êîìïîçèò � åù¼ îäèí ïðèìåð òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîãî ìàòå-

ðèàëà. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå âîëîêíèñòîãî êîìïîçèòà ñ âîëîêíàìè â öåíòðå ðàâíîñòîðîííåãî

òðåóãîëüíèêà (ñïðàâà � ñëó÷àé ïëîòíîé óïàêîâêè). Òèïè÷íûå ýëåìåíòû: ìàëûé òðåóãîëüíûé

NPQ, ìàëûé ðîìáîâèäíûé NPQR, áîëüøîé òðåóãîëüíûé GMN, áîëüøîé ðîìáîâèäíûé OCFE,

øåñòèóãîëüíûé è ïðÿìîóãîëüíûé ABCD.

Λ˜ è ∆˜ ñ êîìïîíåíòàìè Λijkl = δijδkl è ∆ijkl =
(
δikδil + δilδjk

)
/2. Âñå îñòàëüíûå òåíçî-

ðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà, ñîñòàâëåííûå èç äåëüò Êðîíåêåðà è îáëàäàþùèå íóæíûì òèïîì
ñèììåòðèè, áóäóò ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ïîñëåäíèõ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáûå òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì èíâàðè-
àíòíîñòè êîìïîíåíò ïðè âðàùåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò, à êîìïîíåíòû êîòîðûõ ñèììåò-
ðè÷íû ïî ïåðâîé è âòîðîé ïàðàì èíäåêñîâ è ïî èíäåêñàì â ýòèõ ïàðàõ îïðåäåëÿþòñÿ
òîëüêî äâóìÿ íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè:

C˜ = λΛ˜ + 2µ∆˜ , Cijkl = λ δijδkl + 2µ∆ijkl (1.19)

Êîýôôèöèåíòû λ è µ íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè Ëàìå. Êîìïîíåíòû îáðàòíîãî òåí-
çîðà áóäóò îïðåäåëÿòü ÷åðåç ïàðàìåòðû Ëàìå ïî ôîðìóëàì

J˜ = − λ

2µ(3λ+ 2µ)
Λ˜ +

1

2µ
∆˜ , Jijkl = − λ

2µ(3λ+ 2µ)
δijδkl +

1

2µ
∆ijkl (1.20)

Âìåñòî ïàðàìåòðîâ Ëàìå â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ÷àùå èñïîëüçóþòñÿ äâå äðóãèå
íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû � ìîäóëü Þíãà E è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν, èìåþùèå áîëåå
ïðîçðà÷íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïàðàìè ïàðàìåòðîâ èìååòñÿ ñâÿçü

E =
µ(3λ+ 2µ)

λ+ µ
, ν =

λ

2(λ+ µ)
; λ =

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
(1.21)

Êîýôôèöèåíòû óïðóãîñòè è êîýôôèöèåíòû ïîäàòëèâîñòè, âûðàæåííûå ÷åðåç ìî-
äóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Cijkl =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
δijδkl +

E

1 + ν
∆ijkl , Jijkl = − ν

E
δijδkl +

1 + ν

E
∆ijkl (1.22)
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Â êîýôôèöèåíòàõ Ëàìå λ è µ ïðîùå âûãëÿäèò îáîáùåííûé çàêîí Ãóêà, à â òåõíè-
÷åñêèõ âåëè÷èíàõ E è ν � îáðàòíûé çàêîí Ãóêà.

Ñïîñîá ïåðåìíîæåíèÿ è îáðàùåíèÿ èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà.
Íàðÿäó ñ òåíçîðàìè Λ˜ è ∆˜ ïîñòðîèì èç äåëüò Êðîíåêåðà åùå äâà òåíçîðà ÷åòâåðòîãî

ðàíãà V˜ è D˜ ñ êîìïîíåíòàìè [5]

Vijkl ≡
1

3
δijδkl , Dijkl ≡ ∆ijkl − Vijkl =

1

2

(
δikδil + δilδjk

)
− 1

3
δijδkl (1.23)

Ïàðó òåíçîðîâ V˜ è D˜ , òàêæå êàê è Λ˜ è ∆˜ , ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå áàçèñà â

ïðîñòðàíñòâå èçîòðîïíûõ òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà. Ýòè òåíçîðû óäîáíû òåì, ÷òî
ñ èõ ïîìîùüþ óäîáíî óìíîæàòü è îáðàùàòü èçîòðîïíûå òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà,
ïîñêîëüêó

V˜ V˜ = V˜ , D˜D˜ = D˜ , V˜D˜ = D˜ V˜ = 0 (1.24)

Â íîâîì áàçèñå äëÿ òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè ïîëó÷èì âûðàæåíèå

C˜ = 3KV˜ + 2GD˜ (1.25)

ãäå K = λ + 2µ/3 � ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ, à G ≡ µ � ìîäóëü ñäâèãà. Ó÷èòûâàÿ
ñâîéñòâà (1.24) î÷åíü ïðîñòî íàéòè îáðàòíûé òåíçîð ê C˜

C˜ −1 ≡ J˜ =
1

3K
V˜ +

1

2G
D˜ (1.26)
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Ëåêöèÿ 2. Ýôôåêòèâíûå

õàðàêòåðèñòèêè íåîäíîðîäíûõ

ìàòåðèàëîâ.

2.1 Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé
äëÿ óïðóãèõ, âÿçêîóïðóãèõ è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ
ìàòåðèàëîâ.

2.1.1 Ëèíåéíûé âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë. Óïðóãèå ìàòåðèàëû õàðàêòåðèçóþò-
ñÿ òåì, ÷òî íàïðÿæåíèÿ â äàííîé òî÷êå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè íåïîñðåäñòâåííî
ñâÿçàíû ñ äåôîðìàöèÿìè â ýòîé æå òî÷êå è â òîò æå ñàìûé ìîìåíò âðåìåíè. Èíà÷å
ãîâîðÿ, íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò äåôîðìàöèé. Â âÿçêîóïðóãèõ
ìàòåðèàëàõ íàïðÿæåíèÿ çàâèñÿò íå òîëüêî îò äåôîðìàöèé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè,
íî è îò òîãî êàêèå äåôîðìàöèè áûëè âî âñå âðåìåíà, ïðåäøåñòâóþùèå ðàññìàòðèâàå-
ìîìó ìîìåíòó. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïàìÿòè
î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèëî ñ íèì â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè [6]. Äðóãèìè ñëîâàìè,
íàïðÿæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè ïî âðåìåíè îò äåôîðìàöèé.

Â ìîìåíò âðåìåíè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè òåëî âåäåò ñåáÿ êàê óïðóãèé ìàòåðèàë, ò.å.
â òåëå ìãíîâåííî âîçíèêàþò íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè è äàëåå íàïðÿæåíèÿ è äåôîð-
ìàöèè áóäóò ìåíÿòüñÿ âî âðåìåíè.

Â ïðåäïîëîæåíèè î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìà-
öèÿìè â ëþáîé òî÷êå òåëà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

σij(x, t) = Cijkl(x)εkl(x, t) −
t∫

0

Fijkl(x, t, τ )εkl(x, τ )dτ , (2.1)

εij(x, t) = Jijkl(x)σkl(t) +

t∫
0

Φijkl(x, t, τ )σkl(x, τ )dτ . (2.2)

Ðåëàêñàöèÿ è ïîëçó÷åñòü. ßäðà Fijkl è Φijkl â èíòåãðàëàõ (2.1)�(2.2) ÿâëÿ-
þòñÿ êîìïîíåíòàìè ðåãóëÿðíûõ òåíçîðîâ ñêîðîñòåé ðåëàêñàöèè è ñêîðîñòåé
ïîëçó÷åñòè, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî÷åìó ýòî òåíçîðû ñêîðîñòåé? Äà ïîòîìó, ÷òî, ê ïðè-
ìåðó, ðàçìåðíîñòü êàæäîé êîìïîíåíòû Fijkl ðàâíà ðàçìåðíîñòè íàïðÿæåíèÿ ïîäåëåííîé
íà ðàçìåðíîñòü âðåìåíè. Èìåííî ïîýòîìó Fijkl ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòü è ÿâëÿåòñÿ
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îäíîé èç êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîðîñòè ðåëàêñàöèè íàïðÿæåíèé1.
Àíàëîãè÷íî è äëÿ êîìïîíåíò Φijkl, êîòîðûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòÿìè è îáðàçóþò

òåíçîð ñêîðîñòåé ïîëçó÷åñòè2.

Ñèíãóëÿðíûå ÿäðà ñêîðîñòåé ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè. Èñïîëüçóÿ äåëüòà-
ôóíêöèè Äèðàêà, ìîæíî çàïèñàòü ïðÿìûå è îáðàòíûå ñîîòíîøåíèÿ (2.1)�(2.2) â âèäå

σij =

t∫
0

[
Cijkl(x)δ(t− τ)− Fijkl(x, t, τ)

]
εkl(τ)dτ =

t∫
0

Γijkl(x, t, τ)εkl(τ)dτ (2.3)

εij =

t∫
0

[
Jijkl(x)δ(t− τ) + Φijkl(x, t, τ)

]
σkl(τ)dτ =

t∫
0

Υijkl(x, t, τ)σkl(τ)dτ (2.4)

Ãäå Γijkl è Υijkl � êîìïîíåíòû ñèíãóëÿðíûõ òåíçîðîâ ÿäåð ñêîðîñòåé ðåëàêñàöèè è
ïîëçó÷åñòè

Γijkl(x, t, τ) ≡ Cijkl(x)δ(t− τ)− Fijkl(x, t, τ) ,

Υijkl(x, t, τ) ≡ Jijkl(x)δ(t− τ) + Φijkl(x, t, τ) .
(2.5)

Ñ îáùèìè ñâîéñòâàìè ÿäåð ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â êíèãàõ
[6], [7], [8], [9]

Ñòàðåþùèå è íåñòàðåþùèå ìàòåðèàëû. Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ôîðìóëàõ ÿäðà,
êîíêðåòèçèðóþùèå ìàòåðèàë çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû x (íåîäíîðîäíûé ìàòåðèàë), àê-
òóàëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t è ïàðàìåòðà τ , èçìåíÿþùåãîñÿ â ïðåäåëàõ îò íà÷àëà
ïðîöåññà äî ìîìåíòà t. Çàâèñèìîñòü ÿäåð îò âðåìåíè t óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñâîéñòâà
ìàòåðèàëà ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Òàêèå ìàòåðèàëû íàçûâàþòñÿ ñòàðåþùèìè. Òàê èëè
èíà÷å âñå ìàòåðèàëû ñòàðåþò. Îäíàêî íåêîòîðûå ñòàðåþò äîâîëüíî áûñòðî, à äðóãèå
â òå÷åíèå âñåãî ñðîêà ñëóæáû ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþò ñâîèõ ñâîéñòâ. Ìàòåðèàëû íå
ìåíÿþùèå âî âðåìåíè ñâîèõ ñëóæåáíûõ ñâîéñòâ íàçûâàþòñÿ íåñòàðåþùèìè ìàòåðèà-
ëàìè.

Ðàññìîòðèì êàê èçìåíÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íåñòàðåþùèõ ìàòåðè-
àëîâ. Ïóñòü èìååòñÿ ãðàôèê çàâèñèìîñòè ε(t), ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà
íà ïîëçó÷åñòü (Ðèñ.2.3). Íà÷àëî ýêñïåðèìåíòà ïðèìåì çà íóëåâîé ìîìåíò âðåìåíè

Äëÿ íåñòàðåþùèõ ìàòåðèàëîâ ñäâèã ïî âðåìåíè íà÷àëà îòñ÷åòà íå âëèÿåò íà ñâîé-
ñòâà ìàòåðèàëà, ò.å. ε(t− t0) = ε(t). Íàïðÿæåíèÿ â îáðàçöå â ïðîöåññå ïîëçó÷åñòè îïðå-
äåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (2.3). Çàïèøåì å¼ â òåíçîðíîì âèäå (çàâèñèìîñòü îò x îïóñêàåì)

σ˜(t) =
t∫

0

Γ˜(t, τ)ε˜(τ)dτ (2.6)

1(ñì. âèêèïåäèþ) Îò ëàò. relaxatio � îñëàáëåíèå, ðàññëàáëåíèå. Ðåëàêñàöèÿ íàïðÿæåíèé îçíà÷àåò
ïîñòåïåííîå ñíèæåíèå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ïðè çàäàííîé ïîñòîÿííîé äåôîðìàöèè.

2(ñì. âèêèïåäèþ) Ïîëçó÷åñòü ìàòåðèàëîâ (ïîñëåäåéñòâèå) � ìåäëåííàÿ, ïðîèñõîäÿùàÿ ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè äåôîðìàöèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ïîä âîçäåéñòâèåì ïîñòîÿííîé íàãðóçêè èëè ìåõàíè÷åñêîãî íàïðÿ-
æåíèÿ. Ïîëçó÷åñòè â òîé èëè èíîé ìåðå ïîäâåðæåíû âñå òâ¼ðäûå òåëà � êàê êðèñòàëëè÷åñêèå, òàê è
àìîðôíûå.
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Ðèñ. 2.3: Ãðàôèê ïîëçó÷åñòè (ñõåìà)

Îòñþäà ïðè ñäâèãå íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè ñëåäóåò, ÷òî

σ˜(t− t0) =

t−t0∫
0

Γ˜(t− t0, τ)ε˜(τ)dτ
Çàìåíÿÿ çäåñü ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ τ íà ϑ − t0 è ïåðåõîäÿ, âìåñòî ϑ, ñíîâà ê
ïåðåìåííîé τ , ïîëó÷àåì:

σ˜(t− t0) =

t∫
t0

Γ˜(t− t0, ϑ− t0)ε˜(ϑ− t0)dϑ =

t∫
t0

Γ˜(x, t− t0, τ − t0)ε˜(τ − t0)dτ =

=

t∫
0

Γ˜(t− t0, τ − t0)ε˜(τ − t0)dτ

(2.7)

Çäåñü íèæíèé ïðåäåë t0 â èíòåãðàëå ïîìåíÿëè íà 0 â ñèëó òîãî, ÷òî Γ˜(t− t0, τ − t0) = 0

ïðè τ < t0. Èç òîãî, ÷òî äëÿ íåñòàðåþùèõ ìàòåðèàëîâ σ˜(t − t0) = σ˜(t) è ôîðìóë (2.6),

(2.7) ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

t∫
0

Γ˜(t, τ)ε˜(τ)dτ =

t∫
0

Γ˜(t− t0, τ − t0)ε˜(τ − t0)dτ (2.8)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ε˜(τ − t0) = ε˜(τ), ïîëó÷àåì èç (2.8)

t∫
0

[
Γ˜(t, τ)− Γ˜(t− t0, τ − t0)

]
ε˜(τ)dτ = 0

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðîöåññîâ äåôîðìàöèè òàêîå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî åñëè

Γ˜(t, τ)− Γ˜(t− t0, τ − t0) = 0 , ⇒ Γ˜(t, τ) = Γ˜(t− t0, τ − t0) ,

à ïðè ïðîèçâîëüíûõ t0 ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà

Γ˜ (t, τ ) = Γ˜ (t − τ )

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåñòàðåþùèõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñèíãóëÿðíûå
è ðåãóëÿðíûå ÿäðà ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè ÿâëÿþòñÿ ÿäðàìè ðàçíîñòíîãî
òèïà.
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Çàïèñü âÿçêîóïðóãèõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ íåñòàðåþùèõ ìàòå-
ðèàëîâ â âèäå èíòåãðàëîâ Ñòèëòüåñà. Â ñëó÷àå íåñòàðåþùèõ ìàòåðèàëîâ ñîîò-
íîøåíèÿ (2.1)�(2.2) â òåíçîðíîé ôîðìå ïðèíèìàþò âèä:

σ˜(x, t) = C˜ (x)ε˜(x, t)−
t∫

0

F˜ (x, t− τ)ε˜(x, τ)dτ (2.9)

ε˜(x, t) = C˜ (x)σ˜(x, t) +
t∫

0

Φ˜ (x, t− τ)σ˜(x, τ)dτ (2.10)

Âìåñòî ÿäåð ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè ââåäåì äðóãèå òåíçîð-ôóíêöèè ðåëàêñàöèè è
ïîëçó÷åñòè òàêèå, ÷òî

F˜ (x, t− τ) =
∂R˜ (x, t− τ)

∂τ
, Φ˜ (x, t− τ) = −

∂Π˜ (x, t− τ)

∂τ
(2.11)

Ïðåîáðàçóåì ñíà÷àëà ôîðìóëó (2.9)

σ˜(x, t) = C˜ (x)ε˜(x, t)−
t∫

0

F˜ (x, t− τ)ε˜(x, τ)dτ = C˜ (x)ε˜(x, t)−
t∫

0

∂R˜ (x, t− τ)

∂τ
ε˜(x, τ)dτ =

= C˜ (x)ε˜(x, t)−
t∫

0

ε˜(x, τ)dτR˜ (x, t− τ) = C˜ (x)ε˜(x, t)−R˜ (x, t− τ)ε˜(x, τ)
∣∣∣t
0
+

+

t∫
0

R˜ (x, t− τ)dτε˜(x, τ) = C˜ (x)ε˜(x, t)−R˜ (x, 0)ε˜(x, t) +R˜ (x, t)ε˜(x, 0) +
t∫

0

R˜ (x, t− τ)dτε˜(x, τ)

Ôóíêöèè ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíûõ êîíñòàíò.
Òåïåðü ìû ìîæåì èçáàâèòüñÿ îò ýòîãî ïðîèçâîëà ïîëîæèâ R˜ (x, 0) = C˜ (x). Ó÷òåì òàêæå,

÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ε˜(x, 0) = 0 è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî ïðåäñòàâëåíèå

îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ëèíåéíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè íåñòàðåþùèõ ìàòåðèàëîâ
â ôîðìå èíòåãðàëîâ Ñòèëòüåñà

σ˜ (x, t) =

t∫
0

R˜ (x, t − τ )dτε˜(x, τ ) , σij(x, t) =

t∫
0

Rijkl(x, t − τ )dτεkl(x, τ )

(2.12)
Àíàëîãè÷íî Çàïèñûâàþòñÿ îáðàòíûå ñîîòíîøåíèÿ

ε˜(x, t) =

t∫
0

Π˜ (x, t−τ )dτσ˜ (x, τ ) , εij(x, t) =

t∫
0

Πijkl(x, t−τ )dσkl(x, τ ) (2.13)

Òåíçîðû-ôóíêöèè ðåëàêñàöèè R˜ è ïîëçó÷åñòè Π˜ âçàèìíî îáðàòíû, ò.å. R˜Π˜ = Π˜R˜ =

∆˜ . Â ýòîì ñëó÷àå, ê ïðèìåðó, ïîäñòàíîâêà ñîîòíîøåíèé (2.13) â (2.12) äàåò òîæäåñòâî.
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Â ñàìîì äåëå:

σ˜(x, t) =
t∫

0

R˜ (x, t− τ)dτ

τ∫
0

Π˜ (x, t− τ1)d τ1 σ˜(x, τ1) =

=

t∫
0

R˜ (x, t− τ)Π˜ (x, t− τ)dτσ(x, τ) =

t∫
0

dτσ(x, τ) = σ˜(x, t)

Êîýôôèöèåíòû òåíçîðîâ ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâàìè
ñèììåòðèè, ÷òî è ìîäóëè óïðóãîñòè.

Îïåðàòîðíàÿ çàïèñü îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé âÿçêîóïðóãîñòè. Èíòåãðà-
ëû â ôîðìóëàõ (2.12), (2.13) óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü "ïòè÷êàìè" íàä èäåíòèôèêàòîðàìè
ôóíêöèé ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè. Òîãäà îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè
âÿçêîóïðóãîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îïåðàòîðîâ

σ˜(x, t) = Ř˜ (x, t)ε˜(x, t) , ε˜(x, t) = Π̌˜ (x, t)σ˜(x, t) (2.14)

Îïåðàòîðû-òåíçîðû Ř˜ è Π̌˜ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíîîáðàòíûìè òåíçîðàìè, êîìïîíåíòû êî-

òîðûõ îáëàäàþò òåìè æå òèïàìè ñèììåòðèè, ÷òî è êîìïîíåíòû òåíçîðà ìîäóëåé óïðó-
ãîñòè. Â ýòîé ñâÿçè, ìîæíî óñòàíîâèòü àíàëîãèþ ìåæäó ðåøåíèÿìè çàäà÷ óïðóãîñòè
è âÿçêîóïðóãîñòè, ïîëàãàÿ, ÷òî Ř˜ ñîîòâåòñòâóåò òåíçîðó ìîäóëåé óïðóãîñòè, à Π̌˜ �

òåíçîðó ïîäàòëèâîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, èç ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãîñòè ìîæíî ñðàçó ïî-
ëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è âÿçêîóïðóãîñòè, çàìåíèâ óïðóãèå ìîäóëè íà îïåðàòîðû. Ïîñëå
ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ðàñøèôðîâêó îïåðàòîðîâ â ïîëó÷åííîì ðåøåíèè [7, ñòð.
91-104].

Ñëó÷àé èçîòðîïíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà. Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð ìîäóëåé
óïðóãîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç ìîäóëü îáú¼ìíîãî ñæàòèÿ K(x) è ìîäóëü ñäâèãà G(x)
ïî ôîðìóëå

C˜ (x) = 3K(x)V˜ + 2G(x)D˜ (2.15)

ãäå V˜ è D˜ � âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå òåíçîðû (1.23). Â ïîõîæåé ôîðìå ïðåäñòàâèì

òåíçîð ðåëàêñàöèè R˜ è òåíçîð ïîëçó÷åñòè Π˜
R˜ (x, t) = 3K1(x, t)V˜ + 2G1(x, t)D˜ , Π˜ (x, t) =

1

3K1(x, t)
V˜ +

1

2G1(x, t)
D˜ (2.16)

Çäåñü K1(x, t) è ìîäóëü ñäâèãà G1(x, t) � ôóíêöèè îáú¼ìíîé è ñäâèãîâîé ðåëàêñàöèè,
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç ýêñïåðèìåíòîâ íà ïîëçó÷åñòü.

2.1.2 Óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèé ìàòåðèàë.
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Òåîðèÿ ìàëûõ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Â òåîðèè ìàëûõ óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðè àêòèâíîì íàãðóæåíèè ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè

σij = Fijkl(x, ε˜)εkl, εij = Φijkl(x, σ˜)σkl (2.17)

Äëÿ ïëàñòè÷åñêè íåñæèìàåìûõ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ êîìïîíåíòû òåí-
çîðîâ F˜ è Φ˜ èìåþò âèä:

Fijkl(x, εmn) = Cijkl(x) − 2G(x)ω(x, εu)Dijkl,

Φijkl(x, σmn) = Jijkl(x) +
φ(x, σu)

2G(x)
Dijkl , (2.18)

Dijkl =
1

2

(
δikδil + δilδjk

)
−

1

3
δijδkl .

Ôóíêöèÿ ïëàñòè÷íîñòè Èëüþøèíà. Â ôîðìóëå (2.18) ω(x, εu) � ôóíêöèÿ ïëà-
ñòè÷íîñòè Èëüþøèíà, îïðåäåëÿåìàÿ èç îïûòîâ íà ðàñòÿæåíèå èëè êðó÷åíèå

ω = 1− σu(εu)

3Gεu
, φ =

ω

1− ω
=

3Gεu(σu)

σu
− 1 , (2.19)

σu =

√
3

2
Dijklσijσkl , εu =

√
2

3
Dijklεijεkl (2.20)

Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ óïðóãèõ, âÿçêîóïðó-
ãèõ è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíîé
òåîðèè óïðóãîñòè, ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè è òåîðèè ìàëûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äå-
ôîðìàöèé ìîæíî ïðåäñòàâèò åäèíîé çàâèñèìîñòüþ ñëåäóþùåãî âèäà:

σij = F̌ij(x, ε˜) = Cijkl(x)εkl − Čij(x, ε˜) , (2.21)

ãäå

Čij(x, ε˜) = 0 , � ëèíåéíàÿ óïðóãîñòü (2.22)

Čij(x, ε˜) =

t∫
0

Fijkl(x, t, τ )εkl(x, τ )dτ , � ëèíåéíàÿ âÿçêîóïðóãîñòü (2.23)

Čij(x, ε˜) = 2G(x)ω(x, εu)Dijklεkl , � ÒÌÓÏÄ (2.24)

ãäå ω -ôóíêöèÿ ïëàñòè÷íîñòè À.À. Èëüþøèíà, îïðåäåëÿåìàÿ èç îïûòîâ íà ðàñòÿæåíèå
èëè êðó÷åíèå

ω = 1− σu(εu)

3Gεu
, φ =

ω

1− ω
=

3Gεu(σu)

σu
− 1 ,

σu =

√
3

2
Dijklσijσkl, εu =

√
2

3
Dijklεijεkl (2.25)
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2.2 Ïîíÿòèå îá ýôôåêòèâíûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíî-
øåíèÿõ.

Êîìïîçèöèîííîå òåëî, ñîñòîÿùåå èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà, ïðèìåðíî îäèíà-
êîâûõ, ýëåìåíòîâ âåä¼ò ñåáÿ ïîä íàãðóçêîé êàê íåêîòîðîå îäíîðîäíîå òåëî,
ñâîéñòâà êîòîðîãî îòëè÷íû îò ñâîéñòâ êîìïîíåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ýëåìåíò.
Ñâîéñòâà òàêîãî ìîäåëüíîãî îäíîðîäíîãî òåëà íàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûìè
ñâîéñòâàìè.

Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì ïîäõîäå ê íàõîæäåíèþ ýôôåêòèâíûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ êîìïîçèòîâ, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà
ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â îáðàçåö, íàä êîòîðûì ïðîâîäÿòñÿ âñå ýêñïåðèìåíòû. Â ýòîì
çàêëþ÷àåòñÿ ìàñøòàáíûé ýôôåêò â êîìïîçèòå. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ýëåìåíòîâ â
îáðàçöå íàñòóïàåò òàêîé ìîìåíò, êîãäà äîáàâëåíèå ýëåìåíòîâ â îáðàçöå ïðàêòè÷åñêè
ïåðåñòà¼ò ñêàçûâàòüñÿ íà èçìåðÿåìûå âåëè÷èíû.

Òàêèì îáðàçîì, â ìåõàíèêå êîìïîçèòîâ ïðåäñòàâèòåëüíûé îáú¼ì � ýòî îáú¼ì, ñîñòî-
ÿùèé èç ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà òèïè÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûé îáëàäàåò òàêèìè æå
ýôôåêòèâíûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî è âñ¼ êîìïîçèöèîííîå òåëî, ñîñòîÿùåå èç íåêîòîðîãî
êîëè÷åñòâà ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáú¼ìîâ. Ïðè÷¼ì ëþáîé èç ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáú¼ìîâ
òåëà èìååò òàêèå æå ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè, à äîáàâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ â ñîñòàâ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáú¼ìà íå îêàçûâàåò çíà÷èìîãî âëèÿíèÿ íà ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûå õàðàêòåðèñòèêè.3

Ðåàëüíî ýêñïåðèìåíòàëüíûé îáðàçåö ñîñòîèò äîâîëüíî èç áîëüøîãî ÷èñëà ïðåäñòà-
âèòåëüíûõ îáú¼ìîâ. Ýêñïåðèìåíò íàä òàêèì îáðàçöîì äîëæåí áûòü òàê îðãàíèçîâàí,
÷òîáû â ëþáîì ïðåäñòàâèòåëüíîì îáú¼ìå ðåàëèçîâûâàëîñü â ñðåäíåì îäèíàêîâîå íà-
ïðÿæåííî äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ è ïðè òåîðåòè÷åñêîì ïîäõîäå ê âû÷èñëåíèþ ýôôåêòèâíûõ
ñâîéñòâ. Âíåøíèå íàãðóçêè äîëæíû áûòü òàêîâû, ÷òîáû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé
è äåôîðìàöèé â êàæäîì èç ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáú¼ìîâ áûëè îäèíàêîâû è ñîâïàäàëè
ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè âî âñåì êîìïîçèöèîíîì òåëå, ñîñòîÿùåì èç áîëüøîãî ÷èñëà
ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáú¼ìîâ [2, ñòð. 15].

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå âîçìîæíî òîëüêî ïðè îïðåäåëåííîì ñïîñîáå íàãðóæåíèÿ òåëà.
Â ðàáîòå [10] Õàøèíà è Ðîçåíà 1964 ãîäà óêàçàíû äâà íàáîðà âõîäíûõ äàííûõ, ïðè
êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ýòè óñëîâèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå íà âñåé ãðàíèöå òåëà çàäàþòñÿ
ïåðåìåùåíèÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ñïåöèàëüíîãî âèäà, à âî âòîðîì ñëó÷àå íà âñåé ãðàíèöå
òåëà äîëæíû áûòü çàäàíû óñèëèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îáú¼ìíûå íà-
ãðóçêè îòñóòñòâóþò. Íàïðÿæåíèÿ, äåôîðìàöèè è ïåðåìåùåíèÿ, âîçíèêàþùèå âíóòðè

3Â ìåõàíèêå êîìïîçèòîâ ïîíÿòèå î ïðåäñòàâèòåëüíîì îáú¼ìå âåùåñòâà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåé-
øèõ. Â âèêèïåäèè ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáú¼ìà, ïîçàèìñòâîâàííîãî èç
êóðñà îáùåé ôèçèêè Ä.Â. Ñèâóõèíà "Ïðåäñòàâèòåëüíûé îáúåì (ÏÎ) � ìèíèìàëüíûé îáú¼ì ìàòåðè-
àëà, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ äîñòàòî÷íîå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ òåëà ÷èñëî ¾íî-
ñèòåëåé¿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåõàíèçìîâ ïðîöåññà. Äîáàâëåíèå ê ýòîìó îáú¼ìó äðóãèõ ÷àñòåé äàííîãî
ìàòåðèàëà ñ àíàëîãè÷íîé (â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå) êîíôèãóðàöèåé ¾íîñèòåëåé¿ àíàëèçèðóåìûõ
ìåõàíèçìîâ íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîëåâûõ âåëè÷èí, îïè-
ñûâàþùèõ èçìåíåíèå êîíôèãóðàöèè ¾íîñèòåëåé¿. Â êëàññè÷åñêîé ÌÑÑ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðû
ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáú¼ìà òàêîâû, ÷òî ãðàäèåíòàìè ýòèõ ïîëåâûõ âåëè÷èí è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ
ñîñòîÿíèÿ â ïðåäåëàõ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáú¼ìà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü óêà-
çàííûå ïîëÿ îäíîðîäíûìè (â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå) â ìàñøòàáàõ ïðåäñòàâèòåëüíîãî îáú¼ìà."
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îáëàñòè, çàíÿòîé òåëîì óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì:

σij,j = 0 , σij = F̌ij(x, ε˜) , εkl = ∆klmnum,n , (x ∈ V ) (2.26)

Èòàê, íàçîâ¼ì ýôôåêòèâíûìè òàêèå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçû-
âàþò ñðåäíèå ïî îáú¼ìó òåëà íàïðÿæåíèÿ ñî ñðåäíèìè äåôîðìàöèÿìè, âîçíèêøèìè â
òåëå, ïîäâåðæåííîì âîçäåéñòâèÿì ñïåöèàëüíîãî âèäà.

2.2.1 Ïåðâàÿ ñïåöèàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Ýôôåêòèâíûå îïðåäåëÿþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ òèïà < σ >∼< ε > . Â ñëó÷àå ïåðâîé ñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (ÑÊÇ)
íà âñåé ãðàíèöå Σ êîìïîçèöèîííîãî òåëà çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ ñïåöèàëü-
íîãî âèäà:

ui|Σ = u0i = γijyj , y ∈ Σ , γij = γji = const (2.27)

Ïðè òàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, íåçàâèñèìî îò âèäà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé,
ñðåäíåå ïî îáú¼ìó îò äåôîðìàöèé ðàâíî òåíçîðó γ˜ . Â ñàìîì äåëå

< εij >=
1

V
∆ijkl

∫
V

uk,ldV =
1

V
∆ijkl

∫
Σ

uknldΣ =
1

V
∆ijklγks

∫
Σ

ysnldΣ =

=
1

V
∆ijklγks

∫
V

xs,ldV =
1

V
∆ijklγksδsl

∫
V

dV = ∆ijklγkl = γij

(2.28)

Ðåøèâ äàëåå çàäà÷ó (2.26) ïðè ñïåöèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (2.27), íàéäåì ðàñ-
ïðåäåëåíèå äåôîðìàöèé ε˜(x, γ˜) è íàïðÿæåíèé σ˜(x, γ˜) â îáú¼ìå òåëà. Óñðåäíèì íàïðÿ-

æåíèÿ ïî îáúåìó è ïîëó÷èì

< σ˜ >=
1

V

∫
V

σ˜(x, γ˜)dV =
1

V

∫
V

F̌˜ (x, ε˜(x, γ˜))dV ≡ ȟ˜(γ˜) = ȟ˜(< ε˜ >) (2.29)

Îïåðàòîð, îáîçíà÷åííûé ÷åðåç ȟ˜ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì îïåðàòîðîì, à ñîîòíî-

øåíèÿ (2.29), ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü ñðåäíèå ïî îáú¼ìó íàïðÿæåíèÿ ÷åðåç ñðåäíèå ïî
îáú¼ìó äåôîðìàöèè íàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûìè îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè òèïà
< σ > ∼ < ε >.

2.2.2 Âòîðàÿ ñïåöèàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Ýôôåêòèâíûå îïðåäåëÿþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ òèïà < ε >∼< σ >. Âî âòîðîé êðàåâîé çàäà÷å íà âñåé ãðàíèöå òåëà
çàäàþòñÿ ðàñïðåäåëåííûå íàãðóçêè ñïåöèàëüíîãî âèäà

σijnj|Σ = P 0
i = λijnj , λij = λji = const (2.30)

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, íåçàâèñèìî îò âèäà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ñðåä-
íåå ïî îáú¼ìó îò òåíçîðà íàïðÿæåíèé ðàâíî òåíçîðó λ˜ . Äëÿ ýòîãî óìíîæèì óðàâíåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ íà xk è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáú¼ìó V

0 =

∫
V

σij,jxkdV =

∫
V

[(σijxk),j − σijxk,j]dV =

∫
Σ

σijnjyk dΣ−
∫
V

σijδkj = λij

∫
Σ

yknj dΣ−

(2.31)
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−V < σik >= λij

∫
V

xk,jdV − V < σik >= V λik − V < σik >= 0 ⇒ < σik >= λik .

Ðåøèì äàëåå çàäà÷ó (2.26) ïðè ñïåöèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (2.30). Íàéäåì
ðàñïðåäåëåíèå äåôîðìàöèé ε˜(x, λ˜) è íàïðÿæåíèé σ˜(x, λ˜) â îáú¼ìå òåëà. Óñðåäíèì äå-

ôîðìàöèè ïî îáúåìó è ïîëó÷èì

< ε˜ >=
1

V

∫
V

ε˜(x, λ˜)dV =
1

V

∫
V

Φ̌˜ (x, σ˜(x, λ˜))dV ≡ Ȟ˜ (λ˜) = Ȟ˜ (< σ˜ >) (2.32)

Îïåðàòîð, îáîçíà÷åííûé ÷åðåç Ȟ˜ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì îïåðàòîðîì, à ñîîòíî-

øåíèÿ (2.32), ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü ñðåäíèå ïî îáú¼ìó äåôîðìàöèè ÷åðåç ñðåäíèå ïî
îáú¼ìó íàïðÿæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ýôôåêòèâíûìè îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè òèïà
< ε > ∼ < σ >.

2.2.3 Î äâóõ ïîäõîäàõ ê ðàñ÷åòó ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê. Èç ïåðâîé
ÑÊÇ íàõîäÿòñÿ ýôôåêòèâíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ

< σ˜ >= ȟ˜(< ε˜ >) ⇒ < ε˜ >= Ȟ˜ (< σ˜ >) , (2.33)

ãäå ÷åðåç Ȟ˜ ∗ îáîçíà÷åí îïåðàòîð, îáðàòíûé ê ȟ˜ .
Âòîðàÿ ÑÊÇ ïîçâîëÿåò íàéòè ýôôåêòèâíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, òî åñòü

íàéòè ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð ïîäàòëèâîñòè Ȟ˜ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ȟ˜∗ îïåðàòîð îáðàòíûé
ê îïåðàòîðó Ȟ˜ . Òàêèì îáðàçîì:

< ε˜ >= Ȟ˜ (< σ˜ >) ⇒ < σ˜ >= ȟ˜∗(< ε˜ >) . (2.34)

Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîðû ȟ˜ è ȟ˜∗, à òàêæå Ȟ˜ è Ȟ˜ ∗íå ñîâïàäàþò, òî åñòü

ȟ˜(< ε˜ >) ̸= ȟ˜∗(< ε˜ >) , Ȟ˜ (< σ˜ >) ̸= Ȟ˜ ∗(< σ˜ >)

2.3 Ýôôåêòèâíûå ìîäóëè óïðóãîñòè íåîäíîðîäíîãî óïðó-
ãîãî òåëà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé íåîäíîðîäíîãî óïðóãîãî òåëà, òî åñòü îïðåäåëÿþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ èìååò âèä:

σij = Cijkl(x)εkl , εij = Jijkl(x)σkl , CijklJklmn = JklmnCijkl = ∆ijkl

Òåíçîðîì ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè íåîäíîðîäíîãî óïðóãîãî òåëà íàçûâàåò-
ñÿ òàêîé ïîñòîÿííûé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà h˜, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñðåäíèå íàïðÿ-

æåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñðåäíèå äåôîðìàöèè â òåëå, íà âñåé ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî
çàäàíû ïåðåìåùåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà.
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2.3.1 Ïîñòàíîâêà ïåðâîé ÑÊÇ äëÿ ëèíåéíî óïðóãîãî íåîäíîðîäíîãî òåëà.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è îá ýôôåêòèâíûõ ìîäóëÿõ óïðóãîñòè äàåòñÿ ñëå-
äóþùèìè óðàâíåíèÿìè

σij,j = 0 , σij = Cijkl(x)εkl , εkl = ∆klmnum,n , x ∈ V (2.35)

ui|Σ = γijyj , y ∈ Σ , γij = γji = const. (2.36)

Ñèñòåìà ïîñëåäîâàòåëüíûõ âûðàæåíèé (2.35) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå òðåõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî òð¼õ íåèçâåñòíûõ ïåðåìåùåíèé(

Cijkluk,l
)
,j
= 0 (2.37)

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå çàäà÷è (2.35), (2.36) ⟨ε˜⟩ = γ˜
íåçàâèñèìî îò âèäà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé. Ïåðâàÿ ÑÊÇ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé çà-
äà÷åé è ïîýòîìó ñàìè êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé ëèíåéíî çàâèñÿò îò òåíçîðà
γ˜ .

σij = C̃ijkl(x)γkl , (2.38)

ãäå êîýôôèöèåíòû C̃ijkl(x) ïðåäñòîèò íàéòè èç ðåøåíèÿ ïåðâîé ÑÊÇ. Óñðåäíÿÿ (2.38)
ïî îáú¼ìó òåëà íàéäåì êîìïîíåíòû hijkl òåíçîðà ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè

⟨σij⟩ = ⟨C̃ijkl⟩γkl = hijkl < εkl > , hijkl ≡ ⟨C̃ijkl⟩ (2.39)

Èòàê, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê íóæíî âíà÷àëå íàéòè
êîýôôèöèåíòû C̃ijkl, à äëÿ ýòîãî íóæíî ðåøèòü èñõîäíóþ ïåðâóþ ÑÊÇ ëèáî
ñâåñòè å¼ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å è ðåøàòü âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó.

2.3.2 Ñîïóòñòâóþùàÿ ïåðâàÿ ÑÊÇ. Ïîä ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷åé çäåñü è
âåçäå äàëåå áóäåì ïîíèìàòü çàäà÷ó äëÿ îäíîðîäíîãî óïðóãîãî òåëà, òîé æå
ôîðìû è íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì òåõ æå ñàìûõ âõîäíûõ äàííûõ, ÷òî è
èñõîäíîå íåîäíîðîäíîå òåëî. Ïóñòü vi, eij è τij � êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé, äå-
ôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â ñîïóòñòâóþùåì îäíîðîäíîì òåëå ñ ìîäóëÿìè óïðóãîñòè
C◦

ijkl = const. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîé ñîïóòñòâóþùåé ÑÊÇ èìååò âèä:

τij,j = 0 , τij = C◦
ijklekl , ekl = ∆klmnvm,n ⇒ C◦

ijklvk,lj = 0 (2.40)

vi|Σ = γijyj , y ∈ Σ , γij = γji = const. (2.41)

Î÷åâèäíî ðåøåíèå ýòîé êðàåâîé çàäà÷è

vi = γijxj =< εij > xj , eij = γij =< εij > , τij = C◦
ijklγkl = C◦

ijkl < εij > (2.42)

Ïîä÷åðêí¼ì çäåñü, ÷òî íàïðÿæåíèÿ τij ýòî íàïðÿæåíèÿ â îäíîðîäíîì òåëå ñ ïðîèç-
âîëüíî âûáðàííûìè ïîñòîÿííûìè êîìïîíåíòàìè C◦

ijkl, ïîýòîìó< σij ≯= τij.Ðàâåíñòâî
áóäåò èìåòü ìåñòî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå C◦

ijkl âûáèðàþòñÿ
ýôôåêòèâíûå ìîäóëè óïðóãîñòè íåîäíîðîäíîãî òåëà, ò.å. ïðè C◦

ijkl = hijkl.
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2.3.3 Ñâåäåíèå èñõîäíîé ïåðâîé ÑÊÇ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å. Ðåøåíèå
èñõîäíîé ÑÊÇ áóäåì èñêàòü â âèäå

ui = vi + ūi(γ˜) , (2.43)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå ïîÿâèëîñü âñëåäñòâèå íåîäíîðîäíîñòè òåëà. Â ñèëó ëèíåéíîñòè çà-
äà÷è âåëè÷èíû ūi òàêæå ëèíåéíî çàâèñÿò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ò.å. îò òåíçîðà âòîðîãî
ðàíãà γ˜ , ïîýòîìó

ui(x) = γijxj +Nikl(x)γkl (2.44)

Ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè. Óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íàçîâåì íåèçâåñò-
íûå ôóíêöèè Nikl(x) còðóêòóðíûìè ôóíêöèÿìè. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå î÷åâèäíûå
ñâîéñòâà ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé.

Âî-ïåðâûõ, îíè íåïðåðûâíû ïî êîîðäèíàòàì è ñèììåòðè÷íû ïî äâóì ïîñëåäíèì
èíäåêñàì.

Âî-âòîðûõ, îíè íå çàâèñÿò îò òåíçîðà γ˜ è îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ôîðìîé îáëàñòè è

ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè îò êîîðäèíàò.
Â òðåòüèõ, â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî òåëà âñå N-ôóíêöèè òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ,

à â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî òåëà îíè, âñëåäñòâèå íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé, âñå îáðàùàþòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå îáëàñòè, çàíÿòîé òåëîì, òî åñòü

Nikl|Σ = 0 (2.45)

È ïîñëåäíåå: â îáùåì ñëó÷àå àíèçîòðîïèè èìååòñÿ 18 íåçàâèñèìûõ ñòðóêòóðíûõ ôóíê-
öèé, îáðàçóþùèõ ñòðóêòóðíûé òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà. Â ôîðìóëå (2.44) ôóíêöèè Nikl

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîáîé êîìïîíåíòû ñòðóêòóðíîãî òåíçîðà 1 ðàç êîâàðèàíòíûå è äâàæäû
êîíòðàâàðèàíòíûå, ò.å. ôîðìóëó (2.44) ñëåäîâàëî áû íàïèñàòü â âèäå

ui = γijx
j +N .kl

i.. γkl =
(
∆ijklx

j +N .kl
i..

)
γkl,

íî ïîñêîëüêó ìû çäåñü èñïîëüçóåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, ïîñòîëüêó ðàçíèöà ìåæäó
âåðõíèìè è íèæíèìè èíäåêñàìè ïðîïàäàåò.

Òåíçîð êîíöåíòðàöèè äåôîðìàöèé. Ïî ïåðåìåùåíèÿì (2.44) íàéä¼ì äåôîðìàöèè
è íàïðÿæåíèÿ

εij = γij +∆ijmnNmkl,nγkl =
(
∆ijkl +∆ijmnNmkl,n

)
γkl ≡ K(ε)ijkl(x)γkl (2.46)

σij = Cijklεkl = CijklK(ε)klpqγpq =
(
Cijkl + CijmnNmkl,n

)
γkl = C̃ijkl(x)γkl , (2.47)

ãäå

K(ε)ijkl(x) = ∆ijkl +∆ijmnNmkl,n(x) , C̃ijkl(x) = Cijkl(x) + Cijmn(x)Nmkl,n(x) (2.48)

Êîýôôèöèåíòû K(ε)ijkl(x) ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà 4-ãî ðàíãà, íà-
çûâàåìîãî òåíçîðîì êîíöåíòðàöèè äåôîðìàöèé. Åãî êîìïîíåíòû, â îòëè÷èå
îò êîìïîíåíò òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè, íå ñèììåòðè÷íû ïî ïåðâîé è âòî-
ðîé ïàðàì èíäåêñîâ, íî ñèììåòðè÷íû ïî èíäåêñàì â ïàðàõ.
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Âñïîìîãàòåëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (2.35), âñëåäñòâèå
íåçàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ γij, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ N-ôóíêöèé(

Cijkl + CijmnNmkl,n

)
,j
γkl = 0 ; ⇒

(
Cijkl + CijmnNmkl,n

)
,j
= 0 (2.49)

Ýòè óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.45) ïîçâîëÿþò íàéòè åäèíñòâåííûå ñòðóê-
òóðíûå ôóíêöèè Nikl(x).

Ïîñêîëüêó â ïåðâîé ÑÊÇ < εij >= γij, à òàêæå èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.45) è
ôîðìóë (2.46) ñëåäóåò, ÷òî〈

Nikl,j

〉
=

1

V

∫
V

Nikl,jdV =
1

V

∫
Σ

NiklnjdV = 0 (2.50)

ãäå nj � êîìïîíåíòû âåêòîðà âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σ. Âñëåäñòâèå
ýòîãî 〈

K(ε)ijkl

〉
= ∆ijkl (2.51)

Âûðàæåíèå ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè ÷åðåç ñòðóêòóðíûå ôóíê-
öèè. Óñðåäíÿÿ íàïðÿæåíèÿ (2.47) ïî îáëàñòè íàéäåì ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿþùèå êîì-
ïîíåíòû ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà ÷åðåç N-ôóíêöèè

hijkl = ⟨C̃ijkl⟩ =
〈
CijmnK(ε)mnkl

〉
=
〈
Cijkl + CijmnNmkl,n

〉
(2.52)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê íàì íóæíû íå ñàìè
N-ôóíêöèè, à òîëüêî èõ ïðîèçâîäíûå.

2.3.4 Tåîðåìà î ñèììåòðèè è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ýôôåêòèâíûõ
êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè. Ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
âñåì óñëîâèÿì ñèììåòðèè è óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè [1], ò.å.

hijkl = hjikl = hijlk = hklij ,

hijklκijκkl ⩾ mκijκij , m > 0 , κij = κji ̸= 0

Òåîðåìà 2.3.1. Ýôôåêòèâíûå êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷àåìûå ïî ôîðìóëàì (2.52) èç ðå-
øåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è (2.48), (2.45) óäîâëåòâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì ñèììåòðèè
è óñëîâèÿì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñèììåòðèÿ hijkl ïî èíäåêñàì â ïåðâîé è âòîðîé ïàðàõ èíäåêñîâ ñëåäóåò èç âûðàæå-
íèÿ (2.52).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà ñèììåòðèè ïî ïàðàì èíäåêñîâ è ñâîéñòâà ïîëîæèòåëü-
íîé îïðåäåëåííîñòè óìíîæèì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (2.35) íà ôóíêöèè Nikl, ïðîèíòå-
ãðèðóåì ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ïî îáú¼ìó òåëà è ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë:

0 =

∫
V

σij,jNikldV =

∫
V

[(
σijNikl

)
,j
− σijNikl,j

]
dV = −

∫
V

σijNikl,jdV =

= −
∫
V

σij
(
Nikl,j +∆ijkl −∆ijkl

)
dV = −

∫
V

σij
(
Nikl,j +∆ijkl

)
dV +

∫
V

σkldV

(2.53)
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Ó÷ò¼ì äàëåå, ÷òî

σij
(
Nikl,j +∆ijkl

)
= σij

(
∆ijstNskl,t +∆ijkl

)
=

= σijK(ε)ijkl = CijpqK(ε)pqmnγmnK(ε)ijkl = CmnpqK(ε)pqijK(ε)ijklγij

Â ðåçóëüòàòå èç (2.53) ïîëó÷àåì

0 = −
∫
V

CmnpqK(ε)pqijK(ε)mnkldV γij +

∫
V

σkldV

⇓〈
CmnpqK(ε)pqijK(ε)mnkl

〉
γij =

〈
CmnpqK(ε)pqijK(ε)mnkl

〉〈
εij
〉
=
〈
σkl
〉

⇓〈
CmnpqK(ε)pqijK(ε)mnkl

〉
= hijkl = hklij

(2.54)

Òî åñòü, êîìïîíåíòû òåíçîðà ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè ñèììåòðè÷íû ïî ïåð-
âîé è âòîðîé ïàðàì èíäåêñîâ.

Î÷åâèäíà òàêæå è ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü êîýôôèöèåíòîâ hijkl. Â ñàìîì
äåëå, â êàæäîé òî÷êå òåëà, ãäå îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû óïðóãîñòè èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî

Cmnpq(x)κmnκpq ⩾ mκijκij

äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà κ̃. Â ýòîì ñëó÷àå èç ôîðìóëû (2.54)

ïîëó÷àåì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî4

hijklκijκkl =
〈
CmnpqK(ε)pqijK(ε)mnkl

〉
κijκkl =

〈
Cmnpq

(
K(ε)mnijκij

)(
K(ε)pqklκkl

)〉
⩾

⩾ m
〈(
K(ε)pqijκij

)(
K(ε)pqklκkl

)〉
⩾ m

〈
K(ε)pqijκij

〉〈
K(ε)pqklκkl

〉
= m

〈
K(ε)pqij

〉
κij

〈
K(ε)pqkl

〉
κkl =

= m∆pqijκij∆pqklκkl = mκpqκpq

×.Ò.Ä.

Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêòèâíûå ìîäóëè óïðóãîñòè ìîãóò áûòü ïðèíÿòû â êà÷åñòâå
ñâîéñòâ íåêîòîðîãî ðåàëüíîãî ìàòåðèàëà.

4Êëàññè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî èìååò âèä [11]:

∫
V

f2(x)dV

∫
V

g2(x)dV ⩾

∫
V

f(x)g(x)dV

2

Îòñþäà ïðè g ≡ 1 èìååì ⟨f2⟩ ⩾ ⟨f⟩2 è ñëåäîâàòåëüíî
∑
i

⟨fifi⟩ ⩾
∑
i

⟨fi⟩⟨fi⟩
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Ëåêöèÿ 3. Ðåøåíèå ïåðâîé

ñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è.

3.1 Ñâåäåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ê ñåðèè êëàññè-
÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, ñîñòîèò â íàõîæäåíèè Nmkl(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì
(2.49) âíóòðè îáëàñòè, çàíÿòîé òåëîì è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ãðàíèöå òåëà.

Ïóòåì ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí ñâåäåì ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è
(2.49), (2.45) ê ñåðèè êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè îá ÍÄÑ óïðóãîãî òåëà, çà-
ùåìëåííîãî ïî ãðàíèöå è íàãðóæåííîãî ðàñïðåäåëåííûìè îáú¼ìíûìè ñèëàìè. Ââåäåì
ñëåäóþùèå îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ:

u
(kl)
i (x) ≡ Nikl(x) � ôèêòèâíûå ïåðåìåùåíèÿ (3.1)

ε
(kl)
ij (x) = ∆ijmnu

(kl)
m,n(x) � ôèêòèâíûå äåôîðìàöèè (3.2)

σ
(kl)
ij (x) = Cijmn(x)ε

(kl)
mn (x) � ôèêòèâíûå íàïðÿæåíèÿ (3.3)

X
(kl)
i (x) = Cijkl,j(x) � ôèêòèâíûå îáú¼ìíûå íàãðóçêè (3.4)

Ôèêòèâíûå îáú¼ìíûå íàãðóçêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâîäíûå îò ìîäóëåé óïðó-
ãîñòè X(kl)

i = Ci1kl,1 + Ci2kl,2 + Ci3kl,3, òî åñòü, èõ âåëè÷èíà ïîðÿäêà ìîäóëåé óïðóãîñòè.
Ïðè òàêèõ áîëüøèõ íàãðóçêàõ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè òåðÿåò ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Òåì
íå ìåíåå, ðåøàòü óïðóãóþ çàäà÷ó ìîæíî, å¼ ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è îíî åäèíñòâåííîå.

Â òåîðèè óïðóãîñòè èìåþòñÿ è äðóãèå ïðèìåðû, êîãäà ïðè áîëüøèõ íàãðóçêàõ ðå-
øåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò è îíî åäèíñòâåííî, íî íå ôèçè÷íî.

Ïîñòàíîâêà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è â ïåðåìåùåíèÿõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íîâû-
ìè îáîçíà÷åíèÿìè ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåùåíèé äà¼òñÿ ñëåäóþùèìè
óðàâíåíèÿìè (

Cijmnu
(kl)
m,n

)
,j
+ X

(kl)
i = 0 , u(kl)

m

∣∣
Σ
= 0 (3.5)

Ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðû èíäåêñîâ kl, â îáùåì ñëó÷àå íåîäíîðîäíîñòè, ïîëó-
÷àåòñÿ øåñòü ðàçëè÷íûõ çàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì kl = 11, 22, 33, 12, 13, 23.
Èç ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ïîëó÷àåì 18 ðàçëè÷íûõ N -ôóíêöèé: Ni11 = u

(11)
i , Ni22 = u

(22)
i , è

ò.ä.
Ïî ðåøåíèÿì ôèêòèâíûõ çàäà÷ ñðàçó ìîæíî íàéòè ïåðåìåùåíèÿ, äåôîð-

ìàöèè, íàïðÿæåíèÿ è ýôôåêòèâíûå ìîäóëè óïðóãîñòè â ïåðâîé ÑÊÇ

ui(x) =
[
∆ijklxj + u

(kl)
i (x)

]
γkl (3.6)
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εij(x) =
[
∆ijkl + ε

(kl)
ij (x)

]
γkl (3.7)

σij(x) =
[
Cijkl(x) + σ

(kl)
ij (x)

]
γkl (3.8)

hijkl =
〈
Cijkl(x) + σ

(kl)
ij (x)

〉
=
〈
Cijkl

〉
+
〈
σ
(kl)
ij

〉
(3.9)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåùåíèÿ, äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ â ïåðâîé ÑÊÇ âûðàæàþò-
ñÿ ÷åðåç ôèêòèâíûå ïåðåìåùåíèÿ, äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç
óñðåäí¼ííûå ïî îáëàñòè ôèêòèâíûå íàïðÿæåíèÿ âûðàæàþòñÿ è ýôôåêòèâíûå ìîäóëè
óïðóãîñòè.

3.1.1 Ïðèìåðû çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè, ïðèâîäÿùèõ ê ôèçè÷åñêè íåäîñòî-
âåðíûì ðåçóëüòàòàì. Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîäîáíîé çàäà÷è: ïóñòü ïðÿìîëèíåéíûé
óïðóãèé ñòåðæåíü äëèíû L0 ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S çàùåìëåí íà êîíöå
x = 0, à íà äðóãîì êîíöå x = L0 çàäàíà ñæèìàþùàÿ íàãðóçêà âåëè÷èíû p, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííàÿ ïî òîðöåâîìó ñå÷åíèþ (ðèñ. 3.4).

Ðèñ. 3.4: Âåðõíèé êîíåö ñòåðæíÿ, ïîñëå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè, íàõîäèòñÿ íèæå òî÷êè çà-

ùåìëåíèÿ(ñõåìà)

Ïîñòàíîâêà òàêîé ïðîñòåéøåé çàäà÷è äà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè

dσ

dx
= 0 , σ = Eε , ε =

du

dx
; u(0) = 0 , σ(L0) = −p

Çäåñü E � ìîäóëü Þíãà. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è î÷åâèäíî

σ = −p , ε = − p

E
, u(x) = −p x

E

Íàéä¼ì òåïåðü ïåðåìåùåíèå íàãðóæåííîãî êîíöà ñòåðæíÿ è åãî ïîëîæåíèå x
L0
ïîñëå

ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè

u(L0) = −pL0

E
, x

L0
= L0 + u(L0) =

(
1− p

E

)
L0 < 0 ïðè p > E

Òî åñòü, ïðè íàãðóçêå áîëüøåé ìîäóëÿ Þíãà âåðõíèé êîíåö ñòåðæíÿ ïåðåìåñòèòñÿ
âíóòðü òåëà, â êîòîðîì îí çàêðåïëåí. Àíàëîãè÷íûé ýôôåêò èìååòñÿ è â çàäà÷å Ëàìå
î áåñêîíå÷íîé óïðóãîé òðóáå ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ. Ïðè äàâëåíèè ïî-
ðÿäêà ìîäóëÿ Þíãà òðóáà âûâîðà÷èâàåòñÿ, ò.å ïåðåìåùåíèå âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè
òðóáû îïåðåæàåò ïåðåìåùåíèå íàðóæíîé ïîâåðõíîñòè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðîòèâîðå-
÷èò ôèçèêå ÿâëåíèÿ.
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3.2 Öèëèíäðè÷åñêîå òåëî íåîäíîðîäíîå â ïîïåðå÷íîì
ñå÷åíèè. Âîëîêíèñòûé êîìïîçèò.

Ðàññìîòðèì óïðóãîå òåëî áåñêîíå÷íîå â îäíîì íàïðàâëåíèè, îãðàíè÷åííîå â äâóõ
äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ è íåîäíîðîäíîå â ñå÷åíèè ïåðïåí-
äèêóëÿðíîì áåñêîíå÷íîìó íàïðàâëåíèþ.

Ïóñòü îñü x3 ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò íàïðàâëåíà ïàðàëëåëüíî îñè öèëèíäðà5, à
ïëîñêîñòü Ox1, x2 ñîâìåñòèì ñ îäíèì èç íîðìàëüíûõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé öèëèíäðà.

Íåîäíîðîäíîñòü ìàòåðèàëà ìîæåò áûòü âûçâàíà ðàçíûìè ïðè÷èíàìè. Íàïðèìåð,
íåîäíîðîäíîñòü â ñå÷åíèè ìîæåò áûòü ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ òåìïåðàòóðíûõ, ðàäèàöè-
îííûõ, ýëåêòðîìàãíèòíûõ è äðóãèõ ïîëåé. Êðîìå ýòîãî, ê çàäà÷å íåîäíîðîäíîé òåîðèè
óïðóãîñòè ñâîäÿòñÿ íåêîòîðûå çàäà÷è äëÿ öèëèíäðîâ èç íåëèíåéíî óïðóãèõ è óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ [12]. Ñòåðæåíü ìîæåò áûòü ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûì, íà-
ïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü ñòåðæåíü, àðìèðîâàííûé êðóãëûìè èëè ïðÿìîóãîëüíûìè âî-
ëîêíàìè (ðèñ. 3.5)

Ðèñ. 3.5: Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ñòåðæíÿ, àðìèðîâàííîãî êâàäðàòíûìè âîëîêíàìè. Ãðàíèöû

ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè ïîêàçàíû øòðèõîâûìè ëèíèÿìè.

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîäóëè óïðóãîñòè íåîäíîðîäíîãî òåëà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
êîîðäèíàò x1, x2, ò.å. Cijkl = Cijkl(x1, x2). Óðàâíåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (2.49),
(2.45) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:(

CiJkl + CiJmSNmkl,S

)
,J
= 0 , Nmkl

∣∣
Γ
= 0 (3.10)

3.2.1 Ïëîñêèå è àíòèïëîñêèå âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé,
êîãäà ïëîñêîñòü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè óïðó-
ãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ìàòðèöû è âêëþ÷åíèé. Â ýòîì ñëó÷àå, â âûáðàííîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò, âñå êîýôôèöèåíòû ñ íå÷¼òíûì ÷èñëîì òðîåê â èíäåêñàõ ðàâíû íóëþ, ò.å.,
CIJ13 = 0 , CIJ23 = 0 , C33I3 = 0 è ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.10) ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå íåçà-
âèñèìûõ ñèñòåìû óðàâíåíèé, êàæäàÿ îòíîñèòåëüíî äâóõ ôóíêöèé è äâà óðàâíåíèÿ,
êàæäîå îòíîñèòåëüíî îäíîé ôóíêöèè(

CIJkl + CIJMSNMkl,S

)
,J
= 0 ; (kl = 11, 22, 33, 12) (3.11)

5ïîä îñüþ öèëèíäðà, êàê îáû÷íî, ïîíèìàåòñÿ îñü ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ãåîìåòðè÷åñêèå öåíòðû òÿæåñòè
âñåõ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé
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(
C3Jkl + C3J3SN3kl,S

)
,J
= 0 ; (kl = 13, 23) (3.12)

Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè N -ôóíêöèé ïî äâóì ïîñëåäíèì èíäåêñàì, èç óðàâíåíèé (3.11)
è (3.12) íàõîäèòñÿ 10 íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé Nmkl. Óðàâíåíèÿ (3.11), ïî ñóòè äåëà, ÿâëÿ-
þòñÿ óðàâíåíèÿìè ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè (ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ) [20]. Óðàâ-
íåíèÿ (3.12) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ àíòèïëîñêîé äåôîðìàöèè [14]. Â ñàìîì
äåëå, èñïîëüçóÿ ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé (3.1)�(3.4), ïðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ (3.11), (3.12) â
ïðèâû÷íîé çàïèñè (

CIJMSuM,S

)
,J
+XI = 0 (3.13)

(
C3J3Su3,S

)
,J
+X3 = 0 , (3.14)

ãäå
Xi = CiJkl,J = Ci1kl,1 + Ci2kl,2 (3.15)

Â óðàâíåíèÿõ (3.13), (3.14) èíäåêñû kl îïóùåíû, ïîñêîëüêó â íèõ íåò ÿâíîé íåîá-
õîäèìîñòè. Âñÿ ðàçíèöà ìåæäó ðàçíûìè ïëîñêèìè çàäà÷àìè è ðàçíûìè àíòèïëîñêèìè
çàäà÷àìè çàêëþ÷åíà â ôèêòèâíûõ îáú¼ìíûõ íàãðóçêàõ (3.15), îïðåäåëÿåìûõ ôóíêöè-
îíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ìîäóëåé óïðóãîñòè îò êîîðäèíàò.

3.2.2 Âûðàæåíèÿ äëÿ ôèêòèâíûõ îáú¼ìíûõ ñèë â ñëó÷àå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ
ìîäóëåé. Â êîìïîçèòàõ, êàê ïðàâèëî, ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ìîäóëè óïðóãîñòè ìåíÿþòñÿ
ñêà÷êîì îò îäíîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû äî äðóãîé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäå-
ëà ôàç [1]. Ïîýòîìó ïðîèçâîäíûå îò êîìïîíåíò òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè íåîáõîäèìî
ïîíèìàòü â îáîáùåííîì ñìûñëå [15], [16], ò.å.

Xi = Cijkl,j =
(
C+

iJkl − C−
iJkl

)
nJδ(Γ) (3.16)

ãäå C˜ + è C˜ − � òåíçîðû ìîäóëåé óïðóãîñòè â âîëîêíàõ è â ìàòðèöå, n⃗(n1, n2) � âåêòîð

âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ ðàçäåëà ôàç, δ(Γ) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà,
ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç.

Îáú¼ìíûå íàãðóçêè (3.16) áóäåì òðàêòîâàòü êàê îáû÷íûå íàãðóçêè, ðàñïðåäåëåííûå
ïî ãðàíèöàì ðàçäåëà ôàç. Èíòåíñèâíîñòü ýòèõ íàãðóçîê ðàâíà

qi =
(
C+

iJkl − C−
iJkl

)
nJ (3.17)

Íà ðèñóíêå (ðèñ. 3.6) ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû ôèêòèâíûå íàãðóçêè (3.16), ïðèëî-
æåííûå íà ãðàíèöå êâàäðàòíîãî âîëîêíà ñî ñâîéñòâàìè C˜ +. Âîëîêíî âïàÿíî â ìàòåðèàë

ìàòðèöû ñî ñâîéñòâàìè C˜ −.

Êàæäûé èç øåñòè ôðàãìåíòîâ ðèñóíêà ñîîòâåòñòâóåò ñâîåìó çíà÷åíèþ ïàðû èíäåê-
ñîâ kl. Ñòðåëêàìè ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå âåêòîðà ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè íà êàæäîé
ñòîðîíå êâàäðàòíîãî âîëîêíà. Õàðàêòåð íàãðóçîê ñîîòâåòñòâóåò èçîòðîïíûì ìàòåðèà-
ëàì ìàòðèöû è âîëîêíà, ïðè÷¼ì, âîëîêíî áîëåå æ¼ñòêîå ÷åì ìàòðèöà. Ïåðâûå ÷åòûðå
ðèñóíêà (kl=11, 22, 33, 12) èëëþñòðèðóþò ïëîñêèå çàäà÷è, à ïîñëåäíèå äâà (kl=13,
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Ðèñ. 3.6: Ôèêòèâíûå íàãðóçêè íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå ìàòðèöû ñ âîëîêíîì.

23) � àíòèïëîñêèå. Íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ íàãðóçêè â àíòèïëîñêèõ çàäà÷àõ ïîêàçàíî
òî÷êàìè â êðóæêàõ (íàêîíå÷íèê ñòðåëêè) è êðåñòèêîì â êðóæêàõ (îïåðåíèå ñòðåëêè).
Ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíà ãðàíèöà ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè, â ñëó÷àå êîìïîçèòà ñ
ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé.

3.3 Ýôôåêòèâíûå ìîäóëè óïðóãîñòè íåîäíîðîäíîãî ïî
òîëùèíå áåñêîíå÷íîãî ñëîÿ. Ñëîèñòûé êîìïîçèò.

3.3.1 Ïîñòàíîâêà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äëÿ ñëîÿ. Ïóñòü îñè Ox1, Ox2 âû-
áðàíû â íèæíåé ïëîñêîñòè ñëîÿ −∞ < x1 < +∞, −∞ < x2 < +∞, à îñü 0 ⩽ x3 ⩽ L
� ïåðïåíäèêóëÿðíà îãðàíè÷èâàþùèì ñëîé ïëîñêîñòÿì, òîãäà Cijkl = Cijkl(x3) è åñòå-
ñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî è ôóíêöèè Nmkl çàâèñÿò òîëüêî îò êîîðäèíàòû ïî òîëùèíå ñëîÿ,
ò.å., îò x3. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à (2.49), (2.45) ïðèíèìàåò âèä:

(Ci3kl + Ci3m3N
′
mkl)

′ = 0; Nmkl(0) = Nmkl(L) = 0 , (3.18)

ãäå L � òîëùèíà ñëîÿ.
Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàéäåì ýôôåêòèâíûå ìîäóëè ïî ôîðìóëå

hijkl =
〈
Cijkl + Cijm3N

′
mkl

〉
(3.19)

3.3.2 Îáùèé ñëó÷àé àíèçîòðîïèè è çàâèñèìîñòè ìîäóëåé óïðóãîñòè îò êî-
îðäèíàòû ïîïåð¼ê ñëîÿ. Èíòåãðèðóÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,
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ïîëó÷èì

Nmkl(x3) = −
x3∫
0

C−1
m3n3(y)Cn3kl(y)dy +

x3∫
0

C−1
m3n3(y)dy K

(1)
n3kl +K

(2)
m3kl , (3.20)

ãäå K(1)
n3kl è K

(2)
m3kl � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, à C−1

m3n3(x3) � êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû
îáðàòíîé ê ìàòðèöå Cm3n3(x3) ò.å.

(C−1
m3n3) =

C1313 C1323 C1333

C2313 C2323 C2333

C3313 C3323 C3333

−1

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.18) íàéä¼ì

K
(2)
m3kl = 0, K

(1)
n3kl = ⟨C−1

n3p3⟩−1⟨C−1
p3q3Cq3kl⟩ (3.21)

çäåñü

⟨f(x3)⟩ ≡
1

L

L∫
0

f(x3)dx3

Èòàê,

N ′
mkl(x3) = −C−1

m3n3(x3)Cn3kl(x3) + C−1
m3n3(x3) ⟨C−1

n3p3⟩−1⟨C−1
p3q3Cq3kl⟩ (3.22)

Nmkl(x3) = −
x3∫
0

C−1
m3n3(y)Cn3kl(y)dy +

x3∫
0

C−1
m3n3(y)dy ⟨C−1

n3p3⟩−1⟨C−1
p3q3Cq3kl⟩ (3.23)

Â ðåçóëüòàòå èç (3.19) è (3.22) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ÿâíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà
äëÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè íåîäíîðîäíîãî ïî òîëùèíå ñëîÿ

hijkl =
〈
Cijkl

〉
+
〈
Cijm3C

−1
m3n3

〉〈
C−1

n3p3

〉−1〈
C−1

p3q3Cq3kl

〉
−
〈
Cijm3C

−1
m3n3Cn3kl

〉
(3.24)

Â 1977 ãîäó òàêàÿ æå ôîðìóëà áûëà ïîëó÷åíà äëÿ ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî ïî
òîëùèíå ñëîÿ â ðàáîòå Ïîáåäðè Á.Å. è Ãîðáà÷åâà Â.È. Ðàíåå â 1966 ãîäó àíàëîãè÷-
íàÿ ôîðìóëà áûëà îïóáëèêîâàíà Ë.Ï. Õîðîøóíîì. Åù¼ ðàíüøå, â 1946 ãîäó òàêîå æå
âûðàæåíèå ïðèâåäåíî â ðàáîòå Ò.Ì. Ëèôøèöà è Ë.Í. Ðîçåíöâåéãà . Îòìåòèì, ÷òî â
ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ïåðèî-
äè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ñâîéñòâ ïî òîëùèíå ñëîÿ. Â îòëè÷èå îò ýòîãî ôîðìóëà (3.24)
ñïðàâåäëèâà ïðè ïðîèçâîëüíîé èíòåãðèðóåìîé çàâèñèìîñòè óïðóãèõ ñâîéñòâ îò êîîð-
äèíàòû x3.

Èç ôîðìóë (3.24), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþò áîëåå êîìïàêòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýôôåê-
òèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè ñ îäíîé èëè äâóìÿ òðîéêàìè â èíäåêñàõ

hi3kl =
〈
C−1

i3p3

〉−1〈
C−1

p3q3Cq3kl

〉
, hijk3 =

〈
Cijm3C

−1
m3n3

〉〈
C−1

n3k3

〉−1
, hi3k3 =

〈
C−1

i3k3

〉−1

(3.25)
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3.3.3 Îáðàòíûé òåíçîð ê ýôôåêòèâíîìó òåíçîðó óïðóãîñòè. Òåíçîð îáðàò-
íûé ê h˜ óæå îáîçíà÷åí ÷åðåç H˜ ∗ ≡ h˜−1. Äëÿ åãî êîìïîíåíò íàéäåì ñëåäóþùèå âûðà-
æåíèÿ:

h−1
ijkl ≡ H∗

ijkl = ⟨Jijkl⟩ + ⟨JijKLJ
−1
KLMN⟩⟨J−1

MNST ⟩−1⟨J−1
STPQJPQkl⟩−

−⟨JijKLJ
−1
KLMNJMNkl⟩ (3.26)

Çäåñü

(J−1
KLMN

) =

J1111 J1122 J1112
J2211 J2222 J2212
J1211 J1222 J1212

−1

Ôîðìóëà (3.26), áûëà âïåðâûå ïîëó÷åíà â ðàáîòå [17] Ïîáåäðè Á.Å. è Ãîðáà÷åâà Â.È.
1977 ãîäà. Â ýòîé ôîðìóëå Jijkl � êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîäàòëèâîñòè. Áîëüøèå ëàòèí-
ñêèå èíäåêñû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 è 2, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ñóììèðîâàíèå â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëàõ. Òåõíîëîãèÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé ôîðìóëû ïî-
äðîáíî èçëîæåíà íèæå â ëåêöèè, ïîñâÿùåííîé òåíçîðó ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòåé,
îïðåäåëÿåìîìó èç ðåøåíèÿ âòîðîé ÑÊÇ.

3.3.4 Ñëó÷àé èçîòðîïèè. Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå

Cijkl = λ(x3)δijδkl + 2µ(x3)∆ijkl (3.27)

Èç ôîðìóë (3.23) íàéäåì âñå îòëè÷íûå îò íóëÿ N -ôóíêöèè

N311 = N322 =

〈
λ/(λ+ 2µ)

〉〈
1/(λ+ 2µ)

〉 x3∫
0

1

λ(y) + 2µ(y)
dy −

x3∫
0

λ(y)

λ(y) + 2µ(y)
dy (3.28)

N333 =
1〈

1/(λ+ 2µ)
〉 x3∫

0

1

λ(y) + 2µ(y)
dy − x3 (3.29)

N113 = N131 = N223 = N232 =
1〈

1/µ
〉 x3∫

0

1

µ(y)
dy − x3 (3.30)

Íåíóëåâûõ N -ôóíêöèé ðîâíî 7, à íåçàâèñèìûõ N -ôóíêöèé âñåãî ëèøü òðè.

Êîìïîíåíòû òåíçîðà ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè. Íåçàâèñèìûõ ýôôåê-
òèâíûõ ìîäóëåé áóäåò 5 øòóê [17]

h1111 = h2222 =
〈
λ+ 2µ

〉
+

〈
λ/(λ+ 2µ)

〉2〈
1/(λ+ 2µ)

〉 −
〈 λ2

λ+ 2µ

〉
, h3333 =

1〈
1/(λ+ 2µ)

〉 ,

h1122 =
〈
λ
〉
+

〈
λ/(λ+ 2µ)

〉2〈
1/(λ+ 2µ)

〉 −
〈 λ2

λ+ 2µ

〉
, h1133 = h2233 =

〈
λ/(λ+ 2µ)

〉〈
1/(λ+ 2µ)

〉 ,
h1212 =

〈
µ
〉
, h1313 = h2323 =

1〈
1/µ
〉

(3.31)
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ò.å. ýôôåêòèâíàÿ ñëîèñòàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé, à ïëîñêîñòü
ïàðàëëåëüíàÿ ëèöåâûì ïîâåðõíîñòÿì ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ èçîòðîïèè. Â ñàìîì
äåëå, èç ôîðìóë (3.31) ñëåäóåò

h1212 =
h1111 − h1122

2
, (3.32)

÷òî õàðàêòåðíî äëÿ èçîòðîïèè.
Âìåñòî ïàðàìåòðîâ Ëàìå λ è µ, ìîæíî âçÿòü ëþáûå äâà äðóãèõ ïàðàìåòðà, èìå-

þùèõ áîëåå ïðîçðà÷íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Íàïðèìåð ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà, ïîëîæèâ â ôîðìóëàõ (3.31)

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
(3.33)

Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû (3.31) äëÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè ïðèîá-
ðåòàþò âèä:

h1111 = h2222 =

〈
E

1− ν2

〉
+

〈
ν/(1− ν)

〉2〈
(1 + ν)(1− 2ν)

E(1− ν)

〉 , h3333 =
1〈

(1 + ν)(1− 2ν)

E(1− ν)

〉 ,

h1122 =

〈
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)

〉
+

〈
ν/(1− ν)

〉2〈
(1 + ν)(1− 2ν)

E(1− ν)

〉 , h1133 = h2233 =

〈
ν/(1− ν)

〉〈
(1 + ν)(1− 2ν)

E(1− ν)

〉 ,

h1212 =
1

2

〈
E

1 + ν

〉
, h1313 = h2323 =

1

2 ⟨(1 + ν)/E⟩
. (3.34)

Êîìïîíåíòû òåíçîðà ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòåé. Íåíóëåâûå êîìïîíåíòû òåí-
çîðà H˜ ∗ ≡ h˜−1 áóäåì èñêàòü ïî ôîðìóëå (3.26), â êîòîðîé

Jijkl(x3) = − ν(x3)

E(x3)
δijδkl +

1 + ν(x3)

E(x3)
∆ijkl (3.35)

Îïóñêàÿ ïîäðîáíîñòè âûêëàäîê, ïîëó÷àåì:

H∗
1111 = H∗

2222 =
1

2

[
1〈
E

1+ν

〉 + 1〈
E

1−ν

〉] , H∗
3333 =

〈 1

E

〉
+ 2

[〈
ν

1−ν

〉2〈
E

1−ν

〉 −
〈 ν2

E(1− ν)

〉]
,

H∗
1122 = −1

2

[
1〈
E

1+ν

〉 − 1〈
E

1−ν

〉] , H∗
1133 = H∗

2233 = −
〈

ν
1−ν

〉〈
E

1−ν

〉 ,
H∗

1212 =
1

2

1〈
E

1+ν

〉 , H∗
1313 = H∗

2323 =
1

2

〈1 + ν

E

〉
(3.36)
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Ëåêöèÿ 4. Âòîðàÿ ñïåöèàëüíàÿ êðàåâàÿ

çàäà÷à. Ýôôåêòèâíûå ïîäàòëèâîñòè.

4.1 Òåíçîð ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòåé íåîäíîðîäíî-
ãî óïðóãîãî òåëà.

4.1.1 Îïðåäåëåíèå. Òåíçîðîì ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòåé íåîäíîðîäíîãî óïðó-
ãîãî òåëà íàçûâàåòñÿ òàêîé òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñðåäíèå
äåôîðìàöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñðåäíèå íàïðÿæåíèÿ â íåîäíîðîäíîì òåëå íàãðóæåí-
íîì ïî âñåé ïîâåðõíîñòè óñèëèÿìè ñïåöèàëüíîãî âèäà è ïðè íóëåâûõ îáúåìíûõ ñèëàõ.

4.1.2 Ïîñòàíîâêà âòîðîé ñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (ÑÊÇ) â ïåðåìåùåíè-
ÿõ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è îá ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòÿõ â ïåðåìå-
ùåíèÿõ äàåòñÿ òåìè æå ñàìûìè óðàâíåíèÿìè, ÷òî è çàäà÷à îá ýôôåêòèâíûõ óïðóãîñòÿõ.
Ìåíÿþòñÿ òîëüêî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

σij,j = 0 , σij(x) = Cijkl(x)εkl(x) , εkl = ∆klmnum,n , x ∈ V ; (4.1)

σij nj

∣∣
Σ
= λijnj , λij = λji = const. (4.2)

Çäåñü nj � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîé âíåøíèé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Σ. Âî âòîðîé
ëåêöèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåçàâèñèìî îò âèäà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñïðàâåäëè-
âà ôîðìóëà

< σij >= λij (4.3)

Ðåøèâ çàäà÷ó (4.1), (4.2) ïðåäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ εij ñëåäóþùèì îáðàçîì

εij = J̃ijkl(x)λkl = J̃ijkl(x) < σkl >

Óñðåäíèì òåïåðü εij ïî îáú¼ìó è ïîëó÷èì

< εij >=< J̃ijkl >< σkl > ⇒ Hijkl =< J̃ijkl > (4.4)

Êîýôôèöèåíòû J̃ijkl(x) íàõîäÿòñÿ òîëüêî ïîñëå ðåøåíèÿ âòîðîé ÑÊÇ.

4.2 Ïîñòàíîâêà âòîðîé ÑÊÇ â íàïðÿæåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è (4.1), (4.2) â íàïðÿæåíèÿõ. Îñíîâàíèåì äëÿ òàêîãî
ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âñåé ïîâåðõíîñòè çàäàíû â íàïðÿæåíè-
ÿõ. Ïîñòàíîâêà âòîðîé ÑÊÇ äàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

σij,j = 0 , εij = Jijkl(x)σkl , ϵαikϵβjlεij,kl = 0 (4.5)
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Èëè
σij,j = 0 , ϵαikϵβjl

[
Jijmn(x)σmn

]
,kl

= 0 (4.6)

4.2.1 Ôóíêöèè íàïðÿæåíèé âî âòîðîé ÑÊÇ. L-ôóíêöèè. Ðåøåíèå óðàâíåíèé
(4.6) èùåì â âèäå

σij = λij + ϵiuγϵjvηLuvpq,γη(x)λpq =
[
∆ijpq + ϵiuγϵjvηLuvpq,γη

]
λpq (4.7)

Èç (4.3) è èç íåçàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ λij ñëåäóåò, ÷òî L-ôóíêöèè äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü èíòåãðàëüíîìó óñëîâèþ

ϵiuγϵjvη
〈
Luvpq,γη

〉
= 0 (4.8)

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíîå óñëîâèå (4.8) áóäåò çàâåäîìî âûïîëíåíî, åñëè

ϵiuγϵjvηLuvpq,γnδ

∣∣
Σ
= 0 ⇔ ϵiuγϵjvδLuvpq,δnγ

∣∣
Σ
= 0 (4.9)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè èìååò ìåñòî ëåâîå ðàâåíñòâî, òî ñïðàâåäëèâî è
ïðàâîå ðàâåíñòâî, è íàîáîðîò. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò ïðè çàìåíå γ ↔ δ.

4.2.2 Âûðàæåíèå ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòåé ÷åðåç L-ôóíêöèè. Èç îáðàò-
íîãî çàêîíà Ãóêà è ôîðìóë (4.7) íàéäåì äåôîðìàöèè

εij =
[
Jijpq + JijmnϵmuγϵnvδLuvpq,γδ

]
λpq = J̃ijpq(x)λpq (4.10)

Óñðåäíèì äàëåå äåôîðìàöèè ïî îáúåìó è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (4.3), ïîëó÷èì〈
εij
〉
=
〈
Jijpq + JijmnϵmuγϵnvδLuvpq,γδ

〉
λpq =

〈
Jijpq + JijmnϵmuγϵnvδLuvpq,γδ

〉〈
σpq
〉

Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ (4.4) íàéäåì ýôôåêòèâíûå ïîäàòëèâîñòè

Hijkl =
〈
Jijpq + JijmnϵmuγϵnvδLuvpq,γδ

〉
(4.11)

4.2.3 Óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé íàïðÿæåíèé âòîðîé
ÑÊÇ. Ïîäñòàíîâêà (4.7) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò ïî-
ñëåäíèå, à èç óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè â íàïðÿæåíèÿõ, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè êîýôôèöè-
åíòîâ λij, ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äëÿ L-ôóíêöèé

ϵαikϵβjl
[
Jijpq + JijmnϵmuγϵnvδLuvpq,γδ

]
,kl

= 0 (4.12)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ââåäåííûõ ôóíêöèé ñëåäóþò èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòîðîé
ÑÊÇ è ïðîèçâîëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ λij

ϵiuγϵjvδLuvpq,γδnj

∣∣
Σ
= 0 (4.13)

Óñëîâèé (4.13) íåäîñòàòî÷íî äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.12).
Ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äîëæíî áûòü äâà â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû.

Â ïëîñêîé âòîðîé êðàåâîé çàäà÷å òåîðèè óïðóãîñòè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
âìåñòî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè íàïðÿæåíèé íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü íà ãðàíèöå ñàìó ôóíêöèþ è åe ïðîèçâîäíóþ ïî
íîðìàëè [20].
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Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû íà ãðàíèöå òåëà èìåëî ìåñòî óñëîâèå (4.13) íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî ÷òîáû íà ãðàíèöå âûïîëíÿëèñü äâà óñëîâèÿ

ϵkuγϵlvδLuvpq,γnδ|Σ = 0 , ϵkuγϵlvδLuvpqnγ|Σ = 0 (4.14)

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì î÷åâèäíîå òîæäåñòâî

ϵiuγϵjvδLuvpq,γδj ≡ 0

Óìíîæèì åãî íà ïðîèçâîëüíóþ òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f(x)
è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáúåìó òåëà, ïîëó÷èì

ϵiuγϵjvδ

∫
V

Luvpq,γδjfdV ≡ 0 (4.15)

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî, ïðåîáðàçóåì îáúåìíûé èíòåãðàë òàê,
÷òîáû ïåðåáðîñèòü âñå ïðîèçâîäíûå ñ L �ôóíêöèé íà ôóíêöèþ f . Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì
ê ñëåäóþùåìó òîæäåñòâó∫

Σ

ϵiuγϵjvδLuvpq,γδnj fdΣ−
∫
Σ

ϵiuγϵjvδLuvpq,δnγ f,jdΣ +

∫
Σ

ϵiuγϵjvδLuvpqnδ f,jγdΣ ≡ 0 (4.16)

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü èìååò ìåñòî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (4.13), âûòåêàþùèå èç âòî-
ðîé ÑÊÇ. Èç òîæäåñòâà (4.16) ñëåäóåò, ÷òî êðîìå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (4.13) íåîáõîäèìî,
÷òîáû L �ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿëè òîæäåñòâó

−
∫
Σ

ϵiuγϵjvδLuvpq,δnγ f,jdΣ +

∫
Σ

ϵiuγϵjvδLuvpqnδ f,jγdΣ ≡ 0 (4.17)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà (4.17) ïðè ïðîèçâîëüíûõ f íåîáõîäèìî, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (4.14)

Äîñòàòî÷íîñòüÏóñòü L �ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (4.14). Òîæäåñòâî (4.16)
îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, ïðè÷åì â íåì äâà ïîñëåäíèõ èíòåãðàëà îáðàùàþòñÿ â íóëü.
Ñëåäîâàòåëüíî

ϵkuγϵlvδ

∫
Σ

Luvpq,γδnlfdΣ ≡ 0

Îòñþäà è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ôóíêöèè f âûòåêàåò, ÷òî L -ôóíêöèè áóäóò óäî-
âëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (4.13) íà ãðàíèöå îáëàñòè. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó L -ôóíêöèè
óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4.14), ïîñòîëüêó

ϵiuγϵjvδ⟨Luvkl,γδ⟩ = 0 , ϵiuγϵjvδ⟨Luvkl,γ⟩ = 0 (4.18)

4.3 Ýôôåêòèâíûå ïîäàòëèâîñòè íåîäíîðîäíîãî ïî òîë-
ùèíå áåñêîíå÷íîãî ñëîÿ.

4.3.1 Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 4-ãî ïîðÿäêà äëÿ L-ôóíêöèé.
Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíûé ïî òîëùèíå ñëîé, ò.å. óïðóãîå òåëî, çàíèìàþùåå îáëàñòü
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0 ⩽ x3 ⩽ L, −∞ < x1, x2 < +∞, ìîäóëè óïðóãîñòè êîòîðîãî çàâèñÿò òîëüêî îò êîîðäè-
íàòû x3 ò.å. Jijkl = Jijkl(x3). Â ýòîì ñëó÷àå L �ôóíêöèè òàêæå çàâèñÿò òîëüêî îò x3 è
çàäà÷à (4.12), (4.14) ïðèíèìàåò âèä:

ϵαi3ϵβj3

[
Jijpq + Jijklϵku3ϵlv3L

′′
uvpq

]′′
= 0 , (4.19)

ϵku3ϵlv3L
′
uvpq(0) = ϵku3ϵlv3L

′
uvpq(L) = 0 , (4.20)

ϵku3ϵlvδLuvpq(0) = ϵku3ϵlvδLuvpq(L) = 0 (4.21)

Èç (4.19) âèäíî, ÷òî èíäåêñû p, q ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1,2,3, à îñòàëüíûå èí-
äåêñû ìîãóò áûòü ðàâíû 1 èëè 2. Òàêèå èíäåêñû ìû îáîçíà÷àåì áîëüøèìè áóêâàìè.
Èòàê, â ðàñ÷åò ïðèíèìàþòñÿ òîëüêî ôóíêöèè LUV pq. Âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè ïî-
ëàãàþòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûìè íóëþ. Íóæíûå íàì ôóíêöèè íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé:[

J
IJpq

+ J
IJKL

ϵ
KU
ϵ
LV
L′′

UV pq

]′′
= 0 , (4.22)

L′
UV pq

(0) = L′
UV pq

(L) = 0 èëè ⟨L′′
UV pq

⟩ = 0 , (4.23)

L
UV pq

(0) = L
UV pq

(L) = 0 èëè ⟨L′
UV pq

⟩ = 0 (4.24)

Ôîðìóëà (4.11) äëÿ ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòåé ïðèìåò âèä:

Hijpq = ⟨Jijpq + J
ijKL

ϵ
KU
ϵ
LV
L′′

UV pq
⟩ (4.25)

4.3.2 Íàõîæäåíèå L-ôóíêöèé. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ (4.22) è íàéäåì

J
IJpq

+ J
IJKL

ϵ
KU
ϵ
LV
L′′

UV pq
= a

IJpq
x3 + b

IJpq
, (4.26)

ãäå a
IJpq

è b
IJpq

� êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Èç (4.26) èìååì

ϵ
KU
ϵ
LV
L′′

UV pq
= J−1

KLST
(a

STpq
x3 + b

STpq
− J

STpq
) , (4.27)

ϵ
KU
ϵ
LV
L′

UV pq
=

x3∫
0

yJ−1
KLST

(y)dy a
STpq

−

−
x3∫
0

J−1
KLST

(y)dy b
STpq

−
x3∫
0

J−1
KLST

(y)J
STpq

(y)dy + d
KLpq

. (4.28)

Çäåñü d
KLpq

åùå îäíè êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíñòàíò ïðèìåíèì
óñëîâèÿ (4.20) è (4.21). Ïðè ýòîì d

KLpq
= 0, à äëÿ a

KLpq
è b

KLpq
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé 
〈
x3J

−1
KLST

〉
a

STpq
+
〈
J−1

KLST

〉
b
STpq

=
〈
J−1

KLST
J

STpq

〉
〈 x3∫

0

yJ−1
KLST

dy
〉
a

STpq
+
〈 x3∫

0

J−1
KLST

dy
〉
b
STpq

=
〈 x3∫

0

J−1
KLST

J
STpq

dy
〉 (4.29)
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Îòñþäà íàéäåì
a

STpq
= ⟨x3FSTMN

⟩−1⟨F
MNRD

J
RDpq

⟩ , (4.30)

b
STpq

= ⟨J−1
STPQ

⟩−1⟨J−1
PQRD

J
RDpq

⟩ − ⟨J−1
STPQ

⟩−1⟨x3J−1
PQRD

⟩a
RDpq

, (4.31)

ãäå
F

STMN
(x3) ≡ x3J

−1
STMN

− J−1
STUV

⟨J−1
UV AB

⟩−1⟨x3J−1
ABMN

⟩ (4.32)

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå êîíñòàíòû a
KLpq

è b
KLpq

â âûðàæåíèå (4.27) è ïîñëå ïðåîáðà-
çîâàíèé ïîëó÷èì:

ϵ
KU
ϵ
LV
L′′

UV pq
= J−1

KLST
⟨J−1

STPQ
⟩−1⟨J−1

PQRD
J

RDpq
⟩−

− J−1
KLST

J
STpq

+ F
KLRD

⟨x3FRDUV
⟩−1⟨F

UV AB
J

ABpq
⟩ (4.33)

Ïîäñòàâèì äàëåå (4.33) â (4.25) è íàéäåì îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâ-
íûõ ïîäàòëèâîñòåé

Hijkl = H∗
ijkl + ⟨J

ijMN
F

MNRD
⟩⟨x3FRDUV

⟩−1⟨F
UV AB

J
ABkl

⟩ (4.34)

Ãäå

H∗
ijkl = h−1

ijkl = ⟨Jijkl⟩ − ⟨JijKLJ
−1
KLMNJMNkl⟩+

+⟨JijKLJ
−1
KLMN⟩⟨J

−1
MNST ⟩

−1⟨J−1
STPQJPQkl⟩ . (4.35)

Çäåñü hijkl � êîìïîíåíòû ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè íåîäíîðîäíîãî
ïî òîëùèíå óïðóãîãî ñëîÿ, íàéäåííîãî âî âòîðîé ëåêöèè.
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Ëåêöèÿ 5. Ýôôåêòèâíûå ïîäàòëèâîñòè.

Âèëêè ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Ïðîäîëæèì èçó÷àòü ìàòåðèàë, íà êîòîðîì îñòàíîâèëèñü â êîíöå ïðåäûäóùåé ëåêöèè.

5.1 Ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ.

Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ òåíçîð ïîäàòëèâîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêîé ãëîáàëüíîé êîîðäèíàòû x3 ò.å. J˜ (x3+ kl) = J˜ (x3), ãäå l � ïåðèîä, à ê � ëþáîå
öåëîå ÷èñëî.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîé ñîñòàâëåí èç öåëîãî ÷èñëà I∗ ⩾ 1 ïàêåòîâ
ïåðèîäè÷íîñòè. Àíàëèç áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà ê ãðàíèöàì ñëîÿ ïðèìûêàþò ÷àñòè
ïåðèîäîâ ñòðóêòóðû, ïî ñóùåñòâó, íè÷åãî íå äà¼ò, òîëüêî âûêëàäêè áóäóò áîëåå ãðî-
ìîçäêèìè. Òîëùèíà ñëîÿ L = I∗l. Íàðÿäó ñ ëîêàëüíîé ðàçìåðíîé ïåðåìåííîé 0 ⩽ z ⩽ l,
ââåä¼ì áåçðàçìåðíóþ ëîêàëüíóþ ïåðåìåííóþ ζ = z/l , 0 ⩽ ζ ⩽ 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
òåíçîð J˜ â êàæäîì ïåðèîäå îïèñûâàåòñÿ îäíèìè è òåìè æå ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé ζ.

Ãëîáàëüíàÿ êîîðäèíàòà x3 ñâÿçàíà ñ ëîêàëüíîé ïî ôîðìóëå

x3 = l(i∗ − 1 + ζ) , (i∗ = 1, 2, . . . , I∗) .

Ïóñòü α = l/L � ìàëûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
〈〈
•
〉〉
ñðåäíåå

ïî ïåðèîäó 〈〈
f(ζ)

〉〉
≡

1∫
0

f(ζ)dζ .

Ñðåäíåå ïî òîëùèíå âñåãî ñëîÿ îáîçíà÷àþòñÿ, êàê è ïðåæäå, îäèíàðíûìè óãëîâûìè
ñêîáêàìè. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè ìåæäó ñðåäíèìè ïî ñëîþ è ñðåäíèìè
ïî ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè〈

f(ζ)
〉
=
〈〈
f
〉〉
, (5.1)〈

x3f(ζ)
〉
= L

[
1− α

2

〈〈
f
〉〉
+ α

〈〈
ζf
〉〉]

, (5.2)

〈
x23f(ζ)

〉
= L2

[
(1− α)(2− α)

6

〈〈
f
〉〉
+ α(1− α)

〈〈
ζf
〉〉
+ α2

〈〈
ζ2f
〉〉]

. (5.3)

Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû ïîëó÷àåì〈
JijMN(ζ)FMNPQ(x3)

〉
= Lα

〈〈
JijMNΦMNPQ

〉〉
(5.4)
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x23FPQRD(x3)

〉
= L2

[
1− α2

12

〈〈
J−1
PQRD

〉〉
+ α2

〈〈
ζΦPQRD

〉〉]
(5.5)

ãäå
ΦMNPQ(ζ) ≡ ζJ−1

MNPQ(ζ)− J−1
MNUV (ζ)

〈〈
J−1
UV AB

〉〉−1〈〈
ηJ−1

ABPQ(η)
〉〉
. (5.6)

5.1.1 Ôîðìóëà äëÿ ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòåé ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîä-
íîãî ñëîÿ. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (5.4), (5.4) â ôîðìóëó (4.34), ïðîâåä¼ì íåñëîæíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòåé ïå-
ðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî ïî òîëùèíå ñëîÿ, ñîñòàâëåííîãî èç öåëîãî ÷èñëà ïàêåòîâ
ñëî¼â, ñêëååííûõ ìåæäó ñîáîé

Hijkl = H∗
ijkl + α2

〈〈
JijMNΦMNPQ

〉〉
Ψ−1

PQRD

〈〈
ΦRDSTJSTkl

〉〉
, (5.7)

ãäå

ΨPQRD =
1− α2

12

〈〈
JPQRD

〉〉
+ α2

〈〈
ζΦPQRD

〉〉
. (5.8)

Èçîòðîïíûé, ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíûé ñëîé. Â ýòîì ñëó÷àå

Jijkl(ζ) = − ν(ζ)

E(ζ)
δijδkl +

1 + ν(ζ)

E(ζ)
∆ijkl . (5.9)

Ïî ôîðìóëàì (4.35) íàéä¼ì êîìïîíåíòû òåíçîðà H˜ ∗

H∗
1111 = H∗

2222 =
1

2

[
1〈
E

1+ν

〉 + 1〈
E

1−ν

〉] , H∗
3333 =

〈 1

E

〉
+ 2

[〈
ν

1−ν

〉2〈
E

1−ν

〉 −
〈 ν2

E(1− ν)

〉]
,

H∗
1122 = −1

2

[
1〈
E

1+ν

〉 − 1〈
E

1−ν

〉] , H∗
1133 = H∗

2233 = −
〈

ν
1−ν

〉〈
E

1−ν

〉 ,
H∗

1212 =
1

2

1〈
E

1+ν

〉 , H∗
1313 = H∗

2323 =
1

2

〈1 + ν

E

〉
. (5.10)

Çäåñü âìåñòî äâîéíûõ óãëîâûõ ñêîáîê èñïîëüçîâàíû îäèíàðíûå óãëîâûå
ñêîáêè, îáîçíà÷àþùèå ñðåäíåå ïî òîëùèíå ñëîÿ. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñëîé ñîñòîèò èç öåëîãî ÷èñëà ïåðèîäîâ.

Êîìïîíåíòû ýôôåêòèâíîãî òåíçîðà ïîäàòëèâîñòåé áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïî ôîðìóëàì

H1111 = H2222 = H∗
1111 +

α2

2

(
A2

1

D1

+
A2

2

D2

)
, H3333 = H∗

3333 + 2α2B
2

D2

,

H1122 = H∗
1122 −

α2

2

(
A2

1

D1

− A2
2

D2

)
, H1133 = H2233 = H∗

1133 − α2BA2

D2

,
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H1212 = H∗
1212 +

α2

2

A2
1

D1

, H1313 = H2323 = H∗
1313 (5.11)

Çäåñü èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A1 =
1

2
−
〈〈
ζ E

1+ν

〉〉〈
E

1+ν

〉 , A2 =
1

2
−
〈〈
ζ E

1−ν

〉〉〈
E

1−ν

〉 , (5.12)

B =
〈〈
ζ

ν

1− ν

〉〉
−
〈〈
ζ E

1−ν

〉〉〈
E

1−ν

〉 〈 ν

1− ν

〉
, (5.13)

D1 =
1− α2

12

〈 E

1 + ν

〉
+ α2

(〈〈
ζ2

E

1 + ν

〉〉
−
〈〈
ζ E

1+ν

〉〉2〈
E

1+ν

〉 )
, (5.14)

D2 =
1− α2

12

〈 E

1− ν

〉
+ α2

(〈〈
ζ2

E

1− ν

〉〉
−
〈〈
ζ E

1−ν

〉〉2〈
E

1−ν

〉 )
. (5.15)

Îòìåòèì, ÷òî êîíñòàíòû D1 è D2 âñåãäà ïîëîæèòåëüíû, òàê êàê α ⩽ 1. Ïîëîæè-
òåëüíîñòü ñëàãàåìûõ, çàêëþ÷åííûõ â êðóãëûå ñêîáêè âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî, êîòîðîå ïðè f(ζ) > 0 èìååò âèä:〈〈

ζ f
〉〉2

=
〈〈
ζ
√
f
√
f
〉〉2

⩽
〈〈
ζ2 f

〉〉〈
f
〉

(5.16)

Îòñþäà ñëåäóåò 〈〈
ζ2 f

〉〉
−
〈〈
ζ f
〉〉2〈

f
〉 ⩾ 0 (5.17)

Èçîòðîïíûé, ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíûé ñëîé ïðè ïîñòîÿííîì êîýôôèöè-
åíòå Ïóàññîíà.

Ïðè ν = const.

A1 = A2 = A =
1

2
−
〈〈
ζ E
〉〉〈

E
〉 , B =

ν

1− ν
A (5.18)

D1 =
D

1 + ν
, D2 =

D

1− ν
, D =

1− α2

12

〈
E
〉
+ α2

(〈〈
ζ2E

〉〉
−
〈〈
ζ E
〉〉2〈

E
〉 )

(5.19)

ôîðìóëû (5.11) äëÿ ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòåé ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ

H1111 = H2222 =
〈 1

E

〉
+ α2 A

2

D
,

H3333 =
〈 1

E

〉
+

2ν2

1− ν

(
1〈
E
〉 + 〈 1

E

〉)
+

2α2ν2

1− ν

A2

D
,
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H1122 = H1133 = H2233 = − ν〈
E
〉 − α2ν

A2

D
,

H1212 =
1 + ν

2
〈
E
〉 + α2(1 + ν)

2

A2

D
,

H1313 = H2323 =
1 + ν

2
〈
E
〉 . (5.20)

5.2 Ïðîáëåìà åäèíñòâåííîñòè ýôôåêòèâíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê è ìàñøòàáíûé ýôôåêò.

5.2.1 Åù¼ ðàç î äâóõ ïîäõîäàõ ê ðàñ÷åòó ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê.
Ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà èëè, â îáùåì ñëó÷àå íåîä-
íîðîäíîãî ìàòåðèàëà, îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ ïåðâîé, ëèáî âòîðîé ñïåöèàëüíîé êðà-
åâîé çàäà÷è. Èç ïåðâîé ÑÊÇ íàõîäÿòñÿ ýôôåêòèâíûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ òèïà〈

σ˜
〉
= ȟ˜(< ε˜ >) (5.21)

Èç âòîðîé ÑÊÇ � ñîîòíîøåíèÿ äðóãîãî òèïà〈
ε˜
〉
= Ȟ˜ (< σ˜ >) (5.22)

Â óïðóãîì ñëó÷àå îáå ñïåöèàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è ñâåäåíû ê äâóì âñïîìîãàòåëü-
íûì çàäà÷àì, èç ðåøåíèÿ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ýôôåêòèâíûå òåíçîðû óïðóãîñòè è ïîäàò-
ëèâîñòè. Äîêàçàíû òåîðåìû î òîì, ÷òî îáà ýôôåêòèâíûõ òåíçîðà óäîâëåòâîðÿþò âñåì
îãðàíè÷åíèÿì, êîòîðûå íàêëàäûâàþòñÿ íà ìàòåðèàëüíûå òåíçîðû óïðóãîñòè. Ñàìî ñî-
áîé ðàçóìååòñÿ, ÷òî ýòè äâà ýôôåêòèâíûõ òåíçîðà íå âçàèìîîáðàòíû, õîòÿ êàæäàÿ èç
ñïåöèàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî òåëà òåíçîð ìî-

Ðèñ. 5.7: Ïîãðàíè÷íûé ñëîé

â êîìïîçèòå ñ ïåðèîäè÷å-

ñêîé ñòðóêòóðîé.

äóëåé óïðóãîñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé áåçðàçìåðíûõ ëîêàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ ζ ò.å. C˜ = C˜ (ζ) = C˜ (ζ1, ζ1, ζ3). Â ïåðâîé

âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ âñåãî ïåðèîäè÷åñêè
íåîäíîðîäíîãî òåëà N -ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèî-
íàëüíîé çàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè îò êîîð-
äèíàò. Ïî ýòîé îñíîâíîé ïðè÷èíå N-ôóíêöèè âäàëè îò

ãðàíèöû òåëà ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è ïåðèîäè÷åñêè-
ìè ôóíêöèÿìè òåõ æå ñàìûõ ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ ζi,
÷òî è ìîäóëè óïðóãîñòè [21]. Ïðè ïîäõîäå ê ãðàíèöå N-
ôóíêöèè òðàíñôîðìèðóþòñÿ òàê, ÷òîáû îáðàòèòüñÿ â
íóëü íà ãðàíèöå âñåãî òåëà. Òî åñòü, â òåëå ìîæíî âû-
äåëèòü ïîãðàíè÷íûé ñëîé, ðàçäåëÿþùèé îáëàñòè ïåðèîäè-
÷åñêèõ çíà÷åíèé N-ôóíêöèé îò íåïåðèîäè÷åñêèõ. Íà ðèñóíêå 10.8 ïðèìåðíàÿ çîíà ïî-
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ãðàíè÷íîãî ñëîÿ îòìå÷åíà ñåðûì öâåòîì. Òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïîðÿäêà õàðàê-
òåðíîãî ðàçìåðà ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè [22, ñòð. 36]. Ñ äðîáëåíèåì ñòðóêòóðû òîëùèíà
ïîãðàíñëîÿ óìåíüøàåòñÿ, à ñðåäíèå ïî îáú¼ìó òåëà ñòðåìÿòñÿ ê ñðåäíèì ïî ÿ÷åéêå
ïåðèîäè÷íîñòè.

5.2.2 Ñóòü ìàñøòàáíîãî ýôôåêòà. Ñóùíîñòü ìàñøòàáíîãî ýôôåêòà çàêëþ÷àåò-
ñÿ â çàâèñèìîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûõ ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê îò ÷èñëà
ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè. Î÷åâèäíûé ôàêò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷åì èç áîëüøåãî ÷èñëà
ïðåäñòàâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ ðåãóëÿðíûõ êîìïîçèòîâ) ñî-
ñòîèò ýêñïåðèìåíòàëüíûé îáðàçåö, òåì ìåíüøå ñêàçûâàåòñÿ ìàñøòàáíûé ýôôåêò íà
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé.

Îöåíêà íåîáõîäèìîãî ÷èñëà ÿ÷ååê â îáðàçöå â îáùåì ñëó÷àå äîâîëüíî çàòðóäíè-
òåëüíà. Îäíàêî â ñëó÷àå ñëîèñòîãî êîìïîçèòà ýòî óäà¼òñÿ ñäåëàòü. Èç ôîðìóëû (5.7)
ñëåäóåò, ÷òî ïðè α → 0

Hijkl → H∗
ijkl = h−1

ijkl

ãäå H∗
ijkl îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4.35). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî H∗

ijkl � ýòî èìåííî òå
âåëè÷èíû, êîòîðûå äîëæíû áûòü ïîëó÷åíû èç ýêñïåðèìåíòà ñ çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷-
íîñòè. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàêîâî äîëæíî áûòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïåðèîäîâ â èñïûòóåìîì
îáðàçöå, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿì?

Îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ñëåäóåò èç îáùåé ôîðìóëû (5.7). Íàïðèìåð, â ñëó÷àå
èçîòðîïíûõ ñëîåâ íåïîñðåäñòâåííî èç (5.11), èëè èç ôîðìóë (5.20) ïðè ïîñòîÿííîì
êîýôôèöèåíòå Ïóàññîíà. Â ÷àñòíîñòè èç ôîðìóë (5.20) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
äëÿ ìîäóëÿ ñäâèãà Gef

12 = 1/(4H1212) â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ñëîÿì

Gef
12 =

G∗
12

1 + 2α2
〈〈
G
〉〉
A2

1/D1

=
G∗

12

1 + 12α2
A2

1

1 + 12α2K

(5.23)

ãäå

G∗
12 =

〈〈
G
〉〉
, A1 =

1

2
−
〈〈
ζ G
〉〉〈〈

G
〉〉 ,

D1 =
1− α2

6

〈〈
G
〉〉
+ 2α2

(〈〈
ζ2G

〉〉
−
〈〈
ζ G
〉〉2〈〈

G
〉〉 ) ,

K =

〈〈
G
〉〉〈〈
ζ2G

〉〉
−
〈〈
ζG
〉〉2〈〈

G
〉〉2 − 1

12

Â ñëó÷àå äâóõñëîéíîãî ïàêåòà ïåðèîäè÷íîñòè

G∗
12 = v1G1 + v2G2 = G2(v1ω + v2) , A1 =

v1v2
2

G1 −G2

v1G1 + v2G2

=
v1v2
2

ω − 1

v1ω + v2

D1 =
v1G1 + v2G2

6

[
1 + α2 (v

2
1G1 − v22G2)

2 − (v1G1 − v2G2)
2

(v1G1 + v2G2)2

]
=

=
G2(v1ω + v2)

6

[
1 + α2 (v

2
1ω − v22)

2 − (v1ω − v2)
2

(v1ω + v2)2

]
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ãäå G1, G2 � ìîäóëè ñäâèãà ñëîåâ, v1 è v2 � èõ îòíîñèòåëüíûå òîëùèíû, ïðè÷åì v1 =
1− v2, à ω = G1/G2. Â ýòîì ñëó÷àå

Gef
12

G2

=
v1ω + v2

1 + 3α2
v21v

2
2(ω − 1)2

(v1ω + v2)2 + α2
[
(v21ω − v22)

2 − (v1ω − v2)2
] (5.24)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå ìîäóëÿ Gef
12 îò G

∗
12 íå ïðåâûøàëî ìà-

ëîãî ÷èñëà 0 < δ < 1, ò.å.

G∗
12 −Gef

12

G∗
12

= 1− 1

1 + 12α2
A2

1

1 + 12α2K

⩽ δ (5.25)

Îòñþäà ïîëó÷àåì

α2 ⩽
δ

1− δ

1

12
(
A1 −

Kδ

1− δ

) (5.26)

5.3 Îöåíêà ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåòèñòèê óïðóãèõ êîì-
ïîçèòîâ.

Òî÷íîå ðåøåíèå ïåðâîé ñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (ÑÊÇ) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýôôåê-
òèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè, èëè âòîðîé ñïåöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (ÑÊÇ) äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòåé âîçìîæíî ëèøü â íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ.
Ê òàêèì ñëó÷àÿì îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé ñëîèñòîãî êîìïîçèòà. Èíîãäà öåëå-
ñîîáðàçíî âìåñòî òî÷íîãî ðåøåíèÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåííûì. Êàê ïðàâèëî, ýòî
ëèáî êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ, ëèáî ñòàòè÷åñêè äîïóñòèìûå.

Íàïîìíèì, ÷òî êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è òåîðèè óïðó-
ãîñòè òî÷íî óäîâëåòâîðÿåò êèíåìàòè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Óðàâíå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ ëèáî âîâñå íå óäîâëåòâîðÿþòñÿ, ëèáî óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðè-
áëèæåííî. Ñòàòè÷åñêè äîïóñòèìîå ðåøåíèå òî÷íî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíè-
ÿì ðàâíîâåñèÿ è ñòàòè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ïðè ýòîì íå âûïîëíåíû
óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè.

5.3.1 Ýôôåêòèâíûå ìîäóëè Ôîéãòà. Êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìûì ðåøåíèåì ïåð-
âîé ÑÊÇ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè u(F )

i (x) = γijxj. Ïðè ýòîì ε
(F )
kl = γij, à

σ
(F )
ij = Cijklγkl = Cijkl(x)ε

(F )
kl (5.27)

Îñðåäíÿÿ (5.27) ïî îáúåìó, ïîëó÷èì

⟨σ(F )
ij ⟩ = ⟨Cijkl⟩γkl = ⟨Cijkl⟩⟨ε(F )

kl ⟩ (5.28)

Ñëåäîâàòåëüíî
hijkl ≈ ⟨Cijkl⟩ = h

(F )
ijkl (5.29)
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Âåëè÷èíû h
(F )
ijkl = ⟨Cijkl⟩ îáðàçóþò òåíçîð ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè Ôîéãòà. Ïî

ýòîé ïðè÷èíå âñå îñíîâíûå âåëè÷èíû äàííîãî ðàçäåëà ñíàáæåíû âåðõíèì èíäåêñîì (F ).
Ýôôåêòèâíûå ïîäàòëèâîñòè Ôîéãòà ðàâíû

H
(F )
ijkl =

(
h
(F )
ijkl

)−1

(5.30)

Èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñòàòè÷åñêîé ïåð-
âîé, âòîðîé èëè æå ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ôóíêöèî-
íàë ëàãðàíæà îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ò.å.

L(u⃗) ⩽ L(u⃗ ∗) , (5.31)

ãäå u⃗ � òî÷íîå ðåøåíèå, u⃗ ∗ � ëþáîå êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìîå ðåøåíèå èñõîäíîé
çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè ïåðâîé ÑÊÇ.

Ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà L â îáùåì ñëó÷àå ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è çàäàí ôîðìó-
ëîé [23]:

L(u⃗) ≡
∫
V

Wε(ε˜(u⃗))dV −
∫
V

XiuidV −
∫
Σp

P 0
i uidΣ (5.32)

Çäåñü P 0
i � ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà, çàäàííàÿ íà ÷àñòè Σp ãðàíè÷íîé ïîâåðõíî-

ñòè. ε˜ ≡ Def u⃗, èëè æå â êîìïîíåíòàõ ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ εij ≡ ∆ijkluk,l, à

Wε(ε˜(u⃗)) = σij(ε˜)εij/2 � ïîòåíöèàë äåôîðìàöèè. Â ñëó÷àå ïåðâîé ÑÊÇ Xi ≡ 0 è Σp = ∅,
à ëàãðàíæèàí ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä:

L(u⃗) = 1

2

∫
V

σij(ε˜)εijdV óïðóãîñòü

=
1

2

∫
V

Cijkl(x)εijεkldV (5.33)

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.31), èìåÿ â âèäó, ÷òî ui(x) �
òî÷íîå ðåøåíèå ïåðâîé ÑÊÇ, à u∗i (x) = u

(F )
i = γijxj � ëèøü îäíî èç êèíåìàòè÷åñêè

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïåðâîé ÑÊÇ.

L(u⃗ (F )) =
1

2

∫
V

σ
(F )
ij ε

(F )
ij dV =

V

2

〈
σ
(F )
ij

〉
γij =

V

2
⟨Cijkl⟩γijγkl=

V

2
h

(F )
ijklγijγkl (5.34)

Ëàãðàíæèàí íà òî÷íîì ðåøåíèè ïåðâîé ÑÊÇ ðàâåí:

L(u⃗) =
1

2

∫
V

σijεijdV =
1

2

∫
V

σijui,jdV =
1

2

∫
V

[(σijui)),j − σij,jui]dV =

=
1

2

∫
Σ

σijuinjdΣ =
1

2
γik

∫
Σ

σijyknjdΣ =
1

2
γik

∫
V

(σijxk),jdV =

=
1

2
γik

∫
V

[σij,jxk + σik]dV =
V

2
⟨σik⟩γik=

V

2
hijklγijγkl (5.35)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî
ðàíãà κ̃ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

hijklκijκkl ⩽ h
(F )
ijklκijκkl = ⟨Cijkl⟩κijκkl (5.36)
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5.3.2 Ýôôåêòèâíûå ìîäóëè Ðåéññà. Â ñëó÷àå âòîðîé ÑÊÇ íàïðÿæåíèÿ σ(R)
ij =

λij áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ è ñòàòè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
çàäà÷è. Ñëåäîâàòåëüíî, σ(R)

ij = λij ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñòàòè÷åñêè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.
Èç çàêîíà îáðàòíîãî Ãóêà íàéäåì

ε
(R)
ij = Jijkl(x)σ

(R)
kl = Jijkl(x)λkl (5.37)

Îòñþäà
⟨ε(R)

ij ⟩ = ⟨Jijkl⟩λkl = ⟨Jijkl⟩⟨σ(R)
kl ⟩ (5.38)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ

Hijkl ≈ ⟨Jijkl⟩ = ⟨C−1
ijkl⟩ = H

(R)
ijkl (5.39)

Âåëè÷èíûH
(R)
ijkl îáðàçóþò òåíçîð ýôôåêòèâíûõ ïîäàòëèâîñòåé Ðåéññà. Ýô-

ôåêòèâíûå ìîäóëè Ðåéññà èìåþò âèä:

h
(R)
ijkl =

(
H

(R)
ijkl

)−1

= ⟨Jijkl⟩−1 =
〈
C−1

ijkl

〉−1
(5.40)
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Ëåêöèÿ 6. Âèëêà Ôîéãòà-Ðåéññà.

Ôóíêöèîíàë Õàøèíà-Øòðèêìàíà.

Ïðîäîëæèì èçó÷àòü ìàòåðèàë, íà êîòîðîì îñòàíîâèëèñü â êîíöå ïðåäûäóùåé ëåêöèè.
Ïóñòü òåïåðü σ˜∗∗ è σ˜ ëþáîå ñòàòè÷åñêè äîïóñòèìîå è òî÷íîå ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêîé

çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè.
Èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Êàñòèëüÿíî [23] ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàë

Êàñòåëüÿíî íà òî÷íîì ðåøåíèè äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íà ëþáîì ñòàòè÷åñêè äîïóñòèìîì ðåøåíèè ôóíêöèîíàë
Êàñòèëüÿíî ìåíüøå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà íà òî÷íîì ðåøåíèè. Òî åñòü:

K(σ˜ ∗∗) ⩽ K(σ˜ ) , (6.1)

ãäå K � ôóíêöèîíàë Êàñòèëüÿíî, êîòîðûé â îáùåì ñëó÷àå ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

K(σ˜) ≡ −
∫
V

Wσ(σ˜)dV +

∫
Σu

σijnju
0
i dΣ (6.2)

Çäåñü u0i � ðàñïðåäåëåííûå ïåðåìåùåíèÿ, çàäàííûå íà ÷àñòè Σu ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè.
Wσ(σ˜) = 1

2
σijεij(σ˜) � ïîòåíöèàë íàïðÿæåíèÿ. Â ñëó÷àå âòîðîé ÑÊÇ Xi ≡ 0 è Σu = ∅, è

ôóíêöèîíàë Êàñòèëüÿíî ïðèíèìàåò ñîâñåì ïðîñòîé âèä:

K(σ˜) = −1

2

∫
V

σijεij(σ˜)dV óïðóãîñòü

= −1

2

∫
V

Jijkl(x)σijσkldV (6.3)

Ïóñòü òåïåðü σ∗∗
ij = σ

(R)
ij = λij � íàøå ñòàòè÷åñêè äîïóñòèìîå ðåøåíèå âòîðîé ÑÊÇ,

òîãäà

K(σ˜ (R)) =− 1

2

∫
V

Jijklσ
(R)
ij σ

(R)
kl dV = −1

2

∫
V

JijklλijλkldV =

= −V
2
⟨Jijkl⟩λijλkl= −

V

2
H

(R)
ijklλijλkl (6.4)

Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Êàñòèëüÿíî íà òî÷íîì ðåøåíèè âòîðîé ÑÊÇ â óïðóãîì
ñëó÷àå èìååò âèä:

K(σ˜ ) =− 1

2

∫
V

JijklσijσkldV = −1

2

∫
V

σijεijdV =
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= −1

2

∫
V

σijui,jdV = −1

2

∫
V

[(σijui),j − σij,jui]dV = −1

2

∫
V

(σijui),jdV =

= −1

2

∫
Σ

σijnjuidΣ = −1

2

∫
Σ

λijnjuidΣ = −1

2
λij

∫
Σ

uinjdΣ =

= −1

2
λij

∫
V

ui,jdV = −1

2
λij

∫
V

εijdV = −V
2
λij⟨εij⟩ =

= −V
2
λijHijkl⟨σkl⟩= −

V

2
Hijklλijλkl (6.5)

Tàêèì îáðàçîì,

−V
2
H

(R)
ijklλijλkl ⩽ −V

2
Hijklλijλkl (6.6)

Èëè
H

(R)
ijklλijλkl ⩾ Hijklλijλkl (6.7)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà κ̃ èìååò ìåñòî
ñëåäóþùåå íåðàâåñòâî:

h
(R)
ijklκijκkl = ⟨C−1

ijkl⟩−1κijκkl ⩽ H−1
ijklκijκkl (6.8)

6.1 Âèëêà Ôîéãòà-Ðåéññà.

Äàäèì îöåíêó òîãî, êàê ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé ýôôåêòèâíûå ìîäóëè Ôîéãòà è ýô-
ôåêòèâíûå ìîäóëè Ðåéññà. Â ñëó÷àå ïåðâîé ÑÊÇ u

(F )
i = γijxj ÿâëÿåòñÿ êèíåìàòè÷åñêè

äîïóñòèìûì ðåøåíèåì, à σ∗
ij = κij ÿâëÿåòñÿ äëÿ ýòîé æå ïåðâîé ÑÊÇ ñòàòè÷åñêè äî-

ïóñòèìûì ðåøåíèåì, ïîñêîëüêó âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à íà âñåé ãðàíèöå
çàäàíû ïåðåìåùåíèÿ u(F )

i = γijxj. Çàïèøåì ôóíêöèîíàëû Ëàãðàíæà è Êàñòåëüÿ-
íî äëÿ ñëó÷àÿ ïåðâîé ÑÊÇ

L(u⃗) ⩽ L(u⃗ (F )) =
1

2

∫
V

Cijklε
(F )
ij ε

(F )
kl dV =

1

2

∫
V

CijklγijγkldV =
V

2
h
(F )
ijklγijγkl , (6.9)

K(σ˜) ⩾ K(σ˜∗) = −1

2

∫
V

Jijklσ
∗
ijσ

∗
kldV +

∫
Σ

σ∗
ij(y)nju

(F )
i (y)dΣ =

= −1

2

∫
V

JijklκijκkldV +

∫
Σ

κijnjγikykdΣ =

= −1

2
κijκkl

∫
V

JijkldV + κijγik

∫
Σ

njykdΣ = −V
2
H

(R)
ijklκijκkl + V κijγij (6.10)

Òåíçîð κ̃ ïðîèçâîëüíûé ñèììåòðè÷íûé, ïîýòîìó âîçüìåì åãî êîìïîíåíòû â ñëåäó-

þùåì âèäå κij = h
(R)
ijklγkl. Â ýòîì ñëó÷àå

K(σ˜) ⩾ K(σ˜∗) =
V

2
h
(R)
ijklγijγkl (6.11)
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Êðîìå ýòîãî, íà òî÷íîì ðåøåíèè ïåðâîé ÑÊÇK = L = V hijklγijγkl/2. Â ñíîñ-
êå ïðèâåäåíî êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà6.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì èç (6.9) è (6.11), ñëåäóþùóþ äâóõñòîðîííþþ îöåíêó òî÷íûõ
ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé

V

2
h
(R)
ijklγijγkl ⩽ K = L =

V

2
hijklγijγkl ⩽

V

2
h
(F )
ijklγijγkl , (6.13)

òî åñòü
h

(R)
ijklγijγkl ⩽ hijklγijγkl ⩽ h

(F )
ijklγijγkl , (6.14)

èëè æå
⟨C−1

ijkl⟩−1γijγkl ⩽ hijklγijγkl ⩽ ⟨Cijkl⟩γijγkl (6.15)

Äâóõñòîðîííåå íåðàâåíñòâî (6.15) çàêëþ÷àåò â íåêîòîðûå ãðàíèöû òî÷íûå ýôôåê-
òèâíûå ìîäóëè óïðóãîñòè. Ýòè ãðàíèöû ïðèíÿòî íàçûâàòü âèëêîé Ôîéãòà �
Ðåéññà (èíîãäà å¼ íàçûâàþò òàêæå âèëêîé Õèëëà).

Ïóñòü, íàïðèìåð, êîìïîçèò ñîñòîèò èç èçîòðîïíûõ ôàç òî åñòü, C˜ (x) = 3K(x)V˜ +

2µ(x)D˜ , ãäå K(x) � ìîäóëü îáú¼ìíîãî ñæàòèÿ, à µ(x) � ìîäóëü ñäâèãà. Òåíçîðû V˜ è

D˜ � èçîòðîïíûå ïîñòîÿííûå òåíçîðû ÷åòâ¼ðòîãî ðàíãà, òàêèå, ÷òî Vijkl = δijδkl, Dijkl =

∆ijkl − Vijkl/3. Êðîìå ýòîãî çàâåäîìî èçâåñòíî, ÷òî êîìïîçèò â öåëîì âåäåò ñåáÿ òàêæå
êàê èçîòðîïíîå òåëî ò.å. h˜ = 3KeffV˜ + 2µeffD˜ , òîãäà èç (6.15) ïîëó÷èì âèëêè äëÿ

ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé îáú¼ìíîãî ñæàòèÿ è ñäâèãà

1

⟨1/K⟩
⩽ Keff ⩽ ⟨K⟩ ,

1

⟨1/µ⟩
⩽ µeff ⩽ ⟨µ⟩ (6.16)

Îòìåòèì, ÷òî ëþáûå äðóãèå ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíûõ ìîäó-
ëåé óïðóãîñòè Keff è µeff äîëæíû òàêæå ëåæàòü âíóòðè âèëêè Ôîéãòà �Ðåéññà. Ýòîò
ôàêò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îòáðàêîâêè ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèé ýôôåêòèâíûõ õàðàê-
òåðèñòèê. Îäíàêî, ýòà âèëêà ñëèøêîì øèðîêà äëÿ ðåàëüíûõ êîìïîçèòîâ [24]. Âèëêà
Ôîéãòà-Ðåéññà ïîëó÷åíà â ïðåäïîëîæåíèè îá îäíîðîäíîñòè ïîëÿ äåôîðìàöèé èëè íà-
ïðÿæåíèé â èññëåäóåìîì êîìïîçèòå.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè óëó÷øèòü âèëêó? Òî åñòü, íå äåëàÿ ïðåäïî-
ëîæåíèé îá îäíîðîäíîñòè íàïðÿæåíèé èëè äåôîðìàöèé, ïîëó÷èòü ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îá ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâàõ, îöåíèâàþùåå òî÷íîå

6Äëÿ ôóíêöèîíàëà Ëàãðàíæà íà ïåðâîé ÑÊÇ ýòî äîêàçàíî â ôîðìóëå (5.3.1). Äëÿ ôóíêöèîíàëà
Êàñòèëüÿíî íà òî÷íîì ðåøåíèè ïåðâîé ÑÊÇ ïîëó÷àåì:

K = −1

2

∫
V

σijεijdV +

∫
Σ

σijnjγikykdΣ = −1

2

∫
V

σijui,jdV +

∫
Σ

σijnjγikykdΣ =

= −1

2

∫
V

[
(σijui),j − σij,jui

]
dV +

∫
Σ

σijnjγikykdΣ = −1

2

∫
Σ

σijuinjdΣ+

∫
Σ

σijnjγikykdΣ =

=
1

2

∫
Σ

σijnjγikykdΣ =
1

2
γik

∫
V

(σijxk),jdV =
1

2
γik

∫
V

σikdv =
V

2

〈
σij
〉
γij =

V

2
hijklγijγkl = L

×. Ò. Ä.

(6.12)
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ðåøåíèå. Îòâåò íà òàêîé âîïðîñ îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì, è ðàçðåøåí îí Õàøèíûì
è Øòðèêìàíîì â 1962-1964 ãîäàõ [25]. Ýòî åùå îäèí èç çàìå÷àòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â
ìåõàíèêå êîìïîçèòîâ.

6.2 Ôóíêöèîíàë Õàøèíà-Øòðèêìàíà.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåîäíîðîäíîãî óïðóãîãî òåëà

σij,j = 0 , σij = Cijkl(x)εkl , εkl = ∆klmnum,n , ui|Σ = u0i (6.17)

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (6.17) äëÿ íåîäíîðîäíîãî òåëà ðàññìîòðèì òî÷íî òàêóþ æå çàäà-
÷ó äëÿ îäíîðîäíîãî òåëà òîé æå ñàìîé ôîðìû. Çàäà÷ó äëÿ îäíîðîäíîãî òåëà íàçîâåì
ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷åé.

τij,j = 0 , τij = Co

ijklekl , ekl = ∆klmnvm,n , vi|Σ = u0i (6.18)

Çäåñü Co

ijkl � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Ðåøåíèå çàäà÷è (6.17) èùåì â âèäå

u⃗ = v⃗ + u⃗∗ ⇒ ε˜ = e˜ + ε˜∗ (6.19)

Ââåäåì òåíçîð ïîëÿðèçàöèè

P˜ = σ˜ − C˜ oε = (C˜ − C˜ o)ε˜ (6.20)

Îòñþäà
σ˜ = P˜ + C˜ oε = P˜ + τ˜ + C˜ oε˜∗ (6.21)

Èç óðàâíåíèÿ (6.21) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èñõîäíîé è ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷ ñëåäóåò:

div(P˜ + C˜ oε˜∗) = 0 , u∗i |Σ = 0 (6.22)

Ñîñòàâèì Ëàãðàíæèàí çàäà÷è (6.17)

L(u) = 1

2

∫
V

σ˜ε˜dV (6.23)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî
∫
V

σ˜ε˜∗dV = 0, ïîýòîìó

L(u) = 1

2

∫
V

(σ˜ε˜ − σ˜ε˜∗)dV (6.24)

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà

σ˜ε˜ − σ˜ε˜∗ = σ˜(ε˜ − ε˜∗) = σ˜e˜ = (P˜ + C˜ oε˜)e˜ = P˜ e˜ + C˜ oε˜e˜ =
= τ˜ε˜ + 2P˜ e˜ − P˜ e˜ + P˜ ε˜ − P˜ ε˜ =
= τ˜(e˜ + ε˜∗) + 2P˜ e˜ + P˜ ε˜∗ − P˜ ε˜ (6.25)
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∫
V

τ˜ε˜∗dV = 0, ïîëó÷èì

L(u) = L(v)− 1

2

∫
V

(P˜ ε˜ − 2P˜ e˜ − P˜ ε˜∗)dV (6.26)

èç (6.20) ⇒
ε˜ = (C˜ − C˜ o)−1P˜ (6.27)

Ñëåäîâàòåëüíî

L(u) = L(v)− 1

2

∫
V

[P˜ (C˜ − C˜ o)−1P˜ − 2P˜ e˜ − P˜ ε˜∗]dV (6.28)

Â âûðàæåíèå (6.28) âõîäèò òåíçîð ïîëÿðèçàöèè P˜ . Ïîëàãàÿ, ÷òî îí ïðîèçâîëåí, à

íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçàí ñ ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è ïî ôîðìóëå (6.20), ïîëó÷èì, ÷òî
ïðåîáðàçîâàííûé ê âèäó (6.28) ëàãðàíæèàí ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì îò P˜ . Äëÿ ýòîãî

ñëó÷àÿ îáîçíà÷èì

Lp = L(v) −
1

2

∫
V

[P˜ (C˜ − C˜ o)−1P˜ − 2P˜ e˜ − P˜ ε˜∗]dV (6.29)

Ýòî è åñòü ôóíêöèîíàë Õàøèíà-Øòðèêìàíà. Â íåì P˜ � ïðîèçâîëüíûé òåíçîð âòî-

ðîãî ðàíãà, e˜ � òåíçîð äåôîðìàöèé â ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷å, ε˜∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (6.22),

çàâèñÿùåå îò P˜ .
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Ëåêöèÿ 7-8. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï

Õàøèíà-Øòðèêìàíà. Âèëêà

Õàøèíà-Øòðèêìàíà.

Ïðîäîëæèì èçó÷àòü ìàòåðèàë, íà êîòîðîì îñòàíîâèëèñü â êîíöå ïðåäûäóùåé ëåêöèè.

7.0.1 Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Õàøèíà-Øòðèêìàíà. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï
Õàøèíà-Øòðèêìàíà ãëàñèò, ÷òî ôóíêöèîíàë Õàøèíà-Øòðèêìàíà, ïðèíèìàåò
íà ðåøåíèè çàäà÷è (6.22) ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå, åñëè òåíçîð ïîëÿðèçàöèè
îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå (6.20).

Ôóíêöèîíàë ìàêñèìàëåí, åñëè ñðåäà ñðàâíåíèÿ áîëåå "æåñòêàÿ"

(C˜ − C˜ o)κ̃κ̃ > α1κ̃κ̃ , α1 > 0. Äëÿ ∀ ñèììåòðè÷íîãî κ̃ ̸= 0 (7.1)

è ìèíèìàëåí, åñëè ñðåäà ñðàâíåíèÿ áîëåå "ìÿãêàÿ"

(C˜ − C˜ o)κ̃κ̃ < α2κ̃κ̃ , α2 > 0. Äëÿ ∀ ñèììåòðè÷íîãî κ̃ ̸= 0 (7.2)

Äëÿ êîìïîçèòà, ñîñòàâëåííîãî èç èçîòðîïíûõ êîìïîíåíòîâ óñëîâèåì ìàêñèìóìà áó-
äåò K(x) > Ko, µ(x) > µo, à óñëîâèåì ìèíèìóìà � K(x) < Ko, µ(x) < µo.

7.0.2 Äîêàçàòåëüñòâî ñòàöèîíàðíîñòè. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çà-
äà÷è (6.22) ïðè óñëîâèè (6.20) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé [26] ôóíêöèîíàëà Õàøèíà-
Øòðèêìàíà. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà (6.29) ðàâ-
íà íóëþ. Â (6.29) íóæíî âàðüèðîâàòü P˜ è ε˜∗, ïîñêîëüêó, ïî óñëîâèþ, ε˜∗ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ (6.22) è ⇒ ε˜∗ = ε˜∗(P˜ ) ïðè çàäàííîì P˜ .

Èòàê,

δLp = −1

2

∫
V

[2(C − Co)−1 : P˜ : δP˜ − 2e˜δP˜ − ε˜∗δP˜ − P˜ δε˜∗]dV =

= −1

2

∫
V

{2[(C˜ − C˜ o)−1P˜ − e˜]δP˜ − ε˜∗δP˜ − P˜ δε˜∗}dV =

= −1

2

∫
V

(2ε˜∗δP˜ − ε˜∗δP˜ − P˜ δε˜∗)dV = −1

2

∫
V

(ε˜∗δP˜ − P˜ δε˜∗)dV (7.3)
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Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî (C˜ − C˜ o)−1P˜ = ε˜ = e˜ + ε˜∗, òàê êàê ïî óñëîâèþ òåíçîð

ïîëÿðèçàöèè íå ïðîñòî ïðîèçâîëåí, à ïîä÷èíåí îãðàíè÷åíèþ (6.20), ò.å. P˜ = (C˜ −C˜ o)ε˜.
Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå (6.22). Óìíîæèì åãî íà âàðèàöèþ δu∗i , ïðîèíòåãðèðó-

åì ïî îáúåìó è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ui|Σ = 0, ïîëó÷èì:∫
V

(Pij + Co

ijklε
∗
kl),jδu

∗
i dV =

=

∫
V

[(Pij + Co

ijklε
∗
kl)δu

∗
i ],jdV −

∫
V

(Pij − Co

ijklε
∗
kl)δε

∗
ijdV = 0

⇒
∫
V

(P˜ δε˜∗ − C˜ oε˜∗δε˜∗)dV = 0 (7.4)

Óðàâíåíèÿ (6.22) ñïðàâåäëèâû òàêæå è äëÿ âàðèàöèé , ò.å.

div(δP˜ + C˜ oδε˜∗) = 0 (7.5)

Óìíîæèì (7.5) íà u∗i , ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáúåìó è èñïîëüçóåì, ÷òî δu∗i |Σ = 0, ïîëó-
÷èì: ∫

V

(ε˜∗δP˜ + C˜ oε˜∗δε˜∗)dV = 0 (7.6)

Ïîñëå âû÷èòàíèÿ èç óðàâíåíèÿ (7.6) óðàâíåíèÿ (7.5) íàéäåì:∫
V

(ε˜∗δP˜ − P˜ δε˜∗)dV = 0 (7.7)

Îòñþäà è èç (7.3) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (6.22) îáðàùàåò â íóëü ïåðâóþ âàðè-
àöèþ ôóíêöèîíàëà Õàøèíà-Øòðèêìàíà, åñëè òåíçîð ïîëÿðèçàöèè îãðàíè÷åí â ñâîåì
ïðîèçâîëå óñëîâèåì (6.20)

7.0.3 Äîêàçàòåëüñòâî ìèíèìàêñíîñòè. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ ôóíêöèîíàë Õàøèíà-Øòðèêìàíà ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå èëè ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèÿ íàéäåì âòîðóþ âàðèàöèþ ýòîãî ôóíêöèîíàëà

δ2Lp = −1

2

∫
V

[2(C˜ − C˜ o)−1δP˜ δP˜ − 2δP˜ δε˜∗]dV =

= −
∫
V

[(C˜ − C˜ o)−1δP˜ δP˜ − δP˜ δε˜∗]dV (7.8)

Èç (6.21) ⇒ δP˜ = δσ˜ − C˜ oδε˜∗, ïîýòîìó∫
V

δP˜ δε˜∗dV =

∫
V

δσ˜δε˜∗dV −
∫
V

C˜ oδε˜∗δε˜∗dV = −
∫
V

C˜ oδε˜∗δε˜∗dV (7.9)
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Ó÷èòûâàÿ (7.9), ïîëó÷èì âìåñòî (7.8) ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ âòîðîé âàðèàöèè ôóíê-
öèîíàëà Õàøèíà-Øòðèêìàíà:

δ2Lp = −
∫
V

[(C˜ − C˜ o)−1δP˜ δP˜ + C˜ o : δε˜∗ : δε˜∗]dV (7.10)

Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (7.1) ⇒ îáå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû â (7.10) ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåíû è, ⇒ δ2Lp < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèîíàë Õàøèíà-Øòðèêìàíà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà

ðåøåíèè çàäà÷è (6.22) ïðè óñëîâèè, ÷òî òåíçîð ïîëÿðèçàöèè îïðåäåëåí ïî

ôîðìóëå P˜ = (C˜ − C˜ o)ε˜ è ñðåäà ñðàâíåíèÿ áîëåå "ìÿãêàÿ" ò.å. C˜ κ̃κ̃ > C˜ oκ̃κ̃
Ðàññìîòðèì äàëåå èíòåãðàë J =

∫
V

C˜ oδP˜ δP˜ dV

J =

∫
V

C˜ o(δσ˜ − C˜ oδε˜∗)(δσ˜ − C˜ oδε˜∗) =
∫
V

(C˜ oδσ˜δσ˜ + C˜ oδε˜∗δε˜∗)dV (7.11)

Îòñþäà âûòåêàåò î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî∫
V

C˜ oδP˜ δP˜ dV −
∫
V

C˜ oδε˜∗δε˜∗ =
∫
V

C˜ oδσ˜δσ˜ (7.12)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî C˜ o è C˜ o ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå òåíçîðû, ïîëó÷àåì:∫
V

C˜ oδP˜ δP˜ dV >

∫
V

C˜ oδε˜∗δε˜∗dV (7.13)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, íàéäåì èç (7.10)

δ2Lp > −
∫
V

[(C˜ − C˜ o)−1 + C˜ o]δP˜ δP˜ dV (7.14)

Âòîðàÿ âàðèàöèÿ áóäåò ïîëîæèòåëüíà, åñëè [(C˜ − C˜ o)−1 + C˜ o]κ̃κ̃ < 0, èëè

(C˜ − C˜ o)−1κ̃κ̃ < −C˜ oκ̃κ̃ < −α3κ̃κ̃ (7.15)

Åñëè (C˜ −C˜ o)−1 � îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí ,òî è C˜ −C˜ o � îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí

⇒ C˜ κ̃κ̃ < C˜ oκ̃κ̃.
Èòàê

ôóíêöèîíàë Õàøèíà-Øòðèêìàíà ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà ðå-

øåíèè çàäà÷è (6.22) ïðè óñëîâèè, ÷òî òåíçîð ïîëÿðèçàöèè îïðåäåëåí ïî

ôîðìóëå P˜ = (C˜ −C˜ o)ε˜ è ñðåäà ñðàâíåíèÿ áîëåå "æåñòêàÿ" ò.å. C˜ κ̃κ̃ < C˜ oκ̃κ̃
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7.0.4 Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ôóíêöèîíàë Õàøèíà-
Øòðèêìàíà ñîâïàäàåò ñ ëàãðàíæèàíîì èñõîäíîé çàäà÷è. Ïóñòü òåíçîð ïîëÿ-
ðèçàöèè P˜ = (C˜ − C˜ o)ε˜, à ε∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (6.22), òîãäà

Lp =
1

2

∫
V

τ˜e˜dV − 1

2

∫
V

[P˜ (C˜ − C˜ o)−1P˜ − 2P˜ e˜ − P˜ ε˜∗]dV =

=
1

2

∫
V

τ˜e˜dV − 1

2

∫
V

P˜ (ε˜ − 2e˜ − ε˜∗)dV =

=
1

2

∫
V

τ˜e˜dV +
1

2

∫
V

P˜ e˜dV =
1

2

∫
V

τ˜e˜dV +
1

2

∫
V

(C˜ − C˜ o)−1ε˜e˜dV =

=
1

2

∫
V

τ˜e˜dV +
1

2

∫
V

(σ˜e˜ − τ˜ε˜)dV =

=
1

2

∫
V

τ˜e˜dV +
1

2

∫
V

[σ˜(ε˜ − ε˜∗)− τ˜(e˜ + ε˜∗)]dV =

=
1

2

∫
V

τ˜e˜dV +
1

2

∫
V

(σ˜ε˜e− τ˜e˜)dV =
1

2

∫
V

σ˜ε˜dV = L(u)

7.1 Âèëêà Õàøèíà-Øòðèêìàíà.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî êàêîâû ñâîéñòâà òåëà ñðàâíåíèÿ ôóíêöèîíàë Õàøèíà-Øòðèêìàíà
â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíûå èëè ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ. Â ñëó-
÷àå 1ñêç L = 1/2h˜γ˜γ˜ , ãäå h˜ � òåíçîð ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè. Ó÷èòûâàÿ òî,

÷òî â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ôóíêöèîíàë Õàøèíà-Øòðèêìàíà ñîâïàäàåò ñ ëàãðàí-
æèàíîì, ïîëó÷àåì

Lp

∣∣
C˜γ˜γ˜>C˜ oγ˜γ˜

⩽
V

2
h˜γ˜γ˜ ⩽ Lp

∣∣
C˜γ˜γ˜<C˜ oγ˜γ˜

(7.16)

Íåðàâåíñòâî (7.16), îãðàíè÷èâàþùåå ñâåðõó è ñíèçó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó
äëÿ òî÷íûõ ýôôåêòèâíûõ ìîäóëåé óïðóãîñòè íàçûâàåòñÿ âèëêîé Õàøèíà-
Øòðèêìàíà.

7.1.1 Ñëó÷àé N ⩾ 2 èçîòðîïíûõ êîìïîíåíò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîìïîçèò ñî-
ñòîèò èç N ðàçëè÷íûõ èçîòðîïíûõ êîìïîíåíò, ðàñïîëîæåííûõ â ïðîñòðàíñòâå òàê, ÷òî
ýôôåêòèâíàÿ ñðåäà àïðèîðè ÿâëÿåòñÿ òàêæå èçîòðîïíîé ñðåäîé. Òîãäà

C˜ (x) = 3K(x)V˜ + 2µ(x)D˜ , C˜ o = 3KoV˜ + 2µoD˜ , h˜ = 3KeffV˜ + 2µeffD˜ (7.17)

Òåíçîð ïîëÿðèçàöèè P˜ è òåíçîð γ˜ ïðåäñòàâèì â âèäå ñóìì øàðîâûõ è äåâèàòîðíûõ

÷àñòåé.

P˜ = P̄˜ + P0δ˜ , P0 =
1

3
Pii , P̄˜ = P˜ − P0δ˜ ,
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γ˜ = γ̄˜ + γ0δ˜ , γ0 =
1

3
γii , γ̄˜ = γ˜ − γ0δ˜

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

V˜ γ˜ = γ0δ˜ , V˜ γ˜γ˜ = 3γ20 , D˜ γ˜ = γ̄˜ , D˜ γ˜γ˜ = γ̄˜ γ̄˜ ,
ïîëó÷èì

L(v) = V

2
C˜ oe˜e˜ =

V

2
C˜ oγ˜γ˜

V

2
(9Koγ20 + 2µoγ̄˜ γ̄˜) (7.18)

− 1

2

∫
V

[P˜ (C˜ − C˜ o)−1P˜ − 2P˜ γ˜ ]dV =

=
V

2

−〈 P 2
0

K −Ko

〉
−

〈
P̄˜ P̄˜

2(µ− µo)

〉
+ 6⟨P0⟩γ0 + 2⟨P̄˜ ⟩γ̄

 (7.19)

Ïðèìåì ïîêà áåç äîêàçàòåëüñòâà7, ÷òî

1

2

∫
V

P˜ ε˜∗dV =
V

2

[
αo(⟨P 2

0 ⟩ − ⟨P0⟩2) + βo(⟨P̄˜ P̄˜ ⟩ − ⟨P̄˜ ⟩⟨P̄˜ ⟩)
]
, (7.20)

ãäå

αo = − 3

3Ko + 4µo
, βo = − 3(Ko + 2µo)

5µo(3Ko + 4µo)
(7.21)

Ñëîæèì äàëåå âûðàæåíèÿ (7.18), (7.19), (7.20) è ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ ôóíêöèî-
íàëà Õàøèíà-Øòðèêìàíà, êîãäà êîìïîçèò ñîñòàâëåí èç ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ
èçîòðîïíûõ êîìïîíåíòîâ

2

V
Lp = 9Koγ20 + 2µoγ̄˜ γ̄˜+

+6⟨P0⟩γ0 + 2⟨P̄˜ ⟩γ̄ −
〈

P 2
0

K −Ko

〉
−

〈
P̄˜ P̄˜

2(µ− µo)

〉
+

+αo(⟨P 2
0 ⟩ − ⟨P0⟩2) + βo(⟨P̄˜ P̄˜ ⟩ − ⟨P̄˜ ⟩⟨P̄˜ ⟩) (7.22)

Âûáåðåì òåíçîð ïîëÿðèçàöèè ïîñòîÿííûì âíóòðè êàæäîãî êîìïîíåíòà.
Òîãäà

⟨P˜ ⟩ =
N∑

n=1

P˜ nvn , (7.23)

ãäå vn � îòíîñèòåëüíàÿ îáúåìíàÿ äîëÿ n-ãî êîìïîíåíòà vn = Vn/V ;
∑
vn = 1. Äëÿ

ñëó÷àÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî òåíçîðà ïîëÿðèçàöèè ôóíêöèîíàë Õàøèíà-Øòðèêìàíà ïðè-
ìåò âèä:

2

V
Lp = 9Koγ20 + 2µoγ̄˜ γ̄˜ + 6γ0

N∑
n=1

P0(n)vn + 2γ̄
N∑

n=1

P̄˜ nvn−

7Äîêàçàòåëüñüâî â êíèãå [5] íà ñòðàíèöå 126.
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−
N∑

n=1

P 2
0(n)

Kn −Ko
vn −

N∑
n=1

P̄˜ nP̄˜ n

2(µn − µo)
vn+

+αo

 N∑
n=1

P 2
0(n)vn −

(
N∑

n=1

P0(n)vn)

)2
+

+βo

 N∑
n=1

P̄˜ nP̄˜ nvn −

(
N∑

n=1

P̄˜ nvn

)2
 (7.24)

Èòàê ïîëó÷åíî, ÷òî ôóíêöèîíàë Õàøèíà-Øòðèêìàíà çàâèñèò îò âåëè÷èí Po(n) è
P̄˜ n Íàéäåì òàêèå Po(n) è P̄˜ n, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèîíàë Õàøèíà-Øòðèêìàíà ïðèíèìàåò

ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû

∂Lp

∂P0(n)

= 0 ,
∂Lp

∂P̄˜ n

= 0 (7.25)

Îòñþäà è èç (7.24) ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ P0(n) è P̄˜ n
3γ0 −

P0(n)

Kn−Ko + αo⟨P0⟩ = 0

γ̄ +
P̄˜n

2(µn−µo)
+ βoP̄˜ n − βo⟨P̄˜ ⟩ = 0

(7.26)

Óìíîæèì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íà vn, ïðîñóììèðóåì ïî n, è ó÷òåì, ÷òî
∑
vn = 1, ïîëó÷èì

〈
P0

K −Ko

〉
= 3γ0 ,

〈
P̄˜

2(µ− µo)

〉
= γ̄˜ (7.27)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âûðàçèì P0(n), à èç âòîðîãî P̄˜ n

P0(n) =

(
αo − 1

Kn −Ko

)−1

(αo⟨P0⟩ − 3γ0) (7.28)

P̄˜ n =

(
βo − 1

2(µn − µo)

)−1

(βo⟨P̄˜ ⟩ − γ̄˜) (7.29)

Óìíîæèâ âûðàæåíèÿ (7.28), (7.29) íà óðàâíåíèÿ vn è ïðîñóììèðîâàâ ïî n, ïîëó÷èì äâà
óðàâíåíèÿ, èç êîòîðûõ íàéäåì ⟨P0⟩ è ⟨P̄˜ ⟩

⟨P0⟩ =
3A

1 + Aαo
, ⟨P̄˜ ⟩ =

B

1 +Bβo
, (7.30)

ãäå

A =

〈(
1

K −Ko
− αo

)−1
〉
, B =

〈(
1

2(µ− µo)
− βo

)−1
〉

(7.31)
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Âåðíåìñÿ ñíîâà ê ôóíêöèîíàëó Õàøèíà-Øòðèêìàíà â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå

Lp =
1

2

∫
V

τ˜e˜dV − 1

2

∫
V

[P˜ (C˜ − C˜ o)−1P˜ − 2P˜ e˜ − P˜ ε˜∗]dV =

=
1

2

∫
V

τ˜e˜dV − 1

2

∫
V

P˜ (ε˜ − 2e˜ − ε˜∗)dV =

=
1

2

∫
V

τ˜e˜dV +
1

2

∫
V

P˜ e˜dV =

=
V

2

[
(3KoV˜ + 2µoD˜ )γ˜γ˜ + (⟨P̄˜ ⟩+ ⟨P0⟩δ˜)γ˜

]
=

=
V

2

[
9
(
Ko +

A

1 + Aαo

)
γ20 +

(
2µo +

B

1 +Bβo

)
γ̄˜ γ̄˜
]

(7.32)

Ó÷èòûâàÿ ÷òî V/2h˜ γ˜γ˜ = V/2(9Keff γ
2
o + 2µeff γ̄˜ γ̄˜) è èç âûðàæåíèé (7.16), (7.32)

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

Keff ≷ Ko +
A

1 + Aαo
, µeff ≷ µo +

1/2B

1 + Bβo
(7.33)

Ïóñòü K1 è µ1 ìîäóëü îáúåìíîãî ñæàòèÿ è ìîäóëü ñäâèãà íàèáîëåå ìÿã-
êîãî êîìïîíåíòà, à K

N
è µ

N
� òî æå äëÿ íàèáîëåå æåñòêîãî êîìïîíåíòà.

Òîãäà, ïîëîæèâ Ko = K1, µ
o = µ1, ïðèìåíÿåì â ôîðìóëå (7.33) íèæíèé çíàê

íåðàâåíñòâà. Åñëè æå Ko = K
N
, µo = µ

N
, òîãäà èñïîëüçóåòñÿ âåðõíèé çíàê.

7.1.2 Ñëó÷àé N = 2 èçîòðîïíûõ êîìïîíåíò. Â ÷àñòíîñòè äëÿ äâóõêîìïîíåíò-
íîãî êîìïîçèòà âèëêà Õàøèíà-Øòðèêìàíà èìååò âèä [5]:

K2 +
v1(K1 − K2)

1 + v2a2(K1 − K2)
⩽ Keff ⩽ K1 +

v2(K2 − K1)

1 + v1a1(K2 − K1)
, (7.34)

µ2 +
v1(µ1 − µ2)

1 + v2a2(µ1 − µ2)
⩽ µeff ⩽ µ1 +

v2(µ2 − µ1)

1 + v1a1(µ2 − µ1)
, (7.35)

ãäå ÷åðåç aI è bI îáîçíà÷åíî

aI = −αI =
3

3KI + 4µI

=
1

KI

3

3 + 4 µI

KI

=
1

3KI

1 + νI
1− νI

,

b
I
= −2β

I
=

6(K
I
+ 2µ

I
)

5µ
I
(3K

I
+ 4µ

I
)
=

1

µI

6(1 + 2
µ
I

KI
)

5(3 + 4
µ
I

KI
)
=

6

45µI

4− 5νI
1− νI

(7.36)

Çäåñü ó÷òåíî,÷òî µ
K

= 3
2

1−2ν
1+ν

, à ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.
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7.2 Âèëêà Õèëëà-Õàøèíà äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêè òðàíñ-
âåðñàëüíî èçîòðîïíîãî êîìïîçèòà.

Ïðåæäå âñåãî óñëîâèìñÿ, ÷òî îñü x1 ÿâëÿåòñÿ îñüþ èçîòðîïèè, à ïëîñêîñòü x2, x3 �
ïëîñêîñòü èçîòðîïèè. Òàêèå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà èìååò ñëîèñòûé âäîëü îñè x1
êîìïîçèò ñ èçîòðîïíûìè ñëîÿìè, à òàêæå âîëîêíèñòûé âäîëü îñè x1 êîìïîçèò, ó êîòîðî-
ãî âîëîêíà èçîòðîïíûå, ïðÿìûå è êðóãëûå, èìåþò îäèíàêîâûé äèàìåòð è ðàñïîëîæåíû
â öåíòðå ÿ÷åéêè â âèäå øåñòèãðàííîãî öèëèíäðà (ãåêñàãîíàëüíàÿ óïàêîâêà).

Ìàêðîñêîïè÷åñêè òðàíñòðîïíûé êîìïîçèò õàðàêòåðèçóåòñÿ ïÿòüþ íåçàâèñèìûìè
ýôôåêòèâíûìè óïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Èõ ìîæíî âûáèðàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñî-
áàìè. Â êíèãå Êðèñòåíñåíà [27] â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê
ïðèíÿòûKeff

23 � ìîäóëü îáú¼ìíîãî ñæàòèÿ â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè, µeff
23 � ýôôåêòèâíûé

ìîäóëü ñäâèãà â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè, Eeff
11 � ýôôåêòèâíûé ìîäóëü Þíãà ïðè ðàñòÿæå-

íèè ïîïåð¼ê ñëî¼â, Eeff
22 = Eeff

33 � ìîäóëü Þíãà â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè, νeff12 = νeff13 �
ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè (âäîëü îñè x2) ïðè ðàñòÿæåíèè â
íàïðàâëåíèè îñè x1 (ïîïåð¼ê ñëî¼â). Èíäåêñ 1 ñîîòâåòñòâóåò àðìèðîâêå, â 2 � ìàòðèöå,
ïðè÷åì ïðèíÿòî µ1 ⩾ µ2, K1 ⩾ K2

Äëÿ äâóõêîìïîíåíòíûõ âîëîêíèñòûõ êîìïîçèòîâ âèëêè ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâ áûëè
âû÷èñëåíû ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî Õèëëîì è Õàøèíîì [28, 29].

K2 +
v1

1/(K1 −K2) + v2/(K2 + µ2)
⩽ K23 ⩽ K1 +

v1
1/(K2 −K1) + v2/(K1 + µ1)

µ2 +
v1

1
µ1−µ2

+ v2
K2+2µ2

2µ2(K2+µ2)

⩽ µ23 ⩽ µ1 +
v2

1
µ2−µ1

+ v1
K1+2µ1

2µ1(K1+µ1)

µ2 +
v1

1/(µ1 − µ2) + v2/2µ2

⩽ µ12 ⩽ µ1 +
v2

1/(µ2 − µ1) + v1/2µ1

v1v2
v1/K2 + v2/K1 + 1/µ2

⩾
E11 − v1E1 − v2E2

4(ν1 − ν2)2
⩽

v1v2
v1/K2 + v2/K1 + 1/µ1

v1v2
v1/K2 + v2/K1 + 1/µ2

⩾
ν12 − v1ν1 − v2ν2

(ν1 − ν2)(1/K1 − 1/K2)
⩽

v1v2
v1/K2 + v2/K1 + 1/µ1

(7.37)

7.3 Âèëêà Éåõà (ó÷åò ôîðìû âêëþ÷åíèé).

Èç âèëîê, ó÷èòûâàþùèõ âëèÿíèå ôîðìû êîìïîíåíòîâ èçâåñòíà âèëêà Éåõà [5, ñòð.
215].
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Ëåêöèÿ 9. Çàäà÷à Ýøåëáè. Ìåòîä

Ýøåëáè

9.1 Çàäà÷à Ýøåëáè. Òåíçîð Ýøåëáè.

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíûõ êîýôôèöèåíòîâ
óïðóãîñòè îñíîâàíî íà êëàññè÷åñêîé çàäà÷å Ýøåëáè î âíåçàïíîì ïðåâðàùåíèè íåêîòî-
ðîãî îáú¼ìà âåùåñòâà â áåñêîíå÷íîé óïðóãîé ñðåäå [?, ñòð. 103-139].

9.1.1 Ïðåâðàùåíèå (òðàíñôîðìàöèÿ) îáëàñòè òåëà.

Ïîä ïðåâðàùåíèåì ïîíèìàåòñÿ ñàìîïðîèçâîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåêî-
òîðîãî êîíå÷íîãî îáú¼ìà çàäàííîé ôîðìû, â äðóãîé îáú¼ì äðóãîé ôîðìû.

Ïðåâðàùåíèå â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè âûëèâàåòñÿ â îäíîðîäíóþ äåôîðìàöèþ òðàíñ-
ôîðìàöèè ε˜T . Ïðè ýòîì, ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà òðàíñôîðìèðîâàí-

íîé îáëàñòè îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé.
Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè â îáëàñòè è â ñðåäå

ïîñëå ïðåâðàùåíèÿ. Äåôîðìàöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè.

9.1.2 Ýòàïû ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Ýøåëáè âûäåëÿåòñÿ òðè ýòàïà:
1 ýòàï � ìûñëåííî âûíèìàåì îáëàñòü è äà¼ì åé âîçìîæíîñòü èñïûòàòü ñâî-

áîäíóþ äåôîðìàöèþ ïðåâðàùåíèÿ (òðàíñôîðìàöèè) ε˜T . Ïðè ýòîì, íè â ñðåäå íè â

ìàòåðèàëå, èñïûòàâøåì ïðåâðàùåíèå, íåò íàïðÿæåíèé.
2 ýòàï � Óäåðæèì îáëàñòü îò òðàíñôîðìàöèè (èçìåíåíèÿ îáú¼ìà è ôîðìû),

ïðèëîæèâ â ìîìåíò òðàíñôîðìàöèè ê íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòè Σ íàãðóçêè

pi = −Cijklε
T
kl nj(Σ) (9.38)

Çäåñü n⃗(n1, n2, n2) � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê îáëàñòè â íà÷àëå òðàíñôîðìàöèè. Â ýòîì ñëó-
÷àå îáëàñòü íå èçìåíèò íè îáú¼ì íè ôîðìó, íî â ìàòåðèàëå îáëàñòè ïîÿâÿòñÿ ïðåäâà-
ðèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ

σT
ij = −Cijklε

T
kl (9.39)

3 ýòàï � âëîæèì íàïðÿæåííóþ îáëàñòü íà ñòàðîå ìåñòî â ñðåäó. Ñêëåèì ïî ãðà-
íèöå è îñâîáîäèì îáëàñòü îò ïðèëîæåííûõ ñèë, òî åñòü ïðèëîæèì ê ïîâåðõíîñòè Σ
ñèëû −pi.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðåâðàùåíèÿ â ñðåäå íà ãðàíèöå Σ âíóòðåííå íà-
ïðÿæåííîé îáëàñòè V äåéñòâóþò ñèëû qi = −pi = Cijklε

T
kl nj, îò êîòîðûõ â

îáëàñòè V è â âíå å¼ âîçíèêàþò "ñòåñí¼ííûå" ïåðåìåùåíèÿ u⃗c è äåôîðìàöèè
ε˜c.

Ïóñòü u(k)i (x, ξ) � òåíçîð Ãðèíà äëÿ áåñêîíå÷íîé óïðóãîé îäíîðîäíîé àíèçîòðîïíîé
ñðåäû8 (â èçîòðîïíîì ñëó÷àå åãî ïðèíÿòî íàçûâàòü òåíçîðîì Êåëüâèíà [?]). Â ýòîì
ñëó÷àå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñòåñí¼ííûõ ïåðåìåùåíèé â ñðåäå è â òðàíñôîðìèðîâàííîé
îáëàñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

uc
i (x) =

∫
Σ

u
(m)
i (x, η)qm(η)dΣη = −

∫
Σ

u
(m)
i (x, η)pm(η)dΣη =

=

∫
Σ

u
(m)
i (x, η)Cmtklε

T
kl nt(η)dΣη =

∫
V

u
(m)
i|t (x, ξ)dVξ Cmtklε

T
kl =

= −
∫
V

u
(m)
i,t (x, ξ)dVξ Cmtklε

T
kl , (9.40)

9.1.3 Òåíçîð Ýøåëáè (àíèçîòðîïíàÿ ñðåäà è ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü òðàíñ-
ôîðìàöèè).

Èç ñîîòíîøåíèé Êîøè εcij = (uci,j + ucj,i)/2 ïîëó÷àåì:

εcij =∋ijkl (x)ε
T
kl , (9.41)

ãäå ÷åðåç ∋˜ � îáîçíà÷åí òåíçîð Ýøåëáè

∋ijkl (x) = −∆ijpq

∫
V

u
(m)
p,qt(x, ξ)dVξ Cmtkl = −

∫
V

ε
(m)
ij,t (x, ξ)dVξ Cmtkl (9.42)

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð Ýøåëáè ïîçâîëÿåò íàéòè äåôîðìàöèè, êàê â áåñêî-
íå÷íîé ñðåäå, òàê è â îáëàñòè èñïûòàâøåé ïðåâðàùåíèå â ñòåñí¼íûõ óñëî-
âèÿõ. Òåíçîð Ýøåëáè � òåíçîð ÷åòâ¼ðòîãî ðàíãà B˜ +. Îí ñèììåòðè÷åí ïî

èíäåêñàì â ïåðâîé âòîðîé ïàðàõ èíäåêñîâ è íåñèììåòðè÷åí ïî ýòèì ïàðàì
èíäåêñîâ.

9.1.4 Íàïðÿæåíèÿ ïðè òðàíñôîðìàöèè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé íåîáõîäèìî ñëîæèòü íàïðÿæåíèÿ σ˜ c îò ñòåñíåííûõ

äåôîðìàöèé ñ ïðåäâàðèòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè σ˜T , îïðåäåë¼ííûìè ïî ôîðìóëå (9.39)

σ˜ = σ˜ c + σ˜ T =

C˜ (∋˜ −∆˜ )ε˜T , if x ∈ V

C˜ ∋˜ ε˜T , ifx ∈ V
(9.43)

8i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â òî÷êå x(x1, x2, x3) îò îò åäèíè÷íîé ñèëû, ïðèëîæåííîé â
òî÷êå ξ(ξ1, ξ2, ξ3) è íàïðàâëåííîé ïî îñè xk
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9.1.5 Ïåðåìåùåíèÿ â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû è ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè
òðàíñôîðìàöèè.

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû òåíçîðà ïåðåìåùåíèé Êåëüâèíà îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ñëåäóþùèì ôîðìóëàì [?]:

u
(m)
i (x, ξ) =

1

8πµ
(δimϱ,pp − κϱ,im) (9.44)

Çäåñü ϱ � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è ξ, à κ � êîíñòàíòà

ϱ =
√

(xi − ξi)(xi − ξi) , κ =
λ+ µ

λ+ 2µ
=

1

2(1− ν)

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå

ϱ,i =
xi − ξi
ϱ

= −li ,

ϱ,im =
δim
ϱ

− (xi − ξi)(xm − ξm)

ϱ3
=

1

ϱ
(δim − lilm) ,

ϱ,imt = 3
(xi − ξi)(xm − ξm)(xt − ξt)

ϱ5
− xi − ξi

ϱ3
δmt −

xm − ξm
ϱ3

δit −
xt − ξt
ϱ3

δim =

=
1

ϱ3
(−3lilmlt + liδmt + lmδit + ltδim) .

Îòñþäà

ϱ,ppt =
1

ϱ3
(−3lt + lt + lt + 3lt) = 2

lt
ϱ2
.

Òàêèì îáðàçîì,

u
(m)
i,t =

1

ϱ2
fimt(l) , (9.45)

ãäå

fimt(l) =
1

8πµ
[2δimlt + κ (3lilmlt − liδmt − lmδit − ltδim)] , (9.46)

ãäå l⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ îò òî÷êè x ê òî÷êå ξ, òî åñòü

l⃗ =

(
ξ1 − x1
ϱ

,
ξ2 − x2
ϱ

,
ξ3 − x3
ϱ

)
⇒ li =

ξi − xi
ϱ

, (9.47)

cëåäîâàòåëüíî, fimt(l) � íå÷åòíàÿ ïî l⃗. Ïîäñòàâèì äàëåå (9.45) â ôîðìóëó (9.40) äëÿ
ñòåñíåííûõ ïåðåìåùåíèé è ïîëó÷èì:

uc
i(x) = −

∫
V

1

ϱ2
fimt(⃗l )dVξ Cmtklε

T
kl , (9.48)

Ôîðìóëà (9.48) ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ x ∈ R3.
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9.1.6 Ïåðåìåùåíèÿ âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè òðàíñôîðìàöèè.

Äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê îáëàñòè òðàíñôîðìàöèè dVξ = ϱ3dω è ôîðìóëà
ïðèìåò âèä:

uc
i(x) = −

∫
Ω=4π

ϱ(l)fimt(⃗l)dω Cmtklε
T
kl , x ∈ V , (9.49)

ãäå dω � òåëåñíûé óãîë9, ïîä êîòîðûì âèäíà ýëåìåíòàðíàÿ ïëîùàäêà dΣξ

íà ïîâåðõíîñòè îáëàñòè â îêðåñòíîñòè òî÷êè ξ ∈ Σ èç âíóòðåííåé òî÷êè x
îáëàñòè V .

Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè îáëàñòè V èìååò âèä:

F (ξ1, ξ2, ξ3) = 0 , ãäå ξi = xi + ϱli ⇒ F (x1 + ϱl1, x2 + ϱl2, x3 + ϱl3) = 0 . (9.50)

Âî âòîðîé èç ôîðìóë (9.50) ϱ � ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ðàâíà ðàññòîÿíèþ
îò òî÷êè x ∈ V äî òî÷êè ξ ∈ Σ.

9.2 Ñëó÷àé èçîòðîïíîé ñðåäû è ýëëèïñîèäàëüíîé îá-
ëàñòè òðàíñôîðìàöèè.

9.2.1 Òð¼õîñíûé ýëëèïñîèä.

Åñëè îáëàñòü òðàíñôîðìàöèè èìååò ôîðìó òðåõîñíîãî ýëëèïñîèäà, òî ñòåñíåííûå
ïåðåìåùåíèÿ âíóòðè íåãî áóäóò ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò. Ïîêàæåì ýòî.

Ïóñòü íà÷àëî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ðàñïîëîæåíî â öåíòðå ýëëèïñîèäà, à a1, a2, a3 �
ïîëóîñè ýëëèïñîèäà

x21
a21

+
x22
a22

+
x23
a23

⩽ 1 .

Óðàâíåíèå (9.50) ïðèíèìàåò âèä:

(x1 + ϱξ1)
2

a21
+

(x2 + ϱξ2)
2

a22
+

(x3 + ϱξ3)
2

a23
= 1 , x ∈ V , ξ ∈ Σ ,

Îòñþäà ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ ϱ

α(l) ϱ2 + 2β(l) ϱ− γ = 0 , (9.51)

ãäå

α =
l21
a21

+
l22
a22

+
l23
a23

;

β = λjxj ; λ1 =
l1
a21
, λ2 =

l2
a22
, λ3 =

l3
a33

;

9âñÿ ïîâåðõíîñòü Σ âèäíà èç âíóòðåííåé òî÷êè x ïîä òåëåñíûì óãëîì ðàâíûì 4π
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γ = 1− x21
a21

− x22
a22

− x23
a23

⩾ 0 , òàê êàê x ∈ V

Ðåøèâ óðàâíåíèå (9.51) íàéäåì ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ϱ(⃗l )

ϱ(⃗l ) =

√
β2(⃗l )

α2(⃗l )
+

γ

α(⃗l )
− β(⃗l )

α(⃗l )
(9.52)

Â ôîðìóëå (9.52) ïåðâîå ñëàãàåìîå (êîðåíü) ÷åòíî ïî l⃗, à âòîðîå β = λjxj = lixj/a
2
j �

íå÷åòíîå, ïîýòîìó â èíòåãðàëå (9.49) ïî ÷åòíîìó ïðîìåæóòêó íåíóëåâûì áóäåò òîëüêî
èíòåãðàë îò ÷åòíîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå ôóíêöèè, ò.å. îòëè÷åí îò íóëÿ èíòåãðàë îò
ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîé ôóíêöèè fimt(⃗l ) íà íå÷åòíîå âòîðîå ñëàãàåìîå èç âûðàæåíèÿ
äëÿ ϱ(⃗l ) è, ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî (9.49) ïîëó÷èì:

uc
i(x) = xj

∫
Ω=4π

λj (⃗l )

α(⃗l )
fimt(⃗l )dω Cmtklε

T
kl , (9.53)

ò.å. ñòåñí¼ííûå ïåðåìåùåíèÿ âíóòðè ýëëèïñîèäàëüíîé îáëàñòè, èñïûòàâøåé
ïðåâðàùåíèå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò òî÷êè îáëàñòè.
Âû÷èñëÿÿ ïî ôîðìóëàì Êîøè ñòåñíåííûå äåôîðìàöèè ε˜c, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñòåñ-

í¼ííûå äåôîðìàöèè ε˜c ïîñòîÿííû âíóòðè ýëëèïñîèäà è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ïîñòîÿííûå äåôîðìàöèè òðàíñôîðìàöèè ε˜T ñ ïîìîùüþ òåíçîðà Ýøåëáè, êî-

òîðûé òàêæå íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò è èìååò âèä:

∋ijkl= ∆ijpq

∫
Ω=4π

λpfqmt

α
dω Cmtkl =

1

2

∫
Ω=4π

λifjmt + λjfimt

α
dω Cmtkl . (9.54)

Èëè

∋ijkl=
∆ijpq

8πµa2p

∫
Ω

(2− κ)lpltδqm + κ(3lplqlmlt − lplqδmt − lplmδqt)

l21/a
2
1 + l22/a

2
2 + l23/a

2
3

dω Cmtkl . (9.55)

Â òî÷êå x ýëëèïñîèäàëüíîé îáëàñòè ïîñòðîèì åäèíè÷íóþ ñôåðó. Òîãäà åäèíè÷íûé
âåêòîð l⃗ îò òî÷êè x ∈ V ê òî÷êå ξ ∈ Σ ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì âåêòîðîì âíåøíåé íîð-
ìàëè n⃗ ê ïîâåðõíîñòè S ñôåðû. Ñëåäîâàòåëüíî èíòåãðàë ïî òåëåñíîìó óãëó â ôîðìóëå
(9.55) ìîæíî çàìåíèòü íà èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ñôåðû, à êîìïîíåíòû
âåêòîðà l⃗ íà êîìïîíåíòû âåêòîðà n⃗. Âåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Jij =
1

a2i

∫
S

ninj

n2
1/a

2
1 + n2

2/a
2
2 + n2

3/a
2
3

dS , (9.56)

Jijkl =
1

a2i

∫
S

ninjnknl

n2
1/a

2
1 + n2

2/a
2
2 + n2

3/a
2
3

S , (9.57)

ãäå Iij è Iijkl ñâîäÿòñÿ ê ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëàì. Â ñàìîì äåëå, â ñôåðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàòàõ ñ íà÷àëîì â öåíòðå åäèíè÷íîé ñôåðû íà å¼ ïîâåðõíîñòè èìååì

n⃗ = (sinφ cosϑ , sinφ sinϑ , cosφ) ; 0 ⩽ φ ⩽ π , 0 ⩽ ϑ ⩽ 2π ; dS = dφdϑ ,
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ïîýòîìó

Jij =
1

a2i

π∫
0

2π∫
0

ninj

n2
1/a

2
1 + n2

2/a
2
2 + n2

3/a
2
3

dφdϑ , (9.58)

Jijkl =
1

a2i

π∫
0

2π∫
0

ninjnknl

n2
1/a

2
1 + n2

2/a
2
2 + n2

3/a
2
3

dφdϑ . (9.59)

Ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé ôîðìóëà (9.55) äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà Ýøåëáè
ïðèìåò âèä:

∋ijkl= ∆ijpq

(2 − κ)Iptδqm + κ(3Ipqmt − Ipqδmt − Ipmδqt)

8πµ
Cmtkl . (9.60)

9.2.2 Ñôåðè÷åñêàÿ îáëàñòü òðàíñôîðìàöèè.

Â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé îáëàñòè òðàíñôîðìàöèè a1 = a2 = a3 = R. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |n⃗| =
1, ni = yi/|n⃗| = yi , (y ∈ S) ïîëó÷àåì:

Jij =

∫
S

ninjdS =

∫
S

yinjdS =

∫
Vω

xi,jdV =
4π

3
δij (9.61)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë Jijkl:

Jijkl =

∫
S

ninjnknldω =
4π

15
(δijδkl + 2∆ijkl) (9.62)

Ïîëàãàÿ C˜ = 3kV˜ +2µD˜ è ó÷èòûâàÿ (9.61),(9.62), ïîëó÷èì ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà Ýøåëáè

∋˜= 3 ∋1 V˜ + 2 ∋2 D˜ , (9.63)

ãäå

∋1 =
1

3

k

µ
(1− κ) =

1

3

3λ+ 2µ

3λ+ 6µ
=

1

9

1 + ν

1− ν
, (9.64)

∋2 =
2

15
(5− 2κ) =

1

5

3λ+ 4µ

3λ+ 6µ
=

1

15

4− 5ν

1− ν
(9.65)

Â ñëó÷àå øàðîâîé îáëàñòè ïðåâðàùåíèÿ òåíçîð Ýøåëáè ñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì â
ïåðâîé è âòîðîé ïàðàõ èíäåêñîâ è ñèììåòðè÷åí ïî ýòèì äâóì ïàðàì èíäåêñîâ, òî åñòü
îáëàäàåò ñèììåòðèåé òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè.
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9.2.3 Êðóãîâîé öèëèíäð.

Ïóñòü òåïåðü îáëàñòü òðàíñôîðìàöèè ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êðóãîâîé öèëèíäð, îñü
êîòîðîãî ïàðàëëåëüíà îñè x3. Â ýòîì ñëó÷àå a1 = a2 = R, a3 = ∞, ñëåäîâàòåëüíî
J3j = 0, J3jkl = 0, à

JIj =

∫
Ω

nInjdω =
4π

3
δIj , (9.66)

JIjkl =

∫
Ω

nInjnknldω =
4π

15
(δIjδkl + 2∆Ijkl) . (9.67)

Êîìïîíåíòû òåíçîðà Ýøåëáè èìåþò âèä10:

∋ijkl =
1

µ
∆ijPq

[
1

3
δPtδqm − κ

15
(δPqδmt + 2∆Pqmt)

]
Cmtkl =

=
3

10

k + 2µ

3k + 4µ
(δiP δPkδjl ++δiP δPlδjk + δikδjP δPl + δilδjP δPk)+

+
1

5

3k − 4µ

3k + 4µ
δiP δPqδkl (9.68)

9.2.4 Ñëîé.

Îáëàñòü ïðåâðàùåíèÿ � ñëîé òîëùèíû h ïåðïåíäèêóëÿðíûé îñè x3. Â ýòîì ñëó÷àå
a1 = ∞ a2 = ∞ a3 = h, ïîýòîìó JIj = 0, JIjkl = 0, à

J3j =
4π

3
δ3j , (9.69)

J3jkl =
4π

15
(δ3jδkl + 2∆3jkl) . (9.70)

Ñëåäîâàòåëüíî

∋ijkl =
1

µ
∆ij3q

[
1

3
δ3tδqm − κ

15
(δ3qδmt + 2∆3qmt)

]
Cmtkl =

=
3

10

k + 2µ

3k + 4µ
(δi3δ3kδjl ++δi3δ3lδjk + δikδj3δ3l + δilδj3δ3k)+

+
1

5

3k − 4µ

3k + 4µ
δi3δ3qδkl (9.71)

9.2.5 Åäèíàÿ ôîðìóëà äëÿ òð¼õ ñëó÷àåâ (øàð, öèëèíäð, ñëîé).

Âñå òðè, îïèñàííûõ âûøå, ñëó÷àÿ ìîæíî îáúåäèíèòü åäèíîé ôîðìóëîé

∋ijkl =
1

5

3k − 4µ

3k + 4µ
δiαδαjδkl +

6

5

k + 2µ

3k + 4µ
∆ijαt∆αtkl =

10êàê îáû÷íî áîëüøèå ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 è 2 è ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ áîëüøèì
èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò åäèíèöû äî äâóõ
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=
1

15

5ν − 1

1− ν
δiαδαjδkl +

2

15

4− 5ν

1− ν
∆ijαt∆αtkl , (9.72)

ãäå

α = 1, 2, 3 � øàðîâàÿ îáëàñòü ïðåâðàùåíèÿ (öåíòð ê-ò � â öåíòðå øàðà);
α = 1, 2 � êðóãîâîé öèëèíäð ñ îñüþ x3 ;
α = 3 � ñëîé ⊥ îñè x3 (öåíòð ê-ò � â öåíòðàëüíîé ïëîñêîñòè ñëîÿ)

9.3 Äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ âíóòðè èíîðîäíîãî ýë-
ëèïñîèäàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ â áåñêîíå÷íîé óïðó-
ãîé ñðåäå.

9.3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ óïðóãàÿ ñðåäà, ñâîéñòâà êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ òåíçî-
ðîì ìîäóëåé óïðóãîñòè C˜ −. Òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè ìàòåðèàëà ýëëèïñîèäàëüíîãî

âêëþ÷åíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç C˜ +. Ïóñòü ε∞ � ïîñòîÿííîå ïîëå äåôîðìàöèé ïðè áåñ-

êîíå÷íîì óäàëåíèè îò âêëþ÷åíèÿ. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ
âíóòðè âêëþ÷åíèÿ, ò.å. ôàêòè÷åñêè íåîáõîäèìî íàéòè òåíçîðû ÷åòâ¼ðòîãî ðàíãà, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðûõ äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ â ñðåäå ñ âêëþ÷åíèåì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ â ñðåäå áåç âêëþ÷åíèÿ. Íàçîâ¼ì òàêèå òåíçîðû òåíçîðàìè
êîíöåíòðàöèè äåôîðìàöèé B˜ + è íàïðÿæåíèé A˜ +, ñîîòâåòñòâåííî.

9.3.2 Òðàíñôîðìàöèÿ îáëàñòè â îäíîðîäíîì íàãðóæåííîì ïðîñòðàíñòâå

Åñëè ñâîéñòâà âêëþ÷åíèÿ òàêèå æå, ÷òî è ó îêðóæàþùåé ñðåäû, òî íàïðÿæåíèÿ
âíóòðè ýëëèïñîèäàëüíîé îáëàñòè ïîñòîÿííû è ðàâíû

σ˜∞ = C˜ −ε˜∞ (9.73)

Ñêëàäûâàÿ ýòè íàïðÿæåíèÿ ñ íàïðÿæåíèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè ïî ôîðìóëå (9.43) 11,
ïîëó÷èì íàïðÿæåíèÿ, êîòîðûå âîçíèêíóò â ýëëèïñîèäàëüíîé îáëàñòè, åñëè îíà òðàíñ-
ôîðìèðóåòñÿ â ïðåäâàðèòåëüíî äåôîðìèðîâàííîé ñðåäå ñ äåôîðìàöèÿìè ε˜∞ = const

σ˜ = σ˜∞ + σ˜ c + σ˜T = C˜ −(ε˜∞ + ε˜c − ε˜T ) = C˜ −
[
ε˜∞ + (∋˜− −∆˜ )ε˜T

]
(9.74)

9.3.3 Äåôîðìàöèè â èíîðîäíîì âêëþ÷åíèè â íàãðóæåííîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðè äåôîðìèðîâàíèè ñðåäû ñ èíîðîäíûì ýëëèïñîèäàëüíûì âêëþ÷åíèåì äåôîðìà-
öèè âíóòðè âêëþ÷åíèÿ áóäóò ñîñòàâëåíû èç äåôîðìàöèé, çàäàííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè

11â ôîðìóëå (9.43) íóæíî C˜ çàìåíèòü íà C˜−
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è äîïîëíèòåëüíûõ äåôîðìàöèé, ïîÿâèâøèõñÿ èç-çà ðàçíèöû â ñâîéñòâàõ ìàòåðèàëîâ
ìàòðèöû è âêëþ÷åíèÿ. Äîïîëíèòåëüíûå äåôîðìàöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç ε˜′, òîãäà

ε˜+ = ε˜∞ + ε˜′ ; σ˜+ = C˜ +ε˜+ = C˜ +(ε˜∞ + ε˜′) (9.75)

9.3.4 Ãèïîòåçà Ýøåëáè.

Åñëè íà áåñêîíå÷íîñòè çàäàíî îäíîðîäíîå ïîëå äåôîðìàöèé, òî è â èíîðîäíîì âêëþ-
÷åíèè ýëëèïñîèäàëüíîé ôîðìû ïîëå äåôîðìàöèé áóäåò òàêæå îäíîðîäíûì. Òàêèì îá-
ðàçîì, ε˜+ = const è, ñëåäîâàòåëüíî, ε˜′ = const.

Ïðèìåì ýòó ïîñòîÿííóþ äåôîðìàöèþ ε˜′ çà ñòåñíåííóþ äåôîðìàöèþ îò

ïðåâðàùåíèÿ ýëëèïñîèäàëüíîé îáëàñòè òàêîé æå ôîðìû, ÷òî è âêëþ÷åíèå.
Ñîîòâåòñòâóþùóþ äåôîðìàöèþ òðàíñôîðìàöèè ε˜T ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû

ñòåñíåííûå íàïðÿæåíèÿ ïðåâðàùåíèÿ (9.74) ñîâïàëè ñ íàïðÿæåíèÿìè (9.75)
â ýëëèïñîèäàëüíîì èíîðîäíîì âêëþ÷åíèè

C˜ −
[
ε˜∞ + (∋˜ − −∆˜ )ε˜T

]
= C˜ +(ε˜∞ + ε˜′) = C˜ +(ε˜∞ + ε˜c) = C˜ +(ε˜∞+ ∋˜ − ε˜T ) .

Çäåñü ∋˜− � òåíçîð Ýøåëáè îñíîâíîé ñðåäû. Èç ýòîé ôîðìóëû íàõîäèì íóæíóþ íàì

äåôîðìàöèþ ïðåâðàùåíèÿ

ε˜T =

[
C˜ − + (C˜ + − C˜ −) ∋˜−

]−1

(C˜ − − C˜ +)ε˜∞ (9.76)

9.3.5 Òåíçîðû êîíöåíòðàöèè äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé â èíîðîäíîì âêëþ-
÷åíèè.

Íàéäåì äàëåå äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ âíóòðè èçîòðîïíîãî ýëëèïñîèäàëüíîãî
âêëþ÷åíèÿ â áåñêîíå÷íîì èçîòðîïíîì óïðóãîì ïðîñòðàíñòâå ïðè çàäàííîé íà áåñêî-
íå÷íîñòè ïîñòîÿííîé äåôîðìàöèè ε˜∞ = const., ëèáî ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè íà

áåñêîíå÷íîñòè σ˜∞ = C˜ −ε˜∞.
ε˜+ = ε˜∞ + ε˜c = B˜ +ε˜∞ , ε+ijkl = B+

ijmnε
∞
mnkl (9.77)

ãäå

B˜ + = ∆˜ + ∋˜ −
[
C˜ − + (C˜ + − C˜ −) ∋˜ −

]−1

(C˜ − − C˜ +) (9.78)

Òåíçîð B˜ + � òåíçîð ÷åòâ¼ðòîãî ðàíãà, ñèììåòðè÷íûé ïî èíäåêñàì â ïåðâîé ïàðàì

èíäåêñîâ è íåñèììåòðè÷íûé ïî ýòèì äâóì ïàðàì èíäåêñîâ.
Íàïðÿæåíèÿ âî âêëþ÷åíèè íàéäåì èç çàêîíà Ãóêà

σ˜+ = C˜ +ε˜+ = C˜ +B˜ +ε˜∞ = C˜ +B˜ +J˜−σ˜∞ = A˜ +σ˜∞ , (9.79)
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Òåíçîðû B˜ + è A˜ + ïîçâîëÿåò âûðàçèòü äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ âî âêëþ÷åíèè

÷åðåç äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ â áåñêîíå÷íîñòè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå èõ ìîæíî íàçâàòü
òåíçîðàìè êîíöåíòðàöèè äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé [?, ?, ?, ?].

A˜ + = C˜ +

{
∆˜ + ∋˜ −

[
C˜ − + (C˜ + − C˜ −) ∋˜ −

]−1

(C˜ − − C˜ +)

}
J˜ − (9.80)

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû òåíçîðà ∋˜− îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (9.60), â êî-

òîðîé ìîäóëè óïðóãîñòè ñëåäóåò áðàòü ñ âåðõíèì çíà÷êîì −. Â ñëó÷àå øàðîâîãî âêëþ-
÷åíèÿ ôîðìóëû (9.79), (9.80) ïðèìóò âèä:

B˜ + = B1V˜ +B2D˜ , (9.81)

A˜ + = A1V˜ + A2D˜ , (9.82)

ãäå

B1 =
1

1 + 3 ∋−
1 (k

+

k−
− 1)

=
3k− + 4µ−

3k+ + 4µ− ,

B2 =
1

1 + 2 ∋−
2 (µ

+

µ− − 1)
=

5µ−(3k− + 4µ−)

3k−(3µ− + 2µ+) + 4µ+(2µ− + 3µ+)
; (9.83)

A1 =
k+

k−
B1 =

k+

k−
3k− + 4µ−

3k+ + 4µ− ,

A2 =
µ+

µ−B2 =
µ+

µ−
5µ+(3k− + 4µ−)

3k−(3µ− + 2µ+) + 4µ+(2µ− + 3µ+)
. (9.84)
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Ëåêöèÿ 10-11. Ìåòîä

Áàõâàëîâà-Ïîáåäðè îñðåäíåíèÿ

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïî

êîîðäèíàòàì êîýôôèöèåíòàìè

10.1 Êîìïîçèòû ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.

10.1.1 ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè. Ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ñòðóê-
òóðû.

ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ñòðóêòóðû ýòî òàêîé îáú¼ì âåùåñòâà, ìíîãîêðàòíîå ïîâòî-
ðåíèå êîòîðîãî ïî òðåì, äâóì, èëè îäíîìó íàïðàâëåíèþ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âñå òåëî.
ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òèïè÷íîãî ýëåìåíòà, è îíà æå ÿâëÿ-
åòñÿ ìèíèìàëüíûì îáú¼ìîì, ïî êîòîðîìó ìîæíî ñóäèòü î ñâîéñòâàõ êîìïîçèòà â öåëîì.
Êîìïîçèòû, â êîòîðûõ ìîæíî âûäåëèòü ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷íîñòè íàçûâàþòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêèìè, èëè ðåãóëÿðíûìè ñòðóêòóðàìè. Êàê ïðàâèëî â ðåãóëÿðíûõ ñòðóêòóðàõ
ìîæíî ââåñòè äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òàê, ÷òî åãî ôèçè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò. Åñëè â êîìïîçèòå ìîæíî
ââåñòè òàêèå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû, ÷òî åãî ìàòåðèàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ÿâ-
ëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îäíîé, äâóõ, èëè òðåõ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò,
òîãäà êîìïîçèò íàçûâàåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé, èëè êâàçèðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé.

Êîíå÷íî, ââåäåíèå ïîíÿòèÿ ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçàöèåé ðåàëüíî-
ãî êîìïîçèòà. Îäíàêî è ñàìà ñïëîøíàÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçàöèåé, è âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îïðàâäàííîé. Èçâåñòíû è äðóãèå ïðèìåðû èç ìåõàíèêè, êîãäà ðàçóìíàÿ
èäåàëèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìîäåëü ðåàëüíîé ñðåäû, è ñ ïîìîùüþ ýòîé ìîäåëè
îòâå÷àòü íà âîïðîñû, âîçíèêàþùèå â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà.

10.1.2 Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîëüíîé ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè â êóá ïåðèî-
äè÷íîñòè ñ åäèíè÷íûì ðåáðîì.

Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî òåëà, â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå, óäîáíî, âìå-
ñòî ðåàëüíîé ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, ðàññìàòðèâàòü
ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷íîñòè â âèäå êóáà ñ åäèíè÷íûì ðåáðîì. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
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ðåàëüíàÿ ÿ÷åéêà ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà àôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì â åäèíè÷íûé êóá.
Ïîêàæåì ýòî íàì êîíêðåòíîì ïðèìåðå. Ïóñòü ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì l1× l2× l3. Îñè ãëîáàëüíûõ êîîðäèíàò x1, x2, x3 âûáåðåì
ïàðàëëåëüíûìè ð¼áðàì ÿ÷åéêè.

Ðèñ. 10.8: Ñõåìà ïðåîáðàçîâàíèÿ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò.

Âíóòðè ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ðàñïîëîæåíû âêëþ÷åíèÿ, ïîðû, òðåùèíû
è ò.ï. Òåëî ñîñòîèò èç áîëüøîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè. Â
ýòîì ñëó÷àå òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè C˜ (x) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-

öèåé ãëîáàëüíûõ êîîðäèíàò

C˜ (x1 + k1l1, x1 + k2l2, x3 + k3l3) = C˜ (x1, x1, x3) , ki ∈ Z , li � ïåðèîä ïî îñè xi (10.1)

Ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîå òåëî ìîæíî îïèñàòü ïî äðóãîìó: ââåäåì â êàæ-
äîé ÿ÷åéêå ðàçìåðíûå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû z(z1, z2, z3), òîãäà òåíçîð ìîäóëåé óïðó-
ãîñòè â ëþáîé ÿ÷åéêå îïèñûâàåòñÿ îäíîé è òîé æå ôóíêöèåé ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ z,
ò.å. C˜ = C˜ (z) = C˜ (z1, z2, z3). Îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ z ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëü-

íèê l1× l2× l3. Ëîêàëüíûå ðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ìîæíî îòìàñøòàáèðîâàòü òàê, ÷òîáû
îáëàñòü èçìåíåíèÿ íîâûõ ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ z∗ ñòàëà êóáîì ñ ðåáðîì l, ïðè ýòîì
C˜ = C˜ (z∗) = C˜ (z∗1 , z∗2 , z∗3).

Ðàçìåðíûå ìàñøòàáèðîâàííûå è íå ìàñøòàáèðîâàííûå ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ïî ôîð-
ìóëàì

z∗i =
l zi
li
, 0 ⩽ z∗i ⩽ l , i = 1, 2, 3 (10.2)

Î÷åíü ÷àñòî âìåñòî ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ z∗ ââîäÿòñÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå
ζ(ζ1, ζ2, ζ3), èçìåíÿþùèõñÿ â åäèíè÷íîì êóáå

ζi =
z∗i
l
=
zi
li
, 0 ⩽ ζi ⩽ 1 , i = 1, 2, 3 (10.3)

10.1.3 Ñâÿçü ãëîáàëüíûõ è áåçðàçìåðíûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò.
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Ïóñòü êîìïîçèöèîííîå òåëî ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ñîñòàâëåíî èç áîëüøîãî ÷èñëà
ÿ÷ååê â âèäå êóáà ñ ðåáðîì l, à L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð âñåãî òåëà. Òàêèì îáðà-
çîì, â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå âñå ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ l-
ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Â ìàòåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû â ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîä-
íîì òåëå, åñòåñòâåííûì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ ìàëûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð, ðàâ-
íûé îòíîøåíèþ õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà l ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ê õàðàêòåðíîìó ðàçìåðó
L âñåãî òåëà α = l/L≪ 1.

Ðàñïîëîæèì íà÷àëî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x1, x2, x3 â âåðøèíå êàêîãî ëèáî êóáà
ïåðèîäè÷íîñòè, êîòîðîìó ïðèñâîèì "íîìåð" 0,0,0 èç òð¼õ íóëåé. Êàæäûé êóá ïåðè-
îäè÷íîñòè ïîìåòèì òðåìÿ öåëûìè ÷èñëàìè m1,m2,m3. Âíóòðè êàæäîãî êóáà ïåðèî-
äè÷íîñòè ââåäåì áåçðàçìåðíûå ìåñòíûå (ëîêàëüíûå, áûñòðûå) äåêàðòîâû êîîðäèíàòû
ζ1, ζ2, ζ3 òàêèå, ÷òî 0 < ζi < 1. Â ýòîì ñëó÷àå ãëîáàëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû xk
ëþáîé òî÷êè êîìïîçèòà ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðû îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç "íîìåð" ÿ÷åéêè, â
êîòîðóþ ïîïàëà ýòà òî÷êà. Ãëîáàëüíûå è ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â ÿ÷åéêå îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëå:

xk = lζk + lmk ⇔ ζk = xk/l − mk , (i = 1, 2, 3) (10.4)

10.1.4 Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé ïî áåçðàçìåð-
íîé ãëîáàëüíîé êîîðäèíàòå.

Ôóíêöèè ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü "a" íåêîòîðàÿ ìàòåðèàëüíàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà êîìïîçèòà ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Íàïðèìåð, ýòî ìîæåò áûòü ìîäóëü Þíãà,
ïëîòíîñòü âåùåñòâà, êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, è ò.ï.. Âåëè÷èíà "a" ïðèíè-
ìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå â òî÷êàõ lζ1, lζ2, lζ3 êàæäîé èç ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè, ò.å.
"a" ÿâëÿåòñÿ îäíî-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò ζi (ïåðèîä ïî êàæäîé ïåðåìåí-
íîé ðàâåí 1), ñëåäîâàòåëüíî è â ñîîòâåòñòâèè ñ (10.4)

a(ζ1, ζ2, ζ3) = a(ζ1 +m1, ζ2 +m2, ζ3 +m3) = a
(x1
l
,
x2
l
,
x3
l

)
Áåçðàçìåðíûå ãëîáàëüíûå êîîðäèíàòû. Ïóñòü L � õàðàêòåðíûé ðàçìåð
âñåãî êîìïîçèöèîííîãî òåëà. Òîãäà âìåñòî ðàçìåðíûõ ãëîáàëüíûõ êîîðäè-
íàò xi ìîæíî ââåñòè áåçðàçìåðíûå ãëîáàëüíûå êîîðäèíàòû x̄i = xi/L. Â ýòîì
ñëó÷àå

a(ζ1, ζ2, ζ3) = a
(x1
l
,
x2
l
,
x3
l

)
= a
(x1/L
l/L

,
x2/L

l/L
,
x3/L

l/L

)
= a
( x̄1
α
,
x̄2
α
,
x̄3
α

)
,

Ìàëûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð. Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ ïî ãëîáàëüíîé áåçðàçìåðíîé
êîîðäèíàòå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

∂a

∂x̄i

≡ a,i =
∂a

∂ζk

∂ζk

∂x̄i

=
1

α

∂a

∂ζi
≡

1

α
a|i , (10.5)

ãäå α = l
L

≪ 1 � ìàëûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð. Ïîä÷åðêí¼ì åù¼ ðàç, ÷òî
a|i ≡ ∂a

∂ζi
.
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10.1.5 Àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ òåë èç êîìïîçèöèîííûõ
ìàòåðèàëîâ ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (ìåòîä Áàõâàëîâà-Ïîáåäðè).

×åðåç çàâèñèìîñòü ìàòåðèàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îò ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ ìàëûé
ïàðàìåòð âõîäèò â óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîöåññû â êîìïîçèòå ñ ïåðèîäè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé. À ðàç òàê, òî ìîæíî ðàçðàáîòàòü ïðîöåäóðó ðàçëîæåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ
â ðÿä ïî ìàëîìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ïàðàìåòðó α.

Òàêàÿ ïðîöåäóðà áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòàõ Í.Ñ. Áàõâàëîâà, íà÷àòûõ èì ñ 1974
ãîäà [?, ?, ?]. Áîëüøîé âêëàä â ðàçâèòèå ìåòîäà ìàëîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà
(ÌÌÃÏ) è åãî ñèñòåìàòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ê ìåõàíèêå êîìïîçèòîâ áûëî äàíî â ðàáîòàõ
Á.Å. Ïîáåäðè è åãî ó÷åíèêîâ [1, ?, 17, ?, ?, ?].

Â 1985 ã. Í.Ñ. Áàõâàëîâ è Á.Å. Ïîáåäðÿ â ñîñòàâå êîëëåêòèâà àâòîðîâ çà ñîçäàíèå
ìåòîäîâ ðàñ÷åòà êîíñòðóêöèé èç êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ïîëó÷èëè Ãîñóäàðñòâåí-
íóþ ïðåìèþ ÑÑÑÐ â îáëàñòè íàóêè. Â 1987 ã. íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëü-
òåòå ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà áûëà îðãàíèçîâàíà êàôåäðà ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ,
êîòîðóþ ñ ïåðâîãî äíÿ è äî ñâîåé êîí÷èíû 1 ìàðòà 2016 ã. âîçãëàâëÿë Áîðèñ Åôèìî-
âè÷ Ïîáåäðÿ. Îñíîâíîé çàäà÷åé íîâîé êàôåäðû áûëà îáó÷åíèå ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè
ôóíäàìåíòàëüíîé ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ. Íà÷èíàÿ ñ 1967 ã. Á.Å. Ïîáåäðåé îïóáëèêîâàíî
áîëåå 200 ïå÷àòíûõ ðàáîò, èç íèõ ïðèìåðíî ïîëîâèíà òàê èëè èíà÷å êàñàåòñÿ ïðîáëåì
äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðî÷íîñòè êîìïîçèòîâ, ïðè÷åì â áîëüøèíñòâå èç ðàáîò èñïîëüçó-
þòñÿ èäåè, çàëîæåííûå â ìåòîäå îñðåäíåíèÿ. Ìåòîä îñðåäíåíèÿ â ìåõàíèêå êîì-
ïîçèòîâ ñ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé ïî ïðàâó íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì îñðåäíåíèÿ
Áàõâàëîâà�Ïîáåäðè (ÌÁÏ).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñëå ïóáëèêàöèè ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàáîò Í.Ñ. Áàõâà-
ëîâà è Á.Å. Ïîáåäðè ïîÿâèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ðîññèéñêèõ è èíî-
ñòðàííûõ àâòîðîâ, ïîñâÿùåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèì è ìåõàíè÷åñêèì ïðîáëåìàì òåîðèè
îñðåäíåíèÿ. Óïîìÿíåì ëèøü íåêîòîðûå ìîíîãðàôèè èç îáøèðíîãî ñïèñêà òðóäîâ. Â.À.
Ìàð÷åíêî,Å.ß. Õðóñëîâ [21], Ý. Ñàí÷åñ-Ïàëåíñèÿ [22], Î.À. Îëåéíèê, Ã.À. Èîñèôüÿí,
À.Ñ. Øàìàåâ [23], Â.Â. Æèêîâ, Ñ.Ì. Êîçëîâ, Î.À. Îëåéíèê [24], Ä.È. Áàðäçîêàñ, À.È.
Çîáíèí [25], Â.Ë. Áåðäè÷åâñêèé [26], Â.È. Áîëüøàêîâ, È.Â. Àíäðèàíîâ, Â.Â. Äàíèøåâ-
ñêèé [27], Alexander L. Kalamkarov [28], T. Levinski, J.J. Telega [29]. Â ýòèõ ïóáëèêàöèÿõ
ìîæíî íàéòè áîëåå ïîäðîáíóþ áèáëèîãðàôèþ ïî òåîðèè îñðåäíåíèÿ.

Â ÌÁÏ ðåøåíèå èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî, óïðó-
ãîãî òåëà èùåòñÿ â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïàðàìåòðà. Â ðåçóëüòàòå èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äâóì ðåêóððåíòíûì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿì çàäà÷.

Èç ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàõîäÿòñÿ êîýôôèöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêî-
ãî ðÿäà (ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè). Ïåðâàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïî ñó-
òè äåëà, çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íåîäíîðîäíîé
óïðóãîñòè â îáëàñòè ïåðèîäè÷íîñòè êîýôôèöèåíòîâ óïðóãîñòè.

Âòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò â ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îäíî-
ðîäíîãî, íî, êàê ïðàâèëî, àíèçîòðîïíîãî òåëà. Òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè ýòîãî
îäíîðîäíîãî òåëà íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì òåíçîðîì. Åãî íàõîäÿò ïîñëå ðåøåíèÿ íà
ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè ñïåöèàëüíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ñëóæèò áàçîé ðåêóðñèè â ïåðâîé
ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ íà ÿ÷åéêå. Áàçîé ðåêóðñèè âî âòîðîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè â ÌÌÃÏ ñëóæèò ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ òåëà ñ ýôôåêòèâíûìè
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õàðàêòåðèñòèêàìè, èìåþùåãî òó æå ñàìóþ ôîðìó è òî÷íî òàê æå çàãðóæåííîãî, ÷òî è
èñõîäíîå íåîäíîðîäíîå òåëî.

Âõîäíûå äàííûå â êàæäîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íà êàêîì ëèáî øàãå íàõîäÿòñÿ
ëèøü ïîñëå òîãî êàê ðåøåíû âñå ïðåäûäóùèå ðåêóððåíòíûå çàäà÷è.

10.2 Çàäà÷à î íåîäíîðîäíîé ïî òîëùèíå, áåñêîíå÷íîé
â ïëàíå, óïðóãîé ïëèòå.

Ïîÿñíèì ìåòîä îñðåäíåíèÿ Áàõâàëîâà�Ïîáåäðè íà ïðèìåðå çàäà÷è î ñæàòèè (ðàñ-
òÿæåíèè) ðàâíîìåðíîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêîé áåñêîíå÷íîé â ïëàíå, íåîäíîðîäíîé
ïî òîëùèíå ïëèòû −∞ < x1, x2 < +∞. Ïóñòü L : 0 ⩽ x3 ⩽ L òîëùèíà ïëèòû èç
èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.

2

x

x

x3

L

l

l

l 2

P

0

0

L

P
0

x

Ðèñ. 10.9: Ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíàÿ ïî òîëùèíå, áåñêîíå÷íàÿ â ïëàíå ïëèòà è ïåðèîäè÷åñêè
íåîäíîðîäíûé ñòåðæåíü ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì.

10.2.1 Îïèñàíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Ïëèòà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîé, òî åñòü îíà ïîñòðîåíà èç ñêëååííûõ
ìåæäó ñîáîé îäèíàêîâûõ ïàêåòîâ (ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè) èçîòðîïíîãî ìàòå-
ðèàëà òîëùèíû l. Â êàæäîì ïàêåòå ìîäóëü Þíãà E ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâîé ôóíêöèåé
ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé 0 < ζ < 1.

Ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ x3 ñâÿçàíà ñ ëîêàëüíîé ïî ôîðìóëå x3/l = ζ + m,m =
0, 1, 2, · · · , ãäå m � íîìåð ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè íà÷èíàÿ ñ ÿ÷åéêè ñ íóëåâûì íîìå-
ðîì m = 0, ïðèìûêàþùåé ê íèæíåé ãðàíèöå x3 = 0 ïëèòû (ðèñ.14.10).

Ïëèòà ñæèìàåòñÿ (ðàñòÿãèâàåòñÿ) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííîé íà âåðõíåé ñòîðîíå
x3 = L íàãðóçêîé P0 = const. è îáú¼ìíîé íàãðóçêîé X(x3). Íà íèæíåé ïëîñêîñòè x3 = 0
çàäàíî ïåðåìåùåíèå u0 = const. (êàê ïðàâèëî u0 = 0).
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10.2.2 Ïîñòàíîâêà èñõîäíîé çàäà÷è.

Â íàøåì ñëó÷àå çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî � äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
(ÍÄÑ) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé è îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì äëÿ ïåðåìåùåíèÿ u(x3) è äâóìÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà íèæíåé è âåðõíåé
ïëîñêîñòÿõ (äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì x3 ≡ x)

d

dx

[
E(ζ)

du

dx

]
+ X(x) = 0 , u

∣∣
x=0

= u0 , E(ζ)
du

dx

∣∣∣
x=L

= −P0 ,

ζ =
x

l
−
⌊
x

l

⌋
=

{
x

l

} (10.6)

Çàìåòèì, ÷òî ýòèìè æå óðàâíåíèÿìè îïèñûâàåòñÿ ÍÄÑ ñòåðæíÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì
ïåðåìåííûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì F (ζ) (ðèñ.14.10). Òîëüêî â óðàâíåíèÿõ (10.6) íóæíî
ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìåíû: E(ζ) → E(ζ)F (ζ), X(x) → X(x)F (ζ). Ïåðèîäû ìîäóëÿ
Þíãà è ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, â äàííîì ïðèìåðå, îäèíàêîâû, õîòÿ îíè ìîãóò
è îòëè÷àòüñÿ.

Çàäà÷à (10.6) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå

u(x) = u0 +

x∫
0

[
− P0 +

L∫
z

X(y)dy
] dz

E(ζ)
(10.7)

10.2.3 Ïîñòàíîâêà èñõîäíîé çàäà÷è â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Äàëåå ïåðåéä¼ì ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì x̄ = x/L . Óðàâíåíèÿ (10.6) ïðèìóò
âèä:

d

dx̄

[
E(ζ)

du

dx̄

]
+ X∗(x̄) = 0 , u

∣∣
x̄=0

= u0 , E(ζ)
du

dx̄

∣∣∣
x̄=1

= −P ∗
0 ,

ζ =
{ x̄
α

}
=

x̄

α
−
⌊
x̄

α

⌋
=

x̄

α
− m,

(10.8)

ãäå X∗(x̄) ≡ L2X(x̄), P ∗
0 = LP0, m = 0, 1, 2, · · · � öåëîå ÷èñëî ðàâíîå íîìåðó ÿ÷åéêè.

Ìîäóëü Þíãà E(ζ) � îäíî ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áûñòðîé ïåðåìåííîé 0 ⩽ ζ ⩽ 1.
Ìîæåò áûòü êàê íåïðåðûâíîé, òàê è êóñî÷íî íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé.

Ðåøåíèå çàäà÷è (10.8), îòíåñåííîé ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

u(x̄) = u0 +

x̄∫
0

[
− P ∗

0 +

1∫
z

X∗(y)dy
] dz

E(ζ)
(10.9)

Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî E(ζ) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà óðàâíåíèå
(10.8), ñ ó÷åòîì ïðàâèëà (10.5), ïðèíèìàåò âèä:

Eu′′ +
1

α
E|u′ +X∗ = 0 (10.10)
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Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ðàçäåëå øòðèõè îáîçíà÷àþò îáûêíîâåííûå ïðîèç-
âîäíûå ïî áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòå x̄, à âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà ââåðõó ñèìâîëà
� ïðîèçâîäíóþ ïî ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé ζ.

Â óðàâíåíèå (10.10) âõîäèò ìàëûé ïàðàìåòð α, ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(10.10), ñîîòâåòñòâåííî è óðàâíåíèÿ (10.8) çàâèñèò îò ýòîãî ïàðàìåòðà, òî åñòü u =
u(x̄, α).

10.2.4 Ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è â àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä ïî ñòå-
ïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè.

Ïîïðîáóåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.8)) ïóòåì ñïåöèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèè u(x̄, α) â ðÿä ïî ïàðàìåòðó α

u(x̄, α) = v(x̄, α) + αN1(ζ)v
′(x̄, α) + α2N2(ζ)v

′′(x̄, α) + · · · =

=
∞∑
q=0

αqNq(ζ)v
(q)(x̄, α) , (N0 ≡ 1) ,

v(q)(x̄, α) ≡
dqv(x̄, α)

dx̄q
,

(10.11)

ãäå v(x̄, α) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû, çàâèñÿùàÿ è îò ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà12. Ôóíêöèè Nq(ζ) � íåïðåðûâíûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè áûñòðîé
ïåðåìåííîé ζ ñ åäèíè÷íûì ïåðèîäîì (îäíîïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè). Ïðè
q < 0 ôóíêöèè Nq ≡ 0. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ìîäóëÿ Þíãà, òî åñòü ïðè
E = const. îíè òàêæå îáðàùàþòñÿ â íóëü. Íàçîâ¼ì èõ ñòðóêòóðíûìè ôóíê-
öèÿìè.

Ôóíêöèè v(x̄, α) è Nq(ζ) ïðè q > 1 ïîêà íåèçâåñòíûå. Èõ ïðåäñòîèò íàéòè â ïðîöåñ-
ñå óäîâëåòâîðåíèÿ âñåì óðàâíåíèÿì èñõîäíîé çàäà÷è (10.8).

Ïî ïåðåìåùåíèþ íàõîäèì ðÿä äëÿ äåôîðìàöèè ε = u′ è çàòåì ðÿä äëÿ íàïðÿæåíèÿ
σ = E(ζ)ε

ε = u′ =
∞∑
q=1

αq−1(N |
q +Nq−1)v

(q) (10.12)

σ = Eε = Eu′ =
∞∑
q=1

αq−1E(N |
q +Nq−1)v

(q) (10.13)

Åù¼ íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò íàïðÿæåíèÿ

σ′ = (Eu′)′ =
∞∑
q=1

αq−2
{[
E(N |

q +Nq−1)
]|
+ E(N

|
q−1 +Nq−2)

}
v(q) (10.14)

10.2.5 Ñâåäåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûì êîýô-
ôèöèåíòîì ê óðàâíåíèþ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè.

12Ñòðîãîå è îáñòîÿòåëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ (10.11) ïðè-
âåäåíî êíèãå Áàõâàëîâà Í.Ñ. è Ïàíàñåíêî Ã.Ï. [?, ñòð. 16-21, ñòð. 40-52]
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Â ðåçóëüòàòå èç èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (10.8) âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûì êîýô-
ôèöèåíòîì äëÿ ôóíêöèè u(x̄) ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áåñêîíå÷íîãî
ïîðÿäêà äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè v(x̄), äà åù¼ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

∞∑
q=1

αq−2
{[
E(N |

q +Nq−1)
]|
+ E(N

|
q−1 +Nq−2)

}
v(q) +X∗(x̄) = 0 (10.15)

Â óðàâíåíèè (10.15) ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîðÿäêà 1/α. Òî åñòü, ïåðâîå ñëà-
ãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè α → 0. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ýòîé
îñîáåííîñòè íóæíî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïðè
v(1) ≡ v′.

Äàëåå, ïîñêîëüêó v(x̄, α) ãëàäêàÿ ïî x̄ ôóíêöèÿ, ïîñòîëüêó êîýôôèöèåíòû ïðè ïðî-
èçâîäíûõ â óðàâíåíèè (10.15) íåîáõîäèìî ïîëîæèòü ðàâíûìè íåêîòîðûì ïîñòîÿííûì
âåëè÷èíàì. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç h0, h1, · · · . Ïðè ýòîì, óðàâíåíèå (10.15) ñòàíîâèòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè

∞∑
q=2

αq−2hq−2v
(q) + X∗(x̄) = 0 , èëè

∞∑
q=0

αqhqv
(q+2) + X∗(x̄) = 0 (10.16)

10.2.6 Ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé (ñòðóêòóðíûå
óðàâíåíèÿ).

Äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ðåêóððåíòíûõ óðàâíå-
íèé, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðíûìè óðàâíåíèÿìè:[

E(N
|
1 + 1)

]|
= 0 , (10.17)[

E(N
|
2 +N1)

]|
+ E(N

|
1 + 1) = h0 , (10.18)[

E(N
|
3 +N2)

]|
+ E(N

|
2 +N1) = h1 , (10.19)

...................................................................[
E(N |

q +Nq−1)
]|
+ E(N

|
q−1 +Nq−2) = hq−2 , q = 2, 3, · · · (10.20)

10.2.7 Âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòîâ hq ÷åðåç ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè.

Âôîðìóëàõ (10.18)�(10.20) âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÿâëÿþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè îäíîïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè áûñòðîé ïåðåìåííîé ζ, õîòÿ E(ζ)

è N
|
q(ζ) ïî îòäåëüíîñòè ìîãóò èìåòü êîíå÷íûå ðàçðûâû. Ïîýòîìó ñðåäíåå çíà-

÷åíèå ïî ïåðèîäó îò ïðîèçâîäíîé êâàäðàòíûõ ñêîáîê îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Óñðåäíèâ ðàâåíñòâà (10.18)�(10.20) ïî ïåðèîäó, ïîëó÷èì ôîðìóëû, ïî êîòîðûì êîí-

ñòàíòû hq âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè

hq =
〈
E(N

|
q+1 +Nq)

〉
, q = 0, 1, · · · (10.21)

10.2.8 Ïåðâàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóð-
íûõ ôóíêöèé è êîýôôèöèåíòîâ hq.
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Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïî êîòîðîé ìîæíî íàéòè
ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè è êîíñòàíòû hq ëþáîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûì ýòàïîì ðåêóðñèè ñëó-
æèò óðàâíåíèå (10.17). Ïîñëå ýòîãî ïî ôîðìóëå (10.22) ïðè q = 0 ïîëó÷àåì ôîðìóëó
äëÿ êîíñòàíòû h0. Ïîòîì íàõîäèì íàõîäèì êîíñòàíòó h1, è òàê äàëåå

1-é ýòàï � íà÷àëî ðåêóðñèè :
[
E(N

|
1 + 1)

]|
= 0 , h0 =

〈
E(N

|
1 + 1)

〉
; (10.22)

2-é ýòàï
[
E(N

|
2 + N1)

]|
+ E(N

|
1 + 1) = h0 , h1 =

〈
E(Ṅ2 + N1)

〉
;

3-é ýòàï
[
E(N

|
3 + N2)

]|
+ E(N

|
2 + N1) = h1 , h2 =

〈
E(N

|
3 + N2)

〉
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

q-é ýòàï
[
E(N

|
q+2 + Nq+1)

]|
+ E(N

|
q+1 + Nq) = hq , hq+1 =

〈
E(N

|
q+2 + Nq+1)

〉
Îòìåòèì, ÷òî â íà÷àëî ðåêóðñèè, òî åñòü â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (10.22), âõîäèò

ôóíêöèÿ E(ζ), ñëåäîâàòåëüíî ïåðâàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ N1(ζ) îïðåäåëÿåòñÿ ôóíê-
öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ ìîäóëÿ Þíãà îò ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû. Âî âòîðîå ñòðóê-
òóðíîå óðàâíåíèå âõîäèò ôóíêöèÿ N1(ζ) è êîíñòàíòà h0, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, ÷åðåç N1(ζ). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ N2(ζ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ N1(ζ).
Êàê âèäíî èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (10.22), ïðè q ⩾ 2 ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ q-ãî ïîðÿä-
êàNq(ζ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâå ïðåäûäóùèå ôóíêöèèNq−1(ζ) èNq−2(ζ), à ñëåäîâàòåëüíî
÷åðåç E(ζ).

10.2.9 Óñëîâèÿ äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñòðóêòóðíûõ óðàâ-
íåíèé.

Ðåøåíèå êàæäîãî èç óðàâíåíèé (10.22) îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ
ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî äâà óñëîâèÿ íàêëàäûâàåìûõ
íà êàæäóþ èç ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ
êàæäîãî èç ðåêóððåíòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè. Ïðåæäå âñåãî èñïîëüçóåì óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè

è íåïðåðûâíîñòè ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé Nq(ζ) íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè. Â
ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé îò ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ðàâíî íóëþ, òî
åñòü

〈
N |

q

〉
=

1∫
0

N |
q(ζ)dζ = Nq(1) − Nq(0) = 0 , q = 0, 1, 2, · · · (10.23)

Ôîðìóëà (10.23) íîñèò íàçâàíèå óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè. Èç óñëîâèÿ ïåðèîäè÷-
íîñòè íàõîäèòñÿ ïåðâàÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ q-ãî ñòðóêòóðíîãî óðàâíåíèÿ.

Óñëîâèå íîðìèðîâêè. Âòîðîå óñëîâèå âûáèðàåòñÿ èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî ñðåä-
íåå çíà÷åíèå èñõîäíîãî ïåðåìåùåíèÿ â ëþáîé ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè ïðè
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äðîáëåíèè ñòðóêòóðû, òî åñòü ïðè α → 0, äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ãëàäêîé ôóíê-
öèåé v(x̄, α).

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ α ôóíêöèÿ v(x̄, α) âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè
ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ ëþáîé èç ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå〈

u(x̄, α)
〉
=

∞∑
q=0

αq
〈
Nq(ζ)v

(q)(x̄, α)
〉
−→
α→0

∞∑
q=0

αq
〈
Nq(ζ)

〉
v(q)(x̄, α) = v(x̄, α) ,

åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè ðàâíî
íóëþ, òî åñòü 〈

Nq(ζ)
〉
=

1∫
0

Nq(ζ)dζ = 0 , q = 1, 2, · · · (10.24)

Ýòî è åñòü âòîðîå óñëîâèå, èç êîòîðîãî íàõîäèòñÿ âòîðàÿ êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ôîðìóëà (10.24) íîñèò íàçâàíèå óñëîâèå íîðìèðîâêè.

10.2.10 Âòîðàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ äëÿ âû÷èñëåíèå
ãëàäêîé ôóíêöèè v(x, α).

Ôóíêöèÿ v(x̄, α), êîòîðàÿ ââîäèòñÿ â ðàçäåëå 10.2.4 óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ (10.16) áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

∞∑
q=0

αqhqv
(q+2)(x̄, α) +X∗(x̄) = 0 (10.25)

Êàê âèäíî èç (10.25), ñàìà ôóíêöèÿ v è âñå å¼ ïðîèçâîäíûå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà
α. Ïîïðîáóåì å¼ ïðåäñòàâèòü òàê æå â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà α

v(x̄, α) =
∞∑
n=0

αnwn(x̄) , (10.26)

ãäå ôóíêöèè wn(x̄) óæå çàâèñÿò òîëüêî îò áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé x̄.
Ïîäñòàâèì ðÿä (10.26) â óðàâíåíèå (10.25). Â ïîëó÷åííîì äâîéíîì ðÿäå ñîáåð¼ì âñå

êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà α.
∞∑
q=0

αqhqv
(q+2) =

∞∑
q=0

αqhq

∞∑
n=0

αnw(q+2)
n =

∞∑
n=0

αn

[
h0w

′′
n +

n∑
q=1

hqw
(q+2)
n−q

]
Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ñëåäóþùåãî âèäà:

∞∑
n=0

αn

[
h0w

′′
n +

n∑
q=1

hqw
(q+2)
n−q

]
+ X∗(x̄) = 0 , . . . (10.27)

Ïðèðàâíèâàÿ â óðàâíåíèè (10.27) êîýôôèöèåíòû ïðè αn ñïðàâà è ñëåâà çíàêà ðà-
âåíñòâà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé wn(x̄)

h0w
′′
n + X∗

n(x̄) = 0 , X∗
n(x̄) =

X∗(x̄) , åñëè n = 0
n∑

q=1

hqw
(q+2)
n−q , åñëè n > 0

(10.28)
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Íàïðèìåð:

X∗
1 (x̄) = h1

d3w0

dx̄3
, X∗

2 (x̄) = h1
d3w1

dx̄3
+ h2

d4w0

dx̄4

Ðÿä (10.11) äëÿ ïåðåìåùåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî

u(x̄, α) =
∞∑

n=0

αn

[
wn(x̄) +

n∑
q=1

Nq(ζ)w
(q)
n−q(x̄)

]
(10.29)

Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ïðè x̄ = 0 èìååì
∞∑
n=0

αn

[
wn(x̄) +

n∑
q=1

Nq(ζ)w
(q)
n−q(x̄)

]
x̄=0

= u0

Îòñþäà

wn

∣∣
x̄=0

= u0(n) =


u0 , åñëè n = 0

−
[ n∑
q=1

Nq(ζ)w
(q)
n−q(x̄)

]
x̄=0

, åñëè n > 0

(10.30)

Â ÷àñòíîñòè:

w1

∣∣
x̄=0

= −N1(0)w
′
0(0) , w2

∣∣
x̄=0

= −N1(0)w
′
1(0)−N2(0)w

′′
0(0) , . . .

Äëÿ àíàëîãè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïðÿæåíèÿ, òî åñòü ðÿäà (10.13) ïåðåïèøåì åãî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ = Eε = Eu′ =
∞∑
q=1

αq−1E(N |
q +Nq−1)v

(q) =
∞∑
q=1

αq−1C̃q−1(ζ)v
(q) =

=
∞∑
q=0

αqC̃q(ζ)v
(q+1) , C̃q(ζ) ≡ E(ζ)

[
N

|
q+1(ζ) +Nq(ζ)

]
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñþäà ðÿäà (10.25) è ñáîðà êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-

ïåíÿõ α, ïîëó÷àåì

σ(x̄, α) =
∞∑

n=0

αn

[
C̃0(ζ)w

′
n(x̄) +

n∑
q=1

C̃q(ζ)w
(q+1)
n−q (x̄)

]
,

C̃q(ζ) = E(ζ)
[
N

|
q+1(ζ) + Nq(ζ)

] (10.31)

Èç âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà âåðõíåé ïëîñêîñòè ïëèòû, ãäå çàäàíî ðàâíîìåðíîå
äàâëåíèå íàõîäèì:

C̃0(ζ)w
′
n

∣∣
x̄=0

= −P ∗
0(n) = −


P ∗

0 , åñëè n = 0

[ n∑
q=1

C̃q(ζ)w
(q)
n−q(x̄)

]
x̄=1

, åñëè n > 0

(10.32)

Èëè:

P ∗
0(1) =

[
C̃1(ζ)w

′
0(x̄)

]
x̄=1

, P ∗
0(2) =

[
C̃1(ζ)w

′
1(x̄)

]
x̄=1

+
[
C̃2(ζ)w

′′
0(x̄)

]
x̄=1

, . . .

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

81



МЕХАНИКА КОМПОЗИТОВ
ГОРБАЧЕВ ВЛАДИМИР ИВАНОВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

10.3 Âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé Nq(ζ) è êîí-
ñòàíò hq−1.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé â ìîäåëüíîé çà-
äà÷å î ñæàòèè íåîäíîðîäíîé ïî òîëùèíå ïëèòû.

10.3.1 Ôóíêöèÿ N1(ζ) è êîíñòàíòà h0.

Ïðåæäå âñåãî âñïîìíèì, ÷òî N0 ≡ 1. Äàëåå îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ N1(ζ). Îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.22) íà÷àëà ðåêóðñèè èìååò âèä:

N1(ζ) = a1

ζ∫
0

1

E(η)
dη − ζ + b1

Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ a1 è b1 íàõîäèì èç óñëîâèé (10.23) è (10.24)

a1 =
1〈

1/E
〉 , b1 = −

〈 ζ∫
0

[
1

E(η)
〈
1/E

〉 − 1

]
dη

〉
= −

〈
(1− η)

[
1

E(η)
〈
1/E

〉 − 1

]
dη

〉
=

=

〈
η

[
1

E(η)
〈
1/E

〉 − 1

]
dη

〉

Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ N |
1(ζ) è N1(ζ)

N
|
1(ζ) =

1

E(ζ)
〈
1/E

〉 − 1 ,

N1(ζ) =

ζ∫
0

[
1

E(η)
〈
1/E

〉 − 1

]
dη −

〈
(1 − η)

[
1

E(η)
〈
1/E

〉 − 1

]〉 (10.33)

Ïîñëå ýòîãî ñðàçó, ïî ôîðìóëå (10.22), íàõîäèì

h0 =
〈
E(N

|
1 + 1)

〉
=

1〈
1/E

〉 (10.34)

10.3.2 Ôóíêöèè Nq(ζ) è êîíñòàíòû hq−1 ïðè q ⩾ 2.

Ðàññìîòðèì âòîðîå óðàâíåíèå (10.22) äëÿ ôóíêöèè N2(ζ). Èç ôîðìóë (10.33) è
(10.34) ïîëó÷àåì

E(ζ)(N
|
1 + 1) =

1〈
1/E

〉 = h0
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Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (10.22) äëÿ N2(ζ) ïðèíèìàåò âèä:[
E(N

|
2 +N1)

]|
= 0

Îòñþäà, à òàê æå èç óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè (10.23) è íîðìèðîâêè (10.24), íàõîäèì
N2(ζ). Ïîñëå ýòîãî, ïî ôîðìóëå (10.22), íàõîäèì êîíñòàíòó h1

N
|
2 = −N1(ζ) , N2(ζ) = −

ζ∫
0

N1(η)dη +

〈 ζ∫
0

N1(η)dη

〉
=

= −
ζ∫

0

N1(η)dη +
〈
(1− η)N1(η)dη

〉
= −

ζ∫
0

N1(η)dη −
〈
ηN1(η)

〉
,

h1 =
〈
E · (N |

2 +N1)
〉
= 0

(10.35)

Âîîáùå äëÿ ëþáîãî q ⩾ 1 ïîëó÷àåì:

N
|
q+1 = −Nq ⇒ Nq+1(ζ) = −

ζ∫
0

Nq(η)dη + bq+1 , (10.36)

ãäå bq+1 = const. Èç ôîðìóëû (10.36) ñëåäóåò, ÷òî:

1.) Kàæäàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

〈
Nq+1

〉
= 0 ⇒ bq+1 =

〈 ζ∫
0

Nq(η)dη

〉
=
〈
(1−η)Nq(η)

〉
= −

〈
ηNq(η)

〉
(10.37)

2.) Êîýôôèöèåíòû hq = 0, ïðè q ⩾ 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (10.21) è ðåêóð-
ðåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (10.36) ïîëó÷àåì:

hq =
〈
E · (N|

q+1 +Nq)
〉
= 0 (10.38)

3.) Ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ, ÷åé íîìåð áîëüøå äâóõ, ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ëþáóþ èç
ïðåäûäóùèõ ôóíêöèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ðåêóððåíò-
íóþ ôîðìóëó (10.36) ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç

ds+1Nq+1

dζs+1
= (−1)s+1Nq−s , s = 0, 1, 2, · · · , q − 1 (10.39)

4.) Ëþáàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ, ÷åé íîìåð áîëüøå äâóõ, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íà÷àëü-
íóþ ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ N1(ζ) â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ q-ãî ïîðÿäêà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâî íóæíî â ôîðìóëå (10.39) ïîëîæèòü s=q-1, òîãäà

dqNq+1

dζq
= (−1)qN1 (10.40)
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5.) Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì â ôîðìóëå (10.36) è ïî-
ëó÷èì ïîëåçíóþ ôîðìóëó, ïî êîòîðîé ôóíêöèÿ Nq+1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòðóêòóðíóþ
ôóíêöèþ Nq−s íèæíåãî óðîâíÿ

Nq+1 = (−1)s+1N
(−s−1)
q−s +

s∑
n=0

(−1)nb
(−n)
q−n+1 , s = 0, 1, 2, · · · , q − 1 (10.41)

Ýòó æå ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (10.39).

6.) Ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿNq+1 âûðàæàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç íà÷àëüíóþ ñòðóê-
òóðíóþ ôóíêöèþ N1(ζ). Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (10.41)
ïðè s = q − 1. Å¼ æå ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (10.40).

Nq+1 = (−1)qN
(−q)
1 +

q−1∑
n=1

(−1)nb
(−n)
q−n+1 + bq+1 , q = 1, 2, · · · (10.42)

7.) È, íàêîíåö, ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå: ôóíêöèÿ Nq+1(ζ) q ðàç íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìà, òî åñòü Nq+1(ζ) ∈ Cq[0, 1]. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç
ôîðìóëû (10.42).

Âåðõíèé îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ â êðóãëûõ ñêîáêàõ â ôîðìóëàõ (10.41), (10.42) îçíà-
÷àåò èíòåãðàë êðàòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ èíäåêñà

N
(−q)
1 ≡

ζ∫
0

dη1

η1∫
0

dη2 · · · dηq−1

ηq−1∫
0

N1(η)dη =
1

(q − 1)!

ζ∫
0

(ζ − η)q−1N1(η)dη ,

〈
N

(−q)
1

〉
=

1

q!

〈
(1 − η)qN1(η)

〉 (10.43)

b
(−n)
q−n+1 ≡ bq−n+1

ζ∫
0

dη1

η1∫
0

dη2 · · · dηn−1

ηn−1∫
0

1dη =
bq−n+1

n!
ζn ,

〈
b
(−n)
q−n+1

〉
=

bq−n+1

(n + 1)!

(10.44)

10.3.3 Îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèéNq+1(ζ), q=1,2,...
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (10.43), (10.44) è çàïèøåì äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé áîëåå
óäîáíûå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü âñå ôóíêöèè ÷åðåç íà÷àëüíóþ N1(ζ)

Nq+1 =
(−1)q

(q − 1)!

ζ∫
0

(ζ − η)q−1N1(η)dη +

q−1∑
n=1

(−1)n

n!
bq−n+1ζ

n + bq+1 ,

bq+1 =
(−1)q+1

q!

〈
(1 − η)qN1(η)

〉
−

q−1∑
n=1

(−1)n

(n + 1)!
bq−n+1 , q = 1, 2, · · ·

(10.45)
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Âû÷èñëåíèÿ íóæíî ïðîâîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ q=1, òî åñòü ñ ôóíêöèè
N2(ζ). Ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî ôóíêöèÿ N1(ζ) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (10.33), ëèáî ïðîñòî
çàäàíà

N2 = − 1

0!

ζ∫
0

N1dη + b2 , b2 =
1

1!

〈
(1− η)N1

〉

N3 =
1

1!

ζ∫
0

(ζ − η)N1dη − b2ζ + b3 , b3 = − 1

2!

〈
(1− η)2N1

〉
+

1

2!
b2

N4 = − 1

2!

ζ∫
0

(ζ − η)2N1dη − b3ζ +
b2
2!
ζ2 + b4 , b4 =

1

3!

〈
(1− η)3N1

〉
+
b3
2!

− b2
3!

N5 =
1

3!

ζ∫
0

(ζ − η)3N1dη − b4ζ +
b3
2!
ζ2 − b2

3!
ζ3 + b5 , b5 = − 1

4!

〈
(1− η)4N1

〉
− b4

2!
+
b3
3!

− b2
2!

10.4 Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Áàõâàëîâà-Ïîáåäðè ê òî÷íî-
ìó ðåøåíèþ.

Ó÷òåì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà 10.3 è âåðí¼ìñÿ ê ðàçäåëó 10.2.10, ãäå äëÿ
íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè v(x, α) ïîñòðîåíà áåñêîíå÷íàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàäà÷ íà îòðåçêå [0,1].

Â ïàðàãðàôå 10.3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè q>0 âñå êîíñòàíòû hq = 0. Ïîýòîìó ðå-
êóððåíòíûå óðàâíåíèÿ (10.28) è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (10.30) è (10.32) ïðèíèìàþò âèä:

h0w
′′
0 + X∗(x̄) = 0 , w0

∣∣
x̄=0

= u0 , h0w
′
0

∣∣
x̄=1

= −P ∗
0 ; (10.46)

h0w
′′
n = 0 , wn

∣∣
x̄=0

= −
[ n∑
q=1

Nq(ζ)w
(q)
n−q(x̄)

]
x̄=0

, h0w
′
n

∣∣
x̄=1

= 0 , ïðè n > 0

(10.47)
Ðåøåíèå çàäà÷è (10.46) èìååò âèä:

w0(x̄) = u0 +
1

h0

x̄∫
0

[
− P ∗

0 +

1∫
z

X∗(y)dy
]
dz ,

w′
0 =

1

h0

[
− P ∗

0 +

1∫
x̄

X∗(y)dy
]
, w

(q)
0 =

1

h0

X∗(q−2) , q ⩾ 2

(10.48)

Ðåøåíèåì âñåõ îñòàëüíûõ çàäà÷ (10.47) ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòû, òî åñòü

wn(x̄) = kn = −
[
Nn(ζ)w

(n)
0 (x̄)

]
x̄=0

= const. , n > 0 (10.49)
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Âñëåäñòâèå ýòîãî àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä (10.26) äëÿ ôóíêöèè v(x̄, α) ïðèíèìàåò âèä:

v(x̄, α) = w0(x̄) +
∞∑

n=1

αnkn ⇒ v(q) ≡
dqv

dx̄q
=

dqw0

dx̄q
≡ w

(q)
0 , q > 0 (10.50)

Ïî ôîðìóëàì (10.11) è (10.12) íàéäåì ïåðåìåùåíèå, äåôîðìàöèþ è íàïðÿæåíèå

u = v +
∞∑
q=1

αqNq(ζ)v
(q) = w0 +

∞∑
q=1

αq
[
Nq(ζ)w

(q)
0 (x̄) + kq

]
=

= w0 +
∞∑
q=1

αq

{
Nq(ζ)w

(q)
0 (x̄) −

[
Nn(ζ)w

(n)
0 (x̄)

]
x̄=0

}
=

= w0 +
∞∑
q=1

αq

x̄∫
0

[
Nq(η)w

(q)
0 (y)

]′
dy = w0 +

∞∑
q=1

αq

x̄∫
0

[ 1
α
N |

qw
(q)
0 + Nqw

(q+1)
0

]
dy =

= w0 +

x̄∫
0

N
|
1w

′
0 +

∞∑
q=2

αq−1

x̄∫
0

(
N |

q + Nq−1︸ ︷︷ ︸
0

)
w

(q)
0 dy = w0 +

x̄∫
0

N
|
1w

′
0dy =

= w0 +

x̄∫
0

( h0

E(η)
− 1

)
w′

0dy = w0 −
x̄∫

0

w′
0dy +

x̄∫
0

h0

E(η)
w′

0dy =

= u0 + h0

x̄∫
0

1

E(η)
w′

0dy = u0 +

x̄∫
0

[
− P∗

0 +

1∫
z

X∗(y)dy
] dz

E(ζ)
= u(x̄) ,

÷òî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå òî÷íûì ðåøåíèåì (10.9) èñõîäíîé çàäà÷è
â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ!
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Ëåêöèÿ 12-13. Íîâûé ìåòîä

îñðåäíåíèÿ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

12.1 Íîâûé ìåòîä îñðåäíåíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè èíòåãðè-
ðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â ýòîì ðàçäåëå, íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä
ê ðåøåíèþ çàäà÷ ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ. Îñíîâîé íîâîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ èíòå-
ãðàëüíàÿ ôîðìóëà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÷åðåç ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êîýôôèöèåíòû èñõîäíîãî óðàâíå-
íèÿ ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè èíòåãðèðóåìûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò, â òîì ÷èñëå è
ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà Áàõâàëîâà�Ïîáåäðè â íîâîì ïîäõî-
äå íóæíî ðåøàòü îäíó ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé è îäèí ðàç ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ îäíîðîäíîãî
òåëà ñ ýôôåêòèâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîé (íå îáÿçàòåëüíî ïåðèîäè÷åñêè
íåîäíîðîäíîé) ïî òîëùèíå ïëèòû èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà. Ýòà çàäà÷à óäîáíà òåì, ÷òî
ïîâåäåíèå ïëèòû ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè è îáú¼ìíîé íà-
ãðóçêè, çàâèñÿùåé î êîîðäèíàòû ïî òîëùèíå, îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèåì, äîïóñêàþùèì òî÷íîå ðåøåíèå.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå íîâîãî ìåòîäà íà ñëó÷àé ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà ñ ïåðåìåííûìè èíòåãðèðóåìûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ìåòîäîì
âîçìóùåíèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åíà îöåíêà êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ðÿäà, ïðèáëèæàþùàÿ òî÷íîå ðåøåíèå
ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ÌÃÏ ðàññìîòðåí êîíêðåòíûé ïðèìåð óðàâ-
íåíèÿ ×åáûøåâà, èìåþùåãî òî÷íîå ðåøåíèå.

12.1.1 Èñõîäíàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à.
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Èñõîäíàÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîäíîé ïî òîëùèíå, áåñêîíå÷íîé â ïëàíå ïëèòû −∞ <
x1, x2 > +∞, 0 ⩽ x3 ⩽ L, ðàâíîìåðíî íàãðóæåííîé ñâåðõó è çàùåìë¼ííîé ñíèçó
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

dσ

dx
+ X(x) = 0 , σ = E(x) ε , ε =

du

dx
;

L(u) + X(x) = 0 , u(0) = u0 , E(x)
du

dx

∣∣∣
x=L

= −P0 ,

(12.1)

ãäå

L(u) ≡
d

dx

[
E(x)

du

dx

]
− îïåðàòîð èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (12.2)

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî íàõîäèòñÿ

u(x) = −
x∫

0

dz

E(z)

z∫
0

X(y)dy + K1

x∫
0

dy

E(y)
+ K2 (12.3)

Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

K1 = −P0 +

L∫
0

X(y)dy , K2 = u0 (12.4)

12.1.2 Ñîïóòñòâóþùàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à.

Íàðÿäó ñ èñõîäíîé çàäà÷åé ðàññìîòðèì òî÷íî òàêóþ æå çàäà÷ó äëÿ îäíîðîäíîé
ïëèòû

dτ

dx
+ X(x) = 0 , τ = Eo e , e =

dv

dx
;

Lo(v) + X(x) = 0 , v(0) = u0 , Eo

dv

dx

∣∣∣
x=L

= −P0 ,

(12.5)

ãäå

Lo(v) ≡ Eo

d2v

dx2
− îïåðàòîð ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (12.6)

Îáùåå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v(x) = −
1

Eo

x∫
0

dz

z∫
0

X(y)dy +
K1

Eo

x + K2 (12.7)

Òàêàÿ çàïèñü ðåøåíèÿ ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ âûáðàíà ñ òîé öåëüþ, ÷òîáû ïðî-
èçâîëüíûå êîíñòàíòû K1 è K2 â èñõîäíîì è ñîïóòñòâóþùåì óðàâíåíèÿõ èìåëè îäè-
íàêîâóþ ðàçìåðíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå (12.3) èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïðè
E(x) = Eo, áóäåò ïîëíîñòüþ ñîâïàäàòü ñ ðåøåíèåì (12.7) ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ.
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12.1.3 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü G(x, ξ) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (12.1). Òî åñòü,
G(x, ξ) � ýòî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x è ξ óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó óðàâíå-
íèþ:

L(G) + δ(x− ξ) = 0 , (12.8)

ãäå δ(x− ξ) � îáîáùåííàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà [?, ñòð. 194], [16, ñòð. 42]. Îñíîâíîå
ñâîéñòâî äåëüòà-ôóíêöèè, êîòîðîå íàì çäåñü ïîíàäîáèòñÿ, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì
ðàâåíñòâå

L∫
0

δ(x− ξ)f(ξ)dξ = f(x) , x ∈ (0, L)

Óðàâíåíèå (12.8) ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå, òî åñòü â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî
òîæäåñòâà Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Óðàâíåíèå (12.1), ïðè ðàçðûâíîì êîýôôèöèåíòå E(x), òàêæå
ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì [?, ñòð. 30-35].

Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.8) èìååò ñàìûé ïðîñòîé âèä:

G(x, ξ) = −h(x − ξ)

x∫
ξ

dy

E(y)
, (12.9)

ãäå h(x− ξ) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà

h(x− ξ) =

{
0, if x < ξ

1, if x ⩾ ξ
,

dh(x− ξ)

dx
= δ(x− ξ)

Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëå (12.9) âûáðàíû íóëåâûìè, ïîñêîëüêó íàì
íóæíî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.8).

12.1.4 Çàìå÷àíèå ïî ïîâîäó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî ôóíêöèÿ G(x, ξ), ïðåäñòàâëåííàÿ ôîðìóëîé (12.9) ÿâëÿ-
åòñÿ îáîáùåííîé ôóíêöèåé. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x, ξ) = h(x− ξ)f(x− ξ) =

{
0, x < ξ

f(x− ξ), x ⩾ ξ

ãäå f(x−ξ) = O[(x−ξ)n]. Âîçüì¼ì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ F ′
x(x, ξ). C îäíîé ñòîðîíû, ïðè-

ìåíÿåì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, ñ äðóãîé ñòîðîíû äèô-
ôåðåíöèðóåì ôèãóðíóþ ñêîáêó â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäûäóùåé ôîðìóëû. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì:

F ′
x = δ(x− ξ)f(x− ξ) + h(x− ξ)f ′

x(x− ξ) =

{
0, x < ξ

f ′
x(x− ξ), x ⩾ ξ

= h(x− ξ)f ′
x(x− ξ)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî δ(x − ξ)f(x − ξ) = 0 � îáîáù¼ííûé íóëü, ïðè f(x − ξ) =
O[(x − ξ)n] è n ⩾ 1. Â ñàìîì äåëå:

L∫
0

δ(x− ξ)f(x− ξ)dx = f(ξ − ξ) = 0

Òàêèì îáðàçîì, íóæíûå íàì ïðîèçâîäíûå îò ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì:

dG(x, ξ)

dx
= −h(x− ξ)

E(x)
,

dG(x, ξ)

dξ
=
h(x− ξ)

E(ξ)
(12.10)

12.1.5 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîãî ìîäåëü-
íîãî óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (12.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìóëû [?, ?]:

u(x) = v(x) +

L∫
0

dG(x, ξ)

dξ
Ẽ(ξ) v′(ξ)dξ , (12.11)

ãäå Ẽ(ξ) = Eo − E(ξ). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåäèìñÿ, ÷òî âûðàæåíèå (12.8)
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (12.1). Â ñàìîì äåëå

L(u) +X(x) = L(v) +
L∫

0

d

dξ

[
L(G(x, ξ))

]
Ẽ(ξ) v′(ξ)dξ +X(x) =

= L(v)−
L∫

0

d

dξ

[
δ(x− ξ)

]
Ẽ(ξ) v′(ξ)dξ +X(x) = L(v) + d

dx

L∫
0

δ(x− ξ)Ẽ(ξ) v′(ξ)dξ +X(x) =

= L(v) + d

dx

[
(Eo − E(x)) v′(x)

]
+X(x) = L(v) + Lo(v)− L(v) +X(x) = Lo(v) +X(x) = 0

12.1.6 Âûâîä îáùåãî ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èç èíòåãðàëüíîé ôîð-
ìóëû.

Â äàííîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ÿâíî è îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå (12.3). Íàéäåì ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ èí-
òåãðàëüíîé ôîðìóëû (12.8). Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó
îáùåå ðåøåíèå (12.7) ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ è ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàò â
âèäå:

u(x) = Φ(x) +K1A(x) +K2B(x) , (12.12)

ãäå K1 è K1, êàê è ðàíåå, ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, à

Φ(x) = − 1

Eo

[ x∫
0

dξ

ξ∫
0

X(y)dy +

L∫
0

dG(x, ξ)

dξ
Ẽ(ξ)dξ

ξ∫
0

X(y)dy

]
, (12.13)
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A(x) =
1

Eo

[
x+

L∫
0

dG(x, ξ)

dξ
Ẽ(ξ)dξ

]
, (12.14)

B(x) = 1 (12.15)

12.1.7 Ïîäñòàíîâêà èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû â èñõîäíîå óðàâíåíèå.

Ïîêàæåì, ÷òî â íàøåì ìîäåëüíîì ïðèìåðå, ãäå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ
ÿâíî (12.9), ôîðìóëû (12.12)-(12.15) äàþò òî÷íîå îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèÿ äëÿ Φ(x) è A(x), ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä ïðîèçâîä-
íîé îò ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (12.10)

Φ(x) =− 1

Eo

[ x∫
0

dξ

ξ∫
0

X(y)dy +

L∫
0

h(x− ξ)

E(ξ)
Ẽ(ξ)dξ

ξ∫
0

X(y)dy

]
=

= − 1

Eo

[ x∫
0

dξ

ξ∫
0

X(y)dy +

x∫
0

Ẽ(ξ)

E(ξ)
dξ

ξ∫
0

X(y)dy

]
=

= − 1

Eo

x∫
0

(
1 +

Eo

E(ξ)
− 1
)
dξ

ξ∫
0

X(y)dy = −
x∫

0

dξ

E(ξ)

ξ∫
0

X(y)dy

A(x) =
1

Eo

[
x+

L∫
0

h(x− ξ)

E(ξ)
Ẽ(ξ)dξ

]
=

1

Eo

[
x+

x∫
0

Ẽ(ξ)

E(ξ)
dξ

]
=

=
1

Eo

[
x+

x∫
0

( Eo

E(ξ)
− 1
)
dξ

]
=

x∫
0

dξ

E(ξ)

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (12.12), ïîëó÷èì òî÷íîå îáùåå ðåøåíèå (12.3)
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

12.2 Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà.

Ðàññìîòðèì äàëåå áîëåå ñëîæíîå èñõîäíîå ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè îáùåãî âèäà [?]

f2(x)u
′′ + f1(x)u

′ + f0(x)u+ f(x) = 0 , x ∈ (a, b) (12.16)

Èíîãäà òàêèå óðàâíåíèÿ äîïóñêàþò òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Îä-
íàêî â áîëüøèíñòâå âàæíûõ ñëó÷àåâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé ïðè-
õîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ðàçëè÷íûì ïðèáëèæåííûì ñïîñîáàì.

Íèæå èçëàãàåòñÿ åù¼ îäèí ïðèáëèæåííûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ èñ-
õîäíîãî óðàâíåíèÿ. Îí îñíîâàí íà èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ ÷åðåç îáùåå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè (ñîïóòñòâóþùåå óðàâíåíèå) [?]. Îñðåäíåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
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÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè èçëàãàåòñÿ â ðàáîòå [?]. Ñðàâ-
íåíèå ìåòîäà ÌÃÏ ñ ìåòîäîì Ìîðè-Òàíàêà ïðîâîäèëîñü â ðàáîòå [?]

Èòàê, ïóñòü ôóíêöèÿ f2(x), ïðè ëþáîì x, íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òîãäà óðàâíåíèå
(12.16) ìîæíî ñâåñòè ê ñàìîñîïðÿæåííîé ôîðìå [?, ñòð. 241], êîòîðîå òàêæå áóäåì íà-
çûâàòü èñõîäíûì óðàâíåíèåì[

C(x)u′
]′
+ q(x)u+X(x) = 0 , (12.17)

C = exp

∫
f1(x)

f2(x)
dx , q =

f0
f2

exp

∫
f1(x)

f2(x)
dx , X =

f0
f2

exp

∫
f1(x)

f2(x)
dx.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò C(x) > 0, ïðè÷åì Cmin ⩽ C(x) ⩽ Cmax, à êîýôôè-
öèåíò q(x) îãðàíè÷åí è ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëåí, òàê è îòðèöàòåëåí â çàâèñèìîñòè
îò ïåðåìåííîé x, òî åñòü qmin ⩽ |q(x)| ⩽ qmax

Ïóñòü G(x, ξ) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.17), òî åñòü G(x, ξ) óäî-
âëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

d

dx

[
C(x)

dG(x, ξ)

dx

]
+ q(x)G(x, ξ) + δ(x− ξ) = 0 , x, ξ ∈ (a, b) , (12.18)

Óðàâíåíèå (12.18) ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå, òî åñòü â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî
òîæäåñòâà Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Óðàâíåíèå (12.17) ïðè ðàçðûâíûõ êîýôôèöèåíòàõ C(x), q(x)
òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì [?, ñòð. 30-35].

Ïóñòü v(x) � ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
Co = const. è qo = const.

Cov
′′(x) + qov(x) +X(x) = 0 , x ∈ (a, b) (12.19)

Âî âñåõ òðåõ óðàâíåíèÿõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îäíà è òà æå [a, b]. Â èñõîäíîì è
ñîïóòñòâóþùåì óðàâíåíèè îäèíàêîâûå ñâîáîäíûå ÷ëåíû.

12.2.1 Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà.

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [?, ?] è ïðåäñòàâèì ðåøåíèå u(x) èñõîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (12.17) ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ÷åðåç ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíå-
íèÿ (12.19) è ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (12.18) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(x) = v(x) +

b∫
a

dG(x, ξ)

dξ
C̃(ξ) v′(ξ)dξ −

b∫
a

G(x, ξ)q̃(ξ)v(ξ)dξ , (12.20)

ãäå C̃(ξ) = Co − C(ξ), q̃(ξ) = qo − q(ξ).
Ïðè q(x) ≡ qo èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà (12.18) ïî âèäó â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò

èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé (12.11) ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî â ïåðâîì è âî âòîðîì ñëó÷àÿõ ôóíäàìåíòàëüíûå ôóíêöèè ðàçëè-
÷àþòñÿ, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ðàçíûõ óðàâíåíèé.

Ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ (12.20) â èñõîäíîå óðàâíåíèå (12.17) óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíî
óäîâëåòâîðÿåòñÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

L(•) ≡
[
C(x)(•)′

]′
+ q(x)(•) , Lo(•) ≡ Co(•)′′ + qo(•)
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� èñõîäíûé è ñîïóòñòâóþùèé îïåðàòîðû. Òîãäà

L(u) +X(x) = L(v) +
b∫

a

dL(G(x, ξ))
dξ

C̃(ξ) v′(ξ)dξ −
b∫

a

L(G(x, ξ))q̃(ξ)v(ξ)dξ +X(x) =

= L(v)−
b∫

a

dδ(x− ξ)

dξ
C̃(ξ) v′(ξ)dξ +

b∫
a

δ(x− ξ)q̃(ξ)v(ξ)dξ +X(x) =

= L(v) + d

dx

[
C̃(ξ) v′(x)

]
+ q̃(ξ)v(x) +X(x) = L(v) + Lo(v)− L(v) +X(x) =

= Lo(v) +X(x) = 0

12.2.2 Îáùåå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ.

Îáùåå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (12.19) èìååò âèä:

qo ̸= 0 , v(x) = K1e
iλox + K2e

−iλox + φ(x) ; λo =

√
qo

Co

,

qo = 0 , v(x) = K1x + K2 + φ(x)

(12.21)

ãäå i � êîìïëåêñíàÿ åäèíèöà, K1 è K2 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå êîíñòàíòû, à φ(x)
� ÷àñòíîå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (12.20) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïðè qo ̸= 0

qo ̸= 0 , φ(x) =
i

2λoCo

[
eiλox

∫
X(x)e−iλoxdx − e−iλox

∫
X(x)eiλoxdx

]
,

qo = 0 , φ(x) = −
∫ [ ∫

X(x)dx

]
dx

(12.22)
Â ôîðìóëàõ (12.21) è (12.22) ïðè qo ̸= 0 íóæíî âûäåëèòü äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå.

Â ñëó÷àå qo > 0

v(x) = K1 cos(λox) +K2 sin(λox) + φ(x) ; λo =

√
qo
Co

, (12.23)

φ(x) = − 1

2λoCo

[
sin(λox)

∫
X(x) cos(λox)dx− cos(λox)

∫
X(x) sin(λox)dx

]
(12.24)

Åñëè æå qo < 0, òîãäà

v(x) = K1e
λox +K2e

−λox + φ(x) ; λo =

√
−qo
Co

, (12.25)

φ(x) = − 1

2λoCo

[
eλox

∫
X(x)e−λoxdx− e−λox

∫
X(x)eλoxdx

]
(12.26)

Â ôîðìóëàõ (12.23)-(12.26) K1 è K2 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû.
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12.2.3 Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîäñòàâèâ (12.21) â èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó (12.20), ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå èñõîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (12.17)

u(x) = K1A(x) +K2B(x) + Φ(x) , (12.27)

ãäå

A(x) = eiλox + iλo

b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) e

iλoξdξ −
b∫

a

G(x, ξ)q̃(ξ)eiλoξdξ =

=



cos(λox)− λo
b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) sin(λoξ)dξ −

b∫
a

G(x, ξ)q̃(ξ) cos(λoξ)dξ , qo > 0

x+
b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ)dξ +

b∫
a

G(x, ξ)q(ξ)ξdξ , qo = 0

e−λox − λo
b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) e

−λoξdξ −
b∫
a

G(x, ξ)q̃(ξ)e−λoξdξ , qo < 0

(12.28)

B(x) = e−iλox − iλo

b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) e

−iλoξdξ −
b∫

a

G(x, ξ)q̃(ξ)e−iλoξdξ =

=



sin(λox)− λo
b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) cos(λoξ)dξ −

b∫
a

G(x, ξ)q̃(ξ) sin(λoξ)dξ , qo > 0

1 +
b∫
a

G(x, ξ)q(ξ)dξ , qo = 0

eλox + λo
b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) e

λoξdξ −
b∫
a

G(x, ξ)q̃(ξ)eλoξdξ , qo < 0

(12.29)

Φ(x) = φ(x) +

b∫
a

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ)φ

′(ξ)dξ −
b∫

a

G(x, ξ)q̃(ξ)φ(ξ)dξ (12.30)

12.2.4 Âûáîð êîýôôèöèåíòîâ ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ.

Ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Co è qo ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ � ýòî ëþáûå ôèçè÷å-
ñêè äîïóñòèìûå êîíñòàíòû. Öåëåñîîáðàçíî óâÿçàòü èõ ñî ñâîéñòâàìè èñõîäíîé çàäà÷è,
íàïðèìåð, ïîëîæèòü èõ ðàâíûìè ýôôåêòèâíûì õàðàêòåðèñòèêàì [?, 1] òàê, ÷òî

Co =
1〈

1/C
〉 , qo =

〈
q
〉
,

〈
f
〉
≡ 1

b− a

b∫
a

f(x)dx (12.31)

Â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè, ñðåäíåå ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïðè b→ ∞ [?,
ñòð. 247-249].

12.2.5 Ïîñòðîåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
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Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì (12.27), (12.28) åñëè
èçâåñòíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.18) ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Îäíàêî çàäà÷à îòûñêàíèÿ òî÷íîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå
çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ îò êîîðäèíàòû, âðÿä ëè ðàçðåøèìà. Ïîýòîìó áóäåì èñ-
êàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.18) ìåòîäîì âîçìóùåíèé [12, ?]. Äëÿ ýòîãî
ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (12.18) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d

dx

[
C(x)

dG(x, ξ)

dx

]
+ κq(x)G(x, ξ) + δ(x− ξ) = 0 , (12.32)

ãäå κ � âîçìóùàþùèé ïàðàìåòð, êîòîðûé â îêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå ïîëîæèì ðàâ-
íûì åäèíèöå. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.32) â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ïàðà-
ìåòðà κ

G(x, ξ,κ) =
∞∑
n=0

κnGn(x, ξ) (12.33)

Ïîäñòàâèì ðÿä (12.33) â óðàâíåíèå (12.32), ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ κ è ïðèðàâíÿåì èõ ê íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü óðàâíåíèé[
C(x)G′

0(x, ξ)
]′
+ δ(x− ξ) = 0 ,

[
C(x)G′

n(x, ξ)
]′
+ q(x)Gn−1(x, ξ) = 0 , n > 0 (12.34)

Èëè

G0(x, ξ) = −
x∫

a

h(z − ξ)

C(z)
dz , Gn(x, ξ) = −

x∫
a

dx1
C(x1)

x1∫
a

q(x2)Gn−1(x2, ξ)dx2 =

(12.35)

= (−1)n+1

x∫
a

dx1
C(x1)

x1∫
a

q(x2)dx2 · · ·
x2n−2∫
a

dx2n−1

C(x2n−1)

x2n−1∫
a

q(x2n)dx2n

x2n∫
a

h(z − ξ)dz

C(z)
, n > 0

Çäåñü h(x− ξ) � åäèíè÷íàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà [16]. Êîíñòàíòû èíòå-
ãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (12.34) ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ, ïîñêîëüêó íàñ óñòðàèâàåò ëþáîå
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (12.35) äëÿ
ôóíêöèè G0(x, ξ)

G0(x, ξ) = −
x∫

a

h(z − ξ)

C(z)
dz = −


0 , x < ξ
x∫
ξ

dz
C(z)

, x ⩾ ξ
= −h(x− ξ)

x∫
ξ

dz

C(z)
, (12.36)

Äèôôåðåíöèðóÿ (12.36) ïî ξ, íàéäåì îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ îò G0(x, ξ) ïî ξ,
êîòîðàÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì

∂G0

∂ξ
= − ∂

∂ξ

[
h(x− ξ)

x∫
ξ

dz

C(z)

]
=
h(x− ξ)

C(ξ)
(12.37)
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (12.36) è (12.37) ïåðåïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
Gn(x, ξ) èç (12.35) è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííûì x è ξ ïðè n ⩾ 1

Gn(x, ξ) = −(−1)nh(x− ξ)

x∫
ξ

ψ(x1, ξ)dx1 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn

xn∫
ξ

dz

C(z)
; (12.38)

∂Gn(x, ξ)

∂x
= −(−1)n

h(x− ξ)

C(x)

x∫
ξ

q(x1)dx1

x1∫
ξ

ψ(x2, ξ)dx2 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn

xn∫
ξ

dz

C(z)
;

∂Gn(x, ξ)

∂ξ
= (−1)n

h(x− ξ)

C(ξ)

x∫
ξ

ψ(x1, ξ)dx1 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn , x0 ≡ x .

Çäåñü äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåíî âñïîìîãàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå

ψ(x, ξ) =
1

C(x)

x∫
ξ

q(y)dy , ψ′
ξ(x, ξ) = − q(ξ)

C(x)

Ïîëüçóÿñü ýòèì îáîçíà÷åíèåì, ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå (12.38) â âèäå ðåêóððåíò-
íîãî ñîîòíîøåíèÿ

Gn(x, ξ) = −
x∫

a

ψ(y, ξ)Gn−1(y, ξ)dy , (n > 0) ; G0(x, ξ) = −h(x− ξ)

x∫
ξ

dz

C(z)
(12.39)

Ïîäñòàâèâ äàëåå âûðàæåíèÿ (12.38) äëÿ Gn(x, ξ) â ðÿä (12.33) è ïîëîæèâ â í¼ì
κ = 1, ïîëó÷èì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå áåñêîíå÷íîãî
ðÿäà. Ïðè÷åì, åñëè q(x) > 0, òî ýòî çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä. Åñëè æå q(x) < 0, òî ðÿä
áóäåò çíàêîïîñòîÿííûì. Èòàê:

G(x, ξ) = −h(x− ξ)
∞∑
n=0

(−1)n
x∫

ξ

ψ(x1, ξ)dx1 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn

xn∫
ξ

dz

C(z)
, x0 ≡ x; (12.40)

G′
x(x, ξ) = −h(x− ξ)

C(x)

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)n
x∫

ξ

q(x1)dx1

x1∫
ξ

ψ(x2, ξ)dx2 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn

xn∫
ξ

dz

C(z)

]
;

G′
ξ(x, ξ) =

h(x− ξ)

C(ξ)

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)n
x∫

ξ

ψ(x1, ξ)dx1 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn

]

Ïóñòü G(n)(x, ξ) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (12.40), òîãäà

G(n+1)(x, ξ) = G(n)(x, ξ)− h(x− ξ)(−1)n
x∫

ξ

ψ(x1, ξ)dx1 · · ·
xn−1∫
ξ

ψ(xn, ξ)dxn

xn∫
ξ

dz

C(z)
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Åñëè C = Co = const., à q = q(x) � ïåðåìåííàÿ, òîãäà

x∫
ξ

ψ(x1, ξ)dx1 =
1

Co

x∫
ξ

dx1

x1∫
ξ

q(y)dy =
1

Co

x∫
ξ

(x− x1)q(x1)dx1 ,

cëåäîâàòåëüíî

G(x, ξ) = −h(x− ξ)

[
x− ξ

C0

−

−
∞∑
n=1

(−1)n

Cn+1
0

x∫
ξ

(x− x1)q(x1)dx1 · · ·
xn−1∫
ξ

(xn−1 − xn)(xn − ξ)q(xn)dxn + · · ·

]

Åñëè æå q = qo = const., à C = C(x) � ïåðåìåííàÿ, òîãäà

ψ(x, ξ) = qo
x− ξ

C(x)
,

cëåäîâàòåëüíî

G(x, ξ) = −h(x− ξ)

[ x∫
ξ

dz

C(z)
+

∞∑
n=1

(−1)nqn
o

x∫
ξ

x1 − ξ

C(x1)
dx1 · · ·

xn∫
ξ

xn − ξ

C(xn)
dxn

xn∫
ξ

dz

C(z)

]

Ïóñòü òåïåðü C = Co = const. è q = qo = const., òîãäà èç ôîðìóëû (12.38), à òàêæå
ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

x∫
ξ

(x− z)(z − ξ)mdz =
(x− ξ)m+2

(m+ 1)(m+ 2)
,

ïîëó÷àåì

Gn(x, ξ) = (−1)n+1 h(x− ξ)qn
o

(2n+ 1)!Cn+1
o

(x− ξ)2n+1 , n ⩾ 0 (12.41)

Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä (12.40) ñóììèðóåòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ñî-
ïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (12.20), êîòîðîå ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå è åãî ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãàõ [?, ?]

G(x, ξ) = −
h(x − ξ)

Co



∞∑
n=0

(−1)nso
(2n+1)!

(
x−ξ
so

)2n+1

= so sin x−ξ
so

, so =
√

Co
qo

, qo > 0 ,

x − ξ , qo = 0 ,

∞∑
n=0

so
(2n+1)!

(
x−ξ
so

)2n+1

= so sh x−ξ
so

, so =
√

Co
−qo

, qo < 0 .

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû C è q ïåðåìåííûå, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó
àáñîëþòíîé âåëè÷èíû n-ãî ÷ëåíà ðÿäà (12.40). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì
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(12.41), â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ïðè x ⩾ ξ ïîëó÷àåì:

(x− ξ)2n+1|q|nmin

(2n+ 1)!Cn+1
max

⩽ |Gn(x, ξ)| ⩽
(x− ξ)2n+1|q|nmax

(2n+ 1)!Cn+1
min

⩽
L2n+1|q|nmax

(2n+ 1)!Cn+1
min

⩽

⩽
L2n+1|

〈
q
〉
|n
〈
1/C

〉n+1

(2n+ 1)!

(12.42)

Ìàæîðèðóþùèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè

∞∑
n=0

(x− ξ)2n+1|q|nmax

(2n+ 1)!Cn+1
min

=
s∗

Cmin

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

(x− ξ

s∗

)2n+1

=
s∗

Cmin

sin
x− ξ

s∗
, s∗ =

√
Cmin

|q|max

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèçíàêîì Âåéåðøòðàññà, ðÿä (12.40) ñõîäèòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íà âñ¼ì ïðîìåæóòêå a ⩽ x ⩽ b.

12.2.6 Ïðèìåðû. Óðàâíåíèå ×åáûøåâà −1 < x < 1

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èçâåñòíûå óðàâíåíèÿ [?, ñòð.254 � 1140]

x2u′′ + xu′ + (x2 −m2)u = 0 ,
[
xu′
]′
+

(
x− m2

x

)
u = 0 , Óð. Áåññåëÿ

xu′′ + (1− x)u′ +mu = 0 ,
[
xe−xu′

]′
+me−xu = 0 , Óð. Ëàãåððà

u′′ − 2xu′ + 2mu = 0 ,
[
e−x2

u′
]′
+ 2me−x2

u = 0 , Óð. Ýðìèòà

(1− x2)u′′ − xu′ +m2u = 0 ,
[√

1− x2 u′
]′
+

m2

√
1− x2

u = 0 , Óð. ×åáûøåâà

(1− x2)u′′ − 2xu′ +m(m+ 1)u = 0 ,
[
(1− x2)u′

]′
+m(m+ 1)u = 0 , Óð. Ëåæàíäðà

Áîëåå ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïåðå÷èñëåííûõ è äðóãèõ ïîäîáíûõ óðàâíåíèÿõ ñî-
äåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â ñïðàâî÷íèêàõ [?, ãëàâà 10], [?, ãëàâà 22], [?, ãëàâà 11].

Óðàâíåíèå ×åáûøåâà −1 < x < 1

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà èìååò âèä [?, ñòð.164 � 736]:

u(x) = K1Tm(x) +K2Um(x) , (12.43)

ãäå
Tm(x) = cos(m arccosx) , Um(x) = sin(m arccosx) (12.44)

ïîëèíîìû ×åáûøåâà 1-ãî è 2-ãî ðîäà. Ôóíêöèè Tm(x) è Um(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ïîëèíîìîâ m-é ñòåïåíè ïî îò x, ïîòîìó îíè è íàçûâàþòñÿ ïîëèíîìàìè. Äåòàëüíîå
èññëåäîâàíèå ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà äàíî â êíèãàõ [?, ?].

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñàìîñîïðÿæåííóþ ôîðìó óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà. Â
ýòîì óðàâíåíèè C(x) =

√
1− x2, q(x) = m2/

√
1− x2. Ïî ôîðìóëàì (12.31) íàéäåì êî-
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ýôôèöèåíòû Co è qo ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ

Co =
1〈

1/C
〉 =

[
1

2

1∫
−1

dx√
1− x2

]−1

=

[ 1∫
0

dx√
1− x2

]−1

=
[
arcsinx

∣∣1
0

]−1

=
2

π
,

qo =
〈
q
〉
=
m2

2

1∫
−1

dx√
1− x2

= m2

1∫
0

dx√
1− x2

= m2 arcsinx
∣∣1
0
=
m2π

2

(12.45)

Äàëåå ïî ôîðìóëàì (12.23) íàéäåì îáùåå äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî
óðàâíåíèÿ

v(x) = K1 cosλox+K2 sinλox , λo =

√
qo
Co

=
mπ

2
(12.46)

Çäåñü K1 è K2 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû. Âû÷èñëèì äàëåå ôóíê-
öèþ ψ(x)

ψ(x, ξ) =
1

C(x)

x∫
ξ

q(y)dy =
m2

√
1− x2

x∫
ξ

dy√
1− y2

= m2 arcsinx− arcsin ξ√
1− x2

(12.47)

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ èíòåãðàë ñëåäóþùåãî âèäà:

x∫
ξ

(
arcsin y − arcsin ξ

)n√
1− y2

dy =

x∫
ξ

(
arcsin y − arcsin ξ

)n
d
(
arcsin y − arcsin ξ

)
=

=
1

n+ 1

(
arcsin y − arcsin ξ

)n+1
∣∣∣x
ξ
=

1

n+ 1

(
arcsinx− arcsin ξ

)n+1
=

=

{
1

n+1
arccosn+1

(√
1− x2

√
1− ξ2 + xξ

)
, x > ξ

− 1
n+1

arccosn+1
(√

1− x2
√

1− ξ2 + xξ
)
, x < ξ

, [?, ñòð.63, �5]

Ïîëüçóÿñü ýòèìè ðåçóëüòàòàìè è ôîðìóëàìè (12.36), (12.38) ïîëó÷àåì, âìåñòî ðÿ-
äà (12.40) èç êâàäðàòóð ðÿä èç ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðàçëîæåíèå ñèíóñà â ðÿä Òåéëîðà

G(x, ξ) = −h(x− ξ)

m

∞∑
n=0

(−1)n
m2n+1

(2n+ 1)!

(
arcsinx− arcsin ξ

)2n+1

=

= −h(x− ξ)

m
sin
[
m · (arcsinx− arcsin ξ)

] (12.48)

Èç (12.48) íàõîäèì

G′
ξ(x, ξ) =

h(x− ξ)√
1− ξ2

∞∑
n=0

(−1)n
m2n

(2n)!

(
arcsinx− arcsin ξ

)2n
=

=
h(x− ξ)√
1− ξ2

cos
[
m · (arcsinx− arcsin ξ)

] (12.49)
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Âôîðìóëå (12.49) óäåðæàíà òîëüêî ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü, íå ñîäåðæàùàÿ äåëüòà-ôóíêöèþ
Äèðàêà. Äàëåå íàéäåì êîýôôèöèåíòû

C̃(ξ) = Co − C(ξ) =
2

π
−
√

1− ξ2 = −
√
1− ξ2

(
1− 2

π
√
1− ξ2

)
,

q̃(ξ) = qo − q(ξ) = m2

(
π

2
− 1√

1− ξ2

)
=
m2π

2

(
1− 2

π
√
1− ξ2

)
,

âîñïîëüçóåìñÿ îáùèìè ôîðìóëàìè (12.28), (12.29) è íàéä¼ì ôóíêöèè A(x) è B(x)

A(x) ≡ Am(x) = cos
mπx

2
− mπ

2

1∫
−1

G′
ξ(x, ξ)C̃(ξ) sin

mπξ

2
dξ −

1∫
−1

G(x, ξ)q̃(ξ) cos
mπξ

2
dξ =

= cos
mπx

2
+
mπ

2

x∫
−1

{(
1− 2

π
√
1− ξ2

)
·
[
sin

mπξ

2

∞∑
n=0

(−1)n
m2n

(2n)!
φ2n(x, ξ)+

+ cos
mπξ

2

∞∑
n=0

(−1)n
m2n+1

(2n+ 1)!
φ2n+1(x, ξ)

]}
dξ (12.50)

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

φ(x, ξ) = arcsin x− arcsin ξ , φ(x, x) = 0 , φ(x,−1) = arcsin x+
π

2

Áåñêîíå÷íûå ðÿäû â ôîðìóëå (12.50) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Òåé-
ëîðà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé cosφ(x, ξ) è sinφ(x, ξ), ïîýòîìó ýòè ðÿäû ìîæíî
ñâåðíóòü è ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà

Am(x) = cos
mπx

2
+

x∫
−1

{(
mπ

2
− m√

1− ξ2

)[
sin

mπξ

2
· cos

(
mφ
)
+ cos

mπξ

2
×

× sin
(
mφ
)]}

dξ = cos
mπx

2
+

x∫
−1

(
mπ

2
− m√

1− ξ2

)
· sin

[mπξ
2

+mφ(x, ξ)
]
dξ =

= cos
mπx

2
+

x∫
−1

sin
[mπξ

2
+mφ(x, ξ)

]
dξ

[mπξ
2

+mφ(x, ξ)
]
=

= cos
mπx

2
+

x∫
−1

∞∑
n=0

(−1)n

[
(mπξ)/2 +mφ(x, ξ)

]2n+1

(2n+ 1)!
dξ

[mπξ
2

+mφ(x, ξ)
]
=

= cos
mπx

2
+

∞∑
n=0

(−1)n
[
(mπξ)/2 +mφ(x, ξ)

]2n+2

(2n+ 2)!

∣∣∣∣∣
x

−1

=

= cos
mπx

2
+

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 2)!

(
mπx

2

)2n+2

−
∞∑
n=0

(−1)n
(
m arcsinx

)2n+2

(2n+ 2)!
=
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= cos
mπx

2
−

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(
mπx

2

)2n

+
∞∑
n=0

(−1)n
(
m arcsinx

)2n
(2n)!

= (12.51)

= cos
mπx

2
− cos

mπx

2
+ cos

(
m arcsinx

)
= cos

(
m arcsinx

)
(12.52)

Ïðîäåëàâ ïîõîæèå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ôîðìóëå (12.29), íàéäåì

B(x) ≡ Bm(x) = sin
mπx

2
+
mπ

2

x∫
−1

{(
1− 2

π
√
1− ξ2

)
·
[
cos

mπξ

2

∞∑
n=0

(−1)n
m2n

(2n)!
φ2n(x, ξ)+

+ sin
mπξ

2

∞∑
n=0

(−1)n
m2n+1

(2n+ 1)!
φ2n+1(x, ξ)

]}
dξ = sin

mπx

2
−

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

(
mπx

2

)2n+1

+

+
∞∑
n=0

(−1)n
(
m arcsinx

)2n+1

(2n+ 1)!
= sin

(
m arcsinx

)
(12.53)

Ôóíêöèè Am(x) è Bm(x) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
×åáûøåâà. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé ×åáûøåâà Tm(x)
è Um(x) (12.44). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íóæíî âñåãî ëèøü âîñïîëüçîâàòüñÿ
òîæäåñòâîì

arcsinx+ arccosx =
π

2
Â ðåçóëüòàòå ÷åãî

Am(x) = cos
mπ

2
Tm(x) + sin

mπ

2
Um(x) , Bm(x) = sin

mπ

2
Tm(x)− cos

mπ

2
Um(x)

Îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû, ïðèâåäåííûå â êíèãå [?, ñòð. 59].

A2m = (−1)m T2m , A2m+1 = (−1)m U2m+1 ,

B2m = (−1)m+1 U2m , B2m+1 = (−1)m T2m+1

12.2.7 Ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà. Ñðàâíåíèå
ñ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè.

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (12.51) è çàòåì ñðàâíèì èõ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì
(12.52)

Am(I)(x) = cos
mπx

2
+

I∑
n=0

(−1)n
(
m arcsinx

)2n − (mπx
2

)2n
(2n)!

,

Am(I) = Am(I−1) + (−1)I
(
m arcsinx

)2I − (
mπx
2

)2I
(2I)!

, A(0)
m (x) = cos

mπx

2

(12.54)

Bm(I)(x) = sin
mπx

2
+

I∑
n=0

(−1)n
(
m arcsinx

)2n+1 −
(
mπx
2

)2n+1

(2n+ 1)!
,
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(12.55)

Bm(I) = Bm(I−1) + (−1)I
(
m arcsinx

)2I+1 −
(
mπx
2

)2I+1

(2I + 1)!
, B(0)

m (x) = sin
mπx

2

Íà ïðåäñòàâëåííûõ íèæå ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû ãðàôèêè íåçàâèñèìûõ òî÷íûõAm(x),
Bm(x) è ïðèáëèæåííûõ Am(I)(x), Bm(I)(x) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ×åáûøåâà â âèäå ÷àñòè÷-
íûõ ñóìì, âûòåêàþùèõ èç îáùåãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (12.20).

Ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíû ãðàôèêè òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ×åáûøåâàAm(x),
èBm(x) ïðè m=2,3,4,5. Øòðèõîâûå ëèíèè îáîçíà÷àþò òî÷íûå ðåøåíèÿAm(O)(x),Bm(O)(x))
ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (12.48) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàéäåííûå ïî îá-
ùèì ôîðìóëàì (12.31). Êðèâûå îáîçíà÷åííûå ïðÿìîóãîëüíûìè òî÷êàìè ñîîòâåòñòâóþò
ïðèáëèæåííûì ðåøåíèÿì Am(I)(x) è Bm(I)(x) â âèäå ÷àñòè÷íûõ ñóìì, íàéäåííûì ïî
ôîðìóëàì (12.54), (12.55). ×èñëî (I) â êðóãëûõ ñêîáêàõ îáîçíà÷àåò ÷èñëî ÷ëåíîâ â ÷à-
ñòè÷íûõ ñóììàõ.
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Ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâí. ×åáûøåâà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
m

Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ ëèøü ôóíêöèÿ A5(9)(x) âèçóàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò òî÷íîãî
ðåøåíèÿ âáëèçè ãðàíè÷íûõ òî÷åê x1 = ±1. Ôóíêöèÿ A5(10)(x), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
èç äåñÿòè ÷ëåíîâ ðÿäà, (12.54) áóäåò ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìà îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ.
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Ëåêöèÿ 14. Äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ

íåîäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ñ ïåðåìåííûì

ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì

14.1 Îñðåäíåíèå çàäà÷è î ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ íåîä-
íîðîäíîé ïëèòû è ñòåðæíÿ.

Îñðåäíåíèå äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ìåòîäîì Áàõâàëîâà�Ïîáåäðè (ÌÁÏ) ïîÿñíèì,
îïÿòü æå, íà ïðèìåðå çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîé â ïëàíå, íåîäíîðîäíîé ïî òîëùèíå ïëèòû
−∞ < x1, x2 < +∞ òîëùèíû L : 0 ⩽ x3 ⩽ L èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.

2

x

x

x3

L

l

l

l 2

P

0

0

L

P
0

x

Ðèñ. 14.10: Ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíàÿ ïî òîëùèíå, áåñêîíå÷íàÿ â ïëàíå ïëèòà è ïå-
ðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíûé ñòåðæåíü ñ ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì

Ïëèòà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîé, òî åñòü îíà ïîñòðîåíà èç ñêëååííûõ
ìåæäó ñîáîé ÿ÷ååê ïåðèîäè÷íîñòè òîëùèíû l. Â êàæäîé ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè ìî-
äóëü Þíãà E è ïëîòíîñòü ϱ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé 0 ⩽ ζ ⩽ 1. Ýòè
ôóíêöèè âíóòðè ÿ÷åéêè ìîãóò áûòü êàê íåïðåðûâíûìè, òàê è ðàçðûâíûìè ôóíêöèÿ-
ìè ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé. Ïðîöåññ êîëåáàíèé ïëèòû îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.
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Òî÷íî òàêèì æå óðàâíåíèåì îïèñûâàþòñÿ ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ïåðèîäè÷åñêè íåîä-
íîðîäíîãî ïî äëèíå ñòåðæíÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïåðåìåííûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì òîãî
æå ïåðèîäà, ÷òî è äëÿ ôóíêöèé E(ζ) è ϱ(ζ).

14.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Óðàâíåíèå ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ïåðèîäè÷åñêè íåîä-
íîðîäíîé ïëèòû òîëùèíû L è ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ïåðèîäè÷åñêè íåîäíîðîäíîãî
ñòåðæíÿ äëèíû ñ ïåðåìåííûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì èìåþò âèä [14]:

∂

∂x

[
E(ζ)

∂u

∂x

]
+ X(x, t) = ϱ(ζ)

∂2u

∂t2
; 0 < x < L , t > 0

u(x, t)
∣∣
x=0

= u0(t) , E(ζ)
∂u(x, t)

∂x

∣∣∣
x=L

= −P0(t) ;

u(x, 0) = f(x) ,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= g(x)

(14.1)

Çäåñü 0 < l ⩽ L � ïåðèîä; E = E(ζ), ϱ = ϱ(ζ) , 0 ⩽ ζ ≡ x/l ⩽ 1 îáîçíà÷àþò ïåðå-
ìåííûå ïî äëèíå ìîäóëü Þíãà, è ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïëèòû. Ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ
ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. ×åðåç X(x, t) îáîçíà÷åíà ïåðåìåííàÿ ïî òîëùèíå ïëèòû,
çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè îáú¼ìíàÿ ñèëà. Â ñëó÷àå ñòåðæíÿ E → E(ζ)F (ζ), ϱ→ ϱ(ζ)F (ζ).
Â ñòåðæíå X(x, t) � ïðîäîëüíàÿ ñèëà, ðàñïðåäåë¼ííàÿ âäîëü åãî ïðÿìîëèíåéíîé îñåâîé
ëèíèè.

14.1.2 Ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì. Â çàäà÷å (14.1) ñäåëàåì çàìå-
íó ïåðåìåííûõ [?, ñòð. 420], ïîëîæèâ x = x̄L, ãäå x̄ â ïðàâîé ÷àñòè � áåçðàçìåðíàÿ
ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà 0 ⩽ x̄ ⩽ 1. Òîãäà u→ u(x̄) è

∂u

∂x
=

∂u

∂(Lx̄)
=

1

L

∂u(x̄)

∂x̄
.

Â äàëüíåéøåì ÷åðòó íàä x îïóñêàåì, à äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â (14.1) ïðè-
ìåò âèä: [

E(ζ)u′
]′
+ L2X(x, t) = L2ϱ(ζ)ü (14.2)

Øòðèõàìè îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé x, à òî÷êàìè � ïî
âðåìåíè t. Áåçðàçìåðíàÿ ïåðåìåííàÿ x ñâÿçàíà ñ ëîêàëüíîé áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé
ζ â êàæäîé ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè ïî ôîðìóëå x = α(i − 1 + ζ), ãäå α = l/L ⩽ 1 �
ìàëûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïàðàìåòð. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ëþáîé ôóíêöèè a(ζ) ëîêàëüíîé
áåçðàçìåðíîé ïåðåìåííîé ζ ïî áåçðàçìåðíîé ãëîáàëüíîé ïåðåìåííîé x îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïî ïðàâèëó:

a′ ≡ da(ζ)

dx
=
da

dζ

dζ

dx
=

1

α

da

dζ
≡ 1

α
a| (14.3)

Âåðòèêàëüíàÿ ÷åðòà ââåðõó ñèìâîëà îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ëîêàëüíîé ïåðåìåííîé ζ.
Â äàëüíåéøåì âìåñòî L2X, L2ϱ, LP0 áóäåì ïèñàòü ïðîñòî X, ϱ, P0. Òîãäà óðàâíåíèÿ
èñõîäíîé çàäà÷è (14.1) â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ ïðèìóò âèä:[

E(ζ)u′(x, t)
]′
− ϱ(ζ)ü(x, t) +X(x, t) = 0 ;

u(0, t) = u0(t) , [E(ζ)u′(x, t)]x=1,ζ=1 = P0(t) ;

u(x, 0) = f(x) , u̇(x, 0) = g(x) .

(14.4)
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14.1.3 Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ðÿäà ïî ñòåïå-
íÿì ìàëîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà. Ïóñòü ôóíêöèè E � íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû13, òîãäà óðàâíåíèå (14.4) ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå:

E(ζ)u′′ +
1

α
E|(ζ)u′ − ϱ(ζ)ü+X(x, t) = 0 . (14.5)

Çäåñü è âåçäå íèæå E| ÷åðòîé îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé ζ. Èòàê â
èñõîäíîì óðàâíåíèè (14.5) ÿâíî ïðèñóòñòâóåò ìàëûé ïàðàìåòð, è ïîýòîìó áóäåì èñêàòü
ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà α

u(x, t) =
∞∑

p+q=0
p,q⩾0

αp+qN (p)
q (ζ)

∂p+qv(x, t)

∂tp∂xq
=

∞∑
s=0

αs

s∑
q=0

N (s−q)
q

∂sv(x, t)

∂ts−q∂xq
, (14.6)

ãäå v(x, t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x è t. N (0)
0 ≡ 1, à ôóíêöèè N (p)

q ïðè p+ q ⩾ 1

� íåïðåðûâíûå îäíîïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ïåðåìåííîé ζ, ïðè÷åì N
(p)
q ≡ 0 ïðè p < 0,

èëè q < 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè N-ôóíêöèé

〈
N (p)|

q

〉
≡

1∫
0

N (p)|
q (ζ)dζ = N (p)

q (1)−N (p)
q (0) = 0 , p+ q > 0. (14.7)

Êðîìå ýòîãî, ïîòðåáóåì òàêæå, ÷òîáû âñå N-ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿëè äîïîëíèòåëü-
íîìó óñëîâèþ (óñëîâèþ íîðìèðîâêè)

〈
N (p)

q

〉
≡

1∫
0

N (p)
q (ζ)dζ = 0 ⇒

〈
u(x, t)

〉
=
〈
v(x, t)

〉
if α → 0 . (14.8)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðÿä (14.6) ïî x íàéäåì ðÿä äëÿ äåôîðìàöèè

ε = u′ =
∞∑

p+q=0
p,q⩾0

αp+q−1
(
N (p) |

q +N
(p)
q−1

) ∂p+qv

∂tp∂xq
. (14.9)

Çàòåì íàõîäèì íàïðÿæåíèå σ = Eε

σ = Eu′ =
∞∑

p+q=0
p,q⩾0

αp+q−1E(ζ) ·
(
N (p) |

q (ζ) +N
(p)
q−1(ζ)

) ∂p+qv

∂tp∂xq
=

=
∞∑
s=0

αs−1

s∑
q=0

E
(
N (s−q) |

q +N
(s−q)
q−1

) ∂sv

∂ts−q∂xq
.

(14.10)

Îòñþäà

σ′ =
(
Eu′
)′

=

=
∞∑

p+q=0
p,q⩾0

αp+q−2
{[
E
(
N (p) |

q +N
(p)
q−1

)]|
+ E

(
N

(p) |
q−1 +N

(p)
q−2

)} ∂p+qv

∂tp∂xq
.

(14.11)

13ïîòîì ìû îòêàæåìñÿ îò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ
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Äàëåå íàéäåì

ü =
∞∑

p+q=0
p,q⩾0

αp+qN (p)
q

∂p+q+2v

∂tp+2∂xq
=

∞∑
p+q=0
p,q⩾0

αp+q−2N (p−2)
q

∂p+qv

∂tp∂xq
. (14.12)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (14.11) è (14.12) â óðàâíåíèå (14.4) ïîëó÷èì:(
Eu′
)′

− ϱü+X(x, t) =

=
∞∑

p+q=0
p,q⩾0

αp+q−2
{[
E
(
N (p) |

q +N
(p)
q−1

)]|
+ E

(
N

(p) |
q−1 +N

(p)
q−2

)
−

−ϱN (p−2)
q

} ∂p+qv

∂tp∂xq
+X(x, t) = 0 .

(14.13)

14.1.4 Ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ N-ôóíêöèé. Â âûðàæåíèè (14.13) ïîëî-
æèì ðàâíûìè íóëþ êîýôôèöèåíòû â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ïðè îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ
ïàðàìåòðà α. Êîýôôèöèåíòû ïðè α−2 òîæäåñòâåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü â ñèëó îãðà-
íè÷åíèé, íàëîæåííûõ íà N-ôóíêöèè. Êîýôôèöèåíòû ïðè α−1 îáðàòÿòñÿ â íóëü â òîì
ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèè N (0)

1 è N (1)
0 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì[

E
(
N

(0) |
1 + 1

)]|
= 0 ,

[
EN

(1) |
0

]|
= 0 (14.14)

Îòñþäà è èç óñëîâèé (14.7), (14.8) ïîëó÷àåì, ÷òî N
(1)
0 ≡ 0, à

N
(0)
1 (ζ) =

ζ∫
0

[ 1

< 1/E > E(η)
− 1
]
dη −

〈 ζ∫
0

[ 1

< 1/E > E(η)
− 1
]
dη

〉
(14.15)

Êîýôôèöèåíòû â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ ôîðìóëû (14.13) ïðè α0 ïîëîæèì ðàâíûìè
ïîñòîÿííûì âåëè÷èíàì, ò.å. ïðè (p = 0; q = 2), ïðè (p = 1; q = 1) è ïðè (p = 2; q = 0)[

E
(
N

(0) |
2 +N

(0)
1

)]|
+ E

(
N

(0) |
1 + 1

)
= h

(0)
2 ≡ E◦ = const. (14.16)[

E
(
N

(1) |
1 +N

(1)
0

)]|
+ EN

(1) |
0 = h

(1)
1 = const.⇒ N

(1)
1 ≡ 0 ⇒ h

(1)
1 = 0 (14.17)[

EN
(2) |
0

]|
− ϱ = h

(2)
0 ≡ ϱ◦ = const. (14.18)

Êîýôôèöèåíòû ïðè ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíÿõ α òàêæå ïðèðàâíÿåì ïîñòîÿííûì âå-
ëè÷èíàì[

E
(
N (p) |

q +N
(p)
q−1

)]|
+ E

(
N

(p) |
q−1 +N

(p)
q−2

)
− ϱN (p−2)

q = h(p)q = const. , p+ q ⩾ 2 (14.19)

Èç ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé (14.14)�(14.19) ñëåäóåò, ÷òî âñå ôóíêöèè ñ íå÷åòíûìè

çíà÷åíèÿìè âåðõíåãî èíäåêñà p òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ N
(2p+1)
q ≡ 0, ñëåäîâàòåëüíî
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è h
(2p+1)
q = 0 ïðè p, q ⩾ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ðàçëîæåíèè (14.6) ó÷àñòâóþò òîëüêî

÷åòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè, ò.å. ðÿä (14.6) ïðèíèìàåò âèä [1, ñòð. 292]:

u(x, t) =
∞∑

2p+q=0
p,q⩾0

α2p+qN (2p)
q (ζ)

∂2p+qv(x, t)

∂t2p∂xq
=

∞∑
s=0

αs

s−2p⩾0∑
p=0

N
(2p)
s−2p

∂sv

∂t2p∂xs−2p
, (14.20)

à ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ N-ôóíêöèé âìåñòî (14.19) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:[

E
(
N (2p) |

q +N
(2p)
q−1

)]|
+ E

(
N

(2p) |
q−1 +N

(2p)
q−2

)
− ϱN (2p−2)

q = h(2p)q = const. , 2p+ q ⩾ 1

(14.21)

Âûðàæåíèÿ E
(
N

(2p) |
q +N

(2p)
q−1

)
ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè îäíîïåðèîäè÷åñêèìè ôóíê-

öèÿìè áûñòðîé ïåðåìåííîé ζ, ïîýòîìó〈[
E
(
N (2p) |

q +N
(2p)
q−1

)]|〉
= 0

Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è óñðåäíÿÿ ïî ïåðèîäó ðàâåíñòâà (14.21), íàéäåì âû-
ðàæåíèÿ äëÿ êîíñòàíò h(2p)q

h(2p)q =
〈
E
(
N

(2p) |
q−1 +N

(2p)
q−2

)
− ϱN (2p−2)

q

〉
, 2p+ q ⩾ 2 (14.22)

Â ÷àñòíîñòè îòñþäà ïîëó÷àåì

h
(0)
2 ≡ E◦ =

〈
E
(
N

(0) |
1 + 1

)〉
=

1

< 1/E >
, h

(2)
0 ≡ −ϱ◦ = −

〈
ϱ
〉

(14.23)

Ôóíêöèè N
(0)
2 , N

(2)
0 è êîíñòàíòû h

(0)
3 , h

(2)
1 .

N-ôóíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ èç ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé (14.21). Íà÷àëîì ðåêóðñèè
ÿâëÿþòñÿ N

(2p)
q -ôóíêöèè, ó êîòîðûõ ñóììà èíäåêñîâ 2p+ q = 1 (N-ôóíêöèè ïåðâîãî

ïîðÿäêà). Îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ôóíêöèÿ N (0)
1 , ïðåäñòàâëåííàÿ âûðàæåíèåì (14.15),

íàéäåííûì èç ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (14.14) ïðè óñëîâèÿõ (14.7) è (14.8).
Ïîñëå ýòîãî ïåðåõîäèì ê âû÷èñëåíèþ N

(2p)
q -ôóíêöèé ñ ñóììîé èíäåêñîâ 2p+ q = 2

(N-ôóíêöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, òî åñòü N
(0)
2 è N

(2)
0 ). Óðàâíåíèÿ äëÿ òàêèõ íåíóëåâûõ

ôóíêöèé èìåþò âèä (14.16), (14.18). Ïðåæäå ÷åì ðåøàòü ýòè óðàâíåíèÿ, ïî ôîðìóëàì

(14.23) îïðåäåëÿåì êîíñòàíòû h
(0)
2 è h

(2)
0 . Ïîñëå ýòîãî ðåøàåì óðàâíåíèÿ è íàõîäèì

ôóíêöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (14.7), (14.8)

N
(0) |
2 = −N (0)

1 (ζ) = − 1

< 1/E >

 ζ∫
0

1/E(η)dη −

〈 ζ∫
0

1/E(η)dη

〉 , (14.24)

N
(2) |
0 (ζ) =

1

E(ζ)

 ζ∫
0

ϱ(η)dη − 1

< 1/E >

〈
1

E

ζ∫
0

ϱ(η)dη

〉 (14.25)

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

108



МЕХАНИКА КОМПОЗИТОВ
ГОРБАЧЕВ ВЛАДИМИР ИВАНОВИЧ

ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Çäåñü è â äàëüíåéøåì âîëíà ñâåðõó îáîçíà÷àåò öåíòðèðîâàííóþ âåëè÷èíó

1/E(ζ) ≡ 1

E(ζ)
−
〈
1

E

〉
, ϱ(ζ) ≡ ϱ(ζ)−

〈
ϱ
〉

(14.26)

Çíàÿ N-ôóíêöèè âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî âû÷èñëèòü êîíñòàíòû òðåòüåãî ïîðÿäêà
h
(2p)
q , äëÿ êîòîðûõ 2p+ q = 3, ò.å. h(0)3 è h(2)1 . Èç (14.22) ïîëó÷àåì

h
(0)
3 =

〈
E
(
N

(0) |
2 +N

(0)
1

)〉
= 0 (14.27)

h
(2)
1 =

〈
EN

(2) |
0 − ϱN

(0)
1

〉
=

〈 ζ∫
0

ϱdη

〉
− 1

< 1/E >

〈
1

E

ζ∫
0

ϱdη

〉
−

− 1

< 1/E >

〈
ϱ

ζ∫
0

1/Edη

〉
+

< ϱ >

< 1/E >

〈 ζ∫
0

1/Edη

〉
=

= − 1

< 1/E >

〈1/E ζ∫
0

ϱdη

〉
+

〈
ϱ

ζ∫
0

1/Edη

〉 = 0

(14.28)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îáóñëîâëåíî ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì〈[
φ(ζ)− < φ >

] ζ∫
0

[
ψ(η)− < ψ >

]
dη

〉
= −

〈[
ψ(ζ)− < ψ >

] ζ∫
0

[
φ(η)− < φ >

]
dη

〉

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ〈
φ(ζ)

ζ∫
0

ψ(η)dη

〉
= −

〈
ψ(ζ)

ζ∫
0

φ(η)dη

〉

Âîîáùå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: âñå êîíñòàíòû h
(2p)
q , äëÿ êîòî-

ðûõ 2p+ q � íå÷åòíîå ÷èñëî, èëè èíà÷å q � íå÷åòíîå ÷èñëî, îáðàùàþòñÿ

â íóëü.

Ôóíêöèè N
(0)
3 , N

(2)
1 è êîíñòàíòû h

(0)
4 , h

(2)
2 , h

(4)
0 . Äëÿ ðàñ÷åòà êîíñòàíò h(2p)q ÷åòâåð-

òîãî ïîðÿäêà íóæíû N-ôóíêöèè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà, ïîñêîëüêó

h
(0)
4 =

〈
E
(
N

(0) |
3 +N

(0)
2

)〉
, (14.29)

h
(2)
2 =

〈
E
(
N

(2) |
1 +N

(2)
0

)
− ϱN

(0)
2

〉
, (14.30)

h
(4)
0 = −

〈
ϱN

(2)
0

〉
(14.31)

N-ôóíêöèè âòîðîãî ïîðÿäêà N (0)
2 è N (2)

0 îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì îäíîêðàòíîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ âûðàæåíèé (14.24), (14.25)

N
(0)
2 = − 1

< 1/E >

[
1/E

](−1)

, (14.32)
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N
(2) |
0 (ζ) =

1

E(ζ)

 ζ∫
0

ϱ(η)dη − 1

< 1/E >

〈
1

E

ζ∫
0

ϱ(η)dη

〉 (14.33)

N-ôóíêöèè òðåòüåãî ïîðÿäêà íàõîäèì èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé[
E
(
N

(0) |
3 +N

(0)
2

)]|
+ E

(
N

(0) |
2 +N

(0)
1

)
= 0 , (14.34)[

E
(
N

(2) |
1 +N

(2)
0

)]|
+ EN

(2) |
0 − ϱN

(0)
1 = 0 (14.35)

Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû ïðåäøåñòâóþùåãî ýòàïà ïîëó÷àåì:

N
(0) |
3 = −N (0)

2 , (14.36)

N
(2) |
1 = −N (2) |

0 − 1

E

 ζ∫
0

φ(η)dη − 1

< 1/E >

〈 ζ∫
0

φ(η)dη

〉 , (14.37)

ãäå ôóíêöèÿ φ îáëàäàåò íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì < φ >= 0 è èìååò âèä:

φ(ζ) =

ζ∫
0

ϱdη − 1

< 1/E >

〈
1

E

ζ∫
0

ϱdη

〉
−

− ϱ

< 1/E >

ζ∫
0

1/E(η)dη +
ϱ

< 1/E >

〈 ζ∫
0

1/E(η)dη

〉 (14.38)

14.1.5 Óðàâíåíèå äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè v(x, t).
Â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóð è óòâåðæäåíèé, äîêàçàííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èñõîäíîå

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (14.12) âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïåðåõîäèò â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, íî çàòî ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Çàïèøåì åãî, âûäåëèâ ÷ëåíû ñ α â íóëåâîé ñòåïåíè:(

Eu′
)′

− ϱü+X(x, t) =

= E◦v
′′ − ϱ◦v̈ +

∞∑
p+q=2
p,q⩾0

α2(p+q−1)h
(2p)
2q

∂2(p+q)v

∂t2p∂x2q
+X(x, t) = 0

(14.39)

Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî α.
Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèå (14.39) âõîäÿò òîëüêî ÷åòíûå ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòå è

âðåìåíè, ïðè÷åì âûñøèå ïðîèçâîäíûå âõîäÿò â óðàâíåíèå (14.39) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì â
ñîîòâåòñòâóþùåé ÷åòíîé ñòåïåíè íà÷èíàÿ ñ α2. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ v(x, t) çàâèñèò
îò ïàðàìåòðà α. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ v(x, t, α) â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì α

v(x, t, α) =
∞∑
n=0

αnvn(x, t) , (14.40)
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ãäå ôóíêöèè vn(x, t) óæå íå çàâèñÿò îò α. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ðÿäà (14.40) â óðàâíåíèå
(14.39) è ñáîðà êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ α, ïîëó÷àåì:

∞∑
n=0

αn

E◦v
′′
n − ϱ◦v̈n +

n+2∑
2(p+q)=4
p,q⩾0

h
(2p)
2q

∂2(p+q)vn+2−2(p+q)

∂t2p∂x2q

+X(x, t) = 0 (14.41)

Ðåêóððåíòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà. Ïðè-
ðàâíèâàÿ ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ α ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ
íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé vn(x, t)

E◦v
′′
n − ϱ◦v̈n +Xn(x, t) = 0 , (14.42)

ãäå

Xn(x, t) =


X(x, t) ïðè n = 0

n+2∑
2(p+q)=4
p,q⩾0

h
(2p)
2q

∂2(p+q)vn+2−2(p+q)

∂t2p∂x2q ïðè n ⩾ 1
(14.43)

Ðåêóððåíòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåîáðà-
çóåì ðÿä (14.6) ñ ó÷åòîì òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî èç íåãî âûïàäàþò ÷ëåíû, ãäå ïðèñóò-
ñòâóþò N-ôóíêöèè ñ íå÷åòíûìè âåðõíèìè èíäåêñàìè

u(x, t) =
∞∑

2p+q=0
p,q⩾0

α2p+qN (2p)
q (ζ)

∂2p+qv(x, t)

∂t2p∂xq (14.44)

Ýòîò ðÿä ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ðÿäà, ñîäåðæàùèì òîëüêî ÷åòíûå è òîëüêî íå÷åòíûå
ïðîèçâîäíûå ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå

u(x, t) =
∞∑

p+q=0
p,q⩾0

α2(p+q)N
(2p)
2q (ζ)

∂2(p+q)v(x, t)

∂t2p∂x2q
+

∞∑
p+q=0
p,q⩾0

α2(p+q)+1N
(2p)
2q+1(ζ)

∂2(p+q)+1v(x, t)

∂t2p∂x2q+1

(14.45)
Ïîäñòàâèì â (14.44) ðÿä (14.40), cîáåðåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ

α è ïîëó÷èì:

u(x, t) =
∞∑
n=0

αn

vn + n∑
2p+q=1
p,q⩾0

N (2p)
q

∂2p+qvn−2p−q

∂t2p∂xq

 (14.46)

Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóþòñÿ ðÿäû (14.9) è (14.10) äëÿ ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèè ε(x, t)
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ñòåðæíÿ è äëÿ íàïðÿæåíèÿ σ(x, t)

ε = u′ =
∞∑

2p+q=0
p,q⩾0

α2p+q−1
(
N (2p) |

q +N
(2p)
q−1

) ∂2p+qv

∂t2p∂xq
=

=
(
N

(0) |
1 + 1

)
v′ +

∞∑
2p+q=2
p,q⩾0

α2p+q−1
(
N (2p) |

q +N
(2p)
q−1

) ∂2p+qv

∂t2p∂xq
=

=
1

E < 1/E >
v′ +

∞∑
2p+q=2
p,q⩾0

α2p+q−1
(
N (2p) |

q +N
(2p)
q−1

) ∂2p+qv

∂t2p∂xq
=

=
∞∑
n=0

αn

 1

E < 1/E >
v′n +

n+1∑
2p+q=2
p,q⩾0

(
N (2p) |

q +N
(2p)
q−1

) ∂2p+qvn+1−2p−q

∂t2p∂xq

 ;

(14.47)

σ = Eε = Eu′ =
∞∑

2p+q=0
p,q⩾0

α2p+q−1E
(
N (2p) |

q +N
(2p)
q−1

) ∂2p+qv

∂t2p∂xq
=

= E
(
N

(0) |
1 + 1

)
v′ +

∞∑
2p+q=2
p,q⩾0

α2p+q−1E
(
N (2p) |

q +N
(2p)
q−1

) ∂2p+qv

∂t2p∂xq
=

=
1

< 1/E >
v′ +

∞∑
2p+q=2
p,q⩾0

α2p+q−1E
(
N (2p) |

q +N
(2p)
q−1

) ∂2p+qv

∂t2p∂xq
=

=
∞∑
n=0

αn

E◦ v
′
n +

n+1∑
2p+q=2
p,q⩾0

E
(
N (2p) |

q +N
(2p)
q−1

) ∂2p+qvn+1−2p−q

∂t2p∂xq

 (14.48)

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèÿ è ñèëû â ôîðìå (14.46) è (14.48) ëåãêî ïîçâîëÿþò
âûïèñàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè x = 0 è x = 1 äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé vn(x, t).
Ðàññìîòðèì ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u(0, t) =
∞∑
n=0

αn

vn + n∑
2p+q=1
p,q⩾0

N (2p)
q

∂2p+qvn−2p−q

∂t2p∂xq


x=0

= u0(t) ;

[Eu′(x, t)]x=1 =
∞∑
n=0

αn

E◦ v
′
n +

n+1∑
2p+q=2
p,q⩾0

E ·
(
N (2p) |

q +N
(2p)
q−1

) ∂2p+qvn+1−2p−q

∂t2p∂xq


x=1

= P0(t)

Îòñþäà ïîëó÷àåì:

vn(0, t) = u0n(t) , E◦ v
′
n(1, t) = P0n(t) , (14.49)
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ãäå

u0n(t) =


u0(t) ïðè n = 0

−
n∑

2p+q=1
p,q⩾0

[
N

(2p)
q

∂2p+qvn−2p−q

∂t2p∂xq

]
x=0

ïðè n ⩾ 1
(14.50)

P0n(t) =


P0(t) ïðè n = 0

−
n+1∑

2p+q=2
p,q⩾0

[
E
(
N

(2p) |
q +N

(2p)
q−1

)
∂2p+qvn+1−2p−q

∂t2p∂xq

]
x=1

ïðè n ⩾ 1
(14.51)

Ðåêóððåíòíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè ïåðåìåùåíèå,
ïðåäñòàâëåííîå ðÿäîì (14.46) ïîëó÷àåì ñêîðîñòü

u̇(x, t) =
∞∑
n=0

αn

v̇n + n∑
2p+q=1
p,q⩾0

N (2p)
q

∂2p+q+1vn−2p−q

∂t2p+1∂xq

 (14.52)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (14.4) ïðèíèìàþò âèä:

u(x, 0) =
∞∑
n=0

αn

vn(x, 0) + n∑
2p+q=1
p,q⩾0

N (2p)
q

∂2p+qvn−2p−q

∂t2p∂xq

∣∣∣
t=0

 = f(x) ;

u̇(x, 0) =
∞∑
n=0

αn

v̇n(x, 0) + n∑
2p+q=1
p,q⩾0

N (2p)
q

∂2p+q+1vn−2p−q

∂t2p+1∂xq

∣∣∣
t=0

 = g(x)

Îòñþäà íàõîäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ôóíêöèè vn(x, t)

vn(x, 0) = fn(x) , v̇n(x, 0) = gn(x) , (14.53)

fn(x) =


f(x) ïðè n = 0

−
n∑

2p+q=1
p,q⩾0

N
(2p)
q (ζ)∂

2p+qvn−2p−q(x,t)

∂t2p∂xq

∣∣∣
t=0

ïðè n ⩾ 1
(14.54)

gn(x) =


g(x) ïðè n = 0

−
n∑

2p+q=1
p,q⩾0

N
(2p)
q (ζ)∂

2p+q+1vn−2p−q(x,t)

∂t2p+1∂xq

∣∣∣
t=0

ïðè n ⩾ 1
(14.55)
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14.2 Óñòàíîâèâøèåñÿ ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ íåîäíî-
ðîäíîãî ñòåðæíÿ ñ ïåðåìåííûì ïîïåðå÷íûì ñå-
÷åíèåì.

Ïóñòü îáú¼ìíûå è ãðàíè÷íûå âîçäåéñòâèÿ â èñõîäíîé çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè
ïî âðåìåíè ôóíêöèÿìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè äåéñòâîâàëè ñî âðåìåíè t = −∞ [?, ñòð.
11], ò.å. íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â óñòàíîâèâøèõñÿ ïðîöåññàõ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Âñå ïåðèîäè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ ñ ïåðèîäîì τ ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â ðÿäû Ôóðüå
íà ïåðèîäå [11]. Ïîýòîìó, è â ñèëó ëèíåéíîñòè äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è, ìîæíî îãðàíè÷èòü-
ñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèìè âõîäíûìè äàííûìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè ïî çàêîíó ñèíóñà,
èëè êîñèíóñà ñ êðóãîâîé (öèêëè÷åñêîé) ÷àñòîòîé ω. Êðóãîâóþ ÷àñòîòó òðàêòóþò êàê
ñêîðîñòü ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ïðè êîòîðîé îäèí
îáîðîò îñóùåñòâëÿåòñÿ çà âðåìÿ τ , ðàâíîå ïåðèîäó ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ [?, ñòð.
17]. Òàêèì îáðàçîì, ωτ = 2π, ñëåäîâàòåëüíî

τ =
2π

ω

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü ñèíóñîèäàëüíûå êîëåáàíèÿ ÷åðåç êîìïëåêñíûå ýêñïîíåíöèàëü-
íûå ôóíêöèè, ïîëîæèâ

X(x, t) = q(x)eiωt , u0(t) = u0e
iωt , P0(t) = P0e

iωt , (14.56)

ãäå q(x), u0, P0 � äåéñòâèòåëüíûå àìïëèòóäû ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé âõîäíûõ äàí-
íûõ. Â êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü äåéñòâèòåëüíûå âåëè÷èíû.

Ïðîäîëüíûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê îñè ñòåðæíÿ áóäóò çàâèñåòü îò âðåìåíè ïî òîìó æå
çàêîíó

u(x, t) = u(x)eiωt (14.57)

Åñòåñòâåííî, ÷òî è ôóíêöèÿ v(x, t), à òàêæå ôóíêöèè vn(x, t) èìåþò òó æå ñàìóþ
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè

v(x, t) = v(x)eiωt , vn(x, t) = vn(x)e
iωt (14.58)

14.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ àìïëèòóä ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ âûòåêàþò èç óðàâíåíèé (14.4) èñõîäíîé çàäà÷è, åñëè â íèõ
ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ u(x, t), X(x, t), u0(t) è P0(t) â âèäå (14.56), (14.57)[

E(ζ)F (ζ)u′(x)
]′
+ L2ω2ϱ(ζ)F (ζ)u(x) + q(x) = 0 ; (14.59)

u(0) = u0 , [E(ζ)F (ζ)u′(x)]x=1 = P0 (14.60)

14.2.2 Ïðåäñòàâëåíèå àìïëèòóä ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Èç ôîðìóëû (14.44),
ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íå¼ v(x, t) = v(x)eiωt, ñëåäóåò ðÿä äëÿ àìïëèòóäû u(x) ïðîäîëüíûõ
ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

u(x) =
∞∑

2p+q=0
p,q⩾0

(−1)pα2p+qω2pN (2p)
q (ζ)

d qv(x)

dxq
, (14.61)
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èëè

u(x) =
∞∑

p+q=0
p,q⩾0

(−1)pα2(p+q)ω2pN
(2p)
2q

d 2qv(x)

dx2q
+

∞∑
p+q=0
p,q⩾0

(−1)pα2(p+q)+1ω2pN
(2p)
2q+1

d 2q+1v(x)

dx2q+1

(14.62)
Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ v(x) óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-

íèþ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç óðàâíåíèÿ (14.39) ïðè
ïîäñòàíîâêå â íåãî ôóíêöèè v(x, t) = v(x)eiωt(

EFu′
)′

+ L2ω2ϱFu+ q(x) =

= E◦F◦v
′′ + L2ω2ϱ◦F◦v +

∞∑
p+q=2
p,q⩾0

(−1)pα2(p+q−1)ω2ph
(2p)
2q

d 2qv

dx2q
+ q(x) = 0

(14.63)

Äàëåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (14.63) èùåì â âèäå ðÿäà, àíàëîãè÷íîãî ðÿäó (14.40)

v(x, α) =
∞∑
n=0

αnvn(x) , (14.64)

òîãäà

u(x) =
∞∑
n=0

αn

vn(x) + n∑
2p+q=1
p,q⩾0

(−1)pω2pN (2p)
q

dqvn−2p−q

dxq

 , (14.65)

òî åñòü, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (14.59) ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà (14.65), â êîòîðîì ôóíêöèè vn(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ðåêóð-
ðåíòíûõ óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

E◦F◦v
′′
n + L2ϱ◦F◦vn + qn(x) = 0 , (14.66)

óäîâëåòâîðÿþùèìè ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

vn(0) = u0n , E◦F◦ v
′
n(1) = P0n (14.67)

Çäåñü

qn(x) =


q(x) ïðè n = 0

n+2∑
2(p+q)=4
p,q⩾0

(−1)pω2ph
(2p)
2q

d2qvn+2−2(p+q)

dx2q ïðè n ⩾ 1
(14.68)

u0n =


u0 ïðè n = 0

−
n∑

2p+q=1
p,q⩾0

(−1)pω2p
[
N

(2p)
q

d qvn−2p−q

dxq

]
x=0

ïðè n ⩾ 1
(14.69)
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P0n =


P0 ïðè n = 0

−
n+1∑

2p+q=2
p,q⩾0

(−1)pω2p
[
EF
(
N

(2p) |
q +N

(2p)
q−1

)
d qvn+1−2p−q

dxq

]
x=1

ïðè n ⩾ 1
(14.70)
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