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Ëåêöèÿ 1

1 Êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîé äóàëèçì

1.1 Ïðåäìåò èçó÷åíèÿ àòîìíîé ôèçèêè.

Îñíîâíîé îáúåêò èçó÷åíèÿ � ñèñòåìû, èìåþùèå àòîìàðíûå è ñóáàòîìàðíûå ðàç-
ìåðû. Õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáúåêòîâ � ðàçìåðû àòîìîâ. Ìîæíî îöåíèòü ðàçìåð
àòîìîâ ñàìîñòîÿòåëüíî, â äîìàøíèõ óñëîâèÿõ, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ïîäñîëíå÷íîå
ìàñëî è âîäó. Èçìåðÿåì êàê ìîæíî òî÷íî îáú¼ì ïîäñîëíå÷íîãî ìàñëà è íàëèâàåì
ýòó êàïëþ íà âîäó. Äîæèäàåìñÿ, êîãäà êàïëÿ ïåðåñòàíåò ðàñòåêàòüñÿ ïî ïîâåðõ-
íîñòè, è ñ÷èòàÿ, ÷òî òîëùèíà ñëîÿ ïðèìåðíî ðàâíà ðàçìåðó ìîëåêóëû, íàõîäèì
íåîáõîäèìûé íàì ðåçóëüòàò, ïðè ïîìîùè ðàñ÷¼òîâ è ëèíåéêè (çíàÿ îáú¼ì è ïëî-
ùàäü ïîâåðõîñòè ìàñëà).
Ðàäèóñ àòîìà: ra ≈ 10−8 ñì = 1 �A(àíãñòðåì)

Ðàáîòàòü áóäåì â ñèñòåìå ÑÃÑ, â ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ áîëåå óïðîù¼ííîì âèäå, è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ
èìåþò îäèíàêâîóþ ðàçìåðíîñòü. Íàø îáúåêò èññëåäîâàíèÿ ïîìèìî àòîìà - ýëåê-
òðîí � ñîñòàâíàÿ ÷àñòü àòîìà. Õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû âåëè÷èíû ýëåêòðè÷åñêãî
çàðÿäà è ìàññû.
e− ≈ 4.9 · 10−10 CÃÑÝ
m ≈ 9, 1 · 10−28 ã

Â ðàìêàõ êóðñà áóäåì ðàçâèâàòü ïîëîæåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Óïîð áóäåò
ñäåëàí íà èçó÷åíèå ñèñòåìû èç íåñêîëüêèõ ÷àñòèö (îäíîé ÷àñòèöåé çàíèìàëèñü â
ïðîøëîì ãîäó) + ïîâåäåíèå ýòèõ ÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Íàïîìíèì, ÷òî
îñíîâíóþ èíôîðìàöèþ î âåùåñòâå ìû ïîëó÷àåì ÷åðåç èçëó÷åíèå îò àòîìà.

1.2 Ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå è êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîé

äóàëèçì.

Ñóùåñòâóþò äâå ïàðàäèãìû ïðåäñòàâëåíèÿ ñâåòà � êîðïóñêóëÿðíàÿ (ñâåò ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êàê ïîòîê ÷àñòèö � êîðïóñêóë) è âîëíîâàÿ ïàðàäèãìà, â ðàìêàõ êîòîðîé
ñâåò ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Ðàññìîòðèì ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ,
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîâåðêè èñòèííîñòè êîðïóñêóëÿðíîé èëè âîëíîâîé òåîðèè.

1) Îïûòû ïî ôîòîýôôåêòó

Àòîìíûé ôîòîýôôåêò, îòêðûòûé Ãåðöåì åù¼ äî XIX âåêà, - ýòî ýôôåêò, ïðè
êîòîðîì ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå âûðûâàåò ýëåêòðîíû èç àòîìîâ.
Ïîçæå áûë èññëåäîâàí ìåòàëëè÷åñêèé ôîòîýôôåêò - ýëåêòðîíû âûðûâàþòñÿ
íå èç îòäåëüíûõ àòîìîâ, à ñ ïîâåðõíîñòè ìåòàëè÷åñêèõ ýëåêòðîäîâ.

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ôîòîýôôåêòà (íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà óñòàíîâêà)
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Ðèñ. 1: Âàêóóìíàÿ òðóáêà

Îïûò Còîëåòîâà - íàáëþäåíèå ôîòîýôôåêòà. Ðàñïðîñòðàí¼ííàÿ îøèáêà ñðåäè
ñòóäåíòîâ - íåïðàâèëüíûé îòâåò íà âîïðîñ: ñàì ïî ñåáå ôîòîýôôåêò, ìîæåò ëè
ñëóæèòü ñâèäåòåëüñòâîì ñïðàâåäëèâîñòè êîðïóñêóëÿðíîé ïàðàäèãìû? Ïðàâèëüíûé
îòâåò - íåò, íå ìîæåò. Âîëíîâàÿ ïàðàäèãìà ãîâîðèò, ÷òî ó íàñ â âåùåñòâå èìåþòñÿ
çàðÿäû - ýëåêòðîíû, íåêîòîðàÿ ñèëà óäåðæèâàåò èõ òàì. Áóäåì äåéñòâîâàòü íà ýòè
ýëåêòðîäû ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Íà ýëåêòðîí áóäóò äåéñòâîâàòü êóëîíîâñêàÿ
è ëîðåíöîâà ñèëà, î÷åâèäíî, ÷òî ïîëå áóäåò ðàñêà÷èâàòü ýëåêòðîí. Íó è åñëè ðàñ-
êà÷àåò äîñòàòî÷íî õîðîøî, òî ýëåêòðîíû áóäóò âûëåòàòü èç ýëåêòðîäà.

Ðèñ. 2: Ïîñòîÿííàÿ èíòåíñèâíîñòü

Îáðàòèìñÿ ê ðåçóëüòàòàì îïûòîâ ïî èçó÷åíèþ ôîòîýôôåêòà. Ãðàôèê çàâèñèìî-
ñòè ñèëû òîêà îò âðåìåíè ïðè ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè ðèñ. 2 äà¼ò ïîâîä çàäó-
ìàòüñÿ ñòîðîííèêàì âîëíîâîé ïàðàäèãìû. Íà ãðàôèêå åñòü ïðîìåæóòîê íàðàñòàíèÿ
ôîòîòîêà (äîñòèãàåòñÿ ïðèìåðíî çà 10−9 c) è âûõîä ôîòîòîêà íà "ïëàòî". Ìîæíî
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ðàññ÷èòàòü, êàêîå êîëè÷åñòâî ïåðèîäîâ íóæíî êîëåáàòü ýëåêòðîí, ÷òîáû îí ñ áîëü-
øîé âåðîÿòíîñòü âûëåòåë èç ìåòàëëà, è ýòî âðåìÿ, äîëæíû áûòü áîëüøå ÷åì 10−9

c. Íî ýòî òîæå íå óáåäèòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òîé èëè èíîé ïàðàäèãìû.

Òàêæå ìîæíî èçìåðèòü âîëüò-àìïåðíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðè ðàçíûõ èíòåíñèâíî-
ñòÿõ ïàäàþùåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé
V, (óñêîðÿþùèé ïîòåíöèàë) ìû ïîëó÷àåì ïåðèîä íàðàñòàíèÿ ñ âûõîäîì íà òîê íà-
ñûùåíèÿ. Âåëè÷èíà òîêà íàñûùåíèÿ, îäíàêî, ëèíåéíî çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè
èçëó÷åíèÿ. ×åì áîëüøå èíòåíñèâíîñòü, òåì áîëüøå ýëåêòðîíîâ ïîêèäàåò ïîâåðõ-
íîñòü ìåòàëëà, òåì áîëüøå òîê íàñûùåíèÿ.

Ðèñ. 3: Âîëüò-àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà

Åñëè ê ñèñòåìå ïàäà¼òñÿ òîðìîçÿùèé ïîòåíöèàë, òî â ýòîì ñëó÷àå ôîòîòîê óìåíü-
øàåòñÿ è ïðè íåêîòîðîì íàïðÿæåíèè (V3- çàïèðàþùåå íàïðÿæåíèå) îáðàùàåòñÿ â
íóëü, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà íè îäèí èç ýëåêòðîíîâ íå ñìîã äîñòè÷ü ïî-
âåðõíîñòè ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåêòðîäà. Ýòî ïîíÿòíî: ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå çíà÷å-
íèå ìàêñèìàëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ôîòîýëåêòðîíîâ.

Ðèñ. 4: Çàïèðàþùåå íàïðÿæåíèÿ îò ÷àñòîòû

Íî òóò åñòü íþàíñ, äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè, ìû áóäåì ïîëó÷àòü îäíî
è òîæå çíà÷åíèå çàïèðàþùåãî íàïðÿæåíèÿ. Âñïîìíèì õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîíà â
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ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå èç êóðñà ýëåêòðîäèíàìèêè. Îöåíêà åãî ñêîðîñòè: υ w
e · ε
m · ω

(ε - íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ). Êàê ìû âèäèì, ñêîðîñòü çàâèñèò îò íà-
ïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî, íî è èíòåíñèâíîñòü
ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Òî åñòü, êàçàëîñü
áû, ÷åì áîëüøå èíòåíñèâíîñòü ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ, òåì áîëüøóþ êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ ìîãóò íàáèðàòü ýëåêòðîíû, è òåì òðóäíåå èõ îñòàíîâèòü çàïèðàþùåìó ïî-
òåíöèàëó. Ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò îáðàòíîå: çàïèðàþùåå íàïðÿæåíèå, à, çíà÷èò, è
ìàêñèìàëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ôîòîýëåêòðîíîâ íå çàâèñÿò îò èíòåíñèâíîñòè
èçëó÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì åùå çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû çàïèðàþùåãî íàïðÿæåíèÿ îò ÷àñòîòû èç-
ëó÷åíèÿ (ïîëó÷åííóþ ïðè ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ). Êàê âèäíî, ñ óâå-
ëè÷åíèåì ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ âåëè÷èíà çàïèðàþùåãî íàïðÿæåíèÿ ëèíåéíî ðàñòåò,
÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçðàñòàíèè ñ ÷àñòîòîé ýíåðãèè ôîòîýëåêòðîíîâ. Ñàìîå èí-
òåðåñíîå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ ωmin
(êðàñíàÿ ãðàíèöà ôîòîýôôåêòà).

Åñòü íåêîòîðûå íþàíñû: 1) Ñóùåñòâóåò ìíîãîôîòîííîé ôîòîýôôåêò, òî åñòü
ýëåêòðîíû âûëåòàëè ñ ýëåêòðîäîâ ïðè ÷àñòîòàõ, êîòîðûå áûëè â ðàçû ìåíüøå ÷à-
ñòîòû êðàñíîé ãðàíèöû ôîòîýôôåêòà. Êàê ÿñíî èç íàçâàíèÿ, ýòî ïðîöåññ, ïðè êî-
òîðîì íåñêîëüêî ôîòîíîâ äâà, òðè è ò.ä., âûáèâàþò îäèí ýëåêòðîí. 2) Âðîäå áû âñå
ïðåäûäóùèå âûñêàçûâàíèÿ - äîêîçàòåëüñòâî êîðïóñêóëÿðíîé ïðèðîäû ñâåòà, íî íå
ñîâñåì òàê. Â XX âåêå â ðàáîòàõ Ëýìáà è Ñêàëè áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî
ìîæíî îïèñàòü âñå ýêñïåðèìåíàòàëüíî íàáëþäàåìûå ýôôåêòû, â ðàìêàõ òåîðèè,
ãäå ñâåò - ýòî ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, à ýëåêòðîí - ýòî òàêàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé
ýëåêòðîíû ìîãóò ïðèíèìàòü íåêîòîðûå ðàçðåø¼ííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè.

Ðèñ. 5: Êâàíòîâàíèå ýíåðãèè ýëåêòðîíà

Ýòè çíà÷åíèÿ ýíåðãèè êâàíòóþòñÿ, ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ Eg, Eg + ∆, Eg + 2∆ è òàê
äàëåå ( ðèñ.5). Êðàñíàÿ ãðàíèöà ôîòîýôôåêòà, îáúÿñíÿåòñÿ â äàííîì ïðåäïîëîæå-
íèè òåì, ÷òî ýíåðãèÿ ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ äîëæíà áûòü áîëüøå ∆.
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1.3 Ðàâíîâåñíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå, âûâîä

ôîðìóëû Ïëàíêà

Ðàññìîòðèì ðàâíîâåñíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå ïðè òåìïåðàòóðå T. À ÷òî
ýòî çíà÷èò, ïðè òåìïåðàòóðå T? Ðàññìîòðèì ðåçåðâóàð òåìïåðàòóðû T (ðèñ.6), è
ïðåäñòàâèì, ÷òî â í¼ì åñòü ìàëåíüêîå îòâåðñòèå. ×åðåç íåãî â íàø "òåðìîñòàò"ïîïàäàåò
ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå, è âíóòðè ýòîãî ÿùèêà êàê ðàç è áóäåò íàõîäèòüñÿ
ðàâíîâåñíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå ñ òåìïåðàòóðîé T. Âàæíåéøàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà ðàâíîâåñíîãî èçëó÷åíèÿ � ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ïî ñïåêòðó, êîòîðîå çà-
äàåòñÿ ôóíêöèåé ρω - ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Âåëè÷èíà ρω dω îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ýíåðãèè ïîëÿ â åäèíèöå îáúåìà â ñïåêòðàëü-
íîì èíòåðâàëå îò ω äî ω+dω, à èíòåãðàë ïî âñåìó ñïåêòðó åñòü îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü
ýíåðãèè ïîëÿ.

Ðèñ. 6: Ðåçåðâóàð, òåìïåðàòóðû T

Cïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè â åäèíèöå îáú¼ìà: ρωdω=
< Eω > ·dηω

L3
, ãäå <

Eω >- ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ îäíîé ìîäû, à dηω - ÷èñëî ìîä, ïðèõîäÿùèõñÿ â ÷àñòîòíûé
äèàïîçîí îò ω äî ω + dω.

< Eω >=

∫
E · f(E)dE∫
f(E)dE

, ãäå f(E) - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè.

f(E) ∼ const · exp(−E
kbT

) - ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà.

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì: < Eω >= kbT
Îòêðûâàåìì ó÷åáíèê Ïîïîâîé è Òèõîíîâîé, ìîæíî íàéòè ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ôîðìó-

ëû äëÿ: dηω =
ω2dω

π2c3
Ïðè íèçêèõ ÷àñòîòîòàõ, âñ¼ õîðîøî, íî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

ìû ïðèõîäèì ê "óëüòðàôèîëåòîâîé êàòàñòðîôå".
Êîðïóñêóëÿðíàÿ êîíöåïöèÿ: çàìåíÿåì èíòåãðàë íà ñóììèðîâàíèå (ýíåðãèÿ õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ÷èñëîì ÷àñòè÷åê):

En = nE
(ω)
0 (1)
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< Eω >=

∑
En · exp(

−En
kbT

)∑
exp(
−En
kbT

)
= E

(ω)
0

∑
n · exp(−xn)∑
exp(−xn)

= E
(ω)
0 ·
−dB
dx
B

(2)

ãäå B =
1

1− e−x

Èç îïûòîâ Âèíà: E0(ω) = ~ω ( íåîáõîäèìà ∼ ω äëÿ ñîâïàäåíèÿ ñ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè ), ~ ∼ 10−27 ýðã·ñ - ýòî êîýôôèöèåíò, äëÿ áîëåå òî÷íîãî
ñîâïàäåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè. Òîãäà

ρω =
~ω3

π2c3
· 1

exp( ~ω
kT

)− 1
(3)

Íà ðèñ.7 ïðèâåäåí îáùèé âèä ïëàíêîâñêîé ôóíêöèè (êðèâàÿ 1), à òàêæå åå ïðå-
äåëüíûõ ñëó÷àåâ, ðàññ÷èòàííûõ ïî ôîðìóëàì Ðåëåÿ è Äæèíñà (êðèâàÿ 2) è Âèíà
(êðèâàÿ 3). Èòàê, ÷èñòî âîëíîâîå îïèñàíèå - íåïîëíîå, íî ñòðîãèì äîêîçàòåëüñòâîì
ôîðìóëà Ïëàíêà áûòü íå ìîæåò, òàê êàê îíà áûëà âûâåäåíà çàäíèì ÷èñëîì ïîä-
ãîíêîé ê ãîòîâûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòàì.

Ðèñ. 7: Ðàâíîâåñíîå èçëó÷åíèå

1.4 Ýôôåêò Êîìïòîíà

Ýôôåêò Êîìïòîíà- ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ íà ïîêîÿùåìñÿ ýëåê-
òðîíå. Äëÿ âûâîäà ôîðìóëû, íåîáõîäèìî çàïèñàòü

Ç.Ñ.Ý:
~ω0 +mc2 =

√
p2c2 +m2c4 + ~ω (4)

Ç.Ñ.È.:
~
−→
k0 = −→p + ~

−→
k (5)
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Ðèñ. 8: Ýôôåêò Êîìïòîíà

Èç óðàâíåíèé 4 è 5, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó Êîìïòîíà:

λ− λ0 = λc(1− cosθ) (6)

ãäå λc =
2π~
mc

- êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû

Íî òîãäà ìîæíî æå ïîñòàâèòü îïûò è èçó÷àòü çàâèñèìñîòü äëèíû âîëíû îò óãëà,
è åñëè îíà áóäåò èçìåíÿòüñÿ ïî ôîðìóëå 6, òî áóäåò ñïðàâåäëèâà êîðïóñêóëÿðíàÿ
òåîðèÿ!!! Íî ýòî ôóíäàìåíòàëüíî íåïðàâèëüíûé îòâåò, òàê êàê íåîáõîäèìî åù¼ è
ðàññìîòðàòåòü, ÷òî ïî ýòîìó ïîâîäó ãîâîðèò âîëíîâàÿ òåîðèÿ.
Ðàññìîòðèì âîëíîâóþ òåîðèþ:(íóëåâîå ïðèáëèæåíèå)
Flor = 0
E(r)=E - íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû

Ñèëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî òðåíèÿ - âîëíà ïåðåäà¼ò ýíåðãèþ ýëåêòðîíó. Îíà åãî

òîëêàåò, è îöåíî÷íî ñêîðîñòü ýëåêòðîíà υ w
e · ε
m · ω

óæå îáñóæäàëàñü. Íî ìû òàêæå

äîëæíû ó÷èòûâàòü ýôôåêò Äîïëåðà

ω ∼ ω0(1− ve
c

) (7)

ãäå ωe - ÷àñòîòà, ñ êîòîðîé ðàññêà÷èâààåòñÿ ýëåêòðîí â ñâîåé ñèñòåìå.
Íî íàøè èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â ëàáîðîòîðíîé ñèñòåìå:

ω ∼ ωe(1 +
ve
c
cosθ) (8)

òàê êàê âàæíà ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè íà íóæíîå íàïðàâëåíèå. Òîãäà ïîëó÷àåì ôîðìó-
ëó:

λ− λ0 ∼
ve
c

(1− cosθ) (9)

1.5 Îïûòû, äîêàçûâàþùèå âîëíîâóþ ïàðàäèãìó

Ðàññìîòðèì ÿâëåíèå èíòåðôåðåíöèè ñ äâóõ òî÷åê çðåíèÿ: êîðïóñêóëÿðíîé è âîë-
íîâîé.
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Ðèñ. 9: Êàðòèíû èíòåíñèâíîñòåé

Êîðïóñêóëÿðíàÿ - ñîîòâåòñâóåò ïðàâûé ãðàôèê íà ðèñ9. (áîëüøîå êîëè÷åñòâî ôî-
òîíîâ íàïðîòèâ îòâåðñòèé è ÷àñòü êàê áû "îòðàæàåòñÿ îò ñòåíîê")

Âîëíîâàÿ òåîðèÿ: êàê è â îïòèêå íàáëþäåíèå èíòåðôåðåíöèè (âîëíû êîãåðåíòíû
è òàê äàëåå)

∆ = 2dsinθ ⇒ ∆ϕ = ω · ∆

c
(10)

ãäå 2d - ðàññòîÿíèå ìåæäó ùåëÿìè, ∆ - ðàçíîñòü õîäà (ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ)

E = E1 + E1e
i∆ϕ = E1 · ei

∆ϕ
2 (ei

∆ϕ
2 + e−i

∆ϕ
2 ) (11)

Òîãäà â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì:

|E|2 ∼ |E1|2cos2(
ω

c
dsinθ) (12)
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Ëåêöèÿ 2

2 Êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîé äóàëèçì

2.1 Îïûòû ïî îïðåäåëåíèþ ïðèîðèòåòíîé ïàðàäèãìû

Ðèñ. 10: Îïûò íà ñðàáàòûâàíèå äàò÷èêîâ

Áûë ïðåäëîæåí îïûò ïî îïðåäëåíèþ ïàðàäèãì: ñâåò- ýòî âîëíà èëè ïîòîê êîð-
ïóñêóë. Íà ðèñ.10 èçîáðàæåíà ñõåìà ýêñïåðèìåíòà. Öóãè âîëí èëè ÷àñòèöû äåëÿòñÿ
íà çåðêàëå ïîïîëàì. à ñ÷¼ò÷èêè íàõîäÿòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè. Ñìîòðÿò íà
ñ÷¼ò÷èêè: â îäíî è òî æå âðåìÿ ñðàáàòûâàþò îíè èëè íåò. Ââîäèòñÿ êîýôôèöèåíò
ñîâïàäåíèÿ:

K =
Psovp
P1 · P2

(13)

ãäå Psovp -âåðîÿòíîñòü îäíîâðåìåííîãî ñðàáàòûâàíèÿ äàò÷èêîâ, à P1 è P2 îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pi =
Ni

T
∆ti

(14)

ãäå T - âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà, à ∆ti - âðåìåííîå ðàçðåøåíèå ïðèáîðà.
(Äèñêðåòíîå ñðàáàòûâàíèå äàò÷èêîâ D1 è D2 íàì íå ãîâîðèò îá âåðíîñòè òîé èëè
èíîé ïàðàäèãìû)

Èòàê, åñëè ñâåò - ýòî âîëíà, òî K � 1, òàê êàê âîëíà ïðîõîäèò è îòðàæàåòñÿ,
à äëèíà ïóòè îäèíàêîâà. Åñëè æå ñâåò - ïîòîê êîðïóñêóë, òî K � 1, òàê êàê ôî-
òîí ëèáî îòðàæàåòñÿ c âåðîÿòíîñòüþ 50%, ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ 50% ïðîõîäèò ÷åðåç
çåðêàëî, è ñðàáàòûâàåò ëèáî ïåðâûé, ëèáî âòîðîé äàò÷èê.
à) 1956ã. - X-Á è Òâèññ - K ≈ 2. Î ñïðàâåäëèâîñòè òîé èëè èíîé òåîðèè íè÷åãî
ñêàçàòü íåëüçÿ. Áûëî âûäâèíóòî ïðåäïîëîæåíèå î ïëîõîì èñòî÷íèêå èçëó÷åíèÿ â
äàííîì ýêñïåðèìåíòå.
á) Ëàçåðíûé èñòî÷íèê - K ≈ 1
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Áûëî âûäâèíóòî îáúÿñíåíèå ñ âîëíîâîé òî÷êè çðåíèÿ, îáîñíîâàííîå íà ðàçðåø¼í-
íûõ óðîâíÿõ ýíåðãèè â ìàòåðèè.
â) Ãðåéíäæåð è Àñïåð (èñòî÷íèê îò èçëó÷åíèÿ íà "õîëîäíûõ"àòîìàõ). K ≈ 0 - ÷òî
êàê áû äîêàçûâàëî êîðïóñêóëÿðíóþ òåîðèþ.

Ðèñ. 11: Îïûò íà íàáëþäåíèå êàðòèíû

Íî ðåøèëè óñëîæíèòü ýêñïåðèìåíò è ïîñòàâèòü 2 çåðêàëà, îäíî èç êîòîðûõ áûëî
íåïîäâèæíûì, à âòîðîå ïîäâèæíîå ðèñ.11, íî èñïîëüçîâàëñÿ òîò æå èñòî÷íèê, ÷òî
è â îïûòàõ Ãðåéíäæåðà è Àñïåðà. Ðåçóëüòàòîì îïûòà áûëà èíòåðôåðåíöèîííàÿ
êàðòèíà íà ýêðàíå ( äëÿ íàáëþäåíèÿ êàðòèíû ìåíÿëîñü ïîëîæåíèå çåðêàëà).

2.2 Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîãî äóàëèçìà

Côîðìóëèðóåì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîãî äóàëèçìà:

1. Ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîøüþ ïîëåé
−−−−→
E(r, t) è

−−−−→
H(r, t), ïîä-

÷èíÿþùèxñÿ óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà.

2.
E2 +H2

8π
- çàäà¼ò âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå ñ êîîðäè-

íàòîé −→r ôîòîí ñ ýíåðãèåé ~ω.

3. Eñëè âåëè÷èíà
E2 +H2

8π
- âåëèêà, ìû ïåðåõîäèì ê êëàññè÷åñêîìó îïèñàíèþ èç-

ëó÷åíèÿ â ðàìêàõ âîëíîâîé òåîðèè.

2.3 Âîëíà äå Áðîéëÿ

Àññèìåòðèÿ ìåæäó ïîëåì è âåùåñòâîì - ýòî íå õîðîøî. Ñôîðìóëèðóåìàÿ êîíöå-
ïèÿ êîðïóñêóëÿðíî-âîëíîâîãî äóàëèçìà ïðèìåíèìà òîëüêî äëÿ ïîëåé, ïîýòîìó å¼
íåîáõîäèìî îáîáùèòü ê âåùåñòâó. Ñâîáîäíà ÷àñòèöà õàðàêåòðèçóåòñÿ èìïóëüñîì. Â
âîëíîâîé òåîðèè ÷àñòèöå ñòàâèòñÿ âîëíà Ψ

Ψ ∼ Aei(kDx−ωDt) ⇒ Ae
i
h

(px−Et) (15)
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ãäå kD è ωD - äåáðîéëåâñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

p =
h

λD
(16)

Íî åñòü ëè îïûòû, ïîäòâåðæäàþùèå âîëíîâûå ñâîéñòâà? Äëÿ ýëåêòðîíà äèôðàê-
öèîííîé ðåø¼òêîé ìîæåò ñëóæèòü êðèñòàëë, è â îïûòàõ Äýâèñîíà-Äæåðìè, Òîìï-
ñîíà íàáëþäàëàñü äèôðàêöèÿ (èíòåðôåðåíöèÿ) ýëåêòðîíîâ. Íî áûëî ìíîæåñòâî
âîïðîñîâ ê äàííûì îïûòàì, òàê êàê òàêèå ÿâëåíèÿ ìîãëè áûòü âûçâàíû âçàèìîäåé-
ñòâèåì ìåæäó ñîáîé ýëåêòðîíîâ, ïîýòìîó íåîáõîäèìî áûëî äëÿ áîëüøåé äîñòîâåð-
íîñòè óìåíüøàòü èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö

Îïûò Òîíîìóðà - ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåí ê îïûòó Þíãà. Êëàññè÷åñêèé ñõåìà
Þíãà - ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà - èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà. Íà ýêðàíå â òå÷åíèå
10-20 ìèí íàáëþäàëèñü äèñêðåòíûå ñîáûòèÿ - ïîïàäàíèå ýëåêòðîíà, íî êîíå÷íàÿ
êàðòèíà áûëà èíòåðôåðåíöèîííàÿ è õîðîøî îïèñûâàëàñü ñ ïîìîùüþ âîëíîâîé òåî-
ðèè. Íî âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæåò áûòü ýòî ñâîéñòâî ÷èñòî ýëåêòðîíîâ? Íî áûëè
òàêæå ïîñòàâëåíû îïûòû è ñ óëüòðàõîëîäíûìè íåéòðîíàìè, è äëÿ ïîòîêîâ àòîìîâ,
è äëÿ ôóëëåðåíîâ, è äàæå äëÿ êóñî÷êîâ îðãàíè÷åñêèõ ìîëåêóë. Âñå ýòè îïûòû äà-
âàëè èíòåðåôåðåíöèîííûå êàðòèíû.

Âîëíà - íåëîêàëèçîâàíà, à êàðòèíû íàáëþäàëèñü â îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå.

2.4 Âîçäåéñòâèå èçìåðèòåëÿ íà îáúåêò

Ðèñ. 12: ×àñòîòíûé èíòåðâàë

U(x, t) ∼
A∫
B

akcos(ωt− kx) dk (17)

ãäå B = k0 −
∆k

2
, A = k0 +

∆k

2

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà ðèñ.12 èçîáðàæåíî íà ðèñ.13

∆x - øèðèíà íà ïîëóâûñîòå.
∆x ·∆k > π (18)
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Ðèñ. 13: Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ïîäåëèâ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ∆t, ïîëó÷èì:

∆E ·∆t > h

2
(19)

Åñëè íàøà ÷àñòèöà - ýòî õîðîøî ëîêàëèçîâàííûé âîëíîâîé ïàêåò, òî ìû òîãäà
ïëîõî îïåðäåëÿåì å¼ èìïóëüñ, è íàîáîðîò.

Ìèêðîñêîï - ëèíçà, íî îíà íå ñîáèðàåò ëó÷è â îäíó òî÷êó (ðèñ.14).

Ðèñ. 14: Ìèêðîñêîï

∆x =
λ

2sin
θ

2

≈ λ

θ
(20)

Ïàäàþùèå ôîòîíû âîçìóùàþò îáúåêò èññëåäîâàíèÿ:

∆px = p · sinθ
2
≈ pθ

2
(21)

∆x ·∆p =
λ

θ
· pθ

2
=
λp

2
(22)

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðåíèé ïðè ñòðåìëåíèè âîçìóùåíèé ê íóëþ ñó-

ùåñòâóåò, è òàêîé ðåçóëüòàò ïðèíÿòî ñ÷èòàòü èñòèííûì. Íî λ è p ñâÿçàíû: λ =
h

p
,
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ïîëó÷àåì ∆x · ∆p = h
2
- êîíñòàíòà, ìàëàÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ôèçèêè,

è áîëüøàÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè ìèêðîìèðà. Òàêèì îáðàçîì â àòîìíîé ôèçèêå
âñåãäà åñòü ïîíÿòèå î âîçäåéñòâèè èçìåðèòåëÿ íà îáúåêò è ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà
âåëè÷èíà ýòîãî âîçäåéñòâèÿ íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

2.5 Îïûò ñ ðàññåÿíèåì ñâåòà íà ýëåêòðîíå

Îáû÷íàÿ ñõåìà Þíãà ðèñ.9 â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ èñòî÷íèê ýëåêòðîíîâ, íî â
ïðîìåæóòêå ìåæäó ýêðàíîì è ùåëÿìè íàõîäèòñÿ èçëó÷àòåëü ôîòîíîâ. ×åðåç ðàñ-
ñåÿíèå ñâåòà ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îïðåäåëèòü, ÷åðåç êàêîå îòâåðñòèå 1 èëè 2 ïðîø¼ë
ýëåêòðîí. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ðåãèñòðàöèè λ < d.
Òîãäà:

pf =
2π~
λf
>

2π~
d

(23)

∆pe > pf >
2π~
d

(24)

∆θ =
∆pe
pe
>

2π~
dpe

=
λ

d
(25)

Åñëè â ýêñïåðèìåíòå ìû óâèäåëè, êàê ýëåêòðîí ïðîõîäèò ÷åðåç êàêîå-òî îòâåð-
ñòèå, òî åñòü ïðîíàáëþäàëè êîðïóñêóëÿðíûå ñâîéñòâà, òî çàâåäîìî íåëüçÿ îáíàðó-
æèòü âîëíîâûå ñâîéñòâà è íàîáîðîò - ýòî ïðèíöèï äîïîëíèòåëüíîñòè.
Òî åñòü, â îäíîì ýêñïåðèìåíòå ïðîÿâëÿåòñÿ ëèáî âîëíîâàÿ, ëèáî êîðïóñêóëÿðíàÿ
ïðèðîäà.

Ýéíøòåéí ïðåäëîæèë èçìåðÿòü èìïóëüñ ýêðàíà ñ ùåëÿìè â ïðåäûäóùåì îïûòå,
òàê êàê ýëåêòðîí äîëæåí ïåðåäàòü èìïóëüñ ïðè ïðîõîæäåíèè, è òàêèì îáðàçîì
ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü, ÷åðåç êàêóþ ùåëü ïðîø¼ë ýëåêòðîí. Íî, ïðèîáðåòàÿ
èíôîðìàöèÿ îá èìïóëüñå,ìû òåðÿåì èíôîðìàöèþ î ïîëîæåíèè îòâåðñòèé 1 è 2 íà
ýêðàíå.

19

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ëåêöèÿ 3

3 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè

3.1 Ïîëîæåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè â íàøåì êóðñå

Äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîíà íåîáõîäèìî îïèñàòü ñêàëÿðíîå ïîëå Ψ(r, t) - çàäà¼ò âå-
ðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ýëåêòðîíà â òî÷êå r â ìîìåíò t.
Ïîñòóëàòû (ïîëîæåíèÿ) êâàíòîâîé ìåõàíèêè, íà êîòîðûå ìû áóäåì â äàëüíåéøåì
îïèðàòüñÿ (äëÿ îäíîé íåðåëÿòèâèñòêîé áåçñïèíîâîé ÷àñòèöû):

1. Ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû çàäà¼òñÿ ñ ïîìîùüþ âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ(r, t)
ρ(r, t) = |Ψ|2 - ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
à)Ψ(r, t) - ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé; è, ñ îãîâîðêàìè, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèåé.
Óñëîâèå íîðìèðîâêè:

∫
∞
|Ψ|2d3r = 1

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ - ýëåìåíò Ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
çàäà¼òñÿ < Ψ|ϕ >=

∫
∞

Ψ∗Ψd3r ( Ýòè îáîçíà÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ ñêîáêàìè Äèðàêà). Â

òàêèõ îáîçíà÷åíèÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè âûãëÿäèò òàêèì îáðàçîì: < Ψ|Ψ >= 1

2. A(q, p) −→ Â(q̂, p̂) (îïåðàòîðû)
à) Îïåðàòîðû ëèíåéíûå
á)Â = Â† - ýðìèòîâûé. (< ϕ|A|Ψ >=?)

3. Åñëè èçìåðÿåòñÿ âåëè÷èíà À èäåàëüíûì ïðèáîðîì, òî ìû ïîëó÷èì ýëåìåíòû
an:Â|Un >= an|Un > - çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
à) an ∈ <

|Ψ >=
∑
n

λn|Un > (26)

Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ãîâîðèò, ÷òî ìû íå ìîæåì òî÷íî îïðåäåëèòü ðåçóëüòàò èçìå-
ðÿåìîé âåëè÷èíû, ìû ìîæåì òîëüêî îïðåäåëèòü å¼ âåðîÿòíîñòü.
P (ak) = |λk|2 - ñâÿçûâàåò ñîñòîÿíèå è ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó.
Äîìíîæèì óðàâíåíèå (26) ñëåâà ñêàëÿðíî íà Uk, ïîëó÷èì:

< Uk|Ψ >=< Uk|
∑
n

λn|Un > (27)

Òàê êàê
< Uk|Un >= δkn (28)

Òî
< Uk|Ψ >= λk (29)

| < Uk|Ψ > |2 = λ2
k (30)
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4. Ïîñòóëèðóåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè:

Ψ(x, t) = C · exp( i
h

(px− Et)) (31)

E =
p2

2m
è ~ω =

~2ω2

2m
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî âðåìåíè óðàâíåíèå (31), ïîëó÷èì:

~ωΨ = i~
∂Ψ

∂t
(32)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ äâà ðàçà ïî êîîðäèíàòå óðàâíåíèå (31), ïîëó÷èì:

− ~2

2m
· ∂

2Ψ

∂x2
= i~

∂Ψ

∂t
(33)

Óðàâíåíèå (33) - èìååò ðåøåíèåì ôóíêöèþ Ψ

Åñëè ÷àñòèöà íåñâîáîäíàÿ, òî:

− ~2

2m
· ∂

2Ψ

∂x2
+ U(x, t)Ψ = i~

∂Ψ

∂t
(34)

- ýòî îñíîâíîå óðàâíåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè - íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèí-
ãåðà.

Ñðåäíèé ðåçóëüòàò âåëè÷èíû À â ñîñòîÿíèè Ψ:

< Â >Ψ=
∑
n

an · |λn|2 (35)

Óòâåðæàåì, ÷òî:

< A >Ψ=< Ψ|Â|Ψ >=
∑
m

λ∗m < Um|Â
∑
n

λn|Un >=
∑
m

λ∗m < Um|
∑
n

λnan|Un >

(36)
A ïîñëåäíåå âûðàæåíèå èç-çà îðòîíîðìèðîâàííîñòè:∑

m

λ∗m < Um|
∑
n

λnan|Un >=
∑
n

an · |λn|2 (37)

Äèñïåðñèÿ:
DΨ(A) =< A2 > − < A >2 (38)

Ìîæíî ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè ââåñòè íåîïðåäåë¼ííîñòü:

DΨ(A) =< A2 > − < A >2 (39)

∆ΨA =
√
DΨ(A) (40)

Åñëè |Ψ >= |Uk >, òî DΨ = 0
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3.2 Îïåðàòîðû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí

3.2.1 Îïåðàòîð êîîðäèíàòû

x̂

< x >=

+∞∫
−∞

x · ρ(x)dx =

+∞∫
−∞

x · |Ψ|2dx =

+∞∫
−∞

Ψ∗xΨdx (41)

Ïðèõîäèì ê ðåçóëüòàòó: x̂ −→ x
Cîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ : (−∞; +∞)

Cîáñòâåííûå ôóíêöèè: δ(x− x̃)

3.2.2 Îïåðàòîð èìïóëüñà

p̂:

Ψp = C · exp( i
~
px) (42)

Íî äëÿ òàêèõ ôóíêöèé íå ïîëó÷àåòñÿ íîðìèðîâêà: Ψp|Ψp >= 1 ??? Íî ýòî íå êàòà-
ñòðîôà.

< Ψp‘ |Ψp >= δ(p− p‘) (43)

Îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî C = 1√
2π~

|Ψ >=
∑
p

λpΨp ∼
+∞∫
−∞

λp · e
i
~pxdp (44)

λp =< Ψp|Ψ >∼
+∞∫
−∞

λpe
− i

~pxdp (45)

< p >Ψ==
∑
p

p · |λp|2 −→
+∞∫
−∞

p · |λp|2dp =

+∞∫
−∞

λ∗p‘λp · pδ(p− p‘)dpdp‘ (46)

+∞∫
−∞

λ∗p‘λp·pδ(p−p‘)dpdp‘ =

∫
dx

∫
dp‘λ∗pexp(−

i

~
p‘x)

∫
dppλpexp(

i

~
px) =< Ψ|(−i~ ∂

∂x
)|Ψ >

(47)

p̂ −→ −i~ ∂
∂x

Cîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ : (−∞; +∞)
Cîáñòâåííûå ôóíêöèè: exp( i~px)
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Ðèñ. 15: Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

3.3 Ïðèìåð âîëíîâîé ôóíêöèè

Ïðèìåð: Ãàóññîâ âîëíîâîé ïàêåò ðèñ.16
t=0:

Ðèñ. 16: Ãàóññîâà ôóíêöèÿ

Ψ(x, t) = eik0x · exp(−1

2
· (x− x0)2

a2
) (48)

Òîãäà, ïðîäåëàâ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì:

< x >Ψ= x0 (49)

< p >Ψ= ~k0 (50)

DΨ(x) =? DΨ(p) =?
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Ëåêöèÿ 4

4 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè

4.1 Êîììóòàòîðû

Â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå ââîäèëèñü ïîíÿòèÿ îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò.

{Qk;Pk} = {qk; pk} (51)

p è q - ýòî êîîðäèíàòà è èìïóëüñ.
Q è P - ýòî íîâûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå.

Ñêîáêè Ïóàññîíà èç äâóõ ïðîèçâîëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â êëàññè÷å-
ñêîé ìåõàíèêå äëÿ äâóõ ôóíêöèé êîîðäèíàò è èìïóëüñà - ýòî åñòü ñóììà ïî âñåì
âîçìîæíûì íîìåðàì ïåðåìåííûõ:∑

(
∂Q

∂pk
· ∂P
∂qk
− ∂Q

∂qk
· ∂P
∂pk

) (52)

Íîâûìè õîðîøèìè îáîáù¼ííûìè êîîðäèíàòàìè è èìïóëüñàìè áóäóò òîëüêî òå äè-
íàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, êîòîðûå ñîõðàíÿþò âèä ñêîáîê Ïóàññîíà õàðàêòåðíûé äëÿ
îáû÷íîé êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå.

{Qk;Pk} = {qk; pk} = C · δk;k′ (53)

×òîáû íîâûå îáîáù¼ííûå êîîðäèíàòû ñîõðàíÿëè âèä óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû
îíè äàâàëè àíàëîãè÷íûé âèä äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà.

Åñòü àíàëîã ñêîáîê Ïóàññîíà - êîììóòàòîðû.

[Q̂; P̂ ] = Q̂P̂ − P̂ Q̂ (54)

Äâà îïåðàòîðà êîììóòèðóþò, åñëè èõ êîììóòàòîð ðàâåí íóëþ.

[p̂x; x̂]Ψ = −i~ ∂
∂x

(xΨ)− x(−i~ ∂
∂x

)Ψ = −i~Ψ (55)

Ñêîáêà Ïóàññîíà - ýòî êîíñòàíòà, êîììóòàòîð - ýòî ñêîáêà Ïóàññîíà ñ òî÷íîñòüþ

äî
i

~
.

Ñêîáêà Ïóàññîíà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïîëíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò äèíàìè-
÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è âûÿâëÿòü èíòåãðàëû äâèæåíèÿ (ñîõðàíÿþùèåñÿ âåëè÷èíû).

dF

dt
=
∂F

∂t
+ {F ;H} (56)

dF̂

dt
=
∂F̂

∂t
+ {F̂ ; Ĥ} · i

~
(57)

<
dF̂

dt
>Ψ=<

∂F̂

∂t
>Ψ + < {F̂ ; Ĥ} > · i

~
(58)
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Òåîðåìà Ýðåíôåñòà:
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Ψ:

d

dt
< p̂x >= − <

∂U(x)

∂x
>Ψ (59)

ãäå U(x) - ýòî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ.
Åñòü ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðåìà:
Äëÿ ëþáûõ ëèíåéíûõ, ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ Â è B̂ è äëÿ ëþáîãî Ψ, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî óñëîâèå (60):
[Â; B̂] = iC (60)

ñëåäóåò óñëîâèå (61): √
DΨ(A) ·

√
DΨ(B) >

C2

4
(61)

Òî åñòü ìû íå ìîæåì îäíîâðåìåííî òî÷íî èçìåðèòü ýòè âåëè÷èíû â îäíîì ñîñòîÿ-
íèè.
Åñëè æå äâå âåëè÷èíû êîììóòèðóþò, òî â ïðèíöèïå ìîæíî.
Ïðèìåð:

p̂y = −i~ ∂
∂y

[p̂y; x̂] = 0 - ìîæåì òî÷íî èçìåðèòü îäíîâðåìåííî.

4.2 Îïåðàòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

Îïåðàòîð ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ L̂

L̂ = [−̂→r × −̂→p ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−→ex −→ey −→ez
x y z
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣ · (−i~) (62)

L̂z = (−i~)(x
∂

∂y
− y ∂

∂x
) (63)

L̂j = εjkl · q̂kp̂l (64)

ãäå εjkl - àáñîëþòíî àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð Ëåâè-×åâèòû
j,k,l −→ x,y,z−→ 1. Äàëåå, åñëè ïðîèñõîäèò îäíà öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà, òî -1,
è òàê äàëåå. Ïðè êàæäîé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå ìåíÿåòñÿ çíàê.
Åñëè ïðîèñõîäèò ïîâòîð èíäåêñà, íàïðèìåð, x,x,z−→0.
Òàêæå â çàïèñè (64) ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî Ýéíøòåéíà: ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåê-
ñàì ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå.

Íî íàì óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü îáúåêòû â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

x = r · sinθcosϕ (65)

y = r · sinθsinϕ (66)

z = r · cosθ (67)
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Âñïîìèíàÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç:

∂

∂ϕ
=
∂x

∂ϕ
· ∂
∂x

+
∂y

∂ϕ
· ∂
∂y

+
∂z

∂ϕ
· ∂
∂z

(68)

Èç (65), ïîëó÷àåì
∂x

∂ϕ
= −y;

Èç (66), ïîëó÷àåì
∂y

∂ϕ
= x;

Èç (67), ïîëó÷àåì
∂z

∂ϕ
= 0.

Òîãäà èç (63) è (68):

L̂z = −i~ ∂

∂ϕ
(69)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L̂z:

− i~∂Ψ(ϕ)

∂ϕ
= LzΨ(ϕ) (70)

Ïîëó÷èì:
Ψ(ϕ) = C · exp(i~Lzϕ) (71)

Òðåáîâàíèå: Ψ(ϕ+2π) = Ψ(ϕ) - îäíà è òà æå âåðîÿòíîñòü íàéòè îäíó è òó æå ÷àñòèöó
â îäíîé è òîé æå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà (ñëåäóåò èç ïåðâîãî ïîëîæåíèÿ êâàíòîâîé
ìåõàíèêè).

Ψ(ϕ)exp(
i

~
· 2πLz) = Ψ(ϕ) (72)

exp(
i

~
· 2πLz) = 1 (73)

Ïîëó÷èì: Lz = m~, ãäå m∈ Z

[L̂z; ϕ̂] = i~ - òî åñòü äëÿ äàííûõ âåëè÷èí äåéñòâóåò ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííî-
ñòåé.

4.3 Îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà:

H =
p2

2m
+ U(−→r , t) (74)

Ïåðåõîäèì ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå:

Ĥ =
p̂2

2m
+ Û(−→r , t) (75)

Ĥ = −~252

2m
+ U(−→r , t) (76)
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4.3.1 Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà, ãäå U - íå çàâèñèò îò âðåìíè

Òî åñòü, U(−→r , t) = U(−→r ).
Â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (1D):

− ~2

2m
· ∂

2Ψ(x, t)

∂x2
+ U(x, t)Ψ = i~

∂Ψ(x, t)

∂t
(77)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå: Ψ(x, t) = f(t) · Ψ̃(x)

i~ · Ψ̃ · ḟ = − ~2

2m
Ψ̃′′f + U(x)Ψ̃f (78)

Ðàçäåëèì óðàâíåíèå (78) íà Ψ̃f , ïîëó÷èì:

i~ · ḟ
f

= − ~2

2m
· Ψ̃′′

Ψ̃
+ U(x) (79)

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (79) çàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè, ïðàâàÿ æå ÷àñòü òîëüêî îò
êîîðäèíàòû. Ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì t è ëþáîì x. Çíà÷èò, ëåâàÿ
è ïðàâàÿ ÷àñòè äîëæíû ðàâíÿòüñÿ êîíñòàíòå, îáîçíà÷èì å¼ E.
Òîãäà èç ðàâåíñòâà êîíñòàíòå ëåâîé ÷àñòè:

ḟ − fE

i~
= 0 (80)

f = C · exp(− i
~
Et) (81)

Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè:

− ~2

2m
· Ψ̃′′ + U(x)Ψ̃ = EΨ̃ (82)

ĤΨ̃(x) = EΨ̃(x) - çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðà-
òîðà Ĥ.

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà:

ĤΨ̃n(x) = EnΨ̃n(x) (83)

Òîãäà êîîðäèíàòíàÿ ÷àñòü äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ Øð¼-
äèíãåðà.
Ïðîèçâîëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ:

Ψ(x, t) =
∑
n

λnΨ̃n · exp(
−i
~
Ent) +

∫
λEΨ̃E · exp(

−i
~
Et) (84)

Ïîïóëÿðíûé âîïðîñ íà ýêçàìåíå: çàâèñèò ëè ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå îò âðåìåíè?
Ïðàâèëüíûé îòâåò - äà. (â ôîðìóëå åñòü çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè). Íî ρEn = |Ψ̃n(x)|2
- íå çàâèñèò îò âðåìåíè t.
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4.3.2 Àáñîëþòíî ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå, ãäå U(x)=0

Ĥ = −~252

2m
(85)

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå:

− ~2

2m
Ψ′′ = EΨ (86)

Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå:
Ψ′′ + k2Ψ = 0 (87)

ãäå k2 =
2mE

~2

Ðàçìåðíîñòü k - ýòî cì−1, ïîõîæå íà âîëíîâîå ÷èñëî.
Çàìåòèì, ÷òî ó íàñ íåò òðåáîâàíèÿ íà îòðèöàòåëüíîñòü E.

Åñëè E>0, òî Ψ ∼ exp(λx)
λ2 + k2 = 0 (88)

λ1,2 = ±i
√

2mE

~
(89)

Ψ = A · exp( i
~
√

2mE · x) +B · exp(− i
~
√

2mE · x) (90)

Eñëè E<0⇒

λ1,2 = ±
√

2m|E|
~

(91)

Ψ = A · exp(
√

2m|E|
~

· x) +B · exp(−
√

2m|E|
~

· x) (92)

Èç îñíîâíîãî ïîëîæåíèÿ 1 êâàíòîâîé ìåõàíèêè: |Ψ|2 9 ∞. Íî åñëè x −→ +∞, òî
òîãäà À=0
Åñëè x −→ −∞, òî B=0
Òî åñòü íåò íèêàêèõ ÷àñòèö, ó êîòîðûõ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ áûëà áû îòðèöàòåëü-
íîé.

4.3.3 Cîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà
Ãàìèëüòîíà

Äëÿ îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà:
Cîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: âñå E>0

Cîáñòâåííûå ôóíêöèè: Ψ = A · exp( i
~
√

2mE · x) +B · exp(− i
~
√

2mE · x)

Êàêèå æå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü èìïóëüñ?

Up =
1√
2π~
· exp( i

~
px) (93)
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Âûðàæåíèå (93) - cîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà èìïóëüñà.

Ψ(E) = A · Up=+
√

2mE +B · Up=−√2mE (94)

Âñïîìíèì îñíîâíîå ïîëîæåíèå 3 êâàíòîâîé ìåõàíèêè: Ψ ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî îðòî-
íîðìèðîâàííîìó áàçèñó äðóãîãî îïåðàòîðà, çíà÷èò:
âåðîÿòíîñòü P = |A|2 −→ +

√
2mE

P = |B|2 −→ +−
√

2mE
|A|2 + |B|2 = 1 - óñëîâèå íîðìèðîâêè.
Òî åñòü ïîëó÷àåì äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ èìïóëüñà.

Åñëè |A| = |B| = 1√
2
, òî < p >ΨE= 0

29

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ëåêöèÿ 5

5 Ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà è ãàðìîíè÷åñêèé

îñöèëëÿòîð

5.1 Ôèíèòíîå äâèæåíèå ýëåêòðîíà

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ, òàê êàê ýëåêòðîí â àòîìå ñîâåð-
øàåò îãðàíè÷åííîå äâèæåíèå.
Áåñêîíå÷íî ãëóáîêèé ïîòåíöèàëüíûé ÿùèê ðèñ.(17):

U(x) =

0, |x| 6 a

2
∞, |x| > a

2

(95)

Ðàññìàòðèâàåì îäíîìåðíûé ñëó÷àé:

ĤΨ = EΨ (96)

Åñëè E<0⇒ Ψ ≡ 0 ( cì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ)

Ψ(x) ≡ 0, åñëè |x| > a

2

k2 =
2mE

~2
, E > 0 (97)

Ψ′′ + k2Ψ = 0 (98)

Ψ(x) = A · sin(kx) +B · cos(kx) (99)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà (ñì. 1 ïîëîæåíèå)Ψ(
a

2
) = A · sin(ka

2
) +B · cos(ka

2
) = 0,

Ψ(−a
2

) = −A · sin(ka
2

) +B · cos(ka
2

) = 0;
(100)

Cèñòåìà (100) ðàçðåøèìà, åñëè det(CËÀÓ)=0
Çíà÷èò, sin(ka) = 0

kna = πn (101)

En =
~2k2

n

2m
=
π2~2n2

2ma2
(102)

Ñäåëàåì âàæíûé âûâîä: ïåðåøëè ê ôèíèòíîìó äâèæåíèþ - ïîÿâèëñÿ äèñêðåòíûé
ñïåêòð ðàçðåø¼ííûõ çíà÷åíèé ýíåðãèé.
Áîëüøîé êóñîê ìåòàëëà ìîæíî îïèñàòü êàê ÿìó î÷åíü áîëüøîé, íî êîíå÷íîé ãëó-

áèíû, è äëÿ íåãî ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì äëÿ En. Íî ñóùåñòâóåò ïðèíöèï
Ïàóëè: îäèí óðîâåíü ìîãóò çàíèìàòü 2 ýëåêòðîíà. Ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå ìíîãî, íî
è óðîâíåé ýíåðãèè òîæå.
EF - óðîâåíü ýíåðãèè, äî êîòîðîãî óðîâíè çàïîëíåíû, à óðîâíè íàä - ñâîáîäíûå.
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Ðèñ. 17: Áåñêîíå÷íàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà

Ðàçíèöà ìåæäó ãëóáèíîé ÿìû è EF - ýòî ðàáîòà âûõîäà.
AB = U − EF - ìèíèìàëüíàÿ ðàáîòà, ÷òîáû ýëåêòðîí ïåðåø¼ë â ñâîáîäíîå äâèæå-
íèå.
Èç ñèñòåìû (100) ñëåäóåò:

A · sin(kn
a

2
) = ±B · cos(kn

a

2
) (103)

B

A
= ±tg(

kna

2
) =

{
0,⇒ Bn = 0

∞,⇒ An = 0
(104)

Ââ¼äåì îïåðàòîð ÷¼òíîñòè P:
PΨ(x) = Ψ(−x) (105)

5.2 ßìà ñ áàðüåðîì

Íà ðèñ. (18) èçîáðàæåíà êàðòèíà ïîòåíöèàëà.

Åñëè âûñîòà áàðüåðà V0 = ∞, òî ïîëó÷àþòñÿ äâå íåñâÿçàííûå áåñêîíå÷íûå ÿìû
( ìåíÿåòñÿ òîëüêî øèðèíà ó ÿìû).
Ñëåâà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ΨL, cïðàâà ΨR

ΨL è ΨR 6= Ñ.Ô. îïåðàòîðà Ĥ2, òàê êàê îíè íå îáëàäàþò ÷¼òíîñòüþ.

Ψ± =
1√
2
{ΨL ±ΨR} (106)

Åñëè V0 6=∞ 6= 0 - êîíå÷íûé, òî

E± = E1 ∓ δE (107)
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Ðèñ. 18: ßìà ñ áàðüåðîì

δE ∼ exp(

√
2mE

~
) (108)

- âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ;

Cøèâàåì ïî íåïðåðûâíîñòè íàøó ôóíêöèþ â òî÷êàõ (
a

2
), (−a

2
); (− b

2
), (

b

2
); è ïî

íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ (− b
2

), (
b

2
).

Ïåðåéä¼ì â ìîäåëü òâ¼ðäîãî òåëà (îáëàäàåò êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé). Âîçíè-
êàåò ïåðèîäè÷åñêèé áàðüåð (ïîòåíöèàë). N - ýòî ÷èñëî èîíîâ â ðåø¼òêå è N - ýòî
êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ îñíîâíîãî èëè, íàïðèìåð, 1-ãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â
ñèñòåìå.
Åñëè â ñèñòåìå N ÿì, òî ïðîèçîéä¼ò ðàñùåïëåíèå 1-ãî óðîâíÿ íà N íîâûõ. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê çîííîé òåîðèè â ïðîâîäíèêàõ.

5.3 Îäíîìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

Ðèñ. 19: Ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë

U(x) =
1

2
mω2x2 (109)
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5.3.1 Îñöèëëÿòîðíàÿ òåîðåìà

Îñöèëëÿòîðíàÿ òåîðåìà:
Åñëè U(x)=U(-x) è ýòà ôóíêöèÿ íå îáëàäàåò áåñêîíå÷íî áîëüøèì êîëè÷åñòâîì
óñòðàíèìûõ ðàçðûâîâ, òî äëÿ ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ:

1) Ψ(x)⇒ ÷¼òíàÿ èëè íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ
2)Ψn − C..− (n− 1), , .

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

− ~2

2m
Ψ′′ +

1

2
mω2x2Ψ = EΨ | · 2

~ω
(110)

− ~
mω

Ψ′′ +
mω

~
x2Ψ =

2E

~ω
Ψ (111)

Ïóñòü
~
mω

= x2
0; ε =

2E

~ω
; ξ =

x

x0

− d2Ψ

dξ2
+ ξ2Ψ = εΨ (112)

Èññëåäóåì íà àññèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå:

Ψas ∼ exp(αξ2) (113)

- ïðîâåðèì, óäîâëåòâîðÿåò ëè äàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèþ (112), ãäå α < 0

Ψ′as = 2αξΨas (114)

Ψ′′as = 2αΨas + 4α2ξ2Ψas (115)

Ïîäñòàâëÿåì â (112), ïîëó÷èì:

(1− 4α2)ξ2 − 2α = ε (116)

Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî ξ, çíà÷èò, òàê êàê ε = const è
α = const, òî 1− 4α2 = 0;

α = ±1

2
, íî òàê êàê α < 0, òî α = −1

2

Ψas ∼ exp(−1

2
ξ2) (117)

È, òàê êàê α = −1

2
⇒ ε = 1⇒ Eas =

~ω
2

Ïîëíîå ðåøåíèå:
Âîñïîëüçóåìñÿ îñöèëëÿòîðíîé òåîðåìîé:

Ψn = Pn(ξ) · exp(−ξ
2

2
) (118)
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ãäå Pn(ξ) - ýòî ïîëèíîì n-còåïåíè

Ψ′n = P ′n · exp(−
ξ2

2
) + Pn · (−ξ)exp(−

ξ2

2
) (119)

Ψ′′n = P ′′n · exp(−
ξ2

2
)− 2P ′nξexp(−

ξ2

2
) + Pnexp(−

ξ2

2
)(ξ2 − 1) (120)

Ïîäñòàâëÿåì Ψn â èñõîäíîå óðàâíåíèå:

− P ′′n + 2ξP ′n + Pn = εPn (121)

P = a0 · ξ0 + a1ξ
1 + ...

Ìíîãî÷ëåíû ðàâíû, åñëè ðàâíû èõ êîýôôèöèåíòû, òîãäà ïîëó÷àåì:

2n · an + an = ε (122)

εn = 2n+ 1⇒ En = ~ω(n+
1

2
) (123)

− P ′′n + 2ξP ′n = 2nPn (124)

- ýòî óðàâíåíèå äëÿ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà (èç êóðñà ÌÌÔ)

⇒ ξHn = Hn−1 · n+
1

2
Hn+1 (125)

H0 = 1
H1 = 2ξ

< x >n=12=

+∞∫
−∞

xΨ∗nΨndx = 0 (126)

x-íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, à Ψ∗nΨn =×, òîãäà Í·×=Í

×òî æå îñöèëëèðóåò â ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå?

5.4 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1:
Â ìîìåíò âðåìåíè t=0:

Ψ = αΨ0 + βΨ1 (127)

Ψ(x, t) = αΨ0(x)exp(i
~ω
2~
t) + βΨ1exp(i

3~ω
2~

t) (128)

ρ(x, t) = Ψ∗Ψ = |α|2Ψ2
0 + |β|2Ψ2

1 + Ψ0Ψ1αβ
∗exp(i(−2ω

2
)t) + α∗βexp(iωt)Ψ0Ψ1 (129)

Ïóñòü α è β - äåéñòâèòåëüíûå, òîãäà ïîëó÷àåì ÷ëåí 2αβcos(ωt)

ρ(x, t) = |α|2Ψ2
0 + |β|2Ψ2

1 + 2Ψ0Ψ1αβcos(ωt) (130)
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Còàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå - ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì òî÷íî îïðåäåëåíà ýíåðãèÿ.

Â ýòîì íåñòàöèîíàðíîì: P = |α|2| −→ E =
~ω
2

P = |β|2| −→ E =
3~ω

2
Â òàêèõ ñîñòîÿíèÿõ ïðîèñõîäèò îñöèëëÿöèÿ âåðîÿòíîñòè ñ ÷àñòîòîé ω

< x >Ψ=< x >0 |α|2+ < x >1 |β|2 + 2αβcos(ωt)· < Ψ0|x̂|Ψ1 > (131)

< Ψ0|x̂|Ψ1 >=
x0√

2
(132)

< x >Ψ= 2αβcos(ωt) · x0√
2

(133)

Ïðèìåð 2:
Ψ = αΨ0 + βΨ2 (134)

Àíàëîãè÷íî, êàê è â ïðèìåðå 1:

ρ(x, t) = |α|2Ψ2
0 + |β|2Ψ2

2 + 2Ψ0Ψ2αβcos(2ωt) (135)

< x >Ψ=< x >0 |α|2+ < x >2 |β|2 + 2αβcos(2ωt)· < Ψ0|x̂|Ψ2 > (136)

Íî

< Ψ0|x̂|Ψ2 >=

+∞∫
−∞

Ψ0xΨ2dx = 0 (137)

Çíà÷èò:
< x >Ψ= 0 (138)
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Ëåêöèÿ 6

6 Ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

6.1 Ïîòîê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåùåñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+ div

−→
j = 0 (139)

ãäå
−→
j - ïîòîê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m
52 Ψ + UΨ |(∗) (140)

Íî äîãîâîðèìñÿ, ÷òî U = U∗, ïîëó÷èì:

− i~∂Ψ∗

∂t
= − ~2

2m
52 Ψ∗ + UΨ∗ (141)

Ïðîäåëàåì ñëåäóþùåå: Ψ∗·(140)-Ψ·(141), ïîëó÷èì:

i~(Ψ∗
∂Ψ

∂t
+ Ψ

∂Ψ∗

∂t
) = − ~2

2m
(Ψ∗52 Ψ−Ψ52 Ψ∗) (142)

ρ = Ψ∗Ψ, òîãäà
∂ρ

∂t
= (Ψ∗

∂Ψ

∂t
+ Ψ

∂Ψ∗

∂t
) (143)

Òàê êàê 5Ψ∗5Ψ = 5Ψ5Ψ∗, òî

− ~2

2m
(Ψ∗52 Ψ−Ψ52 Ψ∗) = − ~2

2m
5 (Ψ∗5Ψ−Ψ5Ψ∗) (144)

òîãäà:

i~
∂ρ

∂t
= −div−→j (145)

−→
j =

~
2mi

· (Ψ∗5Ψ−Ψ5Ψ∗) (146)

Ïðèìåð:

Ψ ∼ A · exp(ikx) (147)

ãäå k - âîëíîâîå ÷èñëî.
Ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïî ôîðìóëå (146)

−→
j Ψ ∼ |A|2

−→
k

m
(148)

Åñëè ÷àñòèöà ñ òî÷íî îïðåäåë¼ííûì èìïóëüñîì
−→
~k, òî åìó ñîîòâåòñâóåò "+"ïîòîê

âåðîÿòíîñòè.
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6.2 Ïîòåíöèàëüíûå áàðüåðû

6.2.1 Ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð còóïåíüêà

Ðèñ. 20: Áàðüåð còóïåíüêà

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè ïðîõîæäåíèè âîëíû ÷åðåç íåîäíîðîäíóþ ñðåäó:
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ ïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì "ñòóïåíüêà" ðèñ.(20)

à) E =
~2k2

2m
> U0

Øàã 1: Çàïèñûâàåì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ïðî-
ñòðàíñòâà:
Â îáëàñòè I:

ΨI = A1 · exp(ik1x) +B1 · exp(−ik1x) (149)

k1 =

√
2mE

~
(150)

Â îáëàñòè II:

ΨII = A2 · exp(ik2x) +B2 · exp(−ik2x) (151)

k2 =

√
2m(E − U0)

~
(152)

Øàã 2: Ñøèâàåì ôóíêöèè:

ΨI |x=0 = ΨII |x=0 (153)

Â îáëàñòè I ñóùåñòâóåò òîëüêî 2 âîëíû: ïàäàþùàÿ è îòðàæ¼ííàÿ.
Â îáëàñòè II íåò íèêàêèõ ôèçè÷åñêèõ ïðè÷èí ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòîêà ñïðàâà íàëå-
âî, çíà÷èò, B2 = 0 (cîïîñòàâëåíèå ñîñòîÿíèÿ ñ òî÷íî îïðåäåë¼ííûì èìïóëüñîì ñ
ñîñòîÿíèÿìè ñ ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì ïîòîêîì, ïîçâîëÿåò âûäåëèòü
ïîòîêè ïàäàþùèå, ïðîøåäøèå è îòðàæ¼ííûå).

Ψ′I |x=0 = Ψ′II |x=0 (154)
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Óñëîâèå (154) âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê ôóíêöèÿ òåðïèò íå ðàçðûâ II ðîäà.
Òàêæå íåîáõîäèìî ñîáëþñòè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: A = 1, ëèáî íîðìèðóåì âñå ïîë-
ñëåäóþùèå âåëå÷èíû íà À.

R =
jotr
jpad

=
|B1|2

|A1|2
(155)

-êîýôôèöèåò îòðàæåíèÿ.

D =
jpr
jpad

=
|A2|2 · k2

|A1|2 · k1

(156)

-êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ.
Äàííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñëåäóþò èç ôîðìóëû (148). Ìîæíî ñåáÿ ïðîâå-
ðÿòü:

R +D = 1 (157)

á) E < U0

C êëàññè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òî÷êà x=0 - ýòî òî÷êà ïîâîðîòà. Â êóðñå ýëåêòðîìàãíå-
òèçìà ðàññìàòðèâàëîñü ïàäåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ïîâåðõíîñòü ìåòàëëà.
Ïîëó÷àëñÿ ñêèí-ýôôåêò.
Â îáëàñòè I ðåøåíèå íå ìåíÿåòñÿ, òàêîå æå êàê â ïóíêòå à)
Â îáëàñòè II:

ΨII = A2 · exp(k2x) +B2 · exp(−k2x) (158)

k2 =

√
2m|E − U0|

~
=

√
2m(U0 − E)

~
(159)

A2 = 0 - ïî 1 ïîëîæåíèþ êâàíòîâîé ìåõàíèêè
Â ýòîì ñëó÷àå R = 1, D = 0
Íî ïðîèñõîäèò ïàðàäîêñ: â îáëàñòè II âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íå ðàâíà íóëþ, çíà÷èò åñòü
âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ âîëíû, íî òîãäà íåðàâåíñòâî E < U0 íåïîíÿòíî. Îáúÿñíå-
íèå ýòîìó - ýòî ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé (íåîïðåäåë¼ííîñòü â ýíåðãèè).

6.2.2 Ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð êîíå÷íîé øèðèíû

Ðèñ. 21: Áàðüåð êîíå÷íîé øèðèíû

Åñëè ìû ïîïðîáóåì èçîáðàçèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ, òî âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ýòî
ñäåëàòü â îáëàñòè III? B3 = 0, çíà÷èò, â ýòîé îáëàñòè îñòà¼òñÿ òîëüêî êîìïëåêñíàÿ
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ýêñïîíåíòà, ðèñîâàòü êîòîðóþ ìû íå óìååì.
Â äàííîì ïðèìåðå íåëüçÿ âûêèäûâàòü A2, íî èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Íàõîæäåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ ðåøàåòñÿ ñøèâàíèåì âîëíîâûõ ôóíêöèé
è äðóãèìè ìåòîäàìè, êàê â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ. Îöåíî÷íî, ïîëó÷èì:

D =
|A3|2

|A1|2
∼ exp(−2k2b) (160)

6.2.3 Áàðüåð ñëîæíîé ôîðìû

Ðàññìîòðèì òóííåëèðîâàíèå (E < U0) ÷åðåç áàðüåð íà ðèñ.(22)

Ðèñ. 22: Áàðüåð ñëîæíîé ôîðìû

Âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç äâà ïîäðÿä èäóùèõ áàðüåðà êîíå÷íîé øèðèíû
P = P1 ·P2. Òîãäà ðàçîáú¼ì íàø áàðüåð ñëîæíîé ôîðìû íà ïðÿìîóãîëüíèêè (òàêæå,
êàê è ïðè èíòåãðèðîâàíèè), è îöåíî÷íî:

D ∼ exp(−
x2∫
x1

2

~
√

2m(U0 − E)dx) (161)

Ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà áàðüåðà - øèðèíà îáëàñòè êëàññè÷åñêè çàïðåù¼ííîé.

6.3 Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå

Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå - ïðèáëèæåíèå Âåíòöåëÿ-Êðàìåðñà Áðèëëþýíà
(ÂÊÁ).

Òåîðåìà Ýðåíôåñòà

d < p >Ψ

dt
= − <

∂U

∂x
>Ψ=< F >Ψ (162)

Çàìå÷àíèå 1: ×àñòèöà, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ÷åðåç êîìïëåêñíûå ýêñïîíåòû exp(ikx)
- íå ëîêàëèçîâàíà.
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Ðèñ. 23: Âîëíîâîé ïàêåò ïðè t=0

Ðèñ. 24: Âîëíîâîé ïàêåò ïðè t = τ

Âîëíîâîé ïàêåò - ñóïåðïîçèöèÿ ïëîñêèõ âîëí (ðèñ. (23) è ðèñ. (24))

Âðîäå áû ñõîæå ñ äâèæåíèåì ñ êëàññè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî åñòü íþàíñ: ÷åì
ìèêðîñêîïè÷íåé ÷àñòèöà â x-ïðîñòðàíñòâå, òåì øèðå ïàêåò â k-ïðîñòðàíñòâå. Òî
åñòü ðàçíûå ÷àñòè âîëíîâîãî ïàêåòà äâèæóòñÿ ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ.

(∆x)τ � L - êëàññè÷åñêèå àíàëîãèè â êâàíòîâîì äâèæåíèè.
×òîáû ãîâîðèòü î òàêèõ ïîíÿòèÿõ ′÷àñòèöà íàëåòàåò , ÷àñòèöà îòðàæàåòñÿ′, íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû ìèêðîñêîïè÷åñêèå ÷àñòèöû îáëàäàëè áîëüøîé ñêîðîñòüþ.

Ðèñ. 25: Âîëíîâûå âåêòîðû

Çàìå÷àíèå 2:

< F (x) >Ψ 6= F (< x >Ψ) (163)
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Íî òåîðåìîé Ýðåíôåñòà ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû, êîãäà

| 5 U(x)| ≤ |∆U |
∆x

6.4 Ýôôåêòèâíûé èìïóëüñ

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà:

− ~2Ψ′′(x) = 2m(E − U(x))Ψ(x) = p2(x)Ψ(x) (164)

ãäå p(x) - ýôôåêòèâíûé èìïóëüñ.
Ðàññìîòðèì áàðüåð íà ðèñ.(26).

Ðèñ. 26: Áàðüåð ñëîæíîé ôîðìû

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå:

Ψ ∼ exp(
i

~
S(x)) (165)

ãäå S(x)-íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ.

Ψ′ = S ′(
i

~
Ψ) (166)

Ψ′′ =
i

~
S ′′Ψ + (

i

~
)2(S ′)2Ψ (167)

Òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè:
− i~S ′′Ψ + S ′2Ψ = p2Ψ (168)

~ −→ 0
S ′2Ψ = p2Ψ (169)
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Ψ ∼ exp(
i

~

∫
p(x)dx) (170)

Ðàññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (168)
Ïóñòü S(x) = S0(x) + ~S1(x) + ~2S2(x) + ... - ðàçëîæåíèå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó.
Åñëè îñòàâèòü òîëüêî ÷ëåíû ïåðâîé ìàëîñòè, òî åñòü S(x) = S0(x) + ~S1(x), òî
ïîëó÷èì ðåøåíèå

Ψ(1~) ∼ C√
p(x)

· exp( i
~

∫
p(x)dx) (171)

x1, x2, x3- òî÷êè ïîâîðîòà. Îíè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò E, íî E - const.
II îáëàñòü - îáëàñòü ôèíèòíîãî äâèæåíèÿ.
I è III - îáëàñòü çàïðåù¼ííîãî äâèæåíèÿ.
IV - îáëàñòü ïî÷òè ñâîáîäíîé ÷àñòèöû.

Ðàññìîòðèì òî÷êó x2:
Ïîëüçóåìñÿ êâàçèêëàññè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì:
Â îáëàñòè III:

Ψ =
C√
p(x)

· exp(−1

~

x∫
x2

p(x)dx) (172)

Â îáëàñòè II:

C1√
p
· exp( i

~

∫
pdx) +

C2√
p
· exp(− i

~

∫
pdx) = cos(

1

~

∫
pdx+ θ) (173)

Ïëîõî òî, ÷òî â çíàìåíàòåëå ïîä êîðíåì ñòîèò p(x):

p(x) = 2m(E − U(x)) (174)

à â òî÷êå x2: E = U(x). Êàòàñòðîôà.

Øèðèíà íà óðîâíå En ðèñ.(27)

L(En) = n
λD
2

(175)

-ðàçðåø¼ííûå â îáë II

6.5 Êâàçèñòàöèîíðàíûå ñîñòîÿíèÿ

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó íà ðàçðåø¼ííîì óðîâíå En ×àñòèöà õî÷åò ïðîòóííåëèðî-
âàòü, çíà÷èò, ïîÿâëÿåòñÿ âðåìÿ æèçíè ó ÷àñòèöû, ïåðèîä ïîëóðàñïàäà. Îòêóäà?
Åñëè ðåøèì äàííóþ çàäà÷ó, òî ïîëó÷èì:

En = E0
n + ijn (176)
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Ðèñ. 27: ßìà + áàðüåð

- êîìïëåêñíàÿ ýíåðãèÿ

|Ψ|2 = exp(i
En
~
t) · exp(−iEn

~
t) (177)

,íî ó En åñòü êîìïëåêñíàÿ ÷àñòü.

|Ψ|2 = exp(−2jt) (178)

- ýòî è åñòü ðàñïàä.
Òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ êâàçèñòàöèîíðàíûìè.
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Ëåêöèÿ 7

7 Äâèæåíèå â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå

7.1 Îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå

ĤΨ = EΨ (179)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ óæå â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå:
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êåïëåðà. Áóäåì ðàáîòàòü â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
U(−→r ) = U(r) - öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.

7.1.1 Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå

Îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà:

− ~2

2m
52 +U(r) (180)

52 = 52
r +

1

r2
52
θ,ϕ (181)

52
r =

1

r2
· ∂
∂r
· (r2 ∂

∂r
) (182)

52
r =

1

r
· ∂

2

∂r2
· r =

∂2

∂r2
+

2

r
· ∂
∂r

(183)

52
θ,ϕ =

1

sinθ
· ∂
∂θ

(sinθ · ∂
∂θ

) +
1

sin2θ
· ∂

2

∂ϕ2
(184)

T =
p2
r

2m
+

L2

2mr2
(185)

ãäå L - ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ.
Èç âòîðîãî ïîëîæåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè:

T̂ =
p̂2
r

2m
+

L̂2

2mr2
(186)

L̂2 = −~25θ,ϕ (187)

Ïîñìîòðèì íà (180): L̂2 - íå çàâèñèò îò r, Ĥ - çàâèñèò îò r,θ,ϕ, íî âñÿ çàâèñèìîñòü
îò θ,ϕ ñîñðåäîòî÷åíà â L̂2. Çíà÷èò íåò ðàçíèöû:

ĤL̂2Ψ = L̂2ĤΨ (188)

ĤL̂2 - êîììóòèðóþò, òî åñòü:
[Ĥ, L̂2] = 0 (189)

L̂2 - èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Ó Ĥ è L̂2 åñòü îáùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, òàêæå â òàêèõ
ñîñòîÿíèÿõ ìîæíî òî÷íî îäíîâðåìåííî èçìåðèòü E è L2.

L̂z = −i~ ∂

∂ϕ
(190)
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L̂2
z = −~2 ∂

2

∂ϕ2
(191)

Â îïåðàòîð L̂2 çàâèñèìîñòü îò ϕ âõîäèò ÷åðåç L̂z.
Íåò ðàçíèöû: L̂2L̂zΨ = L̂zL̂

2Ψ
[L̂2, L̂z] = 0 (192)

Òîãäà è
[Ĥ, L̂z] = 0 (193)

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè â ïðîèçâîëüíîì ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷-
íîì ïîòåíöèàëå òî÷íî îïðåäåëåíû E, L è Lz

7.1.2 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

Ψ(r, θ, ϕ) = R(r) · Y (θ, ϕ) (194)

ĤΨ = EΨ | ·
−2m

~2
r2

RY
(195)

r252
r R

R
+

2mr2

~2
(E − U(r)) = −

52
θ,ϕY

Y
= λ (196)

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò r, ïðàâàÿ îò θ, ϕ, òî îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
ðàâíû êîíñòàíòå. Îáîçíà÷èì å¼ çà λ.52

rR +
2m

~
(E − U(r)− ~2λ

2mr2
)R = 0

L̂2Y (θ, ϕ) = λ~2Y (θ, ϕ)
(197)

Y - ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L̂2. Ïî-äðóãîìó - ýòî ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
ðîòàòîðà. Âñ¼ ýòî ìû ïðîäåëûâàåì äë ïðîèçâîëüíîãî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî
ïîòåíöèàëà. Ïóñòü

Y (θ, ϕ) = P (θ) · Φ(ϕ) (198)

Äîìíîæèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (197) | · sin
2θ

PΦ

sinθ · ∂
∂θ

(sinθ · ∂P
∂θ

)

P
+ λsin2θ = −∂

2Φ

∂ϕ2
· 1

Φ
= m2

l (199)

⇒
Φ′′(ϕ) + Φ(ϕ) ·m2

l = 0 (200)

Φ(ϕ) = exp(imlΦ) (201)

- ñîáñòâåííûå ôóíêöèè L̂z, ml - öåëîå. (Ðåøåíèÿ ñ ìèíóñîì ó ýêñïîíåíòû íåò èç-çà
òîãî, ÷òî âåðîÿòíîñòü òî÷íî îïðåäåëåíà).
Â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå Φ(ϕ) = cosϕ ∼ ei1ϕ + e−i1ϕ. ml = ±1
Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (199)) ñ θ:
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ξ = cosθ - ðåøàåòñÿ ÷åðåç ïðèñîåäèí¼ííûå ôóíêöèè Ëåæàíäðà.
λ = l(l + 1)
l = 0, 1, 2...⇒ L2 = ~2l(l + 1)
l - îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî
ml - ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî
Îòâåò äëÿ óãëîâîé ÷àñòè:

Y ml
l =

√
2l + 1

4π
· (l −ml)!

(l +ml)!
· Pml

l (cosθ) · exp(imlϕ) (202)

l = 0, 1, ...
ml = 0, 1, ...
Õîðîøèé ðåçóëüòàò: ïðîåêöèÿ ml ≤ äëèíû âåêòîðà ∼ l

7.2 Âîäîðîäî-ïîäîáíûé èîí

Ðàññìîòðèì àòîìíóþ ñèñòåìó - âîäîðîäî-ïîäîáíûé èîí [H]- èîí.
• - òî÷å÷íûé íåïîäâèæíûé çàðÿä
+Ze C õîðîøåé òî÷íîñòüþ â àòîìå ÿäðî òî÷å÷íîå.

U(r) = −ze
2

r
(203)

Ðàññìîòðè ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (197)

52
r R +

2m

~2
[E − (−z

r
e2 +

~2l(l + 1)

2mr2
)]R = 0 | · r (204)

Ueff (r) =
~2l(l + 1)

2mr2

Ãðàôèê çàâèñèìîñòè Ueff (r) ðèñ.(28).
Äëÿ l = 1
Åñëè E>0 - ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà
Åñëè E<0, òî âîçíèêàþò äèñêðåòíûå óðîâíè ýíåðãèè, êîãäà íà ðàññòîÿíèè ìåæäó

äâóìÿ òî÷êàìè ïîâîðîòà óêëàäûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî ïîëóâîëí äå Áðîéëÿ: n
λD
2

- ãäå

n - öåëîå. Ýòî êâàçèêëàññèêà.
Ïóñòü v(r) = r ·R(r). Ââåä¼ì õàðàêòåðèñòèêè:

a0 =
~2

me2
- õàðàêòåðíûé ðàçìåð

Ry =
e2

2a0

=
me4

2~2
- Ðèäáåðã

ε = − E

Ry
> 0 - áåçðàçìåðíàÿ ýíåðãèÿ

ξ =
r

a0

- áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà.

Òîãäà ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (204):

v′′ + (−ε+
2z

ξ
− l(l + 1)

ξ2
)v = 0 (205)
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Ðèñ. 28: Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë

Àññèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå:
ξ −→∞⇒ v′′1 − εv1 = 0

v1 ∼ e−
√
εξ (206)

Ïðè ξ −→ 0⇒ v′′2 −
l(l + 1)v2

ξ2
= 0

v2 ∼ ξl+1 (207)

R âåä¼ò ñåáÿ êàê ξl ïðè r−→ 0

v(ξ) = ξl+1 · e−kξ · ṽ(ξ) (208)

ãäå k =
√
ε

v(ξ) = (
∑
ν=0

Aν · ξν+1+l) · e−kξ (209)

Ïóñòü F =
∑
ν=0

Aν · ξν+1+l

v′ = F ′ · e−kξ − k · e−kξ · F (210)

v′′ = F ′′ · e−kξ − 2kF ′ · e−kξ + k2 · F · e−kξ (211)

Ïîäñòàâëÿåì â (205):

F ′′ − 2kF ′ +
2z

ξ
F − l(l + 1)

ξ2
F = 0 (212)

F ′ =
∑
ν

Aν · (ν + l + 1) · ξν+l (213)

F ′′ =
∑
ν

Aν · (ν + l + 1)(ν + l) · ξν+l−1 (214)
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Òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè:∑
ν

(ν+l+1)(ν+l)Aν ·ξν+l−1−2k·
∑
ν

Aν ·(ν+l+1)·ξν+l+2z
∑
ν

Aν ·ξν+l−l(l+1)
∑
ν

Aν ·ξν+l−1

(215)
Èçìåíÿåì ïîðÿäêè ñóììèðîâàíèÿ:∑

ν

{[(ν + l + 1)(ν + l + 2)− l(l + 1)]Aν+1 − [2k(ν + l + 1)− 2z]Aν}ξν+l = 0 (216)

Ðàâåíñòâî íóëþ âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà çàíóëÿþòñÿ âñå êîýôôèöè-
åíòû ïðè ξν+l. Òîãäà:

∀ν :
Aν+1

Aν
=

2k(ν + l + 1)− 2z

(ν + l + 1)(ν + l + 2)− l(l + 1)
(217)

ν −→ ∞ ⇒ Aν+1

Aν
=

2k

ν
⇒ ṽ(ξ) ↑ áûñòðåå, ÷åì ekξ ⇒ v ∼ e−kξ · e+kξ 9 0 ïðè

ξ −→∞
Íî ó íàñ äîëæåí ïîëó÷àòüñÿ ïîëèíîì êîíå÷íîé ñòåïåíè:

ṽ =
nr∑
ν=0

Aν · ξν+l+1 (218)

Ïðè÷¼ì:
Aν<nr 6= 0
Aν=nr = 0 −→ Anr = 0
Aν>nr = 0
Óñëîâèå òîãî, ÷òî Anr = 0:
2k(nr + l + 1) = 2z, ãäå n = nr + l + 1

ε =
z2

n2
(219)

⇒ â íàøåì âîäîðîäî-ïîäîáíîì èîíå äèñêðåòíûé ñïåêòð ðàçðåø¼ííûõ óðîâíåé ýíåð-
ãèé

En = − z
2

n2
Ry (220)
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Ëåêöèÿ 8

8 Àòîì âîäîðîäà

8.1 Àññèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ àòîìà âîäîðîäà

Èç ïðîøëîé ëåêöèè: [H]- èîí

U(r) = −ze
2

r
, z-áåçðàçìåðíûé çàðÿä

ĤΨ(r, θ, ϕ) = EΨ
Êâàíòîâûå ÷èñëà (ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå):

1) n-ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî; E = − z
2

n2
Ry

2) l - îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî; |
−→
L |2 = ~2l(l + 1)

3) ml - ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî Lz = ml~

Ψml
n,l = Cml

n,l ·Rn,l(r) · Pml
l (cosθ) · eimlϕ (221)

Pml
l (cosθ) · eimlϕ =

1√
4π

(222)

Y ml=0
l=1 =

√
3

4π
· cosθ (223)

Y ml=±1
l=1 =

√
3

8π
· sinθ · e±iϕ (224)

Ìû òàêæå íàøëè 2 àñcèìïòîòèêè äëÿ ôóíêöèè R è íàøëè íîðìèðîâêó íà êîýôôè-
öèåíò r.

a0 =
~2

me2
; ρ = 2knr (225)

kn =

√
2mEn
~

⇒ ρ =
2zr

na0

(226)

Ðèñ. 29: Óãëîâàÿ ÷àñòü
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Àññèìïòîòèêà äëÿ óãëîâîé ÷àñòè:

Rn,l(ρ) ∼ e−
ρ
2 · ρl · L2l+1

nr (ρ) (227)

L2l+1
nr (ρ) - ïîëèíîì Ëàããåðà. Îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî óçëîâ ìåæäó íóë¼ì è áåñêîíå÷-

íîñòüþ.
n = nr + l + 1
ml = −l...l
l = 0, 1, ..., n− 1
Ïðèìåð:
Ïîëèíîì Ëàããåðà â íóëåâîé ñòåïåíè äà¼ò ïîðÿäîê ∼ 1

Rl=0
n=1 = C10 · e−

ρ
2 (228)

Ãðàôèê íà ðèñ.(29)
D(r) = |R|2 · 4πr2dr (229)

Âåðîÿòíîñòü íàéòè ýëåêòðîí íà íåêîòîðîì óäàëåíèè îò öåíòðà.
Â îêðåñòíîñòè íóëÿ D ∼ r2. Ãðàôèê çàâèñèìñîòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.(30).

rH.B =
a0n

2

z

Ðèñ. 30: Âåðîÿòíîñòü íàéòè ýëåêòðîí

8.2 Áîëüøèå êâàíòîâûå ÷èñëà

Íàïîìèíàåì, ÷òî êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè êâàçèïðèáëèæåíèÿ ~ −→ 0. Ñòàöèî-
íàðíîå ñîñòîÿíèå: îïðåäåëåíû ëè Lx, Ly???
Î íèõ ìû íå ìîæåì ñêàçàòü âîîáùå íè÷åãî, òàê êàê

[L̂z, L̂x] ∼ ~Ly (230)

Åñëè ìû òî÷íî çíàåì Lz, òî ìû íè÷åãî íå çíàåì îá Ly è Lx.

Ýòî ãðàôè÷åñêè ìîæíî îïèñàòü òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.(31) (êîíóñ èç âåêòîðà
−→
L ).

< L̂x >l,ml= 0 (231)
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Ðèñ. 31: Âåêòîð L

< L̂y >l,ml= 0 (232)

Èññëåäóåì òåïåðü < L2
x >;< L2

y > - íåîáõîäèìî äëÿ ïîäñ÷¼òà äèñïåðñèè.

< L2
x >=< L2 > − < L2

z > − < L2
y > (233)

< L2
y >=< L2 > − < L2

z > − < L2
x > (234)

< L2
x >=< L2

y > ⇒ < L2
x >=< L2

y >=
< L2 > − < L2

z >

2
(235)

< L2 > − < L2
z >

2
=

~2l(l + 1)− ~2m2
l

2
(236)

Åñëè l� 1;ml = l, òî ðàäèàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî nr = 0, n� 1
Lz ≈ L ≈ ~l

< L2
x >

< L2 >
=
< L2

y >

< L2 >
∼ 1

l
(237)

- ïîãðåøíîñòü. Äèñïåðñèÿ Lx è Ly ñòàíîâèòüñÿ áîëüøîé, íî ïðåíåáðåæèòåëüíî ìà-
ëîé.
Êîíóñ ñõëîïûâàåòñÿ â âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ Lz ðèñ.(32).

Ðèñ. 32: Ïðåäåë

Â âûðàæåíèè äëÿ óãëîâîé ÷àñòè ïðèñóòñòâóåò ìíîæèòåëü P l
l (cosθ).
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Íàñ èíòåðåñóåò
(P l

l (cosθ))
2 ∼ (sin2θ)l (238)

òàê êàê õàðàêòåðèçóåò âåðîÿòíîñòü.
Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.(33)

Ðèñ. 33: Óãëîâàÿ ÷àñòü

Òî åñòü Lz ≈ |
−→
L |. ×àñòèöà äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè ðèñ.(34)

Ðèñ. 34: Âåðîÿòíîñòü íàéòè
ýëåêòðîí

×òîáû ïîÿâèëàñü äèíàìèêà äâèæåíèÿ, íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü íåñòàöèîíàð-
íûå ñîñòîÿíèÿ - ñóïåðïîçèöèþ íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé.
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Äâèæåíèå âîêðóã ÿäðà - ñîñòîÿíèå ñ êðóãîâûì òîêîì (ïëîòíîñòüþ ïîòîêà âåðîÿò-
íîñòè).

−→
j e =

~l
2mi

(Ψ∗5Ψ−Ψ5Ψ∗) (239)

- ïëîòíîñòü òîêà
R = R∗ ⇒ jρ = 0 (240)

Ýòî õîðîøèé ðåçóëüòàò ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, èíà÷å áû êàæäûé àòîì áûë
èñòî÷íèêîì òîêà.
Ïî òàêèì æå ñîîáðàæåíèÿì ïîëó÷èì:jθ = 0

jϕ =
e~

2mi
· (Rn,l)

2(Pml
l )2 · 1

r · sinθ
(e−imlϕ

∂

∂ϕ
eimlϕ − eimlϕ ∂

∂ϕ
e−imlϕ) (241)

jϕ =
e~

2mi
· (Rn,l)

2(Pml
l )2 · 1

r · sinθ
(iml − (−iml)) (242)

jϕ =
e~
m
· (Rn,l)

2(Pml
l )2 · ml

r · sinθ
(243)

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî sinθ = sinπ
2

= 1; L ≈ ~ml

jϕ =
eL

mr
· (Rn,l)

2(Pml
l )2 ∼ ρev (244)

Ψclassical ∼ exp(
i

~

∫
p(x)dx) (245)

⇒ óñëîâèå îäíîçíà÷íîñòè. ∮
p(x)dx = 2πn~ (246)

ãäå n - öåëîå ÷èñëî (ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî).

8.3 Àòîì âîäîðîäà ïî Áîðó

Äëÿ êðóãîâîé òðàåêòîðèè: ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ ïî Áîðó
Lz = n~ = mvrn

Äëÿ ðàçðåø¼ííîé îðáèòû m
v2
n

r
=
ze2

r2

mv2
nr = ze2 ⇒ Lvn = ze2 ⇒ vn =

ze2

L
=
z

n
· e

2

~c
· c (247)

e2

~c
=

1

137
= α - ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû.

Íàïîìíèì, ÷òî óðîâåíü ýíåðãèè ðàçðåø¼í, åñëè óêëàäûâàåòñÿ òîëüêî öåëîå ÷èñëî
äå Áðîéëåâñêèõ äëèí âîëí.

mvnrn = n~ (248)

rn =
n2~2

mze2
=
n2

z
· a0 (249)
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ãäå âåëè÷èíà a0 ≈ 0, 5 �A- Áîðîâñêèé ðàäèóñ

Ïðèìåíèì òåîðåìó Âèðèàëà: Ïðè ôèíèòíîì äâèæåíèè ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñðåä-
íåé êèíåòè÷åñêîé è ñðåäíåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïîòåí-
öèàëà.

U(r) ∼ r−1 ⇒ T sr = −1

2
U (250)

E = −T = −mv
2
n

2
= − z

2

n2
Ry (251)

Ry =
me4

2~
= 13, 6 ýÂ

Ñëàáîå ìåñòî â äàííîé òåîðèè: L = 0 - òàêîå ñîñòîÿíèå ñóùåñòâóåò, íî L = n~,
çíà÷èò, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû n = 0, íî â ðàìêàõ òåîðèè ýòî íåâîçìîæíî,
òàê êàê n > 1.

8.4 Ýêñïåðèìåíòû

Ýêñïåðèìåíòû, ïîäòâåðæäàþùèå íà ïðàêòèêå ñïðàâåäëèâîñòü íàøèõ ïîëîæåíèé:

Ðèñ. 35: Ñïåêòðû àòîìàðíîãî âîäîðîäà
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Ïåðåõîä ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè ñîïðîâîæäàåòñÿ èçëó÷åíèåì èëè ïî-
ãëîùåíèåì ïîðöèé êâàíòîâ, ïðè÷¼ì ÷àñòîòà îïðåäåëÿòñÿ èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåð-
ãèè è ðàâíà ðàçíèöå ýíåðãèé ìåæäó óðîâíÿìè: ~ωm,n = |Em−En|, ãäå m è n - óðîâíè
ýíåðãèé.
Â èòîãå ïîëó÷àåì ëèíèè ñïåêòðà àòîìà âîäîðîäà ðèñ(35), êîòîðûå õîðîøî îïèñû-
âàþòñÿ íàøåé òåîðèåé.
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Ëåêöèÿ 9

9 Ñïèí. Ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå

9.1 Ìàãíèòíûé ìîìåíò

Â ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ, ãäå îïðåäåë¼í Lz, ó íàñ åñòü öèðêóëèðóþùèé òîê. Ñ
íèì ìû ìîæåì ñâÿçàòü ìàãíèòíûé ìîìåíò.
Â êâàçèêëàññèêå ìû çíàåì

−→
L ,Lz. Âîëíîâîé ïàêåò âðàùàåòñÿ - çíà÷èò âðàùàåòñÿ

çàðÿä è åñòü ìàãíèòíûé ìîìåíò.

−→µ =
1

c
I
−→
S (252)

I = − e
T

= −eω
2π

(253)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ îðáèòà êðóãîâàÿ:

−→µ z = − eω

2πc
· πr2−→e z | ·

m

m
(254)

Lz = mvr
−→µ z = − e

2mc
·
−→
L z (255)

ãäå
e

2mc
- ãèðîìàãíèòíîå ñîîòíîøåíèå.

Òîãäà ïîëó÷àåì
−→µ = − e

2mc
·
−→
L (256)

Ïåðåõîäèì ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå:

−̂→µ z = − e

2mc
·
−̂→
L z (257)

−→µ z = − e

2mc
· ~ml (258)

µ0 =
e~

2mc
= 0, 927 · 10−20ýðã/Ãñ - ìàãíåòîí Áîðà.

9.2 Ýêñïåðèìåíò Øòåðíà - Ãåðëàõà

Åñòü èñòî÷íèê àòîìîâ, èç êîòîðîãî âûëåòàþò ÷àñòèöû ñ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì.
Äàëåå îíè ïîïàäàþò â îáëàñòü ìåæäó ìàãíèòàìè, ãäå ñîçäàí ãðàäèåíò ìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ
∂H

∂z
. Ìû ðàáîòàåì â êâàçèêëàññèêå, ïîýòîìó ìîæåì ïðèìåíÿòü òåîðåìó

Ýðåíôåñòà. Â êëàññèêå âåðíî:

F = −µz
∂H

∂z
(259)

Â çàâèñèìîñòè îò µz - ðàçíàÿ ñèëà.
Â ðåçóëüòàòå ôîðìèðóþòñÿ çàñâå÷åííûå îáëàñòè.
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Ðèñ. 36: Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà îïûòà
Øòåðíà-Ãåðëàõà

ml = −l...0...l ( âñåãî 2l + 1). Â îáùåì ñëó÷àå ðàçíûå çíà÷åíèÿ ml. Ïðîâåëè ýêñïå-
ðèìåíò è óâèäåëè âñåãî 2 çàñâå÷åííûå ïîëîñêè.
Åù¼ äî êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñ÷èòàëîñü, ÷òî ýòî ñâÿçàíî ñ íàïðàâëåíèåì âðàùåíèÿ
ýëåêòðîíà ïî îðáèòå.
Â íàøå âðåìÿ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýëåêòðîí èìååò ñîáñòâåííûé ìàãíèòíûé ìîìåíò. Ïðî-
èçâåä¼ì êëàññè÷åñêóþ îöåíêó ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ýëåêòðîíà:
Ââåä¼ì re - êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà.

mc2 =
e2

re
(260)

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü íà ýêâàòîðå òàêîãî ýëåêòðîíà � c, òî
åñòü òàêîå îïèñàíèå íå ãîäèòñÿ.
Òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåíèå ðåëÿòèâèñòêîãî óðàâíåíèÿ, íî â íàøåì êóðñå îñíîâíîå
óðàâíåíèå - ýòî íåñòàöèîíðàíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà - íå ÿâëÿåòñÿ Ëîðåíö - èí-
âàðèàíòíûì.
Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòûì èç ðåëÿòèâèñòâêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè:

−→µ c = −2
e

2mc

−→
S (261)

ãäå −→µ c - ñîáñòâåííûé ìàãíèòíûé ìîìåíò,
−→
S - ñïèí.

6

9.3 Îïåðàòîð ñïèíà

Ìû çíàåì ïðî îïåðàòîð ñïèíà Ŝ, ÷òî Sz = ±~
2
- âåñü ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ëèíåéíîìó ýðìèòîâîìó îïåðàòîðó F̂ äåéñòâóþùåìó â Ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
ñ ïðîèçâîëüíî âûáðàííûì áàçèñîì fk ñòàâèòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñâèå
ìàòðèöà:

F̂ −→ Fik =< fi|F̂ |fk > (262)
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Åñëè |fk > - ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà F̂ ⇒ ìû ïîëó÷àåì äèàãîíàëüíóþ
ìàòðèöó: F1 0 0

0 F2 0
0 0 F3

 (263)

Íî ó íàñ âñåãî 2 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, çíà÷èò, â áàçèñå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé:

Ŝz =
~
2

(
1 0
0 −1

)
(264)

Ïîñòàâèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Ŝz

Ŝzχ± = ±~
2
χ± (265)

χ+ =

(
1
0

)
χ− =

(
0
1

)
(266)

Ïðîèçâîëüíîå èíòåðåñóþùåå íàñ ñîñòîÿíèå â ðàìêàõ íàøåãî ïîäõîäà ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå ñòîëáöà:

χ =

(
α
β

)
= α

(
1
0

)
+ β

(
0
1

)
(267)

C âåðîÿòíîñòüþ |α|2 çíà÷åíèå ó íàñ ~
2
;

C âåðîÿòíîñòüþ |β|2 çíà÷åíèå ó íàñ −~
2
.

Ïîëó÷èëè êóáèò - äâóõóðîâíåâóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó - äâà ìèêðîñêîïè÷åñêè ðàç-
ëè÷íûõ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé.

< Ŝz >χ=< χ|Ŝz|χ >=
(
α∗ β∗

)
·

+
~
2

0

0 −~
2

 · (α
β

)
= |α|2 · ~

2
− |β|2 · ~

2
(268)

Ïîëó÷àåòñÿ ýëåêòðîí - ñïèíîâàÿ ÷àñòèöà, íî â îñíîâíîì ïîëîæåíèè 1 êâàíòîâîé
ìåõàíèêè íàøåãî êóðñà, ìû äîãîâàðèâàëèñü ðàññìàòðèâàòü áåçñïèíîâûå ÷àñòèöû.
Òåïåðü äëÿ ýëåêòðîíà ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ â âèäå ñïèíîðà:

=

(
Ψ+(−→r , t)
Ψ−(−→r , t)

)
−→ Ψ(−→r , t)

(
α
β

)
(269)

Äëÿ [H]- èîíà ýòî îçíà÷àåò:
Áûëî 3 êâàíòîâûõ ÷èñëà: n, l,ml - çàäàâàÿ èõ, îäíîçíà÷íî çàäàâàëîñü ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû.
Òåïåðü ïîÿâëÿåòñÿ 4 ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
Sz - ïðîåêöèÿ ñïèíà íà âûáðàííóþ îñü, è ê ýòîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå êâàíòîâîå
÷èñëî ms.

ms = ±1

2
⇒ Sz = ms~ (270)
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Áûëî áû õîðîøî ââåñòè àíàëîã îðáèòàëüíîãî ÷èñëà:

ms = −s...s⇒ s =
1

2
(271)

|
−→
S |2 = ~2s(s+ 1) =

3~2

4
(272)

Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàéòè ÿâíî îïåðàòîðû Ŝx è Ŝy:

Ŝx −→
~
2
σx - ìàòðèöû

Ŝy −→
~
2
σy− Ïàóëè

[Ŝz; Ŝx] =?Ŝy

9.4 Ïîëíûé ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ
−→
L +

−→
S =

−→
J

[L̂2; Ŝ2] = [L̂s; Ŝz] = 0 (273)

[H]-èîí ⇒ |n, l,ml > s,ms

|
−→
J | = ~

√
J(J + 1) −→ |J ;MJ ... > (274)

Jz = MJ~;MJ = −J...J (275)

J = |L− S|...(L+ S) (276)

Ðèñ. 37: Ìîìåíòû êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

Ïîêàçàòåëüñòâî:
Ĵz|l, s; J,MJ >= MJ |l, s, J,MJ > (277)

Ĵz|l,ml > |s,ms >= (L̂z + Ŝz)|l,ml > |s,ms >= (ml +ms)|l,ml > |s,ms > (278)

MJ = m+ms (279)
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Jmax = l + s. Òåïåðü íàéä¼ì Jmin ïî èíäóêöèè.
Ïóñòü L=0, s=1/2, òîãäà Jmax = 1/2, Jmin = 1/2. È Jmin = |L− S| - âåðíî.
l=1: cîñòàâèì òàáëèöó ðèñ.(37).
Åñòü ñîñòîÿíèå - ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî êâàíòîâûì ÷èñëàì ìîæíî çàïèñàòü ôóíêöèþ
Ψ ÷åðåç ñïèíîð.

J = l ± 1

2
(280)

Ïðè óâåëè÷åíèè l ñòðóêòóðà òàáëèöû íå áóäåò ìåíÿòüñÿ, çíà÷èò, ïî èíäóêöèè ìû
äîêàçàëè ÷òî Jmin = |L− S|

9.5 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Cïåêòðû â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîäòâåðæäåíû:

E(0)
n = − z

2

n2
Ry (281)

Íî åñëè ìû ïîñìîòðèì íà àòîì âîîðóæ¼ííûì ãëàçîì, òî ìû óâèäèì íå îäíó ëèíèþ,
à äâå - ðàñùåïëåíèå, òîíêàÿ ñòðóêòóðà.
Äî ýòîãî ìû îïðåäèëè, ÷òî J èìååò äâà çíà÷åíèÿ.

Ĥ0Ψ0
n = E0

nΨ0
n (282)

Ïóñòü ñïåêòð äèñêðåòíûé è íåâûðîæäåííûé. Ðåàëüíûé Ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (283)

ãäå V̂ - ìàëîå "âîçìóùåíèå".
Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ðåøèòü çàäà÷ó íà ïîèñê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé? ĤΨn = EnΨn

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ:

En = E0
n + δEn (284)

Ψn = Ψ0
n + δΨn (285)

(Ĥ + V̂ )(Ψ0
n + δΨn) = (E0

n + δEn)(Ψ0
n + δΨn) (286)

V̂ δΨn è δEn · δΨn âåëè÷èíû ìåíüøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, èìè ìû ïðåíåáðåãàåì.

Ĥ0Ψ0
n + V̂Ψ0

n + Ĥ0δΨn = E0
nΨ0

n + E0
nδΨn + δEnΨ0

n (287)

Òàê êàê ýòî ýëåìåíòû Ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, òî ìû ìîæåì çàïèñàòü â òàêîì
âèäå:

V̂ |Ψ0
n > +Ĥ0|δΨn >= E0

n|δΨn > +δEn|Ψ0
n > |· < Ψ0

n (288)

δEn = Vnn+ < Ψ0
n(Ĥ0 − E0

n)|δΨn > (289)

Vnn =< V̂ >Ψ0
n
- ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âîçìóùåíèÿ

δΨn =
∑
k

λkn|Ψ0
k > (290)
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Åñëè k 6= n, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.
Åñëè k = n, òî íîëü äà¼ò Ĥ0 − E0

n.
Çíà÷èò â ïåðâîì ïîðÿäêå ïðèáëèæåíèÿ:

δEn = Vnn =< V̂ >Ψ0
n

(291)

Âåðí¼ìñÿ ê óðàâíåíèþ (288). Äîìíîæèì åãî íà < Ψ0
m, ãäå m 6= n.

Ïîëó÷èì:
Vmn + λmnE

0
m = E0

nλmn (292)

λmn =
Vmn

E0
n − E0

m

(293)

δΨ0
n =

∑
m 6=n

Vmn
E0
n − E0

m

|Ψ0
m > (294)
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Ëåêöèÿ 10

10 Ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå

10.1 Îöåíêà âîçìóùåíèÿ

Ìû ðàññìàòðèâàëè óðàâíåíèå: Ĥ0Ψn = E
(0)
n Ψn äëÿ âîäîðîäî-ïîäîáíîãî èîíà [H].

E0
n = − z

2

n2
Ry . Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âèä V̂ -?

Èñòî÷íèê îøèáêè - íå ó÷òåíû ðåëÿòèâèñòêèå ýôôåêòû.

T =
√
p2c2 +m2c4 −mc2 = mc2 · (

√
1 + (

p

mc
)2 − 1) (295)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ìàëîãî x: (1 + x)
1
2 = 1 + 1

2
x+ 1

2
· 1

2
· (−1

2
)x2

T = mc2 · [1+
1

2
·( p

mc
)2 +

1

2
· 1
2
·(−1

2
)(
p

mc
)4−1] =

p2

2m
− 1

8
·mc2 ·( p

mc
)4 = T0−∆T (296)

ãäå ∆T - âîçìóùåíèå.
a0 - õàðàêòåðíûé ðàçìåð (Áîðîâñêèé ðàäèóñ).

p · a0 ∼ ~⇒ p

mc
=
e2

~c
= α (297)

Ry ⇒ e2

2a0

−→ 1

2
α2mc2 (298)

re : λc : a0 = α2 : α : 1 (299)

ãäå re =
e2

mc
- ðàäèóñ ýëåêòðîíà, λc - êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû.

2Ry :
e2

λc
: mc2 = α2 : α : 1 (300)

λc =
√
re · a0.

Âñå âåëå÷èíû çàâÿçàíû ñ α. È â ðàìêàõ íàøåãî êóðñà ìèíèìàëüíûé ðàçìåð re
- ìåíüøå óæå ÿäåðíàÿ ôèçèêà, ìàêñèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ mc2 - äàëåå óæå ñèëüíûå
ðåëÿòèâèñòêèå ýôôåêòû, ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ ∼ Ry.

∆Trel ∼ α2Ry (301)

Íî òàêæå íóæíî ó÷èòûâàòü ïîïðàâêó íà ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ U(r) = −ze
2

R
.

Ýëåêòðîí îáëàäàåò ñïèíîì, åñòü ñîáñòâåííûé ìàãíèòíûé ìîìåíò. Òàêæå â àòîìå
âîäîðîäà åñòü êðóãîâîé òîê, ñâÿçàííûé ñ îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì.
Ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå - âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñîáîé äâóõ ìàãíèò-

íûõ ìîìåíòîâ: ñïèíà ýëåêòðîíà è îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà.

µ0

a0

=
e~

2mc
· me

2

~2
=
e

2
· α (302)
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Ðèñ. 38: Cïèí-îðáèòàëüíîå
âçàèìîäåéñòâèå

µ0 =
1

2
α(ea0) (303)

ãäå ea0 = d0- áîðîâñêèé ýëåêòðîìàãíèòíûé ìîìåíò.

Ul,s ∼
µeµs
a3

0

∼
(
µ0

a0

)2

a0

∼ α2Ry (304)

Â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèÿ ó÷èòûâàåòñÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ, è êèíåòè÷åñêàÿ ïî-
ïðàâêè.
Ó÷¼ò êèíåòè÷åñêîé ïîïðàâêè:

∆Erel =< ∆T >n,l=< −
1

8
mc2·( p

mc
)4 >n,l=< −

1

2mc2
·(T0)2 >n,l=< −

1

2mc2
[E0

n−U(r)]2 >n,l

(305)

<
1

r
>n,l −?; <

1

r2
>n,l −?

∆Erel = −α
2z4

n3
(

1

l + 1
2

− 3

4n
)Ry (306)

∆El,s =< Uls >n,l; (307)

Uls = −(−→µ s
−→
H e) (308)

ãäå
−→
H e- ìàãíèòíîå ïîëå.

Åñëè ìû ñÿäåì íà ýëåêòðîí, òî âîêðóã íåãî áóäåò êðóòèòüñÿ ÿäðî, òå÷¼ò òîê è òåì
ñàìûì ñîçäà¼òñÿ ìàãíèòíîå ïîëå.

−→
H e =

1

c
[−→ε ×−→v ] (309)

ãäå −→ε =
1

e
(−5 U)

∆El,s =
α2z4

n3
·Ry · (

−→
l · −→s )

l(l + 1
2
)(l + 1)

(310)
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−→
j =

−→
l +−→s (311)

|−→j |2 = |
−→
l |2 + 2(

−→
l · −→s ) + |−→s |2 (312)

j(j + 1) = l(l + 1) + 2(
−→
l · −→s ) + s(s+ 1) (313)

s(s+ 1) =
3

4
. Ìû íå ìîæåì ïîñ÷èòàòü ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå íóëåâûì.

Uls 6= 0, òî ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü ðàâåíñòâî íóëþ, íåêîòîðûõ êîììóòàöèîííûõ
ñîîòíîøåíèé:

[Ĥ; L̂z] 6= 0 (314)

[Ĥ; Ŝz] 6= 0 (315)

Òîãäàms èml - ïëîõèå êâàíòîâûå ÷èñëà (õîðîøèå êâàíòîâûå ÷èñëà - ýòî òå, êîòîðûå
ïîìîãàþò òî÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ òî÷íî èçìåðåííûõ âåëå÷èí, à ó íàñ Sz è Lz -
òî÷íî íå îïðåäåëåíû, òîãäà äëÿ îïèñàíèÿ èñïîëüçóåì êâàíòîâûå ÷èñëà n, l, j,mj).

j = l ± 1

2
. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå (313), ïîëó÷èì:

2(
−→
l · −→s )+ = l 2(

−→
l · −→s )− = −l − 1

C ó÷¼òîì ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ïîïðàâêè

∆E =
α2z4

n3
·Ry · ( 1

l +
1

2

− (
−→
l · −→s )

l(l +
1

2
)(l + 1)

− 3

4n
) (316)

1

l +
1

2

− (
−→
l · −→s )

l(l +
1

2
)(l + 1)

=
1

j +
1

2

(317)

è äëÿ 2(
−→
l · −→s )+ = l è äëÿ 2(

−→
l · −→s )− = −l − 1

Çíà÷èò, ∆E - çàâèñèò òîëüêî îò n è j

∆E =
α2z4

n3
·Ry · ( 1

j +
1

2

− 3

4n
) (318)

10.2 Òîíêàÿ ñòðóêòóðà

Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå: E = −z2Ry, n = 1, l = 0. Òîãäà j =
1

2
è ðàñùåïëåíèå

∆E =
1

4
α2z4Ry =

1

4
∆.

Îáîçíà÷åíèå ýòîãî óðîâíÿ: 12S 1
2
, ãäå 1 - n; 2=2s+1 - ìóëüòèïëåòíîñòü; S - îáîçíà÷å-

íèå äëÿ õàðàêòåðèñòèêè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà;
1

2
= j.

Ïåðâîå âîçáóæä¼ííîå ñîñòîÿíèå: n=2; j =
1

2
; l=0⇒ ∆E =

5

64
∆.

Îáîçíà÷åíèå: 22S 1
2
(l = 0 - S)

Òàê êàê îò l íå çàâèñèò, òî ∆E ïðè l = 1 òàêîå æå êàê è äëÿ l = 0 â ïðåäûäóùåì.
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Ðèñ. 39: Ðàñùåïëåíèå

Îáîçíà÷åíèå óðîâíÿ: 22P 1
2
. Âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ óðîâíÿ áûñòðî ðàñò¼ò ïðè óâå-

ëè÷åíèè z.
1

16
∆ ∼ åñëè (z=1) 10−5ýÂ∼ 10ÃÃö

10.3 Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà

Êðîìå òîíêîé ñòðóêòóðû åñòü åù¼ è ñâåðõòîíêàÿ. Äî ýòîãî ìîìåíòà íå îáñóæäà-
ëè íàëè÷èå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ó ÿäðà. Ìàãíèòíûé ìîìåíò ÿäðà I - ñóììàðíûé
ñïèíîâûé ìîìåíò, âõîäÿùèõ â íåãî íóêëîíîâ.
Ñîâñåì ïîëíûé ìîìåíò: −→

F =
−→
J +

−→
I (319)

Ãäå
−→
J - ýëåêòðîííûé, à

−→
I - ÿäåðíûé ìàãíèòíûå ìîìåíòû.

(−→µ J · −→µ I) - ìàãíèòíîå âçàèìîäåéòñâèå ýëåêòðîííîé è ÿäåðíîé ÷àñòè.

|
−→
I | = ~2I(I + 1) (320)

µI ∼
e~

2Mc
⇒ ∆Est ∼ α2Ry

m

M
∼ 10−6eV (321)

ãäå M - ìàññà ÿäðà.
Ïî çàäàííîìó j è n ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî êîìïîíåíò ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû:
F = |J − I|...|J + I|
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10.4 Ìíîãîýëåêòðîííûå ñèñòåìû

Íåîáõîäèìî èñïðàâèòü îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè äëÿ ìíîãîýëåê-
òðîííîé ñèñòåìû:

1) Ψ(−→r 1,
−→r 2, ...,

−→r N ..., t) - çàäà¼ò àìïëèòóäó âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ÷àñòèöó `1`
-−→r 1, ÷àñòèöó `2` -

−→r 2 è òàê äàëåå.

Ψ(−→r 1, )
−→r 2 ⇒ ρ1(−→r ) =

∫
|Φ(r,−→r 2)|d3r2 (322)

Çàìå÷àíèå íà îöåíêó 5 íà ýêçàìåíå: â îáùåì ñëó÷àå ìû íå çíàåì âîëíîâûå ôóíêöèè
îòäåëüíûõ ÷àñòèö.
Îïåðàòîðû ïëîòíîñòè (ìàòðèöû ïëîòíîñòè).
ρ(q; q′) =

∫
Ψ∗(q;Q)Ψ(q′;QdQ) - õàðàêòåðèñòèêà, îïèñûâàþùàÿ ïîäñèñòåìó.

ρ̂ =
∑

ωk|Ψk >< Ψk| (323)

Ïîÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü âòîðîãî óðîâíÿ (íå çíàåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ). Åñëè
ñëàáîå ìåæýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå, òî ìîæíî ââîäèòü îäíîýëåêòðîííûå ôóíê-
öèè.

2) Â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

Ĥ = Ĥ1(x1) + Ĥ2(x2) + V̂ (x1, x2) (324)

×òîáû ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü îäíîýëåêòðîííûå âîëíîâûå ôóíêöèè íåîáõîäèìî,
÷òîáû V̂ (x1, x2) ìîæíî áûëî âûáðîñèòü.

Ψ(x1, x2) = Ψ1(x1) ·Ψ2(x2) (325)

ĤΨ = EΨ ‖ · 1

Ψ1Ψ2

(326)

Ĥ1Ψ1

Ψ1

+
Ĥ2Ψ2

Ψ2

= E ⇒ E1 + E2 = E (327)

Äëÿ ñóïåðíóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ â àòîìå Ãåëèÿ, ïðåíåáðåãàÿ âçàèìîäåéñâòèåì ýëåê-
òðîíîâ: n1 = 1⇒ −z2Ry

n2 = 2⇒ −5

4
z2Ry

À ìîæíî ëè çàïèñàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ýëåêòðîíà â ýòîì ñóïåðíóëåâîì ïðèáëè-
æåíèè? Îòâåò íåò. Èç-çà ïðèíöèïà òîæäåñòâåííîñòè.

10.5 Ïðèíöèï òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèö

Ïðèíöèï òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèö â êâàíòîâîé ìåõàíèêå: îäèíàêîâûå ÷àñòèöû
ÿâëÿþòñÿ â ïðèíöèïå íåðàçëè÷èìûìè.
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Ðèñ. 40: Cîóäàðåíèå äâóõ îáúåêòîâ

Ïðèìåð ñ êëàññèêîé: äâà áèëüÿðäíûõ øàðà ìû ìîæåì ðàçëè÷èòü, ïîñòàâèâ íà íèõ
ìåòêó, ïðè ýòîì íå èçìåíÿþòñÿ ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà.
Àíàëîãè÷íî ñ äâóìÿ äâèãàþùèìèñÿ äðóã íà äðóãà îäèíàêîâûõ îáúåêòà: ïîñòîÿííî
íàáëþäàåì çà îäíèì. Âåðîÿòíîñòü çàôèêñèðîâàòü îáúåêò äåòåêòîðîì:

Pkl = P (θ) + P (π − θ) (328)

Åñëè æå ó íàñ äâå êâàíòîâûå ÷àñòèöû, òî çà îäíîé ÷àñòèöåé ìû íå ìîæåì íàáëþ-
äàòü:

Fkv = F (θ) + F (π − θ) (329)

- àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè.

Pkv = P (θ) + P (π − θ) + Uint (330)

ãäå Uint - èíòåðôåðèðóþùèé ÷ëåí.
Îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè:

Π̂Ψ(x1, x2) = Ψ(x2, x1) = ΠΨ(x1, x2) (331)

eñëè ÷àñòèöû îäèíàêîâûå è íå âçàèìîäåéñòâóþùèå.

Π̂2Ψ(x1, x2) = Ψ(x2, x1) = Π2Ψ(x1, x2) (332)

Π2 = 1⇒ Π = ±1 (333)

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ψ(x1, x2) = Ψ1(x1) ·Ψ2(x2) - íå âåðíî.

67

ВОЛЬНОЕ ДЕЛО
Ф О Н Д

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ëåêöèÿ 11

11 Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ

11.1 Áîçîíû è ôåðìèîíû

Åñëè ìû âûáðàñûâàåì âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè: Ψ1(1)Ψ2(2)
ãäå Ψ1 - íàáîð ïåðâûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë, Ψ2 - íàáîð âòîðûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë. (1) -
êîîðäèíàòà ïåðâîé ÷àñòèöû, (2) - êîîðäèíàòà âòîðîé ÷àñòèöû.
Íî Ψ2(1)Ψ1(2) - òàêæå ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà ñ òàêîé æå ýíåð-
ãèåé.
Íî ýòè ôóíêöèè íåïðàâèëüíûå (íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà
ïåðåñòàíîâêè), à âîò Ψ1(1)Ψ2(2) + Ψ2(1)Ψ1(2) ïðàâèëüíàÿ. Íî íåîáõîäèìî ïîìíèòü,
÷òî ôóíêèÿ äîëæíà áûòü íîðìèðîâàíà: (âåñà ôóíêöèé îäèíàêîâûå ïî ìîäóëþ)

[Ψ1(1)Ψ2(2) + Ψ2(1)Ψ1(2)] · 1√
2

(334)

Ìîæíî âñå êâàíòîâûå ÷àñòèöû ðàçáèòü íà 2 êëàññà

1) Ñ öåëûì çíà÷åíèåì ñïèíà (íàïðèìåð, ôîòîíû; âñå ïåðåíîñ÷èêè âçàèìîäåé-
ñòâèé).
Èõ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé - ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàòèñòèêå Áîçå-
Ýéíøòåíéà è èõ íàçâàíèå áîçîíû.

2) Ñ ïîëóöåëûì çíà÷åíèåì ñïèíà (íàïðèìåð, ýëåêòðîíû). Èõ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
àíòèñèììåòðè÷íàÿ, ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàòèñòèêå Ôåðìè-Äèðàêà è èõ íàçâàíèå ôåðìè-
îíû.

À êàêàÿ æå áóäåò ôóíêöèÿ äëÿ n ÷àñòèö? Ïðàâèëüíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïî àíà-
ëîãèè äîëæíà ÿâëÿòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ïðîèçâåäåíèé:

1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ψ1(1) Ψ1(2) ...
Ψ2(1) Ψ2(2) ...
. .
. .

∣∣∣∣∣∣∣∣ (335)

- äåòåðìèíàíò Ñëýòåðà. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ n íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèî-
íîâ. Ñóììà ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé.
Äëÿ áîçîíîâ áåð¼ì òó æå ñàìóþ ìàòðèöó, íî ñ÷èòàåì äëÿ íå¼ ïåðìàíåíò.

Äëÿ ôåðìèîíîâ: åñëè äâà ñòîëáöà ñîâïàäàþò, òî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî íóëþ âîë-
íîâîé ôóíêöèè ⇒ Ψ ≡ 0 ⇒ ïîëó÷àåì ïðèíöèï çàïðåòà Ïàóëè (òî åñü ñëåäóåò
íàïðÿìóþ èç ïðèíöèïà òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèö).
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11.2 Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì ìíîãîýëåêòðîííûé àòîì. ×òîáû îïèñàòü ýëåêòðîí, íåîáõîäèìî ó÷åñòü
åãî âçàèìîäåéñòâèå íå òîëüêî ñ ÿäðîì, íî è ñ äðóãèìè ýëåêòðîíàìè. Ýòî êîíå÷íî
íåïîíÿòíî êàê ðåøàòü íå òîëüêî àíàëèòè÷åñêè, íî è ÷èñëåííî.
Ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ â ðàìêàõ íàøèõ ïðåäûäóùèõ ôàêòîâ:

1) Âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè ñëàáûå, çíà÷èò, ñóùåñòâóþò âîëíîâûå
ôóíêöèè îòäåëüíûõ ýëåêòðîíîâ.

2) Ìîæíî çàìåíèòü âçàèìîäåéñòâèå êàæäîãî ýëåêòðîíà ñ êàæäûì íà âçàèìîäåé-
ñòâèå ýëåêòðîíà ñ ñàìîñîãëàñîâàííûì ïîëåì.
Âîçüì¼ì ýëåêòðîí ©. Çàïèøåì ïîòåíöèàë, â êîòîðîì íàø ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ.

Usam - ñóììà ïîòåíöèàëîâ äðóãèõ ýëåêòðîíîâ. Òàêæå ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â ïîëå
ÿäðà

Ueff = −ze
2

ri
+ e

N∑
j 6=i

ϕj(ri) (336)

ãäå N - êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ, ϕj(ri) - ïîòåíöèàë îò j-îãî ýëåêòðîíà äëÿ i-îãî

ϕj(
−→r ) =

∫
|Ψj(
−→r j)|2

|−→r −−→r j|
d3rj (337)

×èñëåííûé ìåòîä äëÿ ïîèñêà òî÷íîãî ðåøåíèÿ:

(T̂i + Ueff (ri))Ψi(
−→r i) = EiΨi(

−→r i) (338)

Íà÷èíàåì ñ âîäîðîäîïîäîáíîé ôóíêöèè
Ïîëó÷àåòñÿ èòòåðàöèîííûé ïðîöåññ âîëíîâûõ ôóíêöèé è ñ êàæäîé èòòåðàöèåé ìû
ïðèáëèæàåìñÿ ê âîëíîâîé ôóíêèè ñòàöèîíðàíîãî ñîñòîÿíèÿ.
Âûäåëÿþòñÿ èåðàðõè÷åñêèå ãðóïïû äëÿ óðîâíåé, êàê â áèîëîãèè:
Êîíôèãóðàöèÿ ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà: ⇒

1s12s12p23p6... (339)

ãäå ÷èñëî ïåðåä áóêâîé îáîçíà÷àåò ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî; áóêâà äà¼ò îáîçíà÷å-
íèå îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà; ÷èñëî íàä áóêâîé - ýòî êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ
ñ êâàíòîâûì ÷èñëîì n è l

Îáîëî÷êîé â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü ýëåêòðîíîâ ñ îäè-
íàêîâûì ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì.
Ïîäîáîëî÷êîé â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü ýëåêòðîíîâ ñ îäè-
íàêîâûìè ÷èñëàìè n è l (1s, 2s, 2p - ïðèìåðû ïîäîáîëî÷åê).
Êîíôèãóðàöèè îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ó âñåõ àòîìîâ î÷åíü ñõîæè:

Li : 1s22s1 (340)

Na : 1s22s22p63s1 (341)
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Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü - ýòî ïîëíîñòüþ çàïîëíåíû âñå ïîäîáîëî÷êè, êðîìå îä-
íîé: íà ïîñëåäíåé, íå äî êîíöà çàïîëíåííîé, íàõîäèòñÿ 1 ýëåêòðîí.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì n : l = 0...l − 1 −→ ml = −l...l ms = ±1

2
. Íà ïîäîáîëî÷êå

êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ - ïðèíöèï çàïðåòà Ïàóëè. �ìêîñòü îäíîé îáîëî÷êè : 2n2

Ìîäåëü àòîìà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ýëåêòðîííîãî îáëàêà âîêðóã ÿäðà è äâè-
æóùåãîñÿ âîêðóã âñåãî ýòîãî 1 ýëåêòðîíà. z′-ýôôåêòèâíûé çàðÿä.

Ðèñ. 41: Ìîäåëü àòîìà

Ueff = −e
2

r
, r � a0 (342)

Êîãäà ýëåêòðîí î÷åíü áëèçêî ïîäõîäèò ê ÿäðó, òî èç-çà ýôôåêòà ýêðàíèðîâêè ïî-
äîøåäøèé ýëåêòðîí âèäèò çàðÿä ze

Ueff = −ze
2

r
, r � a0 (343)

Ureal - ðåàëüíûé ãðàôèê ýôôåêòèâíîé ýíåðãèè.

Ðèñ. 42: Ýôôåêòèâíàÿ ýíåðãèÿ

Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü - δV̂ .
e2

r
ýíåðãèÿ ñèñòåìû â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè.
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E(0)
n = −Ry

n2
(344)

- àòîì âîäîðîäà.

δEn =

∫
δV R2

n,ld
3r (345)

Rn,l - ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü.
Ïðè óâåëå÷åíèè r ïîïðàâêà δV −→ 0
r � a0

R2
n,l â îêðåñòíîñòè íóëÿ (rl)2

×åì áîëüøå l, òåì ìåíüøå ïîïðàâêà ê óðîâíÿì ýíåðãèè (δEn ↓, åñëè l ↑).
Ãðóáåå âñåãî ýíåðãèþ îïðåäåëÿåò êîíôèãóðàöèÿ (÷åðåç êâàíòîâûå ÷èñëà è êîëè÷å-
ñâòî ýëåêòðîíîâ).

11.3 Ó÷¼ò ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Âîçüì¼ì àòîì ãåëèÿ - àòîì ñ 2 ýëåêòðîíàìè. Ãåëèå-ïîäîáíàÿ ñèñòåìà - íà åäèí-
ñòâåííîì íå äî êîíöà çàïîëíåííîì óðîâíå 2 ýëåêòðîíà.
Â àòîìå ãåëèÿ ìû çàìåíÿåì îáëàêî íà 1 ýëåêòðîí:

Ðèñ. 43: Ìîäåëü Ãåëèÿ

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 +
e2

|−→r 1 −−→r 2|
(346)

Ĥ1, Ĥ2 - âîäîðîäíûå îïåðàòîðû. |−→r 1 −−→r 2| = r12

Ψ1(1)Ψ2(2)±Ψ2(1)Ψ1(2) (347)

-ýëåêòðîí - ôåðìèîíû ⇒ àíòèñèììåòðè÷íàÿ ïî ïåðåñòàíîâêå (íî íå áóäåì òîðî-
ïèòüñÿ)
Åñòü ñïèí:

Ψ(1) = Ψn1,l1,ml1(−→r 1) · χms1(σ1) (348)

σ1 - cïèíîâàÿ êîîðäèíàòà;

χms1 - còîëáåö âèäà:

(
1
0

)
↑- ñïèí ââåðõ;

(
0
1

)
↑- ñïèí âíèç
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Cïèíîâàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè äâóõýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû:

χ(σ1;σ2) =


↑1↑2 -ñèììåòðè÷íàÿ

↓1↓2 -ñèììåòðè÷íàÿ

↑1↓2 + ↑2↓1 -ñèììåòðè÷íàÿ, (ò.ê. ↑1↓2 - íå ñèììåòðè÷íàÿ)

↑1↓2 − ↑2↓1 -àíòèñèììåòðè÷íàÿ

(349)

−→
S =

−→
S 1 +

−→
S 2 (350)

S = 0 −→Ms = 0; S = 1 −→Ms = +1; 0;−1 (351)

Â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè äîëæíû áûòü âåëè÷èíû, êîòîðûå òî÷íî îïðåäåëåíû:

MS = ms1 +ms2 (352)(
1
0

)
èëè

(
0
1

)
- ñîáñòâåííûå ôóíêöèè χz ñîîòâåòñòâóåò ms =

1

2
, ïîýòîìó

χ(σ1;σ2) =


↑1↑2 ⇒Ms = 1

↓1↓2 ⇒Ms = −1

↑1↓2 + ↑2↓1 ⇒Ms = 0

χs, S = 1 -ñèììåòðè÷íàÿ ñïèíîâàÿ ôóíêöèÿ

↑1↓2 − ↑2↓1 ⇒Ms = 0
}
χA, S = 0 -àíòèñèììåòðè÷íàÿ ñïèíîâàÿ ôóíêöèÿ

(353)
Ó íàñ 4 ñïèíîâûå ÷àñòè âîëíîâûå ôóíêöèè äëÿ 2-õ ýëåêòðîííîé ñèñòåìû

Ψ(A) = ΨA/S(−→r1 ,
−→r2 ) · χS/A(σ1;σ2) (354)

Ψ(A)- àíòèñèììåòðè÷íûé (ôåðìèîí).

11.4 Óðîâíè ýíåðãèè

Ðèñ. 44: Óðîâíè ýíåðãèè

Â àòîìå ãåëèÿ çíàåì ýíåðãèþ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè îïðåäåëÿåì ïî êîíôèãóðàöèè:
(n1, n2 - êâàíòîâîâå ÷èñëî).

δE =<
e2

r12

>=

∫
[Ψ∗1(−→r1 )Ψ∗2(−→r2 )±Ψ∗2(−→r1 )Ψ∗1(−→r2 )]· e

2

r12

·[Ψ1(−→r1 )Ψ2(−→r2 )±Ψ2(−→r1 )Ψ1(−→r2 )]d3r1d
3r2

(355)
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δE =<
e2

r12

>
(1)1
(2)2 + <

e2

r12

>
(2)1
(1)2 ± <

(1)1
(2)2 |

e2

r12

|(1)2
(2)1 > ± <

(1)2
(2)1 |

e2

r12

|(1)1
(2)2 >∼ zRy (356)

<
(1)1
(2)2 |

e2

r12

|(1)2
(2)1 > - îáìåííûé ÷ëåí - ìàòðè÷íûé ýëåìåíò.

Â ôîðìóëå åñòü ±. + - S = 0; − - S = 1.
×åì áîëüøå z - òåì áîëüøå ýëåêòðîí ïðèòÿãèâàåòñÿ ê ÿäðó, òåì ìåíüøå r.
Ïðèìåð:
Còàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ìîæíî ñãðóïïèðîâàòü â òåðìû (ñåìåéñòâà), íî òîëüêî âíóò-
ðè êîíôèãóðàöèè.
2 òåðìà: S=0 - ñèíãëåò 1s2 ↓↑ - ïðîòèâîïîëîæíû ïî ïðèíöèïó Ïàóëè

Ðèñ. 45: Óðîâíè ýíåðãèè
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Ëåêöèÿ 12

12 Òîíêàÿ ñòðóêòóðà

12.1 Ýíåðãèÿ òåðìîâ

Åñòü ìíîãîýëåêòðîííûé àòîì, èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé ñ òî÷íî
îïðåäåë¼ííîé ýíåðãèåé. Îíè ñîçäàþò ãðóïïó, ïîëó÷àþòñÿ óðîâíè.

1) Ó÷¼ò òîëüêî ýëåêòðîí+ÿäðî⇒ êîíôèãóðàöèÿ îäíîýëåêòðîííîé âîëíîâîé ôóíê-
öèè.
Ïîëåçíîå ìíèìîíè÷åñêîå ïðàâèëî - ïðàâèëî Êëå÷êîâñêîãî-Ìàäåëóíãà. Îíî ïîìîãà-
åò íàéòè êîíôèãóðàöèþ ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé.
Emin ⇒ (n+ l)min (êîíôèãóðàöèè ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãó-
ðàöèÿ ñ ìèíèìàëüíûì (n+ l)).
Åñëè (n+ l) îäèíàêîâàÿ, òî Emin ⇒ nmin

Ðèñ. 46: Ïðàâèëî Êëå÷êîâñêîãî-Ìàäåëóíãà

Nelmax = 2(2l + 1) - ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ.

2) Ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå ìîæíî ó÷åñòü ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.
Êîíôèãóðàöèè îòñòàþò äðóã îò äðóãà íà z2Ry. Âíóòðè êàæäîé êîíôèãóðàöèè åñòü
òåðìû. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òåðìàìè âíóòðè êîíôèãóðàöèè zRy.
Âíóòðè îïðåäåë¼ííîé êîíôèãóðàöèè åñòü ïðàâèëî äëÿ íàõîæäåíèÿ Emin - ïðàâè-
ëî Õóíäà. Äëÿ òåðìîâ âíóòðè êîíôèãóðàöèè ýíåðãèÿ çàäà¼òñÿ íàáîðîì êâàíòîâûõ
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÷èñåë L è S −→
L =

∑−→
li ;

−→
S =

∑−→si (357)

Òåðì ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé - ýòî òåðì ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì S. Åñëè íåñêîëü-
êî òåðìîâ ñ ðàâíûìè Smax, òî Emin ⇒ Lmax

Emin ⇒ Smax −→ Emin ⇒ Lmax (358)

Ïðèìåð:

2p13p1 (359)

Âîçìîæíûå òåðìû: 1+1=0,1,2⇒ S, P, D

Cïèíîâûå êâàíòîâûå ÷èñëà:
1

2
+

1

2
=0; 1

Ìóëüòèïëåòíîñòü: 2s+ 1 - çàïèñûâàåòñÿ ñâåðõó ñëåâà ó òåðìà.
Çíà÷èò, âñåãî 6 âîçìîæíûõ ïàð òåðìîâ:

1,3S;1,3 P ;1,3D (360)

Íàèìåíüøàÿ ýíåðãèÿ ó òåðìà 3D, òàê êàê Smax è Lmax.

12.2 Òîíêàÿ ñòðóêòóðà

3) Òîíêàÿ ñòðóêòóðà ñâÿçàíà ñî ñïèí-îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì. (L, S, J).
Ïîñìîòðåâ âîîðóæ¼ííûì ãëàçîì íà òåðì, ìû óâèäèì áîëåå òîíêóþ ñòðóêòóðó: óðî-
âåíü âíóòðè òåðìà. −→

J =
−→
L +

−→
S (361)

Õàðàêòåðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óðîâíÿìè â òåðìå: α2z4Ry

∆El,s =
k∑
i=1

Eni,li (362)

ãäå k - êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ íà ïîñëåäíåé, íå äî êîíöà çàïîëíåííîé ïîäîáîëî÷êå
â íàøåé ðàññìàòðèâàåìîé ôèêñèðîâàííîé êîíôèãóðàöèè.
Âíóòðè ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé îáîëî÷êè, ïîäîáîëî÷êè:

L = 0; S = 0; J = 0 (363)

Cëåäîâàòåëüíî ïîïðàâêà îò ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâíà íóëþ.

à) Åñëè k < 2l + 1, òî

∆El,s =
k∑
i=1

Eni,li = ξnk,lk ·
k∑
i=1

(
−→
li · −→si ) = ξ

−→s
k

∑
i

−→
li = ξ

(
−→
S ·
−→
L )

k
(364)
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ãäå áûëî èñïîëüçîâàíî, ÷òî Emin −→ Smax(↑↑↑);
ξnk,lk - êîíñòàíòà, à n, l- êâàíòîâûå ÷èñëà ïîñëåäíåé ïîäîáîëî÷êè

−→
Si =

−→
S

k
(365)∑

i

=
−→
L (366)

J2 = L2 + S2 + 2(
−→
L ·
−→
S ) (367)

2(
−→
L
−→
S )

~2
= J(J + 1)− L(L+ 1)− S(S + 1) (368)

ξ > 0 (èç ëåêöèè ïðî àòîì âîäîðîäà).
Óðîâíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî êâàíòîâûì ÷èñëîì J .
Äëÿ òåðìà 3D - D-òðèïëåò.
Ïî ïðàâèëó êâàíòîâûõ ìîìåíòîâ:

−→
2 +
−→
1 = 1, 2, 3 (369)

Ïîëó÷èì óðîâíè:
D1,2,3 Emin −→3 D1 (370)

Òàê êàê ïî ôîðìóëå ÷åì áîëüøå J , òåì áîëüøå ∆E.

Ðèñ. 47: Óðîâíè â òåðìå

G2 è G1 - ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè.

G2

G1
=

3

2
(371)

á) Åñëè k > 2l+1⇒ ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå âèðòóàëüíûå ýëåêòðîíû äî çàïîëíåíèÿ
îáîëî÷êè.

k + k̃ = 2(2l + 1)⇒ ∆Els(k) + ∆Els(k̃) = 0 (372)

Òàê êàê ïîëíîñòüþ çàïîëíåííàÿ îáîëî÷êà íå èìååò ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ.
k̃ < 2l + 1, çíà÷èò äëÿ ∆Els(k̃) âåðíà ôîðìóëà èç ïóíêòà à)

∆Els(k) = −∆Els(k̃) (373)
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Ðèñ. 48: Óðîâíè â òåðìå

Cëåäîâàòåëüíî, çäåñü ïîðÿäîê óðîâíåé îáðàòíûé:
Äëÿ êîíôèãóðàöèè 1s22s22p53p5: ðèñ. (48)
Âñ¼ ñôîðìóëèðîâàííîå - ýòî ïðàâèëî èíòåðâàëîâ Ëàíäý:
1) Åñëè k < 2l+1, òî ó íàñ ïðÿìîé ïîðÿäîê óðîâíåé, Emin ó óðîâíÿ ñ ìèíèìàëüíûì
J.
2) Åñëè k > 2l + 1, òî íàîáîðîò
3) Åñëè k = 2l + 1, òî ∆Els(k) = −∆Els(k) = 0
Êîãäà ñèëüíîå ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñâòèå, ìû ìîæåì ãîâîðèòü òîëüêî î
êâàíòîâûõ ÷èñëàõ j.
Äëÿ N ýëåêòðîíîâ:

Òåðì

{j1; j2...jN}J
Óðîâåíü

(374)

−→
J =

N∑
i

−→
ji (375)

Ñóùåñòâóåò zkr - ïðè òàêîì çàðÿäå óæå íåëüçÿ ïðèìåíÿòü j− j ñâÿçè äëÿ îïèñàíèÿ.

12.3 Ïåðåõîä ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè

Èññëåäóåì çàäà÷ó î ïåðåõîäàõ ìåæäó ñòàöèîíàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè â êâàíòîâûõ
ñèñòåìàõ.
Âçàèìîäåéñòâèå êâàíòîâîé ñèñòåìû è ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â ïîëóêëàññè-
÷åñêîì ïðèáëèæåíèè:

Ĥ0Ψn = EnΨn - çíàåì íàáîð Ψn (376)

Ïîëå îïèñûâàåòñÿ êëàññè÷åñêè:

−→ε = −→ε0 · cos(ωt−
−→
k −→r ) (377)

−→
H =

−→
H0 · cos(ωt−

−→
k −→r ) (378)
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- ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû.
Âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ôîòîíà çàäà¼òñÿ ïîëÿìè èç óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà.
Âîçäåéñòâèå êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ íà àòîìíóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
âîçìóùåíèÿ:
Ýëåêòðè÷åñêîå äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå:

−→
Fe = e−→ε +

e

c
· [−→v ×

−→
H ] (379)

Íà íàøå ïîëå àòîìíàÿ ñèñòåìà íå âëèÿåò.

1)
ve
c
� 1 - íåðåëÿòèâèñòêîå ïðèáëèæåíèå.

2) λ =
2π

ω
� a0

Èñõîäÿ èç ýòîãî âûáðîñèì ìàãíèòíîå ïîëå
−→
H è âûáðîñèì ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àòü−→

k −→r , òî åñòü:
−→ε = −→ε0 · cos(ωt) (380)
−→
Fe = e−→ε (381)

Ãàìèëüòîíèàí âñåé ñèñòåìû:
Ĥ = Ĥ0 + Ŵ (t) (382)

- ýòî íåñòàöèîíàðíûé àíàëîã òåîðèè âîçìóùåíèÿ. Âåðåí òîëüêî òîãäà, êîãäà âîçìó-
ùåíèå ñëàáîå.
Âçàèìîäåéñòâèå àòîìà ñ ïîëåì - ýòî âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ ñ âîë-
íîé:

W = −(
−→
d −→ε ) (383)

ãäå
−→
d - äèïîëüíûé ìîìåíò.

−→
d = e

N∑
i=1

−→ri (384)

−→
d =

∫
|Ψn,l(

−→r )|2−→r d3r (385)

- äëÿ îäíîýëåêòðîííîé ñèñòåìû.

W � Eat =
e2

a0

⇒ ε0 �
e

a2
0

(386)

Eat - ýíåðãèÿ àòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ñ÷èòàåì, ÷òî òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèìåíèìà:

Ψ(−→r , t) =
∑

Cn(t)Ψn(−→r ) · exp(− i
~
Ent) +

∫
CEΨE · exp(−

i

~
Et)dE (387)

Cn - àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè íàéòè ýëåêòðîí â ìîìåíò âðåìåíè t c ýíåðãèåé En =

− z
2

n2
Ry.
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CE - àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè íàéòè ýëåêòðîí â ìîìåíò âðåìåíè t c ýíåðãèåé (E,E+
dE).
Íàïîìíèì, ÷òî â àòîìå âîäîðîäà äèñðêåòíî-íåïðåðûâíûé ñïåêòð ýíåðãèé.
Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé ñïåêòð (íåïðåðûâíûé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî àíàëîãèè).
Êîýôôèöèåíòû ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì:
Íà÷àëüíîå óñëîâèå â íàøåé çàäà÷å:

t = 0 :⇒ Ψi ⇒ Cn(t = 0) = δni (388)

i~
∂Ψ

∂t
= (Ĥ0 + Ŵ )Ψ (389)

i~
∑
n

{Ċn(t)− Cn
i

~
En}Ψn · exp(−

i

~
Ent) =

∑
n

Cn(Ĥ0 + Ŵ )Ψn · exp(−
i

~
Ent) (390)

i~
∑
n

Ċn(t)Ψn · exp(−
i

~
Ent) =

∑
n

CnŴΨn · exp(−
i

~
Ent) |· < Ψf | (391)

< Ψn|Ψf >= δfn ⇒ (392)

i~Ċf (t) =
∑
n

Cn < Ψf |Ŵ |Ψn > ·exp(
i

~
(Ef − En)t) (393)

Wfn- ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ n â f

i~Ċf (t) =
∑
n

Cn < Ψf |Ŵ |Ψn > ·exp(
i

~
(Ef − En)t) (394)

Ïåðåõîä âîçìîæåí òîëüêî åñëè:

Wfi =< Ψi|W |Ψf >6= 0 (395)

Åñëè = 0, òî ïåðåõîä çàïðåù¼í â ðàìêàõ íàøåãî ïðèáëèæåíèÿ.

ωfn =
Ef − En

~
(396)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåõîä ø¼ë ýôôåêòèâíî, íåîáõîäèìî ω = ωfi
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Ëåêöèÿ 13

13 Äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ïðàâèëà îòáîðà

13.1 Ïåðåõîä ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè

Â ïðîäîëæåíèè ïðåäûäóùåé ëåêöèè:

i~Ċf (t) =
∑
n

Cn(t)Wfn · exp(iωfnt) (397)

Wfn - ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî:

Cf (t) = C
(0)
f + C

(1)
f + ... (398)

Ðàáîòàåì â ïåðâîì ïîðÿäêå ïðèáëèæåíèÿ. Àíàëîãè÷íî è ñ Cn

i~(
˙

C
(0)
f +

˙
C

(1)
f + ...) =

∑
n

(C(0)
n + C(1)

n + ...) ·Wfn · exp(iωfnt) (399)

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò èñõîäíîå ñîñòîÿíèå:

Ct=0
n = δni C

(t=0)
f =

˙
C

(0)
f = 0 (400)

Òîãäà ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

i~ ˙
C

(1)
f = Wfi · exp(iωfit) (401)

Cf (t) = − i
~

t∫
0

Wfi(t) · exp(iωfit′)dt′ =
i

~
dfiε0

t∫
0

cos(ωt) · exp(iωfit)dt (402)

×àñòîòà ω - óïðàâëÿåìàÿ ÷àñòîòà, ωfi - õàðàêòåðèñòèêà àòîìíîé ñèñòåìû.
dfi - ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äèïîëüíîãî ìîìåíòà.

W = −(
−→
d · −→ε ) (403)

cos(ωt) =
1

2
(exp(iωt) + exp(−iωt)) (404)

Òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè:

i

~
dfiε0

t∫
0

cos(ωt) · exp(iωfit) =
idfiε0

2~
· {exp(i(ω + ωfi)t)

i(ω + ωfi)
+
exp(i(ωfi − ω)t)

i(ωfi − ω)
}|t0 (405)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèáëèæåíèåì ìåäëåííî âðàùàþùåéñÿ âîëíû:
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ωfi − ω = ∆ω = ∆� ω, ωfi (406)
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ãäå ∆ω - ìîäóëü îòñòðîéêè.
Òîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïåðâûì ñëàãàåìûì:

idfiε0

2~
· {exp(i∆t)− 1

i∆
} | ·

exp(
−i∆t

2
)

exp(
−i∆t

2
)

(407)

Íàïîìíèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò, íå êîýôôèöèåíò Cf , à âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà:

Pfi =
d2
fi · ε2

0 · sin2(
∆t

2
)

~2∆2

(408)

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü íå âûõîäèì ëè ìû çà ïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè : Pfi � 1.
Íî ìû ðàññìàòðèâàåì ∆ −→ 0. Ìû íå èíòåðåñóåìñÿ ìàëûìè ìîìåíòàìè âðåìåíè
(ñðàçó æå ïîñëå âêëþ÷åíèÿ).
Òîãäà ∆titer � 1.

Pfi =
d2
fi · ε2

0 · sin2(
∆t

2
)t

4~2 · (∆

2
)2t

(409)

Ïðè t −→∞ ⇒ ñòðåìèòñÿ ê πδ(
∆

2
)

Pfi ∼ d2
fiε

2
0 · δ(Ef − Ei − ~ωfi) (410)

Pfi - âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè.
Ïðèøëè ê òîìó, ÷òî îáîñíîâàëè ïåðâûé ïîñòóëàò Áîðà.
Íî íåò æå ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èçëó÷åíèé!

I =
cε2

0

8π
⇒ Pfi ∼ d2

fi

∫
Iωδ(ωfi − ω)dω ∼ d2

fiIωfi (411)

Ðèñ. 49: Cïåêòð èçëó÷åíèÿ

Pfi = BfiIωfi (412)
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ãäå Bfi - êîýôôèöèåíò Ýéíøòåéíà.
Åñëè ó÷èòûâàòü âñå êîýôôèöèåíòû â íàøèõ ïðåäûäóùèõ ôîðìóëàõ, òî

Bfi =
4π2d2

fi

c~2
(413)

Íî ó íàñ æå dfi - ìàòðè÷íûé ýëåìåíò z ïðîåêöèè. Ïîýòîìó èç-çà ðàâíîïðàâèÿ íà-
ïðàâëåíèé:

Bfi =
4π2d2

fi

3c~2
(414)

ãäå dfi - óæå íå ïðîåêöèÿ.
Ïðîáëåìû:
1) Ìíîãîôîòîííûå ïðîöåññû
2) Ñèñòåìà íå îïèñûâàåòñÿ ýëèêòðè÷åñêè äèïîëüíûì ïðèáëèæåíèåì (ìàãíèòíûå,
êâàäðàïóëüíûå è äðóãèå ñîñòàâëÿþùèå)
Êîãäà dfi 6= 0?

13.2 Ïðàâèëà îòáîðà â ðàçëè÷íûõ êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ

13.2.1 1D - ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

Êîãäà xmn 6= 0

Ψn
∼= exp(−1

2
[
x

x0

]2) ·Hn(
x

x0

) (415)

−→< Ψm|x|Ψn >=

∫
Hm(ξ) · exp(−1

2
ξ2)exp(−1

2
ξ2) · ξ ·Hn(ξ)dξ (416)

< Ψm|x|Ψn >=

∫
Hm(ξ) · exp(−1

2
ξ2)exp(−1

2
ξ2) · {nHn−1 +

1

2
Hn+1}dξ (417)

Ïîëèíîì Ýðìèòà ðàâåí íóëþ, åñëè m = n± 1 Ðàçðåøåíû îäíîôîòîííûå ïðîöåññû

Ðèñ. 50: Ïåðåõîäû îñöèëëÿòîðå

ñ ïåðåõîäîì ↑ èëè ↓ íà îäèí óðîâåíü.
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13.2.2 [H]-èîí

< n; l;ml|


x

y

z

 |ñ; l̃; m̃l > (418)

dfi = d
(r)
fi · d

(θ)
fi · d

(ϕ)
fi (419)

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïîëó÷èòü ïðàâèëà îòáîðà â [H]-èîíå, àòîìå Ãåëèÿ, â îäíîìåðíîé
êâàíòîâîé òî÷êå.
Àíàëèçèðóåì:

d
(ϕ)
fi −→

2π∫
0

exp(−imlϕ)


x

y

z

 exp(+im̃lϕ)dϕ (420)

x ∼ cosϕ ∼ eiϕ·1 + e−iϕ·1 (421)

y ∼ sinϕ ∼ eiϕ·1 − e−iϕ·1 (422)

z ∼ 1 ∼ ei·0ϕ (423)

×òîáû ìàòðè÷íûé ýëåìåíò áûë îòëè÷åí îò íóëÿ, íåîáõîäèìî ÷òîáû õîòÿ áû îäíî
ñëàãàåìîå 6= 0.

2π∫
0

ei(m̃l−ml±1)ϕdϕ (424)

Äàííûé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íîëü âñåãäà, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà

m̃l = ml ± 1 (425)

C z êîìïîíåíòîé:
2π∫

0

ei(m̃l−ml)ϕdϕ (426)

m̃l = ml (427)

∆ml = 0,±10 (428)

C θ ÷àñòüþ ïîñëå äîëãèõ ìó÷åíèé ïîëó÷èì:

∆l = ±1 (429)

×òîáû ïåðåõîä áûë âîçìîæåí, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðàâèëà âûïîëíÿëèñü è äëÿ ∆l,
∆ml.
C r ÷àñòüþ ìû íè÷åãî íå ïîëó÷èì.

Ïóñòü åñòü äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà:
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Ðèñ. 51: Äâóõóðîâíåâàÿ ñèñòåìà

Ψ =
∑
n

Ψn w α|0 > +β|1 > (430)

|α|2 + |β|2 = 1 (431)

Cîñòîÿíèå ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âåêòîðû â òð¼õ ïëîñêîñòÿõ ðèñ.52:

Ðèñ. 52: Ñèñòåìà

Ïóñòü ïîëå ïëàâíî íàðàñòàåò ðèñ.53. Îãèáàþùàÿ íàì èçâåñòíà. ω èçâåñòíà.

Ðèñ. 53: Íàðàñòàíèå ïîëÿ

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, êîãäà çà âðåìÿ äåéñòâèÿ èìïóëüñ ñèñòåìû ïå-
ðåéä¼ò èç 0 â 1.
Ïåðåõîä èç 0 â 1 ýêâèâàëåíòåí ïåðåâîðîòó âåêòîðà, èçîáðàæàþùåãî íàøå ñîñòîÿíèå
(âåêòîð Áëîõà).
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(Íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìû ìîæåì ñîâåðøèòü îïåðàöèþ ÍÎÄ íàä îäíèì êâàí-
òîâûì áèòîì).

Ðèñ. 54: Âåêòîð L

Ïåðåéä¼ì ê ìíîãîýëåêòðîííûì àòîìàì.
Ðàçðåø¼ííûå ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ãðóïïèðîâàòü:
êîíôèãóðàöèÿ−→ òåðì −→ óðîâåíü
1) Ïåðåõîäû ìåæäó êàêèìè êîíôèãóðàöèÿè âîçìîæíû?

Ïðàâèëî Ëàïîðòà: ÷¼òíîñòü ïðè ïåðåõîäå äîëæíà ìåíÿòüñÿ.
Âîçìîæíû ïåðåõîäû òîëüêî ìåæäó êîíôèãóðàöèÿìè ðàçíîé ÷¼òíîñòè:

r =
N∑
i=1

li (432)

ãäå N - êîëè÷åñòâî ýëåêòðîíîâ â êîíôèãóðàöèè.
Åñëè r ÷¼òíîå, òî ñîñòîÿíèå ÷¼òíîå, åñëè r íå÷¼òíîå, òî ñîñòîÿíèå íå÷¼òíîå.
Â îäíîýëåêòðîííîì ìû êàê ðàç ýòî è ïîëó÷èëè: ∆l = ±1.
Â ìíîãîýëåêòðîííîì:

dfi =

∫
Ψf∗(e

−→r )Ψid
3r (433)

e−→r - íå÷¼òíàÿ îòíîñèòåëüíî íóëÿ.
Ψi - ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò (r)l è l îïðåäåëÿåò ñèììåòðèþ

ΨÍ, ×
f∗ (e−→r )ÍΨÍ, ×

i d3r (434)

ρ = 0

2) Ìåæäó òåðìàìè ? (LS)
Áåç äîêàçàòåëüñòâà: ∆L = ±1; 0
Íî ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ æå äîëæåí óíîñèòüñÿ, îòêóäà òîãäà 0? Ýòî ñâÿçà-
íî ïðîñòî ñ ïîâîðîòîì âåêòîðà, áåç èçìåíåíèÿ åãî äëèíû.

Â îïåðàòîð W íå âõîäèò ñïèíîâàÿ ÷àñòü −→ ∆ms = 0 â îäíîýëåêòðîííîì àòîìå.
Â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå äåéñòâóåò ïðàâèëî èíòåðåôåðåíöèîííîãî çàïðåòà:
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∆S = 0; ∆J = 0;±1, íî ïåðåõîäû 0 � 0 çàïðåùåíû. (Èäåÿ ñ ïîâîðîòîì âåêòîðà
óæå íå ïðîõîäèò).

Ðèñ. 55: Ïîâîðîò âåêòîðà

Ñïåö.çàäà÷à: â àòîìå Ãåëèÿ ∆S = 0.

Ðèñ. 56: Óðîâíè

Êîýôôèöèåíòû Ýéíøòåéíà:
1) Âûíóæäåííûå

Pfi = BfiIωfi (435)

2) Cïîíòàííûå
Afi - cëåäóþò èç íóëåâîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè (ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíü-
øåé ýíåðãèåé).
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Ëåêöèÿ 14

14 Êâàíòîâîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

14.1 Ìîäû ýëåêòðîìàãíèòíîãî îñöèëëÿòîðà

Ó íàñ åñòü êóá, â êîòîðîì êâàíòîâîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå:

Ðèñ. 57: Êóá

Êóëîíîâñêàÿ êàëèáðîâêà (íå ÿâëÿåòñÿ Ëîðåíö èíâàðèàíòíîé, íî ìû â íåðåëÿòèâèç-
ìå):

ϕ ≡ 0 div
−→
A = 0 (436)

Íåò òîêîâ è íåò çàðÿäîâ, òîãäà óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà èìåþò âèä:

−→ε = −1

c
· ∂
−→
A

∂t
(437)

−→
H = rot

−→
A = [

−→
5 ×

−→
A ] (438)

Âíóòðè êóáà ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ñòîÿ÷èå âîëíû.
Õàðàêòåðèñòèêà ìîäû :

−→
k , ωk.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îñíîâíàÿ ìîäà |_ |.
−→
A =

∑
k;n

−→ek · ak(t)cos(
−→
k −→r ) (439)

ãäå n - cóììà ïî âñåì ïîëÿðèçàöèÿì, ak - àìïëèòóäà k ìîäû.

−→ε = −1 ∑
k

−→ek · ȧkcos(
−→
k −→r ) (440)

−→
H = −

∑
k

[
−→
k ×−→ek ] · sin(

−→
k −→r ) · ak (441)

Ïóñòü εk = − ȧ
c
. Ãàìèëüòîíèàí H çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H =

∫
L3

−→ε 2 +
−→
H 2

8π
d3r (442)
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∫
cos2(kr)d3r =

∫
sin2(kr)d3r =

1

2
(443)

Åñëè k 6= k′, òî ∫
cos(kr) · cos(k′r)d3r = 0 (444)

H =
L3

8π

∑
k

(ε2
k + k2a2

k) ·
1

2
(445)

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ìîäàì. Ïåðåõîäèì ê êâàí-
òîâîé ìåõàíèêå:

Ĥfield =
L3

8π

∑
k

(ε̂2
k + k2âk

2) · 1

2
(446)

ñóììà ãàìèëüòîíèàíîâ îäíîìåðíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ĥîñö =
p̂

2m
+

1

2
mω2x2 (447)

Ïåðåïèøåì â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ:

̂̃x =
x̂

x0

; ̂̃p =
p̂

p0

(448)

x0 =

√
~
mω

; p0 =
√
~mω (449)

Ĥk = (ε̂2
k + k2âk

2) · 1

2
(450)

ε̃ =
ε

ε∗
; ã =

a

a∗
(451)

Õàðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ - ~ω. Ñêàæåì, ÷òî ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ ýíåðãèÿ ìîäû
~ω
2
.

L3 ε
2
∗

8π
=

~ωk
2
⇒ ε∗ =

√
4π~ωk
L3

(452)

a∗ = kε∗ (453)

Ĥk = ~ωk(ε̃2
k + ã2

k) (454)

Ĥocö = ~ω(̂̃x2
+ ̂̃p2

) (455)

Äîëæíî áûòü âåðíî âîëíîâîå óðàâíåíèå:

52 −→A − 1

c2
· ∂

2−→A
∂t2

= 0 (456)

Âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ k-îé ìîäû:

äk + k2ak = 0 (457)
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- óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ îäíîìåðíîãî êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.
Äîëæíî äåéñòâîâàòü îäíî è òîæå êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå:

[̂̃x; ̂̃p] ∼ −i (458)

[̂̃a; ̂̃ε] ∼ −i (459)

Â ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðÿæ¼ííîñòü - ýòî íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà.−→
A - íè÷åãî íå ñîîáùàåò ÿâíî, ïîýòîìó äîãîâîðèëèñü ak −→ p.

ĤkΦnk(ε̃) = EnkΦnk(ε̃) (460)

Enk = ~ωk(nk +
1

2
) (461)

nk - ÷èñëî ïîðöèé âîçáóæäåíèÿ â k-îé ìîäå, èëè ÷èñëî ôîòîíîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê îïðåäåëåíèþ ôîòîíà: ôîòîí - ÷èñëî âîçáóæäåíèé.
Φnk - c òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè - ïîëèíîì Ýðìèòà ñòåïåíè n k íà àñèìïòîòè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ.

14.2 Êëàññè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

Â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè:
< ε̃ >nk= 0 (462)

Ìû ïðèøëè ðàíüøå ê âûâîäó, ÷òî ñâåò - ýòî è íå ïîòîê ÷àñòèö, è íå âîëíà.
Êëàññè÷åñêèé ñâåò - íåñòàöèîíðàíîå ñîñòîÿíèå.

ϕ =
∑
nk

CnkΦnk(ε̃) (463)

< nk >� 1

< Enk >= ~ω(< nk > +
1

2
) (464)

ϕ ∼ exp(
i

~
p0x) · exp(−1

2
(
x

x0

)2) (465)

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ - êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå.

|Cnk|2 − ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà (466)

b̂k = ˜̂x+ i˜̂p; b̂+ = ˜̂x− i˜̂p (467)

b̂|ϕ >= β|ϕ > (468)

δnk =

√
Dnk

< nk >
(469)

D0(nk) =< nk >k (470)

Ðàññìîòðèì nk = 0.

b̂k|Φnk=0 >= 0− âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå (471)
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Íî â ýòîì âàêóóìå åñòü ýíåðãèÿ: E =
∑
k

~ωk
2
.

Àòîì âçàèìîäåéñòâóåò ñ âàêóóìíûì êâàíòîâûì ïîëåì.

Ìû ðàññìàòðèâàëè äâóõóðîâíåâóþ ñèñòåìó, è â íåé ó íàñ íå âûïîëíÿëîñü íóëå-
âîå íà÷àëî òåðìîäèíàìèêè (âðåìÿ æèçíèè àòîìà íà âåðõíåì ñîñòîÿíèè áûëî áåñ-
êîíå÷íûì). Òàê îíî è íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê àòîì íåèçîëèðîâàííûé, íàõîäèòñÿ â
âàêóóìíîì ïîëå. Afi - êîýôôèöèåíò ñïîíòàííîãî ïåðåõîäà.

Âçàèìîäåéñòâèå êâàíòîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ àòîìîì:

Ĥ = Ĥaò + Ĥfield + Ŵ (472)

ãäå Ŵ = −(
−→
d −→ε ) - âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìîì è ïîëåì.

Cfi ∼ d
(at)
fi < Φin

nk|ε̂k|Φ
fin
nk >

t∫
0

dt′exp[(−ωatfi + ωk − ωk′)t] (473)

Cfi - àìïëèòóäà ïåðåõîäà.
Ïðàâèëà îòáîðà äëÿ âîëíîâîé ÷àñòè:

nk′ = nk ± 1 (474)

Âîçìîæåí ïåðåõîä ñ èçìåíåíèåì ÷èñëà ôîòîíîâ â îäíîé èç ìîä íà åäèíèöó.

< Φin
nk|ε̂k|Φ

fin
nk >∼ nk (475)

Ðèñ. 58: Ñïåêòðû àòîìà
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Ïîýòîìó ïåðåõîä ìåæäó 1000 è 1001 áîëåå âåðîÿòíûé, ÷åì ìåæäó 1 è 2.
Îòëè÷èå ìåæäó âåùåñòâîì è ôîòîíîì - ðàçíûå êëàññèôèêàöèè ÷àñòèö (áîçîíû è
ôåðìèîíû).

Ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ, åñëè ω(at)
fi ≈ ωk.

Åñëè ðàçìåð ìàëåíüêèé, òî íåò ìîäû, â êîòîðîé âîçáóæä¼ííûé àòîì èçëó÷àåò.

Ïàðàäîêñ: ÷òîáû èçîëèðîâàòü àòîì íåîáõîäèìî íå óíîñèòü åãî â ìåæçâ¼çäíîå
ïðîñòðàíñòâî. ×òîáû àòîì â âîçáóæä¼ííîì ñîñòîÿíèè æèë, åãî íàäî ïîìåñòèòü â
î÷åíü ìàëåíüêèé îáú¼ì (àòîìíûå ïîëîñòè) è íå áóäåò ωk ≈ ωfi.
Cïåö. çàäà÷à: ïîñ÷èòàòü Afi:

Afi =
~ω3

fi

π2c2
·Bfi (476)

Cïîíòàííûå ïåðåõîäû ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî τ 6=∞
∆E · τ > ~ (477)

Íà ïðàêòèêå ñïåêòðû àòîìà ó íàñ èçîáðàæåíû ïóíêòèðîì (Ëîðåíöåâà êðèâàÿ), íà
ðèñ.58. Â òåîðèè ýòî äåëüòà ôóíêöèÿ.

14.3 Ýôôåêò Êàçèìèðà

Åñëè ìû âîçüì¼ì è ïîìåñòèì íà íåáîëüøîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà äâå íåçà-
ðÿæåííûå ïëîñêîñòè â âàêóóìå, òî îíè áóäóò ìåæäó ñîáîé âçàèìîäåéñòâîâàòü, òàê
êàê âàêóóì âíóòðè è ñíàðóæè ðàçíûé ðèñ.(59).

Ðèñ. 59: Ýôôåêò Êàçèìèðà

Ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé áóäåò ïîðÿäêà:

Fïðèò ∼ 10−2äèí (478)
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Ñóùåñòâóåò òàêæå äèíàìè÷åñêèé ýôôåêò Êàçèìèðà. Íåîáõîäèìî ä¼ðãàòü îäíó èç
ïëàñòèí ñî ñêîðîñòüþ, áëèçêîé ñêîðîñòè ñâåòà. Òåì ñàìûì ìåíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî ðîæäåíèå ïàð ñêîðåëëèðîâàíííûõ ôîòîíîâ.
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Ëåêöèÿ 15

15 Ëýìáîâñêèé ñäâèã. Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå

15.1 Ýôôåêò Ëýìáà-Ðåçåðôîðäà

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå - êâàíòîâûé îáúåêò.

Afi =
~ω3

π2c2
Bfi ∼ ω3

fid
2
fi

∑ (479)

Åñòåñòâåííàÿ øèðèíà ïåðåõîäà çàäà¼òñÿ ωfi.

Â íàøåì êóðñå àòîìíîé ôèçèêè: ωfi � ωat =
Ry

~
.

22S 1
2
è 22P 1

2
èìåþò îäèíàêîâóþ ýíåðãèþ (ïî ôîðìóëå Äèðàêà).

Â àòîìå âîäîðîäà âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âàêóóìîì.

Â êâàçèêëàññèêå ó÷¼ò ðàçìåðîâ ÿäðà : c ïîìîùüþ òåîðèè âîçìóùåíèé, ÷åðåç ùå-
ëî÷íîé àòîì, íàïðèìåð, íàòðèÿ.

Õàðàêòåðíûé àòîìíûé ìàñøòàá: áîðîâñêèé ðàäèóñ (a0 =
~2

me2
)

Õàðàêòåðíûé ÿäåðíûé ìàñøòàá: re =
e2

mc2
= α2a0

Íî ýëåêòðîí æå íå ìîæåò èçëó÷èòü ôîòîí? Äåéñòâóåò ïðàâèëî. Åñëè ÷òî-òî çàïðå-
ùåíî, òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íî î÷åíü î÷åíü áûñòðî. Åñëè τ∆E 6 ~.
Ýëåêòðîí ôîíèò (êîëåáëåòñÿ).

< ξi >= 0 (480)

- cìåùåíèå, ñâÿçàííîå ñ äðîæàíèåì.

U(−→r +
−→
ξ )− U(−→r ) = ∆U (481)

∆U - ïîïðàâêà ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ñâÿçàííàÿ ñ äðîæàíèåì. Å¼ è âñòàâëÿåì
â òåîðèþ âîçìóùåíèé.

ξi ·
∂U

∂xi
+

1

2
ξiξj ·

∂2U

∂xi∂xj
(482)

i-îñü, xi - êîîðäèíàòà âäîëü i-îñè.
Âñå íàïðàâëåíèÿ ðàâíîïðàâíû:

0 +
1

6
ξ2 · ∂

2U

∂x2
(483)

U - êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà

∆ϕ = −4πρÿäðà = −4πez · δ(−→r ) (484)

Ðàçìûòèå ÿäðà ìû èãíîðèðóåì. Ñêàæåì, ÷òî

mξ̈ ∼ eε (485)
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Ðàçëîæèì â ðÿäû Ôóðüå:
ξ ∼ eiωkt · ξk (486)

ε ∼ eiωkt · εk (487)

εk = ε∗ =

√
4π~ωk
L3

(488)

ξ2 ∼
∑ 1

ω3
k

⇒
∫
d3k

ω3
k

(489)

Èñïîëüçóÿ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå è âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà îáú¼ìà â ñôåðè-
÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ: ∫

d3k

ω3
k

⇒ 2

π

∫
dω

ω
· α · ( ~

mc
)2 (490)

ãäå (
~
mc

)2 - êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû: λk = αa0∫ dω
ω

- ðàñõîäèòñÿ.

Íåîáõîäèìî ÷òî-òî äåëàòü ñ ðàñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëà:

~ωmax = mc2 =
2Ry

α2
(491)

~ωmin =
z2Ry

n2
(492)

Ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà âîëíû - áåññìûñëåííî ó÷èòûâàòü äëèíû âîëí áîëüøå äëèíû
îðáèòû.

ωmax
ωmin

=
2n2

α2z2
(493)

Òîãäà è èíòåãðàë ìû áóäåì ñ÷èòàòü óæå íå â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, à â ïðåäåëàõ
ωmax∫
ωmin

15.2 Ëýìáîâñêàÿ ïîïðàâêà

∆EL
n,l =< n, l|∆U |n, l >−→

∫
|Ψn,l|2δ(−→r )d3r (494)

∆EL
n,l îòëè÷íà îò íóëÿ, åñëè l = 0, ïîýòîìó èíäåêñ l ìîæíî óáðàòü.

∆EL
n =

8

3π
· α

3z4Ry

n3
ln(

ωmax
ωmin

) (495)

Ðèñóíîê 60: Cïîíòàííûé ïåðåõîä äîëæåí ïðîèñõëîäèòü íà ÷àñòîòå 1049 ÌÃÖ - ïî-
äàâëåíííûé. À êàê òîãäà åù¼ ìîæíî ïðîíàáëþäàòü ýòó ïîïðàâêó?
Èç óðîâíÿ 1S ïðîèçâîäèì âûíóæäåííûå ïåðåõîäû íà 2P è íà 2 S. Ñòàâèì äåòåêîòî-
ðû íà ïðè¼ì èçëó÷åíèÿ ñ 1S è ñ 2S. C óðîâíÿ 2P ïðîèñõîäÿò ñïîíòàííûå ïåðåõîäû
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îáðàòíî íà 1S, à ñ óðîâíÿ 2S îíè ïîäàâëåíû. Òîãäà ïðèêëàäûâàåì ìèêðîâîëíîâîå
èçëó÷åíèå, è âîçðàñòàåò ïîòîê ÷àñòèö ñ óðîâíÿ 2S.

Ðèñ. 60: Ïîïðàâêà ê óðîâíþ

Ìû îïóñòèëèñü î÷åíü íèçêî ïî ðàçðåø¼ííûì ýíåðãåòè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì: ïîðÿä-
êà 100 ÌÃö

15.3 Âçàèìîäåéñòâèå àòîìà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì

Ýëåêòðîí äââèæåòñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå âîêðóã ÿäðà:
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ:

Fêóë = Föá (496)

−̈→r + ω2
n
−→r =

e

c
[−̇→r ;
−→
H ] (497)

Åñëè ìàãíèòíîå ïîëå íå ðàâíî íóëþ:

ẍ+ ω2
nx = 2ΩLẏ (498)

ÿ + ω2
ny = −2ΩLẋ (499)

z̈ + ω2
nz = 0 (500)

Ïî îñè z ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ωn; ïî äðóãèì îñÿì ωn ± ΩL

ΩL =
e|
−→
H |

2mc
~ = µ0|

−→
H | (501)

Ó íàñ ðàçíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ó òð¼õ êîìïîíåíò

E−→
H

= −(−→µ ·
−→
H ) (502)

Â êâàíòîâîé òåîðèè:
Ĥ = Ĥ0 + µ0|

−→
H | (503)

L̂z −→ |
−→
H |

µ̂z =
e

2mc
(504)

Ïîïðàâêà äëÿ ýëåêòðîíà, íå ó÷èòûâàÿ åãî ñïèí:

Ψ = Φ(r, θ) · eimlϕ (505)
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Ðèñ. 61: Ðàñùåïëåíèå

Ψ - ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðîâ L̂z è Ĥ0

En = E(0)
n − µ0|

−→
H |ml (506)

Îòñþäà è íàçâàíèå äëÿ ìàãíèíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà ml

Íàïðèìåð, åñëè l = 1, òîãäà ml = −1; 0; 1
Óðîâåíü ðàçáèâàåòñÿ íà 3 ÷àñòè.
Êàæåòñÿ, ÷òî äëÿ l = 2, óðîâåíü äîëæåí ðàçáèâàòüñÿ íà 5, íî íå çàáûâàåì ïðî ïðà-
âèëà îòáîðà: ∆ml = 0;±1.
Òî åñòü è äëÿ áîëüøèõ l ðàçáèåíèå áóäåò âñ¼ ðàâíî íà 3 óðîâíÿ. Ïîëó÷èëè òàê íàçû-
âàåìûå íîðìàëüíûé ýôôåêò Çåéìàíà, íî íà ïðàêòèêå åãî î÷åíü ñëîæíî äîáèòüñÿ,
òàê êàê ðàñùåïëåíèå îáû÷íî áîëåå ñëîæíîå. Ñâÿçàíî ýòî áîëåå ñëîæíîå ðàñùåïëå-
íèå ñî ñïèíîì.
Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà ñ ó÷¼òîì ñïèíà â òåîðèè ðàñùåïëåíèÿ ìîæíî ðàçáèòü
íà äâå ãðóïïû:

15.3.1 Âçàèìîäåéñòâèå ñ ñèëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì

∆Els ∼ α2z4Ry = µ0|
−→
H êð| (507)

∆Els - ýíåðãèÿ ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

|
−→
H | ≥ |

−→
H êð| - ñèëüíîå ïîëå (508)

Åñëè ïîëå ñèëüíîå, òî ýíåðãèþ ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî íå ó÷è-
òûâàòü. Ó÷èòûâàåì êàê âîçìóùåíèå:

∆EH =<n,l
L,S | − (−̂→µ

−̂→
H )|n,lL,S (509)

−→µ L +−→µ S = µ0(L̂z + 2Ŝz) (510)

Äàëåå îïåðàòîðû áóäóò áåçðàçìåðíûìè

∆EH = µ0|
−→
H |(ML + 2Ms) (511)

p-äóáëåò: L = 1, S =
1

2

ML = +1; 0;−1 2MS = +1;−1 (512)
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ML + 2MS = −2;−1; 0; 1; 2 (513)

Çíà÷èò òåðì ðàñùåïëÿåòñÿ íà 5 êîìïîíåíò. Íî íàì íåîáõîäèìî îïÿòü íå çàáûòü ïðî
ïðàâèëà îòáîðà:

∆S = 0 −→ ∆Ms = 0 (514)

Cëåäîâàòåëüíî íàø óðîâåíü òàêæå ðàçáèâàåòñÿ íà 3

15.3.2 Âçàèìîäåéñòâèå ñî ñëàáûì ìàãíèòíûì ïîëåì

|
−→
H | ≤ |

−→
H êð| - ñëàáîå ïîëå (515)

Çäåñü ìû óæå äîëæíû ó÷èòûâàòü ñïèí-îðáèàòëüíîå âçàèìîäåéñòâèå. Ðàçãîâîð îá
ýòîì íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.
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Ëåêöèÿ 16

16 Ôèçèêà ìîëåêóë

16.1 Âçàèìîäåéñòâèå àòîìà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì

16.1.1 Âçàèìîäåéñòâèå ñî ñëàáûì ìàãíèòíûì ïîëåì

|
−→
H | < |

−→
H êð| - ñëàáîå ïîëå (516)

Ĥ = Ĥ0 + Ûls + ÛM (517)

Ñòàöèîíðàíîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ |L;S; J ;MJ >

µ̂S = −2µ0Ŝ (518)

Äàëåå âñå ìîìåíòû ïèøóòñÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå.

Ðèñ. 62: Âåêòîðû ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí

−→µ J íàõîäèòñÿ ïî íåêîòîðûì óãëîì ê J îñè (èç-çà íàðóøåíèÿ ïðîïîðöèè, èç-çà 2 â
ôîðìóëå (518))
×àñòîòà âðàùåíèÿ âåêòîðîâ µs è µJ çàäà¼òñÿ Ûls - ýíåðãèåé ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ.

Ω ∼ α2Ry ' α2ωat 1012-1012Ãö (519)

Âðàùåíèå µJ äà¼ò íàì ýôôåêòèâíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò: µeff - ïðîåêöèÿ µJ íà îñü
J.

µ̂S = −2µ0Ŝ −→ −→µ eff = −gµ0

−→
J (520)
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ãäå g - ôàêòîð Ëàíäý

g = − 1

µ0

· (−→µ eff ·
−→
J )

|
−→
J |2

= − 1

µ0

· (−→µ J ·
−→
J )

|
−→
J |2

(521)

−→µ J = −→µ L +−→µ S = −µ0(
−→
L + 2

−→
S ) (522)

−→
L +

−→
S =

−→
J (523)

−→µ J = −µ0(
−→
J +

−→
S ) (524)

g =
−µ0

−µ0

· (
−→
J +

−→
S ;
−→
J )

|
−→
J |2

= 1 +
(
−→
S ·
−→
J )

|
−→
J |2

(525)

−→
L =

−→
J −

−→
S ⇒ |

−→
L |2 = |

−→
J |2 + |

−→
S |2 − 2(

−→
J ·
−→
S ) (526)

g = 1 +
J(J + 1) + S(S + 1)− L(L+ 1)

2J(J + 1)
(527)

Íåëüçÿ ãîâîðèòü î òåðìàõ, ãîâîðèì îá óðîâíÿõ:
Åñëè

−→
H =

−→
0 , òî ó íàñ 2 ðàçðåø¼ííûõ ïåðåõîäà â ýëåêòðè÷åñêè äèïîëüíîì ïðèáëè-

æåíèè.

Ðèñ. 63: Ðàçðåø¼ííûå ïåðåõîäû

Åñëè æå
−→
H 6= −→0 , òî

∆EH =< L;S; J ;MJ |{−(−̂→µ eff

−̂→
H )}|L;S; J ;MJ >= µ0gMJ |

−→
H | (528)

−̂→µ eff −→ Ĵ ⇒ Ĵz ⇒MJ |... > (529)

Ïîëó÷èëàñü ïîïðàâêà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé â ïåðâîì ïîðÿäêå ïðèáëèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì (63): 2P 3
2
: j =

3

2
, J = −3

2
;−1

2
;
1

2
;
3

2
; Äëÿ äàííîãî ÷èñëà g =

4

3
. Óðîâåíü

ðàñùåïëÿåòñÿ íà 4 êîìïîíåíòû.

S=0 −→ g=1 - îáû÷íûé ýôôåêò Çåéìàíà.

2P 1
2
j =

1

2
−→ g =

2

3
1S 1

2
−→ g = 2.

Íå çàáûâàåì ïðî ïðàâèëà îòáîðà ∆mj = 0;±1
Â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ àíîìàëüíûé ýôôåêò Çåéìàíà.
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16.2 Ðàçëè÷íûå íàáëþäàåìûå ýôôåêòû

16.2.1 Ýôôåêò Ïàøåíà-Áàêà

Ýòî ýôôåêò ïðåâðàùåíèÿ àíîìàëüíîãî ýôôåêòà Çåéìàíà â íîðìàëüíûé ýôôåêò
Çåéìàíà ïðè óâåëå÷åíèè ↑

−→
H

16.2.2 Ýëåêòðîííûé ïàðàìàãíèòíûé ðåçîíàñ

Ñâåòèì â Ìåãàãåðöîâîì äèàïîçîíå.
−→
H - ïëàâíî ìåíÿåòñÿ.

µ0(ML + 2Ms)
−→
H ñðàâíèâàåòñÿ ñ ω óâåëè÷èâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü âûíóæäåííûõ ïåðå-

õîäîâ ñ ïîãëîùåíèåì êâàíòîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

16.2.3 Ýôôåêò Øòåðíà-Ãåðëàõà

Î í¼ì ìû óæå ãîâîðèëè. Àòîìû èìåþò ìàãíèòíûå ìîìåíòû, êîòîðûå âçàèìîäåé-
ñòâóþò ñ íåîäíîðîäíûì ìàãíèòíûì ïîëåì.

Fz =
∂H

∂z
gµ0MJ (530)

Â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ (ïðîåêöèîííîå èçìåðåíèå â ñìûñëå Ôîííåéìàíà) ó íàñ â
ïó÷êå ñ îïðåäåë¼ííûì L, S, J ñîäåðæèòñÿ ìíîãî ðàçíûõ ñîñòîÿíèé ñ MJ . Ïîñëå
ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïðèáîð Øòåðíà-Ãåðëàõà ìû ïîëó÷èì 3 ðàçíûõ ïó÷êà:
MJ = 1 MJ = 0 MJ = −1
Äàëåå, åñëè ïó÷êè âòîðè÷íûå áóäóò ñíîâà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðèáîð Øòåðíà-Ãåðëõà,
ìû óâèäèì òå æå ñàìûå ïó÷êè, òàê êàê çà êàæäûì ýòèì ïó÷êîì óæå ñòîèò îïðåäå-
ë¼ííîå ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ìû åãî ïåðåâåëè â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ. Ïó÷êè ïðîñòî
ñèëüíåå çàêðóòÿòñÿ.
J=1, òî 3 íàñ áóäåò 3 ïó÷êà

J=
1

2
, òî 2 ïó÷êà.

Åñëè ìû ïîâåðí¼ì ïðèáîð Øòåðíà-Ãåðëàõà, ãðàäèåíò íåîäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ áóäåò íàïðàâëåí òåïåðü íå ïî îñè z, à ïî îñè y - ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàñïðî-
ñòðàíåíèþ ïó÷êà, íî òàê êàê îïåðàòîðû Jx è Jz íå êîììóòèðóþò, òî â ðåçóëüòàòå
êàæäûé ïó÷îê ðàçîéä¼òñÿ íà 3, íî òåïåðü óæå ïî îñè x.

Çàäà÷à: èìååòñÿ äâà ÿùèêà, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ýëåêòðîíû.
Â ïåðâîì ýëåêòðîíû - ñóïåðïîçèöèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè:

Ψ =
1√
2
{| ↑> +| ↓>} (531)

Â äðóãîì ÿùèêå ýëåêòðîíû îïèñûâàþòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè:

N

2
| ↑> N

2
| ↓> (532)

Ó íàñ åñòü ìíîãî ïðèáîðîâ Øòåðíà-Ãåðëàõà. Íàøà çàäà÷à îïðåäåëèòü â êàêîì ÿùè-
êå íàõîäÿòñÿ êàêèå ýëåêòðîíû.
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16.3 Ôèçèêà ìîëåêóë

Ìîëåêóëû - ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ àòîìîâ.
Ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, èîíííàÿ ñâÿçü, êîòîðàÿ ëåãêî îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëåê-
òðè÷åñêîé òåîðèè. Íî åñòü ñâÿçè, êîòîðûå áåç êâàíòîâîé ìåõàíèêè îáúÿñíèòü íåëü-
çÿ, íàïðèìåð, êîâàëåíòíî íåïîëÿðíûå.
Êîâàëåíòíî íåïîëÿðíûå ñâÿçè îáðàçóþò:

H2 N2 O2 (533)

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïî÷åìó îíè óñòîé÷èâûå? Âåäü îíè íåéòðàëüíû, çíà÷èò, íèêàê íå
âçàèìîäåéñòâóþò. Íî äàæå åñëè åù¼ äàëüøå óãëóáèòüñÿ, òî îíè îáðàçóþò ñèñòåìó
èç 2 çàðÿæåííûõ ÿäåð, âîêðóã êîòîðûõ íàõîäèòñÿ îòðèöàòåëüíîå îáëàêî. Òîãäà îíè
âîîáùå äîëæíû îòòàëêèâàòüñÿ!

Ðàññìîòðè ãîìîÿäåðíóþ êîâàëåíòíî íåïîëÿðíóþ ñâÿçü H2, è îòîðâ¼ì èç ýòîé
ñèñòåìû 1 ýëåêòðîí. Ïîëó÷èòñÿ H+

2

Ó íàñ ñèñòåìà 3 òåë: ýëåêòðîí ñâåðõó

Ðèñ. 64: Íàøà ñèñòåìà

Ĥ = Ĥe + T̂1 + T̂2 + V̂ÿÿ (534)

T̂1 - ïåðâîãî ÿäðà, T̂2 - âòîðîãî ÿäðà.

Ĥe = T̂e −
e2

r1

− e2

r2

(535)

T̂1,2 = − ~2

2M
52

1,2 (536)

V̂ÿÿ =
e2

|
−→
R 1 −

−→
R 2|

(537)

|
−→
R 1 −

−→
R 2| = |

−→
R |
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Ââîäèì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñ öåíòðîì â öåíòðå ìàññ.

−→
R 0 =

1

2
(
−→
R 1 +

−→
R 2) (538)

−→
R 0 - ïîñåðåäèíå ìåæäó ÿäðîì 1 è 2.

−→
R 1,2 =

−→
R 0 ∓

−→
R

2
(539)

∂

∂R1,2

=
1

2

∂

∂R0

∓ ∂

∂R
(540)

∂2

∂R2
1,2

=
1

4

∂2

∂R2
0

∓ ∂2

∂R∂R0

+
∂2

∂R2
(541)

(T̂1 + T̂2) = − ~2

4M
· ∂

2

∂R2
0

− ~2

M
· ∂

2

∂R2
(542)

µ =
M

2
− ïðèâåä¼ííàÿ ìàññà (543)

Âûäåëÿåòñÿ 2 ðàçíûõ äâèæåíèÿ:
1) Äâèæåíèå ñàìîé ìîëåêóëû
2) Äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ

−→r 1,2 = −→r ±
−→
R

2
(544)

Ĥ(−→r ,
−→
R,
−→
R 0) = (T̂e + V̂e + T̂µ +

e2

|
−→
R |

)− ~2

4M
· ∂

∂2R2
0

(545)

Ïðîèçâîäèì ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ:

Φ(−→r ,
−→
R,
−→
R 0) = Ψ(−→r ,

−→
R ) · exp[

−→
K
−→
R 0] (546)

exp[
−→
K
−→
R 0] - îïèñûâàåò äâèæåíèå êàê öåëîå.

Ìû óïðîñòèëè íàøå âûðàæåíèå, íî òåïåðü õîòèì åù¼ áîëüøå

16.3.1 Àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå

Àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå - ïðèáëèæåíèå Áîðíà-Îïïåíãåéìåðà.
M � m. Îøèáêà ãîâîðèòü, ÷òî â ýòîì ïðèáëèæåíèè ìû ïðåíåáðåãàåì ÿäåðíûì äâè-
æåíèåì, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îíî ìíîãî ìåäëåííåé äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ. Òî åñòü, äëÿ
êàæäîãî çíà÷åíèÿ ìåæÿäåðíîãî ðàññòîÿíèÿ |

−→
R | óñïåâàåò óñòàíîâèòüñÿ ýëåêòðîííàÿ

ôóíêöèÿ.
Ψ(−→r ,

−→
R ) = Ψ(e)(−→r ;R) · Φ(ÿ)(R) (547)

R âõîäèò êàê ïàðàìåòð.

ĤΨ(e)Φ = EΨ(e)Φ | · 1

Ψ(e)Φ
(548)
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ĤeΨ
(e)Φ

Ψ(e)Φ
+ (T̂µ +

e2

R
) · Ψ(e)Φ

Ψ(e)Φ
= E (549)

Äåéñòâóåò îïåðàòîð íà ôóíêöèþ, ïîýòîìó ñîêðàòèòü íå ìîæåì.

Ñóòü àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ:

∂

∂R
Ψ(e) � 1 (550)

È òîãäà ìû ìîæåì ïðèáëèæ¼ííî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ:

ĤeΨ
(e)(−→r , R) = E(e)Ψ(e) (551)

(T̂µ +
e2

R
+ E(e))Φ = EΦ (552)
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