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Ëåêöèÿ 1

Âëîæåííîå àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

K - àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, charK = 0. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæíî
ñ÷èòàòü K = C.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Âëîæåííîå àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå - ýòî ìíî-
æåñòâî íóëåé â ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìå

f1(x1, . . . , xn) = 0
..
.

fk(x1, . . . , xn) = 0

⊂ Kn = An

ãäå f1, . . . , fk ∈ K[x1, . . . , xn].

Çà÷àñòóþ íå îáÿçàòåëüíî çíàòü ìåñòíîíàõîæäåíèå íà÷àëà êîîðäèíàò â âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå Kn, òîãäà îíî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãî-
îáðàçèå è îáîçíà÷àåòñÿ An (àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü áåñêîíå÷íóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ñèñòåìó,
òî îíà ñîéäåòñÿ ê íåêîòîðîé êîíå÷íîé ñèñòåìå.
Êàæäîìó âëîæåííîìó àëãåáðàè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ X ñîîòâåñòâóåò íåêîòîðûé
èäåàë â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ

X ↔ I(X) = {f ∈ K[x1, . . . , xn] | f
∣∣
X

= 0}.

Òàêæå èäåàëó ñîîòâåòñòâóåò ôàêòîðêîëüöî

I(X)↔ K[x1, . . . , xn]/I(X) = K[X] - àëãåáðà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé.

Ïîëó÷èëè ñîîòâåñòâèå ìåæäó âëîæåííûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè è àë-
ãåáðàìè ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèÿì, âëîæåí-
íûì â ðàçíûå ïðîñòðàíñòâà, áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíà è òà æå ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð. 1. Âëîæåíèå ïðÿìîé L ⊆ A1 çàäàåòñÿ ïóñòîé ñèñòåìîé;
2. Âëîæåíèå L ⊆ A2 çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì {x = 0} (â êîîðäèíàòàõ x, y).
Óáåäèìñÿ, ÷òî àëãåáðû ôóíêöèé áóäóò îäèíàêîâû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè â A1 êîîðäèíàòà t, òî

K[t] - àëãåáðà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé.

2. Â ñëó÷àå A2 àëãåáðà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé - ýòî

K[x, y]/(X) ∼= K[y],

ãäå (X) - èäåàë, ïîðîæäåííûé X (âñå ôóíêöèè, êîòîðûå ðàâíû íóëþ íà
âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = 0).
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èëè êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé.
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Ïîäîáíûå ìíîãîîáðàçèÿ óäîáíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè, äëÿ ýòîãî ââåäåì ïîíÿòèå
ìîðôèçìà. Áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü ìíîãîîáðàçèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Ìîðôèçì. Èçîìîðôèçì. Àâòîìîðôèçì

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü X ⊆ An, Y ⊆ Am - âëîæåííûå àôôèííûå ìíîãîîáðàçèÿ.
Òîãäà ìîðôèçì - ýòî îòîáðàæåíèå

ϕ : X → Y,

çàäàííîå ïîëèíîìàìè

(x1, . . . , xn)→ (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)), fi ∈ K[x1, . . . , xn].

Ìîæíî ïåðåéòè îò ìíîãîîáðàçèé ê àëãåáðàì ôóíêöèé è ðàññìîòðåòü äâîéñòâåí-
íûé ãîìîìîðôèçì ê ìîðôèçìó ϕ

ϕ∗ : K[Y ]→ K[X],

ϕ∗(h)(x) = h(ϕ(x)), h ∈ K[Y ].

Îïðåäåëåíèå 1.3. ϕ - èçîìîðôèçì, åñëè ϕ - ìîðôèçì è ∃ ϕ−1 - ìîðôèçì.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ äîëæíî áûòü áèåê-
öèåé.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì äâà âëîæåííûõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèÿ

X = A1, Y = {x2 = y3} ⊆ A3

Ïóñòü t - êîîðäèíàòà â A1 è

ϕ : t→ (t3, t2) = (x, y)

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ϕ - áèåêöèÿ, ò.ê. åñòü îáðàòíîå îòîáðàæåíèå

ϕ−1 :
(0, 0) → 0
(x, y) → x

y

Îäíàêî x
y
- ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, îíà íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Óòâåðæäàåòñÿ,

÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì, è ìíîãîîáðàçèÿ íå èçîìîðô-
íû.
Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà (0, 0) ∈ Y ÿâëÿåòñÿ îñîáîé, à ó ìíîãîîáðàçèÿ X íåò îñîáûõ
òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Àâòîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ X - ýòî èçîìîðôèçì ϕ : X → X.

Òåïåðü îò âëîæåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáàçèé ìîæíî ïåðåéòè ê ìíîãîîáðà-
çèÿì, ïðîñòî îòîæäåñòâèâ êëàññû èçîìîðôèçìà (èçîìîðôíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ÷èòà-
åì îäèíàêîâûìè).
Àëãåáðû ôóíêöèé èçîìîðôíûõ ìíîãîîáðàçèé òàêæå èçîìîðôíû, ïîñêîëüêó åñëè
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ϕ : X → Y - èçîìîðôèçì, òî
ϕ∗ : K[Y ]→ K[X] - òîæå èçîìîðôèçì.

Áîëåå òîãî, åñëè åñòü èçîìîðôèçì àëãåáð ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé, òî ýòî äàåò èçîìîð-
ôèçì ìíîãîîáðàçèé.
Òàêèì îáðàçîì, àâòîìîðôèçìû X íàõîäÿòñÿ â áèåêöèè ñ àâòîìðôèçìàìè àëãåáðû
ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé K[X].
Íà ýòîì îñíîâàíèè äàëåå ìû íå âñåãäà áóäåì ðàçëè÷àòü ϕ è ϕ∗, ãîâîðÿ íà ÿçûêå
ìíîãîîáðàçèé èëè àëãåáð ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé.

Aut(X) - ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ X (ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè).
Aut(X) ∼= Aut(K[X]).

Íàïîìèíàíèÿ

Ïóñòü G - àôôèííîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå è G - ãðóïïà. Áîëåå òîãî, ýòè
äâå ñòðóêòóðû ñîãëàñîâàíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå.
Óìíîæåíèå - ýòî ìîðôèçì µ : G×G→ G, µ(g1, g2) = g1 · g2;
Âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà - ýòî ìîðôèçì i : G→ G, i(g) = g−1.

Ïðèìåð. Òèïè÷íûé ïðèìåð - ìíîãîîáðàçèå SLn(K) ⊂ An2
ñ êîîðäèíàòàìè x11, . . . , xnn,

çàäàåòñÿ îäíèì ïîëèíîìèàëüíûì óðàâíåíèåì detM = 1.
Óìíîæåíèå çàäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ñòðîê è ñòîëáöîâ, ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì ïîëèíîì îò 2n2 ïåðåìåííûõ. detM = 1, ïîýòîìó îáðàòíûé ýëå-
ìåíò ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ òðàíñïîíèðîâàííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíå-
íèé, è òàêæå ïîëó÷èì ïîëèíîì.
Ïîýòîìó Sln(K) - ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Ïðèìåð. Íàñ òàêæå áóäóò èíòåðåñîâàòü àääèòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ Ga = (K,+)
è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ Gm = (K\{0} = K×, ·).
Ga, î÷åâèäíî, àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Àëãåáðà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé K[t].
Íà Gm ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â A2 êàê {xy = 1} -
ïîëó÷èì âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ áåç íóëÿ. Àëãåáðà ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé K[x, y]/(xy−
1) = K[x, x−1].

Îïðåäåëåíèå 1.5. Àëãåáðàè÷åñêîå äåéñòâèå - ýòî îòîáðàæåíèå G × X → X,
êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì äåéñòâèÿ è ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì.

Âû÷èñëåíèå ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ

Ïðèìåð 1.1. X = A1, K[A1] = K[t].

Èìåÿ â âèäó ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè è àëãåáðàìè ðåãóëÿðíûõ ôóíê-
öèé, ìû äîëæíû îïèñàòü ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé
ïåðåìåííîé. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîíÿòü, êóäà ìîæåò ïåðåéòè îáðàçóþùàÿ:

t → f(t),
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ãäå f(t) - ìíîãî÷ëåí.
Ïðè àâòîìîðôèçìå ñîõðàíÿåòñÿ íåïðèâîäèìîñòü, îòñþäà f(t) íåïðèâîäèì. Íàøå ïî-
ëå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, ïîýòîìó íåïðèâîäèìûìè â íåì áóäóò òîëüêî ëèíåéíûå
ìíîãî÷ëåíû. Çíà÷èò,

t → at+ b, a 6= 0.

Åñëè t → const, òî ýòà êîíñòàíòà íå ñìîæåò ïîðîäèòü âñþ àëãåáðó ìíîãî÷ëåíîâ.
ßñíî, ÷òî

K → K, h(t) → h(at+ b)

Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíûå äåéñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï íà ïðÿìîé.

1) Äåéñòâèå àääèòèâíîé ãðóïïû Ga y A1

s ◦ t = t+ s, s ∈ Ga, t ∈ A1

Ò.å. àääèòèâíàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò ñäâèãàìè âäîëü ïðÿìîé.

2) Äåéñòâèå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû íà ïðÿìîé Ga y A1

u ◦ t = u · t, u ∈ Gm, t ∈ A1

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò ðàñòÿæåíèÿìè.

Îòîáðàæåíèå t → at + b - ýòî êîìïîçèöèÿ ðàñòÿæåíèÿ è ñäâèãà. Òîãäà ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ ïðÿìîé îïèñûâåòñÿ ïîëóïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì

Aut(A1) ∼= Gm iGa

Ïðèìåð 1.2. Ìíîæåñòâî òî÷åê X = A1, . . . , Ak ←→ Sk - ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê.

Ïðèìåð 1.3. X = K× = K\{0}, K[X] = K/(xy − 1) ∼= K[x, x−1] - ïîëèíîìû
Ëîðàíà.

Îáðàòèìûå ôóíêöèè â K[x, x−1] - ýòî cxk, c 6= 0.
Â ñ.ä., åñëè ôóíêöèÿ îáðàòèìà, òî îíà íèãäå íå ðàâíà íóëþ. Ëþáàÿ äðóãàÿ ôóíöèÿ
áóäåò èìåòü âèä xmf(x), ãäå f(x) - ìíîãî÷ëåí. Ïóñòü f(x) 6= const è f(x) 6= xl, òîãäà
ó íåãî íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì åñòü êîðåíü, íå ðàâíûé íóëþ è f íå
ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé.
Ïîñêîëüêó x - îáðàòèìàÿ ôóíêöèÿ, òî ïåðåéòè îí ìîæåò òàêæå òîëüêî â îáðàòèìóþ
ôóíêöèþ

x 7→ cxk, c 6= 0

Òîãäà

x−1 7→ 1

c
x−k

Îòñþäà

K[x, x−1] 7→ K[cxk,
1

c
x−k] ( K[x, x−1]
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Åñëè k 6= ±1, òî ýòî îòîáðàæåíèå íå ìîæåò áûòü ñþðúåêòèâíî.
Ïîñêîëüêó ϕ : K[x, x−1] 7→ K[x, x−1] - èçîìîðôèçì, k = ±1.
Ïîëó÷èëè äâà ñåìåéñòâà àâòîìîðôèçìîâ

x 7→ cx
x 7→ cx−1

Ïîêàæåì, ÷òî îíè çàäàþòñÿ äåéòâèåì àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû.

1)
Gm y K×

u ◦ t = u · t, u ∈ Gm, t ∈ K×

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò ëåâûìè ñäâèãàìè.

2) Àâòîìîðôèçì x 7→ x−1 äàåò äåéñòâèå ãðóïïû Z2 y K×

Èòàê,
Aut(K×) ∼= Z2 iGm

Ìíîãîìåðíûé àëãåáðàè÷åñêèé òîð

Ïðèìåð 1.4. X = T = (K×)n.

Êàêèå àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû ìîãóò äåéñòâîâàòü íà (K×)n? Îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé è ìîæåò äåéñòâîâàòü ñàìà íà ñåáå ëåâûìè ñäâèãàìè.

(u1, . . . , un) ◦ (t1, . . . , tn) = (u1t1, . . . , untn), ui, ti 6= 0.

Îäíàêî ýòî åùå íå âñå àâòîìîðôèçìû. Îïðåäåëèì, êàêèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ îáðà-
òèìûìè.
K[T ] = K[x1, x

−1
1 , . . . , xn, x

−1
n ].

Ìîíîìû cxα1
1 . . . xαn

n èìåþò îáðàòíûå 1
c
x−α1
1 . . . x−αn

n . Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèõ íåò. Èäåÿ
òàêàÿ æå êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå: âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè èìåþò âèä xα1

1 . . . xαn
n f(x1, . . . , xn)

è ò.ä.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
x1 7→ c1x

m11
1 . . . xm1n

n

. . .

xn 7→ cnx
mn1
1 . . . xmnn

n

Òîãäà ýòîìó îòîáðàæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

M(ϕ) =

m11 . . . m1n

..
.

..
.

mn1 . . . mnn

− öåëî÷èñëåííàÿ, îáðàòèìàÿ (îáðàòíàÿ òîæå öåëî÷èñëåííàÿ)
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Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

M(φ ◦ ψ) = M(φ) ·M(ψ)

E = M(id) = M(φ ◦ φ−1) = M(φ) ·M(φ−1)

Ïîëó÷èëè, ÷òî M ∈ GLn(Z) = {Matn×nM | detM = ±1}.
Ïîäãðóïïà, èçîìîðôíàÿ GLn(Z)

GLn(Z) ∼=


x1 7→ xm11

1 . . . xm1n
n

. . .
xn 7→ xmn1

1 . . . xmnn
n


Èòàê,

Aut(T ) ∼= GLn(Z) i T

Ýòà ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ óæå íå ÿâëÿåòñÿ àãåáðàè÷åñêîé. Ó àëãåáðàè÷åñêîé ãðóï-
ïû ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ãðóïïà GLn(Z)
- áåñêîíå÷íàÿ äèñêðåòíàÿ ãðóïïà, è â íåé áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè.

Àôôèííàÿ ïëîñêîñòü

Ïðèìåð 1.5. X = A2, K[X] = K[x, y].

Àâòîìîðôèçì çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕ

{
x 7→ f(x, y)

y 7→ g(x, y)

Âîïðîñ: äëÿ êàêîé ïàðû f, g ϕ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì? Ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü äëÿ
êîíêðåòíûõ f è g, íî îáùèé êðèòåðèé íå äîêàçàí.
Ïîêàæåì, ÷òî Aut(A2) íå ìîæåò áûòü àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé.
Ïóñòü

ϕ :

{
x 7→ x+ h(y)

y 7→ y
, h− ìíîãî÷ëåí

Ýòî òðåóãîëüíûé àâòîìîðôèçì, îáðàòíûé ê íåìó

ϕ−1 :

{
x 7→ x− h(y)

y 7→ y

Ãðóïïà òðåóãîëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ

L =

{
x 7→ x+ h(y)

y 7→ y

}
∼= (K[y],+)

Ýòî áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, è îíî íå ïîìåùàåòñÿ â êîíå÷íîìåð-
íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ãðóïïó.
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Ïóñòü òåïåðü {
ϕ :

(
x
y

)
7→ C

(
x
y

)
, C ∈ GLn(K)

}
= H

Âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî H è L ïîðîæäàþò Aut(X)? Äà, îäíàêî ýòîò îòâåò ñïåöèôè÷åí
äëÿ A2 è â òðåõìåðíîé ïëîñêîñòè óòâåðæäåíèå óæå íå âåðíî.

Ïðèìåð íåàëãåáðàè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà

Ïóñòü Gy X, òîãäà Gy K[X].
Íî íå ëþáîìó äåéñòâèþ ãðóïïû íà àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò
äåéñòâèå íà ìíîãîîáðàçèè. Ýòî âåðíî òîëüêî äëÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûõ äåéñòâèé: ∀f ∈
K[X] ∃V ⊆ K[X] - êîíå÷íîìåðíîå G - èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òàêîå ÷òî
f ∈ V .
Ïóñòü

ϕ :

{
x 7→ x+ y2

y 7→ y + x2 + 2xy2 + y4

Ýòî íå àëãåáðàè÷åñêèé àâòîìîðôèçì. Â ñ.ä., ðàññìîòðèì

ϕ, ϕ2, ϕ3 . . .

è ïðîñëåäèì çà ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ âõîæäåíèÿ y â ϕk(x) è ϕk(y)

ϕk(x) = y4
k−1·2 + . . .

ϕk(y) = y4
k

+ . . .

Âèäíî, ÷òî ïðè ìíîãîêðàòíîì ïðèìåíåíèè ϕk(y) ñòåïåíü âõîæäåíèÿ y ðàñòåò. Åñëè
áû ϕ áûë àëãåáðàè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì, òî äîëæåí áûë áûòü ýëåìåíòîì íåêîòî-
ðîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêîé
ãðóïïû.
Â ÷àñòíîñòè, V äîëæíî áûòü èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âñåõ ñòåïåíåé ϕ, ÷òî âëå÷åò
îãðàíè÷åííîñòü ñòåïåíåé y. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îòêðûòûå ïðîáëåìû ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ

àôôèííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

1. Ïðîáëåìà ßêîáèàíà

Ïóñòü ϕ : K[x1, . . . , xn] 7→ K[x1, . . . , xn]

ϕ :


x1 7→ f1(x1, . . . , xn)

..
.

xn 7→ fn(x1, . . . , xn)

J(ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xn

..
.

..
.

∂fn
∂x1

. . . ∂fn
∂xn

∣∣∣∣∣∣∣
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî J(ϕ ◦ ψ) = J(ϕ) · J(ψ), îòñþäà, åñëè ϕ - èçîìîðôèçì,

J(ϕ) · J(ϕ−1) = 1.
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Íî J(ϕ) è J(ϕ−1) - ýòî ìíîãî÷ëåíû, îòêóäà J(ϕ) = const 6= 0.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó - ãèïîòåçà:
Åñëè J(ϕ) = const 6= 0, òî ϕ - àâòîìîðôèçì.

2. Ïðîáëåìà äèêèõ è ðó÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ

Ïóñòü ϕ : K[x1, . . . , xn] 7→ K[x1, . . . , xn] è

H =


x1...

xn

 7→ C

x1...
xn

 L =


x1 7→ x1 + f(x2, . . . , xn)

x2 7→ x2

..
.

xn 7→ xn


Îïðåäåëåíèå 1.6. Àâòîìîðôèçì ϕ - ýëåìåíòàðíûé, åñëè ϕ ∈ H èëè ϕ ∈ L.

Îïðåäåëåíèå 1.7. ϕ - ðó÷íîé, åñëè ϕ - êîìïîçèöèÿ ýëåìåíòàðíûõ;
ϕ - äèêèé, åñëè ϕ íå ðó÷íîé.

Âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè äèêèå àâòîìîðôèçìû?

Òåðîåìà Þíãà, 1942: ïðè n = 2 äèêèõ àâòîìîðôèçìîâ íåò.

Òåîðåìà Øåñòàêîâà-Óìèðáàåâà, 2004: ïðè n = 3 äèêèå àâòîìîðôèçìû åñòü.

Ïðè n ≥ 4 âîïðîñ îòêðûò.

3. Ïðîáëåìà ëèíåàðèçàöèè òîðîâ

Ïóñòü T = (K×)m y An.

Âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè òàêîé α ∈ Aut(An), ÷òî αTα−1 - ëèíåéíûé òîð?

Åñëè m = n èëè m = n− 1, òî îòâåò "äà" . (Áåëèíèöêèé-Áèðóëÿ, 1966)

Â ñëó÷àå K× y K3 îòâåò òàêæå "äà" . (Êîðàñ-Ðàññåë, 1997)

Ê ïðîáëåìå ëèíåàðèçàöèè êîíòðïðèìåðîâ íå èçâåñòíî.

Ñóùåñòâóåò áîëåå ïðîñòàÿ ôîðìóëèðîâêà:
Âåðíî ëè, ÷òî ó ëþáîãî äåéñòâèÿ òîðà åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà?
Ýòà ïðîáëåìà òàêæå îñòàåòñÿ îòêðûòîé.

4. Ïðîáëåìà ñîêðàùåíèÿ

Ïóñòü X × A1 ∼= An+1. Âåðíî ëè, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî X ∼= An?

Â îáùåì ñëó÷àå îòâåòà íåò.
Äëÿ êðèâûõ è äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé îòâåò "äà" .
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5. Îáîáùåííàÿ ïðîáëåìà ñîêðàùåíèÿ

Ïóñòü X × A1 ∼= Y × A1. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî X ∼= Y ?
Ýòà ïðîáëåìà ðåøåíà: îòâåò - "íåò" .
Ñóùåñòâóåò êîíòðïðèìåð, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì ïîçæå (Ìíîãîîáðàçèÿ Äàíèëåâ-
ñêîãî).
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Ëåêöèÿ 2

Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Þíãà

Òåîðåìà 2.1. (Þíã, 1942)
Ïðè n = 2 âñå àâòîìîðôèçìû

ϕ : K[x, y] 7→ K[x, y]

ðó÷íûå.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå. Ëîêàëüíîå íèëüïîòåíòíîå

äèôôåðåíöèðîâàíèå

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü A - êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà. Îòîáðàæåíèå δ : A 7→ A
íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, åñëè
1. δ - ëèíåéíûé îïåðàòîð;
2. âûïîëíåíî òîæäåñòâî Ëåéáíèöà δ(ab) = aδ(b) + δ(a)b.

Îïðåäåëåíèå 2.9. δ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì
(LND), åñëè ∀a ∈ A ∃n : δn(a) = 0.

Ïîñòðîèì ïî êàæäîìó LND äèôôåðåíöèðîâàíèþ åãî ýêñïîíåíòó, êîòîðàÿ áóäåò
àâòîìîðôèçìîì

exp δ = id +δ +
δ2

2!
+ . . .+

δk

k!
+ . . .

Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî áåñêîíå÷íàÿ ñóììà, íî ïðè ïðèìåíåíèè ê êàæäîìó êîíêðåòíîìó
ýëåìåíòó ïîëó÷èì êîððåêòíî îïðåäåëåííóþ êîíå÷íóþ ñóììó.

Óïðàæíåíèå 2.1. Ïóñòü δ - LND, òîãäà exp δ - àâòîìîðôèçì àëãåáð.

Ïî îäíîìó LND ìîæíî ïîñòðîèòü öåëóþ ïîãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ

{exp(tδ) | t ∈ K} ∼= Ga
∼= (K,+)

Ýòî î÷åâèäíûé ôàêò, ò.ê. exp(t1)δ exp(t2δ) = exp(t1 + t2)δ.

Óâåðæäåíèå 2.1. Ïóñòü A = K[X].
Âñå àëãåáðàè÷åñêèå Ga-ïîäãðóïïû èìåþò âèä

{exp(tδ) | t ∈ K} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ga ↪→ Aut(X) (Ga - ïîäãðóïïà).
Äåéñòâèå ãðóïïû - ýòî îòîáðàæåíèå (ìîðôèçì)

α : X × A1 7→ X

α∗ : K[X] 7→ K[x][t]

α∗(f) = f0 + f1t+ . . .+ fnt
n, fi ∈ K[X]
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Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t α∗ - àâòîìîðôèçì, ñîîòâåòñòâåííî

α∗(fg)(t) = α∗(f)(t)α∗(g)(t) (2.1)

α∗(f)(0) = f0

Ïî îïðåäåëåíèþ, δ(f) := f1 =
∂α∗(t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

.

α∗(f)(t)α∗(g)(t) = (f + f1t+ . . .)(g + g1t+ . . .) (2.2)

Ïðè ýòîì f1t = δ(f)t, g1t = δ(g)t.

α∗(fg)(t) = fg + δ(fg) + . . . (2.3)

Èç (2.1), (2.2), (2.3), ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè t â (2.2), (2.3), ïîëó÷àåì òîæ-
äåñòâî Ëåéáíèöà

δ(fg) = fδ(g) + δ(f)g

Ïîñêîëüêó α∗ - äåéñòâèå,

α∗(f)(t1 + t2) = α∗(α∗(f)(t1))(t2), (2.4)

ãäå t1, t2 - ôèêñèðîâàííûå. Â ñ.ä.,

α∗(f)(t1 + t2) = f + f1(t1 + t2) + f2(t1 + t2)
2 + . . . =

= f + f1(t1 + t2) + f2t
2
1 + f2t

2
2 + 2f2t1t2 + . . . (2.5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

α∗(α∗(f)(t1))(t2) = α∗(f + δ(f)t1 + f2t
2
1 + . . .)(t2) =

= f + δ(f)t1 + f2t
2
1 + . . .+ (δ(f) + δ2(f)t1 + . . .)t2 + (f2 + . . .)t22 + . . . (2.6)

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ t1, t2 â (2.5), (2.6), ïîëó÷àåì (2.4).

Îïèøåì ñòåïåííóþ ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ LND.

∀a 6= 0 ∃ n : δn(a) = 0

Ïóñòü n ìèíèìàëüíî, òîãäà, ñ÷èòàÿ, ÷òî δ0(a) = id

degδ(a) = n− 1 èëè íóëåâîé ñòåïåíè

Óâåðæäåíèå 2.2. degδ - ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ, ò.å.

degδ(f + g) ≤ max(degδ f + degδ g)

degδ(fg) = degδ f + degδ g
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî.
Âòîðîå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà Ëåéáíèöà

δk(fg) =
k∑
i=0

Cδi(f)δk−i(g)

Òîãäà ïðè k = degδ f + degδ g îò ñóììû îñòàíåòñÿ òîëüêî îäèí íåíóëåâîé ÷ëåí
Cfg.

Óâåðæäåíèå 2.3. ker δ - ôàêòîðèàëüíî çàìêíóòî, ò.å.

fg ∈ ker δ ⇒ f ∈ ker δ, g ∈ ker δ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî fg ∈ ker δ ⇒ degδ(fg) = 0.

Ïóñòü àëãåáðà A G-ãðàäóèðîâàíà.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñòü àáåëåâà ãðóïïà G (G = Zn), òàêàÿ ÷òî

A =
⊕
g∈G

Ag, AgAh ⊆ Ag+h,

Ag - ïîäïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.10. δ - LND íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ñòåïåíè e ∈ G, åñëè ∀f ∈ Ag
âûïîëíåíî δ(f) ∈ Ag+e.

Ñ ýòîãî ìîìåíòà A - Z-ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà

Ïóñòü δ - LND è δ =
k∑
j=l

δj, ãäå δj - äèôôåðåíöèðîâàíèå ñòåïåíè j.

Åñëè àëãåáðà A - êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî δ âñåãäà ðàñêëàäû-
âàåòñÿ â êîíå÷íóþ ñóììó îäíîðîäíûõ. Ïðè ýòîì êàæäîå ñëàãåìîå íå îáÿçàíî áûòü
ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûì.

Ëåììà 2.1. δl è δk - LND.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ Ai (i ∈ Z).
Ïóñòü δnk (f) 6= 0, òîãäà ýòî ñòàðøèé ÷ëåí δn(f), è òîãäà δn(f) 6= 0.
Â ñ.ä.,

δn(f) = δ(. . . δ(f) . . .) =
∑

δj(. . .
∑

δj(f) . . .) =
∑

δj1(δj2 . . . δjn(f) . . .)

Åñëè òåïåðü ìû õîòÿ áû â îäíîì ìåñòå âûáåðåì ji < k, òî ïîïàäåì â êîìïîíåíòó
ñòîãî ìëàäøå δnk (f). Ïîýòîìó ÷ëåí δnk (f) (åñëè îí íå ðàâåí íóëþ) íè ñ ÷åì íå ìîæåò
ñîêðàòèòüñÿ.

δnk (f) = 0 ⇔ δn(f) = 0

Ñ ìëàäøèì ÷ëåíîì ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Ìíîãîóãîëüíèêè Íüþòîíà

Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (â îáùåì ñëó÷àå â ìíîãîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå).
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Ñîïîñòàâèì öåëûì òî÷êàì (òåì, ó êîòîðûõ îáå êîîðäèíàòû öåëûå) ìîíîìû

xayb → (a, b)

Òîãäà ìíîãî÷ëåíó f(x, y) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìíîãîóãîëüíèê (Íüþòîíà) N(f) - âû-
ïóêëóþ îáîëî÷êó âñåõ ìîíîìîâ, êîòîðûå âõîäÿò â f ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè∑

i

cix
αiyβi = f → N(f) = conv((αi, βi), (0, 0))

Ïðèìåð
f(x, y) = 2x2 + 3xy + y + 5x2y2 + 7y2

Òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîíîìàì:

(2, 0) (1, 1) (0, 1) (2, 2) (0, 2)

Èõ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà - êâàäðàò.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Þíãà

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáîé àâòîìîðôèçì è äîêàæåì, ÷òî îí ðó÷íîé.
Ïóñòü

ϕ :

(
x
y

)
7→
(
f(x, y)
g(x, y)

)
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Èíäóêöèÿ ïî ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêà Íüþòîíà S(N(f)).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâîäèòü òàêîå ðàññóæäåíèå, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü íå
ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íåïðåðûâíî, à òîëüêî äèñêðåòíî. Ñóùåñòâóåò ôîðìóëà, ïîçâîëÿ-
þùàÿ âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïî êîëè÷åñòâó òî÷åê íà ãðàíèöå îáîëî÷êè è âíóòðè íåå,
èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäü íå âñåãäà öåëàÿ, íî âñåãäà ïîëóöåëàÿ.
Çàäà÷à: äîêàçàòü ýòî.

Áàçà èíäóêöèè. S(N(f)) = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî N(f) ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç (a, b) ìèíèìàëüíóþ öåëóþ òî÷êó îòðåçêà.
Òîãäà

f(x, y) = h(xayb) =
∏

(xayb − λi)

Ðàçëîæåíèå íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè ñëåäóåò èç àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòè ïîëÿ.
Íî ìíîãî÷ëåí f äîëæåí áûòü íåïðèâîäèìûì (êàê îáðàç x ïðè àâòîìîðôèçìå), ñëå-
äîâàòåëüíî, åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé âàðèàíò - ïðîèçâåäåíèå, ñîñòîÿùåå òîëüêî
èç îäíîãî ìíîæèòåëÿ.

f(x, y) = Cxayb + λ

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåîðåìîé îá ÿêîáèàíå àâòîìîðôèçìà. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì
C = 1.

J(f, g) =

∣∣∣∣∣
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ax
a−1yb bxayb−1

∂g
∂x

∂g
∂y

∣∣∣∣∣ = xa−1yb−1(ay
∂g

∂y
− bx∂g

∂x
) (2.7)

1) Åñëè a > 1 èëè b > 1, òî (2.7) äåëèòñÿ ëèáî íà x, ëèáî íà y, íî ýòî äîëæíà
áûòü êîíñòàíòà.
Ò.î. a ≤ 1, b ≤ 1.
Åñëè a = 0, òî f(x, y) = y + c.

J(f, g) =

∣∣∣∣ 0 1
∂g
∂x

∂g
∂y

∣∣∣∣ = −∂g
∂x

Òîãäà g(x, y) = dx+ F (y).
Âèäíî, ÷òî âìåñòå ñ f(x, y) = y + c ýòî êîìïîçèöèÿ äâóõ ýëåìåíòàðíûõ àâòî-
ìîðôèçìîâ.

2) Åñëè b = 0, òî ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íûé ñëó÷àé.
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3) Ïóñòü a = 1, b = 1. Òîãäà f = xy + c.

J(f, g) =

∣∣∣∣∣ y x

∂g
∂x

∂g
∂y

∣∣∣∣∣
J(0, 0) = 0, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò J(f, g) = const.

Øàã èíäóêöèè. Îïðåäåëèì δf : K[x, y] 7→ K[x, y] ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

δf (h) = J(f, h) =

∣∣∣∣∣
∂f
∂x

∂f
∂y

∂h
∂x

∂h
∂y

∣∣∣∣∣
Ëåììà 2.2. δf - LND.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå, ñëåäóåò èç∣∣∣∣∣
∂f
∂x

∂f
∂y

∂h
∂x

∂h
∂y

∣∣∣∣∣ =
∂f

∂x

∂h

∂y
− ∂f

∂y

∂h

∂x

ò.ê. ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèé - ýòî äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëîêàëüíîé íèëüïîòåíòíîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ìàò-
ðèöû ßêîáè ïðè êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî f è g - îáðàçû x è y ïðè
àâòîìîðôèçìå (

∂f
∂x

∂f
∂y

∂h
∂x

∂h
∂y

)
=

(
∂f
∂f

∂f
∂g

∂h
∂f

∂h
∂g

)(
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

)
Îòñþäà ∣∣∣∣∣

∂f
∂x

∂f
∂y

∂h
∂x

∂h
∂y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∂f
∂f

∂f
∂g

∂h
∂f

∂h
∂g

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1 0

∂h
∂f

∂h
∂g

∣∣∣∣∣ c(6= 0) = c
∂h

∂g

Ýòî LND, ò.ê. îíî óìåíüøàåò ñòåïåíü ïðè âòîðîé ïåðåìåííîé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà. Âàðèàíòû, êîãäà îí ïîëíîñòüþ ëå-
æèò íà îñè x èëè íà îñè y, óêëàäûâàþòñÿ â áàçó èíäóêöèè. Çíà÷èò, ó íåãî åñòü
ñòîðîíà, íå ëåæàùàÿ íè â îäíîé, íè â äðóãîé îñè.
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Ïóñòü ~n - ïðèìèòèâíàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ýòîé ñòîðîíå. Ââåäåì ãðàäóèðîâêó íà
àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ

K[x, y] =
⊕

K[x, y]i,

ãäå K[x, y]i := 〈xayb | ((a, b), ~n) = i〉.
Ïî ñóòè, ýòî ðàçáèåíèå íà ñëîè, ïàðàëëåëüíûå äàííîé ñòîðîíå. Ìîíîìû, êîòîðûå
ïîïàëè â ïåðâûé ñëîé, áóäóò äàâàòü ïåðâîå ñëàãàåìîå, ïîïàâøèå âî âòîðîé ñëîé -
âòîðîå, è ò.ä.

Òîãäà f =
m∑
j=0

fi. Âûáåðåì ñòàðøèé ÷ëåí f̂ = fm.

δf (·) =
m∑
j=0

δfj

deg δfj = deg fj − deg x− deg y,

ò.ê.

δfj =

∣∣∣∣∣
∂fj
∂x

∂fj
∂y

∂h
∂x

∂h
∂y

∣∣∣∣∣
Òàêèì îáðàçîì, δf̂ - êðàéíÿÿ îäíîðîäíàÿ êîìïîíåíòà. Òîãäà ïî Ëåììå 2.2 δf̂ - ýòî
LND.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âàðèàíòû.

1) Âûáðàííàÿ ñòîðîíà íå äîõîäèò äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ox.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî f̂ äåëèòñÿ íà y.

δf̂ (f̂) = J(f̂ , f̂) = 0

f̂ ∈ ker δf̂

Ïîñêîëüêó ÿäðî ôàêòîðèàëüíî çàìíêóòî, ïîëó÷àåì, ÷òî y ∈ ker δf̂ .

20

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Äàëåå èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ôàêò (ïîêà áåç äîêàçàòåëüñòâà):
ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ÿäðà LND íà 1 ìåíüøå, ÷åì ñòåïåíü òðàíñöåíäåíò-
íîñòè èñõîäíîé àëãåáðû. Â íàøåì ñëó÷àå ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè àëãåáðû
ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ ðàâíà 2, ïîýòîìó

deg tr ker δf̂ = 1

Îòñþäà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ker δf̂ - ýòî àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðå-
ìåííîé. Ò.î. âñå ýëåìåíòû ker δf̂ äîëæíû çàâèñåòü îò y.

Èòàê, åäèíñòâåííûé ïîäõîäÿùèé âàðèàíò - f̂ = cyk.

2) Ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà, åñëè f̂ äåëèòñÿ íà x: f̂ = dxl.

3) Âûáðàíàÿ ñòîðîíà äîõîäèò äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáåèìè îñÿìè. Òîãäà ìíîãîóãîëü-
íèê Íüþòîíà ïðèíèìàåò âèä òðåóãîëüíèêà.
Ïóñòü ïðèìèòèâíûé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû (p,−q).

Òîãäà

f̂ = c
∏

(xp − λiyq) (2.8)

Â ñ.ä., f̂ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f̂ = yNF (xpy−q)

ãäå ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè,
îòêóäà ïîëó÷èì (2.8).

f̂ ∈ ker δf̂ ⇒ êàæäûé ìíîæèòåëü xp − λiyq ∈ ker δf̂ .
Åñëè ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ λi, òî

xp − λ1yq − (xp − λ2yq) = (λ2 − λ1)yq ∈ ker δf̂ .

Ïîëó÷àåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, â ÿäðå ëåæèò íåòðèâèàëüíàÿ ðàçíîñòü xp−λiyq,
à ñ äðóãîé (λ2 − λ1)y

q ∈ ker δf̂ - ýòî óæå äâà àëãåáðàè÷åñêèå íåçàâèñèìûõ
ýëåìåíòà. Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ÿäðà ðàâíà 1,
ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, λi íå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.
Â èòîãå f̂ = c(xp − λyq)γ.
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Ïîêàæåì, ÷òî ñëó÷àè 1) è 2) íåâîçìîæíû.
f̂ äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ñòîðîíå ìíîãîóãîëüíèêà, à â ñëó÷àÿõ 1),2) îíà ñîîòâåò-
ñòâóåò âåðøèíå. Åñëè ìíîãîóãîëüíèê íå ëåæèò íà êàêîé-òî îñè öåëèêîì, âñåãäà
ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû êàêàÿ-òî ñòîðîíà ñîäåðæàëà íå òîëüêî âåðøèíó, íî è íåêî-
òîðûé íàêëîííûé îòðåçîê, ò.å. f̂ äîëæíà çàâèñåòü îò äâóõ ïåðåìåííûõ.
Ò.î. îñòàåòñÿ òîëüêî âàðèàíò 3).

δf̂ (h) = J(c(xp − λyq)γ, h) = cγ(xp − λyq)γ−1J(xp − λyq, h)

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèðîâàíèå

ζ(h) = J(xp − λyq, h)

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè δf̂ áûëî LND, òî ζ - òîæå LND, ò.ê. îíè ïðîïîðöèîíàëüíû ñ
êîýôôèöèåíòîì, ëåæàùèì â ÿäðå.

ζ(x) =

∣∣∣∣pxp−1 −λqyq−11 0

∣∣∣∣ = λqyq−1

ζ(y) = pxp−1

Ïîëó÷èëè, ÷òî ζ(x) äåëèòñÿ íà y è ζ(y) äåëèòñÿ íà x, åñëè p 6= 1, q 6= 1.
Îäíàêî òàêèõ p è q áûòü íå ìîæåò.
Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ degζ ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè, ïî îïðåäåëåíèþ, óìåíüøàåòñÿ
íà 1.
Òî, ÷òî ζ(x) äåëèòñÿ íà y îçíà÷àåò, ÷òî degζ(y) ≤ degζ(x) = deg x− 1.
Àíàëîãè÷íî, degζ(x) ≤ degζ(y) = deg y − 1. Íî ýòî íåâîçìîæíî.

Çíà÷èò, p = 1 èëè q = 1 è
f̂ = c(x− λyq)m

Ðàññìîòðèì òåïåðü ýëåìåíòàðíûé àâòîìîðôèçì

ψ :

(
x
y

)
7→
(
x+ λyq

y

)
è êîìïîçèöèþ ψ ◦ ϕ. Òîãäà èç âñåõ òî÷åê íà âûáðàííîé ñòîðîíå îñòàíåòñÿ òîëüêî
âåðøèíà íà Ox, ò.å. f̂ 7→ xm.
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"Âûëåçòè" çà ïðåäåëû òðåóãîëüíèêà íè÷åãî íå ìîæåò, ò.ê. äîïîëíèòåëüíûé àâ-
òîìîðôèçì äåéñòâóåò âäîëü ëèíèé, ïàðàëëåëüíûõ íàêëîííîé ñòîðîíå è íå ìåíÿåò
ãðàäóèðîâêó.
Ïîëó÷èëè, ÷òî N(f) ñòðîãî óìåíüøèëñÿ. Ïðè ýòîì ìû ñäåëàëè êîìïîçèöèþ ñ ýëå-
ìåíòàðíûì àâòîìîðôèçìîì.
Çíà÷èò, ýòà êîìïîçèöèÿ ðó÷íàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ðó÷íîé.
Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
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Ëåêöèÿ 3

Â ýòîé ëåêöèè ðå÷ü ïîéäåò î òåîðåìå Øåñòàêîâà-Óìèðáàåâà, êîòîðàÿ ðåøàåò çà-
äà÷ó äèêèõ è ðó÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ â ñëó÷àå n = 3.
Ýëåìåíòàðíûìè àâòîìîðôèçìàìè êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò n ïåðåìåííûõK[x1, . . . , xn]
íàçîâåì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ

x1...

xn

 7→


x1

..
.

αxi + f(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

..
.

xn

 , (3.1)

ãäå f - ìíîãî÷ëåí.
Ðàíüøå ìû ðàçäåëÿëè ýëåìåíòàðíûå àâòîìîðôèçìû íà ëèíåéíûå è àâòîìîðôèçìû
âèäà (3.1) ñ i = 1, α = 1. Î÷åâèäíî, êîìïîçèöèè ñòàðûõ àâòîìîðôèçìîâ è êîìïî-
çèöèè àâòîìîðôèçìîâ âèäà (3.1) ñîâïàäàþò.
Íàïîìíèì, ÷òî ðó÷íûå àâòîìîðôèçìû - ýòî êîìïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ.
Âîïðîñ: âñå ëè àâòîìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ ðó÷íûìè èëè åñòü äèêèå (â ñëó÷àå n = 3)?

Àâòîìîðôèçì Íàãàòû

Àâòîìîðôèçì Íàãàòû (1972) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕ :

xy
z

 7→ (
x+ (x2 − yz)z

y + 2x(x2 − yz) + (x2 − yz)2zz

)
=

(
x+ σz

y + 2xσ + σ2zz

)
,

ãäå σ := x2 − yz.
Çàìåòèì, ÷òî σ - èíâàðèíò ïðè äàííîì ýíäîìîðôèçìå ϕ, ò.å.

σ(ϕ(x), ϕ(y), ϕ(z)) = σ(x, y, z)

Óáåäèìñÿ òåïåðü, ÷òî ϕ - àâòîìîðôèçì, âûïèñàâ îáðàòíûé ê íåìó

ϕ−1 :

xy
z

 7→
 x− σz
y − 2xσ + σ2z

z


Ïîêàçàòü, ÷òî ϕ - àâòîìîðôèçì, ìîæíî è áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì.
À èìåííî, àâòîìîðôèçì Íàãàòû ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé îò ñëåäóþùåãî LND

∂ :

xy
z

 7→
 σz

2xσ
0


Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∂(σ) = 2x∂(x)− z∂(y) = 0

Îòñþäà ∂ - LND.
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Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Øåñòàêîâà-Óìèðáàåâà.

Òåîðåìà Ñìèò

Òåîðåìà 3.2. (Øåñòàêîâà-Óìèðáàåâà, 2004)
Àâòîìîðôèçì Íàãàòû äèêèé.

Õîòåëîñü áû îáîáùèòü ýòîò ðåçóëüòàò íà n ≥ 4, äîáàâèâ ê àâòîìîðôèçìó Íàãà-
òû íåïîäâèæíûå ïåðåìåííûå. Îäíàêî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðåìà
Øåñòàêîâà-Óìèðáàåâà íå ðåøàåò çàäà÷ó äèêèõ è ðó÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ â ñëó÷àå
n ≥ 4.

Òåîðåìà 3.3. (Ñìèò, 1989)
Àâòîìîðôèçì Íàãàòû ñòàáèëüíî ðó÷íîé.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè íåïîäâèæíîé ïåðåìåííîé àâòîìîðôèçì ñòàíî-
âèòñÿ ðó÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîïðîáóåì ðàçëîæèòü íà ðó÷íûå ñëåäóþùèé àâòîìîðôèçì
x
y
z
w

 7→

ϕ(x)
ϕ(y)
ϕ(z)
w

 (3.2)

Èäåÿ â òîì, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü w êàê íåêîå õðàíèëèùå èíôîðìàöèè
x
y
z
w

 7→


x
y
z

w + σ

 7→


x
y + 2x(w + σ) + (w + σ)2z

z
w + σ

 7→

7→


x+ (w + σ)z

y + 2x(w + σ) + (w + σ)2z
z

w + σ

 =:


x̂
ŷ
ẑ
ŵ


Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî x̂2− ŷẑ = σ. Çíà÷èò, ìîæíî èç ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû âû÷åñòü
σ è ïðîäîëæèòü öåïî÷êó àâòîìîðôèçìîâ

x̂
ŷ
ẑ
ŵ

 7→


x+ (w + σ)z
y + 2x(w + σ) + (w + σ)2z

z
w

 7→


x+ σz
y + 2x(w + σ) + (w + σ)2z

z
w

 =

=


x+ σz

y + 2xσ + σ2z + 2w(x+ σz) + w2z
z
w

 7→
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7→


x+ σz

y + 2xσ + σ2z
z
w


Ïîëó÷èëè ðàçëîæåíèå (3.2).

Ñëåäóþùèå äâå ïðîáëåìû îñòàþòñÿ îòêðûòûìè:

1) Ñóùåñòâóþò ëè äèêèå àâòîìîðôèçìû ïðè n ≥ 4?

2) Ñóùåñòâóþò ëè ñòàáèëüíûå äèêèå àâòîìîðôèçìû?

Àëãåáðà Ïóàññîíà. Àëãåáðà Ëè

Îïðåäåëåíèå 3.11. B - àëãåáðà Ïóàññîíà, åñëè B - âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ
äâóìÿ áèëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè:
1) óìíîæåíèå (x, y) 7→ xy,
2) (x, y) 7→ [x, y] - ñêîáêà Ïóàññîíà,
òàêèìè ÷òî ñ óìíîæåíèåì ýòî êîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà, à ñ [, ]
ýòî àëãåáðà Ëè,
è âûïîëíåíî òîæäåñòâî Ëåéáíèöà

[xy, z] = x[y, z] + y[x, z].

Îïðåäåëåíèå 3.12. Àëãåáðà Ëè - âåêòîðíîå ïîëå ñ áèëèíåéíîé îïåðàöèåé [, ] (êîì-
ìóòàòîð), òàêîé ÷òî

[x, y] = −[y, x], (3.3)

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0. (3.4)

Ïóñòü L - àëãåáðà Ëè ñ áàçèñîì l1, l2, . . . , lk, . . ..
P (L) - àëãåáðà Ïóàññîíà, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîãî÷ëåíîâ îò l1, . . . , lk, . . ..
Óáåäèìñÿ, ÷òî, äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ââåñòè äâå îïðåàöèè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü
àëãåáðà Ïóàññîíà.

f(l1, . . . , lk, . . .) · g(l1, . . . , lk, . . .)−
îáû÷íîå óìíîæåíèå.

Èçâåñòíû ñêîáêà [li, lj] èç àëãåáðû Ëè è òîæäåñòâî Ëåéáíèöà èç îïðåäåëåíèÿ.
Òîãäà ñêîáêà Ïóàññîíà íà ìîíîìàõ çàäàíà îäíîçíà÷íî, è åå ìîæíî ïî ëèíåéíîñòè
ïðîäîëæèòü íà ìíîãî÷ëåíû.

Ïóñòü x1, . . . , xn - ïåðåìåííûå (íàáîð áóêâ). Ðàññìîòðèì îò íèõ êðàòíûå ôîð-
ìàëüíûå êîììóòàòîðû.
Òàê, íàïðèìåð,

∑
λi[[x2, x1], x3]] - íåêîòîðîå ñëîâî îò xi.

Ñâîáîäíàÿ àëãåáðà Ëè - ýòî àëãåáðà Ëè, ïîðîæäåííàÿ òàêèìè ñëîâàìè, â êîòîðîé
âûïîëíåíû (3.3), (3.4).
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Èòàê, ïî x1, . . . , xn ñòðîèì ñâîáîäíóþ àëãåáðó Ëè L(x1, . . . , xn), à ïî ýòîé àëãåáðå -
àëãåáðó Ïóàññîíà P (L(x1, . . . , xn)). Êðîìå òîãî,A = K[x1, . . . , xn] ⊂ P (L(x1, . . . , xn))
- ïîäàëãåáðà Ëè.

Ñäåëàåì òåïåðü ãðàäóèðîâêó íà àëãåáðå Ëè. Ïóñòü

x1, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
deg 1

, [x1, x2], . . . , [xn−1, xn]︸ ︷︷ ︸
deg 2

, . . .

Ñîîòíîøåíèÿ (3.3), (3.4) ïðèðàâíèâàþò äâà ñëîâà ñ îäèíàêîâîé ñòåïåíüþ, ïîýòîìó
ãðàäóèðîâêà ñîõðàíÿåòñÿ.

Äàëåå ãðàäóèðîâêó ìîæíî ïðîäîëæèòü íà àëãåáðó Ïóàññîíà. Áóäåì ïðèïèñûâàòü
ñëîâàì ñòåïåíè ïî êîëè÷åñòâó xi, âõîäÿùèõ â íèõ. Òàê, íàïðèìåð,

x1[x2, x3]→ deg 3

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêàÿ ãðàäóèðîâêà îïðåäåëåíà êîððåêòíî:
P (L(x1, . . . , xn)) =

⊕
i≥0

Vi, ãäå Vi - îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû ñòåïåíè i.

Vi · Vj ⊆ Vi+j

[Vi, Vj] ⊆ Vi+j

Èäåÿ â òîì, ÷òîáû îòíîñèòüñÿ ê îáû÷íûì ìíîãî÷ëåíàì (â íàøåì ñëó÷àå îò 3
ïåðåìåííûõ)êàê ê ýëåìåíòàì Ïóàññîíîâñêîé àëãåáðû.

Ñîïîñòàâèì ýëåìåíòó àëãåáðû Ïóàññîíà åãî ñòàðøèé ÷ëåí (ðàçëîæèì íà îäíî-
ðîäíûå êîìïîíåíòû è âûáåðåì òîëüêî ñòàðøóþ èç íèõ)

f ∈ P (L(x1, . . . , xn)) 7→ f

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
f · g = f · g,

deg fg = deg f + deg g,

Çäåñü ñòåïåíü f - ýòî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü åãî îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò,

deg[f, g] ≤ deg f + deg g

Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñòàðøèé ÷ëåí ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ â ñèëó ñâîéñòâ
ñêîáêè.

Åñëè f, g ∈ A, òî

[f, g] =
∑

1≤i,j≤n

[xi, xj]

∣∣∣∣∣
∂f
∂xi

∂f
∂xj

∂g
∂xi

∂g
∂xj

∣∣∣∣∣ ,
÷òî ïîëó÷àåòñÿ ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì òîæäåñòâà Ëåéáíèöà.
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Ëåììà 3.3. f, g ∈ A àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû ⇔ [f, g] = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç äîêàçàòåëüñòâà, ò.ê. ëåììà äîâîëüíî èçâåñòíàÿ.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî åñòü ìíîã÷ëåí îò f è g, íå ðàâíûé
íóëþ.

Ñëåäñòâèå 3.1. deg[f, g] = deg f + deg g ⇔ [f, g] 6= 0 ⇔ f è g àëãåáðàè÷åñêè
íåçàâèñèìû.

*-ðåäóöèðîâàííàÿ ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ

Îïðåäåëåíèå 3.13. f, g ∈ A íàçûâàþòñÿ ∗-ðåäóöèðîâàííûìè, åñëè

1) f è g àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû;

2) f è g àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû;

3) f /∈ K[g], g /∈ K[f ].

Ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ýòî ïîíÿòèå, â îñíîâíîì, êîãäà f è g - ÷àñòè íàøåãî àâòî-
ìîðôèçìà. xy

z

 7→
fg
h

 (3.5)

Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü f, g âûïîëíåíà, ò.ê. ýòî îáðàçû x è y ïðè àâòîìîð-
ôèçìå.
Åñëè f = F (g), òî ìîæíî ñäåëàòü êîìïîçèöèþ ñ ýëåìåíòàðíûì àâòîìîðôèçìîì

(3.5) 7→

f − F (g)
g
h

 ,

òîãäà ñòàðøèé ÷ëåí f ñîêðàòèòñÿ, è åñëè f, g íå ∗-ðåäóöèðîâàíû èç-çà òðåòüåãî
óñëîâèÿ, ìîæíî óìåíüøèòü ñòåïåíü f .
Ñëó÷àé, êîãäà f, g àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû, òîæå ïðîñòîé.

Îáîçíà÷åíèå: òåïåðü f, g - ∗-ðåäóöèðîâàííàÿ ïàðà è n = deg f < deg g = m.
Ðàâåíñòâà áûòü íå ìîæåò â ñèëó ïóíêòîâ îïðåäåëåíèÿ 2) è 3).

p =
n

(n,m)
, s =

m

(n,m)

Îñíîâíàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà

Ëåììà 3.4. Ïóñòü G(x, y) ∈ K[x, y], degy G = pq + r, 0 ≤ r < p.
Òîãäà

degG(f, g) ≥ q(pm−m− n+ deg[f, g]) +mr.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç äîêàçàòåëüñòâà. Îíî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå ôîð-
ìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ àëãåáðû Ïóàññîíà.

Ñëåäñòâèå 3.2. ∀h ∈ K[f, g] ëèáî h ∈ K[f, g], ëèáî deg h ≥ pm−m− n+ deg[f, g].

Çàìå÷àíèå: îöåíèòü ñêîáêó deg[f, g] - äîâîëüíî ñëîæíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ
ê ïðîáëåìå ÿêîáèàíà, ïîýòîìó îöåíêó óäîáíåå ïèñàòü â òàêîì âèäå.

Çàìå÷àíèå 3.1. p ≥ 2. p = n
(n,m)

è p íå ìîæåò áûòü ðàâíî 1, ò.ê. îòñþäà áóäåò

ñëåäîâàòü m ··
·

n. Ïðè ýòîì f è g àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû, è åñëè ñòåïåíü îäíîãî
äåëèòñÿ íà ñòåïåíü äðóãîãî, òî g /∈ K[f ], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåòüåìó óñëîâèþ
∗-ðåäóöèðîâàííîñòè.

Èç ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ ïîëó÷àåì

pm−m− n+ deg[f, g] ≥ 2,

òîãäà K[f, g] íå ñîäåðæèò xi.

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïóñòü Φ : (x, y) 7→ (f, g) - ýíäîìîðôèçì, òîãäà íå ÿâëÿåòñÿ
ñþðúåêòèâíûì.
(Ïîòîìó ÷òî îáðàç íå ñîäåðæèò xi.)

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Þíãà

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ : (x, y) 7→ (f, g) - àâòîìîðôèçì.
Òîãäà ϕ ñþðúåêòèâåí è ïî ñëåäñòâèþ 3.3 f è g íå ∗-ðåäóöèðîâàíû.
Ïåðâîå óñëîâèå ∗-ðåäóöèðîâàííîñòè äëÿ f è g âûïîëíåíî, ò.ê. ýòî îáðàçû ïðè àâ-
òîìîðôèçìå. Çíà÷èò,
1. ëèáî f è g àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû,
2. ëèáî f ∈ K[g] èëè g ∈ K[f ].

Êàê áûëî ïîêàçàíî, âòîðîé ñëó÷àé "õîðîøèé" , ò.ê. ìîæíî ïîíèçèòü ñòåïåíü.

Âî âòîðîì ñëó÷àå
x = F (f, g)
y = G(f, g)

,
x = F (f, g)

y = G(f, g)
,

è òîãäà (
x
y

)
7→
(
F
G

)
òîæå áóäåò àâòîìîðôèçìîì, ïîòîìó ÷òî x è y âûðàæàþòñÿ ÷åðåç f, g.
Íî f, g - îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû, ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè èõ ñòåïåíè áîëüøå 1, òî
àâòîìîðôèçìà íå áóäåò.
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Àâòîìîðôèçìû îò òðåõ ïåðåìåííûõ, íå

ïîíèæàþùèå ñòåïåíü ïðè ðåäóêöèè

Ïóñòü

ϕ :

x1...

xn

 7→
f1...

fn

 ,

òîãäà ñòåïåíüþ àâòîìîðôèçìà áóäåì íàçûâàòü degϕ =
n∑
i=1

deg fi.

Ïðè n = 2 ñòåïåíü ëþáîãî àâòîìîðôèçìà ìîæíî ïîíèçèòü ïóòåì êîìïîçèöèè ñ
îäíèì ýëåìåíòàðíûì. Áóäåì íàçûâàòü ýòî ýëåìåíòàðíîé ðåäóêöèåé.

Äëÿ n = 3 ýòî íå òàê. Ò.å. ðó÷íîé àâòîìîðôèçì ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ
ýëåìåíòàðíûõ, íî â ýòîé öåïî÷êå ñòåïåíü íå âñåãäà ìîæåò âîçðàñòàòü ìîíîòîííî.
Õîòèì ïðèâåñòè ïðèìåð àâòîìîðôèçìà, êîòîðûé íå äîïóñêàåò ýëåìåíòàðíûõ ðå-
äóêöèé.

ßñíî, ÷òî íàëè÷èå ýëåìåíòàðíîé ðåäóêöèè - ýòî àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìàÿ ïðî-
áëåìà: ïóñòü åñòü ìíîãî÷ëåíû (f, g, h), òîãäà ìîæíî âû÷èòàòü èç f íåêîòîðûå ìíî-
ãî÷ëåíû îò g, h, âû÷èòàòü èç g ìíîãî÷ëåíû îò f, h è èç h ìíîãî÷ëåíû îò f, g. Òàêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî ñîñòàâèòü êîíå÷íîå ÷èñëî, ïîòîìó ÷òî ñòåïåíè èñõîäíûõ îãðà-
íè÷åíû.

Äîêàçàíî, ÷òî íå âñåãäà ñóùåñòâóåò îäíà ðåäóêöèÿ, óìåíüøàþùàÿ ñòåïåíü, íî
âñåãäà åñòü òàêàÿ êîìïîçèöèÿ ñ íå áîëåå ÷åì 4 ýëåìåíòàðíûìè àâòîìîðôèçìàìè.
Äëÿ àâòîìîðôèçìà Íàãàòû äîêàçàíî, ÷òî äàæå 4-ìÿ êîìïîçèöèÿìè åãî ñòåïåíü ïî-
íèçèòü íåâîçìîæíî, çíà÷èò, îí äèêèé.

Â ýòîé ëåêöèè ìû óñòàíîâèì, ÷òî áûâàþò ðó÷íûå àâòîìîðôèçìû, ñòåïåíü êîòî-
ðûõ íå ïîíèæàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ðåäóêöèåé.

Ïðèìåð 3.6.
h1 = x1, h2 = x2 + x21, h3 = x3 + 2x1x2 + x32x1x2

x3

 7→
h1h2
h3

 (3.6)

ßñíî, ÷òî ýòîò àâòîìîðôèçì ðó÷íîé.

g1 = 6h1 + 6h2h3 + h23, g2 = 4h2 + h23, g3 = h3

(3.6) 7→

g1g2
g3

 (3.7)
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Ýòîò ïåðåõîä òàêæå ðó÷íîé.
g1, g2 - ∗-ðåäóöèðîâàííàÿ ïàðà, deg g1 = 9, deg g2 = 6, deg g3 = 3.

f = g21 − g32, deg f = 8

Äàëåå,
f1 = g1 + g3 + f, f2 = g2, f3 = g3 + f

deg f1 = 9, deg f2 = 6, deg f3 = 8

(3.7) 7→

f1f2
f3

 (3.8)

Ýòî ðó÷íîé àâòîìîðôèçì, ò.ê. åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåg1g2
g3

 →
 g1

g2
g3 + f

 →
g1 + g3 + f

g2
g3 + f


Êîìïîçèöèÿ (3.6)− (3.8) - íóæíûé àâòîìîðôèçì.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî Ëåììà 3.4 ⇒ íåâîçìîæíî ñäåëàòü ýëåìåíòàðíóþ ðåäóê-
öèþ.
Êàê îíà ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ? Íóæíî ïðèáàâèòü ê îäíîìó èç f1, f2, f3 ìíîãî÷ëåí
îò äâóõ äðóãèõ.

fi +G(fj, fk)

×òîáû ñòåïåíü óìåíüøèëàñü íóæíî, ÷òîáû ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ñîêðàòèëñÿ,
à ýòî çíà÷èò, ÷òî

degG(fj, fk) = deg fi

Ïîïðîáóåì óìåíüøèòü ñòåïåíü f1.
Â òåðìèíàõ Ëåììû 3.4 m = 8, n = 6, p = 3,

degG(f2, f3) ≥ q(3 · 8− 8− 6 + . . .) = q(10 + . . .)

Çäåñü íóæíî ðàçîáðàòüñÿ, ìîæåò ëè q áûòü ðàâíî íóëþ. Èäåÿ â òîì, ÷òî ñòå-
ïåíü f1 äîëæíà áûòü õîòÿ áû 10, íî ýòî íå òàê. Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòàðíàÿ
ðåäóêöèÿ íåâîçìîæíà.
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Ëåêöèÿ 4

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâ ïðîøëîé ëåêöèè

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäñòâèå èç Ëåììû 3.4.

Ñëåäñòâèå 4.4. Ïóñòü h ∈ K[f, g], òîãäà ëèáî h ∈ K[f, g], ëèáî deg h ≥ pm−m−
n+ deg[f, g].

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî q ìîæåò áûòü ðàâíî íóëþ, ÷òî ïîçâîëèò çàâåðøèòü äîêàçàòåëü-
ñòâî â Ïðèìåðå 3.6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìîíîì f igj, åãî ñòåïåíü ðàâíà

deg f igj = i deg f + j deg g = in+ jm.

Åñëè j < p, òî âñå ìîíîìû f igj èìåþò ðàçíûå ñòåïåíè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýòî íå
òàê è

i1n+ j1m = i2n+ j2m ⇔ (i1− i2)n = (j2− j1)m ⇔ (i1− i2)
n

(n,m)
= (j2− j1)

m

(n,m)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (j2 − j1) äåëèòñÿ íà p - ïðîòèâîðå÷èå ñ j1, j2 < p.

Åñëè òåïåðü (â îáîùíà÷åíèÿõ Ëåììû) â âûðàæåíèè degy G = k = pq+r ïîäñòàâèì
q = 0, ïîëó÷èì

degy G = r < p.

Òîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå â G f è g âñå ìîíîìû áóäóò èìåòü ðàçíûå ñòåïåíè, ñëåäîâà-
òåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå h ∈ K[f, g].

Åñëè æå q > 0, òî q ≥ 1 è â íåðàâåíñòâå èç Ëåììû

degG(f, g) ≥ q(pm−m− n+ deg[f, g]) +mr

âûðàæåíèÿ pm − m − n + deg[f, g] è mr íåîòðèöàòåëüíû, îòêóäà ñëåäóåò âòîðàÿ
÷àñòü óòâåðæäåíèÿ.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî â Ïðèìåðå 3.4.

Íàïîìèíàíèå: ìû ïîñòðîèëè ðó÷íîé àâòîìîðôèçì

ϕ :

xy
x

 7→
f1f2
f3

 ,

ãäå deg f1 = 9, deg f2 = 6, deg f3 = 8. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ϕ -
ðó÷íîé, íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîãî àâòîìîðôèçìà ξ, òàêîãî ÷òî deg ξ ◦ϕ < degϕ.
Êîìïîçèöèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì :xy

x

 7→
f1f2
f3

 7→
af1 +G(f1, f2)

f2
f3
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×òîáû ñòåïåíü óìåíüøèëàñü, íóæíî, ÷òîáû ñîêðàòèëñÿ ñòàðøèé ÷ëåí. Â òåðìèíàõ
Ñëåäñòâèÿ 4.4 f = f2, g = f3. Îöåíèì ñòåïåíü ýëåìåíòà G, ìîæåò ëè îíà áûòü ðàâíîé
9?

1) G(f2, f3) ∈ K[f2, f3]. Òîãäà, ò.ê. deg f2 = 6, deg f3 = 8,

deg f2
i
f3
j

= 6i+ 8j 6= 9.

2) degG(f2, f3) ≥ 3 · 8− 8− 6 = 10

Èòàê, degG íå ìîæåò áûòü ðàâíîé 9, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàðøèé ÷ëåí íå ìîæåò ñîêðà-
òèòüñÿ è ñòåïåíü íå ìîæåò ïîíèçèòüñÿ.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ìíîãî÷ëåí G ïðèáàâëÿåòñÿ ê f2 è f3.

Èäåè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû

Øåñòàêîâà-Óìèðáàåâà

Ââîäÿòñÿ 4 òèïà ðåäóêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ≤ 4 ýëåìåíòàðíûõ ðå-
äóêöèé.
Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ϕ - ðó÷íîé, òî ìîæíî ïîíèçèòü ñòåïåíü îäíèì èç
ýòèõ òèïîâ. Îòñþäà åñòü 2 ñëåäñòâèÿ. (Íàçîâåì àâòîìîðôèçì "õîðîøèì" , åñëè åãî
ñòåïåíü ìîæíî ïîíèçèòü îäíèì èç òèïîâ âûøå. Îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íå âñå àâòîìîðôèçìû õîðîøèå, òîãäà âîçüìåì "ïëîõîé" àâòîìîðôèçì ìèíèìàëüíîé
ñòåïåíè. Òîãäà åñòü êàêàÿ-òî ðåäóêöèÿ, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò åãî â "õîðîøèé" àâòî-
ìîðôèçì. Äàëåå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè ψ - "õîðîøèé" , à φ ê íåìó ðåäóöèðóåòñÿ,
òî φ òîæå "õîðîøèé" - ïðîòèâîðå÷èå.)

Ñëåäñòâèå 4.5. Åñëè xy
z

 7→
fg
h

 ,

òî åñëè ìîæíî ïîíèçèòü ñòåïåíü, òî ìîæíî ïîíèçèòü ñòåïåíü ýëåìåíòàðíîé
ðåäóêöèåé.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî àòîìîðôèçì Íàãàòû - äèêèé.

Ñëåäñòâèå 4.6. Òî, ÷òî àâòîìîðôèçì ðó÷íîé àëãîðèòìè÷åñêè ïðîâåðÿåòñÿ (n =
3).

Äëÿ n = 4 íå èçâåñòíî, ïðîâåðÿåòñÿ ëè ïðèíàäëåæíîñòü ê ðó÷íûì àëãîðèòìè÷å-
ñêè.
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Ãðóïïû ðó÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ, ñâîáîäíîå

ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 4.14. Ïóñòü H,N - ãðóïïû. Çàäàäèì èõ îáðàçóþùèìè ñîîòíîøå-
íèÿìè H = 〈S1 | R1〉, N = 〈S2 | R2〉.
Òîãäà G - ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå H è N , îáîçí. G = H ∗N , åñëè

G = 〈S1 ∪ S1 | R1 ∪R2〉.

Äðóãèìè ñëîâàìè, G ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ñëîâ

G = {h1n1h2n2 . . .}

Âñå ýòè ñëîâà ðàçíûå, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ýëåìåíò ni òðèâèàëüíûé, è
òîãäà ìîæíî ïåðåìíîæèòü ñîñåäíèå ýëåìåíòû hi.

Íàïðèìåð, åñëè H = Z, N = Z, òî G = H ∗N = Z ∗Z - ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ äâóìÿ
îáðàçóþùèìè.

Àìàëüãàìèðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 4.15. G - àìàëüãàìèðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå H = 〈S1, R1〉 è N =
〈S2, R2〉 íàä K, åñëè ôèêñèðîâàíû âëîæåíèÿ ϕ : K ↪→ H è ψ : K ↪→ N è

G = H ∗k N = 〈S1 ∪ S2 | R1 ∪R2, ϕ(k)ψ−1(k) = e〉

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåìåíò G - ýòî ñëîâî

h1n1h2n2h3 . . .

Òîãäà ìîæíî çàìåíèòü n2 íà n2 · k, à h3 çàìåíèòü íà k−1 · h3, çäåñü èìååòñÿ â âèäó,
÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå K âëîæåíî â N , à âî âòîðîì ñëó÷àå K âëîæåíî â H.

Àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ åñòü

àìàëüãàìèðîâàííîå ïðîèçâåäåíèå èõ ïîäãðóïï

L =

{(
x1
x2

)
7→ A

(
x1
x2

)
+N | detA 6= 0

}
- ïîäãðóïïà àôôèííûõ àâòîìîðôèçìîâ.

B =

{(
x1
x2

)
7→
(
c1x1 + f(x2)

c2x2

)
| c1 6= 0, c2 6= 0

}
- ïîäãðóïïà òðåóãîëüíûõ àâòî-

ìîðôèçìîâ.

Òåîðåìà 4.4.
Aut(K[x1, x2]) ∼= L ∗L∩B B

Çäåñü L ∩B =

{(
x1
x2

)
7→ A

(
c1x1 + bx2

c2x2

)
| c1 6= 0, c2 6= 0

}
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì, ÷òî ãðóïïà Aut(K[x1, x2]) ïîðîæäàåòñÿ ãðóïïàìè
L è B. Ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþùèå íóæíî ïðîñòî îáúåäèíèòü, à íîâûå äîáàâëÿòü
íå íóæíî.
ßñíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ, èç L è B ñîõðàíÿòñÿ è ÷òî íîâûå ñîîòíîøåíèÿ èç îïðåäå-
ëåíèÿ òàêæå äîáàâÿòñÿ.

Ò.å. íóæíî äîêàçàòü òîëüêî òî, ÷òî íîâûå ñîîòíîøåíèÿ íå ïîÿâÿòñÿ.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè l1, . . . , ln ∈ L\B è b1, . . . , bn ∈ B\L, òî ïðî-
èçâåäåíèå l1b1 . . . lnbb 6= e (çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðîèçâåäåíèè íå îáÿçàòåëüíî ÷åòíîå
êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ). Â ñ.ä. ñîîòíîøåíèå - ýòî íåêîå íåòðèâèàëüíîå ñëîâî îò l è b,
ðàâíîå e. Ïîíÿòíî, ÷òî â íàùåì íåòðèâèàëüíîì ñëîâå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ëþáîé
ýëåìåíò èç B íå ëåæèò â L è íàîáîðîò (ïîòîìó ÷òî åñëè ýòî íå òàê, áóäåì èìåòü 3
ýëåìåíòà èç îäíîé ãðóïïû ïîäðÿä è, îáúåäèíèâ èõ â îäèí ýëåìåíò èç ýòîé ãðóïïû,
ìîæåì óêîðîòèòü ñëîâî).

Èìååì ñëåäóþùèé àâòîìîðôèçì(
x1
x2

)
7→
(
f
g

)
Ìíîãîóãîëüíèêè Íüþòîíà äëÿ x1 è x2 âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ëåììà 4.5. Ïî÷òè âñåãäà

1) Ïîñëå àâòîìîðôèçìà bi ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà N(f) ñòðîãî ñîäåðæèò N(g),
ïðè÷åì ãðàíèöà N(f), êðîìå òîé ÷àñòè, ÷òî ëåæèò íà îñÿõ, íå ëåæèò â
N(g).
Ïîÿñíåíèå: èçîáðàçèì íà îäíîì ðèñóíêå N(f) è N(g) (íà ñàìîì äåëå, ìû óæå
çíàåì, ÷òî îíè áóäóò òðåóãîëüíèêàìè). Ýòî áóäóò íåêîòîðûå âûïóêëûå òå-
ëà, âïèñàííûå â ïîëîæèòåëüíûé îêòàíä.
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2) Ïîñëå àâòîìîðôèçìà lj N(g) ñîæåðæèò N(f) (óæå íå ñòðîãî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ñëîâà. Åñòü äâà âàðèàíòà:

. . . b1l1

. . . l1b1

Áàçà. Íà÷èíàåì ñ òàêîé ïàðû: f = x1, g = x2 (ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíîãîóãîëüíè-
êàìè Íüþòîíà).
Ïðèìåíèì ñíà÷àëà b1. Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò àâòîìîðôèçì çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèáàâëå-
íèè ê x1 íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà îò x2 è óìíîæåíèè x1 è x2 íà êîíñòàíòû (÷òî íå
âëèÿåò íà ìíîãîóãîëüíèê Íëþòîíà). f /∈ L ⇒ deg g ≥ 2. Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

Âèäíî, ÷òî ïåðâîå óëîâèå Ëåììû âûïîëíåíî.

Òåïåðü ïðèìåíèì àôôèííûé àâòîìîðôèçì. Ïóñòü

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
N =

(
n1

n2

)
Òîãäà (

x1
x2

)
7→
(
a11x1 + a12x2 + n1 = f
a21x1 + a22x2 + n2 = g

)
Ïî÷òè âñåãäà ìíîãîóãîëüíèêè Íüþòîíà áóäóò óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

Âòîðîå óñëîâèå Ëåììû âûïîëíåíî.

Åñëè a21 6= 0 è a22 6= 0, òî N(g) ñîäåðæèò N(f) è óñëîâèå Ëåììû âûïîëíåíî.

Íå ìîæåò áûòü, ÷òî a21 = 0 = n2, èíà÷å ïîïàäàåì â B.

Ðàññìîòðèì, êàêèìè ìîãóò áûòü ìíîãîóãîëüíèêè Íüþòîíà, åñëèN(g) íå ÿâëÿåòñÿ
òðåóãîëüíèêîì.
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Òàê ìîæåò äåéñòâîâàòü l1, äàëåå ïðèìåíèì b1. Ïîñëå b1 óñëîâèÿ Ëåììû âûïîëíÿ-

þòñÿ.

Â ñëó÷àå, åñëè â íàøåì ñëîâå íåò b1, ïîëó÷èì l1 = e - ñîîòíîøåíèå â L, à ñîîòíî-
øåíèÿ èç ãðóïïû L ñîäåðæàòñÿ â G.

Øàã. Ïóñòü N(f) ⊆ N(g) è ìû ïðèìåíÿåì bi.
Ðàññìîòðèì ìíîãîóãîëüíèê Íüþòîíà N(g2)

Êðîìå òîãî, N(amg
m + . . . + a0) = N(gm), ò.ê. N(gm) ñòðîãî ñîäåðæèò âñå ìíî-

ãîóãîëüíèêè îò ìåíüøèõ ñòåïåíåé, áîëåå òîãî, èõ ãðàíèöû íå ïåðåñåêàþòñÿ (çà èñ-
êëþ÷åíèåì ÷àñòåé íà îñÿõ).

Äàëåå, N(f+amg
m+ . . .+a0) = N(gm) çà ñ÷åò òîãî, ÷òî m ≥ 2 è N(f) ñîäåðæèòñÿ

â N(g), îòñþäà N(f) ñòðîãî ìàæîðèðóåòñÿ.
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Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè (
f
g

)
bi7→
(
f̃
g

)
N(f̃) ⊃ N(g) - ãðàíèöà, íå ëåæùàÿ íà îñÿõ, íå ëåæèò â N(g).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ïîñëåäíèé àâòîìîðôèçì áûë li.

Çíàåì, ÷òî N(f) ⊃ N(g) è ãðàíèöà íå ëåæèò â N(g).(
f
g

)
7→
(
a11f + a12g + n1 = f
a21f + a22g + n2 = g

)
=

(
f̃
g̃

)
Åñëè a21 6= 0, òî N(g̃) = N(f), ïîñêîëüêó N(f̃) ⊆ N(f).
Ïóñòü a21 = 0 è n2 6= 0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àâòîìîðôèçì, ëåæàùèé â ïåðåñå-
÷åíèè ãðóïï (

x1
x2

)
7→
(

c1x1
c2x2 + d

)
Ëþáîé àâòîìîðôèçì(

f
g

)
7→
(
a11f + a12g + n1

a22g + n2

)
=

(
c1x1 + F (x2)

c2x2

)
◦
(

x1
x2 + d

)
= s ◦ t

åñòü êîìïîçèöèÿ äâóõ, îäèí èç êîòîðûõ ëåæèò â B, à âòîðîé â L. Èìååì ñëåäóþùåå
ïîäñëîâî

. . . bi l bi+1 . . . = . . . bi s ◦ t bi+1 . . .

Àâòîìîðôèçì s ìîæíî îáúåäèíèòü ñ bi, ò.ê. s ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè. Îñòàëîñü ïåðå-
ìåñòèòü t. Èìååì

. . . bi t bi+1 . . .

Äîïèøåì ñëåâà t̃t̃−1, ðàññìîòðèì âûäåëåííóþ êîìïîçèöèþ (ëåæàùóþ â B)

. . . t̃ t̃−1 bi t︸ ︷︷ ︸ bi+1 . . .

è äîêàæåì, ÷òî ýòî ñíîâà áóäåò àâòîìîðôèçì èç B (ïóòåì ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííîãî
t̃). Ðàñïèøåì âûäåëåííóþ öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé(

x1
x2

)
7→
(

x1
x2 + d

)
7→
(
c1x1 + F (x2 + d)

c2x2 + c2d

)
7→
(
c1x1 + F (x2 + d)

c2x2

)
Èòàê, ó íàñ áûëî íåêîòîðîå ñëîâî, äëÿ êîòîðîãî ìû õîòèì äîêàçàòü íåâîçìîæ-

íîñòü ñëåäóþùåãî
l1b1l2b2 . . . lnbn = id

â ñèëó òîãî, ÷òî ìíîãîóãîëüíèêè Íüþòîíà x1 è x2 ïîñëå òàêîé öåïî÷êè ïðåîáðàçî-
âàíèé íå ðàâíû ìíîãîóãîëüíèêàì Íüþòîíà òîæäåñòâåííîãî àâòîìîðôèçìà.
Â ñ.ä., åñëè li - "ïëîõîé" , ò.å.

li :

(
x1
x2

)
7→
(
a11x1 + a12x2 + n1

a22x2 + n2

)
,
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òî li ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè s ◦ t. Çäåñü s ïåðåíîñèòñÿ ê bi, à t
"ïåðåáðàñûâàåòñÿ" âëåâî â t̃.
Òàêèì îáðàçîì, ìû óìåíüøàåì äëèíó öåïî÷êè.
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Ëåêöèÿ 5

Àâòîìîðôèçì Íàãàòû äèêèé íàä êîëüöîì öåëûõ

÷èñåë

Íàïîìíèì, ÷òî èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Øåñòàêîâà-Óìèðáàåâà ñâîäèòñÿ ê
ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ

Óâåðæäåíèå 5.4. Àâòîìîðôèçì Íàãàòû äèêèé íàä K[Z].

Àâòîìîðôèçì Íàãàòûxy
z

 7→
 x+ (x2 − yz)z
y + (x2 − yz)x+ (x2 − yz)2z

z

 , σ = x2 − yz

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìûØåñòàêîâà-Óìèðáàåâà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðè àâòîìîð-
ôèçìå z ïåðåõîäèò â z, òî ïðè ëþáîì ðàçëîæåíèè íà ýëåìåíòàðíûå äëÿ êàæäîãî
àâòîìîðôèçìà èç ðàçëîæåíèÿ z òàêæå ïåðåõîäèò â z.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî z - êîíñòàíòà èç êîëüöà K[Z] (êîýôôèöèåíò) è ðàññìîòðèì
àâòîìîðôèçì Íàãàòû îò äâóõ ïåðåìåííûõ.(

x
y

)
7→
(

x+ σz
y + 2σx+ σ2z

)
Íà ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà àâòîìîðôèçì êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò
äâóõ ïåðåìåííûõ K[z][x, y] (z ôèêñèðîâàíî).

ßñíî, ÷òî åñòü âëîæåíèå K[z][x, y] ⊂ K[Z][x, y] (ìû ðàñøèðèëè êîíñòàíòû, ê ìíãî-
÷ëåíàì äîáàâèëèñü ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè). Òîãäà ïîïàäàåì â àëãåáðó ìíîãî÷ëå-
íîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ íàä íåêîòîðûì ïîëåì.

Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, íóæíî åùå ïîòðåáîâàòü àëãåáðàè÷åñêóþ çàìêíóòîñòü ïîëÿ,
ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêîå âëîæåíèåK[z][x, y] ⊂ K[Z][x, y]. ÂK[Z][x, y]
ëþáîé àâòîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ ðó÷íûì ïî òåîðåìå Þíãà (â ÷àñòíîñòè, è àâòîìîð-
ôèçì Íàãàòû).

Íàøå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî àâòîìîðôèçì Íàãàòû íåëüçÿ ðàçëîæèòü â ýëå-
ìåíòàðíûå àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû áóäóò ìíîãî÷ëåíàìè
(õîòÿ ñ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè ýòî âîçìîæíî). Ïîêàæåì ýòî.

Îáîçíà÷åíèÿ:

B =

{(
x
y

)
7→
(
λx+ F (y)

µy

)
| λ, µ 6= 0

}
A =

{(
x
y

)
7→M

(
x
y

)
+

(
c1
c2

)
|M ∈ GLn

}
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàçëîæèì àâòîìîðôèçì Íàãàòû ñ êîýôôèöèåíòàìè -
ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè íà ýëåìåíåòû èç B è A.(

x
y

)
a17→
(
y
x

)
b17→
(
−zy + x2

x

)
a27→
(

x
−zy + x2

)
b27→
(
x+ σz
σ

)
7→

a37→
(

σ
x+ σz

)
b37→
(
y − x2

z
+ x2

z
+ 2xσz

z
+ σ2z2

z

x+ σz

)
=

(
y + 2xσ + σ2z

x+ σz

)
7→

a47→
(

x+ σz
y + 2xσ + σ2z

)
Çäåñü

a1 = a2 = a3 = a4 =

(
x
y

)
7→
(
y
x

)
b1 =

(
x
y

)
7→
(
−zx+ y2

y

)
b2 =

(
x
y

)
7→
(
x+ yz
y

)
b3 =

(
x
y

)
7→
(
−x
z

+ y2

z

y

)
Âèäíî, ÷òî àâòîìîðôèçì Íàãàòû îò ðó÷íûõ îòëè÷àåò òîëüêî äåëåíèå íà z.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì z àâòîìîðôèçì Íàãàòû íå ðàñêëàäû-
âàåòñÿ â êîìïîçèöèþ ýëåìåíòàðíûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè-ìíîãî÷ëåíàìè.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 4.4. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî åñëè åñòü íåêîå ðàç-
ëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå ai è bi, òî åäèíñòâåííîå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü - ïåðåáðîñèòü
èç ai â ñîñåäíèé bj (èëè èç bi â ñîñåäíèé aj) íåêòîðûé ýëåìåíò èç ïåðåñå÷åíèÿ A è B.

Äåëåíèå íà z åñòü òîëüêî â b3, ïîïðîáóåì åãî èñïðàâèòü: ïåðåêèíóòü íåêèé ýëå-
ìåíò ïåðåñå÷åíèÿ èç a4 è a3. Òîãäà ïîëó÷èì

b̃3 = ϕ ◦ b3 ◦ ψ, (5.1)

ϕ :

(
x
y

)
7→
(

Λ T
0 M

)(
x
y

)
+

(
C
0

)
, ψ :

(
x
y

)
7→
(
λ t
0 µ

)(
x
y

)
+

(
c
0

)
.

Òîãäà êîìïîçèöèÿ (5.3) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì(
x
y

)
ψ7→
(
λx+ ty + c

µy

)
b37→
(
−λ
z
x− t

z
y + c

z
+ µ2y2

z

µy

)
ϕ7→

ϕ7→

(
Λ
(
−λ
z
x− t

z
y + c

z
+ µ2y2

z

)
+ Tµy + C

µMy

)
Èç a4 íåëüçÿ ïåðåêèíóòü âëåâî íè÷åãî, ÷òî êîïìåíñèðîâàëî áû çíàìåíàòåëü, ïî-

ýòîìó êîìïåíñèðîâàòü åãî ïðèõîäèòñÿ ïåðåêèäûâàíèåì èç a3 ÷åãî-òî, äåëÿùåãîñÿ
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íà z. Äàëåå íóæíî ïðîòÿíóòü öåïî÷êó ïåðåêèäûâàíèé ýëåìåíòîâ äî ëåâîãî êðàÿ.

Àâòîìîðôèçìû a2, b2, a3 ìîæíî ïî ëèíåéíîñòè îáúåäèíèòü â îäèí ýëåìåíò (ñ òî÷-
êè çðåíèÿ äîáàâëåíèÿ çíàìåíàòåëÿ) ã2 = a2 ◦ b2 ◦ a3.

ã2 :

(
x
y

)
7→
(

x
y + xz

)
Îò ã2 íóæíî îòùèïíóòü ÷òî-òî, ó ÷åãî λ è µ áóäóò äåëèòüñÿ íà z. Åñëè λ, µ äåëÿò-

ñÿ íà z, òî ã2 óìíîæàåòìÿ íà îáðàòíûé àâòîìîðôèçì, è ó íåãî áóäåò çíàìåíàòåëü.
Òàê èëè èíà÷å, òîãäà ïîÿâèòñÿ ïðîáëåìà ñ b1, êîòîðàÿ ÷àñòè÷íî êîìïåíñèðóåòñÿ äî-
ìíîæåíèåì íà z â îáðàçå x, íî è ó îáðàçà y òîæå ïîÿâèòñÿ çíàìåíàòåëü. Ó a1 òàêæå
íåò ðåñóðñîâ, ÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü çíàìåíàòåëü.

Òàêèì îáðàçîì, àâòîìîðôèçì Íàãàòû íåëüçÿ ðàçëîæèòü íà ýëåìåíòàðíûå ñ êîýôôèöèåíòàìè-
ìíîãî÷ëåíàìè.

Æ¼ñòêèå ìíîãîîáðàçèÿ

Îïðåäåëåíèå 5.16. Àôôèííîå àëãåáðà÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ æåñò-
êèì, åñëè íå ñóùåñòâàåò íåòðèâèàëüíîãî Ga-äåéñòâèÿ íà íåì.

Íàïîìíèì, ÷òî Ga - àääèòèâíàÿ ãðóïïà íàøåãî îñíîâíîãî ïîëÿ. Ñîîòâåòñòâåííî,
âñå äåéñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêèå.
Òðèâèàëüíîå äåéñòèå - ëþáîé ýëåìåíò äåéñòâóåò òîæäåñòâåííûì àâòîìîðôèçìîì.

Ïåðåôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå â òåðìèíàõ LND. Ðàíåå ãîâîðèëîñü, ÷òîGa-äåéñòâèÿ
íà ìíîãîîáðàçèè X ñîîòâåòñòâóþò LND.

Òîãäà X - æåñòêîå, åñëè ∀ ∂ − LND àëãåáðû K[X], ∂ ≡ 0.

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ äàëåêî íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïîé. Íà-
ïðèìåð, äëÿ àôôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà îíà ÿâíî íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé, åñëè
òîëüêî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè õîòÿ áû 2.
Äîêàæåì áîëåå îáùóþ òåîðåìó.

Åñëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ àëãåáðàè÷åñêàÿ, òî

ëèáî X æ¼ñòêîå, ëèáî ïðÿìàÿ.

Òåîðåìà 5.5. Åñëè X íå æåñòêîå è X íå èçîìîðôíî L - ïðÿìîé, òî Aut(X) íå
ÿâëÿåòñÿ àëåáðàè÷åñêîé.
Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà: åñëè Aut(X) àëãåáðàè÷åñêàÿ, òî X ëèáî æåñòêîå,
ëèáî ïðÿìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
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1) dimX = 1. Òîãäà åñòü ãðóïïà Ga, êîòîðàÿ äåéòñâóåò íà ìíîãîîáðàçèè X.
Êàêèå áûâàþò îðáèòû ó òàêîãî äåéñòâèÿ? Ëèáî ýòî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, ëèáî
ïðÿìàÿ.
Â ñ.ä., ó ãðóïïû Ga íåò íåòðèâèàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñòàáèëèçàòîð äîëæåí áûòü àëãåáðàè÷åñêîé ïîäãðóïïîé. Ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî ëèáî ñòàáèëèçàòîð òî÷êè - ýòî âñå Ga, ëèáî îí òðèâèàëüíûé. Òîãäà â ïåð-
âîì ñëó÷àå îðáèòà - ýòî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, à âî âòîðîì ñëó÷àå ýòî ïðÿìàÿ.

Ôàêò èç òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï: ó äåéñòâèÿ óíèïîòåíòíîé ãðóïïû (Ga

- óíèïîòåíòíàÿ) âñå îðáèòû çàìêíóòû.

Ò.å. åñëè äåéñòâèå íåòðèâèàëüíîå, òî îðáèòû-òî÷êè íå ïîäõîäÿò, îñòàþòñÿ
îðáèòû-ïðÿìûå. Òåîðåòè÷åñêè ìîãëî áû áûòü òàê, ÷òî ê ïðÿìîé ïðèêëååíû
íåêîòîðûå òî÷êè â êà÷åñòâå åå çàìûêàíèÿ. Íî, ïîñêîëüêó âñå îðáèòû çàìêíó-
òû, òî ýòà ïðÿìàÿ çàìêíóòà ñàìà ïî ñåáå, çíà÷èò, òî÷åê â åå çàìûêàíèè áûòü
íå ìîæåò è X = A1.

2) dimX ≥ 2.

Ôàêò èç òåîðèè LND: Ïóñòü 0 6= ∂ ∈ LND, òîãäà tr . deg ker ∂ = tr . degK[X]−
1 ≥ 1, ò.å. ∃f ∈ ker ∂ : f /∈ K.
Ò.å. íàì äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ker ∂ ëåæàë êàêîé-òî íåòðèâèàëüíûé ìíîãî÷ëåí.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè f ∈ ker ∂, òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí h(f) òàêæå ëåæèò â ÿäðå.
Òîãäà ìîæåì ðàññìîòðåòü òàêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

h(f)∂.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèå è, áîëåå òîãî, ýòî LND

h(f)∂(ab) = h(f)(∂(a)b+ a∂(b)) = h(f)∂︸ ︷︷ ︸(a)b+ h(f)∂︸ ︷︷ ︸(b)a.
Ò.å. âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî Ëåéáíèöà.

(h(f)∂)2(a) = h(f)∂(h(f)∂(a)) = (h(f))2∂2(a)

. . .

(h(f)∂)N(a) = (h(f))N∂N(a)

Ïîñêîëüêó ∂ - LND, ∂N(a) ïðè íåêîòîðîì N çàíóëèòñÿ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
h(f)∂ - LND.

Ýòà êîíñòðóêöèÿ äàåò íàì äîâîëüíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî àâòîìîðôèçìîâ. Âîçü-
ìåì

exp(h(f)∂)
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è îïðåäåëèì, ÷òî ýòî çà ãðóïïà.
Óìíîæåíèå:

exp(h(f)∂) · exp(s(f)∂) exp((h+ s)(f)∂),

ò.ê. ýòè äâà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîììóòèðóþò.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî àâòîìîðôèçìû ñîîòâåòñòâóþò ìíîãî÷ëåíàì, è ïðè êîìïîçè-
öèè àâòîìîðôèçìîâ ìíîãî÷ëåíû ñêëàäûâàþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì,
{exp(h(f)∂), ◦} ∼= (K[x],+).

(K[x],+) - áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, åãî íèêàê íåëüçÿ ïîìå-
ñòèòü â êîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ãðóïïó.
Ðàç äàæå ïîäãðóïïà íàøåé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ íè
â êàêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå, òî âñÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ - òåì áîëåå.

Ïîêàçàëè, ÷òî Aut(X) íå àëãåáðàè÷åñêàÿ.

Åñëè ìû òåïåðü õîòèì ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêîé, òî íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êëàññ æåñòêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Íàïîìíèì ðåçóëüòàò äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìîé

Aut(J) ∼= K× iK ∼= Gm iGa.

Ñëåäñòâèå 5.7. Åñëè Aut(X) - àëãåáðàè÷åñêàÿ è X � L, òî Aut(X) - êîíå÷íîå
ðàñøèðåíèå òîðà.

Ò.å. ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà åäèíèöû - ýòî òîð, åñòü êîíå÷íîå ÷èñëî ýòèõ ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî àë-
ãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû âñåãäà ïîðîæäåíû ìàêñèìàëüíî ñâîèì òîðîì è åùå êàêèìè-òî
êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè. Êîðíåâûå ïîäãðóïïû èçîìîðôíû Ga, è èõ íå ìîæåò áûòü.
Ñîîòâåòñòâåííî, åäèíñòâåííàÿ ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, êîòîðàÿ íå äîïóñêà-
åò â ñåáå Ga ïîäãðóïï - ýòî òîð.
Èç-çà íåñâÿçíîñòè ìîæíî åùå âçÿòü íåêîå êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå, íî íå áîëåå òî-
ãî.

Âîïðîñ: Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ æåñòêèõ ìíîãîîáðàçèé X Aut(X) - àëãåáðàè÷åñêàÿ?
Îòâåò "íåò" . Ïðèâåäåì êîíòðïðèìåð (èç ïåðâîé ëåêöèè).

X = Tn = (K×)n

Aut(X) ∼= GLn(Z) i Tn

Ó òîðà ñëèøêîì ìíîãî îáðàòèìûõ ôóíêöèé. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè èõ
çàïðåòèòü.
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Ïðåäëîæåíèå î åäèíñòâåííîì ìàêñèìàëüíîì òîðå.

Ãèïîòåçà: Åñëè X - æåñòêîå è â íåì íåò íåòðèâèàëüíûõ îáðàòèìûõ ôóíêöèé
K×[X] = K×, òî Aut(X) - êîíå÷íîå ðàøèðåíèå òîðà.

Â îáùåì ñëó÷àå ãèïîòåçà ïîêà íå äîêàçàíà, íî è êîíðïðèìåðîâ ê íåé òîæå íåò.

Äîêàæåì åå â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü X - æåñòêîå. Òîãäà Aut(X) ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé
ìàêñèìàëüíûé òîð (ãðóïïó, èçîìîðôíóþ (K×)n).

Êàêîé-òî ìàêñèìàëüíûé òîð âñåãäà åñòü (îí ìîæåò áûòü òðèâèàëüíûì).
Èìååòñÿ â âèäó ìàêñèìàëüíîñòü ïî âêëþ÷åíèþ. Áåðåì íåêèé òîð, åñëè îí íå ìàêñè-
ìàëüíûé, ðàñøèðÿåì åãî äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Åñòü òåîðåìà, óòâåðæäà-
þùàÿ, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå èìååò ðàçìåðíîñòü n, òî íà íåì íå ìîæåò ýôåêòèâíî
äåéñòâîâàòü áîëåå ÷åì n-ìåðíûé òîð, ñîîòâåòñòâåííî, äî áåñêîíå÷íîñòè òîð ðàñøè-
ðÿòü íåëüçÿ.

Ïîêà íå ÿñíî, ïî÷åìó îí áóäåò åäèíñòâåííûì. Íå ÿñíî äàæå òî, áóäóò ëè âñå ìàê-
ñèìàëüíûå òîðû èìåòü îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Íàïðèìåð, åñëè âçÿòü (íå æåñòêîå) ìíîãîîáðàçèå An, òî ìíîãîìåðíûé òîð, äåé-
ñòâóþùèé íà íåì x1...

xn

 7→
d1 0

..
.

0 dn

x1...

xn

 , di 6= 0.

Îí íå åäèíñòâåííûé, ò.ê. ìîæíî âçÿòü àâòîìîðôèçì α ∈ Aut(An) è, êàê ìèíèìóì,
ñîïðÿ÷ü ýòîò ìàêñèìàëüíûé òîð.
Òàê, äëÿ âñåõ òàêèõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö

d1 0
..
.

0 dn

 = D ∼= (K×)n, αDα−1 ⊂ Aut(An).

Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà - åñòü ëè äðóãèå ìàêñèìàëüíûå òîðû?

Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ìàêñèìàëüíûé n-ìåðíûé òîð èìååò âèä αDα−1, íî íå ïî-
íÿòíî, ïî÷åìó ìàêñèìàëüíûé òîð íå ìîæåò áûòü íå n-ìåðíûì.

Äîêàæåì ïðåäëîæåíèå 5.1.
Èäåÿ â òîì, ÷òîáû äâîÿêî âçãëÿíóòü íà ïîäãðóïïû, èçîìîðôíûå K× â ãðóïïå

àâòîìîðôèçìîâ.

Ïóñòü Λ ∼= K× ↪→ Aut(X). Ïîäãðóïïå Λ ñîîòâåòñòâóåò Z-ãðàäóèðîâêà àëãåáðû
K[X].
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Èç òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ãðóïï èçâåñòíî, ÷òî åñëè K× èëè ëþáîé òîð äåéñòâóåò
íà êàêîì-òî ìíîãîîáðàçèè, òî íà àëãåáðå îí áóäåò äåéñòâîâàòü ëèíåéíî. Ïðè ýòîì
ëèíåéíîå äåéñòâèå òîðà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

K[X] =
⊕
K[X]i, ãäå ∀f ∈ K[X]i

Λ 3 t · f = tif.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäãðóïïå Λ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïîëóïðîñòîå äèôôåðåíöèðî-
âàíèå δ. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì òàê: ïóñòü f ∈ K[X]i, òîãäà δ(f) = if .
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî δ óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó Ëåéáíèöà (óïðàæíåíèå), ò.å. δ -
äèôôåðåíöèðîâàíèå.
Íà íåîäíîðîäíûõ ýëåìåíòàõ δ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ëèíåéíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5.17. Ëîêàëüíî êîíå÷íîå (ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîå) äèôôåðåíöèðîâà-
íèå δ - ýòî òàêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, ÷òî ∀f ∈ K[X] ñóùåñòâóåò êîíå÷íîìåðíîå
δ-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî f 3 V ⊂ K[X].

Ëåììà 5.6. Åñëè δ - LND èëè δ - ïîëóïðîñòîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, òî δ - ëîêàëüíî
êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ - LND. Â êàêîå δ-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìîæíî
âêëþ÷èòü f?

f ∈ 〈f, δ(f), δ2(f), . . .〉

Îíî áóäåò êîíå÷íîìåðíûì, ò.ê. δ - LND.

Åñëè δ - ïîëóïðîñòîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, òî ïðåäñòàâèì f êàê

f =
∑

fj,

ãäå fj - îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû.
Äàëåå íóæíî âçÿòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó 〈fj〉. Ïîñêîëüêó åñòü ãðàäóèðîâêà, ýòèõ êîì-
ïîíåíò áóäåò êîíå÷íîå ÷èñëî. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà - êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, è
ïîñêîëüêó êàæäîå fj óìíîæàåòñÿ íà ÷èñëî, îíî áóäåò δ-èíâàðèàíòíûì.

Ëåììà 5.7. Ïóñòü çàäàíà ãðàäóèðîâêà K =
⊕
i∈Z
K[X]i, δ =

∑
δi - ëîêàëüíî êî-

íå÷íîå äèôôåðåíöðîâàíèå, òàêîå, ÷òî δi(K[X]j) ⊂ K[X]i+j. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

ïîñêîëüêó K[X] êîíå÷íî ïîðîæäåíî, â ñóììå δ =
k∑
i=l

δi êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.

Òîãäà åñëè l 6= 0, òî δl - LND, è åñëè k 6= 0, òî δk - LND.

Ò.å. åñëè ðàçëîæèòü äèôôåðåíöèðîâàíèå â ñóììó îäíîðîäíûõ, òî êðàéíèå îäíî-
ðîäíûå êîìïîíåíòû ïî÷òè âñåãäà áóäóò LND.

Âûâåäåì èç ýòîé ëåììû ïðåäëîæåíèå 5.1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. LND â íàøåì ñëó÷àå çàïðåùåíû, ïîñêîëüêó X - æåñòêîå. Çíà÷èò,
åäèíñòâåííûé âàðèàíò, åñëè åñòü êàêàÿ-òî ãðàäóèðîâêà è êàêîå-òî ëîêàëüíî êîíå÷-
íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, òî δ = δ0.

Ðàññìîòðèì äâå ïîäãðóïïû

Λ ∼= K× ⊂ Aut(X) ⊃M ∼= K×

è ïðèìåíèì ê íèì ðàçíûå ïîäõîäû.

Ãðóïïå Λ ñîïîñòàâèì Z-ãðàäóèðîâêó, à ãðóïïå M - ïîëóïðîñòîå äèôôåðåíöèðî-
âàíèå δ. Òîãäà äëÿ ýòîé Z-ãðàäóðîâêè è ýòîãî δ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ δ = δ0.

K =
⊕
i∈Z
K[X]i, è Λ äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: óìíîæàåò êîìïîíåíòó K[X]i

íà ti.
M äåéñòâóåò íåêîé ýêñïîíåíòîé exp δ.

Ëåììà 5.8. Åñëè δ = δ0, òî Λ è M êîììóòèðóþò.

Èç ëåììû 5.8 ñëåäóåò, ÷òî Λ è M ìîæíî îáúåäèíèòü â îäèí äâóìåðíûé òîð. Äà-
ëåå ïðîäîëæàåì òàê æå, òîëüêî âìåñòî Λ áåðåì äâóìåðíûé òîð, è åìó óæå áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü Z2 ãðàäóèðîâêà. Íåñëîæíî ðàçëîæèòü δ ïî Z2 ãðàäóèðîâêå è ïîëó-
÷èòü, ÷òî δ = δ0, è òîãäà M áóäåò êîììóòèðîâàòü óæå ñ äâóìåðíûì òîðîì.

Åñëè òîð íå åäèíñòâåííûé, òî ñóùåñòâóåò 2 íå êîììóòèðóþùèõ K×-ïîäãðóïïû â
Aut(X). Ýòî âåðíî, ò.ê. åñëè åñòü äâà êîììóòèðóþùèõ òîðà, òî èõ ìîæíî îáúåäè-
íèòü â áîëüøèé òîð. Åñëè ýòîãî ñäåëàòü íå ïîëó÷àåòñÿ, çíà÷èò, åñòü õîòÿ áû îäíà
ïîäãðóïïà â îäíîì è â äðóãîì òîðå, èçîìîðôíûå K×, êîòîðûå êîòîðûå íå êîììó-
òèðóþò.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè ìíîãîîáðàçèå æåñòêîå, òî ëþáûå äâå
K×-ïîäãðóïïû êîììóòèðóþò. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììû 5.7, 5.8 áóäóò äîêàçàíû ïîçæå.
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Ëåêöèÿ 6

Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì ïðîøëîé ëåêöèè.

Äîêàæåì Ëåììó 5.7. â óñèëåííîé ôîðìóëèðîâêå.

Ëåììà. a) Ïóñòü δ - ëîêàëüíî îãðàíè÷åííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, K[X] =
⊕
i∈Z
K[X]i,

òîãäà δ =
k∑
i=l

δi.

Åñëè l 6= 0, òî δl - LND, åñëè k 6= 0, òî δk - LND.
b) Åñëè δ - LND, òîãäà δl è δk - LND (äàæå åñëè l = 0 è k = 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. a)Ëîêàëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè åñòü íåêî-
òîðîå f , òî ïî íåìó åñòü êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V 3 f , êîòîðîå
δ-èíâàðèàíòíî. Ðàç îíî δ-èíâàðèàíòíî, òî ïðè ìíîãîêðàòíîì ïðèìåíåíèè δ ê f ìû
íå âûéäåì çà ïðåäåëû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà

f ∈ V, δ(f) ∈ V, . . . , δk(f) ∈ V, . . .

Ïðè ýòîì δ =
k∑
i=l

δi.

Íàïîìíèì, ïî÷åìó ýòà ñóììà êîíå÷íà.
Ñòåïåíè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ i îòâåàþò çà òî, íà ñêîëüêî ñäâèãàåòñÿ ãðàäóèðîâêà.
Àëãåáðà K[X] êîíå÷íî ïîðîæäåíà, çíà÷èò, ìîæíî âçÿòü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî îá-
ðàçóþùèõ b1, . . . , bm. Äàëåå ìîæíî âçÿòü δ(bi) =

∑
cij, ãäå áóäåò êîíå÷íîå ÷èñëî

îäíîðîäíûõ ñîñòàâëÿþùèõ.
Íà ñêîëüêî òîãäà ìîãóò ñäâèãàòüñÿ îáðàçóþùèå? Ìíîæåñòâî ñäâèãîâ îáðàçóþùèõ
ïîðîæäåíî {j−deg bi}. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî bi îäíîðîäíûå, òîãäà ïîëó÷èì êîíå÷íîå
÷èñëî ñäâèãîâ äëÿ îáðàçóùèõ. Èç òîæäåñòâà Ëåéáíöà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ñäâè-
ãîâ ëþáûõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñäâèãîâ îáðàçóþùèõ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f - îäíîðîäíîå, deg f = p. Ïðèíàäëåæíîñòü äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ê LND äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü íà îäíîðîäíûõ.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî δn(f) = δnl (f) + . . ., çäåñü δnl (f) ∈ K[X]p−ln, à âñå îñòàëüíûå
÷ëåíû ëåæàò â

⊕
K[X]>p+ln. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî δ

n
l (f) - ìëàøèé ÷ëåí, è îí íå ìîæåò

íè ñ ÷åì ñîêðàòèòüñÿ.

Åñëè l 6= n, òî ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìëàäøåãî ÷ëåíà ìû ïîïàäàåì âî âñå áîëåå ñäâè-
ãàþùóþñÿ êîìïîíåíòó. Ïðè áîëüøîì n è îòðèöàòåëüíîì l âûðàæåíèå p+ ln ñèëüíî
îòðèöàòåëüíî, à ïðè ïîëîæèòåëüíîì l - ñèëüíî ïîëîæèòåëüíî. Òàê èëè èíà÷å, ìû
âñå âðåìÿ íàõîäèìñÿ â V , à îíî òàêæå ðàçëàãàåòñÿ íà êîìîïîíåíòû V =

⊕
i]inI

Vi, I -

êîíå÷íî.
Çíà÷èò, åñëè l 6= 0, òî ðàíî èëè ïîçäíî ìû âûéäåì çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà I.
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Ñ îäíîé ñòîðîíû, δnl (f) íå ìîæåò íè ñ ÷åì ñîêðàòèòüñÿ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû îí
âûøåë çà ïðåäåëû I, ñëåäîâàòåëüíî, δnl (f) = 0.

Ðàññóæäåíèÿ ñ k àíàëîãè÷íû, ìëàäøèé ÷ëåí çàìåíÿåòñÿ íà ñòàðøèé.

b) Åñëè l 6= 0, òî ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé a). Ïîýòîìó ðàññìîòðèì δ - LND, l = 0.
Çäåñü δnl (f) ñíîâà áóäåò ìëàäùèì ÷ëåíîì δn(f), êîòîðîå ðàíî èëè ïîçäíî ñòàíåò
ðàâíî 0 èç-çà ëîêëüíîé íèëüïîòåíòíîñòè. Çíà÷èò, δn(f) - ìëàäøèé ÷ëåí íóëÿ, ò.å.
δnl (f) = 0.

Äîêàæåì Ëåììó 5.8.

Ëåììà. δ - ïîëóïðîñòîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, K[X] =
⊕
i∈Z
K[X]i, δ = δ0.

Òîãäà Gm - ïîäãðóïïà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ δ, è ãðàäóèðîâêè êîììóòèðóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Gm-äåéñòâèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ãðàäóèðîâêå, óìíîæàåò êîì-
ïîíåíòû K[X]i íà t

i.

Äèôôåðåíöèðîâàíèþ δ ñîîòâåòñòâóåò äðóãàÿ ãðàäóèðîâêà δ → K[X] =
⊕
K̃[X]j.

Ðàññìîòðèì f ∈ K[X]i è ðàçëîæèì åãî ïî äðóãîé ãðàäóèðîâêå f =
∑
fj. Òîãäà

δ(f) =
∑
jfj.

Ïîëó÷èëè, ÷òî
∑
fj ∈ K[X]i è

∑
jfj ∈ K[X]i. Íåñëîæíî, ïðîäîëæàÿ ýòó îïåðà-

öèþ, ïîëó÷èòü, ÷òî
∑
j2fj ∈ K[X]i è ò.ä., îòêóäà ∀j fj ∈ K[X]i.

Åñëè êàêàÿ-òî ñóììà îäíîðîäíûõ âî âòîðîì ñìûñëå êîìïîíåíò ÿâëÿòåòñÿ îäíî-
ðîäíîé â ïåðâîì ñìûñëå, òî è êàæäàÿ îäíîðîäíàÿ âî âòîðîì ñìûñëå êîìïîíåíòà
ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé â ïåðâîì ñìûñëå.

Èìååì f =
∑
fj, fj ∈ K[X]i. Ïîäåéñòâóåì íà f äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Ïåðâûé: äåéñòâóåì ñîãëàñîâàííî ñ ïåðâîé ãðàäóèðîâêîé, ò.å.

f → tif = ti
∑

fj.

Âòîðîé: äàëåå äåéñòâóåì ñîãëàñîâàííî ñî âòîðîé ãðàäóèðîâêîé

ti
∑

fj → ti
∑

sjfj. (6.1)

Òåïåðü â îáðàòíîì ïîðÿäêå

f =
∑

fj →
∑

sjfj → ti
∑

sjfj. (6.2)

Ðàâåíñòâî (6.1) = (6.2) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
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Aut(X) - êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå òîðà.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ æåñòêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â åãî ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ åñòü
åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé òîð. Âîïðîñ â òîì, íàñêîëüêî ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ìîæíî áûëî îïèñàòü ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ è ïîíÿòü, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì òîðà. Ðàçáåðåì òå ñëó÷àè, êîãäà ïîíÿòíî, ÷òî ýòî-
ãî äîñòàòî÷íî.

Ñëó÷àé 1. Ñòðîãî îñòðîå äåéñòâèå (pointed)

Ïóñòü åñòü ìàêñèìàëüíûé òîð T ⊂ Aut(X), X - æåñòêîå, dimT = k. Òîð äåé-
ñòâóåò íà X è, ñîîòâåòñòâåííî, íà àëãåáðå ðåãóëÿðíûõ ôóêíèé K[X]. Áîëåå òîãî,
àëãåáðàè÷åñêîå äåéñòâèå íà X îáîðà÷èâàåòñÿ ëèíåéíûì äåéñòâèåì íà K[X].

Áàçîâûé ôàêò òåîðèè ïðåäñòàâëåíèÿ òîðîâ: ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå òîðà åñòü ñóììà
îäíîìåðíûõ. Íà îäíîìåðíûõ òîð äåéñòâóåò óìíîæåíèåì íà íåêèé õàðàêòåð, ò.å.

K =
⊕
ai∈Z

K[X]a1,...,ak

(t1, . . . , tk) · f = ta11 . . . takk f, f ∈ K[X]a1,...,ak , (t1, . . . , tk) ∈ T.

Îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþò íàáîðàì öåëûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìîæíî èçîá-
ðàçèòü êàê òî÷êè â íåêîòîðîé k-ìåðíîé ðåøåòêå. Íêîòîðûå èç ýòèõ êîìïîíåíò ðàâ-
íû òîëüêî íóëþ, à íåêîòîðûå íå ðàâíû íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 6.18. Ìîíîèä âåñîâ P = {(a1, . . . , ak) | K[X]a1,...,ak 6= {0}}.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî 0 âñåãäà ëåæèò â P , ïîñêîëüêó â íàøåé àëãåáðå åñòü êîí-
ñòàíòû, à êîíñòàíòû ëåæàò â íóëåâîé êîìïîíåíòå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ. Ïóñòü K[X]a1,...,ak 3 f 6= 0,
K[X]b1,...,bk 3 g 6= 0, òîãäà

0 6= fg ∈ K[X]a1+b1,...,ak+bk .

Èçîáðàçèì ìîíîèä â äâóìåðíîé ðåøåòêå.
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Îòìåòèì òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì èç P è âîçüìåì êîíóñ σ = Q≥0P -
ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ èç P .
Áóäåì íàçûâàòü σ êîíóñîì âåñîâ.

Èìååì ñòðîãî îñòðîå äåéñòâèå, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) σ - îñòðûé êîíóñ, ò.å. íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

2) Íóëåâàÿ êîìïîíåíòà - ýòî òîëüêî êîíñòàíòû, K[X]0,...,0 = K.

Òåîðåìà 6.6. Åñëè äåéñòâèå T y X ñòðîãî îñòðîå, òî Aut(X) - àëãåáðàè÷åñêàÿ
ãðóïïà (êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå òîðà, åñëè X 6= L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Aut(X) ⊃ T - åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé òîð. Ïóñòü ϕ ∈ Aut(X),
ðàññìîòðèì

ϕTϕ−1 = T,

ïîëó÷èì òîð òàêîé æå ðàçìåðíîñòè, à ðàç îí äîëæåí ëåæàòü â T , òî ñîâïàäàåò ñ T .
Ïîëó÷àåòñÿ, T - íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà Aut(X).
Ëþáîé àâòîìîðôèçì ϕ íà X ïðè ñîïðÿæåíèè èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì òîðà.

Îïðåäåëèì, êóäà ìîæåò ïåðåõîäèòü ϕ(K[X]i1,...,ik). Ïóñòü ϕ(f) ∈ (K[X]i1,...,ik), òî-
ãäà

ϕtϕ−1 · f = ϕ(ti11 . . . t
ik
k f) = ti11 . . . t

ik
k ϕ(f).

Ò.å. ìû âçÿëè îäíîðîäíûé ýëåìåíò f , ïðèìåíèëè ϕ(f) è ïîäåéñòâîâàëè (ëþáûì)
ýëåìåíòîì òîðà è ïîëó÷èëè, ÷òî ϕ(f) ñíîâà óìíîæàåòñÿ íà íåêîòîðóþ êîíñòàíòó.
Ïðè äåéñòâèè òîðà íà êîíñòàíòó óìíîæàþòñÿ òîëüêî îäíîðîäíûå ýëåìåíòû.

Ò.î. ϕ ïåðåâîäèò îäíîðîäíûé ýëåìåíò â îäíîðîäíûé. Òîãäà íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî
ϕ èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ψ ìîíîèäà P .

Ýëåìåíòû èç P ϕ ïåðåâîäèò â ýëåìåíòû èç P , ïîòîìó ÷òî ýòî áûëè íåíóëåâûå
îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû.
Ñóììó ϕ ïåðåâîäèò â ñóììó. Åñëè f áûë êàêîãî-òî âåñà λ, à g áûë êàêîãî-òî âåñà
µ, òî fg áûë âåñà λµ. Îáîçíà÷èì âåñ ϕ(f) ÷åðåç λ̃, à âåñ ϕ(g) ÷åðåç µ̃, òîãäà âåñ

ϕ(f)ϕ(g) = ϕ(fg) ðàâåí λ̃µ̃.
Îñòàëîñü ñêàçàòü, ÷òî ðàçíûå âåñà ïåðåõîäÿò â ðàçíûå.

Tîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî ó íàñ åñòü íåêîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì, è åñòü îáðàòíîå ê íåìó, ïîòîìó ÷òî ìîæíî ñäåëàòü îáðàòíîå ñîïðÿæåíèå,
îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî íàøå îòîáðàæåíèå - àâòîìîðôèçì ìîíîèäà P .

Ïîñìîòðèì, êàêèå åñòü àâòîìîðôèçìû ìîíîèäà P , êîãäà σ îñòðûé.
Âîïðîñ, ÷åì ïîðîæäàåòñÿ P êàê ìîíîèä - áîëåå ñëîæíûé, íî ó íàñ åñòü òàê íàçû-
âàåìûå âûäåëåííûå ïîðîæäàþùèå - ýòî ñàìûå êîðîòêèå âåêòîðà ïî ðåáðàì êîíóñà
σ.
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Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ψ(pi) = pj. Åñëè èçâåñòíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó i è j, òî
ïî íåìó ìîæíî âîññòàíîâèòü ψ, ò.ê. ψ ïðîäîëæàåòñÿ äî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
Qk 7→ Qk.
Ïðè÷åì åñëè êîíóñ áûë ïîëíîé ðàçìåðíîñòè (à ýòî òàê, èç ýôôåêòèâíîñòè äåéñòâèÿ
òîðà), òî ýòî îòîáðàæåíèå åäèíñòâåííî.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ψ åñòü ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî âîçìîæíîñòåé (íå áîëüøå
÷åì m!).

Ïîëó÷èëè ãîìîìîðôèçì Φ : Aut(X) 7→ Aut(X), φ 7→ ψ. Ðàññìîòðèì ker Φ, îíî
ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîìó ψ - êàæäàÿ îäíîðîäíàÿ êîìïîíåíòà ïåðåõîäèò â ñåáÿ.
Âûáåðåì â K[X] êîíå÷íûé íàáîð îäíîðîäíûõ ïîðîæäàþùèõ K[g1, . . . , gl], gi ∈
K[X]vi , vi - öåëî÷èñëåííûé âåêòîð (gi íå îáÿçàíû ëåæàòü íà ðåáðàõ).

Ïóñòü ϕ ∈ ker Φ.

ker Φ ⊂ GL(K[X]v1 ⊕ . . .⊕K[X]vl) (6.3)

Âñå ïðîñòðàíñòâà K[X]vi êîíå÷íîìåðíû.
Êîíóñ îñòðûé, â åãî âåðøèíå ëåæàò òîëüêî êîíñòàíòû. Ýëåìåíòû K[X] - ýòî íåêèå
ìíîãî÷ëåíû îò îáðàçóþùèõ. Êîãäà ìû áóäåì áðàòü ìíîãî÷ëåíû îò ýòèõ îáðàçóþ-
ùèõ, âåêòîðà áóäóò ñêëàäûâàòüñÿ, è ìíîãî÷ëåíû áóäóò óõîäèòü äîñòàòî÷íî äàëåêî
ïî êîíóñó è íå áóäóò ïîïàäàòü â íà÷àëüíûå ïðîñòðàíñòâà K[X]vi , ïîýòîìó â íà÷àëü-
íûå ïðîñòðàíñòâà ïîïàäåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìîíîìîâ.

Âëîæåíèå (6.3) âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñëåäóþùåãî. gi ∈ K[X]vi ïåðåõîäÿò â K[X]vi ,
ñîîòâåòñòâåííî, åñëè åñòü íåñêîëüêî gi â îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå, òî òàê èëè
èíà÷å èíäóöèðóåòñÿ àâòîìîðôèçì K[X]. Çíà÷èò, àâòîìîðôèçì K[X]vi 7→ K[X]vi ëè-
íåéíûé è íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå K[X]vi ïîðîæäàåòñÿ ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïåðåñòàâëÿåò gi. Ê ýòîìó îòîáðàæåíèþ åñòü îáðàòíîå, ïîýòî-
ìó ïîëó÷àåì GL(K[X]v1 ⊕ . . .⊕K[X]vl).

Ïðèìåð 1.

xd11 + . . .+ xdnn = 0, n ≥ 3
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Ýòî ìíîãîîáðàçèå áóäåò æåñòêèì, åñëè di äîñòàòî÷íî áîëüøèå, à èìåííî
∑
di >

1
n−2 .

Ïóñòü, íàïðèìåð,
x31 + x32 + x33 = 0 (6.4)

Êàêîé ìàêñèìàëüíûé òîð äåéñòâóåò íà ýòîì ìíîãîîáðàçèè? Ñðàçó âèäíî îäíîìåð-
íûé àëãåáðàè÷åñêèé òîð T , êîòîðûé óìíîæàåò x1, x2, x3 íà t.
Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòî ìàêñèìàëüíûé òîð. Åñëè ýòî íå òàê, òî åñòü åùå êàêîé-òî,
êîòîðûé ìîæíî äîáàâèòü è ðàñøèðèòü T , ò.å. åñòü êàêîé-òî òîð â öåíòðàëèçàòîðå
T . Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òîðà, êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ T è äåéñòâóåò
íà íàøåì ìíîãîîáðàçèè.
Ìîíîèä çäåñü áóäåò âûãëÿäåòü êàê âñå ïîëîæèòåëüíûå öåëûå òî÷êè, ïîòîìó ÷òî â
0 ëåæàò òîëüêî êîíñòàíòû, â 1 ëåæèò ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà x1, x2, x3, â 2 ëåæèò ëè-
íåéíàÿ îáîëî÷êà âñåõ ìîíîìîâ ñòåïåíè 2 è ò.ä.
Çàìåòèì, ÷òî â 3 ëåæèò ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âñåõ ìîíîìîâ ñòåïåíè 3, íî îíè íå âñå
ðàçíûå, íà íèõ åñòü ñîîòíîøåíèå (6.4).

Ïóñòü x1x2
x3

 7→ C

x1x2
x3

 ,

ãäå C - ìàòðèöà. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòèì çàäàí âåñü àâòîìîðôèçì X.

Äàëåå, èç îáùåé òåîðèè, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ - ýòî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå òîðà
T . Òîãäà C ìîæåò áûòü òîëüêî ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé, åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó. Îäíàêî ìîæåò áûòü è íå äèàãîíàëüíîé, åñëè xi ïåðå-
ñòàâëÿþòñÿ.
Ïîëó÷àåòñÿ, ìàòðèöà C ñîîòâåòñòâóåò òîðó T è åùå êàêîìó-òî êîíå÷íîìó ðàñøèðå-
íèþ (êîòîðîå, êàê ìèíèìóì, ïåðåñòàâëÿåò xi).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Aut(X) ∼= S3 i
(
Z3 × Z3 ×K×

)
Ïðèìåð 2.

x31x
2
2 + y31y

2
2 + z3 = 0

Ñåé÷àñ ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ðàññìàòðèâåìûå ìíîãîîáðàçèÿ æåñòêèå, ïîêà
ïðèìåì ýòî êàê ôàêò.

Åñòü îäíîìåðíûé òîð T1, êîòîðûé äåéñòâóåò òàê: x1 óìíîæàåòñÿ íà t
−2
1 , x2 óìíî-

æàåòñÿ íà t31, à íà îñòàëüíûé ïåðåìåííûõ îí íèêàê íå äåéñòâóåò, îñòàâëÿåò èõ íà
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ìåñòå.

Åñòü àíàëîãè÷íûé òîð T2, êîòîðûé óìíîæàåò y1 íà t−22 , óìíîæàåò y2 íà t32, à
îñòàëüíûå ïåðåìåííûå îñòàâëÿåò íà ìåñòå.

Åñòü òîð T3, êîòîðûé ïåðåìåííûå x1, y1, z óìíîæàåò íà t3.

Îáúåäèíÿÿ Ti, ïîëó÷àåì äåéñòâèå òðåõìåðíîãî òîðà T .

x1 7→ t−21 t3x1
x2 7→ t31x2
y1 7→ t−22 t3y1
y2 7→ t32y2
z 7→ t3z

Ïî÷åìó íåëüçÿ âçÿòü òîð, êîòîðûé ñ T êîììóòèðóåò? Åñëè òàêîé òîð ñóùåñòâóåò,
òî îí äîëæåí ïåðåâîäèòü ïåðåìåííóþ âåñà t31 â ôóíêöèþ âåñà t31.
Ïîêàæåì, ÷òî âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî t31 îäíîìåðíî è íàòÿíóòî íà x2. Ïîýòîìó åñëè
÷òî-òî êîììóòèðóåò ñ òîðîì T , x2 ïåðåõîäèò â λx2. Àíàëîãè÷íî ñ îñòàëüíûìè.
Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî êîíóñ áóäåò îñòðûì, à äåéñòâèå ñòðîãî îñòðûì. Áóäåì
èìåòü òðåõìåðíûé êîíóñ ñ ÷åòûðüìÿ ðåáðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåñàì x1, x2, y1, y2.

Âåñ z áóäåò âíóòðè êîíóñà (öåíòðàëüíûé ñòåðæåíü), ïîòîìó ÷òî, íàïðèìåð, ïðè
x1 èìååì t−21 t3, à ïðè x2 t

3
1. Ñëîæèâ èõ ñ íóæíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîëó÷èì ïðî-

ñòî t3. Òî æå ñàìîå ñ âåñàìè yi.

Ïîêàæåì, ÷òî äåéñòâèå ñòðîãî îñòðîå. Âûïèøåì â àääèòèâíîé çàïèñè ïðèìèòèâ-
íûå âåêòîðà íà ðåáðàõ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì

x1 ↔ (−2, 0, 1)
x2 ↔ (3, 0, 0)
y1 ↔ (0, −2, 1)
y2 ↔ (0, 3, 0)
z ↔ (0, 0, 1)

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî êîíóñ îñòðûé, ìîæíî ïðåäúÿâèòü íåêèé âåêòîð, òàêîé ÷òî ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýòèõ âåêòîðîâ ñ íèì áóäåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî. Âîçüìåì
âåêòîð

v = (1, 1, 3).
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Ïîíÿòíî, ÷òî â íóëåâîé êîìïîíåíòå íàõîäÿòñÿ òîëüêî êîíñòàíòû, ò.ê. ëþáàÿ ôóíê-
öèÿ - ýòî íåêèé ìíîãî÷ëåí îò x1, x2, y1, y2, z, íî ó âñåõ ýòèõ ïåðåìåííûõ âåñà òàêèå,
÷òî îíè äàþò ïîëîæèòåëüíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ v. Ïîýòîìó â íóëåâóþ êîì-
ïîíåíòó ïîïàäàþò òîëüêî òðèâèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû.

Èç íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ, ïðè óñëîâèè æåñòêîñòè X è ìàêñèìàëüíîñòè òîðà T ,
ñëåäóåò, ÷òî Aut(X) - êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå T .

Ðàçíèöà ìåæäó ïðèâåäåííûìè ïðèìåðàìè â òîì, ÷òî â ïðèìåðå 2 ìîæíî ñ ïîìî-
ùüþ àâòîìîðôèçìà ψ äâèãàòü êîíóñ. x1 ìîæíî ïîìåíÿòü ñ y1, è x2 â ýòî æå âðåìÿ
ïîìåíÿòü ñ y2.
Òàêèì îáðàçîì, êîíóñ íå âñåãäà íåïîäâèæíûé, íî êîíóñ âñåãà ïåðåõîäèò â êîíóñ, à
ëó÷è â ëó÷è.

Ñëó÷àé 2. Èçîëèðîâàííûé ïîëóèíâàðèàíò

Îïðåäåëåíèå 6.19. Ïîëóèíâàðèàíò (îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî äåéñòâèÿ ýòî òî,
÷òî óìíîæàåòñÿ íà êîíñòàíòó, â ñëó÷àå äåéñòâèÿ ãðóïïû òîðà ýòî òî æå ñàìîå,
÷òî è îäíîðîäíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî ãðàäóèðîâêè) f ∈ K[X]i1,...,ik íàçûâàåòñÿ
èçîëèðîâàííûì, åñëè

1) f - íåïðèâîäèìûé ýëåìåíò àëãåáðû K[X],

2) α(i1, . . . , ik) > 0,

3) ñóùåñòâóåò α - ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà Qk òàêàÿ, ÷òî åñëè g - íåïðèâîäèìûé
ïîëóèíâàðèàíò g ∈ K[X]j1,...,jk è α(j1, . . . , jk) > 0, òî g = λf .

Ïîÿñíèì ýòî îïðåäåëåíèå. Ó íàñ åñòü âåñ i1, . . . , ik ïîëóèíâàðèàíòà f , ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ α ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòè, íà
êîòîðîé α = 0.
Âåñ íåïðèâîäèìîãî ïîëóèíâàðèàíòà îòäåëÿåòñÿ îò âñåõ îñòàëüíûõ âåñîâ ñ ïîìîùüþ
ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè, ò.å. íà íåì α > 0, à íà âñåõ îñòàëüíûõ íåïðèâîäèûõ ïîëóèí-
âàðèàíòàõ (íå ïðîïîðöèîíàëüíûõ f) α < 0.

Çàìåòèì, ÷òî íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå íå òîëüêî íà âåñ i1, . . . , ik, íî è íà òî, êàê
óñòðîåíî âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî â ýòîé òî÷êå.

Òåîðåìà 6.7. Åñëè K[X] ïîðîæäåíà èçîëèðîâàííûìè íåïðèâîäèìûìè ïîëóèíâà-
ðèàíòàìè, òî Aut(X) - àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà.
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Ñëåäñòâèå 6.8. (Óñèëåíèå òåîðåìû)
Åñëè K[X] àëãåáðàè÷åñêàÿ íàä ïîäàëãåáðîé, ïîðîæäåííîé èçîëèðîâàííûìè ïîëóèí-
âàðèàíòàìè, òî Aut(X) - àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé áóäåò ïîçæå.

Ïðèìåð ê òåîðåìå.

x31x
2
2 + y31y

2
2 = 1 (6.4)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ìíîãîîáðàçèå óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 6.7.

Çäåñü áóäåò ñëåäóþùòé òîð, ìû íå ïðîâåðÿåì åãî ìàêñèìàëüíîñòü.

x1 → t21x1
x2 → t−31 x2
y1 → t22y1
y2 → t−32 y2

Èçîáðàçèì ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðà íà äâóìåðíîé ðåøåòêå

Â êîîðäèíàòõ (x, y) íåñëîæíî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà âçÿòü ôóíêöèè, îòäåëÿþùèå
âåêòîð îò âñåõ îñòàëüíûõ.

x1 ↔ α = x
x2 ↔ α = y
y1 ↔ α = −x
y2 ↔ α = −y

Ïîêàæåì äëÿ x1, ÷òî x - ýòî åäèíñòâåííûé ïîëóèíâàðèàíò, äëÿ êîòîðîãî α > 0.
Êàê ìîæåò âûãëÿäåòü ýëåìåíò, äëÿ êîòîðîãî x-êîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà, ò.å. êî-
òîðûé óìíîæàåòñÿ íà t1 â ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè? Èç âèäà (6.4) ñëåäóåò, ÷òî åñëè
ìû õîòèì ïîëó÷èòü ìîíîì ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè ïî t1, îí äîëæåí äåëèòüñÿ íà x1.

Îáîçíà÷èì âåñ ÷åðåç ω. Åñëè α(ω(f)) > 0, òî f äåëèòñÿ íà x1. Ýòî è äîêàçûâàåò
åäèíñòâåííîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Ïîëó÷èëè, ÷òî x1, y1, x2, y2 - èçîëèðîâàííûå ïîëóíâàðèàíòû, ïîðîæäàþùèå K[X].
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Ïðèìåð ê ñëåäñòâèþ.

x31x
2
2 + y31y

2
2 + z3 = 1 (6.5)

Òîð çäåñü òàêîé æå êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, èçîëèðîâàííûìè ïîëóèíâàðèàíòû-
ìè áóäóò x1, y1, x2, y2, à z áóäåò âåñà 0. Çäåñü ìû ÿâíî íå â ñëó÷àå ñòðîãî îñòðîãî
äåéñòâèÿ. Åñòü äàæå íåïðèâîäèìàÿ îáðàçóþùàÿ íóëåâîé ñòåïåíè.
Òåì íå ìåíåå K[X] ïîðîæäåíà èçîëèðîâàííûìè ïîëóèíâàðèàíòàìè, òîãäà, ïî ñëåä-
ñòâèþ, Aut(X) - àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà.
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Ëåêöèÿ 7

Íåïðèâîäèìûå èçîëèðîâàííûå ïîëóèíâàðèàíòû.

Ïðîäîëæàåì ðàçáèðàòü ñëó÷àé íåïðèâîäèìûõ èçîëèðîâàííûõ ïîëóèíâàðèàíòîâ.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. f - íåïðèâîäèìûé ýëåìåíò f ∈ K[X]. Ïóñòü X - æåñòêîå, T -
ìàêñèìàëüíûé òîð â Aut(X), dimT = m.
Òîãäà f íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííûì ïîëóèíâàðèàíòîì, åñëè ∀t ∈ T âåðíî t · f = λf
è ∃ ëèíåéíàÿ α : Qm 7→ Qm òàêàÿ, ÷òî α(ω(f)) > 0 è ∀ g - íåïðèâîäèìîãî
ïîëóèíâàðèàíòà, òàêîãî ÷òî g íå ïðîïîðöèîíàëåí f , âûïîëíåíî α(ω(f)) ≤ 0.
Qm - ðàöèîíàëüíîå ïðîñòðàíòñòâî, íàòÿíóòîå íà ãðóïïó õàðàêòåðîâ òîðà Qm =
χ(T)⊗Q.

Ïðèìåð.

X = {x2y3 = z5 + 1} (7.1)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî X æåñòêîå (äîêàæåì ïîçæå), îïðåäåëèì, êàêèå ó íåãî åñòü ïîëóèí-
âàðèàíòû.
Îäíîìåðíûì òîðîì ìîæíî ïîäåéñòâîâàòü òàê

x 7→ t3x

y 7→ t−2y

z 7→ z

Ýòî áóäåò ìàêñèìàëüíûé òîð (ïîêà òîæå íå äîêàçûâàåì).

Òîãäà ω(x) = 3, ω(y) = −2, λx è λy - íåïðèâîäèìûå ïîëóèíâàðèàíòû. z òàêæå
ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ïîëóèíâàðèàíòîì âåñà 0, íî îí íå èçîëèðîâàííûé.

Ïîêàæåì, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå ïîëóèíâàðèàíòû - ýòî òîëüêî λx è λy. Ëþáàÿ
ôóíêöèÿ íà X - ýòî ìíîãî÷ëåí îò x, y, z. Âîçüìåì â ýòîì ìíîãî÷ëåíå íåêèé ìîíîì
xaybzc. Â òåðìèíàõ ãðàäóèðîâêè

deg xaybzc = 3a− 2b.

Åñëè âåñü ìíîãî÷ëåí ïðåòåíäóåò áûòü íåïðèâîäèìûì ïîëóèíâàðèàíòîì, òî îí äîë-
æåí áûòü õîòÿ áû ïðîñòî ïîëóèíâàðèàíòîì, ò.å. îäíîðîäíûì. Ñîîòâåòñòâåííî, íà
èíòåðåñóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû, ó êîòîðûõ ñòåïåíè âñåõ ìîíîìîâ îäèíàêîâû è íå
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ðàâíû 0.
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (7.1) îäíîðîäíîå, ïîýòîìó ñòåïåíü îíî íå ìåíÿåò.

Åñëè 3a− 2b > 0, òî a > 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî x â ìîíîì òî÷íî âõîäèò, è ýòî âåðíî
äëÿ ëþáîãî ìîíîìà. Òîãäà åñëè åñòü îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí f ñ deg f > 0, òî îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî f(x, y, z) äåëèòñÿ íà x.
Åñëè òåïåðü f íåïðèâîäèìûé, òî f = λx.

Àíàëîãè÷íî, åñëè deg f < 0, òî f(x, y, z) äåëèòñÿ íà y, îòêóäà, åñëè f íåïðèâîäè-
ìûé, f = λy.

Èòàê, ëþáîé íåïðèâîäèìûé ïîëóèíâàðèàíò íåíóëåâîãî âåñà åñòü ëèáî λx, ëèáî
λy. Çíà÷èò, ýòè äâà ïîëóíâàðèàíòà èçîëèðîâàííûå.
Åñòü î÷åâèäíûå ôóíêöèè α, êîòîðûå èõ îòäåëÿþò. Ïóñòü s - êîîðäèíàòà, òîãäà äëÿ
x α = s, äëÿ y α = −s.

Íóæíî ïîÿñíèòü åùå îäíó âåùü, ñâÿçàííóþ ñ íåïðèâîäèìîñòüþ: ÷òî áóäåò, åñëè
ðàçëîæèòü x èëè y íà ìíîæèòåëè. Åñëè ðàçëîæèì x íà ìíîæèòåëè, òî ò.ê. deg x = 3,
òî îäèí èç ìíîæèòåëåé òîæå áóäåò ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè, à òîãäà f(x, y, z) äåëèò-
ñÿ íà x. Òî æå ñàìîå ñ y.

Äîêàçàòåëüñòâî æåñòêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ è

ìàêñèìàëüíîñòè òîðà.

Äîêàæåì òåîðåìó 6.7 è ñëåäñòâèå 6.8. Íàïîìíèì ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà. Åñëè K[X] ïîðîæäàåòñÿ íåïðèâîäèìûìè èçîëèðîâàííûìè ïîëóèíâàðè-
àíòàìè, òî Aut(X) - àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè A ⊂ K[X] - ïîäàëãåáðà, A ïîðîæäàåòñÿ èçîëèðîâàííûìè ïîëó-
èíâàðèàíòàìè è K[X] àëãåáðàè÷åñêàÿ íàä A, òî Aut(X) - àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Ñíà÷àëà âåðíåìñÿ ê íàøåìó ïðèìåðó.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå æåñòêîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü X íå æåñòêîå.
Íà ïðîøëîé ëåêöèè áûëà äîêàçàíà Ëåììà 5.7., èç êîòîðîé ñëåäîâàëî ñëåäóþùåå:
Åñëè X íå æåñòêîå, òî ñóùåñòâóåò îäíîðîäíîå íåíóëåâîå LND (êðàéíÿÿ êîìïîíåíòà
â ðàõëîæåíèè êàêîãî-òî íåíóëåâîãî).

Ïóñòü δ - îäíîðîäíîå íåíóëåâîå LND.

deg δ ≥ 0. Íàïîìíèì, ÷òî ñòåïåíü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ - ýòî òî, íà ñêîëüêî îíî
ñäâèãàåò ãðàäóèðîâêó.
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Òîãäà deg δ(x) > 0, ò.ê. ñòåïåíü x áûëà 3 è ìû åå ñäâèíóëè â ïîëîæèòåëüíóþ ñòî-
ðîíó. Îòñþäà δ(x) äåëèòñÿ íà x, ÷òî ìîæåò áûòü òîëüêî åñëè δ(x) = 0.

Àíàëîãè÷íî, åñëè deg δ ≤ 0, òî δ(y) äåëèòñÿ íà y, îòêóäà δ(y) = 0.

1) Åñëè deg δ = 0, òî ìû ïîïàäàåì â îáà ñëó÷àÿ è

δ(x2y3) = 0 = P ′(z)δ(z) = δ(P (z)), P (z) = z5 + 1.

Òîãäà
δ(z) = 0 ⇒ δ ≡ 0.

Ò.î., deg δ íå ìîæåò áûòü ðàâíà 0.

2) Ïóñòü òåïåðü deg δ > 0. Òîãäà δ(x) = 0,

deg δ(y) = −2 + deg δ.

• deg δ < 2, deg δ(y) < 0 ⇒ δ(y) = 0.

• deg δ > 2. Â òàêîì ñëó÷àå δ(y) äåëèòñÿ íà x, ò.ê. òîãäà deg δ(y) > 0, à
ïîëîæèòåëüíàÿ ñòåïåíü âîçíèêàåò òîëüêî îò x. δ(z) òàêæå äåëèòñÿ íà x,
ò.ê. deg δ(z) ñòàëà ïîëîæèòåëüíîé.
Îòñþäà δ(f(x, y, z)) òîæå äåëèòñÿ íà x è ìîæíî ðàññìîòðåòü äèôôåðåí-
öèðîâàíèå δ

x
- êîððåêòíî îïðåäåëåííîå LND.

deg(
δ

x
) = deg δ − deg x = deg δ − 3.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàòü ñòåïåíü δ, ïîêà
îíà íå ñòàíåò ìåíüøå 2(ýòîò ñëó÷àé ðàçîáðàí) èëè ðàâíà 2 (ýòîò ñëó÷àé
ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå).

• deg δ = 2. Òîãäà δ(z) äîëæíî ñòàòü ñòåïåíè 2. Âçÿòü ïîëîæèòåëüíóþ ñòå-
ïåíü ìîæíî òîëüêî îò x, íî deg x = 3, ïîýòîìó åñëè íåêèé ìîíîì èìååò
ñòåïåíü 2, òî îí îáÿçàí äåëèòüñÿ íå òîëüêî íà x, íî è íà y.
Íà ñàìîì äåëå, åäèíñòâåííûé ñïîñîá íàáðàòü ñòåïåíü 2 - ýòî x2y2. Èòàê,
δ(z) äåëèòñÿ íà x2y2.
Ò.ê. deg δ(y) = 0,

δ(y) = F (z, x2y3) = F (z).

Ïðè ýòîì δ(F (z)) = F ′(z)δ(z) äåëèòñÿ íà y.
Ïîëó÷èëè, ÷òî δ(F (z)) äåëèòñÿ íà y è δ(y) äåëèòñÿ íà F (z).
Ïî ñâîéñòâàì LND ëèáî δ(y) = 0 (òîãäà δ ≡ 0), ëèáî δ(F (z)) = 0 (òîãäà
δ(z) = 0).

Èòàê, δ(x) = 0, δ(z) = 0, x23y2δ(y) = 0 ⇒ δ ≡ 0.
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3) Ñëó÷àé deg δ < 0 ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. δ(y) = 0.

• Åñëè deg δ > −3, òî deg δ(x) > 0 ⇒ δ(x) äåëèòñÿ íà x, îòêóäà δ(x) = 0.

• Åñëè deg δ < −3, òî δ(x) äåëèòñÿ íà y, δ(z) òåì áîëåå äåëèòñÿ íà y è
ìîæíî ïåðåéòè îò δ ê δ

y
.

• deg δ = −3. Òîãäà deg δ(z) = −3, ñíîâà, íàáðàòü -3 òîëüêî ñ ïîìîùüþ y
íåëüçÿ, ïîýòîìó δ(z) äåëèòñÿ íà x.

δ(x) = F (z),

δ(F (z)) äåëèòñÿ íà x, è ñíîâà èìååì 2 ñëó÷àÿ: ëèáî δ(x) = 0, ëèáî δ(F (z)) =
0.

Èòàê, ìû ðàçîáðàëè âñå ñëó÷àè è ïîêàçàëè, ÷òî X æåñòêîå.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëþáóþ òðèíîìèàëüíóþ ïîâåðõíîñòü

T l0101 . . . T
l0k0
0k0

+ T l1111 . . . T
l1k1
1k1

+ T l2121 . . . T
l2k2
2k2

= 0.

Åñëè ýòî ìíîãîîáðàçèå æåñòêîå, òî ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òàêàÿ æå.

Óïðàæíåíèå 7.2. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå

x2y3 + z2w2 + 1 = 0

æåñòêîå.

Ïîêàæåì, ÷òî òîð ìàêñèìàëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K× - íå ìàêñèìàëüíûé òîð, òîãäà ñóùåñòâóåò åùå îäíî
K×-äåéñòâèå, êîììóòèðóþùåå ñ äàííûì.

Ó íàñ åñòü îäíîðîäíàÿ êîìïîíåíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðâîìó äèôôåðåíöèðîâà-
íèþ, ñòåïåíè 3 K[X]3. Îíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì K[X]3 = {xP (z)}. Â íåé
åñòü åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íåïðèâîäèìûé ýëåìåíò λx.

Åñëè òåïåðü åñòü äðóãîå K×-äåéñòâèå, òî, âî-ïåðâûõ, îíî äîëæíî ñîõðàíÿòü êîì-
ïîíåíòó K[X]3, ò.ê. ýòè äâà äåéñòâèÿ êîììóòèðóþò, à âî-âòîðûõ, îíî äîëæíî íåïðè-
âîäèìûé ýëåìåíò ïåðåâîäèòü â íåïðèâîäèìûé ýëåìåíò.
Ïðè âòîðîì K×-äåéñòâèè x 7→ λx.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ðàññìîòðåòü êîìïîíåíòó K[X]−2, ïîëó÷èì y 7→ µy.

Òîãäà
x2y3 7→ λ2µ3x2y3.
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Íóæíî ïåðåâåñòè z â êàêîé-òî ìíîãî÷ëåí f(z), ïîòîìó ÷òî åãî ñòåïåíü äîëæíà
îñòàòüñÿ íóëåâîé, òàê, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí z5 − 1 ïåðåøåë â ìíîãî÷ëåí

z5 − 1 7→ f 5(z)− 1 = λ2µ3(z5 − 1).

Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå ìîæåò áûòü òîëüêî ïðè λ2µ3 = 1, à ýòî êàê ðàç äåéñòâèå íàøåãî
òîðà.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîåK×-äåéñòâèå, êîòîðîå êîììóòèðóåò ñ íàøèì òîðîì, ñîâïàäàåò
ñ íèì, à çíà÷èò òîð ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûìþ.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî X æåñòêîå, òîð ìàêñèìàëüíûé, òîãäà èç òåîðåìû 6.7 è ñëåä-
ñòâèÿ 6.8 ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ X = {x2y3 = z5 + 1}
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.

Â íàøåì ñëó÷àå íåñëîæíî âûïèñàòü ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ÿâíî.
Ïóñòü ϕ ∈ AutK[X], òîãäà îí èíäóöèðóåò àâòîìîðôèçì ψ ∈ AutP , ãäå P - ýòî
ìîíîèä âåñîâ. Â íàøåì ñëó÷àå P = Z, ïîòîìó ÷òî −2 è 3 ïîðîæäàþò âñå öåëûå
÷èñëà.

Êàêèå àâòîìîðôèçìû ó Z? Ëèáî îñòàâëÿþùèé âñå íà ìåñòå (x 7→ x), ëèáî ïåðå-
âîðà÷èâàþùèé (x 7→ −x).
Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ýòîì âåñà èçîëèðîâàííûõ ïîëóèíâàðèàíòîâ äîëæíû ïåðåõîäèòü
â âåñà èçîëèðîâàííûõ ïîëóèíâàðèàíòîâ. Ïðè àâòîìîðôèçìå x 7→ −x −2 è 3 íå ñîâ-
ïàäóò, çíà÷èò, ψ = id.
Òàêæå èçîëèðîâàííûé ïîëóèíâàðèàíò äîëæåí ïåðåõîäèòü â èçîëèðîâàííûé ïîëó-
èíâàðèàíò, ò.å. x 7→ λx, y 7→ µy. Äàëåå ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèå î òîì, ÷òî òîãäà
íóæíî λ è µ ñîãëàñîâàòü, ÷òîáû λ2µ3 = 1, òîãäà ñíîâà ïîëó÷èì íàø òîð. Îòñþäà

Aut(X) ∼= K×.

Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïîðîæäåíèè

íåïðèâîäèìûìè èçîëèðîâàííûìè ïîëóèíâàðèàíòàìè.

Ëåììà 7.9. Êîëè÷åñòâî èçîëèðîâàííûõ ïîëóèíâàðèàíòîâ êîíå÷íî ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. K[X] - êîíå÷íî ïîðîæäåíà, îòêóäà ó K[X] ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
ñèñòåìà èç T-îäíîðîäíûõ ïîðîæäàþùèõ.
Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ àëãåáðû K[X], ñîñòîÿùàÿ èç
íåïðèâîäèìûõ T-îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ.

Â ýòîé ñèñòåìå ñîäåðæàòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) âñå èçîëèðîâàí-
íûå ïîëóèíâàðèàíòû. Èçîáðàçèì èçîëèðîâàííûé ïîëóèíâàðèàíò g, âñå îñòàëüíûå
íåïðèâîäèìûå ïîëóèíâàðèàíòû ëåæàò â äðóãîì çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå.
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Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàêîé-òî èç îáðàçóþùèõ α äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé,
èíà÷å ìû íå ñìîæåì ïîëó÷èòü ýåëåìåíò ñïðàâà îò ãèïåðïëîñêîñòè.
Ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùèé f òàêîé, ÷òî α(f) > 0, òîãäà f = λg, ïîòîìó ÷òî f - òîæå
íåïðèâîäèìûé T-îäíîðîäíûé ýëåìåíò, è äëÿ íåãî α > 0.

Ëåììà 7.10. Ïóñòü f1, . . . , fk - âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) èçîëè-
ðîâàííûå ïîëóèíâàðèàíòû.
Òîãäà ∀ϕ ∈ Aut(X) âûïîëíåíî

ϕ(fi) = λifσ(i),

äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë λi è íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçîëèðîâàííûé ïîëóèíâàðèàíò äîëæåí ïåðåõîäèòü â èçîëèðî-
âàííûé ïîëóèíâàðèàíò, à èçîëèðîâàííûå ïîëóèíâàðèàíòû ó íàñ åñòü òîëüêî ïðî-
ïîðöèîíàëüíûå fi. Ïîýòîìó fi 7→ λifσ(i).
Ïîñêîëüêó íàøå îòîáðàæåíèå - àâòîìîðôèçì, äâà íå ïðîïîðöèîíàëüíûõ íå ìîãóò
ïåðåéòè â ïðîïîðöèîíàëüíûå, ñîîòâåòñòâåííî, èíäåêñ äîëæåí áûòü èìåííî ïåðåñòà-
íîâêîé, ÷òîáû äâà ðàçíûõ ïîëóèíâàðèàíòà íå ïåðåøëè â îäèí.

Òàêîì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùèé ãîìîìîðôèçì

Φ : Aut(X) 7→ Sk

ϕ 7→ σ

Ïðè óìíîæåíèè àâòîìîðôèçìîâ áåðåòñÿ êîìïîçèöèÿ ïîäñòàâíîâîê.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.7.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ker Φ. Åñëè ϕ ∈ ker Φ, òî

φ(fi) = λifi.

Ìîæíî ker Φ èíúåêòèâíî âëîæèòü â òîð (K×)k

ϕ 7→ (λ1, . . . , λk).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè êîìïîçèöèè àâòîìîðôèçìîâ λi ïåðåìíîæàþòñÿ.

Ïîëó÷àåòñÿ, ker Φ - ïîäãðóïïà â òîðå, à ïîäãðóïïà â òîðå - ýòî íåêîòîðûé ìåíü-
øèé òîð ker Φ ∼= (K×)m × F , F - êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà (ïîëó÷èëè êâçèòîð).

63

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Ïîñêîëüêó àëãåáðà K[X] ïîðîæäåíà fi, òî ïîíÿâ, êàê èçåíÿþòñÿ fi, ìû ïîéìåì,
êàê óñòðîåí ãîìîìîðôèçì Φ.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìû èìååì ãîìîìîðôèçì èç ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ â êîíå÷íóþ
ãðóïïó, à åãî ÿäðî - ýòî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå òîðà. Îòñþäà è âñÿ ãðóïïà àâòîìîð-
ôèçìîâ - ýòî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå òîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 6.8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K[X] ⊃ A - ïîäàëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ f1, . . . , fk.
Òîãäà â ãðóïïå Aut(A) âñå áóäåò ðîâíî êàê â òåîðåìå 6.8.

Φ : Aut(A) 7→ Sk, ker Φ ∼= (K×)m × F

Îñòàëîñü ïîíÿòü, íàñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ àâòîìîðôèçìû X îò àâòîìîðôèçìîâ A.
Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî A - èíâàðèàíòíàÿ ïîäàëãåáðà, îíà íàòÿíóòà íà âñå èçîëèðîâàí-
íûå ïîëóèíâàðèàíòû, èçîëèðîâàííûå ïîëóèíâàðèàíòû ïåðåõîäÿò â èçîëèðîâàííûå
ïîëóèíâàðèàíòû, çíà÷èò, ïîäàëãåáðà ñîõðàíÿòåñÿ. Çíà÷èò, åñòü ãîìîìîðôèçì

Ψ : Aut(X) 7→ Aut(A).

Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 6.7 ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Aut(A) - êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå
òîðà. Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ òåì, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ker Ψ.

Ïîêàæåì, ÷òî ker Ψ êîíå÷íî. Ïóñòü K[X] = K[h1, . . . , hs], hi - êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
ñ êîýôôèöèåíòàìè èç A (K[X] àëãåáðàè÷åñêàÿ íàä A).

Åñëè ψ ∈ ker Ψ, òî ψ îñòàâëÿåò êîýôôèöèåíòû íà ìåñòå. Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü
êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî âîçìîæíîñòåé äëÿ ψ(hi).

Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå ê íàøåìó ïðèìåðó (7.1), ïîëó÷àåì, ÷òî K[X] = K[x, y, z] -
àëãåáðàè÷åñêàÿ íàä K[x, y].

Èíâàðèàíò Ìàêàð-Ëèìàíîâà àëãåáðû K[A].

Îïðåäåëåíèå 7.20. Èíâàðèàíò Ìàêàð-Ëèìàíîâà àëãåáðû K[X] (ìíîãîîáðàçèÿ X)
ML(X) - ýòî

∩
δ∈LND

ker δ.

Óâåðæäåíèå 7.5. ML(X) - ïîäàëãåáðà â K[X].

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàæäîå èç ÿäåð - ýòî ïîäàëãåáðà. Åñëè δ îò îäíîãî
ýëåìåíòà ðàâíî íóëþ è δ îò äðóãîãî ýëåìåíòà ðàâíî íóëþ, òî δ îò èõ ïðîèçâåäåíèÿ
ðàâíî íóëþ ïî òîæäåñòâó Ëåéáíèöà. Çíà÷èò, ker δ - ïîäàëãåáðà.

Óâåðæäåíèå 7.6. ML(X) ôàêòîðèàëüíî çàìêíóòî (ab Im ML(X)⇒ a Im ML(X), b Im ML(X)).
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Ýòî ñíîâà ñâîéñòâî íå òîëüêî ML, íî è ÿäðà ëþáîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Åñëè
ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ îò ïðîèçâåäåíåèÿ ðàâíà íóëþ, òî îíà è îò êàæäîãî ñîìíîæèòå-
ëÿ ðàâíà íóëþ.

Ïðèìåð.

ML(K[x1, . . . , xn]) = K

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñòü ÷àñòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∂
∂xi

ker
∂

∂xi
= K[x1, . . . , x̂i, . . . , xn]

Åñëè òàêèå àëãåáðû ïåðåñå÷ü, òî ïîëó÷àòñÿ òîëüêî êîíñòàíòû.

Ïðèìåð.

Åñëè X æåñòêîå, òî ML(X) = K[X].
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åäèíñòâåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå çäåñü - òîæäåñòâåííî
íóëåâîå.

Êîíñòðóêöèÿ ML áûà ââåäåíà äëÿ ÷àñòè÷íîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðîáëåìû ëèíåà-
ðèçàöèè.

Íàïîìèíàíèå: ïðîáëåìà ëèíåàðèçàöèè òîðà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè åñòü äåé-
ñòâèå òîðà íà àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå, ïðàâäà ëè, ÷òî îíî ëèíåéíî?

Åñëè T y An, òî îíî òî÷íî ëèíåéíî, åñëè dimT = n, dimT = n− 1.

Ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé K× y A3 - ëþáîå òàêîå äåéñòâèå ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíî-
ìó. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Êîðàñîì è Ðàññåëîì. Äåéñòâîâàëè òîðàìè íà íåêèõ
òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ÷àñòü èõ êîòîðûõ áûëè õîðîøèìè, à ÷àñòü ïëîõèìè.
Äîêàçûâàëîñü, ÷òî âñå ïëîõèå íå èçîìîðôíû A3.
Ñàìûì ñëîæíûì ñëó÷àåì áûëî ìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì
(Êóáèêà Êîðàñà-Ðàññåëà)

{x+ x2y + z2 + t3 = 0} = X.

Íèêàêèå èçâåñòíûå íà òîò ìîìåíò èíâàðèàíòû íå ðàçäåëÿëè êóáèêó è àôôèííîå
ïðîñòðàíñòâî, è òîãäà áûë ââåäåí èíâàðèàíò Ìàêàð-Ëèìàíîâà.

ML(X) = K[x] 6= K

Ìû áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì äðóãóþ ïðîáëåìó - ïðîáëåìó ñîêðàùåíèÿ, êîòî-
ðàÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ ïîâåðõíîñòÿìè Äàíèëåâñêîãî.
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Ïîâåðõíîñòè Äàíèëåâñêîãî.

Ïîâåðõíîñòè Äàíèëåâñêîãî çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì

Dn = {xny = P (z)},

ãäå P (z) - ýòî íåêèé ìíîãî÷ëåí, è ìîæíî ñ÷èòàòü degP (z) ≥ 2 è P (z) = zd +
ad−2z

d−2 + . . .+ a0.

Åñòü äâå âîçìîæíîñòè: n = 1 è n 6= 1, è îíè ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ ñ òî÷êè
çðåíèÿ èíâàðèàíòà Ìàêàð-Ëèìàíîâà.

Çàìå÷àíèå. Èíâàðèàíò Ìàêàð-Ëèìàíîâà íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì, ïîòîìó ÷òî îí
íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçîìîðôèçìàõ.

Ïîêàæåì, ÷òî
ML(D1) = K.

Íóæíî ïðåäúÿâèòü íåñêîëüêî äèôôåðåíöèðîâàíèé òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå èõ ÿäåð
óæå ðàâíÿëîñü òîëüêî êîíñòàíòàì.

Âîçüìåì
δx(y) = 0, δx(z) = y, δx(x) = P ′(z)

δy(x) = 0, δy(z) = x, δy(y) = P ′(z)

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îíè ëîêàëüíî íèëüïîòåíòíûå.
Òàêæå ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ

xy = P (z) (7.4)

äèôôåðåíöèðîâàíèå îò ëåâîé ÷àñòè ðàâíî äèôôåðåíöèðîâàíèþ îò ïðàâîé ÷àñòè.

ker δx = K[y] (7.2)

ker δy = K[x] (7.3)

K[y] ∩K[x] = K

Ïîêàæåì, ÷òî (7.2) è (7.3) âûïîëíÿþòñÿ.

Ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ó ÿäðà äîëæíà áûòü íà 1 ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü
ìíîãîîáðàçèÿ (ó íàñ ýòî 2).

K[x] - îäíîìåðíàÿ àëãåáðà, êîòîðàÿ ëåæèò â ker δy.

Îñòàëîñü ïîÿñíèòü, ÷òî îíà àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòà.
×òîáû íå ïîâûñèòü ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè, ìîæíî äîáàâèòü ÷òî-òî àëãåáðàè-
÷åñêîå íàä K[y] . Ñîîòíîøåíèå (7.4) ñîäåðæèò âñå 3 ïåðåìåííûå, ïîýòîìó íåò íè÷åã
àëãåáðàè÷åñêîãî íàä K[y].
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Äàëåå äîêàæåì, ÷òî
MLDn = K[x], n ≥ 1,

îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü
D1 � Dn, n ≥ 1.

Îäíàêî êîíòðïðèìåð ê îáîáùåííîé ãèïîòåçå ñîêðàùåíèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî

D1 ×K ∼= Dn ×K.
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Ëåêöèÿ 8

Îïèñàíèå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ íå æåñòêîãî

ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü
{xy2 = P (z)} = Y.

Â ýòîé ëåêöèè ðàññìîòðèì êëàññ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûé îáîáùàåò ïîâåðõíîñòü Y .
È ÿâíî âû÷èñëèì Aut(Y ).

Ìíîãîîáðàçèå Y íå ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì, à çíà÷èò ãðóïïà åãî àâòîìîðôèçìîâ íå
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé. Èäåÿ åå îïèñàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè íå íåñêîëüêî
íå àëãåáðàè÷åñêèõ, íî âñå æå îáîçðèìûõ ïîäãðóïï.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü

Y = {xyk11 . . . ykmm = P (z)} ⊂ Am+2, ki ≥ 2, d = degP (z) ≥ 2,

ãäå x, y1, . . . , ym, z - íåêèå ïåðåìåííûå, dimY = m+ 1, P (z) = zd+ cd−2z
d−2 + . . .+ c0.

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïîäãðóïï, êîòîðûå äåéñòâóþò íà Y .

1) Åñëè ñðåäè ki åñòü îäèíàêîâûå, òî ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü yi è yj (åñëè ki = kj).
Òîãäà èìååì ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Y

S(Y ) = Sm1 × . . .× Sml
,
∑

mj = m,

ãäå m1, . . . ,ml - êîëè÷åñòâà ki, êîòîðûå ñîâïàäàþò.
Äðóãèìè ñëîâàìè, S(Y ) - ýòî ñòàáèëèçàòîð â ãðóïïå Sn ìîíîìà y

k1
1 . . . ykmm .

2) Òàêæå åñòü m-ìåðíûé òîð, êîòîðûé äåéñòâóåò íà Y . Âîçüìåì òîð, êîòîðûé
äåéñòâóåò íà K[x, y1, . . . , ym] ñëåäóþùèì îáðàçîì

x 7→ tm+1x
y1 7→ t1y1

..
.

ym 7→ tmym

Â àëãåáðå ìíîãî÷ëåíîâ K[x, y1, . . . , ym] ëåæèò ìîíîì xyk11 . . . ykmm . Îáîçíà÷èì

T = St(xyk11 . . . ykmm ). (8.1)

Ìîæíî ïîêàçàòü óñòðîéñòâî ýòîãî òîðà áîëåå ÿâíî.

xyk11 . . . ykmm
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y1 7→ s1y1

..
.

ym 7→ smym

×òîáû êîìïåíñèðîâàòü ýòè äåéñòâèÿ, äåéñòâèå íà x äîëæíî áûòü ñëåäóþùèì

x 7→ sk11 . . . smk
mx

Ïîëó÷åíûé òîð íèêàê íå ñäâèãàåò ìîíîì xyk11 . . . ykmm , íà z îí äåéñòâóåò òðè-
âèàëüíî, çíà÷èò, óðàâíåíèå öåëèêîì îí òàêæå íå ñäâèãàåò.

Áóäåì íàçûâàòü (8.1) êàíîíè÷åñêèì òîðîì ìíîãîîáðàçèÿ X. Ýòî óæå âñåãäà
íåòðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Åñëè åñòü õîòÿ áû îäèí y, òî ïîëó÷èì õîòÿ áû
îäíîìåðíûé òîð.

3) Îïðåäåëèì äåéñòâèå îäíîìåðíîãî òîðà íå ñðàçó íà íàøåì ìíîãîîáðàçèè, à
ñíà÷àëà íà íåêîì îáúåìëþùåì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå.

x 7→ tdx
yi 7→ yi
z 7→ tz

Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íå ñîõðàíÿåò íàøå ìíîãîîáðàçèå, ïîòî-
ìó ÷òî P ñòàíîâèòñÿ äðóãèì.
Ëåâàÿ ÷àñòü ïðîñòî óìíîæàåòñÿ íà td.

P (z) = zd + cd−2z
d−2 + . . .+ c0

zd 7→ tdz
zd−2 7→ td−2zd−2

..
.

c0 7→ c0

(8.2)

Âèäíî, ÷òî åñëè P (z) ïðîèçâîëüíûé, òî îí íå ñîõðàíÿåòñÿ.
Îäíàêî äëÿ ñïåöèôè÷åñêîãî âèäà z ëèáî âåñü òîð, ëèáî åãî ÷àñòü (äëÿ êàêèõ-
òî êîíêðåòíûõ t) äåéñòâóåò òàê, ÷òî âåñü ìíîãî÷ëåí P (z) óìíîæàåòñÿ íà td.

Íàïðèìåð, òàêîå ìîæåò áûòü, åñëè ÷ëåíîâ cd−2z
d−2 + . . .+ c0 íåò.

Åùå îäèí ñëó÷àé
P (z) = zuQ(zv).

Òîãäà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè t = v
√

1, òî t · P (z) = tdP (z).
Äåéñòâèòåëüíî, zv ïåðåõîäèò ñàìî â ñåáÿ, ïîýòîìó Q(zv) îñòàåòñÿ íà ìåñòå. zu

óìíîæàåòñÿ íà tu, ïðè ýòîì u ≡ d( mod v), ïîýòîìó òî, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (z)
óìíîæàåòñÿ íà tu äëÿ t = v

√
1 ðàâíîñèëüíî óìíðæåíèþ íà td.

Ïðåîáðàçîâàíèå (8.2) óìíîæàåò ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íà îäíî è òî
æå â äâóõ ñëó÷àÿõ: ëèáî êîãäà P (z) = zd, è ýòî äàåò íåêèé äîïîëíèòåëüíûé
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òîð, ëèáî êîãäà P (z) = zuQ(zv), è ýòî äàåò êîíå÷íóþ ãðóïïó Zv.
Òàê èëè èíà÷å, áóäåì íàçûâàòü ýòè îáúåêòû D - äîïîëíèòåëüíûé êâàçèòîð.

Áîëåå ñòðîãî: ìû äåéñòâóåì íà îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå (8.2) è, ïî àíàëîãèè
ñ ïðåäûäóùèìè ñëó÷àÿìè, ðàññìàòðèâàåì ñòàáèëèçàòîð St(Y ) (ýòî çíà÷èò, ÷òî
ìû ðàññìàòðèâàåì òå ýëåìåíòû, êîòîðûå óðàâíåíèå ïåðåâîäÿò â ïðîïîðöèî-
íàëüíîå åìó).

4) Ââåäåì òåïåðü áîëüøóþ ïîäãðóïïó, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî X íå ÿâëÿåòñÿ
æåñòêèì. Ïðîñëåäèì, ÷òî îíî íå ÿâëÿòñÿ æåñòêèì, è ïðåäúÿâèì íåòðèâèàëü-
íîå LND. LND ïðåäúÿâëÿåòñÿ ïðèìåðíî òàê æå, êàê äëÿ ïîâåðõíîñòè Äàíè-
ëåâñêîãî. 

δ̂(x) = P ′(z)

δ̂(yi) = 0

δ̂(z) = yk11 . . . ykmm

Ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè

δ̂(xyk11 . . . ykmm ) = δ̂(x)yk11 . . . ykmm = P ′(z)yk11 . . . ykmm

δ̂(P (z)) = P ′(z)δ̂(z) = P ′(z)yk11 . . . ykmm

Ïîëó÷èëè, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå îò ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàâíî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèþ îò ïðàâîé ÷àñòè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî δ̂ ∈ LND.

Ñ êàæäûì LND ìîæíî ñâÿçàòü ïîäãðóïïó â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ.
Îáû÷íî äèôôåðåíöèðîâàíèþ δ ìû ñîïîñòàâëÿëè ïîäãðóïïó â ãðóïïå àâòî-
ìîðôèçìîâ, èçîìîðôíóþ àääèòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ, à èìåííî

δ → {exp sδ | s ∈ K}.

Íî ýòîìó æå äèôôåðåíöèðîâàíèþ δ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ãîðàçäî áîëüøóþ
ãðóïïó.
U(δ) - áîëüøàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ δ.

U(δ) = {exp fδ | f ∈ ker δ}

Ýòà ïîäãðóïïà óæå áîëüøàÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà íå àëãåáðàè÷åñêàÿ.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî U(δ) ∼= (ker δ,+).
Äåéñòâèòåëüíî,

exp(fδ) exp(gδ) = exp(f + g)δ,

òóò ìû èñïîëüçóåì, ÷òî fδ è gδ êîììóòèðóþò, ÷òî ïðàâäà, ò.ê. f è g ëåæàò â
ker δ.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿäðî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååò ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíî-
ñòè íà 1 ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ.
dimY = m + 1 ⇒ ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ker δ = m. Ïîñêîëüêó ìû
ñ÷èòàåì m ≥ 1, (ker δ,+) - áåñêîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Èòàê, ìû îïðåäåëèëè ñëåäóþùèå ïîäãðóïïû

S(Y ), T, D, U(δ̂)

Òåïåðü íàøà öåëü - ïîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåò, òî âñÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïî-
ðîæäàåòñÿ ýòèìè ÷åòûðüìÿ ïîäãðóïïàìè.

Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè âçÿòü äðóãîå LND, òî åìó ìîæíî ïîñòàâèòü äðóãóþ áîëüøóþ
óíèïîòåíòíóþ ïîäãðóïïó. Çíà÷èò, ÷òîáû íå áûëî äðóãèõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï,
íå äîëæíî áûòü äðóãèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé.
Ïîíÿòíî, ÷òî ìû ìîæåì áðàòü f δ̂, ãäå f ∈ ker δ̂. Òîãäà U(f δ̂) ⊂ U(δ̂).

Äîêàæåì, ÷òî íåò äðóãèõ äèôôåðåíöèðîâàíèé, êðîìå f δ̂ (òàêîå ìíîãîîáðàçèå
íàçûâàåòñÿ ïî÷òè æåñòêèì).

Îïðåäåëåíèå 8.21. Ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ïî÷òè æåñòêèì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå δ̂ ∈ LND(K[X]), ÷òî ëþáîå LND íà K[X] èìååò âèä

f δ̂, f ∈ ker δ̂.

Òåîðåìà 8.8. Y - ïî÷òè æåñòêîå ìíîãîîáðàçèå.

Íà ñàìîì äåëå, ìû áóäåì äîêàçûâàòü íåìíîãî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå. Â
îïðåäåëåíèè ãîâîðèòñÿ î ñóùåñòâîâàíèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ìû æå ïîêàæåì, ÷òî
èìåííî òî äèôôåðåíöèðîâàíèå δ̂, êîòîðîå ìû îïðåäåëèëè, ïîäõîäèò.

Ëåììà 8.11.
ML(Y ) = K[y1, . . . , yn]

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàíåå îïðåäåëåííóþ ïîäãðóïïó T, à
òî÷íåå åãî ïîäòîðû. Ïîäòîðû áóäåì áðàòü ðàçìåðíîñòè 1, äåéñòâóþùèå ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:
yj óìíîæàåòñÿ íà t (äëÿ êîíêðåòíîãî j), x óìíîæàåòñÿ íà t

−kj , íà îñòàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ äåéñòâèå òðèâèàëüíî.
Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå äåéñòâèå ñîõðàíÿåò ìîíîì è ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèåì íà íàøåì ìíî-
ãîîáðàçèè.

Òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óòâåðæäåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ Z-ãðàäóèðîâêè (ò.ê. Z-
ãðàäóèðîâêàì ñîîòâåòñòâóþò äåéñòâèÿ îäíîìåðíîãî òîðà). Ãðàäóèðîâêà ïîëó÷àåòñÿ
ñëåäóþùàÿ

deg x = −kj
deg yj = 1

deg yi = 0, i 6= j
deg z = 0

(8.3)
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Ïóñòü δ ∈ LND(K[Y ]). Ðàçëîæèì åãî íà îäíîðîäíûå ïî íàøåé ãðàäóèðîâêå.

δ =
n∑
i=l

δi

Ïî Ëåììå 5.7, δl ∈ LND(K[Y ]).

Äîêàæåì, ÷òî l ≥ 0.
Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü l < 0. Òîãäà

deg δl(x) = deg x+ l = −kj + l < 0

x - åäèíñòâåííàÿ îáðàçóþùàÿ ñ îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíüþ, îòêóäà δl(x) äåëèòñÿ íà x.
Òîãäà ïî ñâîéñòâó LND δl(x) = 0.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì: åñëè ÷òî-òî ëåæèò â ÿäðå, òî ìîæíî âêëþ÷èòü
åãî â ïîëå. Âîçüìåì ïîëå

L = K(X).

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî δ äàåò LND íà ìíîãîîáðàçèè

{yk11 . . . y
kj
j . . . ykmm = P (z)} = W,

ò.ê. ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó y1 7→ y1 k1
√
x.

Äîêàæåì âëîæåííóþ ëåììó.

Ëåììà 8.12. W - æåñòêîå ìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òàêóþ ãðàäóèðîâêó

deg y1 = −k2
deg y2 = k1

deg yj = 0, j ≥ 3
deg z = 0

è ïðîâåäåì òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ðàññóæäåíèè òåîðåìû 8.8. Âîçüìåì LND,
ðàçëîæèì åãî â ñóììó îäíîðîäíûõ, ðàññìîòðèì êðàéíþþ êîìïîíåíòó (îäíîðîäíîå
LND). Åå ñòåïåíü äîëæíà áûòü ëèáî ïîëîæèòåëüíîé, ëèáî íóëåâîé, ëèáî îòðèöà-
òåëüíîé.
Åñëè deg δ ≥ 0, òî δ(y2) = 0.
Åñëè deg δ < 0, òî δ(y1) = 0.

Òàê èëè èíà÷å, íî îäíîé èç ýòèõ äâóõ ïåðåìåííûõ δ = 0.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîé äðóãîé ïàðû, ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî δ = 0 ïî÷òè íà
âñåõ yj, êðîìå, âîçìîæíî, îäíîãî. Îòñþäà

∃ ! yj : δ(yj) 6= 0.
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Òå ýëåìåíòû, íà êîòîðûõ δ = 0, ïðèñîåäèíÿåì ê ïîëþ è ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî

y
kj
j = P (z).

Íàñ èíòåðåñóåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî òàêîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì.
Íàø ñëó÷àé - êðèâàÿ, à êðèâàÿ íå ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé òîëüêî åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìîé.
Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ýòà êðèâàÿ ïðèâîäèìà, íî òîãäà îíà òåì áîëåå æåñòêàÿ, ïî-
òîìó ÷òî ó âñåõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò åñòü îáùàÿ òî÷êà. Ýòó òî÷êó íåëüçÿ
ñäâèíóòü ñ ïîìîùüþ àâòîìîðôèçìà, à ýòî çíà÷èò, ÷òî íà êàæäîé ïðÿìîé åñòü íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà è íèêàêèõ Ga-äåéñòâèé áûòü íå ìîæåò.
Åñëè y

kj
j = P (z) íåïðèâîäèìà, íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíîé òåõíèêîé äîêà-

çàòåëüñòâà, ÷òî ýòî íå ïðÿìàÿ.

δ - LND, íà ìíîãîîáðàçèè Y îíî íå ðàâíî íóëþ, òîãäà, ïîñêîëüêó δ(x) = 0, ïîëó-
÷àåì, ÷òî δ áóäåò äàâàòü íåêîòîðîå íåíóëåâîå äèôôåðåíöèðîâàíèå íà ìíîãîîáðàçèè
W . Íî W - æåñòêîå, çíà÷èò, íà íåì íåò íåíóëåâûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé. Ïðîòèâî-
ðå÷èå.
Òîãäà èç Ëåììû 8.12 ñëåäóåò, ÷òî l ≥ 0. Îòñþäà

deg δ(yj) = deg yj + l = l + 1 > 0

δ(yj) äåëèòñÿ íà yj, ñëåäîâàòåëüíî, δ(yj) = 0. Ýòî èìåííî òî, ÷òî ìû õîòèì äîêàçàòü
â Ëåììå 8.11.
Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. j - ëþáîå,

K[y1, . . . , ym] ⊂ ker δ ⇒ K[y1, . . . , ym] ⊂ ML(Y ).

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå î÷åâèäíî, ò.ê. ker δ̂ = K[y1, . . . , ym]. Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå
âñåõ ÿäåð LND íå áîëüøå, ÷åì îäíî èç ýòèõ ÿäåð, îòêóäà ML(Y ) ⊂ ker δ̂.
Íàêîíåö,

ML(Y ) = K[y1, . . . , ym].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ãðàäóèðîâêîé (8.3). Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå LND

δ =
k∑
i=l

δi, deg δl > 0 (ýòî óæå áûëî ïîêàçàíî). Ðàâåíñòâà áûòü íå ìîæåò, ò.ê. åñëè

deg δl = 0, òî deg δ(x) < 0, îòêóäà δ(x) äåëèòñÿ íà x. Ìîæíî óòâåðæäàòü äàæå ÷òî

deg δk ≥ kj,

ïîòîìó ÷òî deg δ(x) äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé, ïðè ýòîì deg δl(x) = −kj + l.
Ïóñòü i ≥ l ≥ kj, òîãäà

deg δi(z) ≥ kj.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî δi(z) äåëèòñÿ íà y
kj
j . Èç ýòîãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî δi(z) äå-

ëèòñÿ íà yk11 . . . ykmm .
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Åñëè ýòî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ δi, à δ - ýòî èõ ñóììà, òî δ(z) äåëèòñÿ íà yk11 . . . ykmm =
δ̂(z).

Ïîëó÷èëè, ÷òî
δ(z) = f δ̂(z),

0 = δ(yj) = f δ̂(yj) = 0,

δ(x) = δ

(
P (z)

yk11 . . . ykmm

)
=

δ(P (z))

yk11 . . . ykmm
=
P ′(z)f δ̂(z)

yk11 . . . ykmm
=

= f
P ′(z)δ̂(z)

yk11 . . . ykmm
= f δ̂(x).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî δ = f δ̂. Èç òîãî, ÷òî δ - LND ñëåäóåò, ÷òî f ∈ ker δ̂.
Ëþáîå äèôôåðåíöèðîâàíèå - ðåïëèêà δ̂.

Ìû ïîíÿëè, êàê óñòðîåíû LND íà Y , ÷òî äàåò

U(δ̂) / Aut(Y ),

ïîòîìó ÷òî ýòà ïîäãðóïïà ñîäåðæèò âñå ýêñïîíåíòû LND. Åñëè ñîïðÿ÷ü ýêñïîíåíòó
LND, ïîëó÷èòñÿ ýêñïîíåíòà LND.

Òåîðåìà 8.9. Ïóñòü ψ ∈ Aut(Y ). Òîãäà ∀j, 1 ≤ j ≤ m, ∃ 1 ≤ p ≤ m è λ ∈ K×
òàêèå, ÷òî

ψ(yj) = λyp.

Ò.å. ïðè àâòîìîðôèçìå yi ìîãóò òîëüêî ïåðåñòàâëÿòüñÿ è óìíîæàòüñÿ íà íåíóëå-
âûå êîíñòàíòû.

Ëåììà 8.13. Ïóñòü K× ∼= Λ ∈ Aut(Y ).
Òîãäà ∀ ϕ ∈ Λ âûïîëíåíî

ϕ(yj) = λyj, λ ∈ K×.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü δ - ïîëóïðîñòîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå Λ.
Èñïîëüçóåì ãðàäóèðîâêó (8.3).

δ =
k∑
i=l

δi.

Åñëè l < 0, òî δl − LND(K[Y ]), ïîëó÷àåì îäíîðîäíîå LND ñ îòðèöàòåëüíîé ñòåïå-
íüþ, à ìû óæå ïîêàçûâàëè, ÷òî òàêîãî áûòü íå ìîæåò.
Çíà÷èò, l ≥ 0. Ðàññìîòðèì δ(yj) =

∑
δi(yj), ãäå i ≥ 0, òîãäà deg δi(yj) > 0, îòêóäà

δi(yj) äåëèòñÿ íà yj.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî δ(yj) äåëèòñÿ íà yj.
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Òîãäà äëÿ ϕ âûïîëíåíî ϕ(yj) äåëèòñÿ íà yj. (Ýòî ôîðìóëèðîâêà ëåììû, áåç äî-
êàçàòåëüñòâà.)

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû, ò.ê. yj - íåïðèâîäèìûé ýëåìåíò, òîãäà
ϕ(yj) òîæå íåïðèâîäèìûé. Ðàç îí íåïðèâîäèìûé è äåëèòñÿ íà yj, òî

ϕ(yj) = λyj.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàçàëè, ÷òî yj îáëàäàþò ñâîéñòâîì: ëþáîé îäíîìåðíûé òîð
èõ ïåðåâîäèò â ïðîïîðöèíàëüíûå.

Õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî åñëè f ∈ ML(Y ) - íåïðèâîäèìûé, òàêîé, ÷òî ∀Λ ∼= K× ⊂
Aut(Y ), ∀ϕ ∈ Λ âåðíî

ϕ(f) = λf ⇒ f = µyp. (8.4)

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû, ïîòîìó ÷òî yj óäîâëåòâîðÿåò
óêàçàííûì ñâîéñòâàì, çíà÷èò, åãî îáðàç îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè.
(8.4) ñïðàâåäëèâî â ñèëó ñëåäóþùåãî.

T y ML(Y ) = K[yk11 . . . ykmm ]

yi 7→ tiyi

Ïîëóèíâàðèàíòû îòíîñèòåëüíî T - ìîíîìû µya11 . . . yamm . Îíè ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäè-
ìûìè ⇔ ýòî µyp.
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Ëåêöèÿ 9

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ èç ëåêöèè 8.

Íàïîìèíèì, ÷òî â ïðîøëîé ëåêöèè îïèñûâàëèñü àâòîìîðôèçìû ìíîãîîáðàçèÿ

{xyk11 . . . ykmm = P (z)} = X, ki ≥ 2.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî yk11 , . . . , y
km
m ∈ ML(X) = K[yk11 , . . . , y

km
m ]. Êðîìå òîãî, âñå LND íà

K[X] èìåþò âèä ðåïëèêè
δ = f δ̂,

ãäå
δ̂(x) = P ′(z)

δ̂(yi) = 0

δ̂(z) = yk11 . . . ykmm

.

Ïîñëåäíåå, ÷òî áûëî ïîêàçàíî: ∀ψ ∈ Aut(X)

ψ(yi) = λiyj.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå, ñôîðìóëèðîâàííîå â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 8.13.

Óâåðæäåíèå 9.7. yj äåëèò δ(yj), δ - ïîëóïðîñòîå, òîãäà

∀ ϕ ∈ Λ : ϕ(yj) ..
.

yj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

f = fl + . . .+ fk

ïî êàêèì-òî îäíîðîäíûì ýëåìåíòàì è

ϕ(t)fs = tsfs.

Òîãäà
δ(fs) = sfs.

Åñëè
∑
sfs äåëèòñÿ íà f , òî δ(fi) äåëèòñÿ íà f , òî åñòü f = fs. Îòñþäà

ϕ(t) · f = tsf.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîðîæäàþùèå ãðóïïû Aut(X).

Â ëåêöèè 8 áûëà ââåäåíà ïîäãðóïïà T ⊂ Aut(X). Ðàññìîòðèì ψ ∈ Aut(X), õîòèì
åãî èçìåíÿòü íà àâòîìîðôèçìû èç ÷åòûðåõ èçâåñòâíûõ ïîäãðóïï è â èòîãå ïðèâåñòè
ê åäèíè÷íîìó. Òîãäà áóäåò èçâåñòíî, ÷òî âñÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïîðîæäåíà
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íàøèìè èçâåñòíûìè ïîäãðóïïàìè.
Çíàåì, ÷òî ψ(yi) = λiyj. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âîçìîæíî ñäåëàòü

t ◦ ψ = ψ′, t ∈ T,

òàê, ÷òîáû âñå λi ñòàëè ðàâíû 1.

ψ′(yi) = yj

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî íåëüçÿ ïåðåñòàâëÿòü yi ñ ðàçíûìè ki.

δ̂(z) = yk11 . . . ykmm ⇒ δ̂(z) = 0

Òîãäà ∀LND δ : δ2(z) = 0? îòêóäà δ2(ψ(z)) = 0. Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âåðíî äëÿ
ýëåìåíòîâ âèäà

a(y1, . . . , ym)z + b(y1, . . . , ym)

Êðîìå òîãî, ψ′ äîëæåí áûòü àâòîìîðôèçìîì, è ê íåìó äîëæåí áûòü îáðàòíûé.
Òîãäà a ∈ K×.

ψ′(z) = az + b(y1, . . . , ym).

xyk11 . . . ykmm = P (z) ⇒ x =
P (z)

yk11 . . . ykmm

ψ′(x) =
ψ′(P (z))

ψ(yk11 . . . ykmm )
=

P (ψ′(z))

yk1σ(1) . . . y
km
σ(m)

(9.1)

Íàïîìíèì, ÷òî P (z) = zd + cd−2z
d−2 + . . .+ c0. Òîãäà

(9.1) =
adP (z) + dad−1b(y1, . . . , ym)zd−1 + ∆(y1, . . . , ym, z)

yk1σ(1) . . . y
km
σ(m)

, (9.2)

ãäå ∆ èìååò ÷ëåíû ñòåïåíè íå áîëüøå zd−2. Ïîÿñíèì ýòîò ïåðåõîä.

P (az + b) = (az + b)d + . . . = adzd + dad−1bzd−1 + . . .

(9.2) =
adxyk11 . . . ykmm + dad−1b(y1, . . . , ym)zd−1 + ∆

yk1σ(1) . . . y
km
σ(m)

(9.3)

Â ÷èñëèòåëü âñå z âõîäÿò â ñòåïåíè ≤ d − 1. Ñëåäîâàòåëüíî, dad−1b(y1, . . . , ym)zd−1

äåëèòñÿ íà yk1σ(1) . . . y
km
σ(m). Áîëåå òî÷íî, b(y1, . . . , ym) äåëèòñÿ íà yk1σ(1) . . . y

km
σ(m).

Ïîäñòàâèì â (9.3) z = 0, ïîëó÷èì

yk1σ(1) . . . y
km
σ(m)

(
adxyk11 . . . ykmm + P (0)(1− ad) + b(y1, . . . , ym)g(y1, . . . , ym)

)
(9.4)

Ïîñêîëüêó b(y1, . . . , ym) äåëèòñÿ íà yk1σ(1) . . . y
km
σ(m), (9.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

yk1σ(1) . . . y
km
σ(m)

(
adxyk11 . . . ykmm + P (0)(1− ad)

)
(9.4)
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Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè P (0)(1 − ad) = 0 è yk1σ(1) . . . y
km
σ(m) adxyk11 . . . ykmm . Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî σ ïåðåñòàâëÿåò yi òîëüêî ñ îäèíàêîâûìè ki.

Çà ýòî áûëà îòâåòñòâåííà ãðóïïà S(X).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ñíîâà ìîæåì çàìåíèòü ψ′ íà ψ′′.

ψ′′ = s ◦ ψ′, s ∈ S(X)

ψ′′(yi) = yi

ψ′′(z) = az + b(y1, . . . , ym)

Ïðè ýòîì b(y1, . . . , ym) äåëèòñÿ íà yk11 . . . ykmm . Îáîçíà÷èì

h(y1, . . . , ym) =
b(y1, . . . , ym)

yk11 . . . ykmm

Ïîéìåì òåïåðü, êàê äåéñòâóåò

exp(h(y1, . . . , yn)δ̂)(z).

Íàïîìíèì, ÷òî δ̂(z) = yk11 . . . ykmm . Òîãäà

exp(h(y1, . . . , yn)δ̂)(z) = z + b(y1, . . . , ym).

Òåïåðü ìîæåì ïðîäîëæèòü ïðîöåññ è çàìåíèòü ψ′′

U(δ̂) 3 u ◦ ψ′′ = ψ′′′, ψ′′′ = az.

Èìååì
ψ′′′(yi) = yi

ψ′′′(z) = az

ψ′′′(x) =
P (az)

yk11 . . . ykmm

Â ψ′′′(x) ÷èñëèòåëü ïîäåëèòñÿ íà çíàìåíàòåëü òîëüêî åñëè P (az) = adP (z). Ðàíåå
ìû ââîäèëè äîïîëíèòåëüíûé êâàçèòîð D, êîòîðûé êàê ðàç çà ýòî îòâå÷àåò. Åñëè
P (az) = adP (z), òî

ψ′′′(x) = adx

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 9.10. Aut(X) ïîðîæäåíà U(δ̂), S(X),T,D.

Ñëåäñòâèå 9.9. Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî

Aut(X) = S(X) i
(

(T× D) i U(δ̂)
)

78

МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ
ФАКУЛЬТЕТ
МГУ ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА

https://vk.com/teachinmsu


ÊÎÍÑÏÅÊÒ ÏÎÄÃÎÒÎÂËÅÍ ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ, ÍÅ ÏÐÎÕÎÄÈË
ÏÐÎÔ ÐÅÄÀÊÒÓÐÓ È ÌÎÆÅÒ ÑÎÄÅÐÆÀÒÜ ÎØÈÁÊÈ

ÑËÅÄÈÒÅ ÇÀ ÎÁÍÎÂËÅÍÈßÌÈ ÍÀ VK.COM/TEACHINMSU

Îáîáùåííàÿ ïðîáëåìà ñîêðàùåíèÿ. Êîíòðïðèìåð

Äàíèëåâñêîãî.

Åñòü äâà ìíîãîîáðàçèÿ Äàíèëåâñêîãî

X = {xy = P (z)}

Y = {xy2 = P (z)}

Â êà÷åñòâå P âîçüìåì êîíêðåòíûé ìíîãî÷ëåí

X = {xy = z2 + 1}

Y = {xy2 = z2 + 1}

Äëÿ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ìû ïîíÿëè, ÷òî X � Y , ïîòîìó ÷òî

ML(Y ) = K[y], ML(X) = K.

ML(X) èìååò òàêîé âèä, ïîòîìó ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè åñòü äâà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

δx(x) = 0 δy(y) = 0
δx(y) = 2z δy(x) = 2z
δx(z) = x δy(z) = y

ker δx = K[X] ker δy = K[Y ]

ker δx ∩ ker δy = K

×òîáû ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð ê ïðîáëåìå ñîêðàùåíèÿ, ïîêàæåì, ÷òî åñëè ýòè
ìíîãîîáðàíèÿ óìíîæèòü íà ïðÿìóþ, òî ïîëó÷èì îäíî è òî æå.

Ïóñòü δ ∈ LND(B) - äèôôåðåíöèðîâàíèå íà àëãåáðå B, è ïóñòü â íåì åñòü ñëàéñ.
s ∈ B íàçûâàåòñÿ ñëàéñîì, åñëè δ(s) = 1.
Îïðåäåëèòåëü Äèêñèíüå

πs(f) =
∞∑
i=0

(−1)iδi(f)si

i!
(9.5)

A := ker δ

Òåîðåìà 9.11. 1) πs(B) ⊂ A,

2) πs - ãîìîìîðôèçì B 7→ A,

3) kerπs = sB,

4) B = A[s].

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè ó LND åñòü ñëàéñ, òî âñÿ àëãåáðà - ýòî àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ
íàä ÿäðîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðèìåíèì δ ê îáðàçó

δ(πs(f)) =
∞∑
i=0

(−1)i

i!
δi+1(f)si +

∞∑
i=0

(−1)i

i!
δi(f)isi−1

Ðàñïèøåì âòîðóþ ñóììó

∞∑
i=0

(−1)i

i!
δi(f)isi−1 = |j = i− 1| = −

∞∑
j=−1

(−1)j

j!
δj+1(f)sj

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî

∞∑
i=0

(−1)i

i!
δi(f)isi−1 =

∞∑
i=1

(−1)i

i!
δi(f)isi−1,

ò.ê. ñëàãàåìîå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò i = 0, óìíîæàåòñÿ íà 0, îòêóäà

∞∑
j=−1

(−1)j

j!
δj+1(f)sj =

∞∑
j=0

(−1)j

j!
δj+1(f)sj

δ(πs(f)) = 0

2) Ðåàëèçóåì πs êàê êîìïîçèöèþ íåñêîëüêèõ ãîìîìîðôèçìîâ.

B ↪→ B[t]
exp(fδ)−→ B[t]

ev:t→s−→ B

Íà B åñòü äèôôåðåíöèðîâàíèå δ, ìîæíî åãî ïðîäîëæèòü íà B[t], ïîëîæèâ
δ(t) = 0.
Êàæäîå èç îòîáðàæåíèé, î÷åâèäíûì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçì. Âèäíî, ÷òî ýòà
êîìïîçèöèÿ ðàâíà πs.

3) Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà πs(s), ïî ôîðìóëå (9.5)

πs(s) = s− s = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
πs(sB) = 0.

Ïîêàçàëè, ÷òî ÿäðî ñîäåðæèò sB. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îíè ñîâïàäàþò. Ïóñòü
f ∈ kerπs, òîãäà πs(f) = 0, íî ñ äðóãîé ñòîðîíû πs(f) = f + s · b ⇒ f = −sb,
îòêóäà

f ∈ sB

4) Ðàññìîòðèì δ : B[t] 7→ B[t]. Òîãäà

ker δ = A[t].

πs : B[t] 7→ A[t]
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî πs(t) = t, ïîñêîëüêó t ëåæèò â ÿäðå. Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

ϕ : B 7→ A[s],

åñëè i : B ↪→ B[t], òî
ϕ = ev ◦ πs ◦ exp(tδ) ◦ i.

B 3 g 7→ g 7→
∞∑
i=0

δi(g)ti

i!
=
∞∑
i=0

πs(δ
i(g))ti 7→

∞∑
i=0

1

i!
πs(δ

i(g))si

Åñëè a ∈ A, òî ϕ(a) = πs(a) = a, ϕ(s) = s.
ϕ - êîìïîçèöèÿ ãîìîìîðôèçìîâ, à çíà÷èò, ãîìîìîðôèçì. Ò.ê. a ëåæèò â îáðàçå
è s ëåæèò â îáðàçå, òî ϕ - ñþðúåêöèÿ.

×òîáû îïðåäåëèòü, ÷òî ýòî áèåêöèÿ, ðàññìîòðèì ÿäðî ϕ. Äîïóñòèì, ϕ(g) = 0.
Çàìåòèì, ÷òî ò.ê. A - ÿäðî íàøåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, s - ýëåìåíò, íà êî-
òîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèå ðàâíî 1, îòêóäà s /∈ A. ßäðî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî, à çíà÷èò s òðàíñöåíäåíòåí íàä A è A[s] - äåéñòâè-
òåëüíî àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ.

∞∑
i=0

1

i!
πs(δ

i(g))si = 0 ⇒ 1

i!
πs(δ

i(g)) = 0

Ñòàðøèé íåíóëåâîé ÷ëåí ïðè i = degδ g. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ òàêîãî i

δi(g) ∈ kerπs

δi(g) ∈ A\{0}

Íî òîãäà s ∈ A, ïîòîìó ÷òî ÿäðî ôàêòîðèàëüíî çàìêíóòî. Ïðîòèâîðå÷èå ñ
òåì, ÷òî g 6= 0. Èç íàøèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî g = 0.

kerϕ = {0}

ϕ - èçîìîðôèçì.
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Ëåêöèÿ 10

Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ïðîøëîé ëåêöèè, ïðèâåäåì êîíòðïðè-
ìåð ê îáùåé ïðîáëåìå ñîêðàùåíèé.

Îáîáùåííàÿ ïðîáëåìà ñîêðàùåíèÿ. Êîíòðïðèìåð

Äàíèëåâñêîãî.

Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ
{xy = z2 + 1} = X

{x2y = z2 + 1} = Y

Ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòà Ìàêàð-Ëèìàíîâà ïîêàçàëè, ÷òî X � Y . Òåïåðü ïîêàæåì,
÷òî

K[X][t] ∼= K[Y ][s].

Ýòî óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: åñëè ìíîãîîáðàçèÿ X è Y óìíîæèòü
íà ïðÿìóþ, ïîëó÷èì èçîìîðôíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì B := K[X][t]. Ïîëó÷àåòñÿ, B = K[x, y, z, t]/(xy − z1 −
1).
Îïðåäåëèì LND íà B ñëåäóþùèì îáðàçîì

δ(y) = 0
δ(z) = y
δ(x) = 2z

Åñëè îáîçíà÷èòü, xy = z2 + 1 = P (z), ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî ýòî òî æå äèôôåðåí-
öèðîâàíèå, êîòîðîå áûëî ðàçîáðàíî íà ïîâåðõíîñòÿõ Äàíèëåâñêîãî. Ïóñòü òàêæå

δ(t) = 3x

Ïðîâåðèì, ÷òî δ ∈ LND. y ñðàçó ïåðåõîäèò â 0, z ïåðåõîäèò â y, à çàòåì â 0, è ò.ä.

δ(y) = 0
δ2(z) = 0
δ3(x) = 0
δ4(t) = 0

Âñå îáðàçóþùèå ïåðåõîäÿò â 0, îòêóäà δ ∈ LND.
×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 9.11, íóæíî ïðåäúÿâèòü ñëàéñ

s =
1

2
(yt− xz)

δ(s) =
1

2
(δ(y)t+ yδ(t)− δ(x)z − xδ(z)) =

1

2
(0 + 3xy − 2z2 − xy) = xy − z2
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Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (xy − z2 − 1), ïîëó÷àåì xy − z2 = 1, îòêóäà δ(s) = 1.
Òîãäà

B = R[s], R = ker δ.

Õîòèì äîêàçàòü, ÷òî
R = K[Y ], (10.1)

ïîòîìó ÷òî òîãäà B = R[s] = K[Y ][s].

Äîêàæåì (10.1). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

πs : B 7→ R

πs(x) =: x̂, πs(y) =: ŷ, πs(z) =: ẑ, πs(t) =: t̂

Íàïîìíèì, ÷òî

πs(f) =
∞∑
i=0

(−1)iδi(f)

i!
si

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ y â ýòîé ñóììå åñòü òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå, ïîñêîëüêó
δ(y) = 0, òîãäà

ŷ = y.

x̂ = x− 2zs+ ys2 = x− zyt︸︷︷︸
äåëèòñÿ íà y

+xz2 + ys2︸︷︷︸
äåëèòñÿ íà y

=

= x+ xz2 + y(. . .) = x(1 + z2) + y(. . .) = x2y + y(. . .)

Â èòîãå x̂ äåëèòñÿ íà y, òîãäà ñäåëàåì çàìåíó ˆ̂x = x̂
y
.

Çàìåòèì, ÷òî
1 = πs(1) = πs(xy − z2) = x̂y−ẑ2 = ˆ̂xy2 − ẑ2

0 = πs(2s) = πs(yt− xz) = yt̂− x̂ẑ = yt̂− ˆ̂xẑy = y(t̂− ˆ̂x)

Îòñþäà ñëåäóåò
t̂ = ˆ̂xẑ

πs : B 7→ R

ïðè ýòîì B = K[x, y, z, t]/(xy − z1 − 1), îòêóäà

R = K[x̂, ŷ, ẑ, t̂]/(̂̂xy2 − ẑ2 − 1)(t̂− ˆ̂xẑ)

óáåðåì t̂, ïîñêîëüêó îíî âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ

R = K[ˆ̂x, ŷ, ẑ]/(̂̂xy2 − ẑ2 − 1) (10.2)

Ïîëó÷èëîñü ðîâíî òî, ÷åãî ìû äîáèâàëèñü

R = K[Y ]

Íà ñàìîì äåëå, ìû íå ïîÿñíèëè, ïî÷åìó íåò äðóãèõ ñîîòíîøåíèé. Ýòî ñëåäóåò èç òî-
ãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå (10.2) íåïðèâîäèìî è íóæíîé ðàçìåðíîñòè â òîì ñìûñëå ÷òî
ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ÿäðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äîëæíà áûòü íà 1 ìåíüøå,
÷åì ó èñõîäíîé àëãåáðû. Ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè B ðàâíà 3, à ñòåïåíü òðàíñ-
öåíäåíòíîñòè K[ˆ̂x, ŷ, ẑ] ðàâíà 2, ïëþñ óðàâíåíèå ïîíèæàåò ñòåïåíü.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íè X, íè Y íå èçîìîðôíû äâóìåðíîé ïëîñêîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàííûé ðåçóëüòàò íå äàåò îòâåò íà ñëåäþùèé âîïðîñ: åñëè

X × A1 ∼= An+1,

òî ñëåäóåò ëè èç ýòîãî X ∼= An?

Òðàíçèòèâíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 10.22. X - ìíîæåñòâî, G y X - òðàíçèòèâíî, åñëè ∀ x, y ∈
X ∃g ∈ G òàêîå ÷òî g · x = y.

Îïðåäåëåíèå 10.23. X - ìíîæåñòâî, Gy X - m-òðàíçèòèâíî, åñëè ∀(a1, . . . , am) ∈
Xm, ai 6= aj, ∀(b1, . . . , bm) ∈ Xm, bi 6= bj, ∃g ∈ G òàêîå ÷òî ∀i : g · ai = bi.

Îïðåäåëåíèå 10.24. X - ìíîæåñòâî, G y X - ∞-òðàíçèòèâíî, åñëè G y X
m-òðàíçèòèâíî ∀m ∈ N.

Ðàññìîòðèì a1, . . . , am, òàêèå ÷òî ai = (xi, yi). Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ìîæíî ïîâåð-
íóòü îñè x, y íå íåêîòîðûé óãîë α è ïîñëå ýòîãî ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäèíàòû âñåõ òî÷åê
ðàçíûå.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå àâòîìîðôèçìû{
x 7→ x+ f(y)t

y 7→ y

Áóäåì âûáèðàòü òàêîå f , ÷òî

f(y1) = . . . = f(yi−1) = f(yi+1) = . . . = f(ym) = 0

f(yi) 6= 0

Ò.å. ìîæíî âçÿòü ïðîñòî

f = (y − y1) . . . (y − yi−1)(y − yi+1) . . . (y − ym)

Âñå òî÷êè, êðîìå yi îñòàþòñÿ íà ìåñòå, à yi ìîæíî ïåðåäâèíóòü íà ëþáîé âåêòîð ïî
ãîðèçîíòàëè, ïîäáèðàÿ ïîäõîäÿùåå t.
Òî÷íî òàê æå ìîæíî ñäåëàòü àâòîìîðôèçì, êîòîðûé áóäåò ïåðåäâèãàòü òî÷êó ïî
âåðòèêàëè.

Õîòèì òî÷êè a1, . . . , am ïåðåâåñòè â òî÷êè b1, . . . , bm c ïîìîùüþ îäíîãî àâòîìîð-
ôèçìà g. Ïðè÷åì õîòèì âûáðàòü òàêîé ïîâîðîò, ÷òîáû íå òîëüêî äëÿ ai = (xi, yi)
íå ñîâïàäàëè êîîðäèíàòû, íî è äëÿ bi = (x′i, y

′
i) êîîðäèíàòû òàêæå íå ñîâïàäàëè.

Ïîñòðîèì g êàê êîìïîççèöèþ ýëåìåíòàðíûõ: ñíà÷àëà â äâà ýòàïà a1 ïåðåâîäèì â
b1, çàòåì a2 â b2 è ò.ä.
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Òàêîé æå àëãîðèòì ìîæíî ïðèìåíÿòü è äëÿ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, íàïðèìåð,
x 7→ x+ f(y, z)

y 7→ y

z 7→ z

Ïóñòü G = Aut(X), òîãäà äåéñòâèå êàæäîãî g ∈ G - ýòî àâòîìîðôèçì. Óòâåðæäà-
åòñÿ, ÷òî òîãäà îí ãëàäêèå òî÷êè ïåðåâîäèò â ãëàäêèå, à îñîáûå òî÷êè â îñîáûå.
Åñëè ó ìíîãîîáðàçèÿ åñòü îñîáûå òî÷êè, òî òðàíçèòèâíîñòè íå áóäåò. Áîëüøèíñòâî
òî÷åê ãëàäêèå, à îñîáûå îáðàçóþò çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå, è åñëè îíè åñòü, òî
íå ïîëó÷èòñÿ ïåðåâåñòè ãëàäêèå â îñîáûå.
Ïîýòîìó ìàêñèìóì, ÷òî ìîæíî ïðåäïîëàãàòü - ÷òî âñå ãëàäêèå ìîæíî ïåðåìåøàòü
ìåæäó ñîáîé. Âîïðîñ ñ îñîáûìè òî÷êàìè ñòîèò äîâîëüíî îñòðî: äàæå åñëè ìû ïî-
íèìàåì âñå, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ãëàäêèìè òî÷êàìè, òî ñ îñîáûìè íóæíî ðàçáèðàòüñÿ
îòäåëüíî.

Òîãäà ïîòðåáóåì, ÷òîáû äåéñòâèå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ
òî÷åê Xreg òðàíçèòèâíî, à íå íà âñåì X.

Îïðåäåëåíèå 10.25. SAut(X) - ïîäãðóïïà ñïåöèàëüíûõ àâòîìîðôèçìîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî åñëè X - àôôèííîå, òî èíîãäà åñòü LND

δ : K[X] 7→ K[X],

òîãäà
{exp(tδ) | t ∈ K} ∼= Ga.

SAut(X) := 〈âñå àëãåáðàè÷åñêèå Ga − ïîäãðóïïû〉

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå øèðîêîãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 10.26. Ïîäãðóïïà H ⊂ Aut(X) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ïîðîæ-
äåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåêèé íàáîð (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûé) àëãåáðàè÷åñêèõ
ïîäãðóïï Hα ⊂ Aut(X), α ∈ I òàêèõ, ÷òî

〈Hα〉 = H.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ - ýòî ïîäãðóïïà, êîòîðàÿ ïî-
ðîæäåíà àëãåáðàè÷åñêèì äåéñòâèåì àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû.

Ãðóïïà SAut(X), î÷åâèäíî, àëãåáðàè÷åñêè ïîðîæäåííàÿ.

Îïðåäåëåíèå 10.27. Òî÷êà x ∈ Xreg íàçûâàåòñÿ ãèáêîé, åñëè TxX ïîðîæäåíî
êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê îðáèòàì àëãåáðàè÷åñêèõ Ga-äåéñòâèé.

Îïðåäåëåíèå 10.28. Ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ ãèáêèì, åñëè ëþáàÿ åãî ãëàäêàÿ
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ãèáêîé.
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Òåîðåìà 10.12. Ïóñòü X - àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå, dimX ≥ 2. Òîãäà ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) X - ãèáêîå,

2) SAut(X) y Xreg - òðàíçèòèâíî,

3) SAut(X) y Xreg ∞-òðàíçèòèâíî.

Î÷åâèäíî, 3)⇒ 2). Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïîçæå.

Ïðèìåð

Ïðîâåðèì, ÷òî An ãèáêîå.

Ïóñòü íà An åñòü êîîðäèíàòû x1, . . . , xn è ÷àñòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

Îïðåäåëèì, êóäà ñìîòðÿò êàñàòåëüíûå âåêòîðà ê ñîîòâåòñòâóþùèì Ga-äåéñòâèÿì.
Ïîíÿòíî, ÷òî äåéñòâèÿ ó íàñ ñëåäóþùèå

∂

∂xi
(xj) = 0

∂

∂xi
(xi) = 1

Ñîîòâåòñòâåííî,

ϕt =

(
exp t

∂

∂xi

)
= id +t

∂

∂xi
+ . . . (10.3)

Ïîñêîëüêó ∂
∂xi

(xj) = 0, òî âñå xj ïåðåõîäÿò â ñåáÿ ïðè îòîáðàæåíèè (10.3).

ϕt(xj) = xj

ϕt(xi) = xi + t

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âñå êîîðäèíàòû çàôèêñèðîâàíû, êðîìå îäíîé, ïî êîòîðîé ñäâèãà-
åìñÿ. Âñå îðáèòû ëåæàò âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ íàøåé òî÷êè
êàñàòåëüíûé âåêòîð ê îðáèòå íàïðàâëåí âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè xi.

Â An íåò íå ãëàäêèõ òî÷åê, ïîýòîìó îíî ãèáêîå.

Äëÿ n ≥ 2 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî SAut(An) äåéñòâóåò ∞-òðàíçèòèâíî.

Ïðèìåð
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Àôôèííûå íîðìàëüíûå íåâûðîæäåííûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü åñò òîð T = (K×)n, ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ òîðè÷åñêèì, åñëè T y X
- ñ îòêðûòîé îðáèòîé.
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè òîð äåéñòâóåò íåýôôåêòèâíî, òî ýôôåêòèâíî äåéñòâó-
åò ôàêòîð ïî ÿäðó íåýôôåêòèâíîñòè. Ïîñêîëüêó ôàêòîð òîðà ïî ëþáîé ïîäãðóïïå
ÿâëÿåòñÿ òîðîì, ìîæíî ñ÷èòàòü

dimT = dimX,

ò.å. äåéñòâèå ýôôåêòèâíî.

Àôôèíîñòü, íîðìàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî X àôôèííî, íîðìàëüíî.

Íåâûðîæäåííîñòü. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîå íîðìàëüíîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðà-
çèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåêîãî òîðà, âîçìîæíî, ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè íà ìíî-
ãîîáðàçèå Y , êîòîðîå óæå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (K×)l.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ó Y íåò îáðàòèìûõ ôóíêöèé, ò.å.

K[Y ]× = K×

Íåâûðîæäåííîñòü ⇔ K[X]× = X×.
Âîçüìåì ïðîñòðàíñòâî Qn, â íåì ëåæèò ðåøåòêà Zn = M . Ðàññìîòðèì â Qn = MQ

ïîëèýäðàëüíûé êîíóñ σ∨.
Ó ïîëèýäðàëüíîãî êîíóñà äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ.

σ∨
∑

λivi, Q 3 λi ≥ 0

èëè ýòî ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ.

(Qn)∗ = NQ ⊃M∗ = N , N - ãîìîìîðôèçìû èç M â Z.
Òîãäà ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ðåøåòêàìè åñòü ñïàðèâàíèå

〈n,m〉 ∈ Z

Â ïðîñòðàíñòâå NQ ïî êîíóñó σ∨ ìîæíî ïîñòðîèòü êîíóñ σ

σ = {u ∈ NQ | ∀v ∈ σ∨ : 〈u, v〉 ≥ 0}

Êàæäîìó ýëåìåíòó ðåøåòêè â Mq ñîïîñòàâèì ìîíîì

(a1, . . . , an) ↔ xa11 . . . xann

Êîíóñó σ∨ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìíîãîîáðàçèå X òàêîå, ÷òî

K[X] = 〈âñå ìîíîìû, âõîäÿùèå â σ∨〉

Ðàññìîòðèì êîíóñ, ïîðîæäåííûé ìîíîìàìè xy è x.
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Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî òîãäà â σ∨ ëåæàòü âñå xiyj : i ≥ j ≥ 0.
Âñå îíè ïîðîæäåíû äâóìÿ ìîìíîìàìè

K[x, xy]
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Ëåêöèÿ 11

Òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Íà ïðîøëîé ëåêöèè îïðåäåëèëè êîíóñ σ â NQ è êîíóñ σ∨ â MQ.

Çàíóìåðóåì ðåáðà σ êàê ρ1, . . . , ρk. Íà êàæäîì èç íèõ áåðåì ñàìûé êîðîòêèé
öåëî÷èñëåííûé âåêòîð v1, . . . , vk, òîãäà e - êîðåíü Äåìàçþðà, ñîîòâåòñâòóþùèé ρi,
åñëè

〈vi, e〉 = −1

〈vj, e〉 ≥ 0, ∀j 6= i

Êàæäîìó ðåáðó ρi ñîîòâåòñòâóåò ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ åìó ãðàíü, è âåêòîð e ëåæèò
âíå ñàìîãî êîíóñà, íî ðÿäîì ñ ýòîé ãðàíüþ.
Íà ñàìîì äåëå, îò âåêòîðà e íóæíî ñëåäóþùåå: âîçüìåì öåëî÷èñëåííóþ òî÷êó âíóò-
ðè σ∨ è áóäåì åå ñäâèãàòü âäîëü e. Òîãäà ÷åðåç íåñêîëüêî øàãîâ ìû äîëæíû ïîïàñòü
íà ãðàíü, ïåðïåíäèêóðÿíóþ ρi - ρ

⊥
i .

Âî-ïåðâûõ, 〈vi, e〉 = −1. Ó ñîíàïðàâëåííîãî âåêòîðà ñ e, âûõîäÿùåãî èç âûáðàí-
íîé òî÷êè, ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ãðàíè óìåíüøàåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ
vi è ðàíî èëè ïîçäíî îíî ñòàíåò 0. Ïåðåìàõíóòü ÷åðåç 0 ìû íå ìîæåì, ïîòîìó ÷òî
ïðîèçâåäåíèå óìåíüøàåòñÿ íà 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñòü òåîðåòè÷åñêàÿ âîçìîæíîñòü, ÷òî ìû ïðèáëèçèìñÿ ê êàêîé-
òî äðóãîé ãðàíè, íî òàêîãî íå ïðîèñõîäèò, ïîòîìó ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ
îñòàëüíûìè vj íåîòðèöàòåëüíî, è, çíà÷èò, îò âñåõ îñòàëüíûõ ãðàíåé ìû ñêîðåå óäà-
ëÿåìñÿ.

Îïðåäåëèì LND
∂e(χ

m+l) = 〈vi,m〉χm+l

Ýòî äàåò äèôôåðåíöèðîâàíèå: ïðîâåðèì òîæäåñòâî Ëåéáíèöà íà îäíîðîäíûõ.
Ïóñòü R - ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé Äåìàçþðà, îíî ðàñêëàäûâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå

R = R1 t . . . tRk,

ãäå Ri - êîðíè Äåìàçþðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ρi.

∂e(χ
mχm

′
) = χm∂e(χ

m′) + χm
′
χm∂e(χ

m)

∂e(χ
mχm

′
) = 〈vi,m+m′〉χm+m′

χm∂e(χ
m′) = 〈vi,m〉χm

′+eχm

χm
′
χm∂e(χ

m) = 〈vi,m〉χm+eχm
′

Òåïåðü êàæäîìó ∂e ìîæíî ñîïîñòàâèòü He = {exp s∂e}.

Íàøà öåëü - ïîêàçàòü, ÷òî òàêèå íîðìàëüíûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ
ãèáêèìè.
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Äëÿ ãèáêîñòè äîñòàòî÷íî ∂e → He.

Åñòü òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, òàì åñòü îòêðûòàÿ îðáèòà T , ìîæåò áûòü, åñòü
áîëåå ìàëåíüêèå îðáèòû.
Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ãëàäêèå îðáèòû, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî â ëþáîé ãëàäêîé òî÷êå ïîðîæäàåòñÿ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê êàêèì-òî Ga

äåéñòâèÿì.

Ìû ýòî ïðîâåðèì, âîîáùå ãîâîðÿ, â îäíîé òî÷êå. Åñëè äâå òî÷êè ïåðåâîäÿòñÿ
äðóã â äðóãà àâòîìîðôèçìîì ϕ, òî äèôôåðåíöèàë ýòîãî àâòîìîðôèçìà ïåðåâîäèò
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â îäíîé òî÷êå â êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â äðóãîé òî÷êå.

Íàì íóæíî ïîíÿòü ñëåäóþùèå äâå âåùè:

1) Åñòü ãèáêàÿ òî÷êà

2) Aut(X) äåéñòâóåò íà ãëàäêèõ òî÷êàõ òðàíçèòèâíî

Ïåðâîå.

He(χ
m) = χm + s〈vi,m〉χm+e + s2 . . .

Åñëè ýòî âûðàæåíèå ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî s ïðè s = 0, ïîëó÷èòñÿ

∂

∂s
He(s)(χ

m)(0) = 〈vi,m〉χm+e

Êàêèå-òî èç âåêòîðîâ v1, . . . , vk ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, ïóñòü ýòî v1, . . . , vn.

Âòîðîå.

Öåëü - âûéòè ñ ïîìîùüþ àâòîìîðôèçìà èç êàêîé-òî îðáèòû â îòêðûòóþ îðáèòó.
Ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ëèáî îðáèòà ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî He,
ëèáî He ïîäåéñòâóåò íà êàêóþ-òî òî÷êó îðáèòû, ïîëó÷èòñÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ïîòè
âñÿ ëåæèò âíóòðè ýòîé îðáèòû, è òîëüêî îäíà òî÷êà ëåæèò â îðáèòå ìåíüøåé ðàç-
ìåðíîñòè (He-ñâÿçíûå îðáèòû).
Ñîîòâåòñòâåííî, òàêèì äåéñòâèåìHe ìîæíî âûéòè èç êàêîé-òî îðáèòû â áîëåå áîëü-
øóþ.

Ìîæíî ïðîñëåäèòü, êàêèå èìåííî îðáèòû ÿâëÿþòñÿ He-ñâÿçíûìè è ïîíÿòü, ÷òî
èç êàæäîé ãëàäêîé îðáèòû ìîæíî äîéòè äî ìàêñèìàëüíîé, ò.å. äî îòêðûòîé.

Îïðåäåëåíèå 11.29. Ïóñòü K[X] =
⊕
i∈Z
K[X]i.

Òàêîå äåéñòâèå ìîæåò áûòü îäíîãî èõ òðåõ òèïîâ

1) Ýëëèïòè÷åñêèé
K[X]i = 0 ïðè i < 0 è K[X]0 = K,
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2) Ïàðàáîëè÷åñêèé
K[X]i = 0 ïðè i < 0 è K[X]0 6= K,

3) Ãèïåðáîëè÷åñêèé
åñòü è ïîëîæèòåëüíûå, è îòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû.

Òåîðåìà 11.13. Ïóñòü åñòü íå ãèïåðáîëè÷åñêîå Gm-äåéñòâèå íà àôôèííîì íåïðè-
âîäèìîì ìíîãîîáðàçèè X, ïóñòü Z - ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ òî÷êà X, êîòîðàÿ ëåæèò â Z.
Òîãäà

Zreg ∩Xreg 6= ∅,

∀z ∈ Z ∩Xreg êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â z ê X ïîðîæäåíî TzZ è êàñàòåëüíûìè
âåêòîðàìè ê Ga-äåéñòâèþ.

Ïóñòü åñòü íåêîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Îðáèòû òîðà ñîîòâåòñòâóþò ãðàíÿì
êîíóñà.
Ìîæåì âûáðàòü ãèïåðãðàíü è áóäåì íà íåé óìíîæàòü íà 1. Äàëåå êîíóñ ðàçáèâàåòñÿ
íà ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíûå ýòîé ãðàíè, íà êîòîðûõ áóäåì óìíîæàòü íà t, t2, t3, . . ..

Ïîëó÷àåòñÿ íåêàÿ íå ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ãðàäóèðîâêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî

Zreg ∩Xreg 6= ∅.

K[Z] = K[X]0 ⇒ Z - íåïðèâîäèìî.
Zreg ∩Xreg - îòêðûòîå ïîæìíîæåñòâî â Z.
Zreg - òîæå îòêðûòîå ïîæìíîæåñòâî â Z.
Îòñþäà

∃z ∈ Zreg ∩Xreg.

Ïóñòü mz - ìàêñèìàëüíûé èäåàë z â K[X]0, Mz - ìàêñèìàëüíûé èäåàë z â K[X].
Òîãäà

Mz = mz ⊕ I(z)

Âîîáùå ãîâîðÿ,

K[X] = K[X]0 ⊕
⊕
i>0

K[X]i

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî K[X]i - ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â 0 íà Z.
Ïóñòü dimZ = k = dimmz/m

2
z.

dimX = k + n = dimMz/M
2
z

Mz/M
2
z = (mz ⊕ I(z))/(mz ⊕ I(z))2 = mz/m

2
z ⊕ I(z)/(mzI(z) + I(z)2)

Âûáåðåì h1, . . . , hk - ëîêàëüíûå ïàðàìåòðû â mz, ôóíêöèè, òàêèå ÷òî èõ ñìåæíûå
êëàññû hi +mz äàþò áàçèñ â mz/m

2
z.

Äîïîëíèì ýòîò áàçèñ ôóíêöèÿìè f1, . . . , fn ∈ I(z), ÷òî ñìåæíûå êëàññû h1, . . . , hk, f1, . . . , fn
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- áàçèñ â Mz/M
2
z .

Ìîæíî ñ÷èòàòü fi Z-îäíîðîäíûìè.

h1, . . . , hk, f1, . . . , fn - àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû. Îòñþäà h1, . . . , hk - áàçèñ òðàíñ-
öåíäåíòíîñòè K[X]0, f1, . . . , fn - àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä K[X]0.

Ðàññìîòðèì êîëüöî
A = K[X]0[f1, . . . , fn]

Îíî Z-ãðàäóèðîâàííî.

Ëåììà 11.14. Ïóñòü δ - îäíîðîäíîå LND(A), deg δ < 0.
Òîãäà ∃s ∈ K[X]0\mz, ÷òî sδ ïðîäîëæàåòñÿ äî îäíîðîäíîãî LND íà K[X].

Ñíà÷àëà âûâåäåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû èç Ëåììû, à ïîòîì äîêàæåì åå.
Èäåÿ â òîì, ÷òî íà àëãåáðå K[X]0 èçâåñòíî ìíîãî LND

∂

∂f1
, . . . ,

∂

∂fn

è îíè èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñòåïåíè

− deg f1, . . . ,− deg fn

Îíè âñå îòðèöàòåëüíûå, îäíîðîäíûå, ñëåäîâàòåëüíî, ïîïàäàþò ïîä Ëåììó è äëÿ
êàæäîãî èç íèõ ñóùåñòâóþò òàêèå s, ÷òî

s1
∂

∂f1
, . . . , sn

∂

∂fn

ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè K[X].

δi := si
∂

∂fi

δi(hj) = 0

δi(fj) = 0

δi(fi) = si, δi(fi)(z) 6= 0

Mz/M
2
z - äâîéñòâåííîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. δi - äâîéñòâåííûé âåêòîð ê fi+Mz.

Ñ ðàçíûìè fi îíè áóäóò ëèåíéíî íåçàâèñèìû è áóäóò äîïîëíÿòü êàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî äî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X.
Òîåðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g1, . . . , gr - îäíîðîäíûå ïîðîæäàþùèå àëãåáðû K[X].
Èíäóêöèÿ ïî u ∈ N ∪ {0}.
Ñóùåñòâóåò su, ÷òî äëÿ âñåõ gi ∈ K[X]j ïðè j ≤ u

suδ(gi) ∈ K[X], su ∈ K[X]\mz

δ : A 7→ A,

K[X] - àëãåáðàè÷åñêàÿ íàä A, òîãäà δ ïðîäîëæàåòñÿ äî K[X] 7→ K(X).
Áàçà. u = 0
gi ∈ K[X]0

δ(gi) = 0,

à 0 - ýòî ýëåìåíò êîëüöà.
Øàã.

ρ = sn−1δ

Åñëè gi ∈ K[X]j, j < u, òî ρ(gi) ∈ K[X]. Âûáåðåì gi1 , . . . , gil ∈ K[X]u ⊂ I(Z) ⊂ Mz -
âñå òàêèå. Òîãäà

gi = a1f1 + . . .+ anfn + Fi +Gi, Fi ∈ mzI(Z), Gi ∈ I(Z)

Ìîæíî ñ÷èòàòü
Fi = p1g1 + . . . plgl ∈ mz

Ñïðîåêòèðóåì gi íà K[X]u âäîëü ñóììû îñòàëüíûõ îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò, òîãäà
Fi áóäåò òàêèì.
Äàëüøå èäåÿ âûðàçèòü îòñþäà g1

g1 =
a1f1 + . . .+ anfn + p2g2 + . . .+ pngn

1 + p1
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Ëåêöèÿ 12

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èç ëåêöèè 10.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10.12. Îòíîñèòåëüíî ïîäðîáíî
ðàçáåðåì òîëüêî ïåðâûå 2 ïóíêòà.

Òåîðåìà. Ïóñòü X - àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå, dimX ≥ 2. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) X - ãèáêîå,

2) SAut(X) y Xreg - òðàíçèòèâíî,

3) SAut(X) y Xreg ∞-òðàíçèòèâíî.

Îïðåäåëåíèå 11.30. G ⊂ Aut(X) íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ïîðîæäåííîé, åñëè
G = 〈Hγ | γ ∈ Γ〉, Hi - àëãåáðàè÷åñêè ïîðîæäåííûå.

J = {Hγ | x ∈ Γ}.
Ââåäåì

H = (H1, . . . , Hs) ⊂ Js

Óñòàíîâèì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê: îäèí íàáîð áîëüøå äðóãîãî, åñëè ïåðâûé ïîëó÷àåò-
ñÿ ïðèïèñûâàíèåì ÷åãî-òî êî âòîðîìó.

Òàêîìó íàáîðó ìîæíî ñîïîñòàâèòü îòîáðàæåíèå

ΦH,X : H1 ×Hs 7→ X

(h1, . . . , hs) 7→ (h1 · . . . · hs)x

Ïðåäëîæåíèå 11.2. Åñëè G àëãåáðàè÷åñêè ïîðîæäåííàÿ, òî ëþáàÿ G-îðáèòà îò-
êðûòà â ñâîåì çàìûêàíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X - çàìûêàíèå íåêîòîðîé G-îðáèòû.

XH,x = (H1 · . . . ·Hs)x

Îáúåäèíåíèå XH,x äëÿ ðàçëè÷íûõ H ïëîòíî â X.
Òîãäà ⋃

H

XH,x (12.1)

òîæå ïëîòíî â X. (12.1) äàåò íåêîå óâåëè÷èâàþùååñÿ çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî.

Ñóùåñòâóåò òàêîå H, ÷òî XH,x = X.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè åñòü XH,x è XH′,x, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü

H′′ = (H,H′),
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îòêóäà
XH,x ⊂ XH′′,x, XH′,x ⊂ XH′′,x

è
XH,x ⊂ XH′′,x, XH′,x ⊂ XH′′,x

Áîëåå òîãî, ýòè óâåëè÷èâàþùèåñÿ çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà íåïðèâîäèìû.

Åñëè òåïåðü îäíî íåïðèâîäìèîå çàìêíóòîå âëîæåíî â äðóãîå è îíà íå ðàâíû, òî
îíè äîëæíû îòëè÷àòüñÿ ïî ðàçìåðíîñòè. dimX <∞, îòêóäà ðàíî èëè ïîçäíî ðàñ-
øèðÿþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

Ðàññìîòðèì âíóòðåííîñòü XH,x - ýòî íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â X, êî-
òîðîå ñîäåðæèò x.
XH,x - ýòî îáðàç ìîðôèçìà. Îíî ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ â íåêèõ çàìêíó-
òûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿõ.

Òàê èëè èíà÷å, åñëè åãî çàìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ X, òî îíî ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî
íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X.

Ïîíÿòíî, ÷òî âíóòðåííîñòü XH,x ëåæèò â XX,x ⊂ Gx.
Îòñþäà Gx îòêðûòà â X, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 11.3. Äëÿ ëþáîãî x cóùåñòâóþò (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå) ïîä-
ãðóïïû H1, . . . , Hs ∈ J òàêèå, ÷òî

(H1 . . . Hs)x = Gx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ìíîæåñòâî

ZH = ΦH(H1 × . . .×Hs ×X) ⊂ X ×X

ΦH : (h1 × . . .× hs × x) 7→ (x, h1 × . . .× hs, x)

Ìíîæåñòâî H1× . . .×Hs×X íåïðèâîäèìî, òîãäà X×X íåïðèâîäèìî è êîíñòðóê-
òèâíî.

Åñëè òåïåðü H′ áîëüøå H, òî ZH ⊂ ZH′ . Ðàññìîòðèì

Z =
⋃
H

ZH

Ïðîâîäÿ ïîõîæèå íà ïðîøëîå äîêàçàòåëüñòâî ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî Z äîëæ-
íî ñòàáèëèçèðîâàòü â X ×X.

Çíà÷èò, åñòü òàêîå H, ÷òî Z = ZH.

Â ÷àñòíîñòè, Z çàìêíóòî.
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Âîçüìåì âíóòðåííîñòü ZH â Z è ðàññìîòðèì Z′ - îáúåäèíåíèå âíóòðåíííîñòåé.
Îíî áóäåò îòêðûòî è ïëîòíî â Z.

Ðàññìîòðèì G-äåéñòâèå íà X ×X

g · (x, y) = (gx, y)

Èìååì,

HΦH(h1, . . . , hs, x) = h(h1x, . . . , hsx) = Φ(H,H)(h1, . . . , hs, h
−1, h · x)

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî h · ZH ⊆ Z(H,H).
Ïîëó÷àåòñÿ, Z è Z ′ ÿâëÿþòñÿ H-èíâàðèàíòàìè è, îòñþäà, G-èíâàðèàíòàìè.

Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò H òàêîå ÷òî Z = ZH.
Òîãäà Z ′ ðàâíî âíóòðåííîñòè ZH.

Z,Z ′ ⊂ X ×X. Èç X ×X åñòü êàíîíè÷åíñêàÿ ïðîåêöèÿ P íà ïåðâóþ êîîðäèíàòó
P : X ×X 7→ X.

Ôàêò: ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî V ⊂ X òàêîå, ÷òî Z ′(x) ïëîò-
íî â Z(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ V , ãäå M ⊂ X ×X, M(x) - ñëîé PH íàä x.

P - G-èíâàðèàíò. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî V - òîæå G-èíâàðèàíò, òîãäà ñóùå-
ñòâóåò H, òàêîå ÷òî ZH(x) ïëîòíî â Z(x) äëÿ ëþáîé x ∈ V .

Çíà÷èò, Z(x) - çàìûêàíèå Gx.

Äîêàæåì, ÷òî (H1, . . . , Hs)x = Gx.

Âîçüìåì x, gx ∈ V è ðàññìîòðèì (H1, . . . , Hs)x, (H1, . . . , Hs)gx, òîãäà
(H1, . . . , Hs)x, (H1, . . . , Hs)gx ïëîòíû â Z(x), à çíà÷èò îíè ïåðåñåêàþòñÿ.

Ò.å.
h1 . . . hs · x = h̃1 . . . h̃sgx

gx = h̃s
−1
. . . h̃1

−1
h1 . . . hsx ∈ (Hs, . . . , H1, H1, . . . Hs)x

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 11.4. Ïóñòü J çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèÿ, òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüñíîñòü H = H1, . . . , Hs òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x êàñàòåëü-
íîå ïðîñòðàíñòâî ê îðáèòå ïîðîæäåíî Tx(H1x), . . . , Tx(Hsx).

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Îïðåäåëåíèå 11.31. Ãëàäêàÿ òî÷êà x íàçûâàåòñÿ G-ãèáêîé, åñëè â íåé êàñàòåëü-
íîå ïðîñòðàíñòâî ê X ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê îðáèòå.
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Ñëåäñòâèå 11.10. a)Ãëàäêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ G-ãèáêîé ⇔ Gx îòêðûòà â X.
b) Îòêðûòàÿ G-îðáèòà, åñëè îíà ñóùåñòâóåò, ñîñòîèò èç âñåõ G-ãèáêèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. a) Ðàññìîòðèì

ΦH,x : H1 × . . .×Hs 7→ Gx

Ìîæíî âûáðàòü Hi òàêèå, ÷òî ýòî ñþðúåêöèÿ.
Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê îáðàçó ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê X.

Îòñþäà îðáèòà Gx ïëîòíà â X, à çíà÷èò è îòêðûòà â X.

b) Ïðåäïîëîæèì, åñòü îòêðûòàÿ îðáèòà Gx. Âîçüìåì òî÷êó âíóòðè íåå. Ïî ïóíê-
òó à) îíà G-ãèáêàÿ.

Ïóñòü åñòü G-ãèáêàÿ òî÷êà y âíå Gx, òîãäà îðáèòà Gy òîæå îòêðûòà è ñîâïàäåò ñ
Gx, ò.ê. X íåïðèâîäèì.

Ïðèìåíèì ýòè ðåçóëüòàòû ê J = âñå ïîäãðóïïû â Aut(X), èçîìîðôíûå Ga.
Òîãäà G = SAut(X) è J çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåíèé.

Òîãäà âñå íàøè óñëîâèÿ âûïîëíåíû.

Ñåé÷àñ ìû èäåéíî ïîêàçàëè ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ âåùåé

1) X ãèáêîå

2) SAut(X) äåéñòâóåò íà ãëàäêèõ òî÷êàõ òðàíçèòèâíî.

Òåîðåìà 11.14. Ïóñòü G - àëãåáðàè÷åñêè ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïà, òîãäà ñóùå-
ñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ G-èíâàðèàíòîâ, ðàçäåëÿþùèõ îðáèòû.

Èäåéíî ïîêàæåì, ÷òî â òåîðåìå 10.12 èç 2) ñëåäóåò 3).

Ýòî ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ: ïóñòü M = Xreg\{x1, . . . , xn}. Òîãäà SAut(X)
äåéñòâóåò íà M òðàíçèòèâíî.

Òðàíçèòèâíîñòü: ÷òîáû îòîáðàçèòü a1, . . . , an â b1, . . . , bn, ïîñëåäîâàòåëüíî ôèê-
ñèðóåì âñå, êðîìå îäíîé è äâèãàåì ñâîáîäíóþ òî÷êó â bi.

Îòêóäà áðàòü òàêóþ òðàíçèòèâíîñòü? Êàê ïåðåìåñòèòü a1 â b1? G-îðáèòà ñîâïà-
äàåò ñ îðáèòîé êîíå÷íîãî ÷èñëà Hi, ò.å. ìû ìîæåì, ïîñëåäîâàòåëüíî ñìåùàÿñü ïî
àääèòèâíûì ãðóïïàì, äîéòè äî b1.
Êàê òåïåðü çàôèêñèðîâàòü âñå îñòàëüíûå òî÷êè? Íóæíî ñäåëàòü íåêóþ ðåïëèêó

Hi = {exp tδ}

Õîòèì âçÿòü
{exp tfδ}, t ∈ ker δ
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Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî íàì íóæíî, ÷òîáû f îáðàùàëàñü â 0 â ai, òîãäà îíè îñòàíóòñÿ
íà ìåñòå. Ñ ýòèì åñòü íåêîòîðàÿ ïðîáëåìà, ïîòîìó ÷òî äàæå îðáèòû îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè èíâàðèàíòàìè, à íàì íóæíû ðåãóëÿðíûå.
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